Variables aleatorias discretas

Distribucién Binomial:

Muchos experimentos aleatorios satisfacen las siguientes condiciones:

« El experimento consiste de n pruebas, siendo n fijo.

» Las pruebas son idénticas y en cada prueba hay sélo dos resultados posibles, que
denominaremos Exito (E) y Fracaso (F). Una prueba de este tipo se denomina ensayo
de Bernoulli.

e Las pruebas son independientes, es decir que el resultado de una prueba no influye
sobre el de las otras.

* La probabilidad de Exito (P(E)=p) se mantiene constante en todas las pruebas.

Definicion: Un experimento que satisface estos cuatro requerimientos se denomina
experimento Binomial.

Ejemplos: 1) Se arroja una moneda n veces y se llama Exito al suceso “sale cara”.

2) Se arroja un dado equilibrado n veces y se llama Exito al suceso “se obtiene un as”.

3) Se arroja n veces un dardo a un blanco circular de radio R, el cual contiene en el centro
un circulo de radio R/4 y se denomina Exito al suceso “el dardo impacta en el circulo

central”.

4) Se extraen 4 bolillas con reposicion de una urna que contiene 5 bolillas blancas y 3
negras y se denomina Exito al suceso “las 4 bolillas son blancas”.

5) ¢Es el que sigue un experimento Binomial? Se extraen 2 bolillas sin reposicion de una
urna que contiene 5 bolillas blancas y 3 negras y se denomina Exito al suceso “la bolilla
extraida es blanca”.

NO, no lo es ya que si denominamos B; al suceso “la i-ésima bolilla extraida es blanca”,
4 5
P(Bz | Bl) :7 % P(Bz) :g

y, por lo tanto no se verifica la tercera condicion. En realidad tampoco se verifica la
segunda ya que las pruebas no son idénticas (la composicion de la urna varia).
Observemos que, sin embargo la cuarta condicion se satisface.

Variable aleatoria binomial: Consideremos un experimento binomial que consiste de n
repeticiones y en el cual P(E) = p. Denominaremos v.a. binomial a la variable

X: nimero de éxitos en las n repeticiones.

Notacion: X ~ Bi (n,p).
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Calculemos su funcidn de probabilidad puntual. Para ello, observemos en primer lugar
que Rx ={0,1,2,...,n}.

Sea k [JRy, una secuencia posible con k éxitos y n-k fracasos es:

E..EF..F
—— —

k n-k
y su probabilidad, dada la independencia de las repeticiones, es p*(1- p)"™*. Pero, hay

E:Esecuencias posibles conteniendo k éxitos, entonces

P(X =k) = py (k) =E:Epk(1— p)"* OkO{0.4,...,n}

Verifiguemos que Z& py (k) =1. En efecto,

pr (k)=ZE:%)k(1— )" =(p+(1— p))n _

n
Hemos usado la férmula del Binomio de Newton: (a +b)" = Z E: %kb”_k.
k =l

Funcion de distribucion: Si X ~ Bi (n,p),

six<0

Fy (x) = ?E% @-p)* sid<x<n

six>n

donde [x] denota la parte entera de x.
Ejemplo: Supongamos que se arroja un dado equilibrado 10 veces y se llama Exito al

suceso “se obtiene un as”. La v.a. X; numero de ases en los 10 tiros tiene distribucion
Binomial de parametros 10y 1/6, o sea X ~ Bi (10,1/6), entonces

P(X = 4) =§f%§§§ = 0.054
PBsX<5)= ZEE%@%@H =F, (5) - F, (2)=0.22
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Esperanzay varianza de una variable aleatoria binomial: Sea X ~ Bi (n,p),

E(X)=np y V(X)=npd-p)

Dem: En el caso n=1, X es una v.a. Bernoulli y ya hemos demostrado que en este caso,
E(X)=p y V(X) = p(1-p). Sea ahora n>1,

E0=3 kLBt @D =y ket @ =y et ) =

. n! K1 ok — (n-1)! 1q _ oyn-k =
2 k=in—i P ETPTEWD G P P

n _l n-1 _1 . . 1
npggz—l%k_l(l‘ p) <k-f>=j”ngj %’(1— P =np(p+@-p)T =
Recordemos que V (X) = E(XZ)—(E(X))2 = E(XZ)—anZ.

E(X?)= zk@% (1- p)"k- (k(k-1) +k @Eo 1-p)*
=Zk(k—1)§%oka—p)"'k +§k§§)ka—p)“* =ik(k—1)§%ok(l—p)“‘k +E(X)

n-k

;2 (k-1 )p “@-p ”p:Z (k_z):‘(!n_k)!pk(l—p) +np

_ T (n-2)! k=2 (4 _ ~\n—k
=n(n 1)p; =210 -1 L-p) +

n-2 -20 . . -2
50D’ Zg j E“’ﬂ— p)"* +np=n(n-1p? (p+@-p))"” +n

=n(n-1)p*>+np

En realidad, para que la demostracién anterior sea valida debe ser n = 2, pero es
inmediato verificar que, si n=2, E(X?%) = 2p2 +2p y por lo tanto la expresion hallada es

valida para todo n.
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Finalmente,

V(X)=E(X*)=(E(X)) =n(n-1)p +np-n’p? =-np® +np =np(L- p)

En el siguiente grafico se muestra la funcion de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucion Binomial para distintos valores de p y n=10. Puede observarse como la
distribucién se simetriza a medida que p tiende a 0.5.
¢, Como serian los gréficos para valores de p>0.5?
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En el siguiente gréfico se muestra la funcién de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucién Binomial para distintos valores de p y n.
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Variable aleatoria Geométrica: Supongamos que se repite en forma independiente un
ensayo de Bernoulli con probabilidad de Exito (P(E)=p) constante en todas las pruebas.
Se define la v.a.

X: nimero de repeticiones hasta obtener el primer Exito.
Notacién: X ~ G (p).

Al estudiar en general las v.a. discretas, hemos probado que la funcién de probabilidad
puntual de X esta dada por

Py (K)=@1-p)*p Ok ON.

y su funcion de distribucién acumulada por

0 si x<1
F =
x () H—(l— p siox>1

donde [x] denota la parte entera de X.

Esperanzay varianza de una variable aleatoria geométrica: Sea X ~ G (p),
1 1-
E=0 oy V=P

Dem: Lo hemos demostrado al estudiar en general la esperanza y la varianza de una v.a.
discreta.

Proposicion (Propiedad de Falta de Memoria): Sea X ~ G (p) y sean n y m ndmeros
naturales cualesquiera,

P(X>n+m|X >n)=P(X >m)

Dem: Ejercicio.
(Sugerencia: Demostrar que si X ~ G (p), P(X >k)=(1- p)").

Ejemplo: Sea X: numero de tiros hasta obtener el primer as en una sucesion de tiros de
un dado equilibrado, entonces X ~ G (1/6).
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P(X =7)=

%Q =0.06

ol

HXZQ:HX>5:@E:QM
60

1 5/6
E(X)=—=6 V(X)= =30
(X)=17% () (/6)

En el siguiente grafico se muestra la funciéon de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucibn Geométrica para distintos valores de p.

p(x)

p(x)

p(x)

3
O
p=0.10
S
O
: WW
(=]
WTTTTTTT‘W?‘???W
0 5 10 15 20 25 30
X
p=0.25
&
O
3
O
= ‘ﬁﬁw???woowoo
0 5 10 15 20
X
p=0.40
S
)
O
N
(@]
; ‘
1{{l]
= T??‘?Oooooooooeooe
0 5 10 15 20

X

p(x)

p(x)

p(x)

Geometrica
n,
|
o
p=0.15
(@
|
=]
LO|
[«
d H‘
o WTTTTTWW?WWWWW@
0 5 10 15 20 25 30
X
p=0.30
o,
[s2]
o
(e
|
o
(@
|
d ‘
= XTT????OOOGOGGGGG
0 5 10 15 20
X
p=0.45
N
O
o
ol
|
o
i
9 T??W@oooeooooooooo
0 5 10 15 20

X

p(x)

p(x)

p(x)

o,
N
(=
p=0.20
0|
i
[«
O
i
[«
[Te)
(=
- Hﬁ
= ‘ TTT?????QOOOQ
0 5 10 15 20
X
p=0.35
)|
[«
[V
[«
i
] h
o TT??WOOOGG@GGGGGG
0 5 10 15 20
X
p=0.50
L0
[«
<
[
[82)
=
[V
[«
i
[«
= T??Ooeoeooeooooeoo

5 10 15 20

X

40



Variable aleatoria Binomial Negativa: Supongamos que se repite en forma
independiente un ensayo de Bernoulli con probabilidad de Exito (P(E)=p) constante en
todas las pruebas. Se define la v.a.

X: nimero de repeticiones hasta obtener el r-ésimo Exito (r >1).
Notacion: X ~ BN (r,p).
Esta v.a. es una generalizacién de la v.a. Geométrica, la cual corresponde al caso r = 1.

Observemos que Ry = {r, r+1, r+2, ....} y hallemos su funcién de probabilidad puntual.

Sea k un numero natural, k = r. Para que sean necesarias k repeticiones para obtener el
primer Exito, el r-eésimo Exito debe ocurrir en la repeticion k y en las (k-1) repeticiones
previas debe haber exactamente (k-1) Exitos. Como las repeticiones son independientes

la probabilidad de una configuracion de ese tipo es p'(1-— p)k_r, pero hay varias
configuraciones de esta forma. ¢ Cuantas? Tantas como formas de elegir entre las (k-1)

. -1
primeras repeticiones, aquellas donde ocurriran los (r-1) Exitos, o sea g 1%.
Por lo tanto la funcién de probabilidad puntual sera:

P(X :k):g:i%r(l— p)< " OkO{r,r+1r+2..}

Funcién de distribucién: Si X ~ BN (r,p),

six<r

-1
g . ) Six=>r

donde [x] denota la parte entera de x.

Ejemplo: Se extraen con reposicion bolillas de una urna que contiene 3 bolillas blancas y
7 rojas. Se define X: numero de extracciones hasta obtener la cuarta bolilla roja.

X ~ BN (4,7/10)

4

. _[B-1lm7 3
P(X'S)'g—l%ﬁggﬁ%o'zg
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PG<X<7)= ZE‘;%%Q%%QA =0.49

Proposicién: Sea X ~ BN (r,p),

rt-p)

2

E(X)=— V(X)=
p

Dem: Lo demostraremos mas adelante usando que una v.a. Binomial Negativa puede
expresarse como suma de v.a. Geométricas independientes.

Observacion: Esta v.a. suele también definirse como el nUmero de Fracasos antes de
obtener el r-ésimo Exito. Sila denotamos X, entonces su rango sera

Ry ={0,1,2,..} =N O {0}

+x-1
y su funcion de probabilidad puntual: ~ p..(X) :E Ejr @-p)
X

En este caso,

E(X*): r(l_ p) y V(X*): r(l_zp)
P P

Variable aleatoria Hipergeométrica: Supongamos que

» La poblacion a ser muestreada consiste de N elementos o individuos (poblacion finita)

* Cada elemento o individuo puede ser clasificado como Exito o Fracaso y hay D Exitos
en la poblacion.

» Se extrae de la poblacién una muestra de n elementos o individuos, de forma tal que
cualquier subconjunto de tamafio n tiene la misma probabilidad de ser elegido.

Sea X : numero de éxitos en la muestra de tamafio n. Se dice que X tiene distribucion
Hipergeométrica de pardmetros n, Ny D y se denota

X ~H (n,N,D)

Ejemplo: De una urna que contiene 3 bolillas blancas y 7 negras se extraen 4 bolillas sin
reposicion y se define X: nimero de bolillas blancas extraidas.
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¢, Como calculariamos la probabilidad de que se extraigan 2 bolillas blancas (X = 2)?

Como todos los conjuntos de 4 bolillas tienen la misma probabilidad de ser extraidos, la

1
probabilidad de uno cualquiera de ellos sera 100 Por otro lado hay gﬁgcomuntos

4
que contienen 2 bolillas blancas y 2 negras y, por lo tanto la probabilidad pedida sera:

em s
o

P(X =2)=

Proposicion: Si X ~ H (n,N,D),

i
i

Dem: El nimero de subconjuntos distintos de tamafio n que se pueden extraer de una

-D
poblacion de tamafio N es E\‘E De esos conjuntos, hay EE%\‘ ‘ Eque contienen k
n n-

Exitos y (n-k) Fracasos y se obtiene la funcién de probabilidad. El rango de valores
posibles de k resulta de observar que se deben satisfacer tres condiciones:

py (k) =———— max(0,n - (N - D))< k < min(n, D)

0<k<n k<D n-k<N-D
De las dos primeras se obtiene: k<n,k <D = k <min(n,D)
De la primera y la tercera se obtiene: k=20, k=n—(N -D) = k= max(O, n—(N - D)).

Proposicion: Si X ~ H (n,N,D),

_ D _
E(X)=n- V(X)

D D
N —1@1W%_ﬁ§

Dem: Ejercicio opcional.

: N —-n . ,
Observaciones: 1) El factor BmEque aparece en la expresion de la varianza se
UN =10

denomina factor de correccién por poblacion finita.
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2) Si n es pequefio en relacion a N, la hipergeométrica puede ser aproximada por la
distribucién Binomial de pardmetros n y p=D/N. Observemos que, en este caso el factor
de correccion finita es aproximadamente 1.

Limite de la funciéon de probabilidad puntual de una v.a. Binomial:

Proposicién: Sea X ~ Bi(n,p) y supongamos que N - oy p - 0, de maneraque n[(p=A
(fijo), entonces:

m(k)zﬁ%ka— e S OON, =N Ofd

Dem:

Observemos que:

ydiot onokAl o
n

H-
O

S >

—k
[l 1
1 om

-A )k

Entonces, p, (k) 3

, COMo queriamos demostrar.

Esta proposicidn sugiere que la funcion de probabilidad puntual podria ser aproximada por
la funcién de probabilidad limite, pero ¢cudndo se considera que n es grande y p es
pequefio para que la aproximacion sea buena?
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Algunos autores sugieren n =100, p<0.01y np < 20.

En la siguiente tabla se presentan a modo de ejemplo, algunos valores exactos de la
probabilidad y su aproximacién para el caso X ~ Bi (100, 1/36)

k | Prob. exacta (Binomial) | Aproximacion
0 0.0598 0.0622
1 0.1708 0.1727
2 0.2416 0.2399
5 0.0857 0.0857
8 0.0049 0.0055
9 0.0014 0.0017
10 0.0004 0.0005

Como se observa, la aproximacion es bastante buena, alun cuando no se cumple la
condicion p <0.01.

Variable aleatoria Poisson: Una v.a. cuya funcién de probabilidad puntual es la
obtenida en la proposicion anterior, se dice que tiene distribucibn de Poisson de
parametro A (A > 0), y se nota X ~ P(A).

Es decir, X ~ P(M\) si su funcién de probabilidad puntual esta dada por:

p, (k)= OkON, =N O{¢

Verifiguemos que es, en efecto, una funcion de probabilidad puntual:
Es obvio que p, (k)20  [k.
Por otra parte

) /\Ak _A (=] Ak A

Z}px(k) Z Kl k;E=e e’ =1,

o0 Xk . .
ya que zﬁ es el desarrollo en serie de e”.

Ejemplo: Sea X: ndmero de mensajes rechazados por segundo por un servidor y
supongamos que X ~ P(5).

a) Calcular la probabilidad de que se rechacen exactamente 2 mensajes en un segundo.
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—5 52

P(X =2)=2_>_ =0.084

b) Calcular la probabilidad de que se rechacen a lo sumo 2 mensajes en un segundo.

—55k 52
P(X <2)- = e +5+>_[9=0.125
= k! 2

Proposicion: Si X ~ P(A), entonces
E(X)=A y V(X)=A
Dem:

o —/\Ak [ —/\Ak =] —/\Ak =] —/\Ak -1

003 S e e e T
Por otra parte,
E(xz):Zk2

) —/\Akz —/\/\j

; +E(X) 22 Z

e_AAk o —AAk o0 —AAk o0 e—)\Ak

Z}k(k—l)+k ;k(k 1) g =

+A=A + A

Entonces

V(X)=E(X?) - (E(X)) =22 +A = A* = .

46



En el siguiente gréfico se muestra la funciéon de probabilidad puntual correspondiente a la
distribucion de Poisson para distintos valores de A. En él puede observarse cémo la
distribucion se simetriza alrededor de A a medida que este parametro crece.
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Proceso de Poisson: Una aplicacién importante de la distribucién de Poisson surge en
relacion con la ocurrencia de eventos a lo largo del tiempo, por unidad de area, por unidad
de volumen, etc. En lo que sigue nos referiremos, sin pérdida de generalidad a
ocurrencias de un evento a lo largo del tiempo, que podremos esquematizar en la forma:

A partir del instante 0 y hasta el momento t; ocurrieron 5 eventos.

Imaginemos que dividimos el intervalo (0, t; ) en un nidmero muy grande de pequefios
subintervalos, de manera que se satisfacen las siguientes condiciones:

e La probabilidad de que ocurra un evento en un subintervalo es proporcional a la
longitud del subintervalo.

» La probabilidad de que ocurra mas de un evento en un subintervalo es despreciable
con respecto a la probabilidad de que ocurra uno.

* La ocurrencia de un evento en un subintervalo es independiente de lo que ocurre en
otro subintervalo disjunto.

En particular, si todos los intervalos son de igual longitud t:/n, la v.a. X, : nimero de

eventos que ocurren en el intervalo (0, t; ) es “casi” binomial, siendo Exito la ocurrencia de
un evento en cada uno de los subintervalos y p = P(Exito)=probabilidad de que ocurra un
evento. Si el numero de subintervalos es suficientemente grande y por lo tanto el p

suficientemente pequerio, por el resultado limite que hemos probado, la variable th tiene
distribucién de Poisson.

Ejemplos: 1) Mensajes de correo electrénico que llegan a una casilla de correos.
2) Emision de particulas por una sustancia radioactiva.

3) Accidentes que ocurren en un cruce de ruta.

4) Numero de errores en una pagina de un libro.

5) Numero de larvas de cierto insecto en un terreno.

Ejercicio: Para cada uno de estos ejemplos, discutir en que situaciones se verifican las
tres condiciones enunciadas.
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Definicion: Supongamos que se observa la ocurrencia de un evento a lo largo del tiempo y
gue existe una cantidad positiva 0 > 0, tal que

1) La probabilidad de que ocurra exactamente un evento en un intervalo pequefio de
longitud At es aproximadamente igual a 6 At, es decir:

P(ocurra un evento en At) = 6 At + o(At)

: L . h
siendo o(h) una funcién g(h) tal que Llrrg% =
2) La probabilidad de que ocurra mas de un evento en un intervalo pequefio de longitud
At es despreciable cuando se la compara con la probabilidad de que ocurra un evento,

es decir:
P(ocurra méas de un evento en At) = o(At)

3) El numero de eventos que ocurren en un intervalo es independiente del nimero de
eventos que ocurren en otro subintervalo disjunto.

Entonces, el numero de ocurrencias del evento en un periodo de longitud t tiene
distribucién de Poisson de parametro (8 t), es decir que la v.a. X;: “nimero de ocurrencias
del evento en el intervalo de longitud t” satisface

X, ~ P(81)

Observaciones: 1) ¢ Como se interpreta la cantidad 6?

Puede interpretarse como la tasa media a la cual ocurren los eventos en la unidad de
tiempo. Se la suele llamar tasa media de ocurrencia o intensidad del Proceso de Poisson.

2) ¢Cual es la diferencia entre un Proceso de Poisson y una v.a. con distribucion
Poisson?

La definicidn anterior, que en realidad es un teorema, da las condiciones bajo las cuales
ciertos experimentos aleatorios que producen como resultados eventos en el tiempo (o0 en
longitud, area, volumen, etc) pueden ser modelados mediante la distribucion de Poisson.
Consideremos los ejemplos 1) a 5). Sélo bajo ciertas condiciones, satisfacen las
propiedades de un Proceso de Poisson.

Ejemplo: Supongamos que el nimero de mensajes de correo electrénico que llegan a una
casilla de correos sigue un proceso de Poisson de intensidad 6 = 2 mensajes / minuto.

a) ¢Cual es la probabilidad de que no se reciba ningin mensaje entre las 12 hs y las
12:03 hs?

Sea Xs: “numero de mensajes en un periodo de 3 minutos”
Xz ~ P(2 [B) = P(6)

Entonces, P(X;=0) = e® = 0.002
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b) ¢Cudl es el numero esperado de mensajes en media hora?
Sea Xzo: “nimero de mensajes en un periodo de 30 minutos”
X3 ~ P(2 [B0) = P(60) O E(X30) =60
c) ¢Cual es la probabilidad de que no se reciba ningin mensaje entre las 13:30 hs y las
13:33 hs?

La respuesta es la misma del item a) porque la distribucion depende solo de la longitud
del intervalo y no de su ubicacion.
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