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Desigualdad de Chebyshev:

Para calcular la probabilidad de un evento descripto en términos de una v.a. X es
necesario conocer la distribucién de la v.a. La desigualdad de Chebyshev provee una cota
que no depende de la distribucion sino soélo de la varianza de X.

Proposicién: Sea X una v.a. con E(X) = p y V(X)= 6% < », entonces

2
(o}

2

Ve>0, P(lX—,u|>g)S
g

Dem: Lo haremos para el caso continuo. La demostracion para el caso discreto es similar.
2 ( 2)_ T 2 dx =
o? = E(X - )= [ (r= ) f () dx =

= Je-wf@dc+ [G-p)’ f(x)drez

{x/|x—p|>&} {x/|x—p<e}

> - fdx = jng(x)dngzp(])(—ﬂ|>g)

{x/|x—p|>&} {x/|x—p>&}

Entonces,
2

T >P(x-4>e¢)

82
como queriamos demostrar.

Observacion: La cota que provee la desigualdad de Chebyshev puede ser grosera o, peor
aun, no informativa, por ejemplo, si & < 6%

Ejemplo: Sea X ~ U(0,10), entonces E(X) =5y V(X)= 100/12.
Aplicando la desigualdad de Chebyshev,

% 100/12

P(x-3>4)< = =0

pero, si calculamos en forma exacta esa probabilidad,

P(x-5/>4)=1-P(x-3<4)=1-P(-4<X-5<4)=1-P1< X <9)=

9 1
=1-Fv(D)+F,+1)=1-—+—=0.20
YO +Fy @) TET
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Otras formas de la desigualdad de Chebyshev: Otras formas equivalentes de la
desigualdad de Chebyshev son las siguientes.

2

a) Ve>0, P(IX—,u|S5)Zl—Z—2

1
b) Y k>l P(IX—,u|>k0')£k—2
(En realidad, es cierto para todo k > 0, pero si k < 1 es frivial)

o Vkxl P(X-p/<ko)21-—-

kZ

Las dos ultimas formas muestran como el desvio standard mide el grado de
“concentracion” de la distribucién alrededor de p = E(X).

Ley de los Grandes Numeros:

Sea X una v.a. con funcién de densidad f(x) o funcién de probabilidad puntual p(x) y con
E(X) = n. Supongamos que se desea “estimar” u. Como hemos visto que la esperanza de
una v.a. se puede pensar como un promedio de sus valores, parece razonable estimarla
mediante el promedio de valores observados de X. Por supuesto que en una situacion
real sélo tendremos un nimero finito de observaciones y nos preguntamos: usando sélo
un numero finito de valores de X, ¢ puede hacerse inferencia confiable respecto de E(X)?

La respuesta es Sl y se demuestra a través de la Ley de los Grandes Numeros que nos

dice que el promedio X converge a p cuando el nimero de observaciones (o tamafio de
la muestra) tiende a infinito.

Observemos lo que sucede en la siguiente figura.

Figura 1:Comportamiento asintético del promedio muestral. El promedio del mumero observado de caras, X,
cuando 4 monedas equilibradas son arrojadas se aproxima al valor medio p=2 de la distribucion.
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. En qué sentido converge X a pu?

Sea (X, ) (n > 1) una sucesién de variables aleatorias, diremos que X, converge en
probabilidad a la v.a. X y lo notaremos X, —— X, si

lim P(X, - X|>£)=0 V>0

n—oo

Ley de los Grandes Numeros: Sean X;, X, .... v.a. independientes e idénticamente
distribuidas (muestra aleatoria) con E(X) = p y V(X) = 6° < 0, entonces

X —2>u

n

siendo X, = -——— el denominado promedio muestral.
n
2

Dem: Sabemos que E()?n) =uy V()?n) :G—, entonces aplicando la desigualdad de
n

Chebyshev,
— V(X ’
PQXH—,u|>g)S (2”)=02 Ve>0
£ ne
y, por lo tanto
J— 62
lim P(X, - 4> &)< limZ = 0 Ve 0
n—oo n%oong

Luego, )?n —L~2— 1, como queriamos demostrar.

Version Bernoulli de la Ley de los Grandes Numeros: Consideremos n repeticiones
independientes de un experimento aleatorio y sea A un suceso con probabilidad P(A) = p,
constante en las n repeticiones. Si llamamos na a la frecuencia absoluta de A (numero de
veces que ocurre A en las n repeticiones) y fa = na/ n a la frecuencia relativa, entonces

fA Fop
es decir,

P(IfA—p|>5)—)0 Ve>0

n—oo
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Dem: Como na~ Bi(n,p) con p = P(A), entonces E(na)=np y V(na) =np (1-p). Luego

E(fA)=E(n—Aj=p V(fA)zV[n—Aj:p(l_p)
n n

n

y, aplicando la desigualdad de Chebyshev,

U _pi-p)

P(f,-p|>¢)< Ll veso
& ne
Luego,
im P(f, - p| > e)<tim2U=P) g V&> 0
n—o n—o n(c;

como queriamos demostrar.

Ejemplo: ¢ Cuantas repeticiones del experimento deberian hacerse para que la frecuencia
relativa difiera de p en menos de 0.01 con probabilidad mayor o igual que 0.957?

En este caso, ¢ = 0.01 y queremos encontrar n tal que
P(f, - p|<0.01)>0.95

Pero, dado que

B _pd-p)
P(f, - p|<0.01)>1 OO

1 PA=D) S 095 PA=P) 005 s PA=P)
n(0.01)> n(0.01)> ~(0.01)%(0.05)

El valor minimo de n depende de p y es maximo cuando p = 0.50. Por ejemplo,
p =050 = n=>50000

p=0.10 = n=>18500
p=0.01 = n=>1980
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Distribucion de la suma de variables aleatorias independientes: En general es
dificil calcular la distribucién de la suma o de una combinacion lineal de n v.a.
independientes, aun cuando tengan la misma distribucién. Sin embargo, en algunos casos
la distribucién de la suma o de combinaciones lineales es conocida. Recapitulemos
algunos resultados.

a) Si X,,X,,..,X, son v.a. independientes tales que X, ~ Bi(n,,p), entonces

n

Zn:Xi ~ Bi(zn:ni,p}
i=1 i=1

En particular, si X, ~ Bi(1,p) Vi, entonces ZXZ. ~ Bi(n, p).

i=1

b) Si X,,X,,..,X, son v.a. independientes tales que X, ~ P(4,), entonces

n

Sx -3

i=1

c) Si X,,X,,...,X, sonv.a.iid. tales que X, ~ G(p), entonces ZXZ. ~ BN(n, p).

i=1

d) Si X,,X,,...,X, sonv.a.iid.tales que X, ~&(A1), entonces ZXi ~TI'(n,A).

i=1

e) Si X,,X,,..,X, son v.a. independientes tales que X, ~I'(n,,A1), entonces

n

Zn:Xi ~ F(Zn:ni, /1} .
i=1 i=1

f) Si X,,X,,..., X, sonv.a. independientes tales que X, ~ N(u;,6.) y a,,a,,...,a, son

n n n
numeros reales, entonces »_ a, X, ~ N(Za”ui,ZafafJ.
i=1 i=1

i=l1

En particular, si X,,X,,...,X, sonv.a.iid. tales que X, ~ N(,u,az), entonces

2 n
)?~N[/J,J—J y T:ZXi~N(n,u,n0'2).
n

i=1

Dem: Todos estos resultados pueden demostrarse facilmente usando funciones
generadoras de momentos. Como ejemplo, demostremos la propiedad e), es decir que si
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X,,X,,..,X, son va. independientes tales que X,~I(n,A), entonces

n

Zn:Xl. ~F(ini,ﬂj.

Por ser las X; v.a. independientes, la funcién generadora de la suma es el producto de las
funciones generadoras, entonces

n n n; ini n n
H H A A \5 Z Z
Mi)f,-(t)_ i=1 MX[(t)_ i=1 (l—l‘j _(ﬂ_tj - X[ Nr{ n”l}

i=1 i=1
i=1

como queriamos demostrar.

Veremos ahora que, cuando las v.a. no son normales, la distribucion normal resulta una
buena aproximacion para la distribucion de X y T.

Teorema Central del Limite: Sean X,,X,,... va. iid con E(X,)=u vy

V(X,)=0" <o, entonces si n es suficientemente grande,

(X - p)

T—nu

Jno

0, dicho de otro modo,

(a)
~ N(0.D) ~ N(O.)

T —nu

Jno

Vn (X - u)
(e

—4 57 ~ N(0,]) 4 57 ~ N(0,])

donde la convergencia en distribucion (—<— ) se interpreta en el siguiente sentido:

P[T el a) = ®(a) P[m < aj = ®d(a)
Jn o

no

es decir, que las funciones de distribucién convergen a la funcién de distribuciéon normal
standard.

Dem: Lo demostraremos bajo la hipétesis de que la funcion generadora de momentos de
Xi, M , (1) existe y es finita.
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Supongamos inicialmente que p = 0 y o = 1. En este caso, la funcién generadora de
T
momentos de — esta dada por

Jn

M, (1) = My (t/n) =M (/) =M, (t/Nn) = (0, 1N

i=1

por ser las X;independientes. Sea L(¢) = ln(MX‘_ (t)), entonces

L(0) = In(M ,, (0))=In(1) =0

oM, 0 My 0| M0 u

ot M, (t)\t:0 M, (0) 1

L'(0) =

‘I:O

M, 0 M, 0-M,0-M, 0| M oM, -1, O]
o, prof M, Of

L'(0) = =E(X))=1

2
Ahora, para probar el teorema, demostraremos que MT/ﬁ(t)—>e’ ? o

equivalentemente, que nL(t/\/;) — t* /2. Aplicando la regla de L’Hospital dos veces,

' -3/2 '
nrg’:(”*/;)ﬂin}o L(t_/\/;Zn :hn}OL(t/_\l/i)t _
oo 1/n n—> 2n e 2p
=Lt/ LN
=11r2 — 50 :hrp‘o—z—.
n—> 2n n—> 2 2

por lo tanto hemos probado el Teorema Central del Limite para p = 0 y o® = 1. El caso

X, —u
(e

las propiedades de las funciones generadoras de momentos.

general resulta considerando las v.a. standarizadas = X, y teniendo en cuenta

Observacién: ¢Qué significa n suficientemente grande? ;Como sabemos si la
aproximacién es buena? El tamafo de muestra requerido para que la aproximacion sea
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razonable depende de la forma de la distribucidn de las X; . Mientras mas simétrica y
acampanada sea, mas rapidamente se obtiene una buena aproximacion.
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Figura 2: Distribucién de X para distintas distribuciones cuando n=2, 5 y 30.
a) Distribucion discreta, b) Distribucidon Uniforme, c¢) Distribucion Exponencial

Ejemplo: Al sumar numeros, una calculadora aproxima cada numero al entero mas
proximo. Los errores de aproximacién se suponen independientes y con
distribucion U(-0.5,0.5).

a) Sise suman 1500 numeros, ¢cual es la probabilidad de que el valor absoluto del error
total exceda 157

1500
Si llamamos X; al error correspondiente al i-€simo sumando, el error total es 7,,, = ZXl. .

Entonces,

P(Tys0| > 15)= 1= P(T 50| £15) = 1= P(-15 < Ty < 15) =
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J1500/12  /1500/12 J1500/12 J1500/12 J1500/12

=1-®(1.34) + D(-1.34) = 0.18

1500

Hemos usado que E(X;)=0y V(X)—izy por lo tanto E(Ti50) =0y V(Ti50) = ETE

b) ¢ Cuantos niumeros pueden sumarse a fin de que el valor absoluto del error total sea
menor o igual que 10 con probabilidad mayor o igual que 0.907?

Buscamos el valor de n tal que

P(7,|<10)>0.90

10 10
P(7T,[<10)>0.90 & P(-10< T, <10)>0.90 < P <T < >0.90
(I 4 ) - ) (\/n/l ! \/n/12]

Aplicando la aproximacion normal, debemos hallar n tal que

10 -10 10 10
) -0 >090 20| —— |-12090 < © >0.95
(\/n/12J (\/n/IZ) (\/n/IZ) [\/n/l2J

10

>1.64 < n <21.12 < n < 446
An/12

<

es decir, que se pueden sumar a lo sumo 446 numeros para que el valor absoluto del
error total sea menor o igual que 10 con probabilidad mayor o igual que 0.90.

Aproximacion de la_distribucidon binomial por la normal: Sea X ~ Bi (n,p), entonces X es el
numero de éxitos en n repeticiones de un experimento binomial con probabilidad de éxito
igual a p, y X/ n es la proporcion muestral de éxitos.

Definamos las siguientes variables aleatorias
{1 si se obtuvo Exito en la repeticion i

0 si se obtuvo Fracaso enlarepeticiéon i

parai=1, ..., n. Estas v.a. son independientes, Xi~Bi(1,p) Viy X = in .

i=1

Aplicando el Teorema Central del Limite, si n es suficientemente grande,
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X ~ N(np,np(1- p))

2

n

(a) (a) _
X N( 20 p)j
n

Se considera que la aproximacién es buenasinp>5yn (1-p) > 5.
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Figura 3: Distribucion de —
n

Correccion por continuidad: Cuando se aproxima una distribucion discreta por una
continua, como es el caso de la aproximacion de la distribucion binomial por la normal, es
necesario efectuar una correccion. Consideremos el siguiente ejemplo:

Sea X ~ Bi (100, 0.6) y calculemos en forma aproximada P(X < 50) y P(X > 51).

Si aplicamos directamente el TCL, obtenemos:

P(X <50) = P(X —00 50_60} = ®(-2.04) = 0.021
V24 24

P(X >51) :P(X_6O > 51_60j;1—®(—1.84) =0.967
V24 24

125



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Si bien, P(X <50) + P(X > 51) = 1, los valores aproximados no satisfacen esta restriccion.
Para evitar este problema, se efectia la siguiente correccidén, denominada correcciéon por
continuidad,

X—60<50.5—60
MRy
X—-60 _ 50.5-60

4 v

En general, cuando la v.a. es discreta y x; — xi.1 = 1, la correccion se realiza en la forma:

P(X <50) = P(X <50.5) = P[ j = ®(-1.94)=0.026

P(X >51) = P(X >50.5) = P[ j ~1-®(-1.94) = 0.974

P(X <a)=P(X <a+0.5)
P(X >a)=P(X >a-0.5)

Si la distancia entre dos valores sucesivos de X es k > 1, ;como aplicaria la correccién
por continuidad?

Ejemplo: Sea X ~ Bi(60,1/3). Calcular en forma aproximada la probabilidad de que X sea
mayor o igual que 25.

P(X 225)=P(X >24.5)=P

X—60-1 :
3 > 3 l21-®1.23)=0.11

l6o. 1.2 lg0.1.2

3 3 33

Otras aplicaciones del Teorema Central del Limite:

a) Sean X,,X,,..., X, v.a.i.i.d. con distribucion Poisson de parametro A, entonces
> X, ~P(n)
i=1

Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucion de Poisson con parametro suficientemente
grande puede ser aproximada por la distribucion normal.

b) Sean X,,X,,.... X, v.a.independientes con distribucion Gamma de parametros n; y A,
osea X, ~I'(n,,A)entonces

ZH:XZ. ~F(ini,iJ
i=1 1

i=
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Por lo tanto, cualquier v.a. con distribucion T'(m, &) con parametro m suficientemente
grande puede ser aproximada por la distribucion normal.

Una aplicacion de suma de v.a. independientes y generaciéon de numeros al
azar:

Recordemos que un proceso de Poisson permite modelar una situaciéon en la que los
eventos ocurren a lo largo del tiempo (o espacio, volumen, etc.).

Hemos visto, que bajo ciertos supuestos, si definimos la variable

X = cantidad de eventos que ocurren en el intervalo [0,1]

entonces X, ~ P(4t¢), donde A es la tasa media de ocurrencias o intensidad del proceso.

También hemos mencionado que, si denotamos

- T, = tiempo que transcurre entre que empezamos a medir y el momento en que
ocurre el primer evento

- T, =tiempo que transcurre entre el primer evento y el segundo evento.
y, en general,
- T;=tiempo que transcurre entre el (i-1)- ésimo evento y el i-ésimo evento (i€ N)

las T; son variables aleatorias independientes y con distribucién exponencial, todas con el
mismo parametro A.

Es claro que, si a uno le interesara el tiempo que transcurre desde el inicio hasta la k-
ésima ocurrencia, esta variable aleatoria podria expresarse como

Veamos la reciproca, es decir, veamos como podemos construir un proceso de Poisson a
partir de v.a. i.i.d. con distribucién exponencial.

Proposicién: Sean W, ,W,,...,W,,... v.a. independientes con distribucion E(1).

Consideremos el siguiente proceso. Comenzamos a medir el tiempo en t = 0 y
consideramos que ocurre el primer evento en el instante W;, el segundo en el
instante W,;+W,,y en general el k-ésimo evento en el instante W;+ W,+....+ W . Si
parat > 0, definimos la variable aleatoria
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X = cantidad de eventos que ocurren en el intervalo [0,1]

entonces X es una variable discreta y su distribucion es P(¢).
Dem: Sea k € N U {0} y consideremos el evento [X > k ]. Observemos que

[X(>k] < hubo k 6 mas eventos en el intervalo [0,ff <= hubo por lo menos k
k

eventos en el intervalo [0,f]] =) ZW, <t
i=1

Calculemos la probabilidad de dicho evento:

P(X,>k)= P(iWi < tj

i=1

Como las W,,W,,....,W,,... son variables aleatorias independientes y con distribucion
E(1)=I(1,1) , entonces

k
> W, ~T(k1)
i=1

y por lo tanto

P[Zk:Wl Stjz jfs(s)ds

i=1

k
con S = ZVK ~T (k,1) y en consecuencia f(s) =

k-1 _-s
s el s) . Entonces,
= (k . 1)' (0,+ao)( )

t

k
P ZVK <t =j ! s e ds
= (k=D!

0

Llamemos
t
1
Ak (t) =
!w—m

-1 s
s e ds

a la funcién de distribucién acumulada de una T'(k,1). Integrando por partes una vez, si
consideramos

k-1 k=2 k-2
-1
s e (k—Ds"" s

T k=D (k-2)!
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obtenemos

sk_ze_sds

t kl —-s _ _1 k-1 _—s t
A, ()= ;[(k 1)' e ds-—(k_l)!s e +I

T (k=1

t e + 4, (0)

-1 k-1 _—t -1 k-2 —t
= +— ¢ t
Gk-n!" k-2 A )

Finalmente, por induccién, después de M pasos obtenemos

k-1 i
. t
A W) === ) —+ Ay (1)
i=k-m b
Como
t
A @) = J‘e”ds =—e' +1
0
resulta

k-1 ti k-1 ti
A)=—e"Y —+A4()=—€"D) —+1
i 1! w0 1!
y por lo tanto

k k-1 4i
P(X, zk):P(ZWi Stj:Ak(t):l—Z%et
i=0 L

i=1

Si tomamos el complemento resulta
k=1 ,i
P(X, <k)=P(X,<k-1)=Y°

i=0 It

que corresponde a la funcion de distribucién acumulada de una variable con distribucion
P(t), tal como queriamos demostrar.

Este resultado es muy util para generar variables aleatorias con distribucion de Poisson a
partir de exponenciales, a las que podemos generar facilmente a partir de U(0,1).

Supongamos que deseamos generar una variable aleatoria X con distribucion P(A). Para

ello basta utilizar la proposicion anterior tomando t = A. Podemos describir el algoritmo de
la siguiente forma:
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Paso 1: generamos una v.a. W4 con distribucion E(1).

Paso 2: chequeamos si W, < t. Si ésto ocurre, continuamos con el paso siguiente. Si, en
cambio, W, =t terminamos y X = 0.

Paso 3: generamos una v.a. W, con distribucion E(1), independiente de W;.

Paso 4: chequeamos si W, + W, < t. Si ésto ocurre, continuamos con el paso siguiente. Si
no, terminamos y X = 1.

Paso 2k-1: generamos una v.a. W con distribuciéon E(1), independiente de Wy, W, ..
W k-1-

Paso 2k: chequeamos si Wy + W, +...+ W ¢ < t. Si ésto ocurre seguimos, si no
terminamos y X = k.
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