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Funcién generadora de momentos:

Definicion: Si X es una variable aleatoria, el momento de orden k de X se define como

E(X")
siempre que la esperanza exista.
Notemos que
E(X)=u 1er momento: posicién
E(X)=c>+u’ 2do momento: relacionado con una medida de dispersion
E(X?) 3er momento: relacionado con una medida de asimetria
E(X*") 4to momento: relacionado con la kurtosis

Definicidn: La funcidon generadora de momentos de una v.a. X es una funcién a valores
reales M ,(t), definida como

Z e" py(x) si X es discreta
XeRy

M, (t)=E(")=
Je“ Sy (X)dx si X es continua

siempre que el valor esperado exista para todo te(—h,h),h>0. Esta ultima es una
condicion técnica necesaria para que M , (¢) sea diferenciable en 0.

Se denomina funcién generadora de momentos porque los momentos de X (E(X"))

pueden ser obtenidos derivando esta funcion y evaluando la derivada en t =0, tal como lo
establece el siguiente teorema.

Teorema: Sea X una v.a. para la cual existe la funcién generadora de momentos M , (¢),
entonces

al’l
E(X")=—M (t
(X)==: X()t:0

La demostracién se basa en el siguiente lema de Calculo avanzado (ver por ejemplo,
Advanced Calculus, D. Widder (1961)):
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Lema: Si la funcién g(t) definida por

g)=Y e px) 6 2() = [e" f(x)dx

converge para todo ¢e(—h,h) paraalgun 4 >0, entonces existen las derivadas de orden
n de g(t) paratodo t €(—h,h) y paratodo n entero positivo y se obtienen como

an (t) an Ix ) ang(t) © 8netx
= d
=25 6 o= | g

Demostracion del Teorema: Si la funcidon generadora de momentos existe para todo
t € (—h,h) paraalgun i >0, aplicando el lema,

"M , (1) o"e" 0"M,(t) 70"e"
d
a Z a n at" I f( ) *
anMX (t) n _tx z anj\l)( (t) T n IX
_— = _— d
o Zx:x e” p(x) 0 po J;) S (x)dx
Evaluando estas derivadas en O,
% =" x"p(x)=E(X") 6 % = [x" f(x)dx = E(X")
t t
=0 x =0 -®

Ejemplos: 1) Sea X una v.a. con distribucién exponencial de parametro A , o sea con
densidad

fr(x)=2 e [(0,00) (%)

M. ()=EE™)=|e"Le " dx=Ale " "dx=—" (A=) e " dx=—"—
$ () =E(e") j j z_tl( ) -

siempre que 1 < A.
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Calculemos ahora E(X) y V(X).

OM (1)
ot

2l

E(X)=

_2( A j
o\ a-1

Como V(X)=E(X?)—(E(X))’, calculemos E(X?).

2
Eorty = TM 0 :2( ﬂz] _ 24041
ot =0 ot (j“_t) /=0 (ﬂ“—t)
2 1 1
entonces, V(X):?—?:?.

=0 ) (/1_1‘)2 ‘I:O B l

2

Yl
t=0 /%

2) Sea X una v.a. con distribucién Binomial de parametros, ny p, o sea X ~ Bi(n, p). Su

funcion de probabilidad puntual es

n

px(k)=(k

jpk(l—p)”k si0<k<n

MX(r)=E(e’X)=ie”‘(”ka(l—p)"-’f =ﬁ[,’j(e’p)"(l—p)"'k =(e'p+1-p)".

k

k=0

Calculemos ahora E(X) y V(X).

M (1)) _de'p+1-p)|
ot ot

|t=0 t=0

E(X)= =n(e'p+1-p)" pe'

O*M (1) d . 1
E(X)=—"22 =—|ne'p+1-p)"'pe'| =
(X)=—23 . 8t( (ep+t1-p)"p 3

- (n(n ~e'p+1-p)"? (pet )2 +n(e'p+1-p)"! pet) )

=n(n—1)p* +np.

=np.
t=0 P

Entonces, V(X)=E(X?) - (E(X))2 =n(n-1)p> +np— (np)2 =—np’ +np=np(1- p).

Propiedad: Sea X una v.a. con funcion generadora de momentos M , (¢), entonces si
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Y=aX+b,entonces M,(t)=e" M, (at).
Dem: Ejercicio.

Unicidad de M ,(¢): Ademas de permitir calcular momentos de una v.a., la funcién

generadora de momentos permite identificar la funcion de densidad o de probabilidad de
una v.a. debido a la propiedad de unicidad, la cual establece que hay una
correspondencia uno a uno entre funciones de densidad o probabilidad y funciones
generadoras de momentos.

Teorema de Unicidad: Si existe la funcién generadora de momentos de una variable
aleatoria, es unica. Ademas la funcién generadora de momentos determina a la funcién de
densidad o probabilidad de la v.a. salvo a lo sumo en un conjunto de probabilidad 0.

A continuacién, presentamos una tabla con la funciéon generadora de momentos de
algunas de las distribuciones que hemos estudiado.

Distribucion M, (2)
Bi(n,p) (e'p+1-p)"
P() e/l(et—l)

2

N(p,0) 022t2+w
e

E) A
A—t

G(a, ) 1 \¢
)

U(a,b) oth _ ta
(b —a)

G(p) pet
1-(1-p)e!

BN(r,p) ¢ r

P e

(1 ~(1-p)e J

Ejercicio: ¢Para qué valores de t existe cada una de las funciones generadoras de
momentos de la tabla anterior?
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