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Vectores aleatorios

Hasta ahora hemos estudiado modelos de probabilidad para una Unica variable aleatoria.
Sin embargo, en muchos casos interesa construir modelos que involucren a mas de una
variable. Consideraremos inicialmente el caso de vectores aleatorios bidimensionales y
luego extenderemos las definiciones y propiedades a vectores de dimensién mayor que 2.

Definicién: Sean X e Y v.a. discretas definidas sobre un espacio muestral S. La funcion
de probabilidad conjunta del par (X,Y), pxy(X,y) se define como

Py (X, ¥)=P(X =xY =Yy)

El conjunto R,, = {(x, y)/ xeR,,yeR, }es el recorrido o rango del vector aleatorio (X,Y).
Dado cualquier conjunto Ac R? ,

P((X,Y)eA) = 2 X py(XY)
(X, y)eA

Una funcién de probabilidad conjunta satisface:

o Py(Xy)20 V(XY)

o zz Py (X, y) =1

Ejemplos: 1) De una urna que contiene 6 bolillas blancas y 4 negras se extraen sin
reposicion 3 bolillas. Se definen

X: nimero de bolillas blancas extraidas

y 1 sielndmero de bolillas negras extraidas es par 6 0
0 si el nimero de bolillas negras extraidas es impar

Hallemos la funcién de probabilidad conjunta del vector (X,Y). Observemos que los
posibles valores de X son 0, 1, 2y 3, y los posibles valores de Y son 1 y 0. Podemos
resumir la informacion en una tabla de la forma siguiente:

X

Y |0 | 1/30 0 15/30 0
1 0 9/30 0 5/30
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En efecto,

Py (0,0)=P(X =0,Y =0) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras” y por lo tanto
tiene probabilidad 1/30.

Py (0,) =P(X =0,Y =1) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras y el nimero de
bolillas negras es par” y por lo tanto tiene probabilidad 0.

De esta forma, se completa la tabla de probabilidades conjuntas.
2) Repetir el Ejemplo 1, suponiendo que las extracciones se realizan con reposicion.

Definicién: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxy(X,y), las funciones de probabilidad marginal de X e Y estan dadas por

Px (X):§ Pyy (X, Y)
py(y)=§pxy (x,y)

Ejemplos: 1) En el ejemplo presentado antes, hallemos las funciones de probabilidad
marginal. En primer lugar, hallemos p, (x).

Py (0) = pyy (0,0) + pyy (0,1):%4‘0:%
Py (D)= Py (LO) + pyy (LD :0'*‘3:3
30 30
P (D= Py (20)+ Py 2= +0=>
Dy (3)= Pyy (3.0) + Py (B =0+ — =
30 30

Respecto a p, (Y),

1
0) = 0,0) + 1,0) + 2,0) + 30)=—+0+—+0="—
Py (0) = pyy (0,0) + pyy (1,0) + pyy (2,0) + pyy (30) 30 30 30

S _14

9
1)= 01 + 11) + 21) + 3D)=0+—+0+—=
Py @ =Pyy 01+ pyy @D+ pyy (21) + pyy B 30 30 30

Observemos que las funciones de probabilidad marginal se obtienen sumando sobre filas
o0 columnas las funciones de probabilidad conjunta contenidas en la tabla, de ahi su
nombre.
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X py ()
0 1 2 3

Y [0 [1/30[ 0 [1530 [ 0 [ 16/30
1] 0 [9/530] 0 [5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 | 9/30 | 15/30 |5/30| 1

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxv(X,y), la funcién de distribucion acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

_ 2
Fyy (X, y) = ng tgy Pyy (s:t) V(x,y)eR

Definicion: Sean X e Y v.a. continuas definidas sobre un espacio muestral S. El vector
aleatorio (X,Y) es continuo si existe una funcion, denominada funcién de densidad

conjunta, f,, (X,y):R*> >R, tal que

P(X.Y)eA)=[[f(xy)dxdy VAR’

En particular, si A=[a,b]x[c,d],

P((X,Y)e A)= | f,, (x,y)dydx.

D —— T
[T —y

Una funcién de densidad conjunta satisface:

o f(xy)20 V(xy)

o 0

o [ [fe(uy)dxdy=1

—00 —00

Ejemplo: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta

k(x+y2) si0<x<1,0<y<1
fxv (X’ y):
0 en otro caso
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a) Hallar el valor de la constante k.
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2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
fXY (X, y) =k (X + Zy) IT (X, Y),

siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}.

a) Hallar el valor de la constante k.
b) Hallar P| X SE,Y Sl .
2 2

c) Hallar P(X <Y).

o0 0

a) 1= [fy(xy)dxdy =j [Tk(x +2y) dy jdx :kjl.(xy +vy?) \2 dx =

—00 —00

:k.:[(x(l—x)+(1—x)2)dx:k.:[(1—x) dx=k(x—§]o NS

2

1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 X 1
by P| X<=Y<Z|= 2(x+2y)dydx=2 1| (xy+y?)| dx=2||=+=ldx=
) [ > 2)!!( y) dy !(y Y7, ![2 4j

1 1 6 3
=2 —+=|=—=—
(16 8) 16 8

1/2

2
=2 X_+§
4 4 6
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1/2 1/2

c) P(X<Y)= I [TZ(X+2y) dyJ dx:ZJ' (xy + yz)‘lx_xdx:

0

1/2

1/2 1/2 X2 X3
:2(jx(1—x)+(1—x)2 —x° —szdx:Zj(l—x—sz)dx=2(x—7—2?j
0 0

0

11 13y 14 7

B (2 8 Ej_ﬂ_ﬁ

¥=n

oz 1

3) En este ejemplo presentaremos a la distribucion Uniforme sobre una regién, la cual
generaliza a la distribucion Uniforme sobre un intervalo estudiada en el caso de variables
aleatorias. Diremos que el vector aleatorio tiene distribucion Uniforme sobre una regién

AcR? sisu densidad es constante sobre la regién y 0 fuera de ella, es decir
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k si(x,y)e A
X, Y)~U(A) <= (X, y)= .

(X,Y)~U(A) < fiy (%) {0 Si(x,y) ¢ A

Es inmediato verificar que k =- , pues
area(A)
1=ﬂk dxdy:k”dxdy:kérea(A).
A A
También es inmediato verificar que
p((X,Y)eB)=RANE) o g g2
area(A)

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
fy (X, ¥), lafuncion de distribucion acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

Fy (X, y)=j”y‘fxY (s,t)ydtds  V(x,y)eR?

—00—00

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con  funcion de densidad
conjunta fy, (X, y), las funciones de densidad marginal de X e Y estan dadas por

f (0= [ (X, Y

o ()= [ Fr (Y 0%

Ejemplos: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta

6 2 .
fo (X y) = E(X+y ) si0<x<1 0<y<1

0 en otro caso

Hallemos las funciones de densidad marginal.

Si x¢g [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.
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Sea xe[0,],

fx (X): 3

O L

6 ) 6 y®
—(x dy =—| xy + —
5(+y)y5[y+ j

Entonces, f, (x) = g[x + %) 0.4 (X).

Siyeg [0,1], f, (y) =0 pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea y<[01],

L6 6( x° '
f, (y)= —(x+y2)dx:—[—+xy2}
! !5 5\ 2 .

6(1
Entonces, f, (y) =g(§+ yzj I (Y)-

2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
Fr (6 Y) =2(x+2y) 11 (X, Y),
siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}.
Si x¢ [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.

Sea xe[01],

1-x

fo (0= [ 20+ 2y)dy=2(xy +y? | = 2(x@- 0 + Q- %)?)=20- ).

0
Entonces, f, (X)=21—X) I ().
Siye [0,1], f, (y) =0pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea ye[0,],
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1-y X2 -y (1_y)2
f, (y)= I 2(x+2y) dx=2[7+2ny =2( 5 +2(1—y)y]:1+ 2y —3y°.
0

0

Entonces, f,(y)=(1+2y-3y?) o7 (Y)-

Definicién: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcién de probabilidad conjunta
pxy(X,y) y marginales px(X) y py(y), y sea x tal que px(x) > 0, la funcién de probabilidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

Py (X, Y) _

Pyix=x (¥) = 0. (%)

Del mismo modo, sea y tal que py(y) > 0, la funcién de probabilidad condicional de Y
dado Y =y esta dada por

Py (% Y) .

Pavs O =07 )

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de probabilidad ya que,
por ejemplo, py_,(Yy) satisface

*  Pyx(¥)=0 paratodoy
° Z Pyx=x (¥) =1
y

La primera condicion se satisface ya que p, (X)>0 Yy p,, (X,y)=0V x,y.

Respecto a la segunda,

Pyy (X, ) 1 1
= = = xy \ Ay Y) = X =1.
2 Poe )= 2 = e 2 P (V) = P ()

Ejemplo: Se arroja dos veces un tetraedro cuyas caras estan numeradas 1, 2, 3y 4. Se
definen las variables aleatorias

X: “suma de los puntos obtenidos”
Y: “ndmero de ases”

Hallemos en primer lugar la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y) y las funciones de
probabilidad marginal.
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X py(y)
2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 1/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 | 9/16
Y [1 0 2/16 | 2/16 | 2/16 0 0 0 6/16

2 | 1/16 0 0 0 0 0 0 1/16
px(x) | 1/16 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 1

Obtengamos, por ejemplo, la funcién de probabilidad condicional de Y, dado X = 4

Py (40) 1/16 1

0) = - -
Py x4 (0) 0. (4) 3/16 3
Py (41 2/16 2
1 = = = —
Pyix=a @) 0 (&) 316 3
Px (42) 0
2 = = =
Pyx—4(2) 0. (4)  3/16

que, podemos resumir en la siguiente tabla:

Pyx_a(y) |13 |2/3 |0

N

En cambio, la funcion de probabilidad condicional de Y, dado X = 3, estara dada por

y
pY|X:3(y)

o
[EEN
N

o
=
o

De la misma forma, pueden obtenerse todas las funciones de probabilidad condicional de
Y dado X=X, ylasde Xdado Y =Vy.

En cuanto al caso continuo, supongamos que en el Ejemplo 2) en el cual la densidad
conjunta estaba dada por

for (X, Y) = 2(x+2y) 1L (X, y),

siendo T :{(X, y)/0<x<10< ygl—x}, deseamos hallar P(X S%‘Y S%j
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-
TN
<
IN
N
N

Por un lado,

1 1 1/4 1/2 1/4 X2 12
P(XSE,YSZJ:I j2(x+2y)dxdy=2.[(7+2xy] dy =
0 0

0

0

1 1 1
=2 —+—|==
[32 32} 8

1/4

1/4 1 1 y2
I[S yjy SV 0

0

Yy, por otro
P(Y<£J—Uj4(l+2y—3yz)dy—(y+yz—3/3)\1/4—1+i—i—B
“4) 9 0 4 16 64 64
Entonces,

plx<tly<t|- Y8 8
2| T4) 19/64 19

1 1
¢,Cémo calculariamos P(X < ElY :Zj? Ahora no es aplicable directamente la definicion

de probabilidad condicional porque P(Y = y)=O Vy. Se requiere la siguiente
definicion.
Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta

fxv(X,y) y marginales fx(x) y fy(y), y sea x tal que fx(x) > 0, la funcién de densidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

fyxoe (V) = £ (%)

Del mismo modo, seay tal que fy(y) > 0, la funciéon de densidad condicional de X dado
Y =y estd dada por
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fx|y:y (X) :%'

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de densidad ya que, por
ejemplo, f,,_, (y) satisface

o fix(y)=0 paratodoy

o0

° _f fyxox (Y)dy =1

—00

La primera condicion se satisface ya que f, (x)>0y f,, (X,y)=0VX,y.

Respecto a la segunda,

o0 0

[ fox (V) dy = foYX(z()’(;’ Loy - fxl(x) [ fer (xy)dy =

1
fy (%)

f (x)=L1.

—0

Ejemplo: Volviendo al ejemplo 2 y a la pregunta que motivo esta definicion,

1

l 1/2
P(XS—‘Y:—j: fyyasa (X) dX
2 4 _([ X|y=1/4

Hallemos la densidad condicional de X, dado Y=1/4.

oy (X,1/4) 2(X+2/4)|(0,3/4)(X) 32 1
fyyasa(X) = )}YY(1/4) = 1 3 :Z X+§ | 0,312 (X) -
1+——-——

2 16

Notemos que, dado Y =y, X toma valores en el intervalo (0,1-y). De ahi que, como
Y =1/4, X toma valores en el intervalo (0, %) . Finalmente,

1/2 2 1/2
p(x silY:E): J'g(XJrljdX:% X :§(1+lj:ﬂ
2 4 o 21 2 21 2 2 o 21\8 4, 7
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Independencia de variables aleatorias

Definicién: Sean X e Y dos variables aleatorias discretas, X e Y son independientes si y
solo si

Pyy (X, Y) = Px (X) Py () v (X, Y)

Si esta condicién no se satisface, diremos que X e Y son dependientes.

Observemos que si X e Y son independientes, las funciones de probabilidad condicional
coinciden con las correspondientes marginales.

Definicion: Sean X e Y dos variables aleatorias continuas, X e Y son independientes si y
solo si

frr (X y) = T (X) £, () v (X,Y)

Si esta condicidén no se satisface, diremos que X e Y son dependientes.

Como en el caso discreto, si X e Y son independientes, las funciones de densidad
condicional coinciden con las correspondientes marginales.

Ejemplos: 1) Consideremos el primer ejemplo presentado para el caso discreto, cuya
funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal estan dadas
por:

X py ()
0 1 2 3

Y [0 [1/30[ 0 [1530 [ 0 | 16/30
1] 0 [9/530] 0 [5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30| 1

Claramente X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

1 14
0D)=0%— -—= 0 1).
Py (0.1) ¢30 30 Py 0)p, (@

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucién exponencial de parametro A,
entonces la funcién de densidad conjunta del vector (X, Y) estara dada por

fxv (X1 Y) = fx (X) fY (y) =Ae ™ e I(o,oo) (X) I(o,oo)(y) =

_ J2 p Ay | 0.0y ) 1 gy (¥)-
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Esperanza de una funcion de dos variables aleatorias

Hemos visto que, dada una v.a. X y una funcién real h, h(X) también es una v.a. y que
para calcular su esperanza no necesitamos hallar la distribucion de h(X) ya que se obtiene
a partir de la funcién de probabilidad puntual o de densidad de la v.a. X, segun sea ésta
discreta o continua, en la forma

E(h(X))=2_h(x) px (X) 0 E(h(X))= Th(x)fx(x) dx

Un resultado similar se obtiene en el caso de una funcién real de un vector aleatorio.

Definicién: Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcion de probabilidad
conjunta p,, (X,y) y sea h(x,y):R* - R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(N(X,Y))=>"> (X, y) Py (X, Y)

siempre que esta esperanza exista.

Definiciobn: Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funcion de densidad
conjunta f,, (x,y) ysea h(x,y):R* - R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(M(X.Y))= [ N0k y) o (x y) dxly

—00—00

siempre que esta esperanza exista.

Proposicion: Sean X e Y dos v.a. discretas o continuas con funcién de probabilidad
conjunta o de densidad p,, (X,y) 6 f,, (X, y)respectivamente y sean a y b nimeros
reales, entonces

E(aX +bY)=aE(X) +bE(Y)
Dem: Haremos la demostracion para el caso continuo. La demostracion para el caso
discreto es similar.

Sea h(X,Y)=aX +bY , entonces

ENOXY) = [ 10X Y) T (0 YD Ay = [ [ (@x-+By) Ty (, ) dly =

—00—00 —00—00

—a[ [X o () ey b [y i (x,y) cely =

—00—00 —00—00
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00

:ajxﬁfXY(x,y)dy]dmeyﬁfXY(x,y)dxjdw

—00 —00 —00

:aTx fy (X) dx+bTy f, (y)dy =aE(X) +bE(Y)

como queriamos demostrar.
Proposicién: Si X e Y son v.a. independientes, E(XY)=E(X) E(Y).

Dem: Ejercicio.

Covarianzay correlacion

Definicion: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas ux Yy uy respectivamente, la covarianza
entre X e Y se define como

DD (= gy WY — 1) Py (X, Y)

Xy

Cov(X,Y) =E[(X -z, )(Y - 1y)]=
[ JOc= 1,0y = 1) £y (. y)lx dy

—00—00

segun sean X e Y discretas o continuas.

Observacién: Cov(X, X)=V(X).

Idea intuitiva: Si X e Y tienen una fuerte relacién positiva, en el sentido que valores
grandes de X aparecen asociados con valores grandes de Y y valores pequefios de X
aparecen asociados con valores pequefios de Y, entonces la mayoria de los productos

(X — uy )(y — 1,) seran positivos y por lo tanto la covarianza sera positiva. Por otra parte,

si X e Y tienen una fuerte relacion negativa, en el sentido que valores grandes de X
aparecen asociados con valores pequefios de Y y valores pequefios de X aparecen
asociados con valores grandes de Y, entonces la mayoria de los productos

(X — a2y )(y — 1, ) seran negativos y por lo tanto la covarianza sera negativa.
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Cov(x,y) =0

Proposicién: Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y).

Dem: Lo haremos sélo para el caso discreto. Para el caso continuo se demuestra en
forma similar. Denotemos E(X) =, y E(Y)=4,,

Cov(X,Y)=E[(X =, )Y = )= D" (= 1, )(Y = 1 )Py (X, ¥) =
:zz (Xy_xluv — Yy +,ux,uY)va (x,y)=

:szy Py (X, Y) — 24 ZZX Py (X, Y) =gy Zzy Py (X Y) + 2y 12y ZZ Py (X, Y) =

=E(XY) - ZXZ Py (X, Y) =415 Z yz Py (X Y) + a1y 41y =

= E(XY)_,UYZX Py (X) _ﬂxzy Py (Y) + iy sty =
X y
=E(XY) = gy pty — sy pty + pry pty = E(XY) = g1y p1y

como queriamos demostrar.
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Ejemplos: 1) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso
discreto, cuya funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal
estan dadas por:

X Py (Y)

Y [0 [1/30[ 0 [1530 [ 0 | 16/30
1] 0 [9/530] 0 [5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30| 1

y calculemos Cov (X,Y).

Cou ¥) = E(X V)~ ECOEM) =337k 1 (kD =( 3,00 [ Sipe )

k=0 j=0

1.2 432 (1.9, 15,5 5, 14)_24 5414 4
303 (30 "3 30/ 30) 30 3030 100

2) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso continuo, es
decir un vector aleatorio (X,Y) con funcién de densidad conjunta

fo (X, y) = 2(x+y ) si0<x<1,0<y<1
XY -
0 en otro caso

. 6 1 6(1
y marginales f, (x) =g[X +§) o)y fy (y) :§(§+ yz) o0 (Y)-

Calculemos Cov (X,Y). En primer lugar,

11

E(XY)= ”xy X+y? dxdy— ”xy+xy dx dy =
OO
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Por otra parte,

1 1 3 2
E(X):J.XE(X+EJdX:§J.(X2+£jdx=§X—+X— _61.3
5 O 3 55 3 50 3 6 . 52 5
E(Y)—j.yg(l+y2jdy—§j:(l+y3jdy—§ y_2+y_4 I—E.E—E
5 9\2 5912 5\ 4 4 . 52 5
Entonces,
Cov(X,Y)=l_§.§=_i_
20 5 5 100

Propiedad: Si X e Y son v.a. independientes, Cov (X,Y) = 0. La reciproca no es cierta en
general.

Dem: Hemos visto que si X e Y son independientes, E(XY)=E(X)E(Y) y por lo tanto es
inmediato que Cov (X,Y) = 0.

Para ejemplificar que la reciproca no es en general cierta, consideremos un vector
aleatorio discreto con la siguiente funcién de probabilidad conjunta

X py (Y)

0 (151000 15[ 25
Y |3 5] 0 |15 2/5
4 1/5
p.(x) | U5 |15 |15 |15 15| 1

o
o

o
o
-
~
(&)
o
o

Se observa que X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

Pxy (273) =0= Px (2) Py (3) =

gl
[$20R\N)

Sin embargo, se puede verificar que Cov (X,Y) = 0. En efecto,
E(XY)=1-3~1+2~4-l+3-3-1=4
5 ) )

E(X)=0~1+1-l+2-l+3-l+4-l=2
5 5 5 5 5
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2 2 1
E(Y)=0-—+3-—+4.=-=2
) 5 5 5

Entonces, Cov(X,Y)=4-2-2=0.

Observacién: La covarianza depende de las unidades en que se expresan las variables
aleatorias. Este inconveniente puede salvarse standarizandolas. De este modo se obtiene
una medida de la fuerza de la relacion entre las v.a. que no depende de sus unidades.

Definicién: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas px Yy py respectivamente y varianza
positiva, el coeficiente de correlacion entre X e Y se define como

Cov(X,Y)

Oy Oy

p(X,Y)=

siendo o, y o, los desvios standard de X e Y respectivamente.

Proposicién: 1) Sean a, b, c y d ndmeros reales y X e Y dos v.a. cualesquiera con
varianza positiva, entonces

p(axX +b,cY +d)=sg(ac) p(X,Y)
donde sg denota la funcion signo.

2) —1<p(X,Y)<1

3) |p(X,Y)|=l<:>Y =aX +b con probabilidad 1, para ciertos valores reales a y b,
a = 0. Observemos que el coeficiente de correlacion mide relacion lineal entre las v.a.

Dem: 1)

Cov(aX +b,cY +d)=E[(@X +b)(cY +d)]-E(aX +b) E(cY +d) =
= E[acXY +adX +bcY +bd]-(aE(X) +b)(cE(Y) +d)=
—acE(XY) +adE(X) +bcE(Y) +bd —[acE(X)E(Y) + adE(X ) + beE(Y) +bd =
= ac[E(XY) - E(X)E(Y)]=ac Cov(X,Y).

Por otra parte

O ax+b :|a| Oy y Oy =|C| Oy
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y, por lo tanto

Cov(aX +b,cY +d) acCov(X,Y)

Oax+b Ocyd |a‘| |C| O x

p(@axX +b,cY +d)=

=sg(ac) p(X,Y)

como queriamos demostrar.

2) Consideremos la siguiente funcion real,
a) =E[(Y — ) —t (X =1, ) =EV —tw [’

siendoV =Y —pu, yW =X —p,.
Observemos que ((t)>0Vt.

Como

qt)=EV —tW] =E(V?) -2t E(V W) +t2E(W ?)

es una funcién cuadrética en t que toma valores mayores o iguales que 0, su gréfico, o no
corta al eje t o lo corta en un solo punto. Es decir que la ecuacion q(t) =0tiene a lo

sumo una raiz y por lo tanto su discriminante es menor o igual que 0. (Recordemos que el

discriminante de una ecuacién de segundo grado ax’+bx+c=0 es b —4ac). En
nuestro caso, el discriminante es

4[EV W) —4E(VHEW?)
Yy, por lo tanto,

4[E(VW)]2—4E(\/2)E(\N2)§0@M<1© [E((X )Y — ) )]2

E(VEW?2) E[(x 457 [EL(Y - uY)J

o [pX, Y <1e-1< p(X,Y)<1.
3) Demostraremos las dos implicaciones.

(=) Si pz(X ,Y)=1, y volviendo a la demostracion de la propiedad anterior, existe t, tal
que q(t,) =0, o seatal que

EV -t,W]* =0,
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Pero ademéas E(V —t W) =0, pues V y W tienen esperanza igual a 0. Entonces la v.a.
V —t W tiene varianza cero y por lo tanto es constante con probabilidad 1, es decir

PV -t W=EV -t W))=PV -t W =0)=1
0 sea,
P((Y =2ty ) —to (X = p15) =0) =1 P(Y =t, X + gty —tou) =1.

Entonces, Y =aX +Db con probabilidad 1, siendo a=t, y b=u, —t u, . Falta verificar
que a=t, #0.

En efecto, si t, fuese igual a 0, ésto implicaria que E(V?)=Var(Y)=0.

(<) Sea Y =aX +b para ciertos valores a =0y b. Entonces

Cov(X,aX +b) _E(X(aX +b))-E(X) E(aX +b) _

O %0 ax+h O x |a|0_x

p(X,Y)=p(X,aX +b)=

_aE(x )+ bECQ) -alEQOF ~bE(X) _alE(X")-E*(X))_ack

2 2 - 2
|a|o->< |a| oy |a|0'x

como queriamos demostrar.
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