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Vectores aleatorios

Hasta ahora hemos estudiado modelos de probabilidad para una unica variable aleatoria.
Sin embargo, en muchos casos interesa construir modelos que involucren a mas de una
variable. Consideraremos inicialmente el caso de vectores aleatorios bidimensionales y
luego extenderemos las definiciones y propiedades a vectores de dimension mayor que 2.

Definiciéon: Sean X e Y v.a. discretas definidas sobre un espacio muestral S. La funcién
de probabilidad conjunta del par (X,Y), pxy(X,y) se define como

Pxy (X, ¥) =P(X =xY =)
El conjunto R,, = {(x, y)/ xeR,,yeR, }es el recorrido o rango del vector aleatorio (X,Y).
Dado cualquier conjunto Ac R? ,

P(X,Y)eA) = X X py(XY)
(x,y)e A

Una funcién de probabilidad conjunta satisface:

* Py(Xy)20 V(XY)

* Zz Py (X, y) =1

Ejemplos: 1) De una urna que contiene 6 bolillas blancas y 4 negras se extraen sin
reposicion 3 bolillas. Se definen

X: numero de bolillas blancas extraidas

y 1 sielntmerode bolillas negras extraidases par 6 0
0 si el numero de bolillas negras extraidas es impar

Hallemos la funcién de probabilidad conjunta del vector (X,Y). Observemos que los
posibles valores de X son 0, 1, 2 y 3, y los posibles valores de Y son 1 y 0. Podemos
resumir la informacion en una tabla de la forma siguiente:

X

Y |0 | 1/30 0 15/30 0
1 0 9/30 0 5/30
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En efecto,

Py (0,0)=P(X =0,Y =0) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras” y por lo tanto
tiene probabilidad 1/30.

Py (01)=P(X =0,Y =1) equivale al suceso “se extraen 3 bolillas negras y el nimero de
bolillas negras es par” y por lo tanto tiene probabilidad 0.

De esta forma, se completa la tabla de probabilidades conjuntas.
2) Repetir el Ejemplo 1, suponiendo que las extracciones se realizan con reposicion.

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxv(X,y), las funciones de probabilidad marginal de X e Y estan dadas por

Px (X):% Pyy (X.Y)
Py (¥) =§ Pyy (X, Y)

Ejemplos: 1) En el ejemplo presentado antes, hallemos las funciones de probabilidad
marginal. En primer lugar, hallemos p, (x).

1 1
Px (O)= Pxv (O’O)"' Py (0,1):%+0=%
by (@) = Py (L0) + Py (1) =0+ = —
§ o X 30 30
15 15
Py (2) = Pyy (2,0) + pyy (2.0) 20 20
by (3) = Py (3.0) + Py (31) =0+ — = —
§ e xR 30 30
Respecto a p, (Y),
1 15 16
0) = 0,0 1,0 2’0 3’0 =— 4+0+—4+0=—
pY() pXY( )+pxy( )+pxy( )+pxy( ) 30+ +30+ 20
Dy () = Py (00) + Py (A1) + P (20) + Py B =0+~ +0+ > =12
Y= Py R Py T Py R Py B = 0 T T30 30

Observemos que las funciones de probabilidad marginal se obtienen sumando sobre filas
o columnas las funciones de probabilidad conjunta contenidas en la tabla, de ahi su
nombre.
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X Py (Y)
0 1 2 3

Y [0 [1/30] 0 [15/30 | 0 | 16/30
1] 0 [9/30| 0 |5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30 | 1

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxy(X,y), la funcién de distribucién acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

_ 2
ny (X, y)= SEX tgy Pxy (s,t) V(X y)eR

Definicion: Sean X e Y v.a. continuas definidas sobre un espacio muestral S. El vector
aleatorio (X,Y) es continuo si existe una funcion, denominada funcién de densidad

conjunta, f,, (X,y):R*> >R, tal que

P((X.Y)eA)= [ f,y (X y)dxdy  VAcHR?

En particular, si A=[a,b]x[c,d],

(X Y)eA ﬂfXY (x,y)dy dx.

Una funcién de densidad conjunta satisface:

e fu(Xy)20 V(XY)

(oSl o]

[ ] fu (6 y)dxdy =1

—00 —00

Ejemplo: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta

k(x+y2) si0<x<1,0<y<1
fxv (X’ y):
0 en otro caso
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a) Hallar el valor de la constante k.

b) Calcular P(OSXSE,OSY sl]
4 4
1 1) U s 614( x2 14
PlO<X <=,0<Y <= |= —(x+y?)dxdy==| | =—+xy?| dy=
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2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta
fxv (X’ y) =k (X + 2y) IT (X, Y)v

siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}

a) Hallar el valor de la constante k.
b) Hallar P(X SE,Y Sij
2 2

c) Hallar P(X <Y).

a) 1= J ijY (X, y) dx dy =,1f D‘Xk(x+2y) dy de :k‘lf(xy+ y?) ‘ZX dx =

1

:k1:>k:2
2

X

(x(l—x)+(1—x)2)dx:k.l[(1—x) dx=k(x—72]

I
=~
o t—

1 1 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 X 1
b) P X<=Y<=|= 2(x+2y)dydx=2 1| (xy+y?)| dx=2||=+=|dx=
) [ ; 2] j!( y) dy !(y Y7, {(2 4j

0
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1/2 1/2

c) P(X<Y)= I (TZ(X+2y) dy] dx:ZI (xy + yz)‘lexdxz

0

1/2

1/2 1/2 XZ X3
:2[.|.x(1—x)+(1—x)2 - x? —szdx:ZI(l—x—2x2)dx:2[x—7—2?J
0 0 0

ot 1 1) 14 7
2 8 12) 24 12

03 1

3) En este ejemplo presentaremos a la distribucion Uniforme sobre una region, la cual
generaliza a la distribucién Uniforme sobre un intervalo estudiada en el caso de variables
aleatorias. Diremos que el vector aleatorio tiene distribucion Uniforme sobre una region

Ac R? si sudensidad es constante sobre la regién y 0 fuera de ella, es decir
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k si(x,y)e A

(X,Y)~U(A)<:>fxv(X’Y):{o si(x,y)e A

Es inmediato verificar que k = , pues

area(A)
1=[[k dxdy =k [[ dx dy =k area(A).
A A

También es inmediato verificar que

_area(ANB)
area(A)

P((X,Y)eB) V B c R2.

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
f. (X, ¥),lafuncion de distribucion acumulada conjunta de (X,Y) esta dada por

For (X, Y) = _X[ _f fo(s,t)dtds  V(xYy)eR?

—00—00

Definicidon: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
f. (X, y), las funciones de densidad marginal de X e Y estan dadas por

f (0= [ (6, Y

f, (y)= I fy (X, y) dx

Ejemplos: 1) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta

6 2 .
for (X, y) = E(X+y ) si0<x<1 0<y<1

0 en otro caso

Hallemos las funciones de densidad marginal.

Si x¢ [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.
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Sea x<[01],

16 6 y3 !
fy (x) = —(X+y2)dy=—(xy+—
X !5 5 3 ),

Entonces, f, (x) = g(x + %) 011 (X)-

Siye [0,1], f, (y) = 0pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea ye[0,],

6 6(x° l
fy ()/)ZJ-E(XJr yz)dng 7+xy2
0

0

6(1
Entonces, f, (y) =§(E + yzj |[o,1](Y)-

2) Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcién de densidad conjunta
fa (%) = 2(x+2y) 11 (x,y),
siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}
Si x¢ [0,1], f, (x) =0pues para esos valores de x la densidad conjunta f,, (X,y)=0.

Sea x<[01],

1-x

f (0= [ 20c+2y)dy=2(xy +y? | " = 2(x1- 0 + Q- %)?)=20- ).

0
Entonces, f, (X)=2(1-X) l}54(X).
Siye [0,1], f, (y) = 0pues para esos valores de y la densidad conjunta f,, (x,y)=0.

Sea y e[01],
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-y X2 -y (L-y)?
fy (y)= J' 2(x+2y)dx:2(7+2xyj :2[ 2y +2(1—y)y]:1+2y—3y2.
0

0

Entonces, f, (y)=(1+2y—3y?) I, (y).

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio discreto con funcion de probabilidad conjunta
pxy(X,y) y marginales px(X) y py(y), y sea x tal que px(x) > 0, la funcién de probabilidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

Py (% Y) _

Pyixx (¥) = 0. (%)

Del mismo modo, sea y tal que py(y) > 0, la funcién de probabilidad condicional de X
dado Y =y esta dada por

Pxy (%, Y)

Py (X) = P, (¥)

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de probabilidad ya que,
por ejemplo, py_,(Yy) satisface

*  Pyx—x(¥)=0 paratodoy
* Z leX:x(y)=1
y

La primera condicion se satisface ya que p, (X)>0 Yy py,, (X,y)=0V X, Y.

Respecto a la segunda,

P (%y) 1 1
= = y = X :l.
Ey Pyx=c (¥) §y 0. (%) 0, (%) Ey, Py (X, Y) 0, (%) Py (X)

Ejemplo: Se arroja dos veces un tetraedro cuyas caras estan numeradas 1, 2, 3y 4. Se
definen las variables aleatorias

X: “suma de los puntos obtenidos”
Y: “nuimero de ases”

Hallemos en primer lugar la funcién de probabilidad conjunta de (X,Y) y las funciones de
probabilidad marginal.
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X py(y)
2 3 4 5 6 7 8

0 0 0 1/16 | 2/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 | 9/16
Y [1 0 | 216 | 2/16 | 2/16 0 0 0 6/16

2 |116| O 0 0 0 0 0 1/16
px(x) | 116 | 2/16 | 3/16 | 4/16 | 3/16 | 2/16 | 1/16 1

Obtengamos, por ejemplo, la funcién de probabilidad condicional de Y, dado X =4

P (40) _1/16 _1

0)= = =
Py x4 (0) 0.(4) 3/16 3
Py (4D 2/16 2
1 = = = —
Pyix=a (D) 0 (&) 316 3
P (42) 0
2 = = =
Pyx-4(2) 0. (4) 3/16

que, podemos resumir en la siguiente tabla:

Pyx_a(y) |13 |2/3 |0

En cambio, la funcion de probabilidad condicional de Y, dado X = 3, estara dada por

y
Pyxs(Y)

oo

De la misma forma, pueden obtenerse todas las funciones de probabilidad condicional de
Ydado X=X, ylasde Xdado Y =y.

En cuanto al caso continuo, supongamos que en el Ejemplo 2) en el cual la densidad
conjunta estaba dada por

frr (YY) =2(x+2y) 11 (X, Y),

N

siendo T ={(x,y)/0<x<1,0<y<1-x}, deseamos hallar P(X SE‘Y S%]
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1 1 P(X S;,Y Si)
p(y gj
4
Por un lado,
1 1) a2 1/4 1/2
Pl X<=,Y<—|= 2(x+2y)dxdy=2 | | — + 2x dy =
(2 J!j( y)yj( yjoy
1/4 2 1/4
1 1 y 1 1 1
=2||=+yldy=2=y+-— =2 —+—|==
!(8 ny £8y 2)0 (32 32} 8
Yy, por otro
1) 1 1 19
PlY < 1+2y-3y“)d +y°— — - :
(Jj(yy)y(yy v = 4166464
Entonces,
1 y <£ 1/8 8
-2 4) 19/64 19°
¢,Coémo calculariamos P(X <—|Y —%)7 Ahora no es aplicable directamente la definicion
de probabilidad condicional porque ( =0 V y. Se requiere la siguiente definicion.

Definicion: Sea (X,Y) un vector aleatorio continuo con funcion de densidad conjunta
fxv(X,y) y marginales fy(x) y fy(y), y sea x tal que fy(x) > 0, la funcién de densidad
condicional de Y dado X = x esta dada por

fr (X, Y) '

fyxx (¥) = f. ()

Del mismo modo, seay tal que fy(y) > 0, la funciéon de densidad condicional de X dado
Y =y esta dada por
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frv (X, Y)

fxvoy (X) :W-

Se puede verificar que, en efecto estas funciones son funciones de densidad ya que, por
ejemplo, f,,_, (y) satisface

o fyx(¥)=0 paratodoy

00

. j fyxx (y)dy =1

—o0

La primera condicion se satisface yaque f, (X)>0y f,,(X,y)=0VX,y.

Respecto a la segunda,

o0 0

[ foxa (y)dy = | fxfyx(z()'(;’ gy - fxl(x) [T (o y)dy =

1
Fx (X)

f (x)=1.

—0

Ejemplo: Volviendo al ejemplo 2 y a la pregunta que motivo esta definicion,

1 1 1/2
P(X SE‘Y =Zj= _[ fx|Y:1/4(X) dx
0

Hallemos la densidad condicional de X, dado Y=1/4.

foo (x1/4) 2(x+2/4) |(0,3/4)(X) 32 1
fryasa(X) = )}:(1/4) = 1+1 3 :Z X+E | 0,374 (X) -

2 16

Notemos que, dado Y =y, X toma valores en el intervalo (0,1-y). De ahi que, como
Y =1/4, X toma valores en el intervalo (0, %) . Finalmente,

1/2 ) 1/2
P(X S£|Y:£):I£[x+ljdx:g X_+§ =£(1+ij=i
2 4 5 21 2 21\ 2 2 . 218 4) 7
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Independencia de variables aleatorias

Definicion: Las variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si paratodoa < by
¢ < d se satisface

Pla<X<bln{c<Y<d})=Pla<X<b) Pc<Y<d)
Si esta condicién no se satisface, diremos que X e Y son dependientes.

Caso 1: Si el vector (X,Y) es discreto, la condicion de independencia es equivalente a la
siguiente: X e Y son independientes si y solo si

pxy (x,¥) = px(x) py (y) v (x,y) € R?

Luego, para probar que dos variables discretas no son independientes, es suficiente con
exhibir un punto (x,, ¥,) en el que pxy(xo, ¥,) # Px(xo) Py (o)-

Caso 2: Si el vector (X,Y) es continuo y

frr 6 y) = fx)fy () Vv (x,y) € R?

entonces, claramente, X e Y son independientes.

Para probar que dos variables continuas no son independientes deberiamos exhibir un
conjunto (a,b) x (c,d) € R? (es decir un conjunto de medida no nula) en el que no se
satisfaga la condicion fyy (x,y) = fx(x)fy ().

Se denomina soporte de una densidad al conjunto de valores en los cuales la densidad es
positiva. Si el soporte de la densidad conjunta no es igual al producto cartesiano de los
soportes de las densidades de X e Y es inmediato encontrar un conjunto asi: bastaria con
exhibir un rectangulo (a,,b;) x (cq,dy) tal que el intervalo (a;,b;) esté contenido en el
soporte de X, el intervalo (¢;,d,) en el soporte de Y vy el rectangulo (a,,b;) x (¢;,d;) no
esté contenido en el soporte de (X,Y).

Otra forma de probar que X e Y no son independientes es encontrar un punto (x,,y,) en
el cual fyy(x,,v0) = fx(x0)fy(¥o) y en el cual todas las densidades sean continuas. Por
continuidad, la condicion se cumplira en un entorno rectangular del punto.

Observemos que si X e Y son independientes, las funciones de probabilidad o densidad
condicional coinciden con las correspondientes marginales.

Ejemplos: 1) Consideremos el primer ejemplo presentado para el caso discreto, cuya
funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal estan dadas
por:
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py (y)
0 1 2 3
Yy o |13 ] o [1530 | 0 | 16/30
1] o |930 0 |5/30| 14/30
p, (x) | 1/30 [ 9/30 | 15/30 |5/30 1

Claramente X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

1 14
Pxy (0,1) =0 7&5'5: Px (0) Py (1)

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial de parametro A,

entonces la funcién de densidad conjunta del vector (X, Y) estara dada por
fXY (X’ Y) = fx (X) fY (y) =le™ e I(O,oo) (X) I(O,oo)(y) =

:/12 e—i(x+y) |(0‘w) (X) |(0‘w)(y).

Esperanza de una funcién de dos variables aleatorias

Hemos visto que, dada una v.a. X y una funcién real h, h(X) también es una v.a. y que
para calcular su esperanza no necesitamos hallar la distribucién de h(X) ya que se obtiene
a partir de la funcién de probabilidad puntual o de densidad de la v.a. X, segun sea ésta

discreta o continua, en la forma

E(h(X))=_h(x) px (X)

E(h(X)) = Th(x)fx (x) dx

Un resultado similar se obtiene en el caso de una funcioén real de un vector aleatorio y

esta dado por las dos proposiciones siguientes, cuya demostracion no haremos.

Proposicion: Sean X e Y dos variables aleatorias discretas con funcién de probabilidad
conjunta p,, (X,y) ysea h(x,y):R* =R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(h(X,Y))=2 2 h(xy) Py (X,Y)

siempre que esta esperanza exista.
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Proposicion: Sean X e Y dos variables aleatorias continuas con funciéon de densidad
conjunta f,, (x,y) ysea h(x,y):R*> — R, entonces h(X,Y) es una variable aleatoria y

E(h(X,Y))= [ [hxy) f, (% y) dxdy

—00—00

siempre que esta esperanza exista.

Proposicion: Sean X e Y dos v.a. discretas o continuas con funcién de probabilidad
conjunta o de densidad p,, (x,y) 6 f,, (X, y)respectivamente y sean a y b nimeros
reales, entonces

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)
Dem: Haremos la demostracion para el caso continuo. La demostracion para el caso
discreto es similar.

Sea h(X,Y)=aX +bY , entonces

E(h(X,Y))= [ [n(xy) fy (%, y) dxdy = [ [(ax+by)f,, (x,y) dxdy =

—00—00 —00—00

—af Xt (xyydxay b [y, (x.y) dxay -

—00—00 —00—00

:aTX(TfXY (X, y)dy)dx+bTy(T frv (X, y)dx]dy=

=a[xfy (x)dx+b [y f, (y)dy=aE(X)+bE(Y)
como queriamos demostrar.

Proposicién: Si X e Y son v.a. independientes, E(XY)=E(X) E(Y).

Dem: Ejercicio.

100



Probabilidades y Estadistica (Computacion)
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires
Ana M. Bianco y Elena J. Martinez 2004

Covarianzay correlacion

Definicién: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas uy y wy respectivamente, la covarianza
entre X e Y se define como

ZZ(X_,UX MY = 1) Pyy (X, Y)

Xy

Cov(X,Y)= E[(X = wx )Y — gy )]:

o0 0

[ JOc= )0y = 12,) fy (%, y)x dy

—00—00

segun sean X e Y discretas o continuas.

Observacion: Cov(X, X)=V(X).

Idea intuitiva: Si X e Y tienen una fuerte relacién positiva, en el sentido que valores
grandes de X aparecen asociados con valores grandes de Y y valores pequefios de X
aparecen asociados con valores pequenos de Y, entonces la mayoria de los productos
(X =y )y — ) seran positivos y por lo tanto la covarianza sera positiva. Por otra parte,
si X e Y tienen una fuerte relaciéon negativa, en el sentido que valores grandes de X
aparecen asociados con valores pequefos de Y y valores pequefios de X aparecen
asociados con valores grandes de Y, entonces la mayoria de los productos
(X =y )(y — w4y ) seran negativos y por lo tanto la covarianza seré negativa.

a2 o o
15 o o]
C"g
o o]
o O
Hom ] ]
o o
1
O
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M
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Cov(x,y) >0

Cov(x,y) <0

Cov(x,y) =0

Proposicién: Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y).

Dem: Lo haremos solo para el caso discreto. Para el caso continuo se demuestra en

forma similar. Denotemos E(X)=u, y E(Y) =y,

Cov(X,Y)= E[(X — ux (Y _/UY)]ZZZ(X_IUX MY = 1y )Pxy (X, Y) =
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:ZZ (Xy_XﬂY — Yl + Uy My )pxy (X, y)=
Xy

:szy Py (X, Y) — 4y ZZX Py (X Y) —#2x zzy Py (X, Y) + ey 2y ZZ Py (X Y) =

=E(XY) - 1y ZXZ Py (X, y) =5 Z yz Puy (X, Y) + ay pty =

X

= E(XY)_ﬂYZX Py (X) —,uny Py (Y) + sy sty =
X y
=E(XY) = uxpy = prypty + sy pry = E(XY) =y 1y
como queriamos demostrar.
Ejemplos: 1) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso

discreto, cuya funcién de probabilidad conjunta y sus funciones de probabilidad marginal
estan dadas por:

X py (Y)

Y [0 [1/30] 0 [15/30 | 0 | 16/30
1] 0 [9/30| 0 |5/30] 14/30
p.(x) | 1/30 | 9/30 | 15/30 |5/30 | 1

y calculemos Cov (X,Y).

Coul ¥) = E(X V)~ ECOEC) = 3 K oy )~ S 2, 0 [ 310, |

k=0 j=0

30

9 .5 (,9,,15 , 5), 14)_ 24 54 14_ 4
30 "3 ("3 "3 30

:1-—+3-——(1 —+2 +3-—

2) Consideremos nuevamente el primer ejemplo presentado para el caso continuo, es
decir un vector aleatorio (X,Y) con funcién de densidad conjunta

6 2 .
fXY(X!y): E(X—i—y ) SlOSXSl’OSygl

0 en otro caso
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. 6 1 6(1
y marginales f, (x) =g(x +§j Loy (¥) y fy (Y) ZE(E+ yzj 0.0 (Y)-

Calculemos Cov (X,Y). En primer lugar,

Por otra parte,

1 1 3 2 !

E(X)=J.X§(x+1jdx:ﬁj-(x2+ijdx=ﬁX—+X— _61.3
5 5 3 55 3 5S\3 6, 52 5
1 1 2 !

6(1 6¢(Yy 6(y” vy 6 1 3
EM)=|y=|[Z+y? |dy==—|| Z+y’ |dy=—|Z—+1— | ==- ===
R R L e T P R
Entonces,

Cov(X,Y):l_§.§:_i_
20 5 5 100

Propiedad: Si X e Y son v.a. independientes, Cov (X,Y) = 0. La reciproca no es cierta en
general.

Dem: Hemos visto que si X e Y son independientes, E(XY)=E(X) E(Y) y por lo tanto es
inmediato que Cov (X,Y) = 0.

Para ejemplificar que la reciproca no es en general cierta, consideremos un vector
aleatorio discreto con la siguiente funcién de probabilidad conjunta

X py (Y)
0 1 2 3 4
0 1/5 0 0 0 1/5 2/5
Y |3 0 1/5 0 1/5 0 2/5
4 0 0 1/5 0 0 1/5
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| p(¥) [V5[ 15[ U5[ 15[ 15 1 |

Se observa que X e Y no son independientes ya que, por ejemplo,

2
5

gl

Pxy (213) =0+ Px (2) Py (3) =

Sin embargo, se puede verificar que Cov (X,Y) = 0. En efecto,

E(XY)=1-3-3+2-4-3+3-3-3:4
5 5 5

E(X):0-1+1-1+2-1+3-1+4-1:2
5 5 5 5 5

E(r)=0-243.244.1 2>
5 "5 5

Entonces, Cov(X,Y)=4-2-2=0.
Observacién: La covarianza depende de las unidades en que se expresan las variables

aleatorias. Este inconveniente puede salvarse standarizandolas. De este modo se obtiene
una medida de la fuerza de la relacion entre las v.a. que no depende de sus unidades.

Definiciéon: Sean X e Y dos v.a. con esperanzas ux Y puy respectivamente y varianza
positiva, el coeficiente de correlacion entre X e Y se define como

Cov(X,Y)

Ox Oy

p(X,Y)=

siendo o, y o, los desvios standard de X e Y respectivamente.

Proposicion: 1) Sean a, b, c y d numeros reales, a#0,c# 0y X e Y dos v.a. cualesquiera
con varianza positiva, entonces

p(aX +b,cY +d)=sg(ac) p(X,Y)
donde sg denota la funcion signo.

2) —1<p(X,Y)<1
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3) |p(X,Y)|:1©Y =aX +b con probabilidad 1, para ciertos valores reales a y b,
a=0. Observemos que el coeficiente de correlacion mide relacion lineal entre las v.a.

Dem: 1)

Cov(aX +b,cY +d)=E[(@X +b)(cY +d)]-E(aX +b) E(cY +d)=
= E[acXY +adX +bcY +bd]-(aE(X)+b)(cE(Y)+d)=
= acE(XY) +adE(X) +bcE(Y) +bd —[acE(X)E(Y) +adE (X ) +bcE(Y) + bd | =
= ac[E(XY) - E(X)E(Y)]=ac Cov(X,Y).

Porotra parte, o, =[a|oy Y 0y.,4 =|c|oy v, porlotanto

Cov(aX +b,cY +d) acCov(X,Y)

Oax+b Ocyd |a| |C| Oy Oy

p(aX +b,cY +d) = =sg(ac) p(X,Y)

como queriamos demostrar.

2) Consideremos la siguiente funcion real,
at) =E[(Y — )t (X =, )] =EV —tw [

siendoV =Y —u, YW =X —u,.
Observemos que q(t)>0Vt.

Como

qt)=EV —tW] =E(V?) -2t E(V W) +t2E(W ?)
es una funcién cuadratica en t que toma valores mayores o iguales que 0, su grafico, o no
corta al eje t o lo corta en un solo punto. Es decir que la ecuacién (t) =0tiene a lo

sumo una raiz y por lo tanto su discriminante es menor o igual que 0. (Recordemos que el

discriminante de una ecuacién de segundo grado ax’+bx+c=0 es b®?—4ac). En
nuestro caso, el discriminante es

AEV W) —4E(V*)EW ?)

y, por lo tanto,
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[EvW)F ;o [EX =) = )

A[E(V W) —4E(V?)EW?) <0 = =
[E(VW)] -4E(V)EW*) <0« E(V2)EW?) E{(X — 22 [ELY = 22,)?]

o [pX ) <1le 1< p(X,Y) <1,
3) Demostraremos las dos implicaciones.

(=) Si p°(X,Y) =1,y volviendo a la demostracion de la propiedad anterior, existe t, tal
que q(t,) =0, o sea tal que

EV -t, W]’ =0,

Pero ademas E(V —tW)=0, pues V y W tienen esperanza igual a 0. Entonces la v.a.
V —t W tiene varianza cero y por lo tanto es constante con probabilidad 1, es decir

PV -t,W=EV -t W))=PV -t W =0)=1
O sea,
P((Y — ) —t, (X =1, )=0)=1P(Y =t X + g1, —t,zz, ) =1.

Entonces, Y =aX +b con probabilidad 1, siendo a=t, y b=u, —t u, . Falta verificar
que a=t, #0.

En efecto, si t, fuese igual a 0, ésto implicaria que E(V?)=Var(Y)=0.

(<) Sea Y =aX +b para ciertos valores a# 0y b. Entonces

Cov(X,aX +b) _E(X(aX +b))—E(X) E(aX +b) _

Ox 0 ax+b O x |a|o'x

p(X,Y)=p(X,aX +b) =

_aE(x?)+bEC) —alECOF ~bE(X) _alE(x)-E*(X)_act __,

2 2 - 2
|a|o-x |3.|O'X |3.|O'X

como queriamos demostrar.

107



