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Vectores aleatorios.

Extensién a mas de dos dimensiones

Definicién: Sean X,,..., X, variables aleatorias discretas, la funciéon de probabilidad

conjunta del vector aleatorio (Xl,..., Xk) se define como:

X, (Xgyeey X ) = P(Xy, = Xp oy Xy = X,)
y, dado cualquier conjunto A — R¥,

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

° pxlym,xk (Xl,...,Xk)ZO \Y (Xl,...,Xk)

.....

En forma similar a lo hecho para el caso bidimensional se pueden definir las funciones
de probabilidad marginal. Por ejemplo, la funcién de probabilidad marginal de X, esta
dada por:

y la funcién de probabilidad marginal de (Xl, X2) esta dada por:

..... Xy (% Xg 10 %) -

pxl,X2 (X1, %;) = %);k Px,

Distribucidon multinomial: Es una generalizacion de la distribucién Binomial. Supongamos
gue se repite n veces en forma independiente una experiencia, que en cada repeticion
hay k resultados posibles (k > 2), cada uno de los cuales ocurre con probabilidad p;
(1 <i<Kk)y que estas probabilidades se mantienen constantes en todas las repeticiones.
Este experimento se denomina experimento multinomial. Si definimos

Xi: nimero de veces que ocurre el resultadoi (1 <i<k)
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la distribucién conjunta de (Xg,...,Xx) se denomina distribucion multinomial de parametros
n, P1,...Px -

Notacion: (X,...,Xx) ~ M(n, p1,...px)

La correspondiente funcion de probabilidad conjunta esta dada por

n! ] ) K
————pEpS.p s 0<X <NVi, Y x=n
X X, X ! o
Py, x, (Kpyes Xy ) = )
0 en otro caso

En efecto, en primer lugar hay que notar que si X, +X, +...+ X, #n, la funcion de
probabilidad puntual es cero. Sean ahora 0<X; <n, tales que X, +X, +..+X, =N.

Indicando por R; (1 < i < k) cada uno de los k resultados posibles, una de las posibles
configuraciones que producen X; resultados R; (1 <i<Kk), es

Ry.R,Ry..Ry Ry Ry
— —

X X Xy

(alguno de los X;'s podria ser 0, en cuyo caso no apareceria ninguno de los
correspondientes R, ).

Como hemos supuesto independencia entre las repeticiones, esa configuracion tiene
. X X X, } , . .
probabilidad p;*p,“...p,*, pero es solo una de las configuraciones posibles que

producen X; resultados R; paral<i<Kk.

¢, Cuantas configuraciones diferentes hay?
n) (n=x,) (N=x,—X, X )| n! (n—x)! X!
X, X, X, ) X ) X Hn=x)! X=X —%,)! X0

n!
XX, X !

y se obtiene la funcion de probabilidad dada en (1).
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Observacion: La distribucién marginal de X, es binomial de pardmetros ny p; para todo

1<i<k. En general, las marginales de una distribucién multinomial son binomiales o
multinomiales.

Ejemplo: De una urna que contiene 3 bolillas rojas, 2 negras, 4 azules y 1 blanca se
extraen 12 bolillas con reposicién. Definiendo

X1 ndmero de bolillas rojas
Xz: numero de bolillas negras
Xs: nimero de bolillas azules
X4: nimero de bolillas blancas

el vector (Xy, Xz, X3, X4) tiene distribucion multinomial, es decir

iii}

XXy X5, X))~ M| 12, —, —,—,
(X1, X5, X5, Xy) ( 10°10°10

S w

a) ¢Cual es la probabilidad de que se obtengan 3 bolillas rojas, 5 negras, 4 azules y
ninguna blanca?

120 (324 1)
Py, G540 = oo (NJ (Ej (EJ (Ej 0,006

b) Calcular la probabilidad de obtener a lo sumo dos bolillas rojas.

Como X, ~ Bi(lZ,%j, entonces

P(X, <2) = prl() 2[ J(f‘oj [%j 025

c) Calcular la probabilidad de obtener 3 bolillas rojas y 2 blancas.

Como las v.a. que nos interesan son X; y X4, defino una nueva v.a. Y = X, + Xs. El vector
aleatorio (X1, X4, Y) también tendra distribucion multinomial.

316
X, X, Y)~M|12, > = —
Xy XaY) ( 10101oj

y, por lo tanto, la probabilidad pedida sera

120 (3YV(1Y(6)Y
327) - SV (5 Zo0s
Py x, v (32.7) 3!2!7!(10j (10j (le
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Definicion: El vector aleatorio (Xl,...,Xk) es continuo si existe una funcion

.....

A

Esta funcion satisface las siguientes propiedades:

© fed o, Ot 08, =1

En forma similar a lo hecho para el caso bidimensional se pueden definir las funciones
de densidad marginal. Por ejemplo, la funcion de densidad marginal de X, esta dada
por:

F () = o [ iy (X0 X %) O,

y la funcién de densidad marginal de (X,, X,), esta dada por:

0

P O X2) = oo [ i O X Xi) O X

—00 —00

Definicién: X,,..., X, son variables aleatorias independientes siy solo si

Py, xe Rpvees X ) = Py (X)) w Py, (X)) V(X %) en el caso discreto

frpx X X ) = Fy (%) Fy (%) V(% X)  salvo, eventualmente, en un

conjunto de probabilidad cero en el caso continuo.
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Ejemplos: 1) En el caso de la distribucién multinomial, las componentes del vector
aleatorio son v.a. con distribucién binomial no independientes y ésto que es intuitivo ya
gue su suma es constante (es igual a n), puede verificarse aplicando la definicion.

2) Sea (X;,X,,X;) un vector aleatorio con distribucion uniforme en el prisma de
vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,2,0),(1,2,0),(0,0,3),(1,0,3),(0,2,3),(1,2,3), cuyo volumen es igual a

6. Entonces, su funcién de densidad conjunta dada por
1/6 si0<x,<1,0<x,<2,0<x,<3

f (X, X,,X,) =
XpXg Xg ATr T2 T3 0 en otro caso

Es inmediato verificar que las componentes del vector son variables aleatorias
independientes, ya que

321 1
fL (%) = _([_([gdxz dx, =6=1 si x, €[0.4]
0 six, [01]
31
1 1 1 .
—dx, dx; ==-3== six, €]0,2
fy, (%) = -([-([6 18T T <2
0 six, [0,2]
21
1 1 1 .
—dx, dx, ==-2== SI X 0,3
fy, (%) = !!6 N 2 <[03]
0 six, ¢[03]
entonces,
fxl,xz,x3 (X1, Xp, %5) = iy (%) fy, (X;) fy, (X3) Y (Xy, Xy 5 X3)

Distribucion de la suma de dos variables aleatorias

Sean X e Y dos v.a. de las cudles se conoce la distribucion conjunta. Estamos interesados
en la distribucién de lav.a. V=X +Y.

Consideraremos dos ejemplos, uno para el caso de un vector aleatorio discreto y otro
para el caso continuo.
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Ejemplos: 1) Sean X ~ P(A) e Y ~ P(u), v.a. independientes, y sea V = X + Y. Claramente
el recorrido de lav.a. V es el conjunto R, ={0,1,2,....}. Sea ke R,

P(X +Y =k) = épXY (i,k—i) = igpx (i) py (k=)

por ser X e Y independientes. Entonces,

A0 —u k=i —(A+w) : i
ke "2 e Tu e k k! i k=i
P(X +Y =k) = : = 4 )
(X + ) EO ” (ki) k! igoi!(k—i)! #
—(A+u)
:eT(/1+,u)k.

Entonces, V = X + Y tiene distribucion de Poisson de parametro A + p. O sea

X+Y~PQ+uw

Este resultado se extiende por induccién al caso de n v.a. : si Xi,..., Xy son v.a.
independientes tales que X; ~ P(A) parai=1,...,n, entonces X; +...+ X, ~ P(A + ...+L).

2) Sean X e Y v.a. independientes con distribucion exponencial de parametro A, o sea,
sean X ~E(A) e Y ~ E()A) independientes, y seaV = X + Y. La v.a. V toma valores en el
intervalo (0,%), por lo tanto, siv <0, Fy(v)=0. Sea v > 0,

R, (V) =P(X +Y <v) = I fXY (x,y)dxdy = [f fX (x) fY (y) dx dy
{(x,y)/x+y <V} {(x,y)/ x+y <V}

pues X e Y son independientes. Entonces,

P(X +Y <v)= E(V;{yfx (x) f, (y) dx )dy - E(V;j)yz e 1o gy jdy -

v _ v-y v _ _ _
—[1e “( | ze‘“dedy:ue ’W(l—e AV y)jdy:
0 0 0
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v _ v _
=[1e ’Iydy—j/le_lvdyzl—e_’lv e AVy
0
0

Derivando respecto de v, se obtiene la densidad de V=X + Y, que es

f, (V)= (/1 e+ e M v—de™ ) ooy (V) =22 €7V V1 g (V)

lo gue demuestra que V tiene distribucion Gamma de parametros (2,1).

3) Se puede demostrar que, en general, si X ~ T'(a,A) e Y ~T'(B,A) son variables aleatorias
independientes, entonces

X+Y ~T(atB,\)

Funcién generadora de momentos de la suma de v.a. independientes: Sean, en
principio X e Y dos v.a. independientes, entonces la funcién generadora de la suma X + Y
es el producto de las funciones generadoras, es decir

M.y (t) =My (t) My (1)
En efecto, si por ejemplo X e Y son dos v.a. continuas e independientes,

Moy () =E@Y)= Tfe“**” e (X, y) dX dy=T Te“ety fy (x) f, (y) dxdy =

—00—00 —00—00

_ Tetx f(X) deety f, (y) dy = E[% )E(e™ )= M (t) M, (t)

como queriamos demostrar. Para el caso discreto, se demuestra en forma similar.

Es inmediato verificar que si X, X,,..., X, son v.a. independientes,

n
M Xq+Xo+.4+Xp t)= H M Xj (t)
i=1

Ejemplos: 1) Demostraremos, usando funciones generadoras de momentos que Si
X~P() e Y ~P(uson v.a. independientes, X + Y ~ P(A + u). En efecto,
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My () =My (0 M, (1) = e Deule D) _ () (')

y se obtiene la funcion generadora de momentos de una v.a. Poisson con parametro

(A + n). Recordemos que la funcién generadora de momentos determina la distribucion de
lav.a..

2) Demostraremos ahora, usando funciones generadoras de momentos que si X e Y son
v.a. independientes con distribucién exponencial de parametro A, o0 sea X ~E(A) e
Y ~ E(A), entonces V=X +Y ~ I"(2,4). En efecto,

e =M (t)MY(t):/l/it ﬁ/it :(ﬂ/it j

y se obtiene la funcién generadora de momentos de una v.a. 7{2,4).

Sumas y promedios de variables aleatorias

En la pagina 100, demostramos que
E(a, X, +a,X,)=a,E(X,)+a,E(X,).
¢, Qué ocurre con la varianza de una combinacién lineal de dos variables aleatorias?
V(a,X, +2,X,)=E((a,X, +a,X,) - E@X, +a,X,)[F)=
= E([(alx1 +a,X,)—(a.u, + azyz)]z): E([(alx1 —au )+ (a,X, —a,u, )]2):

= E@,(X; — )" + E(ay (X, — 1)) + 2E[aya, (X, = 1) (X, — 1, )] =

=a’V(X,)+aV(X,)+2a,a, cov(X,, X,)
La siguiente proposicidn generaliza estos resultados para todo n = 2.
v.a. cualesquiera con E(X,)=4 y V(X,)=0c? vy

Proposicién: Sean X, X,,..., X

n

a,,a,,...,a, nimeros reales, entonces

E Zn:aixi :Zn:ai Hi
(1)

V> aX, :Zn:afaf +2> aa; cov(X;, X )
i i=1

i<j
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Dem: En primer lugar, probemos la expresion para la esperanza mediante induccién en n.

Como dijimos, ya lo hemos demostrado para n=2, supongamos ahora que la expresion es
cierta paran =k y probémosla paran =k + 1.

k+1 k
E[Zai Xi]: E[Zaixi + ak+1Xk+1] =E(Y +a,,,X,.)
i1 i1

[
siendo Y = Zai X, . Como para n = 2 se cumple, se obtiene
i=1

k+1 k
E(Zai Xi] = E(Y + ak+1Xk+1) = E(Y) + ak+1E(x k+1) = E[Z q XiJ‘*‘ Aty
i=1

i=1
y, utilizando la hipétesis inductiva

k+1

k+1 k
E(Z a; Xij = Zai/ui Tyl = Zai:ui
i-1 -1 i-1

como queriamos demostrar.

Probemos ahora la expresién correspondiente a la varianza.

V@MJ:cov@aixi,gaixijzE@aixi zij(zij(zxj

S| (San o

im1 j1
=(Zl‘,_z;aiajE(xixj)J—Zl‘,z;aiajyiyj -
i=l j= i=l j=
:ZZaiaj(E(Xin)—yiyj):ZZaiaj cov(X;, X;)
i1 j1 i= j-1

Teniendo en cuenta que si i = j, cov(X;, X;) =V (X;) y que cov(X;, X;) =cov(X;, X;),
obtenemos el resultado que queriamos demostrar.
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Corolario: Sean X, X,,..,X, v.a. independientes con E(X,)=4 y V(X;)=0c}y

n

a,,a,,...,a, numeros reales, entonces
n n n n ) )
E(Zaixij:Zai 4, V(Zaixij:Zaiai
i=1 i=1 i=1 i=1

Dem: Resulta inmediatamente del hecho que, por ser las v.a. independientes,

cov(X;, X;)=0 Vi=j.

Corolario: Sean X, X,,..., X, v.a. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)

con E(X;)=uyV(X,)= c?VvVi=l..,ny a,,a,,...,a, nimeros reales, entonces
E(Zaixij:yZai V(ZaiXiJ:JZZaf
i=1 i=1 i=1 i

Dem: Se verifica inmediatamente a partir del corolario anterior.

Propiedad: Sean X, X,,..., X, v.a. independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.)
con E(X,)=u yV(X,)=0" Vi=1..,n, entonces

R

Dem: Ejercicio.
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