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Capitulo 1

Espacios de Probabilidad.

1.1. Experimentos aleatorios. Algunas considera-
ciones heuristicas.

Se llamara experimento aleatorio a un experimento tal que (i) no se
puede preveer el resultado de un solo experimento, (ii) si se repite el experi-
mento varias veces, la frecuencia con la cual el resultado esta en un conjunto
A converge a un nimero.

Ejemplos.

1. El experimento consiste en arrojar una moneda. Fn este caso el con-
junto de todos los posibles resultados serd

Q={0,1},

0 corresponde a ceca y 1 a cara. Si se repite experimento muchas veces, la
frecuencia con que sale por ejemplo cara tiende a 0.5

2. El experimento consiste en lanzar un dado. En este caso el conjunto
de todos los posibles resultados sera

Q=1{1,2,3,4,5,6}.

Si se tira el dado muchas veces, por ejemplo la fecuencia con que el
resultado estd en el conunto A C Q serd #A/6, donde #A representa el
cardinal de A.

3. El experimento consiste en lanzar una jabalina y registrar la marca
obtenida. En este caso el conjunto de todos los posibles resultados sera el
conjunto de reales positivos. En este caso la frecuencia con que el resultado
esté por ejemplo en un intervalo [a, b] dependera del atleta.

4. Se elige al azar un alumno de primer grado de un colegio y se anota
su peso, x vy la altura y En este caso

Q= {(x,y) €ER? : 2 >0, y > 0}.
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Como puede apreciarse los resultados pueden conformar un conjunto
finito o infinito de cualquier cardinalidad.

Supongamos ahora que se hacen n repeticiones del experimento aleatorio.
Si A CQ, sea Cp(A) el numero de veces que el resultado estd en A, luego
la frecuencia relativa del conjunto A se define por

Cn (4)

n

In (A) =

En el caso de un experimento aleatorio, cuando n crece, esta frecuencia
se aproxma a un nuimero que se llamara probabilidad de A y denotaremos
por P(A).

Clatramente

de manera que

y entonces

Como veremos no se podra definir la probabilidad para todo subconjunto
de resultados.

Para precisar este concepto y estudiar sus propiedades formularemos la
teoria axiomatica de probabilidades.

1.2. Axiomas de probabilidad

En primer lugar definiremos algunas propiedades que tendrd la familia
de todos los conjuntos para los cuales estan definida su probabilidad. Esto
nos lleva al concepto de o=4élgebra.

1.2.1. o— Algebras.

Sea €2 un conjunto. Definiremos el conjunto partes de 2, por P(f2) =
{A:ACQ}.
Definicién.Una familia de subconjuntos de 2, A C P(Q), es una o-
algebra sobre () si satisface las siguientes propiedades
1. Qe A
2. Si A € A entonces A° € A.
3. Si Ay,...,A,, ... es una sucesiéon de elementos de A entonces A =

U;.il A; e A

Propiedades
P1. Por 1y 2 es claro que () € A.



P2. Si Ay, ..., A, son elementos de A entonces | J;; A; € A

Demostracié n

Para ver esto supongamos que 4; € A; i =1,2,...,n. Probaremos que
A= U?:l A; € A

Definamos una sucesién numerable (B;),~, agregando el conjunto () de
la siguiente manera

Bj=A4;, 1<j<n,
Bk:@ sik>n.

Entonces por ser A una o-dlgebra se tendra que | J;2; B; € Ay por lo
tanto

U Umen
=1 =1

P3. Si A es una o-dlgebra, y A, ..., Ay, ... es una sucesién de elementos
de A entonces A =2, 4; € A.

Demostracién. Esto resulta de que A = (|J;2, A%)¢/

P4. Si A es una o-dlgebra, y Aj,..., A, son elementos de A entonces
A= 4 € A

Se demuestra igual que P2.

P5. Si A es una o-dlgebra, y A7 y Ao son elementos de A, entonces
A — Ay € A

Demostracién. En efecto A; — Ay = A1) 4§ € A.

P6. La o—4lgebra mas chica posible es

-AO = {Qa w}v

y la més grande posible es

A =P(Q).

Luego si A es una o-algebra sobre (2 entonces

Ao C AC A

Observacién. En el contexto de la teoria de la medida, un elemento de
la o algebra se llama un conjunto medible.

Retornando a la heuristica estard definida la probabilidad para los ele-
mentos de una o—algebra.



1.2.2. Espacios de Probabilidad.

Definicién. Un espacio de probabiliad es una terna (€2, .4, P) donde Q
es un conjunto, A es una o-algebra sobre 0, y P : A — [0;1] es una funcién
que satisface:

1. P(Q2) =

2. o-aditividad. Si (An)n>1 €s una sucesién de elementos de A disjuntos
dos a dos (A;(A; =0, si i # j), entonces

Notacién: |4 denota una unién disjunta.

Observaciones.

1. El conjunto €2 se denomina espacio nuestral y se interpreta como el
conjunto de resultados posibles del experimento, los elementos de A se de-
nominan eventos, y corresponden a los subconjuntos de ) para los cuales
la probabilidad esta definida. Finalmente P se denomina funcién de prob-
abilidad, y dado A € A, P(A) se interpreta como la probabilidad de que el
resultado del experimento esté en A.

2. En el contexto de la teorfa de la medida la terna (2, .4, P) corresponde
a un espacio de medida donde la medida P asigna 1 al espacio total.

3. Si queremos formalizar la idea intiutiva de la probabilidad como limite
de la frecuencia es importante observar que la ”frecuencia” tiene la propiedad
de o-aditividad. En principio veamos que es aditiva.

Sea A1, A, ..., Ay, eventos disjuntos tomados de a dos, esto es, 4; [ 4; =
() sii#j entonces

(UA) (Ui ) _ X O an

La o aditividad ahora se deduce pasando al limite.

Ejemplos:
1.-Sea € un conjunto, A = P(2). Dado xo € Q. Definimos: VA C Q)

|1 sizge A
P(A)_{ 0 sixogéA.}

P se denota 6, y se dice que la probabilidad esta concentrada en xy o bien
que el Unico punto de densidad positiva es xg.
2.-S8i Q= {xl,xg, vey Ty } A= P(X) y 0<L a; < 1, 1= 1,2,
Supongamos que
o0
Z a; — 1.
i=1



Definimos: VA C Q)

P(A) = Z a;

i/z; €A
donde P({z;}) = a;.
En este caso P define una medida de probabilidad y estd completamente
determinada por el valor o el "peso” asignado a cada singleton {z¢}.
Propiedades.
P1. P(0) =0.
Demostracién

Es inmediata, pues si tomamos A; = (), para todo i € N entonces por la
o-aditividad

0<P@0)=P (@Ai) =D P(A) =3 PO)<1,
i=1 i=1 i=1
y esto sélo se cumple en el caso de que P () = 0. O
P2. Sean Ay, ...., Aj, eventos disjuntos. Luego P (4, A;) = > 1 P (4;).
Demostracién
Tomemos la sucesién Bj = Ajsij=1,...,ny Bj =0 sij > n. Aplicando
la propiedad de o—aditividad se obtiene el resultado.
P3. Si A € A entonces
P(Ay=1-P(A).
Demostracion. Esto sale teniendo en cuenta que
1=P(Q)=P (AL—leC> = P(A) + P (4%).
P4. Consideremos dos eventos A; y As. Entonces

P (A — Ay) = P (A) —P(A1QA2).

Demostracién
Como

Ay = (A1 — Ag) H‘J (Al ﬂA2)

se obtiene
P (A1) = P (A — Ay) + P(A1[ ) A2)
= P(Al —Ag) + P (AlmAg) ,

y de ahi el resultado O.
5- Si Ay, As son eventos y Ay C As entonces

P(Ag — A1) = P(Ag) — P(A1).
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y ademds

P(A;) < P(Ag).

Demostracién
Para ver esto escribimos como unién disjunta a As

Ay = A1 [H(A2 — Ay).

Entonces aplicando la aditividad se obtienen los dos resultados

P(A)y =P (A1) +P(A2 — Ay) > P(A). O
>0

P6. Si Aq, A, son eventos entonces

(Al UAZ) =P (A;)+ P (A2) — <A1 ﬂA2>

Demostracién
Escibimos la unién en forma disjunta

ArJ 42 = (41 = ) (4 42) U (42 - A1),

Entonces

P (A1 JAz) = P(A1 = 49) + P (A1 [ 4s) + P (A3 — A7) =
(A1) = P (A1) 4z) + P (A1) 42)
(A2) — <A1 ﬂ Ag)

(A1) + P (42) = P (41 4) . O
P7. En particular se obtiene de P6 la subaditividad finita

P<A1UA2) < P(A)+ P(Ay).

P
P
+ P
P

Por induccién sale que si A; € A, i = 1,2, ..., k entonces

k k
P (U Ai> <) P(A
=1 =1

P8.- o-subaditividad. Sea (Ap)p>1 C Ay B = Ufél A,,. Entonces



Demostracién
Podemos disjuntar la sucesién sin alterar la unién. Este es un proceso

tipico.
Comenzamos definiendo

J
Bi=JAi j>1
i=1

Esta sucesién es creciente para todo n € N tal que B,,_1 C B,,.
Ahora expresamos la unién de manera disjunta definiendo

By =0,

By = By,

By = By — By,
Bs = B3 — B,

Luego

Por la 0— aditividad y el hecho de que Ez C A;, resulta

0 k
P(A)=)"P <§n) = lim ¥ P(By— Byo) =
n=1 —
k o0
= lim P(By) = lim P (U A¢> <) P(4).0
o = n=1

P9. Si (Ay),,~; es una sucesién de eventos tal que A,, C Ap11. Si defini-
mos A = J;2, A;, entonces

P(A) = lim P(A,).

n—-+00

Demostracion.
Como la sucesién es creciente entonces podemos transformar la union

en una unioén disjunta definiendo:
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Luego

A= 4 B,
k=1
y por lo tanto
o0 n n
P(A)=) P(By)= lim > P(By) = lim Y P (A~ Ap-1)
k=1 k=1 k=1
= lim (ZP(Ak)— P(Ak1)> = lim P (A4y,).
k=1 k=1

P10. Si (An)n21 es una sucesién de eventos tal que A, C Ap41. Si
definimos A = (;2, A;,entonces

P(A)= lim P(Ap).

N——+00

Demostracidn.
— c 1 ‘ 14 3 3
Sea B, = A¢ . Luego (Bn),nZl es una sucesion creciente de eventos y

A¢ = |J;2, B;. Luego por la propiedad anterior

1-P(A) = P(A% = lim P(B,)= lim (1-P(4,))=1— lim P(Ay).

n—-+o0o n—-+4o00 n——4o0

de donde sale el resultado.O
Definicién. Se llama limite superior de una sucesién de conjuntos (Ay),,~; C

Q al conjunto
7= U

k>1n=~k

y limite inferior de la sucesién al conjunto

A=U N4

k>1n=~k

Obviamente

Ademss



Es decir el limite inferior de la sucesién (A;),~, es el limite superior de la
sucesion (Af),,~q -
Proposicion. Caracterizaciéon de los limites superiores e inferiores

(a)

A ={w € A :w estd en infinitos conjuntos A,} = A

(b)
A= {w e A:westd en todos los A, salvo en un nimero finito}
= A,

Demostracién

a) Supongamos que w € A* entonces dado k € N existe ng > k € N tal
que w € | J22, A, de manera que w € A.

Reciprocamente si w ¢ A entonces w se encuentra en un nimero finito
de conjuntos A,. Supongamos que A, sea el ultimo en el que estd, es decir
si n > ny, entonces w ¢ A, de manera quew ¢ 2, 1 Any asiw ¢ A.

b) Consideremos la sucesién de los complementos, es decir (AY), -, . Por
la observacién hecha anteriormente y el punto a) se tiene que B

(A)° = {w € A : w estd en infinitos conjuntos A })° =

= {w € A : w pertenece sélo a un nimero finito de conjuntos Ag }.
Entonces

A=0Q—{we Q:westd en todos los A, salvo en un niimero finito }
= Aco.

P11. Dada una sucesién de eventos (Ay),~; , se tiene
(a) P (A) >1imP (4,).
(b) P(A) < lmP (A,).
(c)Ademdés, en el caso de que A = A entonces se dice que existe el limite
de la sucesién (Ay),~; ¥ en tal caso
P(A)=P(A) = lim P(A,).

n—oo

a) Como lo hicimos anteriormente consideremos

=AU
k=1i>k
y escribamos
By =] A
i>k



Entonces la sucesion (By,),~, es decreciente y

A=) B

Luego, como Vi > k se tiene A; C By podemos escribir

P (By) > SQE{P (Ai)}.

Luego

P (A) =lim P (By) = inf{P (By) : k > 1} >,

> inf sup{P (4;)} = imP (4;). O
k=1 >

(b) Se deja como ejercicio.
(c) De (a)y (b) tenemos que

P(A) <lmP (A,) <limP (A, <P (Z) :
Luego si A = 4, resulta P (4) = P (4) y entonces
P (A) =limP (A,) = mP (A,) = P (A).

Luego P (A) = P (A) = limp o0 P (Ay) .

Observaciones

1. En general no se puede tomar como o—algebra A4 a P(®) para definir el
espacio de de probabilidad. Se prueba en teorfa de la medida que bajo ciertas
condiciones todo conjunto de medida positiva contiene un subconjunto no
medible.

2. Si el conjunto es a lo sumo numerable se puede tomas A = P(®).

1.3. o— Algebra generada por una familia de con-
juntos.

Proposicion. Dado un conjunto {2 y una familia & de subconjuntos de
), existe una c—algebra A* tal que (i) & CA* y (ii) Si A es otra o—algebra
A tal que § CA, entonces A*C A. Es decir A* es la menor o-algebra que
contiene a .

Demostracidn

Denotaremos a la familia de todas las c—algerbras que contiene a & por
‘R . Entonces

R ={A: Aesuna o — algebray A D I}.
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Claramente R es no vacia, ya que P(®) € R. Definamos ahora

A=) A
AeR

Primero mostraremos que A* es un o-algebra. En efecto, ) € A, para
toda A € R, luego ) € A*.

Ademds sea una sucesién numerable de eventos Aj, Ao, ...., Ay, ... que
estan en A*. Luego cada A; € A para todo A € R. Luego |J:2, 4; € A,
para todo A € R y entonces |J;-; A; € A*. Esto prueba que A* es un o-
algebra. Por oto lado si A es una o—algebra y A O S, entonces A € R, y
esto umplica que A* C A.

Definicion del o—algebra de Borel en los reales. Sea R el conjunto
de ntmeros reales. Luego el o—4élgebra de Borel que denotaremos por B, es
el o—dlgebra generada por todos los conjuntps de la forma A, = (—oo, z],
donde = € R. Un conjunto B € B se denomina boreliano.

Propiedades.
P1. Todo intervalo (a,b] es un boreliano Para esto basta con observar
que
(a,b] = (—00,b] — (—00,al.

P2. Dado = € R, {z} € B. Para esto se observa que ¥n € N

1 .
Puesto que x — ;- — x se obtiene que

{z} = ﬁ I, € B.
n=1

P3. (a,b) = (a,b] — {b} € B.

P4. [a,b] = {a} U(a,b] € B.

P5. [a,b) = {a} U(a,b) € B

P6. Todo abierto es un boreliano

Demostracion.

Sea G C R un abierto. Vx € G existe un intervalo (az,b;) tal que z €
(az,by) C G con a, y b, racionales. por lo tanto G puede escribirse como la
unién numerable de borelianos

G = | (ax,b2),

zeG

y por lo tanto G € B.
P7. Todo cerrado es un boreliano
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Demostracién.
Sea F' un cerrado. Entonces F'° = GG es un abierto y por el punto anterior
F€ € B. Ahora por ser c—&agebra se obtiene que

F=(FeB

Definiciéon del oc—algebra de Borel en R*. El o—algebra de Borel
en R* es el o— algebra generada por los conjuntos de la forma

Azr,za,an) = (—00,21] X (=00, T2] X ... X (—00,11],

donde (z1,...,x,) es una n-upla de nimeros reales. Serd denotada por B".
Observacion.
De manera andloga a los borelianos en R, la o—&lgebra de Borel coincide
con la generada por los abierros (cerrados).
P8. Cualquier rectdngulo en R* es un boreliano.
P9. Todo abierto (cerrado) en R* es un boreliano.
Demostracién: Se deja como ejercicio.

1.4. Espacios de probabilidad finitos o numerables.

Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad con € a lo sumo numerable.
En este caso podemos tomar como A el conjunto de partes de 2. Definimos
la funcion de densidad p, asociada a la probabilidad P por

p:Q—0,1]
de la siguiente manera

p(w) =P ({w}).

Se tendra la siguiente propiedades

P1. La funcién de densidad determina la funciéon de probabilidad:
P(A)=) P{H{w}) =D pw).
weA weA

Demostracion. Si A C Q entonces

A= [ {w},

weEA

de manera que

P(A)=) P({wh) =) pWw).

weA wEA
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P2. Si Q es finito o numerable, se cumple que

Zp(w):l.

weN

Demostraciéon. En efecto por P1

1=P(®) =Y p().

we

Definicién. Decimos que un espacio finito Q = {wy, .., w,} es equiprob-
able sii
Vi, j o P({wi}) = P ({w;}).

Observacion.

Un espacio de probabilidad infinito no puede ser equiprobable puesto que
en tal caso se escoge un conjunto infinito numerable. En efecto, supongamos
que Q = {wi,wa, ...,wn, ...}, y p(w) = c. Luego por P2 se tendria

o0 e}

1= Zp(wi) = ch

=1 =1

absurdo puesto que > ;2 ¢ =00 0 0 segin ¢ > 00 ¢ = 0.
P3. Si © es un espacio de probabilidad finito equiprobable entonces, la
probabilidad de cualquier evento A se calcula

A
P(A)z%,

donde #) denota el cardinal de A.
Demostracion. Para ver esto supongamos que para todo w € {2 se tenga
p (w) = ¢ entonces

1:Zp(w):Zc:cZI:c.#Q,

weN weN weN
y luego,
L
=20
Ademsds
PA) =Y pw) =Y e=eY 1=cHa) =22
#8Q
weA wEA weA
Ejemplo.

Hallar la probabilidad de que dado un conjunto de n personas, dos per-
sonas cumplan anos el mismo dia. Suponemos que todos los afos tienen 365

13



dias y las probabilidades de nacimiento en cualquier fecha son equiproba-
bles. Supongamos que a cada persona se le asigna un nimero entre 1 y n y
sea x; el dia del cumpleano de la persona i. Luego 1 < x; < 365, y podemos
considerar el siguiente espacio muestral

Q= {(z1,22,...,xp) s x; € N: 1 < z; <365}

En vez de calcular la probabilidad de que dos personas cumplan el mismo
dia, calculemos la del complemento, es decir la probabilidad de que todas
cumplan anos en dias distintos

A¢ = {(1:1,.%2,...,.%”) €N 1< < 365, x; 75 T si? 75]}

Por un lado
#Q = 365"

Por otro lado el cardinal de
# A = C(365,n)n!.

Observacion.

La importancia de la combinatoria se ve en este punto; es necesario
contar con principios de enumeracién.

En este caso, primero seleccionamos los m dias distintos entre los 365
dias posibles y luego por cada muestra se obtienen n! formas distintas de
distribuirlos entre n personas.

Las probabilidades que se obtienen usando estd formula pueden con-
tradecir la intuicién. Por ejemplo, si n = 20, P(A4) ~ 0,41, si n = 30,
P(A)~ 0,76 y sin =40, P(A) ~ 0,89 .

1.5. Probabilidad condicional

Sea (92, A, P ) un espacio de probabilidad. A, B € A, tal que P (B) # 0.

Queremos estudiar la cémo se ve alterada la probabilidad de ocurrencia
de A cuando se conoce que el evento B ha ocurrido. En este caso habrd que
redifinir el el espacio muestral considerando solamente a los elementos de B
como posibles resultados.

Por ejemplo, consideremos el experimento de ”tirar un dado” y pre-
guntémosnos acerca de la probabilidad de que salga un seis, sabiendo que
el dado escogido es un nimero par. En este caso la probabilidad no es 1/6
puesto que tenemos la certeza de que el resultado estd en el conjunto {2,4,6}
Como cada uno de estos tres resultados tienen identica probabilidad, resul-
tard ve que la probabilidad serd 1/3.

Vamos a tratar de determinar cual debe ser la probabilidad de un evento
A condicional a que se conoce que B ha ocurrido, utilizando interpretacion
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heuristica de la probabilidad como limite de la frecuencia con la cual
un evento ocurre. Para esto supongamos que se han hecho n repeticiones
independientes del experimento y denotemos con

np : el numero de veces en el que ocurre el resultado B,

nanp : el numero de veces en el que ocurre el resultado AN B.

Heuristicamente la probabilidad condicional de A condicional B,serd el
limite de la frecuencia con la cual A ocurre en los experimentos donde B

ocurre, es decir el limite de
NANB

np
Luego, la “probabilidad de que ocurra A condicional B” sera

Km nanB — K nA,?B o Hmn—»oo nA;B N P(AQB)
n—oo Np n—oo Qﬁﬁ h,nln—>ooﬂf,'1a P(B)

Esto justifica la siguiente definicién:
Definicién. Sea (€2, A, P ) un espacio de probabilidades A, B € A tal

que P (B) > 0. Se define la probabilidad condicional de A dado B por

P(ANB)

P(AIB) = —5

Proposicion. B
Fijado el evento B € Q podemos definamos P: A — [0,1] A€ A

P(A)=P(A|B)
para todo A € A . Luego P es una probabilidad

Demostracién
(i)
P =P@IB) =g = T =1

(ii) Sea (Ap),>; € A disjuntos

ﬁ(i An> :P<O-: An|B> _ P 400 B)

n=1 n= P(B)
_PWaei (4N B) 3 P(AnNB)
P (B) B P (B) B
- E R =Y PAE = Y P (A ©
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1.6. Independencia de eventos.

Definicién. Sea (£2,.A, P ) un espacio de probabilidades, A, B € A Se
dice que A yB son independientes sii

P(ANB)=P(A) P(B)/

Propiedad. SiP(B) > 0, entonces A y B son independientes si y solo
si P(A|B) = P(A).

Si P(B) = 0, dado cualquier A € A se tiene que A y B son independi-
entes. La demostracion es inmediata.

La propiedad de independencia se generaliza para un numero finito de
eventos.

Definicién. Se dice que Ay, ..., Ay, son independientes sii para cualquier
sucesion de subindices (i1, ...ip), h < k, con i, # is si 7 # s se tiene que

ﬂA%_Jﬂ P(4;).

Observaciones.
1. Para tres eventos A, As y As se deben cumplir las siguientes igual-
dades

P (AN Az) =P (A1) P(Ag)
P(Al N Ag) = P(Al) P<A3)
P (A2 N Ag) =P (A3) P <A3)
(A1 NAsN Ag) P (Al) P (Ag) P (Ag)

2. No alcanza la independencia tomados de a dos.

Como ejemplo tomemos 2 = {wy,ws, w3, wy} espacio de probabilidad
equiprobable, es decir P ({w;}) = 7

Entonces los conjuntos

Ay = {wi, w2}
Ay = {wy, w3z}
As = {wy, w3}

son independientes tomados de a dos pero no en forma conjunta.
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Maés precisamente, se cumple que

. 1
Vi P(4y) =5

A;NAj = {wg} para algin k

P(AiﬂAj):i: _ P(A) P(4)).

N =
N —

Pero
AiNAsN Az = (Z),

y por lo tanto

0:P(A1ﬂA2ﬂA3)#P(Al)P(AQ)P(Ag):é.

Proposicion. Aj,..., Ay son eventos independientes sii para cualquier
sucesién (i1, ...i),h < k, con i, #is si r # s y tal que

h
P4 ] >0,
j=2

se tiene que
h
P A, (A | =P(A). (1.1)
j=2

Demostracion.
Supongamos primero que Ay, ..., Ag son independientes y demostraremos
que se cumple (1.1). Sean A; A, ..., A;, tales que i, # issir # sy
h
P (M Ay) >0

Entonces

h
s |(h]A Cr(NLAy) T p(ay) Cpia
11 1 - 5 —Ind. h P (A — 1) -

=2 P(ﬂjngi]) | J P (As;)

Supongamos ahora que A, ..., Ag son eventos que satisfacen la propiedad

del enunciado.
Queremos probar que entonces son independientes, es decir que

h h
Pl N4y | =]]P4) (1.2)

Lo probaremos por induccién sobre h. Comenzaremos con h = 2. Dados
A;, y Ai, con iy # 2, pueden suceder que (a) P(A;) = 0 o que (b)
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P(A;,) > 0. En el caso (a) se tiene que como A;; N A;, C A;,, se tiene que
P(A;; NA;,) =0y luego

P(A;; NA;,) =0= P(AZI)P(AZQ) (13)
En el caso (b) como vale (1.1) se tiene

P(A“ N Azz)

=P (A’il)
y luego (1.3) también vale. Esto muestra que (1.2) vale para h = 2.
Supongamos ahora que (1.2) vale para h y probemos que también vale
para h + 1.
Elegimos A;, A;,, ..., Ai, , A

(a)Consideremos el caso P (ﬂ?izl A¢j> = 0. En tal caso por la suposicién

ins Ay, €ventos. Consideramos dos casos

que (1.2)vale para conjuntos se tiene que

h+1 h+1

0=P( ()4 | =]]P(4s).
j=2 j=2

Luego
h+1

117 4) =0 (1.4)

=1
y €como ﬂ?;rll A, C ﬂ?;l A;; se tendré que

h+1
Pl (4| =0 (1.5)
j=1

De (1.4) y (1.5 obtenemos que

h+1 h+1

P4, ) =]]P4).
i=1 j=1

(b) Consideremos el caso P (ﬂ;”}l Aij> > 0. Entonces como estamos

suponiendo que (1.1) vale para todo h

h+1
P A21| ﬂ Aij =P (All) )
Jj=2

y luego
P (ﬂ?ill Aij)
P (ﬂ?;l Aij)
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Equivalentemente
h+1 ht1
Pl (A, | =PAi)P| A ].
j=1 J=2
y como por la hipéteisis inductiva (1.2)vale para h, se deduce

h+1 h+1 h+1

Pl (A, | =PA) ][ Py) =]]P4;). O
j=1 j=2 j=1

Definicién. Sea I un conjunto finito o numerable, una sucesion {A; }ier
se dice una particion de € sii

1.
Uai=0
el

2. Si i # j entonces
A; N Aj =0

Teorema de la Probabilidad Total. Sea (2, .A, P) espacio de proba-
bilidad y {A;}icr C A una particién de Q y B € A. Entonces

P(B)=) _ P(BNA)

i€l

Demostracion
Como
B=H(BnA),
el
entonces
P(B)=) P(BNA).O
el

Teorema de Bayes. Sea (€2, A, P) e.py {A;}1<i<k una particién de €2
y B e A.

Supongamos conocidas a priori las probabilidades P (B|A;) y P (4;) para
todo ¢. Entonces

P (4;) P (B|A;)
>i P (4) P (B|A;)

P (Ai|B) =

Demostracién
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Usando el teorema de la probabilidad total teniendo en cuenta que
{Ai}1<i<k es una particién y aplicando la definicién de probabilidad condi-
cional se obtiene

| _P(AimB)_ P(Asz) —
P (Ai|B) = P(B) Z;?le(AjﬂB) N
P (A;) P (B|A)

T YR P(A4)P(4;NB)

Ejemplo de aplicacién.

Consideremos un test que detecta pacientes enfermos de un tipo especifi-
co de enfermedad. La deteccién corresponde a que el test de positivo. El re-
sultado de un test negativo se interpreta como no deteccién de enfermedad.

Sea

Aj : el evento “el paciente seleccionado es sano”

Ay : el evento “el paciente seleccionado es enfermo ”

Entonces {A;, A2} constituye una particién del espacio de probabilidad

Consideremos ademas

Ty : el evento “el test da positivo”

T_ : el evento “el test da negativo”

Supongamos conocidas las probabilidades de ser sano o enfermo antes
de hacer el test (probabolidades apriori).

P (A1) = 0,99; P (As) = 0,01.
Ademas supongamos que
P (T}]|A1) =0,01; P(T}[A2) = 0,99.

Observacion.
Para un test perfecto se pediria

P(T4|A1) = 0; P (T4[A2) = 1.

Es decir supusimos la existencia de un test “no perfecto”.

Calculemos la probabilidad de que dado que el test detecta enfermedad
el paciente sea efectivamente enfermo (esta probabilidad se denomina prob-
abilidad a posteriori)

P (A2) P (T4|A2)
(A1) P (T A1) + P (A2) P (T4 |A2)

La conclusién es que no se puede tomar ninguna decisién con base en el
resultado del test: no sirve.

P(A]T) = ~05.

20



Si logramos tener
P (T4]A1) =0,001; P(T4|A2) = 0,999

la situacién cambia; en tal caso resulta P (A2|T) = 0,91, méas aceptable
que la anterior.

21



22



Capitulo 2

Variable Aleatoria.

2.1. Concepto de variable aleatoria

En muchos casos interesa conocer solamente alguna caracteristica numéri-
ca del resultado del experimento aleatorio. Demos dos ejemplos: (1) el ex-
perimento consiste en tirar dos dados y los posibles resultados son Q = {
(x,y):x € Is,y € Is } donde I = {1,2,...,k} y para cada resultado (z,y)
interesa solo la suma de los dados x + y. (2) El experimento consiste en un
tiro al blanco y el conjunto de los resultados es Q@ = { (z,y) : € R,y € R},
x e y son la abcisa y ordenada del punto donde dié el tiré6 tomando ori-
gen (0,0) el punto correspondiente al blanco. Aqui puede interesar solo la
distancia al blanco es decir (22 + 32)%/?

Definicién. Sea (2,4, P ) un espacio de probabilidad. Una variable
aleatoria es una funciéon X : A — R tal que para todo x € R

X Y(—00,2]) € A. (2.1)

Observaciones
1.La condicion (2.1) permite calcularP({w : X (w) < x}) = P(X((—o0,7]) .
2. El concepto de variable aleatoria es esencialmente el mismo que el fun-
ci6n medible. Si (€2, A, i) es un espacio de medida y X un espacio topoldgico,
f: A— X se dice medible sii para todo G € A vale que f~!(G) € A.
3. Si A es el conjunto de partes de €2, como en el caso que € sea finito o
numerable, la condicién (2.1) se cumple trivialmente.

Teorema. Sea X una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad
(2, A, P ). Entonces vale X ! (B) € A para todo B € B. (B es el conjunto
de boreleanos en R)
Demostracién.Como por definicién X ! ((—oo,2]) € A, basta con veri-
ficar que
dP={ACR: X1 (4)cA
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es una o—algebra. Luego se tendra que 3 C ® (puesto que la o—&lgebra de
Borel es la més chica que contiene a las semirectas).
Veamos que
(a) R € S pues
X 1TR)y=Qc A

(b) Si A € ®, entonces A € ®. Como X! (A) € A, se tendra que
XA =[x (4)] € A

(c) Sea {An}nen C @. Luego X1 (A,) € A para todo n y como A es
un o-dlgebra se tendrd que = J,cy X ' (4,) € A. Luego

X! (U An> =JX T4 e A

neN neN

(a), (b) y (c) prueban que ® es un o-algebra

2.2. Espacio de probabilidad asociado a una vari-
able aleatoria

Sea un espacio de probabilidad (2,4, P ) y sea X : 2 — R una variable
aleatoria. Asociada a esta variable podemos definir un nuevo espacio de
probabilidad (R, B,Px ) donde para todo B € B se define

Px (B)=P (X' (B)).

Observese que P esta definido sobre X ~! (B) ya que este conjunto esta en
A. Vamos a mostrar que Py es efectivamente una probabilidad. La funcién
Px se denomina probabilidad inducida por X o distribucio de X.
Proposicion. Px es efectivamente una funcién de probabilidad.
Demostracién.

(a)



(b) Si {B;}ien C B es una sucesién disjunta dos a dos, entonces

Px (L—Ij Bi) =P (Xl (L‘H BZ>> =P (H’JXl (BZ)> =
=Y P(X7'(B)) =) Px((B)).0O

€N €N

Consideraremos las funciones medibles g : R — R con el o—algebra de
Borel
Definicion. Una funcién

g:R—R
se dice medible Borel sii para todo z € R

g7 ((-o0,a]) € B

Observaciones.

1. Trabajaremos en este curso con funciones medibles Borel, de manera
que a veces nos referiremos a ellas simplemente con el nombre de medibles.

2. SiB € B resultard ¢! (B) € B. Este resultado se demuestra como
el andlogo para variables aleatorias.

3. Considerando a R como un espacio muestral 2 = Ry A = B se ve
que “g es medible Borel ” es equivalente a que “g es una variable aleatoria

7

Ejercicio 1. Demostrar los siguientes resultados

1. Si g : R — R es continua entonces g es medible.

2. Si g : R — R es mondétona entonces g es medible.

3. Si B es boreliano, su funcién caracteristica Ig es medible

4. Si {fn}n>1 es una sucesién de funciones medibles entonces
f (@) = inf{f(2)},
f(z) =sup{f (z)}

neN

son medibles. También son medibles

f (@) =l f, (),
fx) =limfy (z).

En particular si existe el limite puntual
f(@) = lm fy(2)
n—odo
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es medible.

Observacion.

El siguiente teorema tiene importancia tedrico y practica. La composi-
cién de una variable aleatoria con una funcién medible es una variable
aleatoria.

Teorema. Si g : R — R es medible y X : 2 — R es una variable
aleatoria, entonces g (X) : 2 — R es también una variable aleatoria

Demostracién

Basta con observar que dado B € B

g (X)) (B)=X"" g (B)
eB

Como consecuencia de este teorema si g es continua y X es una variable
aleatoria resulta g(X) tambien una variable aleatoria. Por ejemplo si X
es una variable aleatoria, entonces sin (X),cos (X),exp (X) son variables
aleatorias/

Proposicion.

Si X, Y son variables aleatorias entonces

1. X +Y; XY son variables aleatorias

281 P(Y #0) =1 entonces X/Y es una v.a

La demostraciones de 1 y 2 se verdn mds adelante/

2.3. Funcion de distribucion de una variable aleato-
ria.

Definicion. Sea X una v.a. Se define la funcidn de distribucion asociada
a X como la funcién Fy : R — [#, ] dada por

Fx (z) = Px ((—00,2]) = P (X ((—00,2])) .

Observacion.

Como veremos la importancia de F'x es que caracteriza la distribucion
de X. Es decir Fx determina el valor de Px(B) para todo B € B

Sea X una variable aleatoria sobre (2, A4, P ) y sea Fx su funcién de
distribucién. Entonces se cumplen las siguientes propiedades

P1. Fx es monétona no decreciente, es decir x1 < xg implica Fx (z1) <
F X (1:2) .

P2. lim, o Fx (z) = 1.

P3.lim,, o Fx () = 0.
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P4. Fx es continua a derecha en todo punto de R.
Demostracion.
P1. Si z < 2’ entonces

(_007 'T] C (—OO, x/]v
y por lo tanto

Fx (z) = P((—o0,2]) < P ((—o0,2']) = Fx (a).

P2. En primer lugar veamos que

lim Fx (n) = 1.

n—oo

Consideremos la sucesion mondtona creciente de conjuntos
Ay = (—oo,n] neN.

Entonces

UAn:R.

neN

Luego de acuerdo a la propiedad para sucesiones crecientes de eventos
lim Fx (n) = lim Px (4,) = Px (U An> = Px (R) =1.
n—oo n—0o0 neN

Ahora veamos que efectivamente lim,,_,~, Fx (z) = 1, esto es para todo
e > 0 existe zp > 0 tal que si x > xg entonces se cumple |Fx (z) —1| <e. O
equivalentemente
l—e<Fx(z)<l+e.

Por ser una probabilidad evidentemente se cumple que para cualquier
e >0, Fx(z) <e+ 1. Por lo tanto solo tenemos que mostrar que existe
o > 0 tal que si x > xy entonces se cumple

1—-e< Fyx (QZ) .
Sabemos que dado € > 0 existe un ng € N tal que si n > ng entonces
1——e< Fx (n) .

Entonces tomando xg = ng y teniendo en cuenta la monotonia de F,
se tendrd que si x > xg = ng entonces

l—e< Fx(ng) <Fx(x).O

P3. Se trata esencialmente de la misma demostracion.
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En primer lugar se ve que

lim Fx (—n) = 0.

n—oo

Luego se considera la sucesion mondtona decreciente que converge a @
An - (_007 _n]7

y se obtiene
lim Px (A4,) =0.

n—oo

Luego se procede como en P10
P4. Queremos ver que Fx es continua a derecha en cualquier punto
xg € R. Es decir, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si

O<z—20<$6
entonces
FX (wo)—ang(QZ) SFX ((L‘())—l-&‘.

La primer inecuacion es validad siempre: como xg < x entonces Fx (xg)—
e < Fx (x9) < Fx (z). Basta entonces probar que Fx (x) < Fx (x) + €.
Consideremos la sucesion decreciente de conjuntos

1
Ay = (=00, 29 + —]
n

que satisface

ﬂ An = (—OO,ZEQ].

neN

Entonces

1
lim Fx (xo + —) = lim Px (Ay,) = Px (ﬂ An)
n—oo n n—oo

neN
= Px ((—00,z0]) = Fx (20)

Luego existe ng € N tal que si n > ng entonces

1
Fx (xo + ﬁ) < Fx (x0) + ¢
. 1 .
Si tomamos 6 < — entonces si0 < x —x9 < 6

no

1
Fx (z) < Fx (20 4+ 6) < Fx (xo + n—) < Fx (20) +¢e.0
0

28



Lema. Sea (:pn)neN una sucesién de numeros reales estrictamente cre-
ciente que converge a xg.
Entonces

lim Fx (z,,) = Fx (z0) — Px({zo}).

n—oo

Demostracién. La sucesién de intervalos A, = (—oo;zy,] es creciente y

U Ay = (—o0, )

neN
Entonces

lim Fx (z,) = lim Px (A,) = Px ((—o0,20))

n—oo n—oo

= Px ((—00,z0]) — Px({zo})
= FX (:L‘O) - Px({l‘o}) .0

Teorema. Para todo zg € R se tiene que

lim Fx (z) = Fx (o) — Px ({zo}) -

T—x0—

Demostracion.

Se aplica el lema anterior utilizando la misma técnica usada para probar
P2 o P3.

Corolario.

Fx es continua a izquierda en ¢ sii Px ({zo}) = 0.

Demostracién

Inmediato a partir del teorema.

Teorema. Sea F'x la funcién de distribucién de una v.a X. Entonces el
conjunto de discontinuidades

{r € R: Fx es discontinua en x}.

es a lo sumo numerable.
Demostracion.
Consideremos

A={x: Px({z}) > 0},
y para todo k € N sea

ae={o:Patep > 1},

Entonces es ficil ver que

G A = A.
k=1
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Luego para demostrar el teorema bastara probar que para k € N se tiene
que #A; < oco. En efecto, supongamos que para algin kg existen infinitos

puntos {zp}n>1 tal que para todo n € N se cumpla Px ({z,}) > k‘io'
Entonces si B = #;cn{xi} se tendra
- — 1
Px (B) = ;PX ({zi}) > ;k_o = 9,

lo que es un absurdo O.
Veremos ahora que toda funcion con las propiedades P1, P2, P3 y P4
define una funcién de distribucién para cierta ariable aleatoria X (no tnica).
Teorema de Extensién. Sea F' : R — [0,1] una funcién con las
propiedades P1-P4 Luego existe una tnica probabilidad P sobre (R, B)
tal que para todo = € R se tiene

P ((—o0,z]) = Fx (z) .

Demostracién

No se demostrara en este curso. Hay que utilizar teoria de la medida.

Veremos ahora algunas consecuencias del Teorema de Extensién.

Corolario 1.

Si X y X* son variables aleatorias con distribuciones F'x, Fx« tal que
Fx = Fx+ entonces para todo B € 3 se tendra

Px (B) = Px+ (B)

Demostracién.

Es consecuencia de la unicidad del teorema de extensién.

Corolario 2.

Si F satisface P1, P2, P3 y P4 entonces existe una variable aleatoria X
(no necesariamente dnica) tal que F' = F.

Demostracién.

De acuerdo al teorema de extension se puede definir un espacio de
probabilidad (R, 3, P) de forma tal que para todo x € R

F(z)=P((—o0,z2]).

Ahora consideramos la funcién identidad X : R — R definida como
X (z) = x para todo = € R. Entonces se cumple que

Fx (x) = Px ((—o00,2]) = P({y : X(y) < x) = P((—o0,2]) = F'(z). O
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Capitulo 3

Variables aleatorias
discretas y continuas.

Existen varios tipos de variables aleatorias. En este curso solo estudiare-
mos con detalle las discretas y las (absolutamente) continuas.

3.1. Variables aleatorias discretas.

Definicidén. Se dice que una v.a. X es discreta sii existe A C R finito o
numerable tal que Px (A) =1

Observacién. Ese conjunto A no tiene porque ser tnico. Si se le agrega
un conjunto finito o numerable de probabilidad cero, seguira teniendo esta
propiedad. A continuacién vamos a encontrar el conjunto mds chico que
tiene esta propiedad.V

Definicion. Sea X una variable aleatoria discreta.. Se define el rango
del X como los puntos de discontinuidad de la funcién de distribucién, es
decir por

Rx ={z: Px({z}) > 0}.

Teorema. Sea X una variable aleatoria discreta. Luego (i)Px(Rx) =

1,(ii) Si Px(A) =1, entonces Rx C A

Rx C A.

Demostracién
(i) Sea A un conjunto a lo sumo numerable tal que Px(A4) =1

A=Rx[H(A-Rx).
Entonces
1= Py (A) = Py (RXH-J(A—RX)> -
Px (Rx)+ Px (A— Rx).
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Luego basta probar que
Px (A—Rx)=0. (3.1)

El conjunto B = A — Rx es finito o infinito numerable. Ademas para
todo x € B se tiene que Px ({z}) = 0. Luego como

B- e,

z€B

resulta que P(B) = > .5 Px({z}) = 0. Luego hemos demostrado (3.1).
(ii) Supongamos que exista g € Rx tal que zo ¢ A entonces consider-
amos A = AlH{zo} y se obtiene que

Px(A) = Px(A) + Px({wo}) > Px(4) =1,

lo cual es un absurdo O
La importancia de Rx reside en el hecho de que para calcular la proba-
bilidad de un evento B solo interesan los puntos de B que estan en Ryx. En
este sentido se dice que la probabilidad se concentra en Ry y que cada z en
el que la probabilidad es mayor que cero es un atomo.
Corolario. Para todo B € B se tiene
Px (B) = Px (RX ﬂB).

Demostracién.
Escribiendo a
B =(RxNB)lH (B~ Rx),

y tomando probabilidad en ambos miembros se obtiene
Px (B) = Px (RX ﬂB) + Px (B — Rx)

Pero
B—Rx C (Rx)c,

de manera que

P(B-Rx) =0,

y se obtiene el resultado.
Definicién. Sea X una v.a.d. Se define la funcion densidad de probabil-

idad asociada a la variable X como la funcién
px : R —[0,1]

tal que
px (z) = Px ({z})
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Observacion.
La funcién de densidad satisface

px (z) >0siix € Ry

y determina totalmente la probabilidad Px.
Para ver esto probaremos
Teorema Si B € B entonces

Demostracién

BnRx= |H {=}

r€EBNRx

Como B N Rx es finito o numerable se tiene

Px(B)=Px(RxNB)= Y  px(z) 0O
r€EBNRx

3.2. Ejemplos de distribuciones discretas.

3.2.1. Distribucién Binomial.

Se repite n veces un experimento que puede dar lugar a dos resultados:
éxito o fracaso. Se supone que todos los experimentos son independientes
y tienen la misma probabilidad de éxito 6 La distribucién binomial corre-
spondiente a n repeticiones con probabilidad de éxito # es la distribucion
de la variable aleatoria X definada como el ntimero total de exitos. La de-
notaremos con Bi(6,n))

El rango de esta variable es Rx = {0, 1,...,n}.
Obtendremos seguidamente la funcion de densidad de probabilidad de
esta variable. Tomaremos como espacio muestral

Q= {(w1, w2, ...,wn) : w; € {0,1}},

donde w; = 1 indicara que el i-esimo experimento resulté éxito y w; = 0 que
fue fracaso

El espacio muestral €2, es finito y por lo tanto podemos tomar la o —&lge-
bra como el conjunto de partes de €.

Con esta notacién la v.a. se escribe

X ((wlvw27 "'7wn)) - Zwl
=1
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El evento que {X = z} estd dado por
n
Am = {(WlaW27 ,wn) c Q: sz — .'L'}
i=1

En primer lugar determinamos la cantidad de elementos del conjunto
A,. Claramente se deben seleccionar x lugares entre los n posibles, para
distribuir los unos, de manera que

#Mw—<z>-

El espacio muestral no es equiprobable, por lo que la probabilidad no se
determina ocn el esquema ”casos favorables / casos igualmente posibles”.

Para un experimento cualquiera se tiene que si w = 0 entonces P (w) =
1 —0ysiw=1 entonces P(w) = 0. Esto puede escribirse de manera més
compacta de la siguiente manera

Observacion.

Pw)=6*1-0)"""~.

En primer lugar calculemos la probabilidad de un elemento arbitrario
del espacio muestral. Teniendo en cuenta la independencia de los sucesos y
que la ocurrencia de (wi,ws, ..., wy,) involucra una interseccién de eventos se
tiene que

P ((Wl,(x)g, "'awﬂ)) = H?:lp (wl) =
= I,0%(1—-0) =
gLiz1wi (1 — )~ Lim @i

Ahora siw = (w1, w2, ...,wn) € Ay entonces » . ; w; = x y queda que la
probabilidad de ocurrencia cualquier elemento de A, es

px (W) =px (w1, wa,...,wy)) =0 (1 —6)"

En definitiva como

wEAL

entonces

px(z) = P({w:X(w)=a})=P(A)= ) p)=

weAz

— B(A) 6T (L0 = ( " ) 0% (1 — )
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3.2.2. Binomial Negativa (o Distribucién de Pascal)

Se tiene el experimento cuyo resultado es éxito con probabilidad # como
en el caso aso de la distribucién binomial. Ahora se repite el experimento en
forma independiente hasta que ocurran k éxitos. En este caso los paramet-
ros son 6 : “probabilidad de éxito” y k : ”el numero de éxitos buscado”.
Llamaremos X a la variable aleatoria definida como el ntimero de experi-
mentos que hubo que realizar para obtener los k éxitos. La distribucion de
esta variable se denomina binomial negatica o de Pascal y se la denotard con
BN(0, k). Ahora el rango es infinito numerable

Rx={meN: m>k}

Para determinar la distribucién introducimos las variables aleatorias Z;
para todo i € N definidas por

7 _ 1 si el i-ésimo experimento es éxito
! 0 si el i-ésimo experimento es fracaso

Estas variables se toman independientes. Luego definimos las variables

Y, = izj
=1

Claramente Y; cuenta la cantidad de éxitos que se alcanzaron en los primeros
i experimentos. Luego su distribucién es Bi(6,7)

Ahora el evento{X = z} o sea la “cantidad de experimentos necesarios
para alcanzar k éxitos es x” puede escribirse como una interseccion de dos
eventos

(X =2} ={Yo1=k—1}N{Z =1]

Como los dos eventos del lado derecho de la dltima ecuacién son inde-
pendientes y usando el hecho que Y, _; es Bi(f,z — 1) resulta

px(x) = P{X=a})=P{Yer=k-1}HP{Z =1}) =
- (ij)e’“a-a)”@:

I A e S N Y
— (k_1>9(1 0) con r > k.

3.2.3. Distribucién geométrica.

Se llama distribucién geomética a la BN(6,k), con k = 1. Luego es
la distribucion de la variable aleatoria X defnida como *“ el nuimero de
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experimentos necesarios para alacanzar el primer éxito”. A esta distribucién
la denotarenos como G(6).
El rango de los valores posibles para la v.a. X es

Rx ={1,2,...n,...}

Reemplazando k£ = 1 en la distribucién BN se obtiene

px (2) = ( xgl )0(1—0)“—9(1—9)“

Se verifica que

Yopx(x) = D 0(1-0)""=0) (1-6)"" =
z=1 r=1 z=1
= 9j20(1—<9) =01_(1_0):1.

3.2.4. Distribucién hipergeométrica.

Podemos pensar en el esquema de una urna que contiene N bolillas de las
cuales D son negras y N — D blancas. Se extraen secuencialmente n bolillas
y se define la variable X como el nimero de bolilas negras extraidas. Si
la bolillas obtenida es repuesta en la urna antes de obtener la siguiente,
ekl resultado de cada extracciéon es independiente de las anteriores, ya que
esos resultados no modifican la composicién de la urna. Luego en este caso
X tendré distribucion Bi(d,n) con 6 = D/N, ya que este nimero es la
probabilidad de sacar una negra.

Si después de cada extraccién la bolilla obtenida no se repone, no hay
independencia en los resultados de las extracciones y la distribucién de X
se denomina hipergeométrica. La denotaremos por H(N, D, n).

Estudiemos su rango de esta distribucién . Por un lado claramente se
observa que no se puede sacar un numero negativo de negras, ni tampoco
mias veces que la cantidad total de bolillas extraidas, por lo tanto:

0< X <n.
Por otro lado, claramente a lo sumo se pueden extraer todas las negras
X <D.

También debemos observar que el numero de blancas debe ser menor que
su numero total

n—X<N-—-D.
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En definitiva
Rx ={reN: mix(0;n — N+ D) <z <min(n,D)}.

Podemos pensar que las D bolillas negras son numeradas de 1 a D, y las
blancas de D + 1 a N. Luego si denotamos

In={reN: 1<z <N}
el conjunto de todos eventos posibles es
Q={ACIy:#A=n}.

Es decir que los posibles resultados del experimentos son todos los sub-
conjuntos de Iy con cardinal n. Como todos estos subconjuntos tendran la
misma probabilidad de ser extraidos, estaremos en un caso de resultados
equiprobables. El cardinal de 2 es

()

Consideremos el evento {X = z}, es decir, los casos en los que de las n
extracciones z bolillas sean negras.

Para obtener el cardinal de {X = x} podemos pensar de la siguiente
manera. En primer instancia, escogemos todos los subconjuntos de x bolas
negras entre las D posibles, esto nos da

(%)

Para cada subconjunto de x negras hay

("2

formas de elegir las restantes n — x blancas. Luego

#{X—x}-(f)(ijf)
e (DY)

px (x) e < ]X >

y por lo tanto
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Ejercicio.

En el contexto de las urnas de la situaciéon anterior sea n € N fijo y
consideremos una sucesién de distribuciones hipergeométricas H(N, Dy, n)
tales que

Entonces si p% es la densidad de probabilidad de una distribucién H(N, Dy, n)
y pP de una Bi(6,n),se tiene

lim py (x) =pp(x).
N—oo

Es decir para N suficientemente grande la distribucién H(N, Dy, n) se
puede aproximar por la distribucién Bi(6,n). Heoristicamente, este resul-
tado se debe a que cuando n es pequeno con respecto a INV,la reposicion o
no de las bolillas extraidas no cambia substancialmente la composicién de
la urna.

3.2.5. Distribucion de Poisson

Un proceso de Poisson se presenta cuanto se trata de registrar el nimero
de veces que ocuurre cierto evento en un lapso determinado de tiempo. Por
ejemplo

a) Se desea registrar el nimero de clientes que entran en un determiando
banco a una determinado lapso de tiempo el mes de octubre del corriente
ano.

b) El nimero de accidentes automovilisticos que ocurren en la ciudad de
Bs. As. en cada mes.

c¢) El nimero total de llamadas telefénicas que llegan a una una central
tefénica entre las 15hs y 16hs de los dias hébiles.

Estos procesos se basan en un conjunto de supuestos que trataremos con
mayor detalle, més adelante.

Por ahora sélo indicamos su funcién de densidad. Par cada A > 0, se
define la distribucién de Poisson con pardametro A que simbolizaremos por
P(A) por la siguiente densidad de probabilidad

x

A
px () = e*)‘g para z € N>,

donde N>q es el conjunto de enteros no negativos
Es claro que

DCIEED DU SRR
=0 =0 L z=0 L
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3.2.6. Grafico de una funcion de distribucién asociada a una
variable aleatoria discreta

Supongamos que el rango de X sea finito Rx = {zg,x1,...,2n}. En tal
caso la funcién de distribucion F'x es una funcién no decreciente escalonada,
en los puntos de probabilidad positiva, z;, 0 < j < n.

Sea

i
ci:ZpX(xj); 0<i<n.
j=0

Luego se tendra

0 si x € (—o0, )
Fx(zx)= ¢ siz€x,vip1)paral <i<n-—1
1 sl x € [xp,00)

Ejercicio graficar la situacion.

3.3. Variables aleatorias absolutamente continuas.

Definicion. Se dice que X es una variable aleatoria es continua sii Fx
es continua para todo x € R.

Observacién.Esto es equivalente a pedir que ”la probabilidad en todo
punto es cero.”

Definicion. Se dice que F'x es absolutamente continua sii existe una

funcién fx : R—R>¢ tal que fx es integrable Riemann (integrable
Lebesgue) sobre Ry para todo x € R se tiene

Fy () = /_ Tt

La funcién fx se denomina funcion de densidad de la probabilidad aso-
ciada a X.

Tendremos las siguientes propiedades.

P1. Si fx es una funcién de densidad de probabilidad para una variable
aleatoria X entonces

/mfx(t)dt = dm [ fx () di=

—
—0o0 T—00 —0o0

= lim Fx(z)=1.
T—r00
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Reciprocamente si f > 0 es integrable Riemann sobre R y cumple que

+o0

—00

entonces definiendo .
Fa)= [ frwa

se obtiene una funcién que resulta ser de distribucién para alguna variable
aleatoria X. Esto se justifica puesto que una funcion integral de una funciéon
no negativa satisface las propiedades P1-P4 que caracterizan a una funcién
de distribucién (ver teorema de extension).

P2. Supongamos que Fx es absolutamente continua. Entonces

Px ((a,b]) = Px((—00,b]) = Px((—0o0,d]

. FX(b)—FX(a)—/b fx

):

aw—ffﬂww
b

= / fx (t)dt.

P3. Si F'x es absolutamente continuta entonces es continua.

Lo de,ostraremos para el caso que fx es una funcién acotada, es decir
existe M > 0 tal que para todo x € R se tiene fx (z) < M.

Sea € > 0y x € R entonces

rt+e
Px({z))<P((x—c,x+e]) = / fx (t)dt < M2e/

Tr—¢€

Ahora haciendo que € — 0 se obtiene Py ({x}) = 0 y con ello que Fx es
continua.

El mismo resultado se puede probar para una funcién de densidad fyx
no acotada, integrable Riemann sobre R.

El nombre densidad nos recuerda ”la cantidad de masa por unidad de
longitud, drea o volumen” segun el caso.

Por similitud se puede decir que fx (z)indica la probabilidad por unidad
de longitud “en las cercanias del punto z”. Mas precisamente podemos enun-
ciar el siguiente Teorema

Teorema. Sea fx una funcién de densidad continua en zg entonces

Px([xo—h;$0+h]) 1 zo+h

lim - ~¢%ﬁLM¢@ﬁ—km>

Demostracion
Sea
My, = max{f (z) : x € [vo — h;zo + h]}
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mp, =min{f (z): z € [xg — h;xo0 + h]}.
Por continuidad
f (zo) = lim My, = lim mp,. (3:2)
Por otro lado valen las desigualdades
zo+h
Shimp < /m <o,

y dividiendo por 2h en todos los miembros queda:

1 x0+h
mhé—/ f(t)dt < My,
2h zo—h

Luego, teniendo en cuenta (3.2) y pasando al limite cuando h — 0 se

obtiene
Px ([xo — h;xo + h])

oh < f(=0),

<li
f o) < Jim

de donde se deduce el Teorema.O
Teorema. Sea fxy una funcién de densidad continua en zg y Fx la
distribucién asociada. Entonces fx es derivable en zg y

F (z0) = f (20)

Demostracion.

Andloga a la anterior.

Comentarios vinculados a teoria de la medida.

1. Una definicién alternativa de la absoluta continuidad, es esta:

Se dice que F' : R — R es absolutamente continua sii para todo € > 0
existe & > 0 tal que para toda sucesién

To <Y <T1 <Y1 < ... <Tp < Yn

que cumple
n

D (yi— ) <6,

i=0
se tiene que

Z |F'(yi) — F (7)] < e.
=0

En este sentido toda funcién absolutamente continua es uniformemente
continua y en consecuencia continua. Ademads resulta ser de variaciéon aco-
tada sobre todo intervalo acotado. Si f es integrable Lebesgue (Riemann)
entonces

F(a:):/_x F(t)dt
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es absolutamente continua.

Es decir (con esta definicién) resulta que si F' es de variacion acotada y
continua a derecha entonces

F' es absolutamente continua sii existe f integrable tal que

F@—ff@ﬁ

2. También se dice que la funcién integral es absolutamente continua
como funcién de conjunto.
Dada f integrable definamos

mm:Aﬂ@w. (3.3)

Se comprueba que la integral de Lebesgue (Riemann) satisface la sigu-
iente propiedad.

Si f es una funcién integrable Lebesgue y sea u la medida de Lebesgue
sobre R entonces para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si B es un boreliano
que satisface p (B) < § entonces

<e.

IT(B)Iz‘/Bf(x)dx

T(B) define una probabilidad si f es una funcién de densidad, es decir
si f(z) >0 y F(R) =1.

3.4. Ejemplos de distribuciones continuas

3.4.1. Distribucién uniforme en un intervalo [a;b] : U (a,b).

| ksizelad]
fX_{ 0sixé¢la;b].

Consideremos

1
con k = —— > 0. Claramente

b—a
oo b k
/Oofx(x)dx—/a kdx:b_azl.

La funcién distribucién asociada es Fx : R —[0, 1] es

0six€(—0,a)

Fx (z) = Z:Zsixe[a;b)
1six e (b,o0)
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Claramente no existe ninguna distribucién que sea uniforme sobre toda
la recta, puesto que al ser constante la densidad no resultaria integrable en
R.

En particular consideremos la distribucién uniforme U (0, 1)
Fy = 1siz € [a;b
X7 0sizd¢lad].
La funcién distribucién asociada
Fx :R—R>g

es en este caso
0six e (—o0,0]
Fx (z) = xsix e (0,1] (3.4)
1sixe(1,00).
Observacion.
1. Es claro que (3.4) vale puesto que si z € (0,1)

/_ Py dt / Ix (t dt+/fX _

—/ ldt =0+2z = .
0

2. Sea I = (¢,d) C (0,1) ; Cuél es la probabilidad de que z € (¢,d)?

FX (l‘)

Px([C<X<d]) :Fx(d)—Fx(C) =d-—c.

Es decir la distribuciéon nos da la medida del subconjunto, es decir su
longitud.

3. De muchas maneras diferentes pueden generarse distribuciones uni-
formes. Por ejemplo recursivamente podemos considerar dos nimeros Ay, Ao
de ocho digitos, y dfinir Ajs por los ultimos ocho digitos de As A;. Luego el
primer nimero con distribucién U(0, 1) serfa

Ay = A31078.

Luego definimos A4 por los ultimos ocho digitos de A3Ay; y definimos el
segundo nimero con distribucién uniforme U(0, 2) por

AVQ = A410_8.

En general si definimos A por las iltimas ocho cifras de Ag_1Ag_o el
nimero k — 2 con distribucién U(0,1) es

gk_g = Ak10*8.

Se puede probar que los la distribucién de los niimeros se comporta como
una variable U(0,1)

43



Generacion de distribuciones a partir de la distribucién uniforme
U(0,1)

Vamos a ver como a partir de una variable aleatoria con distribucién
U(0,1) se puede generar cualquier otra variable con qualquier funcién de
distribucion.

Para esto en primer lugar necesitamos algunas definiciones. Sabemos que
una funcién de distribucién no tiene por qué ser continua y mucho menos
biyectiva, de manera que en general la inversa no existe. Pero podemos
definir una funcién que tendra propiedades andlogas.

Sea F' : R — [0,1] una funcién que cumple con las propiedades P1,
P2, P3, y P4 que caracterizan una funcién de distribuciéon y consideremos
y € (0,1).

Definimos

Ay={zeR: F(x) >y}

Observaciones.

1. Puede ocurrir que exista preimagen via F del punto y : F~! (y) # 0.
Si F' es continua por Bolzano (generalizado) podemos asegurar que asume
todos los valores intermedios entre el 0 y el 1 y en consecuencia en algin
punto x asumira el valor y.

2. Puede ocurrir también que no exista la preimagen. Por ejemplo si F'
no es continua para algunos valores de y ocurrira que F~! (y) = 0.

3. Puede ocurrir que existan infinitas preimagenes. Basta con tomar una
funcién que con las propiedades de la hipétesis constante en un intervalo.
Para y igual a ese valor hay infinitas preimagenes.

Sugerencia: Hacer para cada una de las situaciones un grafico adecuado.

Teorema. Existe el infimo del conjunto A,.

Demostracién. Basta probar que A, # () y estd acotado inferiormente.

Comencemos probando que A, # 0.

Sabenos que F' satisface P2 y por lo tanto

lim F'(n)=1.

n—oo

Como 0 < y < 1 existe ng € N tal que
F (nO) > Y,

de manera que ng € A,.
Ahora probaremos que A, esta acotado inferiormente. Por P3 se tiene
que ,
lim F (—n)=0.

n—oo

Como y > 0 entonces existe ng € N tal que
F(—no) <. (35)
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Ahora bien si € Ay no puede ser que —ng > x puesto que por Mono-
tonia (P1) se cumpliria

F(—no) > F(w) > Y,

en contradiccién con (3.5). En definitiva se tiene que si z € A, entonces
no < x, y por lo tanto A, esta acotado inferiormente 0.
En virtud de la existencia y unicidad del infimo podemos definir la sigu-
iente funcién
Definicion. Dada
F:R —[0,1]

que satisface las propiedades de una funcién de distribucion P1,P2,P3 y P4
se define F~1:(0,1) — R por

F~!(y) =inf A,.

Propiedades de la funcién F~1.
P1. El infimo del conjunto A, resulta ser el minimo

F~!(y) = min A,.

Demostracion.
Basta con probar que F'~! (y) pertenece al conjunto Ay, lo cual significa
que

F(F ' (y) >y.

Por definicién de infimo existe una sucesién (), C Ay decreciente
que converge a F~! (y), es decir tal que

lm z, = F~ 1 (y).

n—00
Por la propiedad P4 (continuidad a derecha)
lim F(za) = F (F7 (3)).
Ahora, como para todo n € N se tiene que z, € A, sabemos que
F(xn) 2y,
de manera que por el teorema de la conservacion del signo

F(F' W) 2w, (3.6)

y por lo tanto F~! (y) € A, O.

P2. Se cumple que
F(F () >y
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Demostracion. Se demostro durante la demostracién de P1 en (3.6)
P3. Si F' es continua entonces

F(F'(y)=y.

Demostracién.
Sabemos que F' (F -1 (y)) > y. Ahora supongamos que no se cumple la
igualdad, esto es que

F (F_1 (y)) > .

Veremos que esto contradice el caracter de fnfimo del elemento F~1 (y).
Tomemos un punto intermedio entre F' (F_1 (y)) e y digamos y*

y<y" <F(F'(@).

Por ser F' continua, el teorema de Bolzano (o el teorema de los valores
intermedios) se deduce que existe z* € (0,1) tal que

F(z*) =y
Luego reemplazando en la inecuacién anterior se obtiene la desigualdad
y<F(z*)<F(F ().

Por un lado esto dice que z* € A, y por otro teniendo en cuenta la

monotonia (P1)
o< F71(y).

Esto contradice que F (F~! (y)) sea el minimo, absurdo. O
P4. En general vale que

FY(F(2) <z

Demostracién.
Es claro que para todo x : € Ap(,) puesto que naturalmente F (x) <
Sabemos que F~! (F (z)) es el minimo de Ap(,) y luego

a € Ap(y) implica F1(F(z) <a.

En particular si tomamos a = x € Ap(,) resulta la propiedad P4. O
Proposicién (Caracterizacion de A, como semirecta). Sea y € (0,1)
fijo. Los conjuntos

Ay ={z: F(z) >y},
By={z:x>F ' (y)}=[F"(y),+0)

coinciden.
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Demostracién.

F~!(y) = min A,.
Sea x € By, entonces como x > F ~1(y), por la monotonia de F resulta
F(z)>F (F(y)) >y y por lo tanto. Luego
By, C A,. (3.7)

Sea ahora z ¢ By,luego < F~!(y). Como F~!(y) es el minimo de 4,
resulta x ¢ A,. Por lo tanto Bg C Ag y luego

Ay C By. (3.8)

(3.7) y (3.8) implican A, = By,
Ejercicio 2. Probar que
F~1 es mondtona no decreciente y por lo tanto medible.

Veremos ahora como a partir de una variable con distribucién U(0, 1) se
puede generar otra variable que tenga funcién de distribuciéon F, donde F'
es cualquier funcién que cumpla las propiedades P1-P4 que caracterizan a
una funcién de distribucion.

Teorema. Sea U una variable aleatoria con distribucién U(0, 1). Luego
si F' tiene las propiedades P1-P4 que caracterizan una funcién de distribu-
cién, se tiene que X = F~1(U) tiene funcién de distribucién F

Demostracién. Usando la proposicién anterior y el hecho de que Fy(u) =
u se tiene

Fx (¢) = Px ((—o0,2]) = P({F7'(U) < a}) = P{U < F (2)}) =

Ejercicio 3.
Sea X una variable con rango Rx = N> y sea

pj = Px ({z}).
Verificar que F )}1 es de la forma

Fl()_{o s - 0<y<m
x W ios Y op <y <Yt gppi>1.

Comprobar que el resultado anterior vale en este caso.

El siguiente lema de demostracién inmediata es muy importante
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Lema. Sean X y X* dos variables aleatorias tales que Fx = Fx (y por
lo tanto Px = Px~). Consideremos una funcién g medible y consideremos
las variables aleatorias obtenidas componiendo

Z=g(X); Z"=g(X").

Entonces
Fz = Fy-,

y por lo tanto Py = Py=.
Demostracién.
Sea B € B y probemos que

Pz (B) = Pz« (B).
Esto se deduce de

P;(B)=P(Z'(B)=P(X ' (¢ (B))) =
=Px (97 (B)) = Px- (g7 (B)) =
=P ((x)7 (g7 (B)) =P ((z)7(B)) = Pz (B). O

Ahora veamos en cierto sentido la reciproca de la observacién 2.

Teorema. Si X es una variable aleatoria con distribucién Fx continua
y consideramos la variable aleatoria Y = Fx (X) entonces Y tiene distribu-
cién U(0,1).

Demostracién.

Consideremos una variable aleatoria U con distribucién U(0,1) y sea

X* = Fyx' (U). Sabemos que X* tiene distribucién Fx.

Luego por el Lema anterior las variables

Y = Fx (X), Y*=Fx(X7)

tienen la misma distribucién.
Pero
Y* = Fx (X*) = Fx (Fx' (U)),

y siendo F'y continua por lo demostrado anteriormente se tiene Fx (F % Yw ))
U. Luego Y* tiene distribucién U(0,1) y por lo tanto también Y O.

3.4.2. Distribucién Normal N(u,o?).

La distribuciéon Normal es tal vez la més importante y sin lugar a dudas la
que se usa con mayor frecuencia, a veces de manera inadecuada sin verificar
los supuestos que la identifican. Veremos mads adelante la importancia de
esta distribucién. Adelantamos sin embargo, informalmente que si {Y;, }nen
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es una sucesién de variables a independientes tales que ninguna de ellas
prevalezca sobre las otras, entonces la variable aleatoria

oSy
j=1

es aproximadamente normal para n suficientemente grande.

Esta distribucién tiene mucha aplicacién en la teoria de errores, donde
se supone que el error total de medicién es la suma de errores que obedecen
a diferentes causas, y que por tanto tiene distribuciéon aproximadamente
normal. La distribucién depende de dos pardmetros i € R y 02 € Rxg.

La distribucién normal esta Standarizada scuando los parametros son
i =07y c?=1. En este caso la funcién de densidad es

fx (z) = K exp <T> .
Calcularemos la constante K de forma tal que

+o0 _2
1= Kexp<2>dx

—00

y por lo tanto
1

_f+ooexp( )dw

+o00 .2
1= / exp <Tx> dx.
—0o0

Para el célculo de esta integral podemos usar o bien residuos (teoria
de analisis complejo) o bien calcular I? como integral doble a traves de un
cambio de variable a corrdenadas polares. Optamos por la segunda forma

e ([ () (L)
L () ()
/+oo /+oo o ( 2+y )) dedy.

Ahora hacemos el cambio de variable

Sea

x (p,¢) = x = pcos(¢)
y(p, ) =y = psin(¢)
2?4 g2 = p?



La transformacién del cambio de variable T' (p, ¢) = (z (p, ) ;y (p, ¢)) =
(pcos (@), psin(¢)) p>0, 0 < ¢ < 27 tiene matriz diferencial

ora =3 )= (Wi v )

Entonces su Jacobiano

J (p, @) = det (DT (p, ¢)) = det ( ZTE ((j)) _piiisn(%) >

= peos? (9) + psin® (¢) = p.

En definitiva |J (p,#) | = p y la integral resulta ser

+o0  ptoo _ (2 2
I? = / / exp (—(x 2—i—y )> dxdy =

+oo  p2m _p2

= / / exp (—) pdodp =
o Jo 2
+oo —,02 +oo —,02
= 277/ exp (T) pdp = 277/ exp (T) pdp
0 0

Haciendo el cambio de variable

uw="
27
du = pdp

se obtiene
+oo
I? = 27r/ exp (—u) du = 27 (= exp (—u) |7*) = 2,
0

y por lo tanto

I =2n

Luego
fx (z) =

1 (—ZL‘2>
€X .
V2 P\ ™2
3.4.3. Distribucién Exponencial

Esta distri bucion depende de un pardmetro A que puede tomar cualquier
nimero real positivo. Su funcién de densidad es

e ™™ gi o1 >0
f@="9 & z<0

50



Haciendo la transformacién y = Az, dy = Adx se obtiene

/ f(z)dx = )\/ e_A’:d:L‘:/ e Ydy
—0o0 0 0

—[—eYP=0+1=1,

Se deja como ejercicio verificar que la correspondiente funcion de distribucién

es
l—e™ si 2>0
F(z) = { 0 si z<0 (39)

La distribucién exponencial con pardmetro A serd denotada por E(\).

Esta distribuciéon aparece generalmente cuando se trata de estudiar la
“durabilidad de mecanismo bajo el supuesto de que el sistema no se desgasta
significativamente a lo largo del tiempo”. Como ejemplos suelen citarse “la
duracién de una lampara eléctrica”. En este caso existe un cierto desgaste
propio de la ldmpara y su distribucién no es exactamente exponencial. Esta
distribucién es mas adecuada para modelar los mecanismos electrénicos, ya
que no tienen practicamente desgaste.

Para precisar el concepto de desgaste decimos que la distribucién de X
no tiene desgaste cuando

PX>a+bX >a)=P(X >0),

donde 0 < a,b.

Esto significa que la probabilidad de que llegue a durar hasta el tiempo
a + b, dado que ha llegado hasta el tiempo a, es igual a la probabilidad de
que halla durado hasta el tiempo b. Es decir el proceso “no tiene memoria
del tiempo que estuvo funcionando” (no recuerda que tan viejo es) y por
tanto, mientras funciona ”lo hace como nuevo” .

Decimos por el contrario que hay desgaste si

P(X>a+bX>a)

es una funcién decreciente de a.

Vamos a mostrar que la propiedad del falta de desgaste caracteriza a la
distribucién exponencial. Esto significa que la tnicas distribuciones contin-
uas y no negativas que tienen la propiedad de “ falta de desgaste ” son las
la exponenciales.

Como {X >a+b}N{X >a} ={X > a+ b} resulta que
PU{X>a+b}N{X >a}) PHX>a+0})

P(X>a+bX >a)= P(X >d) T T P({X>a))

2

Por lo tanto la propiedad de “falta de desgaste ” se puede escribir como

P(X>a+0)

P(X > a) =P =zb),
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o equivalentemente

P(X>a+b)=P(X>b)P(X>a). (3.10)

Si X tiene distribucién continua de P ([X < a]) = Fx (a) resulta
1—Fx(a)=P([X >a]) =P (X >d]).
Entonces definimos

Gx(a)zl—Fx(a),

)

y como la propiededad de “falta de memoria ” es equivalente 3.10, esta se

puede escribir también como
Gx (a—i—b):GX (G)GX (b) (3.11)

para todo a > 0,b > 0.
En el caso de que X tenga distibucién exponencial por (3.9) se tiene

Gx(z) =

para todo x > 0. El siguiente Teorema mustra que la propiedad de falta de
memoria caracteriza las distribuiones exponenciales
Teorema. Sea X una funcién distribucién continua con valores no neg-
ativos. Luego la propiedad de falta de memoria dada por (3.11) se cumple
siy solo Gy (x) = e es decir si tiene distribucién exponencial.
Demostracién. Supongamos primero que Gx (z) = e~*®. Probaremos que
(3.11) se cumple. En efecto

Gx (a + b) _ efA(aer) _ ef)\aJr(f)\b) _ ef)\aef)\b — Gy (a) Gx (b) )

Supongamos ahora que (3.11) se cumple. Probaremos que Gx () =
e~ para algin \ > 0.
En primer lugar veamos que para todo n, dados a1 > 0,...,an, > 0

entonces
GX (Zaz> = HGX (CLZ) .
i=1 i=1

Probaremos esta proposicién por induccién. Claramente vale para n = 2
por hip|otesis.
Supongamos que vale para n y probemos que vale para n + 1.

n+1 n n

Gx (Z ai) =Gx (Z a; + Gn+1> =Gx (Z ai) Gy (apy1) =

i—1 i—1 i—1
n+1

= (H Gx (ai)> Gx (ant1) = H Gx (ai).
=1 =1
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Ahora probaremos que para todo a > 0 vale que
Gx (a) = [Gx (1)).

La estrategia es primero probarlo para un entero no negativo, luego para
los racionales y por iltimo para un ndmero real no negativo.
Sea n € N entonces

Gx(n)=Gx |1+1+..+1 :[Gx(l)]n.

n sumandos

r
Ahora sea — € Q entonces
n

T T T
GX(T):GX<nE>:GX T

n sumandos

Entonces

33

Gx (=) = [Gx (1 = [(Gx ()] = [Gx (V)7

Por ultimo consideremos a € R>o. Elijamos una sucesién (ry), .y C Q
tal que r,, — a. Siendo Gx continua resulta

Gx (a) = lim Gx (ry) = lim (Gx (1) = (Gx (1) =="" = [Gx (1))

n—oo n—oo

Ahora pongamos
A= —log(Gx (1)),

de manera que
Gx (1) =

En definitiva podemos escribir

Gx (a) = [Gx (1))* = e

i

y el teorema queda probado.
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Capitulo 4

Vectores aleatorios.

Generalmente interesan més de una caracteristica de una poblacién. Por
ejemplo podemos estar interesados en estudiar “el perfil bioldgico” de los
alumnos de 10 anos de una determniada escuela. Podriamos considerar que el
perfil se compone de la talla, el peso, presion sanguinea, frecuencia cardiaca,
capacidad respiratoria. Estan en juego cinco variables aleatorias, que deber-
an tratarse simultaneamente. Esto motiva la siguiente definicién un vector
aleatorio.

Definicién. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Se dice que
X = (X1, X, ..., Xi) es un vector aleatorio de dimension k si para cada
Jj=1,2,...,k se tiene que X : 2 — R es una variable aleatoria.

Obsérvese que si X = (X1,...,X;) es un vector aleatorio de dimen-
sién k , entonces también puede ser interpretado como una funcién X :
Q) — RF. En efecto dado w € €, el correspondiente valor de la funcién es
X(w) = (X1(w), ..., Xp(w)) € R~

Teorema Para todo x = (21,22, ..., ;) € R¥ se tendra

X1 (=00, x1] X (=00, 2] X ... X (—00,z3]) € A.
Demostracién.

Sea B = (—00,x1] X (—00,z2] X ... X (—00, Tg].
Entonces

X1 (B)={weQ:X(w) e B}

k
=({w e Q: Xi(w) € (—o0,z]} =
=1

k
— m X;l ((—OO,.%Z]) .
=1

Luego como para todo i se tiene que Xi_1 ((—o0,z5]) € A y Aesun
o—4lgebra se concluye que X! (B) € A.
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Observaciones.

1. Recordemos que B* denota la o—4&lgebra generada por los conjuntos
de R¥ de la forma

Ay ,za,m1) = (=00, x1] X (—00,x2] X ... X (—00, zk]

En R? es facul verificar visualmente que los conjuntos de la forma
(a1,b1] x (a1,b1] € B?
ya que se pueden escribir de la siguiente forma
(a1,01] X (a1,01] = A, by) = Afarb) = (Apriaz) — Afar.az)) (4.1)

y que diferencias de conjuntos de un o—algebra son conjuntos del o—4&lgebra.
Es interesante también obsevar que

A(a1,b2) C A(bl,bz) (42)
A(al,az) C A(b17a2) (43)

y
(A(bl,ag) - A(al,ag)) C A(bl,bg) - A(al,bg) (44)

Ejercicio 4. Probar la siguiente

Teorema . Sea X es un vector aleatorio de dimensién k. Entonces si
B € BF se tiene que X! (B) € A.

4.1. Espacio de probabilidad inducido.

Definicién. Dado el espacio de probabilidad (€2,.4, P) y un vector
aleatorio X = (X1, ..., Xi) se puede definir un nuevo espacio de probabil-
idad (Rk,Bk,PX) donde dado B € B* se define

Ejercicio 5. Probar la siguiente.

Proposicién. Px es una funcién de probabilidad sobre (R¥,B¥). La
demostracién es similar a la correspondiente a Px donde X es una variable
aleatoria

La probabilidad Px se denomina probabilidad inducida por el vector X
o distribucién de X.
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4.2. Funcién de distribucién conjunta de un vector

aleatorio.

Dado un vector aleatorio X = (X1, ..., Xj), se define la funcion distribu-
cién conjunta del vector X como funcién Fx : R¥ — [0; 1] definida por

Fx (z1, 22, ...,x5) = Px ((—o0, z1] X (=00, 2] X ... X (—00,x]) =

k
=P (m{w t X (w) < :L‘Z}> .

i=1

Propiedades de Fx.
P1. Fx es mondtona no decreciente en cada componente.
Demostracién. Si z; < x, entonces

A(wh...,xi,...,xn) - A(

’
xl,...,wi,-..,wn)’

de manera que

Fx (1,0 @iy ooy ) < Fx ((ZL‘I, ey T, ,xn)) .

P2. Se tiene que

lim Fx (1,9, ...,2x) = 1.

(X1 —00,..., T —>00

Demostracién. Sean sucesiones crecientes

{z1i}ien T 00, {T2i}ien T 00, ..; {Zpi fien T 0.

Queremos probar que

Aim Fx (21,22, ..., k) = 1.
1—+00

Ahora bien la sucesiéon de conjuntos
Ci = (=00, 215 X (—00, T3] X ... X (=00, Tk]

es mondtona no decreciente. Por otro lado
k
Jo==
ieEN

Yy en consecuencia

lim Fx (14, 2, .o, Thy) = zliglo Px ((—00, 1] X (—00, 9] X ...

i——+00

— Py (U Ci> — Px (R¥) =1.0

ieN

o7

(4.5)

X (=00, Tki]) =



P3. Para todo 7, 1 <i < k, se tiene que

lim Fx (z1,22,..., 24, ..., ) = 0.
T;— —00

Demostracién. Para este caso consideremos una sucesiénes monotona no cre-
ciente tal que {x;;}jen | —oo (i fijo).

Entonces si definimos {C; };eny como en (4.5) tendremos para todo i € N
se tiene Cjy1 C C; y ademés

(Ci=0.

i€N
Por lo tanto

lim FX ((L’li,...,(L'ij, ,a:kz) = lim PX ((—oo,xh-] X ... X (—OO,l‘ij] X ... X (—oo,xki]) =

j——00 1—00

= Px ﬂCj :Px(@):O.D
JEN

P4. Fx es continua a derecha.
Demostracién. Sea (1, 2, ..., 73) € R* y consideremos sucesiones monétonas

no crecientes tales que

{z1itien | 215 {@2itien | 225 {@pitien | 2

Consideremos los conjuntos

C; = (—OO,.’L’lZ'] X (—00,1‘21'] X ... X (—Oo,l‘ki].

Entonces
Ciy1 C G
y
ﬂ CZ = A("Elr“vxk)'
ieN
Luego
) lim Fx (.Z'li, T2y oeey x;ﬂ) = Fx ((1‘1, T2, ..., (L’k)) . O
1—+00
Observacion.

Estas cuatro propiedades no caracterizan a una funcién de distribucion
conjunta como ocurrria para el caso de una variable aleatoria.
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Las propiedades P1, P2, P3, y P4 no alcanzan para caracterizar una
funcién de distribucién conjunta. Para fijar ideas pensemos en R”.

Sea entonces un vector aleatorio en R? X = (X1, X3) y Fx su funcién
de distribucién conjunta. Sea Az, z, = (—00,x1] X (=00, x2] y R = (a1,b1]
(ag, ba].

El rectangulo R puede ser escrito de la siguiente manera

R = (Ab1bz - Aa1bz) - (Ab1a2 - Aa1a2)'
Teniendo en cuenta las inclusiones
Aa1a2 C Ablaza

Aaiby C Abby

(Ab1a2 - Aalaz) C (Ablbz - Aa1b2)7

resulta que

Px (R)
= Px (Ab1b2 - Aalbz) - Px (Ablaz - Aalaz)
= Px (Apby) — Px (Aasby) — Px (Apray) + Px (Aayay) -

Como Px (Az,z,) = Fx (1, x2),resulta

0
< Px (R)
= Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2) — Fx (b1,a2) + Fx (a1,a2) .

Observaciones.

1. Se sugiere hacer un dibujo.

2. Esto muestra que la probabilidad de el rectangulo R se determina por
el valor de Fx sobre los vértices: la suma de los valores sobre los vértices de
la diagonal principal menos la suma de los valores sobre los vértices de la
otra diagonal.

3. Luego dada una funciéon de distribucion Fx para todo a1 < b1 y
ag < b se deberia cumplir

Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2) — Fx (b1, a2) + Fx (a1,a2) > 0. (4.6)

4. Veamos que esta propiedad no se deduce de las propiedades P1, P2,

P3 y P4. Para ello damos un ejemplo de una funciéon que satisface P1, P2,
P3 y P4 pero no (4.6).
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Sea F : R” — [, K] definida por

lsizi+x92>1, 21020, 29 >0
0 si no.

Flona) = {

Es facil verificar que esta funcién es mondtona no decreciente en cada
variable,
lim F(z1,22) =1,

:r1—00, T2—00

lim F(z1,22) = 0 para cualquier i = 1,2,
XTi—>—00

y es continua a derecha. Pero si consideramos el rectangulo R = (0, 1] x (0, 1]
entonces

P(R) = F(1,1) + F (0,0) — (F (0,1) + F(1,0)) =1 — 2 = —1.

Esto muestra que F no puede ser la funcién de distribucion de ningun
vector aleatorio en R .

Esto motiva la definicion del operador diferencia.

Definicion. Sea F' una funcién de k variables. Si a; < b; se define el
operador diferencia en la variable ¢ por

A (xz)(bl'z F =F(z1,22,..0i—1,b, Tix1, ..., ) —F (X1, T2, ooy Tim1, Ay Tit1y oy Tk ) -
Estos operadores se pueden aplicar en forma sucesiva. Por ejemplo
A (w3)gy O (i), F
=A (x])zfj (F (21, ...%i—1, bi, Tit1, -y Tk)
— F (@1, i1, Qy Tig 1y oeey Tk
=A (x])zfj F(x1, 22, .. 2i—1,bi, Tjp1, ..o, Tp)
- A (m])zfj F(z1,22,..2j-1, 05, Tjt1, ..., Tk)
= (F (z1, ...®i—1,bi, Tig1, ..o, Tj—1, b5, Tj11, ..., Tk)
— F (21, i1, 04, Tip 15 ooy Tjm1, A, Tjg1s oy L))
)
)

- (F (1‘1, coolj—19 Qjy L1 -vy xjfl, bj, 1}j+1, ey T

- F (271, e g1, Ajy Tt 1y eeey LTj—1, Ay Tj41, ...,xk) .

Maés generalmente, si a1 < by, as < ba, ...,a; < by podemos conformar
la diferencia sucesiva
A (1) A b=t A ()% F
(@1) gy D (Th-1) (k) gy F-

ai ag—1

Observacion.
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Podemos expresar la propiedad (4.6) en términos del operador diferencia
como

Px (R) = (Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2)) — (Fx (b1, a2) — Fx (a1, a2))
= A (21)ph Fx (w1,b9) = A (1)72 Fx (21, a9)
= A (22)2 A (21)2 Fx (v1,22) > 0

En general se puede probar el siguiente Teorema

Teorema. Sea Fx e la funcién de distribucion conjunta del vector
aleatorio X = (X1, ..., Xx) y sean a; < b1, az < ba, ..., ax < bg. Entonces se
tiene que

Px ((a1,b1] x (a2, bo] x ... x (ak, by])
=A ({L‘l)zll A (wk_l)b]“l A (.Ik)zlz Fx (Q:L.Z'Q, ceey {L‘k) > 0.

Ak —1

Demostracion. Para probar el Teorema, , consideremos para cada h, 0 <
h < k los conjuntos de la forma

Ch = (al,bl] X (ag,bg] X ... X (ah,bh] X (—OO,QZh_H]X... X (—oo,m-;].
Se e prueba por induccién que para todo h

Px (Ch) =A (xl)gll LN (l‘h_l)b}“l A (l‘h)Z’; F (1‘1, X2y eees Thy Tht1y «-es :L’k) .

ap—1

Esta induccién se deja como ejercicio. Para h = k se obtiene el Teorema.
Luego podemos enunciar una propiedad adicional que satisface una fun-
cién de distribucién conjunta
P5. Si Fx es la funciéon de distribucién conjunta del vector aleatorio
X = (Xjy,..., Xg) para todo a; < by, ..., a < bg se debe cumplir que
A (21)0 A (1) 2L A ()% Fx (01,32, 0, 75) > 0.

al

4.2.1.

El siguiente Teorema generaliza el Teorema de extensién para variables
aleatorias

Teorema. Sea F : RF — [0, 1] una funcién que satisface las propiedades
P1, P2, P3, P4 y P5. Luego existe una tnica funcién de probabilidad P :
BF — [0,1], tal que para todo (z1,Z2,...,2x) € R se cumple

P ((—o00, 1] X (=00, 23] X ... X (=00, xk]) = F (21,22, ..., T) .

Demostracién

No se daréd la demostracién en este curso . Utiliza argumentos de la
Teor{a de la Medida.
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Corolario. Sean X = (X1, Xo,..., X}) y X* = (X], X3, ..., X}}) dos vec-
tores aleatorios. Supongamos que para todo x1, T2, ... se tiene que

Fx(z1,...,xx) = Fx«(x1, ..., Tk).
Luego también se cumple que para todo B € BF
Px(B) = Px«(B).

Demostracién.
Basta con observar que para todo (21, ..., ;) € R*

Fx (z1,x9,...,21) = Fx» (1,22, ..., Tf)
= Px~ ((—00,x1] X (—00, 23] X ... X (—00,zk]) .
Por lo tanto como Px y Px+ son extensiones de Fx deben coincidir por
unicidad de la extensién. O

Corolario. Si F satisface P1, P2, P3, P4 y P5 entonces existe un vector
aleatorio X = (X7, ..., X%) tal que

Ix =F.

Demostracién.
Sea (Rk , Bk, P) el espacio de probabilidad tal que P es la extensién de
F. Luego para todo (x1,...,x)) € R¥

F (1,29, ....,2k) = P ((—00,21] X (=00, x| X ... X (—00, xk])

Definimos el vector aleatorio X = (X7, ..., Xj, ..., X;) de forma tal que
X; sea la proyeccién sobre la coordenada i-ésima. Es decir X; : RF— R
estd definida por
Xi ((L’l, Ly eeny (L’k) = X

Observemos que para todo i, 1 < i < k se tiene que
X' ({@i}) = Rx . x Rx (=00, 2] x Rx ... x R,

Yy que
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4.3. Algunas propiedades de vectores aleatorios

Ahora estamos en condiciones de demostrar algunas afirmaciones hechas
con anterioridad.

Definicién. Diremos que g : R*— R es medible si para todo = € R se
tiene que g1 ((—o0, z]) € BE.

Observacion. Una funcién medible puede interpretarse como una varable
aleatoria en el espacio (RF, BF).

En particular vale la siguiente

Proposicién. Si g : R¥— R es continua entonces g es medible.

Demostracién.

Siendo (—oo0, x] cerrado se tiene que g~ ((—oo, z]) € B y por lo tanto es
medible. O

Ejercicio 6. Probar el siguiente teorema

Teorema. Sea X = (X1, Xo, ..., X) un vector aleatorio sobre un espacio
de probabilidad (92, 4,P) y ¢ :RF— R una funcién medible. Entonces
Y =¢g(X):Q — R es una variable aleatoria

Ahora podemos probar lo siguiente
Teorema. Si X e Y son varibles aleatorias, entonces
(i) Z = X +Y es una variable aleatoria

(ii) Z = XY es una variable aleatoria

(iii) Si P (Y = 0) = 0 entonces Z = v esna variable aleatoria.

Demostracién.
Se trata de escribir a Z como imégen de X e Y via una funcién g medible.

(i) Definimos g : R?>— R, g (z,y) = 2+y. Como g es continua es medible.
Luego si tomamos W = (X,Y) se tiene que Z = ¢(W) = X +Y es una
variable aleatoria.

La demostracién de (ii) y iii) se deja como ejercicio.

Definicién. Sea g : RF— R", es decir ¢ = (g1, g2, ..., gn) tal que para
cada j=1,2,...,h g;: RF— R.

Diremos que g es medible sii g; es medible para cada j = 1,2,..., h.

Proposicién. Sea X = (X1, Xo, ..., Xj) un vector aleatorio y g : RF— R7
una funcién medible. Entonces Z = ¢ (X) es un vector aleatorio de dimen-
sién j.

Demostracién.

Se deja como ejercicio.
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4.4. Independencia de variables aleatorias.

4.4.1. Algunas consideraciones heuristicas.

Hemos visto con anterioridad lo que significaba la independencia de even-
tos. Brevemente recordemos que una familia de eventos es independiente si
la ocurrencia de algunos de ellos no incide sobre la probabilidad de ocurren-
cia del otro.

Recordemos que un conjunto de eventos Aj, Ao, ..., Ax son independi-
entes si para toda eleccion 1 < i1 <19 < ... <ip <k

P (A NAy NN Ay,) =T P (4).

La independencia de eventos requiere algo mas que la propiedad de que
la interseccién de todos los eventos sea el producto de sus probabilidades.
Al respecto dimos un ejemplo.

Ahora queremos definir la independencia de un conjunto de variables
aleatorias. Queremos dar respuesta a la pregunta ;En qué medida la infor-
macién referida a una variable aleatoria X incide en el conocimiento de los
valores de la variable aleatoria Y?. Por ejemplo jla “inflacién” la emisién
monetaria” son independientes 7 ; El peso de un individuo y su presién san-
guinea son independientes? etc. Para definir el concepto de independencia
de variables aleatorias utilizaremos la nocién de independencia de eventos.

Definicion. Sean Xi, Xs,..., X} variables aleatorias, sobre un mismo
espacio de probabilidad (2, A, P) .Diremos que dichas variables son inde-
pendientes sii para cualquier conjunto By, B, ..., By, € B (Boreleanos en R),
los eventos X;l (Bj), j=1,2,..,k son independientes.

La siguientes dos proposiciénes dan dos caracterizaciones de la propiedad
de independencia de un conjunto variables aleatorias.

Proposicién 1. Las variables aleatorias X1, ..., X} son independientes
si y solo si para toda conjunto de borelianos By, Bs, ..., By vale que

k
PN X" (B | =1,P (Xj_l (Bj)) . (4.7)
j=1

Demostracién.

Primero mostraremos que (4.7) es una condicién necesaria. Si X7, ..., Xi
son independientes, (4.7) debe cumplirse por definicién de independencia de
eventos.

Ahora probaremos la suficiencia de (4.7)

Debemos probar que (4.7) implica para cualquier subconjunto de indices

11 <i9 < ..<1ip, h<kque

h
PO (B) | =P (X (By)).
j=1
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Consideremos los conjuntos C; ,1 < i < k, definidos de la siguiente
manera

0 = { B; si i coincide con algtn i;

R en caso contrario.

Entonces dado que X[l (R) =Q y P(Q2) = 1,se tiene que

h k
P ﬂ Xz‘;l (Bij) =P (ﬂ Xi_l (Cz)> =a
Jj=1 i=1
e, P (X, (Cy)) =T, P (X;l (Bl-j)> 0

Hay que observar que en A aplicamos la hipdtesis para los conjuntos
Ci,1=1,2,..., k.

Ahora escribiremos la misma proposicién de otra manera

Proposicién 2. Las variables aleatorias X7, ..., X3 son independientes
si y solo si para toda colecciéon de Borelianos By, Bo, ..., By vale que

Px (B1 x By x ... x By) =TI*_, Px_ (B;),
donde X = <X1,X2, ,Xk) .

Demostracién.

Como Px; (Bj) = P(X;l(Bj)) por la Proposicién 1 bastard mostrar que

h
Px (By x By x ... x By) =P | [ X; ' (By))

]
Jj=1

Para eso observamos que

Px(Bl X By X ...ka):PX({w:X(w) € By x By x ... XBk})

= Px ({w: (X1 (w), X2 (W), ..., Xk (w)) € By X By X ... X Bi})

k h
=P (Hw: X eB} | =P|[)X," (By)
J=1 Jj=1
El siguiente teorema, cuya demostracién es un poco mas delicada da una
condicién necesaria y suficiente para la independencia de un conjunto de
variables que es mas simple de verificar
Teorema. Una condicién necesaria y suficiente para que las variables
aleatorias X1, X, ..., X} sean independientes es que para todo (z1,x2, ..., ) €
R se tiene

Fx (1:1,3:2, ...,:ck) == FX1 (:131) FX2 (1:2) ...FX]C ({L‘k) s (48)
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donde X = (Xl,XQ, ,Xk) .

Demostracién.

Para ver que (4.8) es una condicién necesaria para la independencia de
X1, ...Xg, basta aplicar la Proposicién 2 a los conjuntos

B; = (—o0, 1], By = (—00,x3], ..., B = (—00, x]

Probaremos ahora la suficiencia.
Consideremos los conjuntos del tipo

Bi1 X By X ... X By X (=00, Zpy1] X (—00, Tpia] X ... X (—00, xk]

Probaremos por induccién sobre r que vale la siguiente propiedad que
llamamos A, :

Px (By X By X ... X By X (=00, Zp41] X (=00, Tpya] X ... X (—00,xk])
= PX1 (Bl) ...PXT (BT) PXr+1 ((—OO,QZT_H]) ...PXk ((—oo,xk]) . (49)

Para r = 0, la condicién (4.9) vale, puesto que se reduce a un producto
de semirectas.

Supongamos que vale para 7y probemos que vale para r + 1.

En primer lugar probemos que si (4.9) vale para r, también vale reem-
plazando (—oo, z,4+1] por R, esto es

Px (B X By X ... X Bp X R X (=00, Tpy2] X ... X (—00,xk])
= PX1 (Bl) ...PXT (Br) JDXH_1 (R) ...PXk ((—oo,xk])
= Px, (B1) ...Px, (Br) Px,, ((—00,zr42]) ... Px, ((

—00, Tg]) - (4.10)
Para mostrar esto podemos considerar una sucesion creciente de semirec-
tas Cp, = (—oo,n]. Luego R =y Cx y la sucesién {Bj x By X ... X By x

Cp X (—00, Tpya] X ... X (=00, x|} n = 1,2,... es monétona no decreciente
en Ry vale

U Bi X By X ... X By X Cyy X (—00, Tpy2] X ... X (—00, z]
neN
=B X By X ... X By xR X (=00, Zpy2] X ... X (—00, Tg]

Luego usando que vale A, tenemos que

Px(B1 x By X ... X B, X R X (=00, Zp42] X ... X (=00, x])

= JLI&PX(Bl X By X ... X By X (=00, X] X (=00, Zyya] X ... X (—00, zk])

= Jggo Px(B1)Px(Bz2)...Px(B;)Px((—00,n]) Px ((—00, Tpt2])... Px ((—00, xk])
= Px(B1)Px(Bs)...Px(B,)Px(R) Px ((—00, 2y-12])...Px ((—00, 24]).
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Ahora probaremos A, 1 . Es decir debemos probar que dados boreleanos
By, ...., B, y reales 49, ..., T se tiene

Px (B X By X ... X By X Byy1 X (=00, ZTr42] X ... X (—00, xk])
= Px, (B1) ...Px, (By) Px,,, (Br41) ...Px, ((—00, x]) . (4.11)

Consideremos el conjunto
A= DB; X By X ... X By X R X (=00, Zr42] X ... X (—00, xk],

y distinguimos dos casos: (a) Px (A) =0, (b) Px (4) >0
Consideremos primero el caso (a). Por (4.10)

0= Px (A) = PX (Bl X Bg X ..o X Br X R x (—Oo,ﬂ\_Hﬁ] X .o X (—oo,m-[])
= PX1 (Bl) --‘PXT (Br) PXT+1 (R) '--PXk ((—OO, {L‘k])

se tiene que
Px (B;) =0 paraalgin 1 <i <r

o bien
Py, ((—o0,x;]) = 0 para algin r +2 <i < k.

En cualquiera de los dos casos el mimbro derecho de (4.11) es 0
Supongamos que Px (B;) = 0 podemos suponer que ¢ = 1, para fijar
ideas. Entonces teniendo en cuenta que

B1 X By X ... X By X Bpj1 X (=00, Tpya] X ... X (=00, x| C B X Rx... X R,
obtenemos que

Px (B X By X ... X By X Byy1 X (—00, Zp42] X ... X (—00, xk])
< PX (Bl x Rx... x R) = PXl(Bl) = O,

y luego el miebro izquierdo de (4.11) tambieén es 0 y la igualdad se cumple..
Ahora si Py, ((—oo,z;]) = 0, de nuevo podemos suponer que i = 1y
proceder de manera andloga Luego (4.11) vale para el caso (a).
Consideremos el caso (b), luego Px (A) > 0. Definimos un nuevo espacio
de probabilidades (R,B,P*) de la siguiente manera: Para todo B € B
definimos

Px (B1 X By X ... X B X B X (=00, Zpy2], X... X (—00,xk])

P(B) = Px (A)

Obsérvese que los borelianos By, Ba,...B, y los reales x,42, ..., T per-
manecen fijos cuando se cambia B

Veamos en primer lugar que efectivamente P* : B — [0, 1] es una prob-
abilidad.
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(i) Claramente

_Px(4)
Px (A)

(ii) Supongamos que (C’n)n21 C B es una sucesién de Borelianos disjuntos

dos a dos. Entonces

()

_ Px (B1 X By X ... X By X W4,y Cn X (=00, & y2], X... X (=00, x3])
a Px (4)

_ Px (When (B1 X By X ... X By X Cp X (=00, Tpia), X... X (—00, zy]))
B Px (A)

>l Px (By x By x ... X By X Cpy X (=00, Zpy], X... X (—00, x])
B Px (A)

X (B X By X ... X B, X Cp X (—00, Tpya], X... X (—00, zk])

Px (A)

P*(R)

Px (
P*(C).

o0
n=1
o0
n=1
Esto prueba que P* es una probabilidad.

Observemos que en las anteriores igualdades se uso, ademds de que P es
una probabilidad, una propiedad de la teoria de conjuntos, facil de probar:

Bi X By X ... X B, % L—H Cp X (=00, Tpya], X... X (—00, )]
neN
= L—ﬂ (B1 X By X ... X By X Cp X (—00, Tpya], X... X (—00, g]).
neN

Ahora calcularemos el valor de P* sobre una semirecta.
Dado que A, es valida (hipdtesis inductiva), si € R se tiene

P* ((—o00,2])
_ Px (B1 X By X ... X By X (—00, x| X (=00, Tr42], X... X (=00, xk])
Px (A)
_ Px, (By) - Px, (Br) Py, yy ((=00,2]) ... Py, (=00, %))
Px, (Bl) . Px, (BT) PXr+1 (R) - Px,, ((_007 xk])

= Px,, ((—o00,2]).

Entonces por la unicidad de la extentension como Py, ., y P* coinciden
en las semirectas (—oo, x] se tendrd que para todo B € B,

P* (B) :PXr+1 (B)
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En particular
P* (BT’+1) = PXT+1 (BT+1) ’
y luego
Px (B1 X By X ... X By X Bpy1 X (=00, Zr42], X... X (—00, xk])
Px, (B1) ...Px, (Br) Px,., (R)...Px, ((—00, z]) -

Luego teniendo en cuenta que estamos suponiendo que A, es cierta y usando
que Px, ., (R) =1 obtenemos

PX'r+1 (BT+1) =

Px (B1 X By X ... X By X Bpy1 X (=00, p42], X... X (=00, xk])
= Px,,, (Bry1) Px, (B1) ... Px, (Br) Px, ., (Bri2) ... Px,, ((—00, z])
= Px, (B1)...Px, (Br) Px, ., (Bri1) ... Px, (=00, 7)),

y luego o tmbién vale A, ;0.

4.4.2. Presevacion de la independencia por transformaciones.

Teorema. Sea ({2, .4, P) un espacio de probabilidad sean X1, X2, ..., X}, variables
aleatorias independendientes. Si g; : R — R, j = 1,2,...,h son funciones
medibles entonces Y1 = ¢1 (X1),Y2 = g2 (X2), ..., Y, = ¢1 (X},) también son
variables aleatorias independientes

Demostracion.

Aplicamos la definiciéon de independencia. Dados Bi, Bs, ..., B;, Bore-
lianos arbitrarios queremos probar que los conjuntos Y; ! (By), Y, ' (Bs) ..., Yhfl (Bp)
son eventos independientes

Ahora bien para cada j = 1,2, ..., h se tiene

vl By) = X (971 (By) = X;1(Cy).
donde C; = g;l (Bj) . Como los Cj, j = 1,2, ..., h son borelianos, la indepen-
dencia de las variables X; implica que los eventos X i ! (Cj) . Luego Y1,...Y},
son independientes.

4.4.3. Independencia de vectores aleatorios.

Definicién. Sea (€2, A, P) un espacio de probabilidad. Sean X1, Xa, ..., X},
vectores aleatorios de dimensiones k1, ko, ..., ky, respectivamente, esto es

X;:Q—>RPI=KF ..~

son vectores aleatorios.

Diremos que el sistema de vectores es independiente si dados B; €
B*,By € BF2, ... B;, € B, boreleanos arbitrarios en sus respectivos es-
pacios, los conjuntos Xj_1 (Bj) j=1,2,...,h son eventos independientes.

Las siguientes dos proposiciones dan condiciénes necesarias y suficientes
para que un conjunto de vectores aleatorios sean independientes . Las dos
condiciones son andlogas a las obtenidas para variables aleatorias.
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4.4.4.

Proposicién 1. Una condicidon necesaria y suficiente para que el con-
junto de vectores X1, Xo, ..., Xp, donde X; es de dimensién k;,sean indepen-
dientes es que para todo By € BF, By € B*2, ..., B}, € B*» se cumpla

P)N( (B1 X Bg X ... X Bh) = le (Bl) th (Bh) '--PXh (Bh),

donde X = (X1, X2, ..., Xp) -

Demostracién.

Anéloga a la demostracién de la proposiciéon correspondiente para vari-
ables aleatorias.

Proposicién 2. Una condicién necesaria y suficiente para que un con-
junto de vectores Xi,Xao,..., X} sean independientes es que para todo
(x1,X2,...,Xp) € R% xR¥ x...x R~ se tenga

Fy (x1,%x2,...,Xp) = Fx, (x1) Fx, (x2) ...Fx, (X1),

donde X = (X1, X2, ..., Xp) -
Demostracién. Andloga a la demostracién de la proposicién correspon-
diente para variables aleatorias.

Proposicién 3. Sean Xi, Xy, ..., X} un sistema de vectores aleato-
rios de dimensiones k1, ko, .., k, respectivamente. Sean g1, g, ..., g5, funciones
medibles, g; : R — R , 1 =1,2,...,h. Entonces los vectores aleatorios
Y =g1(X1), Yo =92(X2),..., Yr = gn (X}p) son independientes

Demostracién. Andloga a la demostracién de la proposicién correspon-
diente para variables aleatorias.
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Capitulo 5

Vectores aleatorios discretos
y continuos.

Tal como ocurre con las variables aleatorias, existen distintos tipos de
vectores aleatorios.

5.1. Vectores aleatorios discretos.

Definicién. Sea X = (Xi, X, ..., X},) un vector aleatorio. Si dice que
X es de tipo discreto o bien que tiene distribucién discreta sii para cada
1=1,2,...,h X; es un variable aleatoria discreta.
Esto implica, de acuerdo a lo estudiado, que para cada i = 1,2,...,h
existe un conjunto finito o infinito numerable Ry, tal que Py, (Rx,) = 1.
La siguiente proposiciéon muestra que el conjunto

R;{ = RXl X ... X RXh

es finito o infinito numerable y que Px (R*) = 1.

Necesitamos previamente demostrar el siguiente lema
Lema. Sean A, ..., A una sucesién finita de eventos tal que para todo
i, 1 <i<h, tal que P(A;) = 1. Entonces

h
P (ﬂ Ai> = 1.
i=1
Demostracién.

Basta probar que la probabilidad del complemento es cero. Eso se sigue
inmediatamente dado que la probabilidad es subaditiva y P (A¢) = 0. En
efecto, se tiene

o< ((Aa) ) -#(O) < S o
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Luego

((39) (09

Proposicién. Sea X = (X1, Xy, ..., X;) un vector aleatorio. Entonces
el conjunto
Rx = Rx, x ... x Ry,

es finito o infinito numerable y
Px (R*) = 1.

Demostraciéon. Ry es a lo sumo numerable, porque un producto carte-
siano finito de conjuntos a lo sumo numerables es a lo sumo numerable.
Ademas

h
{w: X () € Rx, ¥ .. x Ry, } = [ {w: Xi (w) € Ry, }.
=1

Luego por el Lema anterior

Px (R§() = Px (RXl X ... X RXh) = P({w: X(w) € RX1 X ... X RXh})

h
=P (ﬂ{w : X (w) € RXi}> =1,
i=1
vaque P({w: X; (w) € Rx,}) = Px, (Rx,) =10.

De manera analoga a como lo hicimos para una sola variable se puede
buscar el minimo conjunto que tiene propabilidad 1. Este conjunto puede
ser distinto de R .

Ejemplo.

Consideremos un vector aleatorio X = (X1, X2) que asume los valores
{(0,0),(1,1)} con equiprobabilidad % De esto se deduce que las variables
aleatorias X3, Xo a su vez asumen los valores 0 y 1 con probabilidad %
para ambos. Ahora bien

Rx = Rx, x Rx, ={(0,0),(1,1),(0,1),(1,0)}.

Se ve que el conjunto Ry puede ser reducido a Rx = {(0,0),(1,1)}.
Mais generalmente si X es un vector discreto de dimensién k, podemos
considerar el conjunto de los 4&tomos de la probabbilidad,

Rx = {x:Px ({x}) >0} C Rx, X ... x Rx,.

Mostraremos que Px (Rx) = 1 y que este conjunto es minimal con respecto
a esta propiedad. es decir si B € B* es tal que Px (B) = 1, entonces
Rx C B.
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5.1.1. Funcién de densidad de probabilidad conjunta.

Una vez obtenido el conjunto Rx donde se concentra la probabilidad de
la un vector aleatorio discreto vamos a mostrar que igual que en el caso de
una variable aleatoria podemos determinar una funcién definida sobre R*
que la determina totalmente Px.

Definicién. Sea X = (X, Xo, ..., Xi) un vector aleatorio discreto. Se de-
fine la funcidn densidad de probabilidad conjunta px : RF — [0, 1] ,asociada
al vector X por

px (x) = Px ({x}) .

Observacion.
1. De acuerdo a la definicién de Rx se tendra

(x) = >0six € Rx
PXI) =1 0six¢ Rx.

Como consecuencia de las anteriores observaciones y de manera analoga
a como lo hemos hecho para una sola variable se tiene que si B € B¥ entonces

Px(B)= Y px(x).
xeBNRx

2. Muchas veces es conveniente considerar el conjunto Ry = Rx, x Rx, X
... X Rx, en vez de Rx. Luego si B = By X By X .... X By, donde Bj...By,
son borelinanos en R, podemos escribir

Px(B)= > px(x)= > px (%)

XGBQR;( XGBﬁRxlXszx...Xka

— Z Z Z px (1,2, ...y x)) .

kaBkﬂka xk—leBk—lmRXk71 $1€BlﬂRX1

En particular si B = R¥ obtenemos

1= Px (R’f) =3 px(x) = > px (x)

XGR;( XERXlXRX2X...><RXk

= Z Z Z px (X).

mkeRXk kaleRXk—l .’21€RX1

5.1.2. Caracterizaciéon de la funcién de densidad marginal
asociada a un subconjunto de variables.

Se trata de determinar a partir de la funcién de densidad conjunta
la marginal asociada a un sobconjunto arbitrario de variables. Para fijar
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ideas, consideremos un vector aleatorio X = (X1, Xo, ..., Xpn, Xpt1, ., Xp) ¥
un subvetor X* = (X1, Xo, ..., Xp) .

Proposicion. La funcién de densidad marginal asociada al vector X*
viene dada por la formula

px+ (x) = Z Z Z DX (T1y ooy Thy Thotly ooy Th) -

xh+1€RXh+1 xh+2€RXh+2 (Ekak

Demostracién.
Aplicando la definicién de px

px= (21,22, ..., 2p)) = Px= ({(21, 22, ..., 2n)})
= Px ({{z1} x{z2} x ... x {zp} x Rx ... xR).

Entonces de acuerdo al resultado anterior

X+ (($1,$2, ...,xh)) = PX ({{L‘l} X {1:2} X ... X {$h} xR x ... x ]R)

S SEETD SRR

xkERﬂRXk Ih+1€Rﬁka+1

D ST DI )

kaRXk 93k+1€RXk+1

Ahora vamos a dar una condicién necesaria y suficiente de independencia
para el caso de variables aleatorias con distribucién discreta en términos de
la funcién de densidad conjunta y sus marginales.

Para esto recordemos que una condicién necesaria y suficiente para que
el sistema de variables aleatorias Xy, Xo, ..., X} sea independiente es que
dados Borelianos arbitrarios By, Ba, ..., By

PX (Bl X B2 X oo X Bh) = PX1 (Bl) PX2 (BQ) --~PXh (Bh) . (5.1)
Teorema. Sea X= (X1, Xo, ..., X}) un vector aleatorio con distribucién

discreta.

Una condicién necesaria y suficiente para que el conjunto de variables
aleatorias X1, Xo, ..., X}, con distribucién discreta sea independiente es que
para todo x = (z1,...,25,) € RP

px (%) = px; (1) Px, (22) ---Px), (Th) (5.2)
Demostracién.
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Es facil ver que (5.2) es necesaria. Tomando en particular los Boreleanos
B; ={xz;}, j=1,2,...,h y aplicando (5.1) se obtiene

X (X) = PX ({(azl, T2y ouny {L‘h))} = PX ({(L‘l} X {$2} X ... X {$h})
= Px, ({z1}) Px, ({z2}) ... Px, ({zn})
= px, (21) Px; (22) ---px;, (T1)

Ahora veamos la suficiencia. Tenemos que probar que si ocurre (5.2)
entonces las variables X7, ..., X}, son independientes. Como (5.1) implica la
suficiencia, bastard probar que (5.2) implica (5.1)..

Como la demostracion para k = 2 es similar a la demostracion general
pero la notacién es mas simple, lo probaremos en este caso. Consideremos un
vector de dos componentes X = (X1, X3) y sean By, By Boreleanos, entonces

Px (By x By) = Z Z px (T1,22)

1 GBlﬂRxl szBgﬂRXQ

= D > pxi(31) - px, (z2)

1 GBlﬂRxl szBzﬂRx2

= Yo px(@) > px(a2)

1’1€BlﬂRX1 l’zGBQﬂRx2

Observacion.
En la dltima igualdad hemos usado la férmula

> -3 w- (Ya) (2]

(a,b)eAxB acAbeB acA beB

5.2. Ejemplos de distribuciones discretas.

5.2.1. Multinomial (Binomial Multivariada o Generalizada)
M(p1; ... pr,n) -

Supongamos que un experimento que tiene a k posibles resultados se
repite n veces en forma independiente. Sean A;,7 = 1,2,..., k, los posibles
resultados del experimento y p; la probabilidad que el resultado sea A;.
Luego

k
Zpi =1
i—1

Existen una gran cantidad de ejemplos de este tipo de experimentos.
Por ejemplo si “se tira un dado” hay seis posibles resultados con la misma

13

probabilidad . Luego p; = %, i = 1,...,6. Otro experimento pude ser “se
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registra el voto de n ciudadanos elegidos al azar en una eleccién donde hay
k candidatos”. En este caso en principio los valores de los p; pueden ser
arbitrarios.

Denotamos con X; a la variable aleatoria “cantidad de veces que ocurre el
resultado A; a lo largo de los n experimentos” ¢ =1,2, ...,k y conformemos
el vector aleatorio X = (X7, Xo, ..., X&) .

Como espacio muestral consideremos

Q= {(’il,ig, ,Zn) : ’ij eN, 1< ij < k‘}

Por ejemplo si n =4 y k = 3 la 4-upla (1, 3,2, 3) indica que el resultado
A ocurrié la primera vez y nunca mas, el resultado Ag la segunda y cuarta
vez y el resultado As la tercera.
Con este espacio muestral, las variables aleatorias X; : 0 — N estd defini-
da por
X (11,12, ..., i) = #{j 1 45 = i}.

y se tiene que
k
ZXi (il,ig, veey ln) =N
i=1

El espacio 2 no es equiprobable. Como suponemos independencia entre
los experimentos, y el vector (i1,i2,...,i,) indica la interseccién de los n
eventos

By = {en el experimento j el resultado fue i;}, j=1,...,n

y el evento B; tiene probabilidad p;,resulta

Px (41,92, ..., in) = Pi, Dig---Din, (5.3)

Fijado x = (x1,...7%) tal que Zle x; = n,calcularemos la probabilidad
del evento

A= {(il,ig, ,’Ln) e:X (il,ig, ,’Ln)
== (xl,xg,...,xk)},
donde
X (2'1,1'2, ,Zn) = (X1 (2'1,1'2, vy )y Xo (il,ég, ey zn) s ooy Xg (11,12, ,zn))
= (xlax%“'axk)?

El evento A ocurre cuando para cada ¢, 0 < x; < k, el resultado A; ocure
x; veces en las n repeticiones del experimento.

Ahora podemos escribir usando (5.3), la probabilidad de cualquier ele-
mento del evento 2 como

.. . X1 (41,82,-90n)  X2(i1,i2,..,n) X (11,82, yin)
Px (i1, 12, -y in) = Py 2 s "
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En particular si (i1, ig, ...,7,) € A, se tendra
px (11,72, ooy in) = pflp?...p;jk,

Luego todo los elementos de A tienen la misma probabilidad y por lo
tanto la probabilidad de A estard dada por la probabilidad de un elemento
por su cardinal . Un argumento simple de combinatoria muestra que

s () () () () -

_ n! (n—ax1)! (n—x1 — x9)! )
(331)' (n — :131)' (1:2)' (n — X1 — $2)' (1:3)' (n — X1 — T2 — {L‘3)!‘7

n!

= @) (z2)! (z3)l. (zp)!

Luego tendremos

n! N
(551)!(mz)!(l’g)!...(:rk)!‘pl Dy2Dy

1 2.4 (xla X2y ...y mk) = PX (A) =

5.2.2. Distribucién Hipergeométrica Multvariada.

Consideremos N objetos que pueden clasificarse en k clases distintas
Ay, Ag, . A,

Supongamos conocida la cantidad de objetos de cada clase, digamos
D, de la clase Ay, Dy de la clase As, ..., Dy de la clase Ag. Desde luego
Zle D; = N. Supongamos que se realizan n extracciones y sea X; la
”cantidad de objetos de la clase 7 que se obtuvieron en las n extracciones”.
y consideremos el vector aleatorio X = (X3, Xo, ..., X&) .

Existen dos posibilidades

(a) Las extracciones se hacen con reposicion. En este caso, el experi-
mento tiene distribucién multinomial con parametros p1, po, ..., pr y 7, donde
p; = ]Qvi que serd denotada por M(p1, ..., pn, ).

b) Las extracciones se hacen sin reposicion. . En este caso la dis-
tribucién se denomina hipergeométrica multivariada y sera denotada por
HGM(Dl, ceey Dk, n)

Calculemos el rango del vector X

Rx = {(z1,22,....,2) : 0<2; <D;, &1 +x2+ ...+ 2 =n}.

Como cada n-upla tiene una probabilidad distinta, no serd conveniente
tomar como espacio muestral el conjunto de estas k—uplas. Para construir
un espacio de probabilidad equiprobable procedemos de la siguiente manera.
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Comenzamos enumerando todos los objetos de la siguiente manera. Los de
clase 1 por
M, ={1, 2, ... D1}.

Los de la clase 2 por
My ={Di1+1, Di+2, ...,Di + Dy}.
Los de la clase 3 por
Mz ={Dy+ Dy +1, D; + Dy +2,...,D; + Dy + D3}.

y finalmente los de la clase k por

k—1 k—1 k
i=1 i=1 i=1
Definamos entonce el espacio muestral por
QO={A:AcC{l,..,N}, #A =n},

Si el conjunto A se interpreta como el cojunto de los niimeros de las bolillas
obtenidas , resultara que todos los elementos de €2 son equiprobables. Por
ejemplo si N = 20 y n = 3 la probabilidad de extraer los elementos {1,2, 17}
o {2,6,8} es la misma.

El niimero de elementos de €2 es la cantidad de subconjuntos de n ele-
mentos que se pueden formar con los N dados. Luego

#(m:(ij)

Dado A € Q, se define X;(A) = #AN M;,1 < i < k, y X(4) =
(X1(A), ..., X%(A)). Consideremos ahora el evento

C={A:X(4) = (z1,22, ..., Tk) }.

C representan todas las extracciones en las que resulta que hay exacta-
mente x1 elementos de la clase A1, x5 de la clase As, ..., 23 de la clase A.
Un argumento combinatorio simple muestra que el cardinal de C es

_( D1 Do Dy,
de manera que

px (z1,22, ..., x) = P (C) = < 511 ) < 522 > < i?: >

(%)
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5.3. Vectores Aleatorios de tipo absolutamente con-
tinuo.

Definicién. Sea (€2, 4, P) un espacio de probabilidad y X = (X1, Xo, ..., Xk)

un vector aleatorio. Se dice que el vector es absolutamente continuo si ex-
iste una funcién integrable sobre R¥, fx : R¥ — Rsq llamada funcién de
densidad de la probabilidad Px tal que

Tk Tr—1 1
FX (xl,xg,...,xk) == / / / fX (tl,tQ,...,tk) dtldtgdtk =
—00 J —00 —00

:// fx(t)dt,
(—00,xk| X (—00,zk—1]X... X (—00,21]

donde t = (tl,tg, ...,tk) y dt = dtldtz...dtk.
Usaremos esta iltima notacién cuando convenga.
Observaciones.
1. Analogamente al caso univariado se tendra

/:o /;Oo /;OO fx (8) dt = Px(R") = 1.

2. Supongamos que a1 < by, as < by, ag < bs,...,ar < b y consideremos
el rectdangulo R = (a1, b1] X (ag,bs] X ... X (ag, b|. Luego la probabilidad de
R se obtiene integrando la funcién densidad sobre R. Mas explicitamente

Px ((al,bl] X (ag,bg] X ... X (ak,bk])
= AZ’Z (:z:k) Agll (3:1) Fx (3:1,3:2, ...,:ck)

b  fbr—1 b1
= / / fx (tl,tg,...,tk) dt1dts...dty,.
ag ak—1 ai

3. Se puede probar, mediante teoria de la medida e integracién que para
todo Boreliano B € B*

Pe(B) = [ [ e

La funcién de densidad de probabilidad tiene una interpretacién analoga
a la que hemos visto para el caso univariado. La siguiente propiedad dice
que en un punto de continuidad, el limite de la probabilidad de un entorno
de un punto sobre su volimen, cuando el entorno se aproxima al punto es
el valor de la densidad en el punto. Mas precisamente

Teorema. Sea fx la funcién densidad asociada al vector aleatorio
X =(X1, Xq, ..., X) continua en el punto xg = (z19, 20, ..., -Tko) - Entonces

1 Px<[x10—h,$10+h] X ... X [Z’ko—h,xkg—i-h])
11m T
h—0 (2h)

= fx (xo0) .
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Demostracién

Es analoga al caso univariado y se deja como ejercicio.

Observacioén. Los entornos cubicos se pueden reemplazar por otro tipo
de entornos, por ejemplo entornos esféricos.

Bajo el supuesto de que la densidad sea continua, se puede escribir la
densidad como la derivada parcial cruzada de orden k de la funcién de
distribucién

Teorema. Supongamos que fx se continua en xg. Entonces

8KFX (.1'1, Ly eeey a;k)

8xk8mk,1...8m1

fx (x0) =

X=X

Demostracion

Es consecuencia del teorema fundamental del calculo para varias vari-
ables.
Por definicién se tiene que

Tk Tk—1 1
FX (xl,xg,...,a:k) = / / / fx (tl,tg,...,tk) dtldtg...dtk.
—oo J —0o0 —o0

Dejando fijas todas las variables excepto x1 y aplicando el teorema fun-
damental del calculo se obtiene

OF Tk [ Th-1 2
X(xla’”’ 2 k) :/ / / Fx (21, b2, ooy ) dto...dt.
L1 —o0 J —00 —00

Ahora manteniendo fijas todas la variables excepto xo

OF: ok (o1 o
X(xla’:m’ k) :/ / / fx (x1, 22, ..., tr) dits...dt.
T —00 J —00 —00

Derivando k veces se llega al resultado deseado
Definicién. Dado un Boreliano B € BF se define su volumen de la

siguiente manera

Vol(B):/---/Bd:cld:pg...dxk:/---/de.

Observacion.

Un caso tipico de conjuntos con volumen 0 resulta ser un punto en R,
una recta en RZ, un plano en R3 y en general un hiperplano en RF. Las
uniones a lo sumo numerable de conjuntos de volumen cero tiene columen
cero. En general cualquier subconjunto de R* de dimensién j con j < k
tendré volmen en 0. Por ejemplo las curvas en R? o las superficies en R3
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Veremos que si el vector aleatorio es absolutamente continuo la funcién
de probabilidad asociada asigna probabilidad 0 a conjuntos cuyo volumen
es 0.

Teorema. Sea X un vector aleatorio de dimensién k. Si B € BF tal que
Vol(B) = 0 entonces Px (B) = 0.

Demostracion.

Sea

Cn={xeRF: fx(x)>n}.

Es claro que si x € Cpy1 entonces fx (x) > n+ 1 > n de manera que
x € Cp, es decir la sucesién de conjuntos {Cy, }n>1 es decreciente y ademas,
puesto que la funcién fx es finita en todo punto, se tiene (o, C,, = 0.
Luego también se tendrd

lim Px (Cy) = 0.

n—oo

Podemos descomponer a B = (BN Cy,) (BN CY) con lo cual se tiene
Px (B) = Px (BNCy)+ Px (BNCY,) .

Ahora calculamos Px (B N C),). Para ello observemos que para todo n €

P(BQC;L)—/---/BQC;L]”X(X)dXS

n// dx
BNC!,

=nVol (BNCY})
< nVol(B)
=0.

Entonces para todo n € N resulta
Px (B) = Px (B N Cn) < Px (Cn) ,

de manera que pasando al limite se concluye que Px (B) = 0.

Observacion.

Existe una diferencia importante entre los vectores discretos y los ab-
solutamente continuos. Recordemos que un vector es discreto si y sélo si
sus componentes son variables discretas. Esto no ocurre en el caso de los
vectores aleatorios absolutamente continuos. Para demostrarlo daremos un
contraejemplo.

Consideremos una variable aleatoria X1, con distribucién absolutamente
continua y sea X9 = X; de manera que el vector X = (X7, X3) tiene como
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componentes variables aleatorias con distribuciones absolutamente contin-
uas. Ahora veamos que el vector X no puede tener distribuciéon absoluta-
mente continua.

Para ello observemos que

B ={(z1,22) € R?: 2y = x5}
es una recta en R? de manera que tiene volumen cero. Pero sin embargo
Px (B)=P{{weQ: Xj(w)=X2w))=P(Q) =1.

Teorema. Sea X = (X1, Xo, ..., Xp, Xp41, ..., X) un vector aleatorio de
dimensién k. Consideremos un subconjunto de coordenadas y formemos el
vector aleatorio asociado X* = (X1, X2, ..., Xp). Entonces X* también es
absolutamente continuo y

“+o00 —+00 —+00
fxx (x1,22, oy xp) = / / / fx (z1, 22, ..., ) dxpp1dTppo...dog.
—00 —00 —0o0

(5.4)

Observacion.

Por comodidad hemos escogido las primeras i componentes pero lo mis-
mo puede hacerse para una coleccién arbitraria. En el caso de una distribu-
ci6n bivariada X = (X7, Xo) X* = X

+oo
fxi (z1) = Jx (21, 22) doa.

—00

Demostracién. Tenemos que

Fx« (x1,22, ..., 7h)
= Pxx ((—00, 1] X (—00, 2] X ... X (—00,xp])

= Px | (=00, z1] X (=00, z2] X ... X (=00, zp] x R x Rx...xR
—_————

k—h factores

—// fx (tl,tg,...,tk) dtidts...dtg
(—00,z1] X (—00,x2] X... X (—00,zp | XRXR X... xR

—+00 —+00 —+00 Th 1
—/ / / / / Ix (t1,to, ooy tr) dty...dtpdty 1 dtyo...dty,
—00 —00 —00 —00 —00

Por lo tanto, usando Fubini, se tendra

FX* ($1,$2, 71:}1)

—+o00 “+o00 —+o00 Th 1
/ / / / / fx (ti,t, ..., t) dty...dtpdtp1dtpo...dtg
o) —00 —00 —00 —00

+oo  p+
|:/ / fx (t1,te, ooy tr) dtpirdtpag...dty | dty...dty,

8
8
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Luego tenemos que
Th T
Fx« (x1, 29, ...,;xp) = / / fxx (t1,to, ..., ty) dty...dtp,
) —00

donde fx- estd dada por (5.4). Esto prueba el Teorema. Ol.
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Capitulo 6

Transformaciones de
variables y vectores
aleatorios.

En esta seccién estudiaremos como se obtienen las distribuciones de vari-
ables o vectores obtenidos a través de ciertas tipo de transformaciones.

6.1. Transformaciones de Variables Aleatorias.

Sea (92, A, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria.

Consideremos una funcién g : R — R continua y estrictamente monétona,
es decir, estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente. Sabemos
que Y = g (X) es otra variable aleatoria. Queremos estudiar la relacién que
existe entre Fy y Fy.

(1) Caso de g estrictamente creciente.

La imagen de g (R) es un intervalo abierto (a,b) de longitud finita o bien
infinita, es decir también puede ser —co y b = o0.

Si y € (a,b) entonces teniendo en cuenta que es estricta mondtona cre-
ciente se tiene

Fy(y) =P <y)=PgX)<y)=P(X<g'(y)=Fx (g ).
Luego es facil ver que
0siy<a
Fy(y) =9 Fx (97" (v) siy e (a,b) (6.1)
1siy>b.

(2) Caso de g estrictamente decreciente.
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Nuevamente la imagen de g es un abierto (a,b) de longitud finita o
infinita. Pero ahora como ¢ es estrictamente decreciente se tiene para a <
y < bque

Fy)=PY <y =PgX)<y)=P(X=g'@)=1-P(X<g ().

Luego
0siy<a
Fy(y)=4 1-P(X <g ' (y) siye(a,b) (6.2)
lsiy>b
Observacion.

No suponemos de entrada que X sea continua. En el caso de que X sea
continua se tiene que

P(X<g'(y)=P(X<g ') =1-Fx (97" (),
y por lo tanto

0siy<a

Fy(y)=< 1-Fx (97 (y)) siy€ (a,b) (6.3)
1siy>b.

Ahora caracterizaremos la funcién de densidad asociada a Y. Supong-
amos que X tiene distribucién absolutamente continua con densidad fx y
ademads que g es derivable.

Distinguimos dos casos como antes

(1) Supongamos que g’ > 0. Derivando (6.1) obtenemos

0siy<a
—J;)/(((;_l <(yy)))) siy € (a,b) (6.4)

1siy>0b.

fr (y) =

(2) Supongamos ¢’ < 0. Derivando (6.3) obtenemos

0siy<a
Ix((w)

g (g7 (v)
1siy>d

fy (y) = siy € (a,b)

Las férmulas (6.4) y (6.5 pueden resumirse en



Esto nos da la expresion para la densidad de una variable aleatoria in-
ducida para g estrictamente mondtona.

Un caso especial de interés es cuando la transformacién es afin, es decir
cuando ¢ (z) =cr+d

En este caso Y = g(X) = cX +dy ¢ (x) = ¢. Como a = —c0 y
b = 4o0,teniendo en cuenta que g~ (y) = Y~ 2 obtenemos
c
1 y—d
Ix () =—=/fx :
c] c

6.1.1. Distribuciéon Normal

Hemos visto la distribucion de una variable normal standarizada X ~
N (0,1) cuya funcién densidad es

1
fX (1‘) = \/%exp (_12) :

El gréifico de esta funcién es la llamada campana (ojiba) de Gauss.

Consideremos ahora nuevos pardametros i, llamada media y o2 llamado
varianza

Observacion. El cuadrado sélo recuerda que se trata de un nimero
positivo.

Ahora podemos considerar la nueva variable Y = X + (o > 0).
Estamos en el caso anterior de una tansformacion afin y por lo tanto

() = 2x ()

o
1 1 1 /y—p 2
o2 P 2 o
1 -’
= exp | — ~X2—2 .
2no P ( 20
Observacion.

Se puede interpretar el efecto de la transformacion afin sobre la campana
de Gauss. El factor p representa un desplazamiento horizontal de la densi-
dad e indica de alguna manera el centro alrededor del cual se concentra la
densidad, de hecho es es el punto de mayor densidad. El factor de proporcién
o, afecta la curvatura de la campana y representa la dispersion respecto del
centro. Un factor o > 1 (grande) “achata” la curva hacia el eje , de manera
que en tal caso se presenta gran dispersién. Un factor 1 > o (chico) hace
que la probablidad esta mas concentrada cerca de u. Més adelante daremos
més precisiones sobre el significado de p y o2.

Ejercicio. Se deja como ejercicio mostrar que si Y tiene distribucién
N(u,02), entonces X = (Y — u)/o tiene distribucién N(0, 1).
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6.2. Transformaciones de vectores aleatorios

Recordemos algunos resultados de cédlculo integral en varias variables.

Sea U C R* un abierto y g : U — RF una funcién inyectiva de manera
que g : U — V = g (U) resulta biyectiva.

Luego existe g~! : V — U. Supongamos que g es diferenciable en cada
punto x € U de forma tal que su Jacobiano sea distinto de cero en cada
punto. Es decir

991 091 O¢
8x1 8x2 o 8xk
992 092 Og2
Jy (x) =det | Ox1  Oxz Oxg, | £0
Og¢ 99t Ogk

8$1 8$2 o 8$k

1

Entonces ¢~ es diferenciable y

El siguiente teorema permite un cambio de variables para integrales
multiples.
Teorema. Sea A C U C R* y f:U — R entonces

/.../Af(x)dx:/.../g(A)f(g1(y)) s () ldy.

donde como siempre dx = dxidxo,,,dxr v dy = dy1dys, , , dyg.

Observacion.

Se pide que A sea un dominio de integraciéon, en nuestro caso bastara que
sea un conjunto Boreliano.

Sea ahora X = (X7, X», ..., X)) un vector aleatorio con distribucién abso-
lutamente continua y sea fx su densidad. Supongamos que U es un abierto
de R¥ tal que Px (U) = 1, esto significa que la probabilidad se concentra
en U, es decir con probabilidad 1 los valores del vecor X estan en U y en
consecuencia la densidad fx fuera de U es cero.

Consideremos ahora g : U — RF inyectiva diferenciable tal que para
todo x € U se tiene J, (x) # 0. El siguiente teorema permitira encontrar la
distribucién del vector Y =g (X). Denotemos por Iy es la funcién carac-
teristica o indicadora de un conjunto conjunto V')

lsiyeV
IV(Y)_{ Y

Osiy¢V
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Teorema. Supongamos dadas las condiciones anteriores y definamos
Y =g (X). Luego la distribucién de este vector resulta ser también absolu-
tamente continua y se tendra.

) =fx (g7 ) g (v) v (v),

donde V' = ¢(U)
Demostracién. Para esto bastard demostrar que si B € B* entonces

B) = / - /B fx (672 3) [, )] I (y) dy. (6.6)

Usando el Teorema de cambio de variable en integrales multiples tenemos
que

Py (B)=P(YeBnNYV)

=P(g(X)eBnV)
=P Xeg’l(BﬁV))

=]y 0

Usando la férmula de cambio de variables en integrales multiples resulta

Py(B)= [ / o T 00

:// Ix (g7 () [Ty ()| dy.
g(g~x(BNV))

Sea g: U —- W y HC W Es facil ver que una razén necesaria y suficiente
paraqueg( H)) = H es que H C g(U). Como BNV C V = g(U)
resulta g(g~! (B ﬂ V)) = BNV y por lo tanto

/ fx (07 ) [y ()| dy
g(g—1(BNV))

- / /BW (67 (9)) [y ()] .

Esto muestra que vale (6.6).0

El anterior resultado vale cuando g es diferenciable y biunivoca de un
abierto de R* en R*. Veamos ahora que ocurre cuando ¢ es una funcién
diferenciable de un abierto de R* en R/ con j # k. Si j > k nada podremos
hacer puesto que en tal caso el conjunto g(U) es un conjunto de dimensién
k y por lo tanto tiene volumen 0. Luego como Py (g(U)) = 1,Y no puede
ser absolutamente continuo.
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Consideremos ahora j < k y sea U un abierto en R¥. Supongamos
que g = (g1,---,95) : R*¥ — R7, donde cada ¢; : U — R, 1 < i < j, es una
funcién diferenciable. Trataremos de derivar la densidad fy de Y =g¢(X).
Esto es posible si se pueden encontrar funciones diferenciables g¢; : RF —
RF. ¢ = j+1,...h tales que si llamamos § = (915 s 9js Gjt1, -, k) la
funcién g : R¥ — R” resulte inyectiva y J5(y) #0 para todo y €U. En,
efecto en este caso por el teorema anterior podremos encontrar la densidad
de Y=g(X) que denominaremos f3. Luego la densidad de Y sera

o0 o0
Ty (1, -y5) :/ / T W15 o Y5 Y1 Yk )y 1Ay
—0o0 —0o0

Veamos un ejemplo del uso de este procedimiento. Sea X = (X7, X2) y
consideremos Y = X7+ X». Si definimos g : R? — R por g (21, 22) = 71 +2,
vemos que Y = ¢g(X). En este caso 1 = j < k = 2. Ahora consideremos
g : R2— R?, definida por g (z1,22) = (x1 + 22, 22) vy Y = (Y1,Y3) con Y] =
g (X) e Yo = Xs. Luego estamos en las condiciones del teorema puesto que
g : R? — R? es biyectiva, diferenciable su Jacobiano es

1 1
Jg(xl,xg) —det( 0 1 ) =1.

con inversa ¢! (y1,92) = (y1 — Y2, y2) diferenciable. También tenemos X1 =
Yi-Yoy Xo =Yo.
De acuerdo a lo que hemos visto

) =fx G ®) g1 () [Iv (y) =
= fx(y1 —y2,92) v (y1,92)

fr(y) = / (= gy v (4, 9) -

6.2.1. Algunas aplicaciones.

1. Sea X =(X1, X2,..., X;) un vector aleatorio tal que sus sus com-
ponentes son variables aleatorias independientes con idéntica distribucién
N(0,1). Entonces la funcién de densidad asociada al vector X es

fx (x) = ———T1%_ | exp <_1x3>_

(2m)* ?
k
(2m)" i=1

- (-3 l)
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Ahora consideremos una matriz ACRF** ortogonal, esto es que AA* = I.

Definimos la funcién g : R¥ — RF definida por g (x) = xA y consid-
eramos el vector aleatorio Y = XA = ¢ (X). Calculando el Jacobiano de g
vemos que J, (x) = det A = £1, de manera que la densidad queda

) =rx (g7 ) g1 (y) Hgw ()
=fx (g7 (y)) = %exp <—%HYH2> :

Es decir las transformaciones ortogonales preservan las distribuciones
N(0,1) independientes.

2. Hemos visto anteriormente que si X ~ N(0,1) e Y = 0X + u en-
—
o

tonces Y ~ N (u,a2) . Y reciprocamente si Y ~ N (u,a2) y X =
entonces X ~ N (0,1).

Ahora supongamos que Y7, Ya, ..., Yi son variables aleatorias independi-
entes cada una con distribuciéon N (p;,0;) ¢ = 1,2,..., k respectivamente.
Queremos encontrar la distribucion de una transformacion afin de las
variables Y;. Es decir la distribucién de una variable aleatoria de la forma
Z =31 oY+ .

Para esto necesitamos probar el siguiente lema

Lema. Sean Xi, Xs,..., X} variables aleatorias independientes identi-
camente distribuidas, con distribucién N(0,1). Sean by, b, ..., b nimeros
reales tales que Zle b? = 1. Luego la variable aleatoria Z = Zle b; X;
tiene distribucién N (0,1).

Demostracién

Sea a;= (b1, b2, ...,b)", donde ’ indica transpuesto . Entonces ||ai|| =
1. Podemos extender {a;} a una base ortonormal de R*, es decir existen vec-
tores columnas ag, as, ..., a ortogonales y unitarios tales que {a;, az, as, ..., ai }
es una base ortonormal de RF.

Luego la matriz A cuyas columnas son los vectores a;, j = 1,2,...,k
es una matriz ortogonal. Definamos el vector aleatorio Y = XA, y sea Y;
su componente i. Por lo visto anteriormente las variables aleatorias Y; ¢ =
1,2,...,k también son independientes con distribucién N (0,1). En partic-
ular Y1 = 3% 0;X; = Z tiene distribucién N (0,1) O.

Ahora podemos probar el siguiente Teorema

Teorema. Sean Yi,Y5,...,Y; variables aleatorias independientes cada
una con distribucién N (u;,04), @ = 1,2,...,k respectivamente. Entonces
Z = Zle ;Y; + 0 tiene distribucion

k
N (Z ;i + 3, Za?a?) .
i=1
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Demostracién. Escribimos

k k
Y_ .
ZZE o — Mzai+ﬁ+§ Oémz'zg a;0; X; + 6,
i=1

o; .
=1
donde X; = (Y; — pi)/oi y

b6=p0+ Zaiui (67)

Sabemos que para i =1,2,...,k las variables X; son independientes con
distribucién N(0,1). Luego podemos escribir a Z de la siguiente manera

k
Z:Azaf’Xﬁ&

=1

donde A estd dada por

k 3
A= (Z a%a?) . (6.8)

i=1
Sea b; = aj:ia luego
- 2 Foraion? 1 & )
;bi - ZZ_; (T) = ﬁiz_;(ami) = 1.

Definamos W = Zle b; X;. Luego de acuerdo al lema anterior se ten-

dra que
k
W=> bX;
i=1

tiene distribucién N(0, 1). Por lo tanto como

k
Z:AZaZiXiJré:AWnLéNN(é,Az),
=1

se tendra que Z tiene distribucién N(é, A2) . Luego el teorema se deduce de
(6.7) y (6.8).0
6.2.2. Transformaciones no inyectivas

Sea g : U C R¥ — R* con U abierto y el vector aleatorio X = (X1, Xa, ..., X3)
con distribucién absolutamente continua. Supongamos que exten h abiertos
Ui, Uy, ...,Uy disjuntos de a dos, es decir U; NU; = 0 si i # j, tales que

P (W Ui) =1,
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Ahora supongamos también que

h
g:H—JUi—HRk
=1

es inyectiva y diferenciable en en cada U;, con jacobiano no nulo. Llamemos
gi = glu,, Vi = g(U;) y consideremos Y =g (X). En este caso existe la
inversa de cada g; que llamaremos g; L. Vi = U; y se tendrd

Jy-1(y) =Jg. (97 (¥)) ¥y €V;

9;

Teorema. Bajo las condiciones anteriores la distribucién de Y es absoluta-
mente continua y su densidad esta dada por

fo ) 1,1 (3) v, ()

Demostracién. Bastard probar probar que para todo B € BF se tiene

P / /fo C ) [T, () [, (v) dy (6.9)

Usando que P <L+J§L:1 Ui) =1y

{(YeBINn{XeU}={YeBNV}n{XecU}={Xecg ' (BnV)}

obtenenemos

h
=P +{YeB}m{XeUi}>

h
=Y P{YeB}In{Xel})

=1
h

=Y P(Xeg ' (BNW))
=1
h

=> Px (g, (BNV))
=1

_ Z [ /() e ()
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Como las funciones g; son biunivocas en cada U;, usando la férmula de
cambio de variables en integrales multiples se tiene

Z/ / L(BAV;) fx () dx
—Z/~--/BW P (67 () 17,0 ()] dy

//fo ) | 3] v, (v) dy,

y por lo tanto se cumple (6.9).0

6.2.3. Distribucién Chi-cuadrado con un grado de libertad.

Esta aplicacién tiene gran importancia en estadistica.

Sea X ~ N (0,1) y consideremos g : R—R g(x) = 2. Definimos
Y =g(X) = X?

Definimos Uy = {z : < 0} y Uz = {z : > 0}. Luego ¢; ' (y) = —/7
v o' (W) = VT

En este caso V1 = Vo =Ryg ¥

y que V1 = V5 = Ry, por el Teorema anterior se tiene

Ty (y) = \/% exp (—%) %y*%Ivl (y) + \/% exp (—%) %y*%h@ (y)

1 Y\ 1
= E eXp (_§> Yy 2I{y: y>0} (y) :

6.3. Algunas distribuciones complementarias.

6.3.1. Distribucién Gamma

En primer lugar introducimos la funcién Gamma, que resulta ser una
extension del concepto de factorial sobre los niimeros naturales.
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Definimos la funcién
I':Ropy — Ryp

de la siguiente manera

+oo
IN'a) = /0 exp (—z) % Ldaz.

Para probar la existencia de este integral la descomponemos como

1 400
I'(a) :/0 exp (—z) $a1d£l:+/l exp (—x) z* dx

=I+1I.

Es facil ver que I es finita, teniendo en cuenta que exp (—z) < 1 sobre

(0,1)

o 1

1 1 "
I= / exp (—z) 2% Ldx < / 2ty = —
0 0 @

Para estudiar la convergencia de la segunda integral observemos que de
acuerdo al desarrollo de Taylor

o (5) =7 (3)'

=0

1
oa'

se tiene que por tratarse de una serie de térrminos positivos, para todo k € N

o (3)2 7 (3)

para todo k € N.
Entonces

2 < O exp (g) ,

donde Cj = k!2%. Tomamos ahora k > o — 1, luego se obtiene
+o0o
I = / exp (—z) x* ldx
1

+o0 T
< exp (—x)Crexp | = ) dx
/1 (=) Cy (2)

o0 —x
< C’k/ exp <7> dr < o0.
1

Algunas propiedades.
P1. Si a > 0 entonces I'(a+ 1) = al'(«a)
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Para ello integraremos por partes tomando u = x®; dv = exp (—x) dz.
Luego se tiene v = —exp (—2) y du = ax® !,de donde resulta

+oo
I'a+1) = / exp (—x) z%dx
0

—+o0
= / udv
0

+oo
— st exp (o)) —a [ (-exp(-a))at!
0
“+o00
= —x%exp(—x)|g° + a/ exp (—x) 2> L.
0

Como limg_,o0 % exp(—x) = 0, resulta que I' (o + 1) = oI () .

P2. I" es una extensién del factorial. Mdas precisamente para todo n €
N se tiene I'(n) = (n —1)!. La prueba se hace por induccién. Si n = 1
entonces I' (1) = 1 = 0!. Supongamosahora que la propiedad que vale para
n y veamos que entonces vale para n+ 1. Usando P1 y la hipdtesis inductiva
tenemos I'(n + 1) = nI'(n) = n((n — 1)!) = n!, con locual la propiedad ueda
demostrada.

Definicién. Se define la distribucién Gamma con pardmetros a > 0y 1(
I'(er, 1) ) como la distribucién absolutamente continua cuya funcién densidad
es

«

f(x) =

Observaciones.
1. De acuerdo a la defrinicién de la funcién Gamma es claro que f es un
densidad ya que

exp (—x)x *II[O,OO).

I'(@)

+o0o

f@)=1.

—00

2. Una vez definida la distribucién I'(«a, 1) definiremos la distribucién
I'(ar, A) para todo A > 0. Para ello consideremos X ~ I' (a, 1) . Entonces la
distribucién I'(a, A) se define como la distribucién de Y = X/A. Tomando
g(x) = x/X\ y usando la férmula para la transformacién de densidades se
tiene

W) =Fx (97" @) [Ty (1) Ho,00)(y) =

= ﬁ exp (—\y) (Ay)ail M [0,00)(y) =

(e

= m exp (—Ay) ya_ll[ﬂ,oo) (y)-
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3. Recordemos que si X ~ N (0,1) entonces Y = X? tiene una distribu-
cién chi-cuadrado con un grado de libertad. Més precisamente

1 1
fr ) = =2 e (=5) T () (6.10)

Ahora bien si consideramos Z ~ I" (1/2,1/2) entonces su densidad es

1 Z\ —3
= ————exp|—= 27 2), 6.11
Las densidades (6.10) y (6.11 difieren solo en una constante, luego deben
ser iguales Esto se muestra integrando las densidades sobre R, ya que
amba integrales deben ser 1. Por lo tanto la distribucién x? con un grado
de libertad coincide con la distribucién T’ (%, %) Ademas igualando las

constantes de ambas densidades se tiene la identidad

11
Vm V()

o equivalentemente I' () = /7.
Necesitaremos el siguiente lema
Lema. Sea W = (W3, W3) un vector aleatorio y supongamos que

fw (W) = g1 (w1) g2 (wa),

donde g1 es una funcién de densidad. Entonces:
(a) fw, = g2 y por lo tanto g2 es una funcién de densidad.

(b) le =0
(c) Ademas las variables W7 y W5 son independietes.

Demostraciéon. Como
—+oo
/ a1 (wl) dw1 = 1,

—00

se tiene que

sl = [ " g1 (w1) ga (w5) duy =

—0o0

+00
= g2 (w2) / g1 (wy) dwy = go (wa) .

—00
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Esto prueba (a). Para ver (b) se usa el mismo argumento . Como (a) y
(b) implican que
Sw (wi, w2) = fw, (1) fw, (w2),

resulta que W7 y W5 son independientes.

Lema. Sean Y7, Y5 variables aleatorias independientes con distribuciones
I'(aq,A\) v T' (o, \) respectivamente. Definamos W1 = Y; + Yo, Wy =
Y1/(Y1 + Y2). Entonces se tiene

(a) La distribucién de Wy es W ~ T' (o + a2, \)

(b) Wa tiene densidad

I'(ag+o2) 41

01 (1 ).

(c) Wi y Wa son independientes

Demostracién. La demostracion se basa en el teorema del cambio de vari-
able. Sea el abierto U C R” definido por U = {(y1,%2),71 > 0, y2 > 0}.
Luego Py(U) = 1.

Consideremos la transformacin g : U — R” definida por

Y1
LYy2) = y1+y2, —— | .
9 (y1,92) <y Y y2+y1>

Es facil ver que V = ¢g(U) = (0,00)x (0,1) y

971 (w1, w2) = (wrwe, w1 — wWiwWs)

= (wlwg,wl (1 — wg)) .

Luego
w2 1— w9
Jg—l (wl,wg) = det
w1 —w1
= —wjwe — wi (1 —wg) = —wy,

y por lo tanto |J -1 (w1, w2) | = w;.

Consideramos ahora la densidad del vector Y =(Y7,Y3). Como se su-
puso imdependencia entre Y7 y Ys,esta densidad es el producto de las den-
sidades marginales y luego

ai+a2
A ar—1 as—

1
Fy (y1,92) = ¢ (o) T (o2) exp (=A (Y1 +¥2)) U7 ¥5" " L(0,00) (U1)L(0,00) (¥2)
Luego de acuerdo al teorema del cambio de variable y el hecho que
Iy (w1, w2) = I(0,00)x(0,1) (W1, w2) = L1000y (w1)1(0,1)(w2)
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se tiene

fW (’U}l,ﬂ]Q)
— )\al—+a2 exp (—Awl) (w1w2)a1—1 (’Ujl (1 — ’lUQ))az_l w1IV(w1 w2)
T (1) T (o) ’
B \a1taz a1tag—1 (_)\ )I ( )
T (g +a2)w1 P G 00
I'(ar+ o) 41 az—1
— e T e 1— S |
{r (a)T (a2 (7w Honlw)
91(w1)ga(wy)
donde
g1(01) = o gperter ey () Ty
I' (a1 + a2) ’
! (1 + )
F a7 + [6D) a1—1 as—1
w = —_—w 1 — w 2 I w
gz ( 2) T (al) T (Oég) 2 ( 2) (0,1)( 2)

El primer factor ¢g; corresponde a una densidad TI'(ag + ag, \).
Del segundo factor no podemos a priori afirmar nada. Pero de acuerdo
al lema previo resulta que Wi tiene distribucion I' (a1 4+ ag, A) 'y

() = e (-

)04271

I (0,1) (w2)

es la funcion de densidad de Ws. Finalmente tenemos que Wi y Ws son
independientes. 0.

6.4. Distribucion Beta:

Definicion. Se define la distribuciéon Beta con parametros o, ao, que
denotaremos por [ (a1, as2), como la distribucién absolutamente continua
cuya funcién de densidad es:

~ I'(ag 4+ a2)

f(w)= mwal_l (1 —w)* " Ig 1) (w)

Observacién. Esta funcién es una densidad por el resultado anterior.
Por lo tanto podemos deducir que

1 [ +a2) o1 1
oa—l 1 _ Q2— =1
[ Ty T de,
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y por lo tanto

I (o) I' (a2)

1
w1 — w)®2 7 dw = .
/0 ( ) F(al +042)

Corolario. Sean Y1, Ys, ..., Y, variables independientes tales que Y; tiene
distribucién I" (a;, A) . Entonces Y " ; Y; tiene distribucién I' (377 | i, A) .

Demostracién.

Se deduce de de la proposicién anterior usando induccion 0.

A continuacién definimos las distribuciones chi-cuadrado con n grados
de libertad y la t- de Student. Ambas distribuciones son de gran importancia
en Estadistica. Volveremos mas adelante sobre ellas.

6.5. Distribuciéon Chi-cuadrado:

Supongamos que se tienen n variables independientes X;, 1 = 1,2,...,n
con distribucién N (0,1). Sabemos que cada Y; = X? tiene distribucién x?
con 1 grado de libertad, la cual que coincide con la distribucién I' (1/2,1/2).

Se define la distribucion chi-cuadrado con n grados de libertad que sim-
bolizaremos por Y2 como la distribucién de la variable aleatoria Y =
S, X2,

De acuerdo a los resultados anteriores, como cada Xi2 tiene distribucién
X? y estas variables son independientes, se obtiene que Y tiene distribucién
I'(n/2,1/2). Por lo tanto la distribuciéon x2 coincide con la distribucién
'(n/2,1/2).

6.5.1. Distribucién de Student

Supongamos que U tiene distribucién N (0,1) y V distribucién x2 con U
y V independientes. Luego se define la distribucién de Student con n grados
de libertad, que simbolizaremos con t,, como la distribucién de

U

T=—.
V/n

Se deja como ejercicio de la practica mostrar que la densidad de T es

n+1

n+l 2\ — " o5
0=t (105)

El gréfico de esta densidad es simétrico respecto al origen (funcién par)
y con forma de campana. Se puede probar que cuando n tiende a oo, fr
converge a la densidad de la normal.
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6.6. Otro tipo de variables aleatorias.

Ademds de las variables discretas y absolutamente continuas existen
otros tipos de variables. Un estudio exhausivo de los tipos de variables aleato-
rias o requiere algunos conocimientos de la teoria de la medida. Aqui intro-
duciremos las variables mixtas cuya funcién distribucién es una combinacion
convexa de funciones de una distribucion discreta y otra absolutamente con-
tinuas.

6.6.1. Variables aleatorias mixtas.

Definiciéon. Decimos que F es una funcién de distribucién mixta si
es una combinaciéon convexa de una distribucidon absolutamente continua
y otra discreta. Mdas precisamente si existen 6, 0 < § < 1, F} funcién de
distribucién absolutamente continua, F5 funcién de distribucién discreta tal
que

F = (1—5)F1+5F2 (6.12)

Observacion.

1. Es fécil probar que F es una funcién de distribucién. Es mondétona no
decreciente y continua a la derecha por ser suma de funciones de ese tipo.
Por otro lado, tenemos que

lim F(x)= lim ((1-96)F +6F) (z)

T——+00 T——+00
=(1-9) 11’I+n Fi(x)+6 h'IJIrl Fs (x)
=1-6)+6=1

Finalmente, también vale que:

lim F(z)= lim ((1-0)F +6F) (x)

=(1-¢) lim F(x)+6 ll’lJTrl F> (x)
=0

2. Veamos ahora que efctivamente una variable aleatoria mixta no es ni
absolutamente continua ni discreta.

Sean P;, la probabilidad asociada Fj, ¢ = 1,2 y Ry el rango de una
variable con distribucion F». Luego si P es la probabiludad asociada a F)
es facil ver que

P(B) = (1—8)Pi(B) + 6Py(B) VB € By
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Por lo tanto Ry es numerable yP(R2) = 1. Por otro, compo Ry es
numerable lado Pi(R2) = 0 Pp, (Rp,) = 0. Luego, teniendo en cuenta que
Pr = (1 — (5) Pr, +5PF2

P(Ry)=(1—-6)P1(R1)+0P2(R,)=6>0

Por loque se educe que F' no corresponde a una distribucién absoluta-
mente continua.

Para ver que no es discreta veamos que sobre un conjunto numerable
arbitrario su probabilidad es menor que 1. Sea A un conjunto numerable;
teniendo en cuenta que Fj es absolutamente continua vale que P (A) =
0. Luego

P(A) = (1—6) P (A)+ 6Py (A) <6< 1.

Siendo A arbitrario, F' no puede ser discreta.

Ejemplo.
1. Sea U ~ U [0,1] y consideremos V' ~ min (U, %) )
Entonces .
_Jusiu<s
FV(“)_{ lsiu> 1

Claramente P (V =1/2) = P(1/2 < U < 1) = 1/2 de manera que V no
es absolutamente continua. Tampoco es discreta.
La combinacién convexa en este caso es

1 1
F=-F+-F
21+22

done F es la distribucién de una UJ[0,1/2) y F; la distribucién de uan
variable discreta que tiene probabilidad 1 en z = %

2. Una manera de obtener la distribucién mixta (6.12) es la siguiente.
Consideremos variables aleatorias independientess Xy con distribucion F1,
X5 con distribucion F5 y U que toma valores 0y 1 con probabilidades

U— 0 con probabilidad 1 — 6
N 1 con probabilidad §

Definimos la variable

o XlsiU:()
X‘{ XosiU=1

Veamos que la distribuciéon de X es una combinaciéon convexa de Xi y
Xo.
Teniendo en cuenta la independencia de las variables

102



Fx (x) = Px ((—00,2])
=P({X <z}
:P<{X1g:p}ﬁ{Uzo}L-lj{ngx}ﬂ{Uzl}) -
— P{X1 <2} N{U=0}) + P({X2 <2} N {U=0}) =
= P(Xy < 2)P{U =0}) + P( X <2)P (U =1)
—(1—8)P(X; <)+ 6P (Xy < ) =
= 6F) (2) + (1 — 8) Fy (x)
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