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Capitulo 7

Esperanza Matematica

7.1. Integral de Riemann-Stieljes.

Sea f : [a,b] — Ry consideremos una particién del intervalo [a,b] que
llamaremos m = {zg, 1, ...,2n} tal que a = 9 < 1 < ... < kg = b. Sea un
seleccion de puntos de cada intervalo & = {;}1<i<n, donde & € (x;—1, ;)
parai=1,2,...,n.

Definimos la suma de Riemann

n

So(m &) =D F(&) (wi—xi1).

i=1
Se llama norma de la particién
= ma — T : 1 <i<n}
||7TH 1§i§}%{$z i—1 S1s }
Se dice que f es integrable Riemann sobre [a,b] con valor I = f; f=

f: f (x) dz sii para todo € > 0 existe o > 0 tal que si ||7|| < § entonces
|Sa (m,&,f) = I| <.

Andlogamente se define la integral de Riemann-Stieljes. Dadas g, F'
funciones defnidas sobre [a, b] se define la suma de Riemann-Stiljes asociada
a la particion m y la seleccién de puntos &

n

Sg (7r7§797F) = Zf (fl) (F (ZL‘Z) - F($2,1)) :
i=1
Se dice que f es integrable Riemann-Stieljes sobre [a, b] con valor I =
ff gdF = ffg (x) dF (x) sii para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que si ||7]| < ¢
entonces
|Sg (ﬂ-vgang) _I’ <e&.
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Observacion.

1. Si F(z) = x, entonces la integral de Riemann-Stieljes es la integral de
Riemann.

2. Una condicién suficiente aunque no necesaria para que exista la in-
tegral de Riemann-Stieljes, es que ¢ se continua y F' mondtona no decre-
ciente. Si tmamos como F' una funcién de distribucion el dltimo requisito se
cumplira.

A continuacién enunciamos una serie de propiedades de la integral de
Riemann-Stieljes

Algunas propiedades.

P1. Linealidad de la Integral de Riemann-Stieljes respecto de g.

Si f; g1dF y fab g2dF existen y aq,as € R entonces fab (a1g1 + aoga) dF
existe y ademas

b b b
/ (g1 + apgo) dF = 041/ g1dF + a2/ g2dF.
a a a

P2. Linealidad de la Integral de Riemann-Stieljes respecto de F'.
Si ff gdFy y f: gdFs existen y a1, as € R entonces ff 9d (a1 F1 + aoFy)
existe y ademas

b b b
/ gd (a1 F1 4+ aaFy) = 011/ gdF1 + a2/ gdF;.
a a a

P3. Aditividad respecto del dominio de integracion.
Sea a < b < ¢ y supongamos que f;ng ; fbcng y facng existen.

Entonces )
/ng—/ ng+/ gdF.
a a b
Observacion.

La vuelta no vale en general. Una condicién suficiente para la vuelta es
que F' sea no decreciente.
P4. Si F es no decreciente y g1 < g2 sobre [a, b] entonces

b b
/QldFS/ g2dF.

En particular teniendo en cuenta que —|g| < g < |g| se obtiene

b b
/ng S/ lgldF

Estamos interesados en extender el dominio de ontegracién a toda la
recta o a semirectas. Esto lleva a la siguiente definicién

Definiciéon. Supongamos que f; gdF existe para todo a,b € R. Decimos
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que la integral impropia fjoooo gdF = I existe sii es un numero real y

b
lim / gdF =1 (7.1)
a

a——o0; b—+o0

De manera analoga se define f;oo gdF o ffoo gdF. Tendremos el siguiente
teorema

Teorema. Sea g > 0y F no decreciente. Entonces pueden ocurrir dos
cosas
(i)
b
M = sup / gdF < oo
a,beR Ja

En este caso el limite (7.1) existe y es finito

(i)

b
M = sup / gdF = oo
a,beR Ja
. g P fa . . i (1o —

En este caso el limite (7.1) existe y es oo. Luego podemos definir [~ gdF =
00

Sea ahora g de signo arbitrario y F' no decreciente. El siguiente teorema
vale.

Una condicién necesaria y suficiente para que fj;o gdF exista es que

N b
M = sup / lg| dF < o0
a,beR Ja

7.2. Definicién de Esperanza Matematica.

7.2.1. Heuristica

Sea. X una variable aleatoria discreta y para fijar ideas supongamos
que toma un numero finito de valores, z1,x2,...,Tr, con probabilidades
px (21); px (¥2), . px (k).

Supongamos que se repite un experimento asociado a la variable aleatoria
X, n veces en forma independiente y que el resultado x; se ontiene n; veces,
1 <i < k/. Entonces el promedio de todos los valores es

n1xr1 + Noxo + ... + NETg
n

n =

ni n2 Nk
= —x1+—22+ ...+ —2f.
n n n
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Luego pasando al limite y dado que nj/n se aproxima a px (xj) obten-
emos

, — P n2 Nk
lim Z, = lim <—£L‘1 + =9+ ...+ —xk>
n n n

n—-+o0o n—-+o0o

, ni , n2 , Nk
r1 lim —+29 lim —+.. 4+ 2, lim —
n—-—+oo n n—+o00 N n—+o0 1

k
=Y wjpx (x;).
j=1

Esto motiva la definicién de la esperanza matematica de una variable
discreta..

7.2.2. Esperanza de una variable aleatoria discreta

Definicién. Sea X una variable aleatoria con rango Ry y distribucién

de probabilidad px. Supongamos que

S Jalpx () < oo

TERX

En tal caso definimos la esperanza matematica de la variable X de la sigu-
iente manera

E(X)= Z xpx (z).
TERX

Observacion.

1. Se sabe que la convergencia absoluta de la serie garantiza la conver-
gencia de la serie.

2. Supongamos ) cp |7|px (z) = o0
Denotemos con

Ry ={r€Rx:2>0}
Ry ={x € Rx : 2 > 0}.

Entonces pueden ocurrir tres casos distintos.

(a) ZmeR;r( rpx () =00y ZmER;( rpx (v) = —o0.

(b) ZmeR; xpx (x) = +o0y ZmeR; xpx (x) > —oc.

(©) Saent Px (#) < 0¥ Tyor. #px () = —c%.

En el caso (a) no se puede definir la esperanza de X. En el caso (b) se
puede definir £(X) = oo en el (¢) E(X) = —oo. Es decir para que la es-
See;aé:ii ;Ste definida se requiere que ) RY TPX (z) o bien Ry, TPX ()
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7.2.3. Definicion general de esperanza matematica

Ahora queremos definir la esperanza matematica, de manera mas gen-
eral. Supongamos primero que X es una variable aleatoria concentrada en
[a, b]. Es decir, supongamos que

Pla< X <b)=1.

La idea que se utiliza para la definicién de la esperanza de esta variable
es la siguiente. Se define una sucesién de variables aleatorias discretas X,
que la aproximan y luego conociendo la esperanza de cada una de estas
variables, la esperanza de X se define por un paso al limite.

Consideremos para cada n, una particién del intervalo [a,b] n inter-
valos de longitud (b — a)/n. Para esto consideramos la particién 7" =
{af,2T,...,2n} talquea=zf <2} <..<zp=byal —a}, = b—_a'

Elegimos para cada i, 1 <i <mn, &' € (xj—1,x;] y definimos la variable
aleatoria

Xp=¢&"'six € (x4, 2}

Esta variable toma unicamente un ntimero finito de valores: ', 1 <
1 < n. Ademaés

px, (&) = Fx (2}') — Fx (2}4) -

Luego la esperanza de la cariable X,, viene dada por
B(X,) = Y€y, (€)=
i=1
= anff (Fx (z}) — Fx (214)) = S) (7", ", 2, F),
i=1
y se obtiene

b
lim F(X,)= lim Sg(w”,gn,x,Fx)—/ xdFx.

n—-+00 n—-+oo

Por lo tanto definimos la esperanza matematica de X por

E(X)= /abxdFX.

Observacion.
Siendo la funcién x continua y F' mondtona no decreciente, resulta que
ff xdF existe siempre y por lo tanto también F (X)) existe siempre.
Supongamos ahora que X es una variable aleatoria no acotada. El proble-
, o s “+o00 .
ma que ahora surge es que podria no existir fioo xdF. Sin embargo sabemos
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que M = fjozo |z| dF" siempre estd bien definida, eventualmente con el valor
+00.

Si M < 400 definimos la esperanza de la variable X similarmente al
caso anterior por

Si M = 400 hay tres casos y el andlisis es analogo al que realizamos
anteriormente

(a) [yS @dF = +ooy ffoo zdF = —o0.

(b) [~ adF =400y ono xdF > —o0.

(c) [oS wdF < 400y ono xdF = —o0.

En el caso (a) la esperanza matemética de X no esta definida. En el caso
(b) se define E(X) = +o0oy enel (¢) F(X) = —oo. Nuevamente la esperanza
puede estar no definida y para su definicién se requiere que almenos una de
de las dos integrales [~ zdF o f_ooo xdF converga.

Con esta definicion general de esperanza matematica, para el caso de una
variable discreta se tienen dos definiciones. Ahora probaremos que efectiva-
mente, la definiciéon general es una extensién de la primera definicién dada
para el caso discreto, es decir para variables aleatorias discretas ambas
definiciones coinciden.

Teorema. Supongamos que X es una variable aleatoria discreta y que
E (X) existe y es finita.

Entonces
“+o0

Z xpx (x) = / xdFx
TERX >

Observacion

Este resultado vale siempre, pero para fijar ideas vamos a probarlo para
el caso en el que a los fines Rx N [a,b] es finito para todo a y b. Este es el
caso de la mayoria de las variables aleatorias discretas que aparecen en la
practica tomando dnicamente valores enteros ; por ejemplo, Poison, Pascal,
etc.

Demostracién

Teniendo en cuenta que

Z xpx (x) = lim Z zpx (x),

a——00; b——+00
z€Rx x€RxN|a,b|

00 b
/ .IdFX = lim / {L‘de,

S a——00; b——+o00

y que

bastara probar que para todo a < b

b
Z :BpX(:L‘):/ xdFx. (7.2)

zE€RxN[a,b|
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Consideremos como antes 7" = {zg, x}, ..., z) } uan praticién del inter-
valo [a, b], en n intevalos iguales.Lego tenemos a =z < 2} < ... <z = b
n n —
tales 2 — a2 ; =(b—a)/n .

Teniendo en cuenta que para todon € N, ||7"|| = (b—a)/n es claro que
lim |[|7"|| = 0.
n—-+oo

Por la hipétesis supuesta Rx N [a,b] es un conjunto finito, digamos
Rx Na,b] = {z1, 22, ..., 2 }.
LLamemos 6
6= QHSl?SXk{Zi — Zi—1}.
Va a ser fundamental para esta demostracion la eleccién de los puntos

& en cada intervalo (z_;, z?]. Procedemos de la siguiente manera.
Si |7™|| < 6, en cada 1ntervalo hay a lo sumo un elemento de Rx Nla,b].

(i) Si
(Rx N[a,b]) N (a7, 27] # 0
escogemos algin punto de la interseccién como ;'. Como hemos visto, si
|7™|| < é a lo sumo existe uno solo .
(if) Si
(Bx N[a,b]) N (27, 27] =0

escogemos a cualquier punto de (z;—1,x;] como &

Sabemos que

lim Sb( nEt e, F) lim Zé} (Fx(x Fx(xi4))

n—-+00 n—>+oo

+b
= / xzdF

Veamos cémo se vincula S8(7", &%, z, F) con E(X). definida como una
serie. Consideremos dos subconjuntos de indices

A= {i:(RxN[a,b]) N (2, 27) # 0}

:{Z (RXm[ab]) (117 z) 0}

Entonces podemos realizar la siguiente descomposicion:

Sb(n", €rx, F) = Zgz Fx (27) — Fx (z",)) =

—Zfz (Fx (z + )& (Fx (a) — Fx (¢

€A 1€ AC
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Observemos que Fy (zI') — Fx (2" 1) = 0si i € A° ya que el intervalo
(xi—1, ;] no contiente elementos de Rx. Luego

> & (Fx (a) = Fx (274)) =0
i€AC

y se obtiene

Sa(m", & e, Fx) = &' (Fx (a}) = Fx (a1))

€A

Sea ng tal que (b —a)/ng < & . Luego si n > nog,||7"|| < 6, y de

acuerdo a lo anteriormente observado, en cada intervalo (z7 ;,z7] hay un

solo z; que coincide con el correspondiente §;'. En tal caso se tiene que
Fx (z') — Fx (1) = px (2;) . Por otro lado todo z; serd igual al £ para
algin 4. Luego

Sb(nm, €n x, F) Zz]px ;) Z rpx (x)
zE€RxN[a,b]
y por lo tanto
b
/ zdF = lim St(a", & x, F) = Z xpx ()
a e xE€Rx N[a,b]

y esto prueba (7.2). Esto demuestra el Teorema O

7.2.4. Esperanza matematica para una variable absolutamente
continua.

El siguiente Teorema prueba que en el caso de que X sea una variable
aleatoria absolutamente continua E(X) se puede calcular por una integral
de Riemann

Teorema. Supongamos que [ |z|fx (x) dz < co. Luego

E(X)= /00 xfx (z)dzx.

—00

Demostracién. El teorema vale en general. Para facilitar la demostracién
lo probaremos para el caso que fx es continua,
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Bastara ver que para todo intervalo [a,b], a < b vale que

/abxfx (@) do = /abxdFX, (7.3)

ya que en tal caso el resultado se obtiene pasando al limite.
Consideremos para cada m una particion de puntos equidistantes del
intervalo intervalo [a, b]
" ={xg,xl, ...,z }

b—a

tal que a = xf < 27 < ... < 27} = b satisfaciendo z} — 2} | =
Sabemos que F% (z) = fx (x). Por el Teorema del Valor Medio, para

todo i, 1 <1i < n, existe & € (a7, 2} ;] tal que

Fx (2}) — Fx (2i1) = fx (&) (a7 —2i"1) . (7.4)

Eligiremos estos puntos £, 1 < ¢ < n,para formar las sumas de Riemann-
Stiljes. Luego

Sg (Wn7€n7xaFX) = Zgzn (FX (fU?) - FX ($?—1)) ) (75)
=1

y se tendra que
b
lim S° (7", €™, x, Fx) :/ xdFx. (7.6)
n—oo a

Usando (7.5) y (7.4) obtenemos que S2 (7", £", x, Fx) es también una
suma de Riemann correspondiente a la funcién x fx. En efecto

S (m" " a, Fx) =Y &' fx (&) (af —aily)

=1
=S (2", " afx(x), x).
Luego

n—oo

b
lim S° (w”,ﬁ",x,FX):/ zfx (z)d. (7.7)

De (7.6) y (7.7 se obtiene (7.3).
Algunas propiedades de la esperanza matematica
P1. Sea X una variable aleatoria tal que Px({a}) = 1. Entonces

E(X)=a.

Esto es inmediato teniendo en cuenta X es una variable discreta con
Rx = {a} y px(a) = 1. Luego



P2. Sea (€2, .A, P) un espacio de probabilidad y A € A.

Definimos la variable aleatoria

xw=nw={ 325

En este caso Rx = {0,1}, px (1) = P(A), y px(0) = 1 — P(A4).
Entonces

E(X)=0(1—P(A))+1P(A) = P(A).
7.3. Integracion por partes

El siguiente teorema permite la integracion por partes de una integral
de Riemann-Stieljes.

Teorema. Sean gy F funciones definidas sobre [a, b] tales que f; gdF
existe. Supongamos que g sea continua en a. Entonces

[ngszg(x)F(:c) Z—/:ng.

Demostracién.

Consideremos para cada n, una particion de puntos equidistantes del
intervalo [a, 0]

" = {xg,xt, ..., o0}

b—a
— -

tal que a =z < 27 < ... < x]; = b donde para todo i, =} —x} | =

Elegimos en cada subintervalo &' € 7' |, 27

L l] como el extremo derecho
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&' = x'. Entonces

Sb(x" &, g, F) = Zg (x}) (F (a}) = F (¢}-1)) =

Como

n b
Tm 3TF () (0 (o) — g (a70)) = - / Fdg
=1 a

resulta la tesis del Teorema O
P3. Dada una funcién F' mondtona se tiene

/bdF:F(b)—F(a).

Aplicando integracién partes s con g = 1 y dado que dg = 0, obtenemos

b b
/dF—lF(x)\i;—/ Fdg = Fx (¢) |5 = F (b) - F (a).

a a

Lema. Supongamos que [ |z|dFx < co. Entonces vale

xkrfoox (1-Fx (z)) =0, (7.8)
y
(i)
mEIEloo xFx (z) =0. (7.9)
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Demostracién.

Teniendo en cuenta que [ |z|dFx es finita entonces “las colas” tienden
a cero, es decir

+o0
If dFx =0, 7.10
ym, v (7.10)
y
a
lim xdFx = 0. (7.11)
a——oo J_

Usando P3 obtenemos
+oo d
/ dFx = dh'm dFx = dh’m Fx(d) — Fx(b) =1— Fx(b),
b — 00 b — 00

y entonces resulta

—+00 —+00
/ xdegb/ dFx =b(1— Fx (b)) >0.
b b

Luego
+oo
0= lim xdFXSbh'm b(1— Fx (b)) >0.
— 00

b—oo Jp

Luego se deduce (7.10).
(ii) se prueba de manera andloga y se deja como ejercicio. O

Ahora estamos en condiciones de dar una expresién de la esperanza como
sumas de integrales de Riemann.

Teorema. Supongamos que ffooo |z|dFx < oco. Entonces

+o00 0
E(X):/O (1- Fy (x))daz—/ Fx (z) da. (7.12)

Demostracién.
Sabemos que

+o0 0
E(X):/O :rdFX+/ zdFy.

—00

Estudiaremos cada integral por separado. Integrando por partes tenemos
que
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b b
/ mdFX:xFX(x)|8—/ Fx (x)dx =
0 0

b

:be(b)—/O Fx({l:)d.xz

b
:bFX(b)+b—b—/ Fx (x)dx =

° b

:—b(l—FX(b))+b—/0 Fx (z)dx =

b b
—_b(l—FX(b))—i—/O dm—/o Fx (z)dx =

b

= —b(1=Fx )+ [ (1= Fx (@) d.

Luego pasando al limite y teniendo en cuenta el resultado (7.8) se obtiene

/0+°° vdFy — /0+°° (1— Fy (x)) da.

Anélogamente se prueba
0 +o00
/ xdFx = —/ Fx () dx.
—00 0

De esta dos ultimas igualdades se obtiene el Teorema. O
P4. Sean X e Y dos variables aleatorias tal que P (X <Y) =1,y tal
que sus esperanzas F (X), E(Y) existen.
Entonces
E(X)<E(Y).

Demostracién.
Consideremos el evento U = {w : X (w) <Y (w)}. Claramente P (U) = 1
y P(U) =0
Podemos escribir
{X<zaz}=({X<z}nU)U({X <z}nU°.
Siwe{Y <z} NU entonces X (w) <Y (w) <z de manera que
{Y<z}nUc{X<z}nU.
Entonces resulta

{Y <z}nU)U({X <2}nU° C {X <z}
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Tomando probabilidades y teniendo en cuenta que P({Y <z} NU) =
P{Y <z})y P({X <z} NU° =0 se obtiene que

P{Y <a}) < P({X <=},

o bien
Fy (x) < Fx (ZL‘) . (7.13)

Luego
1 - Fy (z) <1 Fy (2). (7.14)
Teniendo en cuenta (7.12) resulta

0

+o0
E(X):/O (1—FX(x))dx—/ Fx (z) dz,

e o]

400 0
E(Y)= / (1—Fy (z)) d:t—/ Fy (z) dx.
0 —o0

y de (7.13) y (7.14) se obtiene el resultado O

P5. Supongamos que P (X = 0) = 1. Por la propiedad P1 es claro que
E(X)=0.

Ahora bien, del hecho de que E (X) = 0 no se deduce que P (X =0) = 1.
. Que condicién podemos agregar para que se cumpla? La propieddad P5
responde a esta pregunta.

P6. E(X)=0y P(X >0) =1 implica que P (X =0)=1.

Demostracién

Supongamos que esta propiedad no n es cierta, luego tendramos una
variable aleatoria X tal que E(X) =0, P(X>0) =1y P(X=0) <
1.Luego teniendo en cuenta que P (X > 0) = 1 obtenemos que P (X > 0) =
P(X>0)—P(X=0=1-P(X>0)=a>0.

Ahora consideremos los eventos A4,, = {X > %} . La sucesién d {4, } es
monotona creciente, A, C Apt1y

{X>O}:UAn;

neN

de manera que
lim P(A,)=P({X >0})=a>0.

n—oo
Por lo tanto existe un ndmero natural ng tal que P(Ap,) > a/2 ¥y

entonces
1

+00 +o0 7 400
E(X)Z/ wdFX:/O xdFX:/O :chX+/ zdFy >

oo 1

0

too 1 [T 1 1
> xdFXZ— dFX:— 1—FX — =
1 nog J_L no no
70

70

1 1
:—P<X>i>:—9>0.
no no



lo cual es un absurdo ya que contradice la hipdtesis. O

Observacion.

La igualdad fj;o xdFx = f0+°o xdFx se justifica teniendo en cuenta
que P(X >0)=1.

7.4. Esperanza de transformadas de variables aleato-

rias
7.4.1. Caso discreto

Sea X una variable aleatoria discreta, Rx surango y px su densidad. Sabemos
que

E(X)= ) apx(z).

TERX

El siguiente Teorema generaliza esta férmula
Teorema. consideremos X un vector aleatorio discreto de dimensién k
y sea ¢ : R¥ — R una funcién medible . Definamos Y = g (X) . Entonces

EY)= ) g(x)px(x).

xERx

Demostracion.
Sea y € g(Rx) = Ry y definamos

Ay={xeRx: gx)=yl=9"{y}).

Es facil ver que la familia de subconjuntos {A,},cr, es una particién
de Rx, es decir Rx = cp, Ay v siy # y entonces Ay N Ay = 0.
Teniendo en cuenta que

py (9) = Px (4) = Y px (%),

X€EA,,

y que para todo x €A, se tiene g(x) =y, obtenemos

EY)=> wv) =Y v> px(x)=

yERy YyERy x€EAy
= > D g)px(x)= Y g(x)px(x)
yERy XeAy XERx

ypor lo tanto queda demostrado el Teorema. O
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7.4.2. Caso continuo

Ahora pasamos al caso absolutamente continuo. Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua y fx su funcién de densidad. Sabemos
que

B(X) = /mxfx (z) dz.

El siguiente Teorema es el analogo al Teorema anterior cuando X es un
vector absolutamente continuo

Teorema. Sea X un vector aleatorio absolutamente continuo de dimen-
sién k, con densidad fx. Sea ¢ : R¥ — R una funcién medible que toma a
lo sumo un numerable de valores y definamos Y = g (X). Luego

“+o0o “+o0o
E(Y) :/ / g (x) fx (x) dzy...dzg. (7.15)

Demostracién.

Como en el teorema anterior consideramos la particién

Ay={x€Rx: gx)=yl=g"({y}).

En este caso RF = Uyer, Ay v si y # ¢’ entonces Ay N Ay = (). Ademds

py (y) = Px(g7 ' ({y}) = Px(4,). Entonces usando que para x €4, se
tiene g(x) =y y que

> Iy,(x)=1

yERy
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obtenemos

E(Y)="> ypv(v)

yERy
- Z yPx (4y)
yERy
:yGZRY / / fx (x) dzy...dxy,
-5 /- / yfx (%) doy...da
E S
:y;!; / / x) L4, dxy...dzy,
/ /k x) fx (%) [ Y Ia,(x) | day...day =

YyERy

/ / d,Il .dx; O

P7. Sea X una variable aleatoria. Entonces para todo numeros reales
cy A

) E(X+c)=FEX)+ec
(il) E(AX) = AE(X).
Demostracion.

(i) Sea Y = X + ¢. Sabemos que Fy (z) = Fx (x — ¢). Entonces inte-
grando por partes, haciendo el cambio de variable x = y — ¢ y sumando y
restando Fx () z|2~¢ se obtiene

b b
/deYZyFY(y) |g—/ Fy (y)dy
b
—ny<y—c>|2—/ Fx (y— ) dy =

a
b—c

—bFy (b—¢)— aFy (a—c) — / Fx (2)dz + Fx (2) 2t~ — Fy (z)a]

—C
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Luego, integrando por partes resulta

b—c b—c
- Fx (z)dx = xFx (z)|°~¢ — / xdFx =

a—c
b—c
——(b—c)FX(b—c)+(a—c)FX(a—c)+/ xdFx
b—c -
:—FX (x)a:l;:f:—k/ xde.

Reemplazando y cancelando algunos términos obtenemos

b b—c
/ ydFy =bFx (b—c¢) —aFx (a—c¢) — Fx (:c)mgi+/ xdFx 4+ Fx (z) 2|26 — Fx (x) z|"
a a—c
b—c

:bFX(b—c)—aFX(a—c)—i—/ 2dFy — (b—¢) Fx (b—¢) + (a— ¢) Fx (a—¢)

a—c

b—c
:/ xdFx 4+ cFx (b—c¢)—cFx (a—c).

—C

Finalmente pasando al limite se obtiene el resultado

b b—c
EY)= lim / ydFy = lim [/ xdFx +cFx (b—c)—cFx (a—c)| =

a——00, b—+00 a——00, b—+00 —c

=F(X)+cO
La prueba de (ii) se deja como ejercicio.

Recordemos el concepto de convergencia uniforme
Definicién. Sea (fy,),,~; una sucesion de funciones definidas sobre [a, b] .

Se dice que la sucesién de funciones (fy),,~; converge uniformemente a la
funcién f sobre [a,b] si i para cada e > 0 existe ng € N tal que si n > nyg
entonces para todo x € [a, b]

[fn(2) = f(2)] <e.

Observacion.

La diferencia con la convergencia puntual es que el ng en este caso sirve
para todo x, es decir s6lo depende de .

La convergencia uniforme implica la puntual pero no al revés. En partic-
ular nos interesa la convergencia uniforme de variables aleatorias. Hacemos
notar que el limite puntual de funciones medibles y en consecuencia el uni-
forme es una funcién medible.

Notacion: En el caso de que la convergencia sea uniforme escribiremos
X, = X.
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Teorema. Sea (X,),~; una sucesién de variables aleatorias que con-
vergen uniformemente a una variable aleatoria X. Supongamos que F (X)
existe. Entonces

lim E(X,) = E(X).

n—-+00
Observacion
La existencia de E (X) implica la existencia de E (X,,) para todo n a
partir de un valor nyg.
Demostracion.
Teniendo en cuenta la convergencia uniforme dado € > 0 existe ng € N
tal que si n > ng entonces

sup | X, — X| < e.
Esto significa si n > ng entonces
| X, — X| <e,

o bien
X —e< X, <X +e.

Por la monotonia de la espereanza y P7 se obtiene que si n > ng entonces
EX)—e<E(X,) <E(X)+e.

Por lo tanto lim E(X,,) = E(X). O

Teorema. Sea X = (X1, Xo, ..., X§) un vector aleatorio absolutamente
continuo con funcién de densidad fx y g : RF — R una funcién medible
arbitraria. Si definimos la variable aleatoria Y = ¢ (X) entonces

E0= [T T i

Observacion.

La misma afirmacién la probamos anteriormente para una funcién med-
ible que asume un nimero a lo sumo numerable de valores. También hay
que observar que la variable aleatoria Y no tiene por qué ser absolutamente
continua, pues g podria ser constante y en tal caso Y discreta.

La estrategia de la siguiente demostracién es la siguiente y se usa a
menudo: Se aproxima uniformemente la variable por una sucesién de vari-
ables cuya esperanzas satisfacen la propiedad en cuestion. Luego se pasa al
limite haciendo uso del resultado que asegura que si X,, converge uniforme-
mente a X entonces F(X,,) converge a E(X)

Demostracion.

Sea g, la funcién definida de la siguiente manera. Dado x, existe algin
erntero ¢ tal que

. -
i<9(ﬂ«")§“r :
n n
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Luego definimos

1+ 1
gn (T) = n
Teniendo en cuenta que g, ' (%) =g! ((%, %]) se ve que para cada

n, gn es una funcién medible Borel. Definimos la variable aleatoria Y, =
gn (X) . Teniendo en cuenta que

1
90 (2) —g ()] <
se obtiene que Y, = Y.

Como ya hemos demostrado este teorema para funciones g que toman
un numerable de valores, se tendra

B /_:O /_ :O gn (%) fx (x) dx.

Como, por el teorema anterior lim,,_,., E(Y;) = E(Y'), bastard probar

+o0 +oo +oo +oo
lim / x) fx (x)dx = / / (x) dx.
n—-+oo

(7.16)

Luego obtenemos

’/*00 /ﬁo x) fx (x) dx— /m
B ’/:o /J:O (gn (x) — g (x)) fx (x) dx
= /:’O/J:O [(gn (%) — g (x))] fx (x) dx
= %/;“/;OO fx (x) dx:%y

=1

y por lo tanto se cumple (7.16) O

Ahora vamos a probar la linealidad de la esperanza.

Teorema. Supongamos que X e Y son variables aleatorias con esperanza
finita. Entonces para todo escalar o y (8 vale que

+o0
(x) dx

E(X+pY)=aFE(X)+BE(Y).

Observacion.
Para su demostracién utilizaremos la misma estrategia comentada ante-
riormente.
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Demostracién.

Sean X e Y variables aleatorias discretas con esperanza finita. Definimos
Z=aX+8Y yg:R2 =R

g(z,y) = ax + By.

Entonces si X =(X,Y) se tiene que Z = ¢ (X). Sabemos que para el
caso discreto vale

E(Z)= Z 9(x,y)pxy) (T,y) = Z (az + BY) px,y) (T,y) =

(z,y)ER(x,y) (z,9)ERx,v)
=a Z zpx,y) (2, y) + 6 Z ypxy) (2,9) .
(z.y)ER(x,v) (z.y)ER(x,v)

Si probamos que

Z TP(X,Y) (l‘,y) =E (X)a

(z,9)ERx,v)

> wpxy) (@) = E(Y).
(:C,y)ERx

se obtiene la linealidad para el caso discreto.

Bastard probar la primera de estas dos ecuaciones. Consideremos la
proyeccién a la primer eje, g1 : R> — R donde g1 (z,y) = 2. Observando
que X = g1 (X), tenemos

EX)=E@X)= >  a@yprxy (=)
(z,y)ERx,v)
= Z TP(X,Y) (z,y).
(z,9)€Rx,v)

que es el resultado buscado.

Ahora bien, si X e Y son variables aleatorias arbitrarias, entonces pode-
mos definir dos sucesiones de variables aleatorias (Xp)n>1 € (Yn)n>1 tal que
X=X, yY,=2Y .

Més precisamente si X (w) € (L; 2] definimos X, (w) = ! ; 1. Es facil
ver que

X (@) = X @) <=

Andalogamente definimos Y,,. Ambas convergencias son uniformes, de
manera que (aXy + 3Y3),~; converge uniformemente a la variable aleatoria
aX +8Y =Z.
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Para el caso discreto vimos la linealidad, es decir
E (aX, + 08Y,) = aE (X,) + BE (Y,,).

Entonces teniendo en cuenta esa propiedad y del resultado que asegura
que si X,, converge uniformemente a X entonces F(X,) converge a E(X)
se obtiene

lim E (aX, + 8Y,) = E (aX + BY).

n—oo

Como ademas

nhigoE (Oan + BYn) - nhjglo (aE (aXn) + BFE (Yn))
= anlingoE (Xn) + BE (Yn)
=aBE(X)+BE(Y),

se prueba la tesis O.

7.5. Esperanza del producto de variables aleato-
rias independientes

Otro problema interesante es estudiar la esperanza de un producto de
variables aleatorias. Si las varaibles aleatoria X e Y tienen esperanzas finitas
y definimos la variable aleatoria Z = XY entonces no preguntamos jcuando
vale que F(Z) = E(XY) = E(X)E(Y)? Una condicién suficiente es la
independencia de las variables X e Y.

Teorema. Sean X e Y variableas aleatorias independientes con esper-
anza finita. Si Z = XY entonces

E(Z)=E(XY)=E(X)E(Y).

Observacion
La estrategia para su demostracién vuelve a ser la misma que antes.
Demostracién

En principio lo probaremos para el caso discreto. Luego aproximaremos
uniformemente y finalmente pasaremos al limite.

Sean X e Y variables aleatorias discretas independientes con esperanza
finita y definamos ¢ : R? — R

g (z,y) = zy.
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Entonces Z = g (X). Sabemos que

E(Z)= Y. g9@ypxy) (@)
(z,y)ER(x,Y)

= > apxy) (@)
(z,y)eRXny

— Z (zpx (z)) (ypy (v))

(:C,y)ERXny

= Z zpx () Z ypy ()
:EGRX yGRy

— E(X)E(Y).

Observemos que Ry y) C Rx X Ry pero para (z,y) € Rx X Ry —R(xy)
se tiene p(x y)(7,y) = 0, lo que justifica la segunda igualdad. La tercera
se justifica por el hecho que dado que X e Y son independientes se tiene

pxy)(w,y) = px(v)py () -

Ahora vamos a dar la prueba para una variables aleatorias cualquiera.
Dada una funcién medible g : R¥ — R existe una sucesién de funciones med-
ibles {gn }n>1 que asumen un nimero de valores a lo sumo infinito numerable
tal que |g, — g] < %

Utilizaremos esto con la funcién identidad. Es decir, existe una sucesion
de funciones medibles {gy, }n>1 cada una con un sélo valor £ tal que |gy () —
x| < %

Sean X e Y independientes y consideremos las sucesiones de variables
aleatorias discretas g, (X) = X,.e Y, = ¢, (Y). Dado que g, es medible y
X e Y son independientes, se tiene que X, e Y, son independientes.

Luego, por el caso anterior

E(X,Y,) =E(X,) E(Y,).
Ahora teniendo en cuenta que X,, = X, ¥, =Y
lim F(X,Y,) = lim F(X,) lim E(Y,))=E(X)E(Y).

n—oo n—oo

Luego basta probar que lim, . E (X, Y,) = E(XY). Para ver esto
observemos que

B (XaYa) — E(XY)| = |E(X,Y, — XY)|
< E|X,Y, — XY|
= E|X,Y, — X,Y + X,,)Y — XY|
—E|X, (Y, —Y)+Y (X, — X)|
< B (X, (Yo~ Y)| +]Y (X, - X))
< E(| Xl [Ya — Y]) + E([Y]|X, - X]).
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Por la convergencia uniforme existe ng € N tal que si n > ng entonces

€ €
Yo = Y| < g—rmt= s [Xn — X| < 5=~ v ademds que E (| Xy[) <
2(E(1X]) +1) 2E (Y1)
E(|X])+ 1.
Luego

|E(XnYn) = E(XY) | < E(|Xu| [Yo = Y]) + E([Y]|Xn — X]) <

<mix|Y, - Y| E(|X,]) + méx | X, — Y| E(]Y]) <
3 &

<smmen e EXD+ D+ o= (BE(Y]) =¢,

T 2E(X)+1) 2E(JY])

y se obtiene el resultado buscado O.

Damos a continuacién un ejemplo que muestra que la reciproca es falsa,
es decir de la propiedad E (XY) = E(X) E (Y) no se deduce la indepen-
dencia de las variables.

Consideremos un vector (X,Y) discreto tal que R(xy) =
{(-1,0);(1,0); (0,-1);(0,1)} y tal que p(x,y) = 1/4 para cada (x,y) €
Rixy). Seag(x,y)=zyy Z=XY =g(X,Y)

Como para todo (z,y) € R(x,y), se tiene xy = O,resulta P(XY =0) =
1. Luego F (XY) = 0. Tambien se ve que Rx = {—1,0,1} y px(—1) =1/4,
px(0) =1/2y px(1) = 1/4. por lo tanto que E (X) = —1(1/4) + 0(1/2) +
1(1/4) = 0. De manera que se cunmple E (XY) = E(X) E(Y) = 0. Pero
X e Y no son independientes pues px (1) = 1 = py (1) y dado que (1,1) ¢
Rixy) se tiene p(xy)(1,1) =0.

Sin embargo si X, Y fueran independientes debiera cumplirse

11 1
pexy) (L1) =px(1/4)py (1/4) = 27 = 7
de donde resulta una contradicciéon. Por lo tanto X e Y no son independi-
entes..

7.6. Esperanza de distribuciones sinétricas

El concepto de esperanza matemadtica esta ligado con el valor central de
la distribucién Ciertas variables llamadas simétricas tienen un centro natural
. Por ejemplo aquellas que tienen densidad simétrica respecto a un punto.

Definicion. Dada una variable aleatoria X cualquiera, se dice que tiene
distribucion simétrica respecto de p si

Px (=00, = 2]) = Px ([ + x,00)). (7.17)
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Proposicion. X tiene distribucién simétrica respecto de pu si y solo si
Y = X — p tiene distribucién simétrica respecto de 0.
Demostracion. Se tiene

Px((—oo,p—a]) = P(X < p—x)
=PY < —x)
= Py ((—o0, —z]),

Px([p+z,00)) = P(X =2 p+2)
=P(Y >=x)
= Py ([z,00)).

Luego Px ((—o0, u—x]) = Px([pu+z, 00)) es equivalente a Py ((—o0, —x]) =
Py ([x,00)) y por lo tanto la proposicién es cierta O.

Proposicién (i) Si X es absolurtamente continua, entonces X tiene
distribucién simetrica respecto de p si y solo si

fx(p—2)=fx(p+2). (7.18)

(ii) Si X es discreta, entonces X tiene distribucién simetrica respecto
de p siy solo si
px (p—x) =px (n+xz).

Demostracidn. Solo probaremos (i) Para facilitar la demstracién aunque
no es necesario, supondremos que fx es continua y por lo tanto

Fx(x) = fx(2). (7.19)
Sea X absolutamente continua simétrica respecto de p satisfaciendo
(7.19). En este caso (7.17) es equivalente a
Fx(p—z)=1-Fx(p+z),
y derivando se obtiene
—fx(p—x) = —fx(p+ ),

y por lo tanto
fx(p =) = fx(p+ ).
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Supongamos ahora que X satisface (7.18), entonces

pn—zx

Px (=00, 11 — 2]) —/ Fx(2)dz

—00

u—x
=/ fx(p—(p—2))dz

—o0
pn—z

— / St (- 2))de (7.20)

_ /i Fx(2p— 2)dz.

Haciendo la transformacién w = 2u — z se obtiene

[ o= g == [ ity

—0o0 oo
o
= fx(w)dw
At
= Px([pu + x,00)). (7.21)
De (7.20) y (7.21) resulta (7.17), y por lo tanto X es simétrica respecto
de p O.
Teorema. Si X es simétrica respecto de p y E(X) existe y es finita,
resulta F(X) = p Demosracién. Lo demostraremos unicamente en el caso

de que X sea absolutamente. Supongamos primero que = 0, y por lo tanto
por (7.18) fx(—xz) = fx(x). Luego

400 0 +o0
E(X):/ fx (x)dx:/ fx (w)dw—i—/ﬂ ofx (2)de,  (7.22)

y haciendo el cambio de variable y = —x, dy = —dz,resulta
0 0
| atx@de= [ ux@)ay

Z—/ooyfx(y)dy
0

=— /00 zfx (z)dz. (7.23)

-0

Luego de (7.22) y (7.23) resulta E(X) = 0. Tomemos ahora X simétrica
respecto de u. Por el resultado anterior Y = X — u es simétrica respecto de
0. Luego E(Y) =0 = E(X) — u, Luego E(X) = p O.

La esperanza de una variable aleatoria es una caracterica de su distribu-
cién que describe un valor central. Sin emargo, variables aleatorias con
distribuciones muy distintas pueden tener la misma esperanza. Por ejemplo
puden diferir en como su dispersan los valores que toma la variable alrededor
de la esperanza: pueden estar mas o menos dispersos. Esto nos lleva a definir
otras caracteristicas, en particular caracteristicas de dispersion.
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7.7. Mediana de una variable aleatoria.

Dijimos que la esperanza describe un valor central de una variable aleato-
ria. En particular, si la variable aleatoria X es simétrica y tiene esperan-
za finita, entonces esta coincide con su centro de simetria. Una desventaja
de la esperanza es que es muy inestable; es decir es muy sensible a las
pequeiias perturbaciones; pequenos errores en las observaciones se ven refle-
jados dramaticamente en los valores de la esperanza.

Otra desventaja se refiere al hecho de su posible no existencia. Puede
ocurrir incluso que la distribucién sea simétrica y su esperanza no exista.
Un ejemplo de ello es la distribucién de Cauchy cuya funcién de densidad es

11
ol 422

fx (z)

El grafico de esta densidad es parecido a la de la densidad normal aunque
las colas tienden a 0 mas lentamente. Es una funcién par y por lo tanto
simétrica respecto del eje y. Esta distribucién no tiene esperanza puesto que
un célculo sencillo prueba que

1 [t 1 1 (0 1
— T 2dx:—— T dxr = 4o0.
T Jo 1+ T ) oo 1+ a2

Por lo tanto la simetria no garantiza la existencia de la esperanza. En
este sentido no es una buena medida de centralidad.

Otra medida de centralidad es la mediana. Si existe un valor que deja la
misma probabilidad a su derecha que a la izquierda, ese valor es la mediana.
Esto se podra lograr siempre en el caso de una variable aleatoria continua.
Si X es simétrica y existe la esperanza entonces la mediana coincide con
la esperanza y ambas con el centro de simetria. Una definicién general de
mediana es la siguiente

Definicion. Se dice que m es una mediana de la variable aleatoria X si
se cumple que

(i)

P(X>m)>

N =

y
(i)
P(X <m)>

N[ =

Veremos que siempre existe, y que si no es Unica, el conjunto de las
medianas es conexo, es decir es un intervalo en R.
Para mostrar esto necesitaremos recurrir a la funcién

F)zl(y) = inf A,
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donde A, = {z : Fx () > y}. Hemos visto que el infimo es en verdad un
minimo, de manera que Fy (Fy 1 (y)) =y es decir

P(X <Fx'(y) >y (7.24)

Probaremos ahora una propiedad adicional
Lema
P(X>Fx'(y)>1-y. (7.25)

Demostracién. Sea z < Fi' (y), entonces, dado que Fi' (y) es el minimo
de A, se tiene que Fx (z) <y

Luego si ponemos x = Fgl (y) — =< Fgl (y) obtenemos
n

Fx (FX1 (v) - 1) <y

n

es decir

La sucesion de eventos
_ 1
A ={X < Fy' () -~}

es mondtona no decreciente y ademas

U A= {X < Fy' ()}

n=1

Luego pasando al limite se tiene

1
lim P (X < Fy'(y) - —> <y,
n—oo n

y ademas

lim P <X < Fy'(y) — —> =P ({X <F¢'(y)}).

n—oo

Por lo tanto

o equivalentemente

PUX > F5' ) 21—y,

a.
Teorema. Sea X una variable aleatoria y F'x su distribuciéon. Entonces
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(i) '
Fgt (=
¥ (3)
es una mediana.

(ii) Si m es mediana de X entonces

1

(iii) Si m1 y mg son medianas de X entonces para todo m € (mjy, ma),
m es mediana de X.

Demostracién

(i) Se deduce de (7.24) y (7.25 tomando y = 1/2

(ii) Si m es otra mediana, entonces como P (X < m) > 1/2, resulta que
m € Ay . Como F~1(1/2) = inf Ay /o resulta F1 (%) >m

(iii) Se deja como ejercicio.O

También se propone como ejercicio dar ejemplos de distribuciones en los
que el intervalo de las medianas sea cerrado a derecha y ejemplos en los que
sea abierto a derecha.

En el caso de que se trate de un intervalo podemos definir la mediana

cental como el punto medio del intervalo. Es decir si el conjunto de medianas

es el intervalo [a,b) o el [a,b]; la mediana central es m.(X) = a ; b.

7.8. Varianza de una variable aleatoria.

No sélo nos interesan definir medidas de centralidad como la media y la
mediana, sino también cuan dispersos estan los valores que toma la variable
alrededor de un valor central.

Tampoco existe una unica manera de medir dicha ”dispersién”. Consid-
eremos una variable aleatoria X. Podriamos considera la distancia entre los
valores que toma X y su esperanza, es decir | X — E (X)| y como esuna vari-
able aleatoria calcular su esperanza FE (|X — E (X)|). Sin embargo, dado
que la funcién valor absoluto no es derivable en el origen, sera conveniente
reemplazarla por la funcién cuadratica.

Definicion. Definimos la varianza de la variable aleatoria X

Var (X) = E (X — E(X))?).

La desviacion tipica de una variable aleatoria X se definida como la raiz
cuadrada de la varianza

ds (X) =/ Var (X).

Observacion.
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Es Inmediato observar que Var(X) > 0 pues se trata de la esperanza de
una variable aleatoria no negativa. También es claro que siempre existe si
admitimos como medida el valor 4o0.

La varianza tiene las siguientes propiedades

P1 Var(X) = F (X?) - E*(X).

Luego para el caso discreto resulta

Var (X) = Z *px (x) — Z xpx (x),
TERX TERX
y para el continuo
oo

Var(X):/ $2fx($)dx—/ xfx(x)dx.

—00 —00

(e o]

Demostracién.
Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza, se obtiene que:

Var (X)=F ((X — E(X))2)

=F (X?-2E(X) X + E* (X))
= E(X? —-2E(X)E(X)+ E*(X)
=F(X?) - E*(X).

Dese luego consideramos dichas expresiones solo en caso de que estén
bien definidas.O

P2. Var(X) =0 es equivalente a P (X = FE (X)) =1.
Demostracién. Supongamos Var(X) = E (X — E(X))?) = 0. Como
(X — E(X))? es no negativa, resulta que

P ((X ~E(X))?= 0) =1
Esto equivale a que

P(X —E(X)=0)=1,

P(X=E(X)) =1
Se deja como ejercicio probar que si
P(X=EX)) =1,

entonces Var(X) = 0. Para eso obsérvese que la variable aleatoria (X —
E (X))? es cero con probabilidad uno.O

P3. Sea X una variable aleatoria y Y = aX + 3, con «, 3 escalares.
Entonces Var(Y) = a?Var(X) .
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Demostracién. Como E(Y) = aE(X) + [ resulta

Var(Y)=FE
= E((aX + 8 — (aB(X) + 5))?)
= E ((o(X = E(X))?)
=o’F (X — B(X))?)

O

Se mostrard que en el caso de suma de variables aleatorias independi-
entes, la varianza es aditiva.

P4. Sean X e Y variables aleatorias independientes. Luegosi Z = X +Y
resulta Var(Z) =Var(X)+Var(Y).

Demostracién. Tenemos

Var (Z) = E ((Z — E(2))?)
=E((X+Y-E(X)-E(Y))?)

—E(I(X - E(X)+ (Y ~E)])
=B ((X - >+2E (X = EX)(Y —E(Y)]+ E((Y - E(Y))?)
— Var (X) + 2E[ X — EX)(Y — E(Y))] + Var (Y).
Luego, bastar probar que
E[(X — EX)(Y = E(Y))] = 0.
Usando la independencia de X e ¥ y teniendo en cuenta que
E(X -EX)=0=E(Y — EY),
resulta

E[(X-EX)(Y—E(Y))]=E(X -EX)E(Y — E(Y))
= 0. (7.26)

o
7.9. Covarianza

La ecuacién (7.26) motiva la definicién delconcepto de covarianza:
Definicion. Sean X e Y variables aleatorias. Se define la covarianza de
X eY como

Cov(X,Y)=E(X —EX)E(Y — E(Y)).
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La siguientes propiedades P5 y P6 son inmediatas

P5. Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y) + 2Cov(X,Y).

La reciproca es falsa : la covariaza igual a cero no garantiza la in-
dependencia de las variables. Para esto revisar el contraejemplo de que
E(XY)=EX)E(Y).

P6. Si X | Y son independientes, Cov(X,Y) =0

Diremos quedos variables aleatorias X e Y estan positivamente correla-
cionadas si Cov(X,Y) > 0 y negativamente correlacionadas si Cov(X,Y) <
0.

SiCov(X,)Y)=E(X-EX)EY-EY))>0 X—-EXyY—-E(Y)
tienden a tener el mismo signo, es decir tienden a situarse del mismo lado
de sus respectivas esperanzas. Lo contrario ocurre si Cov(X,Y) < 0.

P7. Si X e Y son variables aleatorias y ponemos X' = aX + (3 e
Y’ =~Y + 6 entonces

Cov (X',Y') = ayCov (X,Y).
Demostracién. Para probar obsérvese que

X -E(X)=aX+8-(aE(X)+8)=a(X - E(X)),
Y -E(Y)=79Y +6—(1E(Y)+8§) =7 —E(Y)).

Luego

E((X' —E (X)) (Y —E(Y')) = E(cyE(X — E(X)) (Y — E(Y)))
= ayE(E (X - E(X)) (Y - E(Y))).

de donde se obtiene el resultado enunciado.O

Ahora enunciaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para variables
aleatorias.

Teorema. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. Sean X e Y variables aleato-
rias. Entonces si las varianzas de ambas variables son finitas

E*(XY)<E(X?) E(Y?), (7.27)
y la igualdad ocurre si y solo si existe a tal que P(Y = aX) = 1. Ademés
Cov*(X,Y) < Var(X)Var(Y), (7.28)
y la igualdad ocurre si y solo si existen escalares a, 3 tal que
P(Y=aX+p)=1. (7.29)
Demostracién.
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Sea Z =Y — aX. Entonces
Q(a) = E(Z%) =a’E (X?) + E (Y?) = 2aE (X,Y) > 0.

es un polinomio no negativo de segundo grado en « y como tiene a lo sumo
una raiz su discriminante es no positivo

A=4E*(XY)—4E(X?*)E(Y?) =4(E*(XY) - E(X?*)E (Y?)) <0.
Luego
E*(X,Y)-FE*(X)E*(Y) <0,

y se obtiene el resultado.

La igualdad se cumple si A = 0. Esto ocurre si y solo si existe un 1inico
a tal que Q(a) = 0. Esto es equivalente a que E((Y — aX)?) =0, y esto a
que P(Y =aX) =1

La desgualdad (7.27) se obtiene aplicando (7.28) a X* = X — E(X) y
Y* =Y — E(Y). Luego resulta que la correspondiente igualdad se cumple
si v solo si existe a tal que

PY—-EY)=a(X-EX)) =1
Poniendo 8 = E(Y') + aE(X) , esto es equivalente a (7.29). O
Definicion. Dadas las variables aleatorias X e Y se define el cuadrado

del coeficiente de correlacion y se denota por p?(X,Y) a

Cov? (X,Y)
pXY) = Var (X) Var (V)

También definimos el coeficiente de correlacion entre X e Y por

p(X,Y) =

De Cauchy-Schwarz se deduce la siguiente propiedad:
P7.0 < p(X,Y)2 <1y —1<p(X,Y) < 1. Ademas p(X,Y)? = 1 es
equivalente a que para algun « y [ se tenga P(Y = aX + 3) = 1, es decir
a que haya una relaciéon lineal perfecta entre las variables X e Y.

7.10. Distribucién Normal Bivariada.

Calcularemos ahora E(Y) y Var(Y') para una variable Y con distribucién
N (u,0%).

Teorema. Si Y ~ N (p,0%) entonces E(Y) = py Var(Y) = o2
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Demostracién. Tomemos primero una variable X con distribucién N (0, 1).
Mostraremos que E(X) =0y Var(X) = 1. La densidad de X es

_ 1 6712/2
f($) - (271')1/2 .

Como X es simétrica respecto de 0, para mostrar que E(X) = 0, bastara
mostrar que E(|X]|) < oo. Tenemos que

B(XD) = [ lalf(@)ds

- 2/000 2f(z)dx

2 > —x2/2

Definamos u = 22/2. Luego du = x y entonces calculemos la integral
indefinida
/:Ue_xz/gdx = /e_“du

= —e 72 (7.31)

Luego por (7.30) y (7.31) se tiene

00 21/2 22 /9001 21/2
/Qﬂf(x)dw_ 7" ], = <o

Vamos ahora a calcular la integral indefinida

/56269”2/2(1:1:.

Haciendo u = z y dv = xe"”Q/Qd:E, se tiene du = dx y por (7.31) v =

—e7/2, Luego
/3:26"”2/2d:13 = /udv

—uv—/vdu

— _ge /2 + /e_”:2/2d3:.

Luego

Iy —z2/2 a2

/xex/dx:—[xex ]‘10004—/ e 2,
—00

—00
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y como [ze~* /2] =0, resulta

/ xQeIZ/Qda::/ e 2y

Var(X) = /OO 22 f(x)dx

—0o0

1 ey
“ [

1 > —z2/2

= h f(x)dx

1.

Entonces se tiene

De acuerdo a su definicién, la distribucion N (,u, 02) es la distribucién
de Y =0X+pu, con X ~ N(,u,ch). Luego E(Y)=0cE(X)+pu=pny
Var(Y) = o?Var(X) = o20.

Observacién De acuerdo a este resultado, los parametros de una dis-
tribucién normal coinciden con la esperanza y la varianza.

Vamos a definir una distribucion bivariada normal con medias, varianzas
y covarianzas arbitrarias.

Queremos definir la distribucién conjunta de un vector Y = (Y7, Ys) de
forma tal que Y7 ~ N (p1,0%) y Y2 ~ N (pg,03) , y tal que Cov(Y7,Ys) =
012. Los valores pq, ug,a% > 0,05 > (0 y 012 son arbitrarios aunque como
veremos se tendran que cumplir ciertas restricciones.

Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz se debera tener
que que 02, < 0?02. Ahora bien si queremos una distribucién bivariada
absolutamente continua, no podrd cumplirse 0%2 = O’%J%, ya que en este
caso (Y1,Y2) estaria sobre una recta que es un conjunto de superficie 0.
Luego se debera cumplir 03, < 0703.

Sea la matriz 3 definida por

2
5= < o1 912 )
Jg12 02
2.2 2
Luego det (X) = o705 — a1y > 0.

Definamos la matriz de covarianza del vector Y por

_ Var(Y1)  Cov(Y,Ya)
XY = ( Cov(Y1,Ys)  Var(¥i) )

Como det(X) = 0303 — 0% > 0y 02 > 0,3 resulta simétrica y definida
positiva. Luego tiene al menos una ”raiz cuadrada” en el sentido de que
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existe una matriz ( no unica)

tal que
Y = AAY,

donde A? designa su transpuesta.. Definamos el vector Y =AX + p donde

1 X1
= ’X: N
()= ()

siendo Xj, y Xo variables aleatorias independientes N(0, 1). Entonces ten-
emos el siguiente Teorema
Teorema.
(i) Y1 tiene distribucién N(u1,0%) y Yz distribucién N(uz, 03)
(ii)COV(Yi, Yj) = 012
(iii) La densidad del vector Y esta dada por
1 -1

P exp <7 (y-mw's"(y- M)) :

fly) =
27 det

(iv)Ls forma cuadratica Q(y) = (y — )" ' (y — p) es igual a

1

2 2 2 [(y1 - “1)2 ‘73 + (Y2 — M2)2 U% —2(y1 — ) (y2 — M2)0’12] .
oio3 (1 —p?)

Demostracién.
Observemos que el vector Y satisface

Y1 = a1 X1 + a19Xe + p1,
Yo = a1 X1 + aaXa + pea.

Como E(X;) = E(X2) =0, resulta
EW1) = m, E(Y2) = pa.

Ademas como cov(Xi, X2) = 0, Var(X;) =Var(X3) = 1,resulta

Var(Y1) = a2, Var(X1) + a3, Var(Xy)

_ 2 2
= aj +aj.

Similarmente
Var(Y) = a3; + a3y,
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y como E(X1X3) =0.

Cov (Y1,Y2) = E((a11X1 + a12X2)(a21 X1 + a22X?))
allaglE(X%) + algaggE(X%) + (a12a21 + allagg)E(Xng)

ailaz1 + aiea2.

Luego
2 2
Yy = ( aiy + afp allagl + a;zam )
aj1ag1 + a12a22 az + ap
= AAT
=X

2
. 01 012
= 2 .

De acuerdo a lo que ya sabemos como Y7 e Y5 son conbinaciones lineales
de normales independientes seran normales. Luego de acuerdo a los cédlculos
realizados de esperanzasy varianzas se cumplird que Y7 es N(ul,a%), Y5 es
N(u2,03) y ademds Cov(Y7,Ys) = 012. Esto prueba (i) y (ii).

Vamos a calcular la distribucion conjunta del vector Y.

Comencemos escribiendo la distribuciéon conjunta del vector X. Como
X1 y X5 son independientes, la distribuciéon conjunta de X es el producto

de las marginales.
1 .2 2
0 o () o ()

1 — (2% + 23)
= —eX _—
or P 2
1 1,
= 5o eXP | XX |,

donde xx’ = ||x]|2.
Teniendo en cuenta que X =A~! (Y — p) se obtiene que el Jacobiano
1
J = Tt ()" Ademés, como ¥ = AA! se obtiene que det (4)? = det () o
1
sea det (A) = det (E)% y por lo tanto J = ————.
det (X)2

. -1 ,_ _ .
Entonces teniendo en cuenta que (At) A~1 =371 y usando la férmula
para transformaciones de vectores aleatorios, resulta

- 1 ox —_1 NI S e A
P = e (o (4) 4 )

- e (Zy-wiziy-w).

= ordet (D)3 p<2 Y—n)' X (v u))
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Calculemos el determinante de X

2
det (X) = 0203 — 03y = 0203 (1 - 02122> = o303 (1—p?).
Luego la inversa de ¥ viene dada por

otos (1—p%) \ —o12  of

Entonces la forma cuadratica se puede escribir como

1 o3 —0o
ty—1 t 2 12
— Z — = — _— —
y-w'E y-p=0-pn oy ) ( o1z o? ) (y = n)
(1~ ) 0F + (g2 — ) -
oios (1—p?) 2 !

2(y1 — pa) (Y2 — p2) 012).-
Luego se tiene
(y—w)'S(y—n

1 gy — )’ (g — o)’ 012
:1—p2<( 2 . P L 5 (Y1 — 1) (y2 — p2)
2

01 g5 g10

:1—p2 2 + 2

U (= m)” | (2—p)® o P

5 (y1 — 1) (2 — m)) :

0.

Observacién. El Teorema anterior se demostré para el caso de dos
variables. Sin embargo la densidad normal multivariada de cualquier dimen-
sién tiene una expresion similar al punto (iii).

Observacién. El maximo valor de fy se logra cuando se hace minimo
el exponente de la exponencial, esto es en y = p. Por otro lado las curvas
de nivel fy (y) = ¢ (c constante) son elipses cuyas direcciones principales
vienen dadas por los autovectores de ¥, Si la Cov(Y7, Y2) = 0 entonces, la
matriz ¥ es diagonal y las direcciones son paralelas a los ejes coordenados.

Definicion. Se dice que el vector Y tiene una distribucion normal bivari-
ada con media p y matriz de covarianza ¥, que se denotara por N (u,X) si
su funcién densidad es

R N (et VI e DA
fY(Y)_zwdet(Z)% p<2 (y—w)'2 " (y u))-
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Capitulo 8

Teoria de la Prediccion.

8.1. Error cuadratico medio y predictores 6ptimos

En esta seccién veremos como utilizar ciertas variables conocidas para
predecir otras variables que no se pueden observar en un determinado mo-
mento. Por ejemplo se quiere predecir la cantidad de lluvia que manana
caera en determinada region, utilizaré otras variables que se puedan medir
hoy. En algin sentido quisiéramos encontrar el predictor que se aproxime
mas a la variable a predecir, entre todas los predictores pertenecientes a
un conjunto dado.

Sea P un conjunto de predictores para la variable aleatoria Y que forman
un espacio vectorial. Cada elemento de P es una variables aleatoria observ-
able. Supongamos que se quiere predecir a Y a través de Y € P. ;Cémo se
puede medir la bondad de un predictor Y cualquiera? Se pueden considerar
las siguientes alternativas

Definicion. El error cuadrdtico medio del predictor Y para predecir Y

ECM (?,Y) —E <<Y—?>2>

y el error absoluto medio

esta dado por

EAM (?Y) _E ((Y _ 17)) .

Si usamos como criterio de bondad de un predictor el error cuadratico
medio, diremos que Yy € P es es un predictor optimo de Y en P , si dado
otroY € P se tiene

ECM (?0 Y> < ECM (?,Y) .

A continuacién damos un criterio suficiente para obtener un predictor
6ptimo usando el criterio del error cuadréatico medio.
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Teorema. Una condicién suficiente para que Yy € P sea un predictor
optimo usando el criterio del error cuadratico medio es que

E((Y—%) ff) =0 (8.1)

para todo ¥ € P. Ademsds, si Y satisface (8.1), es esencialmenteel tnico
predictor éptimo. Es decir si Y € P satisface ECM ()70, Y) =ECM (?, Y>
entonces P <)A/ = }Afo> =1.

Observacion. R

La condicién (8.1 se puede interpretar como que (Y — Y{ ) es ortogonal a

todo elemento de P cuando el producto escalar esta definido por < Y, X >=
E(Y X) en el espacio de Hilbert de las variables aleatorias.

Demostracién

Sea Y € P. Entonces

ECM (?,Y) :E<<Y—?)2> —E <[(Y—)70) + (170_1?)]2> _
() o (7)) e () ()

Usando la condicién de ortogonalidad, como 170 —Y € P se tiene

B (- 7) (v 75)) -0

y luego

y por lo tanto )70 es Optimo.

~ ~ N2
Ademas si Y fuera también 6ptimo se tendria FE ((Yg — Y) ) =0y

siendo (?0 — ?)2 > 0 resultaria P (17 = 170) =10.

La condicidn (8.1) es generalmente dificil de verificar. Si P tiene dimen-
sién finita. esta condicién se puede simplificar. Esto queda establecido en el
siguiente Teorema.

Teorema. Sea {}71, e EA’;C} una base de P. Una condiciéon suficiente para
que }A/o € P sea 6ptimo con el criterio del error cuadratico medio es que

E((Y—%)ﬁ)zo,lgigk. (8.2)
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Ademés f’o es esencialmente el tinico predictor 6ptimo. Es decir si YepP
satisface ECM <Y0, Y) =ECM (Y, Y) entonces P (Y = Y()) =1
Demostraciéon. Bastara mostrar que se satisface el requerimiento del Teo-

rema anterior. Sea Y cualquier elemento de P, entonces existen escalares
ai,...,ap tal que Y = Zle «;Y;. Luego si para i = 1,2, ..., k se cumple que

B ((v-5)%) o

resulta también que

k

E((y_%m:E((y_%)gaiz) =S ar (¥ 70 ) 7)) =00

=1

8.2. Predictores constantes

Se pueden considerar distintos conjuntos de predictores. Comenzaremos
con los predictores constantes.

Sea (2, A, P) un espacio de probabilidad, ¥ una variable aleatoria a
predecir y consideremos

P, ={Y :Y es una variable aleatoria constante}.

El siguiente teorema determina el predictor éptimo perteneciente a P;.

Teorema. El predictor Yy = E (Y) es el de menor error cuadrético medio
en Py. Ademés EMC(Yp,Y) =Var(Y).

Demostracién. Una base de P; es {171} donde 171 = 1. Como

E((Y—ffo) 1) —E(Y -EY))=EY)-E(Y)=0,

resulta Yy = E(Y) el predictor de menor error cuadratico medio.
Ademas

EMC(Yo,Y) = E((Y - Y0)?)
=E(Y - E(Y))?)
= Var(Y).
O
Designamos el predictor 6ptimo para Y en P; por Yj c. En la practica

Unicamente se usa un predictor constante si no se observan otras variables
vinculadas a Y.
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8.3. Predictores lineales

Sea ahora (2, A, P) un espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria
a predecir y X otra variable aleatoria observada. Consideremos el siguiente
conjunto de predictores

Py={YV:Y=aX+3 }.

P5 es el conjunto de variables aleatorias que se obtiene por una transfor-
macién lineal de la variable X . Claramente P; C P2, y por lo tanto el error
cuadratico medio del predictor 6ptimo en Ps serd menor o igual que el del
predictor éptimo en 6ptimo en P;. Por esta razén, si denotamos por EA/O, L el

predictor 6ptimo en Py eresulta claro que ECM (Y, }/}0’ L) < ECM (Y, ?0,C>-
El siguiente Teorema caracteriza el predictor 6ptimo en Ps.

Teorema. (i) El predictor de menor error cuadréatico medio en P; estd da-
do por Yy, =aX + 3 con

B=E(Y)—-aE(X) (8.3)
y
~ Cov(X,Y)
T V() .

(ii) El error cuadréarico medio de ?07 1, estd dado por

Cov? (X,Y)

ECM (Fo,0.Y) = Var (Y) - —— X)

(8.5)

Demostracién. Una base de Ps es {171,172} donde 1?1 =Xy 172 = 1.
Luego el predictor éptimo Yy 7, debe satisfacer

E((Y —aX —B)X)=0 (8.6)

E((Y —aX —3)1) =0. (8.7)

De la condicién (8.6) se obtiene
EY) - aE(X) - =0,

de donde resulta (8.3)
Ahora multiplicando (8.6) por E (X) resulta

E((Y —aX - p)E(X)) =0,
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y restandola de (8.7) obtenemos
E(Y —aX -§)(X - E(X))) =0
Reemplazando 3 por (8.3) obtenemos
E(Y-aX—-E(Y)+aE (X)) (X —-E(X))) =0,
y por lo tanto
E(Y -E(Y)) -aX - E(X)) (X - E(X))=0.
Entonces distribuyendo la experanza se obtiene

Cov(X,Y)=FE[Y - E(Y)) (X - E(X))]
—aF [(X ~E(X)?| =
aVar (X),

y por lo tanto resulta (8.4).
Ahora calcularemos el error cuadratico medio de Y. Usando (8.3)
obtenemos

Luego, usando (8.5) se obtiene

ECM (1?0 L Y) = Var (Y) + a?Var (X) — 2aCov (X,Y) =

- Cov? (X,Y) _Cov?(X,Y)
= Var(¥) + Var (X) 2 Var (X)
B Cov? (X,Y)

Var (X)

= Var (Y)
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Para evaluar cuanto mejora el error cuadratico medio cuando se usa Yp 1,
en vez de Yp ¢ , calculemos su decrecimiento relativo

ECM (170,0, Y) —ECM (%,L, Y>

ECM (?0 L Y)

B Var (V) — (Var (Y) - %&}/))

ECM (17070, Y)

Cov?(X)Y
. Var((X) ) i Cov? (X, Y)

~ Var(Y)  Var(X)Var(Y)

:P2 (X’Y)

Esto permite interpretar coeficiente p? (X,Y’) cono el decrecimiento rel-
ativo del error cuadratico medio cuando se usa in predictor lineal basado
en X en vez de un predictor constante. Por lo tanto p? (X,Y) mide la
utilidad de la variable X para predecir Y por una funciéon lineal. Observe-
mos que nuevamente se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En efec-
to, como 0 < ECM(?O,C,Y) ~ECM(Yyr,Y) < ECM (Y,%,L) , se obtiene

0<p*(X,Y) <1
Veremos ahora el significado de los casos extremos p?(X,Y) = 1y
PA(X,Y) = 0. p?(X,Y) = 1 es equivalente a ECMp, (Y,EA/O,L> =0y es

~ N2
to es equivalente F <<Y — YQL) ) =0y estoa

P((Y:%,L)) —P((Y =aX + ) =1.

Es decir p?(X,Y) = 1 es equivalente a que hay una relacién lineal
perfecta entre X e Y con probabilidad 1.

Existen dos posibilidades para p?(X,Y) = 1 o bien p(X,Y) = 1 o
p(X,Y) = —1. El signo de p(X,Y) coincide con el de Cov(X,Y) que es el
mismo que el de la pendiente del predictor linear 6ptimo. Luego p(X,Y) =1
indica que la relacién entre la X y la Y es creciente y p(X,Y) = —1 que la
relacién es decreciente.

Veremos ahora como se interpreta p? = 0. En este caso ECM <1A/0? L Y> =

ECM (ffo?c, Y) y Cov(X,Y) = 0. Por lo tanto o = 0, y se puede concluir que

la variable X no tiene utilidad para predecir Y cuando se utilizan predctores
constantes.

Se deja como ejercicio probar que la recta Y = aX 4 3 pasa por el punto
(E(X),E(Y)),. es decir cuando X = E(X) la prediccién de Y es E(Y).
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Capitulo 9

Esperanza y distribucion
condicional

9.1. Caso discreto

Sean dos variables aleatorias discretas X,Y definidas sobre un mismo
espacio de probabilidad (2,4, P). Sea Rx = {z :px(x) >0}y Ry ={y:
py (y) > 0}. Luego, para cada x € Rx definimos la funcién de probabilidad
de Y condicional X = x como

pxy(7,y)
px(z)
Para cada x € Rx fijo esta funcion es una funcién de densidad de prob-
abilidad ya que

PY\X(y|33) =

B pxy(z,y) 1 o) = px(z)
2 rxlln) = 2 S G T @ 2 P S T

yeRy yeRy YyERy

y representa la distribucién de Y una vez conocido que el valor de X = .

Si se tienen dos vectores discretos X = (X1,...,Xx) , Y = (Y1,...,Y3)
podemos definir una nocién analoga. Sea Rx = {x € RF : px(x) > 0},
luego para todo x € Rx definimos

pxY(X,¥)

px(x) ©-1)

PY\X(Y’X) =

y también se tendra

Z pY\X(Y’X) =1

YERy

Sea ahora Y una varable aleatoria y X un vector aleatorio de dimension
k. La esperanza condicional de la variable Y condicional X = x se define
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como la esperanza de Y utilizando como distribucién de esta variable la
distribucién determinada por (9.1). Es decir esta esperanza condicional se
define por

EYX=x)=Y_ yyxx). (9.2)
yERy

Este valor representa la esperanza de la variable Y una vez conocido que
la variable X ha tomado el valor x.

Llamemos g(x) = E(Y|X = x), luego ¢g(x) : Rx — R. Vamos a definir
ahora una variable aleatoria que llamaremos esperanza de Y condicional X,
y que notaremos por E(Y|X). Esta variable se define por

E(Y[X) = g(X).

Vamos ahora a mostrar el siguiente Teorema

Teorema 1. SiY tiene esperanza finita, entonces se tiene que E(E(Y X)) =
E(Y).

Demostracién. Tenemos que

E(E(Y|X)) = E(9(X)) = ) 9(x)px(x).

xERx

Utilizando que g(x) viene dado por (9.2), se tiene

EEYIX)= > | X wvxyx) | px(x)

x€ERx yERy

:Z Z PXY

x€ERx yERy

) o
-y z)
)

xERx YyERy

= >yl D rxv(xy)

yERy XERx

=) upv(v)

yERy
— B(Y).

Luego el Teorema queda demostrado. O

Ejemplo. Supongamos que se hace una primera serie de n tiradas de
una moneda y sea X el niimero de caras obtenido. En base al resultado de
la primera serie de tiradas, se inicia una segunda serie de X tiradas. Sea Y
el nimero de caras obtenidas en esta segunda serie. Calcular la E(Y').
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Si X = z, la distribucién de Y condicional X = z es binomial Bi(0,50, x).
Luego g(z) = E(Y|X = 2) = 0,50x. Luego E(Y|X) = g(X) = 0,50X, y por
lo tanto E(Y) = E(E(Y]X)) = 0,50E(X). Como X es Bi(0,50,n), entonces
E(X) = 0,5n. Por lo tanto E(Y) = 0,25n.

Teorema 2. Si X, Y son dos vectores aleatorios independientes, en-
tonces se tiene

(1) pyix(yx) = py(¥)

(ii) Si Y es una variable aleatoria y E(Y') existe y es finita entonces
EY|X=x)=E(Y).

(iii) Sean X e Y son dos vectores aleatorios tales py|x (y|x) = p(y) para
todo xe Rx. Entonces py(y) = p(y), y X e Y son independientes.

Demostracién. Partes (i) y (ii) del Teorema son inmediatas de las defini-
ciones.

Para probar (iii) veamos que pyx (y|x) = p(y) implica que

pxy (X, y) = px(x)p(y), (9.3)

y por lo tanto

py(y) = > px(p(y) = p(y) Y rx(x) = p(y).

xeRx xeRx

Luego reemplazando en (9.3) se obtiene

pxy (X, y) = px(X)py (¥), (9.4)

y esto implica que X e Y son independientes. O
Teorema 3. Si P(Y = ¢) = 1, entonces , cualquiera sea el vector X, se
tiene

(i) pyx(cx) = 1.
(ii) EY|X=x) =c.
Demostraciéon. Tenemos que
{(X=x}=({X=x}n{Y =ch) U{X =x}n{Y #c}).
Como P{X =x}N{Y # c}) =0, se tiene

px(x)=P(X=x)=PX=x,Y =¢)
:pXY(l'»C)-
Por lo tanto
pXY(“': C)
P clx) = ———=
Y|X( ‘ ) px(X)
=1.
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Como en este caso Ry = {c}, se tiene

EYX=x)= Z ypy|x (y[x)

yeER,
= cpyx(c[x)
=cl
=c,

y el Teorema queda demostrado. O

Sean ahora dos vectores aleatorios discretos, X = (Xi,...,Xg)., Y =
(Y1,....,Y;), ysea Z = h(X,Y), donde h : R¥*J — R es una funcién medible.
El siguiente teorema muestra como se calcula E(Z|X = x).

Teorema 4. Sean X, Y dos vectores aleatorios de dimensiones k y j,
y sea h : R*¥J — R una funcién medible. Definamos la variable aleatoria
Z = h(X,Y) , y supongamos que tiene esperanza finita. Entonces para todo
X € Rx se tiene

E(Z|X =x) = Z h(x,y)pyix (¥]%)-
YERy

Demostracién. Comenzaremos calculando la funcién de probabilidad con-
junta de (X, 7). Sea R}, = {z:z=h(x,y): y € Ry}, y paratodo z € R}

definamos A = {y : h(x,y) = z}. Es fécil ver que:
Si z # 2’ entonces A¥ N A%, = ¢, y que

J 4r =Ry, (9.5)

2ER%

Es inmediato que

PX=xY € A¥) = ZyeAprY(x,y) six € Rx, z € R,
pxz(xa Z) = 0 i

en otro caso,

y luego, para x € Rx se tiene

pzx(2[x) =

pxz(ez) [ Yyeu BEH s z€ Ry
px (x) 0 en otro caso,

y por lo tanto se tiene

Y yeaxPyx(ylx) sizeR%
- ’ 9.6
pZ‘X(Z‘X) { 0 en otro caso. ( )
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Luego utilizando (9.6) se tiene

BE(ZIX=x) = Z zpzx(2[x)

2ERY

= Z z Z pyx(y|x)

2€R%  yeAX

= Z Z 2py|x (¥]x),

2€R% yeAx

y como para y € AZ, se tiene h(x,y) = z, utilizando (9.5) obtenemos

E(ZIX=x)=Y_ > hxypyxyx)

2€R% yeAx

= Z h(x,y)pyx(¥]x),

YERy

probando por lo tanto el Teorema. O

El Teorema 4 se puede interpretar como que F(Z|X = x) se calcula
como la esperanza de h(Y,x) ( variable aleatoria que depende unicamente
de la variable aleatoria Y, ya que x es tratada como si fuera constante)
utilizando py|x (y|x) como distribucién de Y

Vamos a ver que del Teorema 4 se deducen las siguientes propiedades de
la esperanza condicional.

Propiedad 1. Sean X un vector aleatorio de dimensién k£ y Y un vector
aleatorio de dimensién j, y sea r : R¥ — Ry s: R7 — R. Entonces se tiene

E(r(X)s(Y)|X =x) =r(x)E(s(Y)|X = x).

Demostracién. Utilizando el Teorema 4 con h(x,y) = r(x)s(y)se tiene

E(r(X)s(Y)[ X =x) = Y r(x)s(y)pyx(y[x)
YE€Ry

—r0 Y sypvixyl®)

YERy

= r(x)E(s(Y)[X = x),

y luego la propiedad queda demostrada. O

Propiedad 2 Sea X un vector aleatorio de dimensién k, y sea r : R¥ —
R. Luego E(r(X)|X = x) = r(x).

Demostracién. La demostracién resulta de la Propiedad 1 tomando s(y) =
1, ya que entonces

E(r(X)|X = x) = r(x)E(1|X = x). Luego por el Teorema 3 resulta la
Propiedad 2.

153



Propiedad 3. Si Y e Y5 son variables aleatorias con esperanza finita, y
X es un vector aleatorio, entonces

E(a1Y110Ys|X =x) = E(Y1|X = x) + 2o E(Y2| X = x).

Demostracién. Sea Y = (Y1,Ys) y definamos h(x,y) = ciyi+caya,
hi(x,y) = y1 v ha(x,y) = y2. Entonces se tiene h(x,y) = c1h1(x,y) +
coha(x,y). Luego tenemos

E(a1Y1 + Y2 X =x) = E(h(X,Y)|X =x)
= Z h(x,y)pyx(y(x)
€Rvy

Z (c1hi(x,y) + c2ha(%,y))pyx (¥]%)

€Ry
= Z h(x,y)pyx(y[x) + c2 Z ha(x,y)pyx(¥[x)
YERy YERy

= ClE(hl(X,Y)‘X = X) + CgE(hQ(X,Y)‘X = X)
=1 E(Y1|X = X) + CQE(Y2|X = X),

y la Propiedad 3 queda demostrada. O

Propiedad 4. Sea Y una variable aleatoria discreta con esperanza finita
y X un vector aleatorio discreto de dimensién k. Luego si g(x) = E(Y|X =
x), entonces para toda t : R¥ — R medible tal que Y¢(X) tiene esperanza
finita resulta

E(Y - 9(X))t(X)) = 0.

Demostracién. Sea Z = h(X,Y) = (Y — ¢(X))t(X). Luego bastard de-
mostrar que

E(Z)=0.
Utilizando el Teorema 1 bastard demostrar que
E(Z|X)=0. (9.7)

De acuerdo a la Propiedad 1, tenemos que

E(Z]X =x) = t(x)E(Y —9(X))[X = x),

y por lo tanto

E(Z]X) = tX)E((Y - g(X))|X).

Luego para mostrar (9.7) bastard demostrar que
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E(Y — g(X)[X) = 0.
Pero esto es cierto ya que por propiedades 2, 3 y 4 se tiene

E(Y —g(X)|X) = E(Y[X) - E(9(X)[X)
E(Y[X) - g(X)

9(X) —9(X)
0>

y por lo tanto queda demostrada esta propiedad. O

Propiedad 5. Sea Y una variable aleatoria discreta varianza finita y X
un vector aleatorio discreto de dimensién k. Luego ¥ = 9(X) = E(Y|X) es
el unico predictor con menor error cuadratico medio en la clase de predictores
P={Y =t(X) : t medible, Var(t(X)) < co}

Demostracion. De acuerdo al Teorema que da una condicion suficiente
para un predictor éptimo en una espacio vectorial P, bastarda mostrar que
si Var(¢(X)) < oo entonces E(|Yt(X)|) < oo. Esto resulta de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz. O

9.2. Caso general

Vamos ahora dar una definicién de E(Y|X) para el caso de una variable
Y cualesquiera , y un vector X cualquiera de dimensién k. Ambos, ¥ y X
no tienen porque ser discretos ni absolutamente continuos

Definicion. La variable aleatoria esperanza de Y condicional X se define
por E(Y|X) = g(X), donde g : R¥ — R es una funcién medible tal que

B((Y — g(X))(X)) = 0 (0.8)

para todat : R¥ — R medible tal que Yt(X) tiene esperanza finita . Definire-
mos E(Y|X = x) = g(x).

La Propiedad 4 demostrada anteriormente muestra que en el caso de Y
y X discretos esta definicién coincide con la dada anteriormente, y por lo
tanto en este caso siempre existe.

El siguiente teorema muestra que siempre existe una unica variable
aleatoria g(X) = E(Y|X) satisfaciendo (9.8).

Teorema 6. Sea Y una variable aleatoria con esperanza finita y sea X
un vector aleatorio cualquiera de dimensién k. Luego:

(i) Siempre existe una funcién medible g : R¥ — R satisfaciendo (9.8)

(ii) Si g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.8), entonces

P(g1(X) = g2(X)) = 1.
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Demostracién. (i) no lo demostraremos en general en este curso. Mas
adelante haremos una demostracién para el caso absolutamente continuo.
(ii) Sean g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.8), entonces

E(Y —1(X)t(X)) =0 (9.9)

E(Y = g2(X))t(X)) =0 (9.10)

para toda t(X) tal que Y#(X) tenga esperanza finita. Luego restando (9.10)
de (9.9) se obtiene

y tomando t(X) = g2(X) — ¢1(X) resulta
E((92(X) = 91(X))*) = 0.
Esto implica que

P((92(X) — g1(X))? = 0) = P(g2(X) = 91(X))
— 1.

O
Vamos ahora a demostrar que todas las propiedades de esperanza condi-
cional que valian para el caso discreto también valen para la definicién gen-
eral.
Teorema 1 °. SiY tiene esperanza finita, entonces E(E(Y|X)) = E(Y).
Demostracién. Apliquemos (9.8) con ¢(X) = 1. Luego se tiene

y por lo tanto se cumple el Teorema 1°. O
Teorema 2’ Sean Y una variable aleatoria con esperanza finita y X
un vector aleatorio independientes. Entonces se tiene E(Y|X) = E(Y).
Demostracién. Veamos que poniendo g(X) = E(Y') se cumple (9.8). En
efecto dado que (Y — E(Y)) y ¢(X) son independientes se tiene

E(Y - EY)HX)) = E(Y — E(Y))E((X)).

Luego como E(Y — E(Y)) = E(Y) — E(Y) = 0, se tiene demostrado el
Teorema 2.
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Teorema 3 ’. Si P(Y = ¢) = 1, entonces , cualquiera sea el vector X,
se tiene E(Y|X) = c.

Demostracién. Poniendo g(X) = ¢, resulta inmediatamente (9.8).

Vamos ahora a probar las propiedades 1-4 para la definicién general de
E(Y|X). O

Propiedad 1 ’. Sean X un vector aleatorio de dimensién £ y Y un
vector aleatorio de dimensién j, y sea 7 : R* — Ry s : R/ — R. Entonces
se tiene

E(r(X)s(Y)|X) = r(X)E(s(Y)[X).

Demostracién. Vamos a probar que si ponemos ¢(X) = r(X)E(s(Y)|X),
entonces (9.8) se cumple. En efecto

E((r(X)s(Y) — g(X)t(X)) = E((r(X)s(Y) — r(X) E(s(Y)|X))t(X))
= E((s(Y) = E(s(Y)[X))m(X)),

con m(X) = r(X)t(X). Luego por la definicién de F(s(Y)|X) obtenemos
E((s(Y)—E(s(Y)|X))m(X)) = 0. Por lo tanto la propiedad queda demostrada. O
Propiedad 2’ Sea X un vector aleatorio de dimensién k y sea r : RF —
R, una funcién medible. Luego E(r(X)|X) = r(X).
Demostracion. Igual que en el caso discreto se obtiene de la Propiedad
1 tomando s(Y) =1.0
Propiedad 3 °. Si Y7 e Ys son variables aleatorias con esperanza finita,
y X es un vector aleatorio, entonces

E(Cl}/i+c2}/2’X) = ClE(Y1|X) + CQE(Y2|X).

Demostracién. Vamos a ver que se cumple (9.8) poniendo
9(X) = c1 BV |X) + 2 B(Ya|X).

En efecto si Z = ¢1Y7 + coYs usando la linealidad de la esperanza y la
definicién de esperanza condicional se tiene

E(Z - g(X)t(X)) = E((a1(Y1 — E(Y1]X)) + c2(Y2 — E(Y2[X))t(X))
= caB(V1 — E(M[X))U(X)) + 2 E(Y2 — E(Y2]X))H(X))
=10 + 0
=0,

y la propiedad queda demostrada. O
La generalizacién de propiedad 4 usando la definicién general de E(Y|X)
es obvia a partir de la definicién.
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Propiedad 5 ’. Sea Y una variable aleatoria con varianza finita y X
un vector aleatorio de dimensién k. Luego Y = ¢(X) = E(Y|X) es el tnico
predictor con menor error cuadritico medio en la clase de predictores P = {
Y = t(X) : t medible, Var(¢(X)) < co}

Demostracién. Es to talmente similar a Propiedad 5. O

De acuerdo a esta propiedad E(Y|X) es el predictor de Y 6ptimo basado
en cualquier funcién medible (lineal o no lineal) de X. Por esta razon lo
denotaremos con Yo nr..

9.3. Caso continuo

Supongamos ahora que tenemos dos vectores X = (Xi,...X;) e Y =
(Y1, ...,Y;) de dimensiones k y j respectivamente con distribucién conjunta
absolutamente continua y densidad fx vy, y sea h : RFtI — R una funcién
medible. Definamos la densidad de Y condicional X = x por

Jyx(y]x) = %&)y)

Es fécil ver que para cada z fijo con fx(x) > 0, la funcién fyx(y|x) es
una densidad para el vector Y. Es decir se tendra

/ / fY|X(Y|X)dy1-~dyj =1

El siguiente Teorema es una version para el caso continuo del Teorema

Teorema 6. Sea Z = h(X,Y) una variable con esperanza finita, luego
se tiene que

E(Z|X =x) = g(x
/ / (%, ¥) fyx (y[x)dy:...dy;.

Demostracién: Para facilitar la notacion en la demostracion, supondremos
que tanto X como Y son variables aleatorias en vez de vectores. Pero ex-
cepto por la notacién méas complicada, la demostracion para vectores es
similar,ya que solamente se deben reemplazar las integrales simples por in-
tegrales multiples.

De acuerdo a (9.8) sera suficiente probar que

E((h(X,Y) = g(X))t(X)) =0,



0 equivalentemente
E((M(X,Y)t(X)) = E(g(X)t(X)). (9.11)
Por un lado tenemos que
BE0) = [ [ b ey 912

Ademis se tiene que

E(g01x) = [ " g(@)t(e) fx (x)dady

(e} [e.e]
[ | rensaxtlon] wo s @
—00
Ecuaciones (9.12) y (9.13) prueban (9.11). O
Definicion . Sean dos vectores aleatorios X e Y de dimensiones k y j
respectivamente. Luego dado Be 37 (conjunto Boreliano de dimensién j),

la probabilidad de que Y € B, condicional X = x que se denotara con
Pyx(B|X = x) esta dado por

/_00 hz,y)t(z) fxy (x,y)dzdy. (9.13)

Pyix(B|X =x) = E(Ip(Y)|X =x),

donde Ip es la funcién indicadora del conjunto B. La probabilidad de que
Y € B, condicional X que se denotard por Py x(B|X) esta dado por

Pyx(B|X) = E(Ip(Y)|X).

La justificacion de esta definicién esta dada por el hecho que
Py(B) = E(Ip(Y)).

En efecto Ip(Y) toma valor 1 con probabilidad Py (B) y 0 con proba-
bilidad 1 — Py (B). Luego E(Ig(Y)) = 1Py(B) + 0(1 — Py(B)) = Py(B).
En el caso discreto, de acuerdo al Teorema 4, se tendra

Pyx(BIX =x) = E(Ip(Y)X =x)
= Z Ip(y)pyx(y[x)

YERy

= Z PY|X(Y|X)-

YERyNB
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En el caso absolutamente continuo, de acuerdo al Teorema 6 se tiene

Pyix(BIX =x) Ip(Y)[X =x)

=/ / Ip(y) fyix (ylx)dy
:/B/fY|X(Y|X)dy

Obsevamos que fy|x(y[x) actua como una verdadera densidad, en el
sentido de que para calcular la probabilidad condicional de un evento B hay
que integrar esta funcion sobre ese conjunto.

De acuerdo al Teorema 1 ’ se tendra

E(Pyx(B|X)) = Py(DB).

Para el caso discreto y continuo podemos definir la funcién de distribu-
cién de Y condicional X = x, la cual se denotard por Fy|x(y|x) y estarin
definidas respectivamente por

J
Fyx(y[x) = Pyjx(J [ (=00, willX =x)
=1

= Z Py|x (2]X).

zERyN{z1<y1}...0{z;<y;}

Fyx(ylx) = PY\X(H(—OQ yil|X = x)

Yj Y1
= / fyx(z|x)dy

—00 —00

Es facil ver que para cada x fijo Fy|x(y[x) es una verdadera funcién de
distribuciéon del vector Y, en el sentido que cumple con las propiedades que
caracterizan a una funcién de distribucién.

9.4. Varianza condicional

Definicién: Sea X = (X1, ..., Xj) un vector aleatorio e Y una variable
aleatoria con varianza finita . Entonces la varianza de Y condicional X = x
se define como

Var(Y|X =x) = E((Y — E(Y|X =x))}X = x),

y esta varianza puede considerarse como la varianza de variable X una vez
que se conoce que X = x. Denotemos por ¢(x) =Var(Y|X = x), luego
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q : R¥ — R. Llamaremos varianza condicional de Y condicional X a la
variable aleatoria

Var(Y|X) = ¢(X) = E((Y — E(Y|X))?|X). (9.14)

Desarrollando el cuadrado en (9.14) y utilizando la Propiedad 3 ’ se
obtiene

Var(Y|X) = E([Y? + E*(Y|X)-2Y E(Y|X)]|X)
= B(Y?|X)+E*(Y|X) — 2E(Y|X)E(Y|X)
= E(Y?|X)-E*(Y|X).

El siguiente Teorema vincula la varianza condicional al error cuadrético
medio del predictor éptimo no lineal 170, N = E(Y|X).

Teorema 7. Supongamos que Y es una variable aleatoria con varianza
finita, X un vector aleatorio, y sea 1/;07 ~i = E(Y]X), el mejor predictorno
limeal de Y basado en X. Luego se tiene

(i) ECM(Yo N, Y) = E(Var(Y|X)).

(ii) E(Var(Y|X)) <Var(Y).

(i) E(Var(Y|X)) =Var(Y) si y solo si P(E(Y|X)=E(Y)) = 1.

Demostracién. Aplicando el Teorema 1 y utilizando la dfinicién (9.14) se
tiene

ECM(Yoni,Y) = B((Y — E(Y|X))?)
= E(E((Y - E(Y|X))*X))
= E(Var(Y|X)),
y por lo tanto queda demostrado parte (i) del Teorema.
Como Yo nr, es el predictor con menor error cuadratico medio en la clase

de predictores P = {Y : Y = t(X),Var(t(X)) < o0}, y como el predictor
optimo constante Yo c = E(Y) € P, se tiene

E(Var(Y|X)) = ECM(Yo nz,Y)
<ECM(Yo,Y)

= B((Y - E(Y))?)
= Var(Y)

y por un teorema anterior la igualdad vale si y solo si P(XA/Q NL = }/}070) =
1.0
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Capitulo 10

Convergencia de Variables
Aleatorias.

10.1. Convergencia de funciones

En primer lugar recordaremos algunos tipos de convergencia en espacio
de funciones.

Convergencia Puntual.

Sea { fn}nen una sucesién de funciones definidas sobre un conjunto 2
y que toma valores reales. Se dice que f, converge puntualmente a otra
funcién f si para todo x € Q y para todo € > 0, existe ng € N dependiendo
de e y de x tal que si n > ng entonces |fy, (z) — f (z)| < e.

Observacion.

En general ng depende de ¢ y z, es decir ng = ng (z,e). Cuando la
eleccion de ng puede hacerse con independencia de x, se tiene la siguiente
nocién de convergencia.

Convergencia Uniforme.

Sea { fn}nen una sucesion de funciones definidas sobre un conjunto Q y
que toma valores reales. Se dice que f, converge uniformemente en €0 a
otra funcién f si para todo & > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces
|fn () — f(2)| < & para todo para todo = € A.

Observacion.

Es inmediato ver que si { f, }nen converge uniformemente en 2 entonces
{f }nen converge puntualmente. La reciproca es falsa. Por ejemplo si defini-
mos fy, () = 2™ para x € [0,1] entonces la sucesién converge puntualmente
a la funcién

0 sio<z<1
flw) = { 1 siz=1

para todo x € [0, 1] pero no converge uniformemente en [0, 1].
Veremos ahora algunos tipos de convergencia para variables aleatorias
que hacen uso de la estructura del espacio de probabilidades
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Existen varios tipos de convergencia, pero en este curso consideraremos
s6lo dosL convergencia casi segura y convergencia en probabilidad.

10.2. Convergencia casi segura y en probabilidad.

Consideremos un espacio de probabilides (2,4, P). Sea {X,,}nen una
sucesién de variables aleatorias definidas sobre este espacio y X otra variable
aleatoria también definida sobre el mismo espacio.

Definicién. Diremos que {X,,}n,en converge casi sequramente a X
(Xp — X c.8.) sil

P{w: Xy () — X ()}) = 1. (10.1)

Observacion.

En teoria de la medida, este tipo de convergencia se denomina conver-
gencia en casi todo punto y se la nota X,, — X p.p.

Definicién. . Diremos que {X,}nen converge en probabilidad a X sii
para todo € > 0 se tiene

lim P({|X,— X|>¢)=0. (10.2)
n—-+o0o

Notacién: Si la sucesién de variables aleatorias { Xy, }nen converge en
probabilidad a la variable aleatoria X escribiremos X, —, X

Observaciones.

1. La convergencia en probabilidad significa que fijado € > 0 la prob-
abilidad que la distancia entre X,, y X se puede hacer menor que ¢ con
probabilidad tan cercana a 1 como se quiera con tal de tomar n suficiente-
mente grande.

2. En Teoria de la Medida la convergencia en probabilidad se denomina
convergencia en medida.

Proposicién. Sea { X, } e una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (2..A, P) y X otra variable aleatoria defini-
da sobre el mismo espacio. Son equivalentes

(i) Xp —p X

(ii) Para todo ¢ > 0 y todo § > 0 existe ng € N tal que si n > ng
entonces

lim P({|X,—X|>¢)<é.

n—-+o00

(iii) Para todo € > 0, existe ng € N tal que si n > ng entonces

lIim P{|X,—X|>¢)<e

n—-+o00

Demostracién.
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(ii) es equivalente a (i) como consecuencia directa de la definicién de
convergencia en probabilidad. La equivalencia entre (ii) y (iii) se deja como
ejercicio O.

El siguiente Teorema establece que la convergencia casi segura (10.1)
implica la convergencia en probabilidad (10.2).

Teorema Sea { X, },cn una sucesién de variables aleatorias definidas so-
bre un espacio de probabilidad (Q2..4, P) y X otra variable aleatoria definida
sobre el mismo espacio. Entonces

(i) La sucesién X, converge casi seguramente a X sii

lim P(U, {|Xn — X| >e}) =0. (10.3)

(ii) Si X,, converge casi seguramente a X entonces X,, converge en prob-
abilidad a la variable aleatoria X.
Demostracién
Llamemos A al conjunto de los puntos w de © donde X, (w) — X (w).
Luego
A={weQ: X, (w) — X (w)}.

Decir que w € A es equivalente a decir que para todo € > 0 existe m € N tal
que para todo n > m se tiene | X, (w) — X (w) | < €. Entonces, si para cada
€ > 0 definimos

Bpe={weQ:|X,(wv) - X (w)]| <e}

el conjunto A resulta

1=N (U N B

e>0 \m=1n>m

En realidad como basta elegir € tan chico como se quiera, nos podemos
limitar a tomar ¢ = 1/k . Luego también tenemos

A= U N Buz
k=1 \m=1n>m

Sabemos que la convergencia casi segura se define por P(A) = 1 o equiv-
alentemente por P(A€) =0. Observemos que

A=UlN Uz

k=1 \m=1n>m

Luego, como A€ es una unién numerable, P (A°) = 0 si y sdlo si para todo
k € N se tiene

o0
Pl U B =0

m=1ln>m
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y como B¢ _ es cereciente con ¢,esto es equivalente a que para todo € > 0

P ﬁ U B | =o0. (10.4a)

m=1n>m

Definamos

Cme= | B

n>m

Claramente, para todo € > 0 la sucesién {Cy, ¢ }m>1 €s mondtona no decre-
ciente, de manera que

P ﬁ U B | = P(ﬁ Cm,s) = lim P (Cme).

m=1n>m m=1
Luego se tendra que (10.4a) es equivalente a

lim P (Cpe) =0,

m—0o0
y esto es equivalente a
lim P( | B;. | =0

m—00
n>m

Pero como
By . ={|Xn—X|>¢},

(i) queda demostrado.

(ii) Supongamos que X,, — X c.s. Luego se cumple (10.3) y como
{|Xm — X[ = e} C UpZ, {[Xn — X| > €},

resulta
lim P({|Xm — X| >¢€}) =0.

m—00

Por lo tanto X,, —, 0. O

Veremos que la reciproca es falsa, incluso puede ocurrir que exista con-
vergencia en probabilidad, pero que el conjunto de los puntos donde haya
convergencia sea, vacio.
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10.3. Preservacion de la convergencia por funciones
continuas

Los siguientes dos Teoremas muestran que las funciones continuas preser-
van los dos tipos de convergencia que hemos definido: convergencia en prob-
abilidad y convergencia casi segura.

Teorema. Sea g : R? — R continua y supongamos que las sucesiones de
variables aleatorias (Xy),~1, (Yn),>; convergen casi seguramente a las vari-
ables aleatorias X e Y. Entonces (g (Xp,Yy)),>; converge casi seguramente
a la variable aleatoria g (X,Y). -

Observacién. La propiedad vale en general para ¢ : R¥ — R continua. Si

(X%) — X7 c.s para j = 1,2, ..., k entonces
n>1
g (X%,X?l, ---;X71§) —g (Xl,X2,...,Xk> C.S.

Demostracion.
Sean A = {w: Xp,(w) - X(w)}y B={w:Y,(w) = Y (w)} Como
P(A) = P (B) =1, también se tendrda P (AN B) = 1. En efecto

0< P((ANB)°) = P(A°UB®) < P (A®) + P (B°) = 0.

Ahora si w € AN B entonces X, (w) = X(w)y Yp(w) — Y (w). Luego,
por la continuidad de ¢ se tiene g (X, (w), Y, (w)) — ¢(X (w),Y (w)). Por
lo tanto

ANB C{w:g(Xpn(w),Yn(w) = g(X (w),Y (W)},
y en consecuencia como
1=PANB)<P{w:g9(Xpn W), Yn () = g(X (w),Y (w)}) <1,

se obtiene la tesis O.

Corolario.

Como g (x,y) = x+y es continua resultaquesiY, — Y csy X, — X cs
entonces X, +Y, - X +Y cs

Anélogamente si g (z,y) = xy, resulta quesi ¥;, = Y csy X, — X c.s
entonces X, Y, — XY c.s

Ademas si g (x,y) = Z entonces si Y, - Ycscon P(Y=0)=0y

n ! X

X, — X c.s entonces — — — c.s.

Y, Y
Demostracién.

Inmediata O

Para demostrar una propiedad similar para la convergencia en proba-
bilidad necesitamos algunos resultados previos. Comenzamos probando que
toda variable aleatoria es “acotada en probabilidad”.
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Lema 1. Sea X una variable aleatoria. Dado ¢ > 0 existe K tal que
P(X|>K)<e.

Observacion.

Esto dice que los valores de X estan dentro de un compacto, con prob-
abilidad tan cercana a uno como se quiera.

Demostracién.

Consideremos la sucesiéon de conjuntos

A = {|X]| > n}.

Esta sucesién es monétona decreciente, es decir, A,11 C A, y ademds
Moy An = 0. Entonces
lim P (4,)=0.

n—o0

Luego, dado € > 0 existe ng € N tal que P (4,,) < ¢, es decir

P (Any) = P{IX] = n0}) <e.

Luego el lema es cierto tomando K = ng.0

Probaremos ahora un resultado maés fuerte: Sucesiones de variables que
convergen en probabilidad estdn acotadas en probabilidad uniformemente.

Lema 2. Sea (X,,),,~; una sucesién de variables aleatorias que converge
en probabilidad a la variable aleatoria X. Entonces dado € > 0 existe K tal
que P (|X|> K) < ey tal que para todo n

P(X,| > K) < e.

Observacion

Demostracidn.

En primer lugar podemos hallar, de acuerdo al lema 1, Ky de forma tal
que

P(|X| > Ky) <

N ™

Teniendo en cuenta que
[ Xn| < [Xn = X[ +]X, ]
se prueba facilmente que
[1Xal < Ko+1} € {| X0 — X| 2 1} U{IX| > Ko}, (10.5)

Debido a que X, —, X en probabilidad podemos encontrar ng tal que
sin > ng

P(Xn-X|21) <

| ™
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Tomando probabilidades an ambos mienbros de (10.5) obtenemos

P({Xn| £ Ko+1}) < P({|Xn — X[ = 1}) + P ({[X] = Ko})
<s+:

para todo n > ng. Ademés por el Lema 1, para cada 7 tal que 1 < i < ng,
podemos encontrar K; tal que P(|X;| > K;) < e. Luego tomando

K = ma ix (K}, Ko+ 1
maX{lggigo{ i}, Ko + }},

se obtiene la tesis. O

Ahora estamos en condiciones de probar la propiedad de que las funciones
continuas conservan la convergencia en probabilidad.

Teorema. Sea g : R?> — R continua y supongamos que las sucesiones
(Xn),>15 (Yn),~; convergen en probabilidad a las variables aleatorias X e
Y. Entonces (g (Xn, Yn)),>; converge en probabilidad a la variable aleatoria
g(X.Y).

Observacion

Vale la misma observacién hecha para el caso de la convergencia casi
segura en cuanto a que el Teorema vale para funciones continuas definidas
en RF.

Demostracion.

Queremos probar que dado € > 0 existe ng € N tal que si n > ng

P(lg(Xp,Yy) — g(X,Y)| >¢) <e. (10.6)

De acuerdo al lema anterior podemos hallar un K tal que simultanea-
mente

P (X, > K) < % Vn
Pwmzkﬂ<%
PV, > K) < % Vn
quzkﬁ<%

Esto puede lograrse considerando primero un Kj que cumpla con las dos
primeras, después un Ks que cumpla con las siguientes y tomando K =
max{ K, Ka}.

Sea

C=[-K K| x|-K,K].
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Dado que g es continua y C' compacto entonces g es uniformemente
continua en C. Luego existe § > 0 tal que si |z — 2| < § ,|ly — ¢/| <
8y x|, |2, lyl, || < K entonces

g (x,y) —g (2, ¢) | <e. (10.7)

Por la convergencia en probabilidad existe ng € N tal que si n > ng
entonces

P(X,— X|>6) < (10.8)

P(Y,—Y]|>6) < (10.9)

S| ™

Esto se logra considerando un valor n; para la sucesién (Xn)nZP un
valor no para la sucesién (Yn)n21 y luego tomando ng = max{ni,na}.
Ahora definimos los conjuntos

Arp = {|Xn — X| = 6}

Agp = {‘Yn - Y’ > 6}

Asn = {|Xn| > K}

Agn = {‘Yn’ > K}

Asn ={|1X| = K}

Aegn = {|X| > K}.

Si bien A4y, Asy no dependen de n, usamos la notacién por conveniencia.
Vamos a mostrar que si llamamos

entonces

{|g (XnaYn) _g(X, Y)| > 5} C B.

Para esto debemos mostrar que en B€ se tiene
|g (Xnayn) _9<X7 Y)‘ <Ee. (10'10)
En efecto, como

6
B° = (|J Ain)" = N_145,,
i=1

resulta que cuando B¢ es cierto X,, X, Y,, Y estan en el compacto C'y
ademds | X,, — X| <8y |V, — Y| < 6. Luego por (10.7) resulta (10.10).
Luego para todo n > ng

6

P{lg(Xn, Yn) — g (Xn,Yn)| > €}) < P(B) < ZP (Ain) < 6% =,
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y el Teorema queda demostrado.O

Anidlogamente a lo observado para la convergencia casi segura se tienen
los siguientes corolarios.

Corolario.

Tomando g (z,y) = = + ¥, entonces si Y, —=F Y y X,, =T X resulta
Xp+Y, =P X+Y.

Si g(x,y) = zy, entonces si Y, —=* Y y X, =¥ X resulta X,Y,, —%
XY

Ademas si g (z,y) = L entonces si Y, =Y con PY=0)=0 y

)X

X, —F X resulta ?: — v

Demostracidn.
Inmediata O

10.4. Ley débil de los grandes niimeros

Desigualdad de Markov

Sea X una variable aleatoria y ¢ una funcién no negativa, par y no decre-
ciente en el médulo, esto es si |x| > |y| entonces g () > ¢ (y) . Supongamos
ademds que g (X) tiene esperanza finita, es decir que E (g (X)) < oc.

Entonces
E(g9(X))

P({IX| 2 ) < =53

Demostracién

Consideremos el conjunto A = {|X| > ¢}. Entoces {A, A°} es una parti-
cién del espacio muestral Q. Luego I4 (z) + I4c (z) = 1, y como todas las
variables son no negativas y ¢(x) nodecreciente en |x|, tenemos

(X) + 9 (X) Lae (X)

Luego tomando esperanza

E(g(X)) = g(e) E(1a) = g(e) P({[X] = ¢}).

De esta desigualdad se obtiene inmediatamente obtiene el resultado buscado.O

En particular tomando g (z) = z?

desigualdad de Tchebichev

se obtiene la siguiente version de la

2
PIX| 2 ep < 2
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Por otro lado si consideramos la variable aleatoria X — E (X) obtenemos
la versién (clasica) de la desigualdad de Tchebichev

E(X-FXP)  var(x)

PHIX-EX)[z¢}) < P 2

9 9

Tomando complementos esta desigualdad puede escribirse como

Var (X)

P{IX - E(X)| <)) 21— =

€
Luego si Var(X) es pequenia (o sea hay poca dispersién), la probabilidad
de que la variable X tome valores en el intervalo (E (X) —¢, E(X) +¢) se
hara grande.

Ahora estamos en condiciones de estudiar la ley de los grandes niimeros
en sus dos versiones: débil y fuerte. La importancia de estas leyes, es que
permite dar fundamento matematico a la heuristica que interpreta la esper-
anza de una variable aleatoria como el valor al cual tiende el promedio de
varias realizaciones de la variable correspondientes a la repeticién de exper-
imentos independientes. También permite fundamentar la nocién heuristica
de la probabilidad de un evento como el valor limte de las frecuencias
trelativas con que ocurre el evento cuando se repiten muchos experimentos
independientes. La ley débil expresa estos resultados en términos de con-
vergencia en probabilidad y la ley fuerte en término de convergencia casi
segura.

Teorema (Ley débil de los grandes numeros). Sea (X,),~; una
sucesién de variables aleatorias no correlacionadas, es decir Cov(X;, X;) = 0
sii # j, tal que E (X;) = p; y Var(X;) = o2 para cadai = 1,2, ....Consideramos
la sucesion de variables aleatorias (Yn)n>1 donde X, es el promedio de las
primeras n variables. Luego

— 1
Xn == X
=1
y sea Ti,, = E(X,) dada por
1 n
ﬁn = - K
(i

Entonces si
1 n
, 2 o
nILHSO <_n2 El JZ-> =0, (10.11)
1=

se tiene
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Demostracion
Se tiene que

— 1
Var(X,) = — Zaf,
[
y por Tchebichev
- _ Var(X,)
P(’Xn_ﬂn’25)< 2 =
R
= 2.2 i
e?n?

Tomando limite resulta que

n

— 1 1
Iim P(|X, — 7, >¢) < = lim = > of,
n—oo .

g n—oon

=0

y luego el Teorema queda demostrado.O

Observaciones.

1 Si X, es una sucesién de variables aleatorias independientes, entonces
las variablex X, son no correlacionadas y el Teorema puede aplicarse.

2. Una condicién suficiente para que se cumpla (10.11) es que {072} sea
una sucesién acotada. En efecto, si 022 < K para todo %, se obtiene

1 & Kn K

i=1
En particular, est condicién se cumple si todas las variables tienen igual
varianza.

3. Si todas las variables tienen igual media digamos p; = i, se tiene que
O, = [, y entonces X, — u—" 0 es equivalente

X —p e
4. En particular si {X,},>1 es una sucesién de variables no correla-
cionadas igualmente distribuidas con F(X,) = pu y Var(X,) = o2, se ten-

drd X,, —p u.

5. Veremos ahora como esta ley debil permite fundamentar el concepto
de probabilidad de un evento. Sea (£2,.4, P) un espacio de probabilidad y
A un evento. Supongamos que realizamos n experimentos independientes y

definimos
1 si en el experimento i, w € A

0 si en el experimento i, w ¢ A.

Xz‘(w)_{
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Definamos

Se tiene

y como Xf =X;

Var (X;) = BE(X?) - B(X;)?
= B(X;) — B(X;)?
= P(A) = P(A)?
P(A)(1-P(A))

Luego, como ademsds las variables X; son independientes, de acuerdo a
la ley débil de los grandes nimeros se tendra

X, - EX)=P(A). (10.12)

Obsérvese que X, es la frecuencia relativa de ocurrencia del evento A.
Entonces (10.12) puede interpretarse como que la frecuencia relativa de
ocurrencia del evento A tiende en proabilidad a su probabilidad.

10.5. Ley fuerte de los grandes niimeros

Para probar la ley fuerte de los grandes niimeros necesitaremos algunos
lemas previos

Lema (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X, ..., X;, variables in-
dependientes con E (X;) = 0. Supongamos que 07 =Var(X;) < oo y consid-
eremos las sumas parciales S; = Z;:l X;. Entonces

1<i<n

1 n
P ({ méx |S;| > e) <= ol (10.13)
9
=1

Observacion.

Vamos a mostrar que la desigualdad de Kolmogorov es un refinamiento
de la desigualdad de Tchebichev. Para ver esto, apliquemos la desigualdad
de Tchebichev a las variable aleatoria S,. Luego

1 1 &
P(|Sa] > €) < 5 Var (Sn) = > ot (10.14)
=1

Observemos que Sy, < méxi<;<y |5;| de manera que

{150 = e}  {mix |81] = ¢},
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y por lo tanto

PS> ) < P ({uix 181 ).
1<i<n

Luego resulta que (10.13) implica (10.14)

Demostracion.

Sea

= -1 . >
A= {mdx || = e},

y consideremos para cada ¢ los conjuntos

AZ' = {‘51’ <g, ‘52‘ <&,y |Si_1| <eg, ’SZ| > 6}.

Estos eventos son disjuntos de a dos y forman una particion de A. Luego

y por lo tanto se deduce que

Ia=> I,
=1

Luego como S2I4c > 0 se deduce que

5721 :STQZIA—FS?LIAC ZS’I%IA:SELZIAW

i=1
Tomando esperanza en ambos miembros resulta
n
E(S3) =Y E(S2I4,). (10.15)
i=1
Para cada término S214, resulta
S2Ia, = (S; +T;)* Ia, = S, + TP, + 28 Ti14,, (10.16)

donde .
L= X
Jj=>i
Vamos ahora a probar que E (S;T;14,) = 0. Por un lado observamos que
Si depende solo de X1,...X; y lo mismo ocurre con I4;,. Como T; depende

solo de Xjt1,...Xp, resulta que S;I4, es independiente de T;. Luego como
E (T;) = 0 se obtiene
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E(SiTila,) = E ([SiIa,)T3) = E (S;1a,) E (T}) = 0. (10.17)
Tomando esperanza en (10.16)y teniendo en cuenta (10.17) y que en

A; se tiene |S;| > €

B(S21a) = BSHA) + E(T?1L4)
(

Luego tomando esperanzas en (10.15) se obtiene

n

E(S2) =Y E(S2Ia,) =& Zn: P (A;) =2P(A),

=1 =1

O sea

E(S3) 1,
P(A) < —5= —gi_zlai.u

Para probar la ley fuerte de los grandes niimeros necesitamos también el
siguiente Lema.
Lema. Sea (X,)n>1 una sucesion de variables aleatorias. Una condicién
suficiente para que
X, — X cs.

es que para todo € > 0 exista una sucesion creciente de enteros positivos
r1 <79 < ... < Tp... que puede depender de ¢ tal que

oo riy1—1
r U B <o, (10.18)
1=1 n=r;

donde B, = {| X, — X| < ¢}

Demostracién
Recordemos el resultado ya probado que

X,— Xecs
sii
lim P (| ) B | =0 (10.19)
m—00 n>m

Supongamos que se cumple (10.18). Veremos que entonces se cumple
(10.19)
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Sea ¢ > 0, entonces (10.18) implica que existe ig tal que

oo rit1—1
C
> P U Bi| <e
=10 n=r;
Pero entonces
o0 oo Tit1—1 [es) rit1—1
C — C C
Pl UB.|=PlU U Bs:|<>P| U B | <=
n=Tig =19 M=T; EIN n=r;

Esto implica que (10.19) se cumple. O

Teorema (Ley fuerte de los grandes nimeros).

Sea (Xy),~; una sucesién de variables aleatorias independientes tal que
E(X;) = p; y Var(X;) = 02 para cada i € N. Consideremos la sucesién de
variables aleatorias (Yn)n>1 definida por

1 n
Xn =~ Z X;
=1
y sus respectivas medias
1 n
Bp = E(Xy) = EZ/M
=1
Entonces si
o2
— < 00, (10.20)
7
i=1

se tiene
Xp =1, — 0 cs..

Demostracion.

Basta probar el teorema suponiendo que para todo ¢, u; = 0. Para ver
esto, supongamos que el terorema vale cuando para todo ¢, p; = 0. Ahora
supongamos el caso general, esto es que para cada i, F(X;) = ;. Considere-
mos nuevas variables Y; = X;—u;. Entonces F (Y;) = 0y Var(Y;) =var(X;) =
aig. Las variables Y; son independientes y luego se cumple Y,, — 0 c.s. Pero
como Y,, = X,,—i,, resulta también X, —7,, — 0 c.s. Luego para demostrar
el teorema podemos supondremos que p; = 0 para todo 1.

Usaremos el lema anterior tomando r; = 20! . Luego si llamamos

2i+tl_1

=P |J B,

n=21%
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bastara demostrar que
0. ]
Z A < o0.
i=1

Observemos que si llamamos S,, = Z?:l X; tenemos X,, = S, /n. Luego

2011
N=P|( |J B
n=2%
2i+1—1
=Pl U {Xnlz¢}
n=2"
211
=P | U {1l =ne}| <
n=2%
2t
<P| | {ISul =2} (10.21)

n=21%

Para aplicar la desigualdad de Kolmogorov, debemos reindexar las vari-
ables.

Sean
Xik - 521'
X; — X2i+1
X; — X2i+2

X;z = Xoit1_4

y definamos
St=X{+X5+.. + X/

entonces se tiene que

Sgi - SI
Sgi+1 - S;
52i71,1 — S;Z

Como

2'L'
Var (X7) = o7, Var (X3) = 03,4, ..., Var (X3:) = 05i1_,,
=1
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se tiene
2011

Z Var a

Jj=1

Luego, aplicando la deagualdad de Kolmogorov obtenemos

2t+1_q

P U{|S|>225} —P(max |S|>€2’>

n=2¢

2i
1
2Z+1 1

< 4%52 Z o (10.22)

Entonces de (10.21) y (10.22 obtenemos para cada i

y cambiando el orden de sumacién se tiene

27+ 1

Z)\Z - Z 4152 Z 0
=5 Z > 7. (10.23)

2i+1_1>;

La desigualdad 271 — 1 > j es equivalente a

> log (j+ 1)

og @) 1 =10 (j),

y entonces podemos escribir

> o3 2(41
(

2i+1—1>]

240, (10.24)



donde ag es el primer término de la serie geométrica.

> 41 (10.25)

i>io(4)
Por otro lado 2¢¥!1 — 1 > j implica que 4° > j2/4 | es decir para todos
los términos de la serie geométrica (10.25) obtenemos

1 4
4 = g2
y en particular se tendra
4
ap < 2 (10.26)

21’-&-1_12]‘

y de acuerdo a (10.23) se iene

00 o] 2

16 0;
Shs B3 %
=1 j=1

Esto prueba la Ley Fuerte de los Grandes Numeros. O

Observaciones.

La condicién (10.20) se cumple si todas las varianzas estdn acotadas.
En efecto, si existe una constante K tal que para todo 1, 01.2 < K entonces
como se tiene

=1
resulta
0o 9 e’
O-Z
E < <K g = < 0
12 i2
=1 =1

2

Para el caso en que para todo ¢, u; = u, af = ¢ se cumple efectivamente

que

y por lo tanto
o equivalentemente

Todas las consideraciones posteriores a la ley debil que discuten co-
mo esta fundamenta las nociones heuristicas de esperanza de un variable
aleatoria y de probabilidad de un evento siguen valiendo, reemplazando la
convergencia en probabilidad por convergencia casi segura.
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10.6. Teorema de la Convergencia Dominada

Ahora daremos una demostracion del Teorema de Convergencia Domi-
nada (Lebesgue).

Antes necesitamos el siguiente caso particular de convergencia dominada

Lema.

Sea (X),~; una sucesién de variables aletorias, no negativas y Z una
variable aleatoria no negativa con E (Z) < oo que domina todos los térmi-
nos de la sucesién , es decir 0 < X, < Z.

Entonces si X,, —% 0 se tiene

E(X,)—0.

Observacion
Recordemos que si Z > 0 la condicién de E (Z) < oo es equivalente a
0+°° zdFy < 00y esto es equivalente a limy_, o fkoo zdFy = 0.
Demostracién
Vamos a demostrar que dado € > 0 existe ng tal que si n > ng entonces
E(X,) <e.
Dado K > 0 (arbitrario) particionamos al espacio de la siguiente manera

Q:{Xngg}U{§<Xn§K}U{Xn>K}.

Entonces

Xn = Xnlix,<e/3y T Xnl{ess<x,<xy + Xnlix,>K}
g
< 3 +KI{XH>5/3} +ZI{Z>K}- (10.27)

Tomando esperanza en ambos miembros se tiene
3 €
E(X,) < 5 +KP <Xn > 5) + E(ZLzsxy) - (10.28)

Se deja como ejercicio probar que

+o0
E(ZIz>Ky) = / zdFyz. (10.29)
K
Dado que F (Z) < oo existe Ky tal que
€
E(Zliz5x0) < 5- (10.30)

Una vez elegido Ko, usando que X;,, —, 0, podemos encontrar ng tal que
para todo n > ng se tiene

g g
P(Xn —) -
~3) < 3K,
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Luego de (10.27), (10.28). (10.29) y (10.30) resulta que para todo n > ng

€ € €
E(Xn) < §+KO%+§ =g,

y el Lema queda demostrado. O

Ahora probaremos el Teorema de la Convergencia Dominada en el caso
general

Teorema.Sea (Xj,),~; una sucesién de variables aleatorias tal que ex-
iste un variable Z >0 con E(Z) < ooy |Xy,| < Z para todo n. Entonces
si X,, =¥ X se tendrd

E(X,) — E(X).

Demostracion

Debemos probar que

lim |E (X,) — E (X)| = 0.

n—oo

Ahora bien, por una propiedad de la esperanza
B (X,) = B (X)| < |E (X, — X)| < B (X, — X,
de manera que bastara con probar que

lim E (X, — X|) = 0. (10.31)

n—oo

Sea
Y, =|X,—X|>0,

luego como X,, —¥ X resulta ¥;, =¥ 0. Se deja como ejercico probar que
P(|X| < Z)=1.Luego Y, < |X,|+|X| <2Z, y estamos en la situacién del
lema anterior. Por lo tanto podemos concluir que E (Y;,) — 0. Luego (10.31)
se cumple y el Teorema queda demostrado O
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Capitulo 11

Convergencia en Distribucion

11.1. Definiciéon de convergencia en distribucion

Tanto la convergencia casi segura como la convergencia en probabilidad
se basan en el concepto de ”proximidad entre variables aleatorias”. Veremos
ahora un tipo de convergencia que se basa en la proximidad entre funciones
de distribucién.

Definicién. Sea {Fj,},>1 una sucesién de funciones de distribucién
definidas sobre R y F' otra funcién de distribucion. Diremos que la sucesion
F,, converge débilmente a F' sii para todo punto x de continuidad de F’ existe
convergencia puntual. Es decir, si F' es continua en = entonces

lim F, (z) = F ().
n—oo
Notacién. Si { Fy, }>1 converge débilmente en distribucién a F' escribire-
mos
F, —¢F.

Observacion

Recordemos que una funcién de distribucién definida sobre R se carac-
teriza por las propiedades P1, P2, P3 y P4 y que el conjunto de puntos
donde es discontinua es a lo sumo numerable.

Definicién. Sea {X,,},>1 una sucesién de variables aleatorias y F' una
funcién de distribucién. Diremos que la sucesion X,, converge en distribu-
cion a F sii {Fx,, }n>1 converge débilmente a F.

Notacion. Si { X, },>1 converge en distribucién a F' escribiremos

X .

Observacion
Por extensién también diremos que { X, },>1 converge en distribucién a
.o d

X sii Fy, —* Fx.
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Al decir que {Xy}n>1 convergen en distribucién a X hay un abuso de
lenguaje puesto que las variables X,, no se aproximan X, sino la funcién de
distribucién de X,, se aproxima a la funcion de distribucién de X.

Consideremos el caso donde X e Y son dos variables independientes con
distribucién N (0,1). Definamos para todo n, X,, = X entonces X, —P
Y y sin embargo como las variables X e Y son independientes, X no se
“aproxima” a Y.

Veamos ahora la relacién que existe entre la convergencia en probabili-
dad y la convergencia en distribucion.

Proposicion.

Sea (X,),,~; una sucesion de variables aleatorias y X otra variable aleato-
ria. -

Entonces

X, -T'x

implica que 5
X,—" X

Demostracién
Sea F'x la funcion de distribucién de X y x un punto de continuidad.
La inclusion

{(Xn <z} c{X <z+e} | J{IXn—X| =6}

es facil de verificar y se deja como ejercicio. Tomado probabilidades en ambos
mienbros se obtiene

Fx, (x) < Fx(x+¢) + P(|X,—X|>¢).
Tomando limite superior en ambos miembros y teniendo en cuenta que

lim P(|X,—X|>¢)=0 (11.1)

n—oo

se obtiene
lim Fx, (x) < Fx (z+¢),
n—oo

y haciendo que € — 0, en virtud de la continuidad de F' en z se tiene

EFXn (r) < Fx (). (11.2)
Ahora hacemos algo similar a izquierda de x. Consideramos la inclusién
{(X <z—e} c{Xn <} J{IXn— X| >}
Tomado probabilidades en ambos mienbros se obtiene

Fy (z —¢) < Fx, (z) + P(IX, — X| > ¢).
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Tomando limite inferior en ambos miembros y usando (11.1) se obtiene
F (.%' - 5) < H—mn—>ooFXn (m) )
y haciendo que € — 0, en virtud de la continuidad de F'x en x

F(r) <lim, o Fx, (7). (11.3)
De (11.2) y (11.3) resulta

lim Fx, () < Fx (z) <lim, ., Fx, (),
n—oo
y como
lim Fx, (x) < lim Fx, (x),

—n—00
n—oo

debe ser
lim Fx, (x) =lm Fx, () = Fx (x).

——nN—00
n—oo

Luego existe el limite de {Fx, } en el punto z y ademds

lim Fx, (z)=F(z).0O
n—oo
Observacion.
La reciproca no vale en general. Pero si en el caso que P(X = C) =1,
donde C es una constante. Es decir , si X,, = C, entonces X,, —¥ C.
Dejamos la prueba como ejercicio.

11.2. Funciones caracteristica

Una herramienta muy importante para la demostraciéon del Teorema
Central del Limite es , la funcién caracteristica asociada a una distribucién.
Para esto necestaremos el concepto de variable aleatoria compleja.

11.2.1. Variables aleatorias complejas

Definicién: Sea (£2,.A, P) un espacio de probabilidad. Se dice que X
es una variable aleatoria compleja si X : @ — C (C indica el conjunto de
numeros complejos) es de la forma X = X; +iXs con X; y Xo variables
aleatorias reales.

Definicion. Sea la variable aleatoria compleja X = X; + ¢ X5, donde
X1y Xy tienen esperanza finita. Definimos la esperanza de X como
E(X)=E (X)) +iE(X2).

Observacion

E (X) € C. La parte real e imaginaria de la esperanza son respectivamente Re (E (X)) =
E(X1)yImE(X)=FE(X2).
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Definicion. Diremos que dos variables aleatorias complejas X = X1 +
iXs e Y = Y7 +iYs son independientes si el vector aleatorio X = (X7, X2)
es independiente del vector aleatorio Y = (Y7, Y2).

Algunas propiedades

Veamos ahora que para variables aleatorias complejas independientes se
tiene el siguiente resultado esperado

P1. Sean X = X1+iX9eY = Y] +1Y5 dos variables aleatorias complejas
independientes. Entonces

E(XY)=E(X)E(Y).

Demostracién
La demostracion se basa en el calculo directo usando la definicién y la
propiedad andloga para variables aleatorias reales independientes

E(XY)=FE[(X1+1X2) (Y1 +1iY2)]
X1Y1 — XoYs) + i (XoY1 + Yo X1)]

B
[
(X1Y7 — XoY3) +iF (XoY] + Yo X1) =
(
(

—~~

X1Y1) — E(XoYa) +iE (XoY1) + iE (YaX))
X1) E() — E(X2) E(Y2) +iE (X2) E (V1) +1E(Y2) E (X1)
= (B (X1) +1iE(X2))(E (Y1) + 1E(Y2))

E(X)E(Y).

I
SIS cS eS

&

P2. Sea una variable compleja X = X7 + ¢X5. Entonces
E(X)| < E(]X]).

Demostracion

Podemos suponer que E (X) # 0 pues en tal caso la desigualdad se
cumple.

Siendo E (X) = E (X1) + iE (X2) € C podemos escribir

E(X)=re?

para cierto r > 0.
Consideremos la variable aleatoria compleja Y = e~ X y verifiquemos
que su esperanza, es real

E(Y)=E (f”X)
= e YE(X)
=r>0.

Hemos probado con anteriorioridad que la propiedad se cumple para
esperanzas de variables aleatorias reales. Luego

[EY) < E(Y]).
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De acé se deduce la tesis, pues

B(X)| =7
=B
= |E(Y)
<E(Y
= B(X]

~—

|

|
)
).
11.2.2. Definicion de funcién caracteristica y propiedades

Definicion Sea X una variable aleatoria y F'x su funcién de distribucion.
Definimos la funcion carcteristica de X por la funcién ¢x : R — C asociada
a Fx de la siguiente manera

¢x (t) = E (exp (itX)) =
= E (cos (tX)) + iE (sin (X)) .

Observacion

Como las variables cos (tX), sin (¢X) son acotadas, las esperanzas de
estas variables existen y son finitas.

El motivo de la introduccién de la funcién caracteristica es poder estudi-
ar mas facilmente la distribucién de suma de variables aleatorias independi-
entes. Mientras que la funcién de distribucién de esta suma ( que se obtiene
por convoluciones) puede ser muy complicada, su funcién caracteristica, co-
mo se desprende de la propiedad P3 que veremos a continuacién, es muy
simple. Por otro lado como veremos mas adelante hay una correspondencia
biunivoca entre funcién de distribucén y funcién caracteristica. Luego cono-
ciendo la funcién caracteristica, de una variable aleatoria, se puede obtener
su funcién de distribucion.

P3. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. Entonces para
todot € R

dxty (1) = ox (1) Py ().
Demostracion.

Observando que exp (itX), exp (itY) son variables aleatorias indepen-
dientes se tiene

Px+y (t) = E (exp (it (X +Y)))
= F (exp (itX)exp (itY)) =
= F (exp (itX)) E (exp (itY))



P4. Sea X una variable aleatoria. Entonces

lox| <1

Demostracién.

|0x] = [E (exp (itX))]
< E (Jexp (it X)])
=E(1)
=1.0

P4. ¢x (0) = E(1) = 1. La demostracién es inmediata

Ahora enunciamos dos teoremas bédsicos que usaremos maés adelante. El
lector puede encontrar la prueba de estos teoremas en el libro de Barry R.
James, ”Probabilidade: um curso em nivel intermediario”. En particular la
interpretacion de ¢x como la tansformada de Fourier de Fx y la férmula
clasica de inversién.

Teorema 1. Sean X e Y dos variables aleatorias.

Entonces si

ox = Py,

también se tiene

Fx = Fy.

Teorema 2. (Continuidad de Paul Levy). Sea (Xj,),~; una sucesién
de variables aleatorias, (F'x, ),~; la correspondiente sucesién de funciones
de distribucién y (¢x,,),>; la correspondiente sucesién de funciones carac-
teristicas asociadas. Entonces

Fx, —P Fx
si y sOlo si para todo t € R
¢x, (1) = (1)
Teorema 3. Sea X una variable aleatoria. Entonces ¢x es continua en

todo punto.

Demostracién.

Sea t € R y consideremos una sucesién (hy),~; C Rtal que h, —
0. Queremos probar que a

lim oy (t+hn) = ¢x (1)
Teniendo en cuenta que
Ox (t+ hy) = E(cos ((t + hyp) X)) +iE (sin ((t + hn) X)),
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bastara con probar que si n — +oc entonces

E (cos ((t+ hyp) X)) — E (cos (tX)),

E (sin ((t + hy) X)) — E (sin (tX)).

Probaremos que E (cos ((t + hy) X)) — E (cos (X)) cuandon — 400, la
otra propiedad es analoga.
Consideremos la sucesiéon de variables aleatorias

Y, = cos ((t+ hn) X).

Se comprueba facilmente que Y,estd dominada por la variable aleatoria Z =
1, es decir para todo n

Y| = |cos ((t + hy) X)| < 1.

Ademds si Y = cos (tX), por la continuidad de la funcién coseno, se tiene
convergencia puntual de Y,, a Y, es decir para todo w € 2

Yo(w) — Y(w).
Luego, por el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene
E(Y, — E(Y).O

Observacion.

Se puede probar algo mas fuerte: ¢ x es uniformemente continua (ver el
libro de Barry R. James).

Veamos como opera una funcion caracteristica sobre una transformacion
afin de la variable aleatoria.

P4. Sea X una variable aleatoria e Y = aX + b. Entonces para todo
teR

Pax+b (t) = exp (ibt) x (at) .

Demostracidn.
Para todo t € R se tiene

Py (t) = Pax b (1)
= F (exp (it (aX +b)))

(it (a X)) exp (itd))

E (exp (i (ta) X))

¢x (at). O

= F(exp (i

)
)

= exp (ibt
= exp (ibt
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Ahora queremos caracterizar a las funciones caracteristicas a valores
reales. Para esto recordemos el concepto de variable aleatoria simétrica re-
specto del origen

Una variable aleatoria X se dice que es simétrica respecto del origen sii
para todo x > 0 se tiene que

PX<—-z)=P(X >x). (11.4)
El siguiente Teorema permite dar una definicién equivalente

Teorema 4. X es simétrica respecto del origen, si y solo si F_x = Fx
Demostracién.
Supongamos primero que X satisface F_x = F'x. De (11.4) obtenemos

P(X<—-z)=P(-X < —x2), Yz >0,

o equivalentemente

Fx(z) = F_x(z), Vz <0. (11.5)

Consideremos ahora x > 0. Como se tiene

{(X < -z} =i {X < -z —1/n},

{X >z} =2 {X >x+1/n},

donde {X < —z —1/n} y {X > —x + 1/n} son sucesiones mondtanas
crecientes y decrecientes respectivamente, tendremos

P(X <—z)= lim P(X <—-x—1/n),

' P(X >z) = JLIEOP(XvaLl/n).
Luego de (11.4) resulta que para todo x > 0
P(X < —2)=P(X >x)
y luego

1-P(X<—z)=1-P(X >ux),

o equivalentemente
o equivalentemente

Por lo tanto
fo({l:) = FX(x),Vx >0. (11.6)
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De (11.5) y (11.6) resulta F_x = Fx para todo x.

Supongamos ahora que F_x = Fx. Vamos aprobar que X es simétrica
respecto de 0, es decir que se cumple (11.4).

Sea x > 0. Luego como F_x(—x) = Fx(—x), se tendrd

P(-X < —2) = P(X < —ux),

o equivalentemente
P(X >z)=P(X < —x),

y por lo tanto se cumple (11.4) O.

Teorema 5. ¢x es real sii X es simétrica respecto del origen. En este
caso ¢x es par

Demostracion.

Supongamos primero que X sea simétrica respecto del origen. Como para
todot € R

ox (t) = E(cos (tX)) +iE (sin (tX)),

para mostrar que ¢x es simétrica bastara ver que E (sin (¢X)) = 0.

Teniendo en cuenta que X es simétrica se tiene que Fx = F_x de manera

que E (g (X)) = E (g (—X)) para cualquier g medible, entonces si para cada
t € R se toma g (x) = sin (tx) se obtiene

E (sin (tX)) = E (sin(—tX)) = —E (sin (t X)),

y por lo tatno F (sin (tX)) = 0.

Ademas,

¢x(—t) = E(cos(X(-1)))
= FE(cos(Xt))

= ¢x(t).

Luego ¢x es par.

Supongamos ahora que ¢x es real, esto es F (sin (¢X)) = 0. Entonces
teniendo en cuenta que la funcién coseno es par y la funciéon seno impar
tendremos para todo t € R

¢x (t) = E (cos (tX)) +iE (sin (t X))
= F (cos(tX),



Luego ¢x (t) = ¢_x (t) y entonces por el Teorema 1, se obtiene que
Fx = F_x y por el Teorema 4 que X es simétrica respecto del origen O
Definicion. Momentos de orden k. Sea X una variable aleatoria.

Definimos el momento de orden k > 0 de X como el nimero

cuando este valor existe y el momento absoluto de orden k > 0 de X como
el niimero

wi= B (1x1*).

Observacion.

Si k es par entonces pu = pj. Ademds siempre se tiene que jp < 00
sii py < 0o, es decir la integrabilidad absoluta de | X |k equivale a la de X*.

En particular E(X )=u y Var(X) = pg — p2.

Teorema. Si pj; < oo entonces para todo ¢ < k se tiene u; < oo.

Demostracién.

Sea ¢ < k. Se tiene

X" = Iyx i<y 1XI° + Igxsny | X
Como .
Iyxpieny 1 XT < Ix<ay

i i k
Iyx sy [ XI < (X < [XT7,

obtenemos
] k
X" < Iyxj<ny + 1 X7

Tomando esperanza en ambos miembros resulta
pi < P{IX]<1}) 4 py, < oo,

y esto demuestra el Teorema. O

11.3. Momentos y funcién caracteristica

11.3.1. Derivacion dentro del signo esperanza

Para hacer un desarrollo de Taylor de la funciéon caracteristica, nece-
sitaremos sus derivadas. Como la funcién caracteristica estd definida como
una esperanza, sera conveniente encontrar condiciones bajo las cuales se
pueda intercambiar el orden en el que se deriva y se toma esperanza.
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Sea g(z,t) una funcién de dos variables a valores reales, medible respecto
de la primera variable y derivable respecto de la segunda variable. Sea go

definida por

g (x,t
QQ(Jfat)_%)-

Sea X una variable aleatoria, entonces para cada t, Y; = ¢g(X,t) es
también una variable aleatoria. Supongamos que F (|Y;|) < oo y considere-
mos la funcién h (t) = E(Y;) = E(g(X,t)). El siguiente Teorema nos da
condiciones suficientes para que h' (t) = E (g2 (X, 1)) .

Teorema. Supongamos que en t = ty se cumplan las siguientes condi-
ciones (i) existe € > 0 tal que

sSup {‘92 (th)| < Zv
|t7t0|§5

donde F (Z) < o0,(ii) Para todo x la funcién g2(z,t) es continua respecto a
la segunda variable en t = tg.Luego h' (t9) = E (g2 (X, t0)) -

Demostracion.

Sea (7p,),,~; una sucesién de nimeros reales no creciente que converge a
0 y tal que |r,| < . Bastarda demostrar que

i Mot Zh o) _ g x4)).

n—-+00 n

Utilizando el teorema del valor medio existe ) = r* (X) tal que |7 (X)] <
rn, < €y tal que

g(thO +Tn) _ g(XatU)

= g2 (X, to + 7, (X)).

Tn
Luego
lm h(to + Tn) — h(to) _ lm E (g(X,to + Tn) —g (X,to))
n—oo ”r’n n—oo ”r’n
= lim F (g2 (X,t0+ 7, (X))).
n—0o0
Por lo tanto bastard con mostrar que
lim E (g2 (X, to + 7, (X))) = E (g2 (X, %0)) - (11.7)

n—oo

Ahora bien r} (X) — 0y por la continuidad de g2 en t = to, {g2 (X, to + r (X)) }n>1
converge puntulamente a la funcién g (X,ty) Ademds se cumple que
suppen |92 (X, to + 7} (X)) < Z, con E (Z) < oo. Luego aplicando el teore-
ma de la convergencia dominada se obtiene (11.7). O
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11.3.2. Derivadas de la funcion caracteristica y momentos

Dada una variable aleatoria X, sabemos que ¢x (t) = E (exp (itX)) . Procedamos
de manera ingenua, sin preocuparnos por la justificacién, y derivemos suce-
sivamente dentro del signo esperanza

W (1) = B (iX exp (itX)) = iE (X exp (it X))
g?) (t) = E (i*X%exp (itX)) = i*E (X2 exp (itX))

oW (t) = E ("X exp (it X)) = i"E (X" exp (itX)) .

El siguiente Teorema permite justificar estas expresiones.
Teorema. Supongamos que p;, < co. Luego se cumple que

oW (t) = i"E (X" exp (itX)). (11.8)

Demostracién. Demostraremos el Teorema por induccién en n. Paran = 0
es cierto ya que ¢y (t) = FEexp (itX) por definicién. Supongamos que el
Teorema es cierto para n. Vamos a demostrar que es cierto para n + 1.
Supongamos que fi,, .1 < 00, luego por el Teorema anterior uy;, < oo y luego
la féormula (11.8) es cierta para n. Entonces, tenemos que

o) (1) = i"E (X" oxp (it X))
= i"(E(X"cos(tX)) +iE(X"sin(tX)). (11.9)
Sea g (w,t) = z"cos(tx). Luego ga(z,t) = —a"Flsin(tr) es continua y
l92(X,t)] < | X[t . Como E(|X™*!|) < oo, por el Teorema anterior se
tendrd que si h(t) = E(X" cos(tx)), entonces

h(t) = E(ga(X, 1)
= —BE(X"sin(tX)). (11.10)

Similarmente si h*(t) = E(X"sin(tx)), luego
h¥(t) = B(X™ cos(tX)). (11.11)
Luego por (11.10), (11.11), derivando (11.9) se tendra

CV () = (W' (t) + k(1)) (11.12)

i"(E(—X" sin(tX)) +iB(X™ T cos(tX)). (11.13)

Multiplicando por ¢ y dividiendo por i se obtiene
U (1) = it (1/) B(—= X" sin(tX)) + B(X" cos(tX)),
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y usando que 1/i = —i

V(1) = EB(X M sin(tX)) + B(X™ cos(tX)
="M B(X" ! exp(itX))

y por lo tanto el Teorema queda demostrado.d.

Observemos entonces que de acuerdo al Teorema anterior que si u;, < oo
resulta

6% (0) = i"B(X™)

=" .
En particular
P'x (0) = ipy (11.14)
y
' (0) = —po. (11.15)

Ahora estamos en condiciones de probar que la funcién caracteristica de
la distribucién X ~N(0, 1) es su densidad salvo una constante.

11.4. Funcion caracteristica de una distribucion
normal.

Para la prueba del Teorema Central de Limite, necesitamos calcular la
funcidén caracteristica de una distribucién normal. Dado que si X ~N (u, 02)
se puede escribir como X = oY + u, donde Y ~N(0, 1) de acuerdo P4, solo
se necesitara calcular ¢y para el caso =0y o2 = 1.

Teorema 6. Sea X ~N(0, 1). Luego la funcién caractergistica de X es

(1) = exp (-%ﬂ) |

Demostracién. Como X es simétrica respecto del origen, ¢* es real y par.
Consideremos dos variables aleatorias independientes X; ~N(0,1), X2 ~N(0,1)
y definamos Y = u; X1+usXs conuy > 0, ug > 0. Entonces Y NN(O, u% + u%) .
Podemos expresar a Y como un multiplo de una variable N(0,1). En
efecto

Y
Y = \/u2+u2—
! 2\/u%+u§
= \/u%—i—u%Z,
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donde
Y

7 —

tiene distribucién N(0, 1).
Calcularemos ¢y de dos manera distintas. Por un lado, usando P4

¢y (1) =0 rarm, (1) (11.16)

_ 4 (mt> ' (11.17)

Por otro lado siendo Y suma de variables aleatorias independientes, us-
ando P1 y recordando que u; > 0y us > 0, se tiene que

Py (t) = Quy X1 4us Xz (t)
¢U1X1 (t) ¢U2X2 (t) (11'18)
= ¢" (u1t) ¢* (uat)

e <\/;§t> & <\/;gt> . (11.19)

De (11.16) y (11.19) se obtiene

o (TR - () (). o

y haciento ¢t =1

0" (m) = ¢" ( u%) %" ( u%) (11:21)

Definamos g* como la composicién de ¢* con la raiz cuadrada, es decir

Luego por (11.21) se tiene
g (ui+u3) =g" (uf) g" (u3).
Luego, si ponemos vy = u? y vy = u3 entonces para todo vy, vy > 0 obtenemos
9" (v1 +v2) = g" (v1) g* (v2). (11.22)

Entonces para todo v > 0 se tiene

=5 (35)-

()=
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Observacién. Ecuacién (11.22) recuerda la caracterizacién de la dis-
tribucién exponencial como una distrubucién con”falta de memoria”. Luego
para caracterizar a g* procederemos de igual manera.

Por induccién se puede probar que dados v; > 0,v3 > 0,...,v, > 0

entonces
9" (Zv> =I1g" (v)- (11.23)
i=1 i=1

Luego usando (11.23) se obiene que para todo n natural

gn)=¢ [1+1++...+1 (11.24)
—_————
n veces
=[g" ()" (11.25)

Usando (11.23) y (11.24 se obtiene que para todo m y n naturales

y entonces

Por la continuidad de g* y la densidad de Q en R,se concluye que para
todo x € R>q

Ahora veamos que
0<g*(1) <1 (11.26)

Como g*(1) es real con |g*(1)] < 1y g*(1) > 0, para demostrar (11.26)
se deberd mostrar que ¢g*(1) # 0 y que g*(1) # 1.
Supongamos que g¢* (1) = 0. Entonces para todo ¢t € R>g

o (Vi) =g () = lg" ()] = 0.
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Esto es absurdo, pues si t = 0 se tendria ¢* (0) = 0 y segin P3 ¢* (0) = 1.
Supongamos que ¢* (1) = 1 entonces

Ahora como ¢* es real, ¢* (1) = E(cos(X)). Entonces g* (1) = 1 se
puede escribir como
E (1) = E(cos (X))
luego
E(1—-cos(X))=0

Pero siendo la variable aleatoria 1 — cos (X) no negativa se concluye que
P(cos(X)=1)=1.

Esto no puede ser cierto puesto que {x € R : cos(z) = 1} es un con-
junto de puntos numerable, de manera que como la ditribucién normal es
absolutamente continua, su probabilidad es cero.

Finalmente si ponemos ¢ = —log(¢g* (1)) entonces, ¢ > 0y ¢*(1) =
exp (—c) . Luego

g () =lg" ()"
=exp (—ct),Vt > 0.
Ademas
" (t)=g" (t2) = exp (—ctQ) V>0
Como la funcién ¢* (t) es par se tendra
¢* (t) = exp (—ct2) ,Vt.

Derivando dos veces ¢*
(d)*)(l) (t) = —2ctexp (—ct2) ,
(¢*)(2) (t) = —2cexp (—ctz) + 4c2t? exp (—ct2)
= 2cexp (—ct2) (2ct2 — 1) ,
y evaluando en 0, de acuerdo a (11.15) se tendrd
~2c= (6" (0)

= _,LLQ
=—-1

Por lo tanto obtenemos que ¢ = % y el teorema queda demostrado. O
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11.5. Teorema Central del Limite

El Siguiente Lema da el desarrollo de Taylor de la funcién caracteristica
de una variable aleatoria X con E(X) =0y var(X) = 1.
Lema. Sea X una aleatoria con E(X) =0y var(X) = 1. Entonces

2
dx(t)= 1-=+0 ().

donde o (t2) es una funcién tal que

oy 2)

=0.
t—0 12

Demostracién. Sabemos que ¢(0) = 1 y por (11.14) y (11.15) se tiene
¢’ (0) =0y ¢%(0) = —1. Luego usando un desarrollo de Taylor de grado 2
en t = 0 se tiene

2
Ox(t) = 6x(0) + G (0)t + G5 (0) 5 +0a(F)
2

t
:1—5+0(t2).

Esto demuestra el Lema.O

11.5.1. Caso de variables independientes igualmente distribuidas

Teorema Central del Limite. Sea (Xp),-, una sucesién de variables
aleatorias independientes identicamente distribuidas (i.i.d) con varianza fini-
ta . Llamemos p = F (X;) y 02 =Var(X;) > 0 . Sean las sumas parciales

=1
' Sn— E(S
Zp = Sn = B(5) (11.27)
Var (Sy,)
Entonces
Zn —P N(0,1). (11.28)

Observacién
La expresién (11.27) puede reformularse escribiendo

g X EX)
Var (X,)
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donde
_ 1<
Xn=— Z X;
i=1

es la variable aleatoria ”promedio aritmérico”.

Demostracién

En primer lugar veamos que basta con probar el teorema suponiendo
que p=0yoc?=1.

Teniendo en cuenta la independencia de las X; y la definicién de S, se
tiene que

E(S,) = nu,
Var (S,,) = no?.
Luego (11.27) se puede escribir como

_ Z?:l (Xi —np)
Dy = Jno

-2 ()

donde

Clareamente las variables X son ii.d. con E(X}) =0y Var(X]) = 1.
Luego si el teorema vale para = 0y 02 = 1 vale para p y o2 arbitrarios.

Supondremos entonces que ¢ = 0 y 02 = 1. De acuerdo al teorema de
Levy , bastara probar que para todo t € R

/2
lim ¢z, (t) =exp (——) (11.29)
n—-+oo 2

Sabemos que como 1 = 0y 02 = 1, por el Lema anterior para todo i € N

se tiene 2
¢x. () =¢x(t) =1- 5 + o (%),

donde 09 (t2) es una funcién tal que

g 2(8)

lim ——= = 0. (11.30)

Como las variables X; son independientes, podemos aplicar la propiedad
P3 de las funciones caracteristicas y se tiene que para todo n

05, (1) =[] ox. (1) = <1 - g + 02 (t2)> .
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Finalmente teniendo en cuenta que . = 0y 02 = 1, resulta Z,, = S,/ /.
Luego por la propiedad P4 de las funciones caracteristicas se obtiene

6z, (1) = 0, (ﬁ)

12 2\\"
(-5
2n n

De acuerdo a (11.29), bastard ver que la sucesién de funciones

t2 2\\" t2
nh—>Holo (1 ~ 5 +o (E)) = exp <—5> . (11.31)

Para ello escribamos la sucesién de carcteristicas del siguiente modo

w0~ (-4 [ ea(E)])

y luego si hacemos

entonces an
t) = (1 - —”) :
¢z, (1) -
Se conoce del calculo elemental que si a,, — L entonces

(1 - %)n —exp(—L).

Por lo tanto bastara mostrar que en nuestro caso L = t2/2. Equivalentemente

bastard con mostrar que
2
lim o9 (—) n — 0.
n—oo n

Pero esto resulta de escribir

y de observar que como t?/n — 0 cuando n — oo,de acuerdo a (11.30) se

tiene
12
(%)
n
0.

lfm — 2 =
n—+oo t

n
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Esto prueba el Teorema.O

Observaciones.
1. Teniendo en cuenta que E (X,) =nu/n = py Var(X,) = no?/n =
o2 /n, podemos escribir las variables Z, de la siguiente manera

X, - E(X.,)
Var (Yn)
(Yn - :U') .

g

Zn =

1
— N2

Luego, de acuerdo a (11.28) tenemos

(X — 1) DN (0,1). (11.32)

g

1
n2

De acuerdo a la Ley Fuerte de los Grandes Niimeros X,, — pu — 0 c.s., y
por lo tanto también

W, = (X, —p)/o —0cs.

Ademads, recordemos que convergencia casi segura implica convergencia en
distribucién. Al multiplicar W, por el factor n%, de acuerdo a (11.32) deja
de tender a 0 y tampoco tiende infinito. Por eso se dice que la velocidad
de convergencia de X, a u es n''2. Se deja como ejercicio probar que si
multiplicamos W, por n/2t% la sucesién converge a oo en probabilidad.
Es decir dado cualquier K > 0,tendremos

lim P(n'/?*\W,| > K) =1

n—oo

También se deja como ejercicio que si multiplicamos W, por n!/2=? convege

en probabilidad a 0. El exponente 1/2es el niimero exacto por el para que
la sucesién no converga ni a 0 ni a £oo.

11.5.2. Teorema Central del Limite para variables no igual-

mente distribuidas

El Teorema Central del Limite sigue valiendo bajo condiciones menos
rstrictivas. Se puede suprimir la hipotesis de que las distribuciones sena
idénticas y atin debilitar la hipétesis de la independencia.

El Teorema de Lindeberg o Teorema Central del Limite Fuerte da una
condicién suficiente para que una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes no necesariamente identicamente distribuidas converga en distribu-
cién a la normal estandarizada. Enunciamos este importante teorema sin
demostracién.
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Teorema Central de Lindeberg. Sean (Xn)n21 una sucesién de vari-

ables aleatorias independientes con E (X;) = u; y Var(X;) = o2 para todo
i € N.Sea

s2 = Zaf = Var (S,),
i=1

donde como antes S, = Z?:l X;. Definamos las variable aleatorias cen-
tradas

Yi =X — .
Una condicién suficiente para que

_ S E(Sh)

D
Var (S,,) N1

n

es que para todo € > 0

> oney VO AFY,
lim ) ~0. (11.33)

n—-+00 s%

Demostracién

Ver el libro citado de Barry R. James.

Observacion.

La condicién (11.33) se llama condicidn de Lindeberg. Notemos que
como E(Y;) =0y Var(¥;) =Var(X;) = 02, se tiene

sn=>Y o} (11.34)

=1
n
=> Var(¥;)
i=1
n 400
= yPdFy,
i=177>°
Z/ y2dFy, +Z/ y2dFy,. (11.35)
i—1 ¢ {lyl<sne} i—1 Y Uyl>sne}

Luego, la condicién (11.33) es equivalente a que para todo & > 0

n 2

A s oy Y dFy,
lim 2 lnf{'y';“g —1, (11.36)
n—0o0 Zi:l f—oo Y dFY’L

lo cual de puede interpretar que la contribucién de y; a la varianza de S,
proviene de los valores donde |Y;|? < €2s2. Como s2 =Var(S,) =Var(S}),
donde S} = >0 ,Y;, resulta que la contribucién de Y2 a Var(S}) corre-

sponde basicamente de los puntos donde Yf < es2, es decir donde Yf es
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pequena respecto a F(S;2). Esto est4 diciendo que con alta probabilidad Yi2
es pequeiio con respecto a S*2. En particular de (11.33) se deduce que para
todo € > 0, existe ng(e) tal que para todo n > ng

/ y?dFy, < si¢
{ly[=sne}

para todo 1 < ¢ < n. Por otro lado para todo 1 <7 <mn

/ y?dFy, < s2e.
{lyl<sne}

Luego para todo 1 < i <nyn > ng se tiene

0'22 — / y2dFY, =+ / y2dFYl < 28%5,
{lyl<sne} {ly|>sne}

y por lo tanto que para todo n > ng

4 2
maxi<i<n 0;

Z?:l ‘712

< 2¢.

Luego
li Diien ol
n—oo 30 0;

Es decir que la varianza de cada variable, sobre la suma de las varianzas
tiende a 0.

Del teorema central del limite de Lindeberg se deduce la siguiente versién
del Teorema Central del Limite.

Teeorema Central del Limite de Liapunov. Sean (X,),-; una
sucesién de variables aleatorias independientes con F (X;) = u; y varianza
Var(X;) = 02-2 < oo tal que para algun ig, 030 > 0. LLamemos Y; = X; — ;
a las variable aleatoria centradas. Una condicién suficiente para que

n - E n
Z, = S—(S) D N(0,1)
Var (Sy)
es que exista § > 0 tal que
S B (%)

lim =0
n—-+00 8721+5

Esta condicién es 1til cuando las variables tienen momentos finitos de orden
mayor que dos. Para la demostraciéon del corolario ver también el libro de
Barry R. James.

Consideremos ahora una sucesién de variables aleatorias(Y5,),,~,, donde
Y,, tiene distribucién Bi(n, p) . Podemos pensar Y,, como el niimero de éxitos
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en n experimentos idénticos independientes, donde la probabilidad de éxito
es p. Luego podemos escribir

Yo=Y X,
i=1
donde

Y 1 si resulta éxito en el i-ésimo experimento
! 0 si no.

Claramente las variables X; son independientes e igualmente distribuidas
.Sabemos que P(X; =1)=py P(X;=0)=1-p. E(X;) =py Var(V;) =
p (1 —p). Luego, estamos en condiciones de aplicar el Teorema Central del
Limite para variables i.i.d.. Entonces

Y, — E(Yy) _ Y, —np
VVar (Y,)  /np(1—p)
Se puede probar que para n = 20 la distribucién normal es una buena

aproximacion de la binomial, de manera que a fines practicos se pueden usar
tablas normales para calcular probabilidades binomiales.

—P'N(0,1).

11.5.3. Una Aplicaciéon a la binomial.

Se realiza una encuesta para determinar el porcentaje p de votantes que
va a votar a un partido C. Se toma una muestra al azar de n votantes y
se observan los resultados. Designemos mediante Xj;, la variable que toma
el valor 1, si la intencién declarada del encuestado i es votar al partido C'y
X; = 0 en caso contrario. Claramente P(X; = 1) =p

La variable

da la cantidad de encuestados que dicen votar al partido C. La variable Y,
es Bi(n,p)

Como desconocemos el pardmetro p, podemos estimarlo a partir del
promedio

n
ﬁn _ )(n _ Zz:l 1
n

Como E(X;) = p, por la ley de los grandes niimeros tendremos X, —p
c.s.. Lo que queremos saber es cuan grande tiene que ser n para lograr una
precision determinada con cierta probabilidad. Mas precisamente supong-
amos que fijemos una cota e para el error E, = X, — p ( por ejemplo
e = ,05) y supongamos que queremos conocer aproxmadamente la proba-
bilidad de que |E,| <e, es decir P(|E,| < e).
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Sabemos que

Z, Y, —np
np (1 —p)
— Zz—l Xl —np
np (1 —p)
X, —
= Vn—=2_L_ _,DN(0,1)
Vp(1—p)
Llamemos
an = Y (11.37)
p(1—p)

y ® a la funcién de distribucién de una variable N(0, 1). Luego, como Z,
se comporta aproximadamente como una N(0,1) para n grande, tenemos

P(|En| <€) =P([Xn—p|<e)

(X0 —p| Ve
<f¢p 1—p : \/p(l—p)>

= P(|Zn] < an)

= O(an) — ®(—an)

= ®(an) — (1 — ®(an))
2®(a,) — 1,

~

donde el signo 2 indica aproximadamente. Supongamos ahora que quere-
mos saber que tamano de muestra se requiere para que P(|E,| < e) sea
aproximadamente 1 — «, donde « es un nimero pequeno, por ejemplo .05.
Entonces se requerira un valor n tal que

20(an) —1=1—a,

o equivalentemente
_ a
m=27(1-3).

Reemplazando a,, de acuerdo a (11.37) tendremos

L:qﬂ(l_z)’

p(1—p) 2

o equivalentemente

Como p es desconocido podemos elegir el valor mas més desfavorable.
Como n depende en forma creciente de g(p) = p(1—p) deberiamos elegir el
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méximo de estd funcién para 0 < p < 1. Observemos que ¢'(p) = 1—2p = 0,
razén por la cual el dnico punto criticoes p=1/2,y como ¢"(p) = -2 <0
corresponde a un maximo relativo Como en los extremos g(0) = g(1) = 0
y 9(1/2) = 1/4, resulta ge el mdximo absoluto de g estd en p = 1/2 y el
maximo de g es 1/4. Luego basta tomar n igual a

@ (- )’
4e2 '

Por ejemplo si e = ,05 y a = ,05, se tendra buscando en la tabla normal
que 1 (1 — a/2) = ®71(0,975) = 1,96, y luego

n —=

(e (-5
4e2

Luego , como n tiene que ser entero, bastara tomar n = 385.

2
)" _ 384,16.

n =

El valor n calculado nos asegura la probabilidad deseada, pero dado que
se reemplazo p(1—p) por una cota superior esté valor puede ser més grande
que el estrictamente necesario. En la Seccién siguiiente veremos un Teorema
que nos permitird reemplazar p(1 — p) por la estimacién X, (1 — X,,).

11.6. Teorema de Slutsky

El siguiente Teorema, llamado de Slutsky, tiene numerosas aplicaciones
en Estadistica.

Teorema . Sean (X,),~; € (Yn),,~; dos sucesiones de variables aleato-
rias tal que X, =P X e Y, =% ¢, donde X es una variable aleatoria y ¢
una constante. Entonces se tiene

(i)

Xn+Y,— X+,

(ii)

XY, =P X,

(iii) Si ¢ # 0 entonces

Probaremos el teorema de Slutzky recurriendo a una serie de lemas pre-
Vios.

Lema 1. Sea (X,),~; una sucesién de variables aleatorias y tal que
X, —P X donde X es otra variable aleatoria. Entonces para todo constante

a € R se tiene
aX, —PaXx.
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Demostracién

La demostracién la haremos distinguiendo tres casos: (i) a = 0, (ii) a > 0
y (ili) a <0.

(i) Sia = 0, entonces es claro que aX = aX,, = 0 y por lo tanto el lema
se cumple.

(ii) Sea a > 0. Queremos probar que para todo punto x de continuidad
de F,x vale que

lim F,x, (x) = Fyx ().

n—-4o0o

Calculamos la funcién de distribucion de a X,
Fux, () =P (aX, <)

(<)

= Fy, (f) ,
a

y de manera andloga, la funcién de distribucién de a X
x
Fox (z) = Fx (—) .
a
Entonces s x es un punto de continuidad de F, x siy solosi — lo es de Fx.
a

Ahora bien como X,, =P X vale que para todo = punto de continuidad
de I X
lim Fx, (z) = Fx (z).

n—oo

En particular eso vale para . Esto demuestra el caso (i) a > 0.

(ii) Sea a < 0. Este caso ?esulta mas complicado de probar. Probaremos
en primer lugar que vale para a = —1 y después pasaremos al caso general.

Queremos probar que si X, —” X entonces —X,, — —X

En primer lugar es facil ver que en general si X es una variable aleatoria
P(X <a) = Fx(a—), donde Fx(a—) es el limite de Fx(x), cuando =z
tiende a a por la izquierda. Para eso basta con observar que

(X <a} = U{Xga—%}.
i=1

La sucesién de conjuntos C,, = {X < a — %} es monotona creciente y por
lo tanto

P({X <a})= lim P(Xga_l>

n—oo n
3 1
= Fx <a - g)
= Fx (a—).
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Calcularemos ahora F_x y F_x, Por un lado

F x(x)=P(—X <)

=P(X > —x)
=1-P(X < —x)
=1-Fx(—z—).

Por otro lado y de manera analoga

F_x, (w) = 1-Fx, (—:p_) .

Entonces tenemos que probar que si z es un punto de continuidad de
F_x entonces

lim [1 - Fx, (—z—)]=1- Fx (—x—),

n—oo

o equivalentemente tenemos que probar que si x es un punto de continuidad
de I_x entonces
lim Fx, (—2—) = Fx (—z—). (11.38)

n—oo

ComoF_ x esta definida como
Fox ()= 1-Fx(—z—),

resulta que x es un punto de de continuidad de F_x si y solo si —x
lo es de Fx. Por lo tanto en los puntos donde F_x es continua vale que
Fx (—xz—) = Fx (—z). Por lo tanto (11.38) es equivalente a que

lim Fx, (—z—)= Fx(—x), (11.39)

n—oo

en los puntos x para los cuales —x es un punto de continuidad de Fx.
Como z puede ser cualquiera, esto es equivalente a que

lim Fy, (z—) = Fx (), (11.40)

n—oo

para todo punto x que sea de continuidad de Fx.

Por la monotonia de Fy, se tiene que Fx, (z—) < FY, (x). Entonces
tomando limite superior en ambos miembros y recordando que la hipétesis de
convergencia en distribucién implica que limite lim,_,~ FXx, (z) = Fx (x)
se obtiene

limFx, (z—) < limFY, (x)
= lim FXn (l‘)
n—oo

= Fy (z). (11.41)
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Para probar la desigualdad contraria, observemos que como F'x es con-
tinua en x entonces dado € > 0 existe 6 > 0 tal que Fx (x) —e < Fx (z —0).
Como el conjunto de puntos de discontinuidad de Fx es a lo sumo numer-
able, podemos elegir © — ¢ de forma tal que F'x sea continua en x — §. Por
la monotonia de Fx, resulta

Fx, (127) > Fx, (3:—6)

Tomando limite inferior y recordando que x — ¢ es un punto de continudad
se obtiene

limFx, (z~) > imF¥, (z — 6)
= lim FXn (l’— 5)

n—oo
= FX (l’ — 5)
> Fx (x) —e.
Ahora haciendo que € — 0 se tiene
limFy, (x—) > Fx (z). (11.42)

Por lo tanto de (11.41) y (11.42) resulta
limFy, (r—) < Fy () <limFy, (z—).
Pero como siempre ocurre que imFy, (z) < limFx, (z7), resulta que
limFx, (z—) = Fx (z) = limFy, (z—),
y entonces necesariamente existe lim Fy, (x—) y ademds
lim Fx, (x—) = Fx (x).

Esto demuestra (11.40
Ahora probaremos el Lema para a < 0. Para eso escribimos

aXp = (—a)(—X,).

Entonces por un lado como X,, = X se tiene que —X,, =P —X . Por
otro lado si a < 0 entonces —a > 0y por el caso (i) aX, = (—a) (—X,) =P
(—a)(—X) =aX.0O

Definicién. Sea (X,,),~; una sucesién de variables aleatoiras. Decimos
que la sucesién estd acotada uniformemtne en probabilidad si dado ¢ > 0
existe K > 0 tal que

P( X, <K)>1-c¢.
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Observacién. Recordemos que hemos probado que si X,, —¥ X en-
tonces dado € > 0 existe K > 0 tal que para todo n € N

P(Xa <K)>1-¢

P(X|<K)>1--¢.

Esto significa que si una sucesiéon (X,),~,; converge en probabilidad
estd acotada uniformemente en probabilidad.

Para la convergencia en distribucion, se tiene un resultado analogo.

Lema 2 Sea (X,),~; una sucesiéon de variables aleatorias y X otra
variable aleatoria tal que X,, —2 X. Entonces dado € > 0 existe Ky > 0 tal

que para todon € N
P( X, <Ky >1-¢

P(X|<Ko)>1—e.

Demostracion.
Dado £ > 0 sabemos que existe K > 0 tal que

P(X|<K)>1-

| ™

Observemos que si para cierto K > 0 vale la desigualdad, entonces tam-
bién vale para cualquier K1 > K. En efecto, como

{IX] < K} c{|X]| < Ki},
tomando probabilidades se tiene
1-e<P({|X|<K}) < P{[X]< Ki}).

Luego, como el conjunto de puntos de discontinuidad de F'x es a lo sumo
numerable, podemos elegir K de forma tal que Fx sea continua en K y en
—K. Entonces

P{IX|<K)= P(-K <X <K)
—P(-K <X <K)

— Fy (K) — Fx (—K) (11.43)
>1- % (11.44)

Teniendo en cuenta la convergencia en distribuciéon de X, a X, resulta

lim FXn (K) :FX (K),

n—oo
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lim FXn (—K) :FX (—K)

n—oo
Por definicién de limite existe ny € N tal que si n > ny entonces

e

Fx, (K) > Fx (K) — 1 (11.45)
y también no € N tal que si n > ny entonces
FXJ—K)<FX@kj+Z (11.46)

Luego tenemos

P(| X, <K)=P(-K <X, <K)
> P(-K < Xn <K)
= Fx, (K) - Fx, (-K).

Sea ng = max{ni,n2}. Luego de (11.43 ), (11.45 )y (11.46 ) resulta que
si n > ng se tiene

P (| Xn| < K) > Fx, (K) = Fx, (-K)

> Fy (K) — Z — <FX(—K)+Z>
> Fx (K) = Fx (~K) = 5
21—3—5:1—d

Luego hemos conseguido la acotacién requerida para X y X, con n > nyg.
Finalmente para cada 1l < j < ng—1, podemos encontrar un nimero K; > 0
tal que P (| X;| < Kj) > 1 — ¢. Entonces si ponemos

KO = méx{K, Kl, KQ, caey Kno—l}
se cumple

P(I X < Ko)>1—¢, ¥n

P(X|<Ko)>1—e. O

Lema 3. Sea (X,),~; una sucesién de variables aleatorias uniforma-
mente acotada en probabilidad y supongamos que Y, =¥ 0 entonces

XY, =t o.

Demostracién
Utilizado las dos hipdtesis dado € > 0 existe K > 0 tal que

P( X, <K)>1-

N ™
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vy no € N tal que para todo n > ng se tiene

& 3
P(Yn>—> <
Yol 2 55) <3

Ahora observemos que

{IXnYn| >} C{|Xn]| > K}U{|Y,| > %}7

ya que si | X,| < Ky |Y,| <e/K entonces |X,Y,| <e.
Tomando probabilidades tenemos que para todo n > ng resulta

P({|XnYal > €}) < P({|Xal > K}) + P ({1¥al = =})

<E.8
2 2
= E.

Esto prueba el Lema.O
Lema 4. Sean (X,),>; € (Yn),>; dos sucesiones de variables aleatorias
y X otra variable aleatoria tal que X,, =P X y Y,, = 0. Entonces

X, +Y, "X

Demostracion.
Queremos probar que si z es un punto de continuidad de Fx entonces

lim FXn+Yn (QZ) = FX ({L‘) .
n—-+00

Sea € > 0. Dado que el nimero de puntos de discontinuidad de F'x es a
lo sumo numerable, siempre podemos elegir 0<e; < € tal que x +€; sea sea
punto de continuidas de Fx. Luego tenemos

{Xp+Y, <a}c{X,<z+etU{|Y,] >e1}

pues si X, >z +e1y |Yn| <1 entonces X, + Y, > x.
Tomando probabilidades en ambos miembros

FXn+Yn (l‘) SFXn ($+61)+P(|Yn| >61}). (11.47)
Como
lim Fx, (x+¢e1) = Fx(x +¢1),
n—oo
y
lim P (Y, >e¢e1) =0,
n—oo
se obtiene

H_m(FXn (l‘ +61) + P(Yn > 61)) = JLIEOFX" (l‘ + 81) + lim P(Yn > 51)

n—0o0
= Fx(x —|—61)
< Fx(z +e¢).
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Luego tomando limite nferior en ambos miembros de (11.47) resulta
limFyx, v, (r) < Fx (x4 ¢),
y haciendo € — 0 resulta
limFx, 1y, (x) < Fx (z). (11.48)

Tomemos ahora 1 < ¢ y tal que © — &1 es un punto de continuidad de
Fx.. Obbservamos que también vale

{Xpn<z—e1} C{Xn+Y, <z} U{|Ys] >e1},

vaque X, +Y,>zxy |V, <eimplica X, + Y, >zy —<-Y, <ede
manera que sumando X,, > x — €.
Tomando probabilidades resulta

Fx, (2 = 1) < Fxopv, (2) + P([Ya] > €1),

y pasando al limite inferior, como x — 1 es un punto de continuidad de Fx
se obtiene

Fx(z —e1) <lmfFly, 1y, (z).

Ademas, como
Fx(x — E) < Fx(x — 61),

resulta
Fx (z—¢) <lmFx, 1y, (7).

Luego tomando limite cuando € — 0, y dado que Fx es continua en z,
tenemos
Fx (z) <limFx, +v, (z). (11.49)

De (11.48) y (11.49 se obtiene
i Fx, 1y, () < Fx (¢) < limFx, 1y, (2),

y esto implica que
lim FXn+Yn (l‘) = Fx (3:) .g
n—0o0

Lema 5. Sea (X,),~; una sucesién de variables aleatorias y X otra
variable aleatoria tal que X,, —” X . Si a es constante, entonces

Xn—i—a—>DX+a.

Demostracion.
Tenemos

FXpta(2) = P(Xp+a<x)
=P(X,<z—a)
:FXTL(:E_G“)7
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Fxia(2) =P (X +a<u)
=P(X<z-a)
:FX(x—a).

Poe lo tanto si z es un punto de continuidad de Fx., entonces x — a
es un punto de continuidad de Fx de manera que aplicando la hipétesis y
lo anterior

lim Fx, iq(x)= lim Fx, (x—a)

n—-+o0o n—-+o00
=Fx (x —a)
= FX+a (.%') .

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema se Slutzky

Lema 6. Sea (X,,),,~, una sucesién de variables aleatorias tal que X,, —P
¢, donde ¢ es una constante. Luego si g es una funcién medible continua en
c, se tiene

Yo = g(Xn) = g(c)..

Demostracién. Dado € > 0 existe § > 0 tal que |z — ¢| < § implica |g(z) —
g(c)| < e. Luego

{lg(z) = g(c)| > e} C {lz — [ > 6},
y tomando probabilidades y limites

lim P(|lg(z) —g(c)| > ¢) < lim P(Jx —¢| > 6) = 0.

n—oo

Luego
lim P(|g(x) — g(c)] > ¢) = 0,

n—oo

y el Lema queda probado.O

Demostracién delTeorema de Slutsky.
(i) Podemos escribir

Xn+Y,=Xn+c)+(Yn—0).
Sabemos por el Lema 5 que

X, +c—P X+,

Yn—c—>PO.
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y aplicando el Lema 4
Xn+Y, =P X +c

(ii) Escibimos el producto de la siguiente manera
XYy =Xy + (Yo —c) Xy

Sea
Zn = (Yn —¢) X,

U, =cX,.

Por un lado sabemos que (Y, —¢) = 0y que (X,),; esta uniforme-
mente acotada en probabilidad entonces aplicando el Lema 3 se tiene que

Z, =0,

y aplicando el Lema 1
U, —Dex.

Finalmente, aplicando el Lema 4
XYy = Uy + Zn —P cX.

(iii) Como ¢ # 0y la funcién g(y) = 1/y es continua en y = ¢, resulta
por Lema 6 que
1,1
N e
Y, c

Luego como

(iii) resulta aplicando (ii).
Ahora daremos una aplicacién de estos conceptos resolviendo el siguiente
problema de Estadistica

11.7. Aplicaciéon a intervalos de confianza

Problema Sea X una variable aleatoria respecto de la cual desconoce-
mos su funcién de distribucién F. Por ejemplo, puede tratarse del “peso
de una lata de arvejas” que es una variable aleatoria que varia de lata en
lata. La distribucién de X no tiene porque ser normal. Supongamos que
= E(X)yo?=Var(X) son pardmetros desconocidos de la variable que
dependen de F. (los parametros de poblacién). Se toma una muestra aleato-
ria de tamano n, y se obtienen las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,, . Estas
variables sean independientes e identicamente distribuidas con distribucion
F..
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Como por la ley fuerte de los grandes ntimeros que X, — i c.8,
podemos tomar como estimacién del parametro p el promedio aritmético de
las muestras X,

//ln = Xy

Este valor para n grande estara préximo a la media verdadera pu, y el
error sera,
E,=X,—pu.

Una pregunta natural es para un valor de n determinado, tratar de acotar
el error E, con probabilidad alta.

Teniendo en cuenta que la varianza se define 0? = F (X?) — [E (X )2
podemos estimar la varianza de la siguiente manera

2
—~2 _ i X7 _ (Xoie1 Xi) ‘
n

n
n

Teniendo en cuenta la ley de los grandes niimeros se tendra que

noox2
—21:1 L E(XQ) c.s.,
n

n
zin X — E(X) cs..
n

Luego como el cuadrado es una funcién continua se tendra
~2 2 2 2
o, — BE(X*) - E*(X)=0" cs.

Por el Teorema Central del Limite

Xn—p

o

N —PN(0,1). (11.50)

Como sabemos que o, — o, se tendrd
Z P, (11.51)
On

Luego teniendo en cuenta (11.50 ) y (11.51 ), y aplicando el teorema
de Slutzky resulta

X, — Xn—po
T = nonH_ pin TR DN(0,1).
On o On
Es decir, si se reemplaza o por su estimador &, en (11.50), la convergencia
en distribucién no cambia.
Ahora consideremos un valor a, 0 < a < 1 llamado nivel de significacion;

generalmente se toma a = 0,01 ; @ = 0,05. Buscamos en la tabla de la
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distribucién normal un valor z, /5 tal que P(Z > a/2) = a/2 donde Z es una
variable N(0,1). Luego por simetrfa también se tendrd P (Z < —z, /2) = £.

Ahora bien si Z, —P Z con Z ~N(0, 1) entonces también —2,, —P —Z.
Como —Z también es N(0,1) tenemos que para n grande

P (=240 < —Zn < zqp2) ® 1 —a,

donde = indica aproximadamente es decir

X,
P (_Za/2 < \/EM < Za/2> ~1 - Q,

On

y despejando

1— o (11.52)

Q

J— Z@/Qa—\n — Za/ga'\n

Luego fijando « se se puede garantizar que u se encuentra en el intervalo

|:— Za/Qan v Za/Qan:|

X, —
n \/ﬁan+\/ﬁ

sea aproximadamente 1 — «.. Este intervalo se llama intervalo de confianza.
Obsérvese que hay dos parametros que pueden variar, el nivel de signifi-
cacion a y el tamano de la muestra n. Cuando a decrece z,/; aumenta y
consecuentemente aumenta la longitud intervalo de confianza. Como contra-
partida también aumenta la probabilidad que contenga a p. En cambié cuan-
do n crece y se mantiene el « constante, la longitud del intervalo decrece,
tendiendo a 0 cuando n tiende a infinito.
Obsérvese que otra manera de escribir (11.52) es como

2 /2871
P(|En|< = ~1-a.
-V

Es decir, la tenemos acotado el error |E,| por z,/90,/+/n conprobabilidad
aproximada 1 — a.

Veremos ahora un teorema de convergencia en distribucién muy ttil.
En primer lugar recordemos que si (Xn)7121 es una sucesion de variables
aleatorias i.i.d entonces

X, —
\/E"—'u DN (0,1)
o
o equivalentemente por el Lema 1

\/ﬁ(yn — u) —PN (O, 02) .
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Supongamos que g sea una funcién continua en p. Parece natural pregun-
tarse si v/n(g(Xn) — g(p)) converge en distribucién y en caso de respuesta
positiva a que distribucién. El siguiente Teorema responde esta pregunta.

Teorema. Sea (Y;,),~; una sucesién de variables aleatorias y (an),~;
una sucesiéon de niimeros reales tal que a, — oco. Consideremos la sucesién
de variables aleatorias Z, = a, (Y, — ) y supongamos que Z, — X. Sea
g : R — R una funcién g con derivada continua en un entorno de u. Entonces

(a)

Wy = an (9 (Ya) = g () =" ¢’ (1) X.

(b) Si X ~N(0,0?) entonces ¢’ (1) X ~N (O, ¢ (w)]? 02) .

Demostracién.

(a) Por el lema 2, la sucesién ay, (Y, — ) estd uniformemente acotada

en probabilidad. Si consideramoa a la sucesién {a,}n>1 de nimeros reales
como una sucesién de variables aleatorias constantes; es claro que

a _>p O.
Luego de acuerdo al lema 3
1
(Yo —p) = . (an (Yn — 1)) —p 0,

o equivalentemente
Y, —p p.

Como g es continua y derivable en un entorno de p podemos aplicar el
Teorema del Valor Medio y encontrar un punto intermedio &, entre Y, y i
tal que

Wi = ang' (&n) (Yo — ) -

Ademés como Y,, —, u resulta que también &, —, p. Por la continuidad
de ¢’ y el Lema 6 se tiene

g (€n) —p q (1) -
Aplicando la parte (ii) del Teorema de Slutzky se obtiene

Wy = 9’ (gn) Zp — g, (M) X.

(b) Se deduce de (a) pues si X ~N(0, 0?) entonces g’ (1) X ~N (0, ¢ ()% o2
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Capitulo 12

Procesos de Poisson.

12.1. Procesos de punto.

Supongamos que observan sucesos que ocurren en el tiempo en forma
aleatoria. Por ejemplo, los sucesos pueden ser la llegada de clientes a un ne-
gocio, llamadas teléfonicas que llegan a una central, la emisién de particulas
por cierto material radioactivo, etc.

Msés formalmente, para cada valor ¢ > 0, denominemos X (¢) la cantidad
de sucesos que ocurrieron desde un instante inicial 0 hasta ¢. Luego supon-
dremos que para cada t, X (t) es una variable aleatoria que toma valores
enteros no negativos. Ademds tendremos naturalmente que X(0) =0,y si
to > t1, entonces X (t2) > X (¢1). Todas las variables aleatorias X (¢), ¢ > 0
estardn definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (£2,.4, P), pero
como la construccion de este espacio es sumamente complicada no daremos
detalles sobre el mismo. Digamos solamente que un posible espacio muestral
puede estar dado por

Q' ={w:R>p — N>g; donde w es no decreciente y

continua a derecha}.

Luego X puede pensarse entonces dependiendo de ¢ € Ry y w €
Q, X(t) =X (t,w) = w(t)

Los procesos X (t) que miden la candidad de veces que ocurre un suceso
hasta el tiempo ¢, se denominan procesos de punto.

12.2. Axiomatica de los Procesos de Poisson

Los procesos de Poisson, son procesos de punto particulares que satis-
facen los siguientes cuatro axiomas.
A1. Homogeneidad.
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Supongamos que to > t1 > 0, t4 > t3 > 0 y ademds t4 —t3 = to — t1.
Entonces las variables aleatorias

X (t2) = X (t1) vy X (ta) — X (t3)

tienen la misma distribucién. Observando que X (t2) — X (¢1) es el nimero
de sucesos queocurrieron entre t1 y to,E=esto significa que la distribucion
del numero de sucesos ocurridos en en un periodo de tiempo, depende solo
de la longitud de ese periodo.

A2. Independencia.

Consideremos dos periodos de tiempo esencialmente disjuntos (a lo sumo
pueden tener en comun un punto) [t1,ta], [ts,ta] , t1 < t2 < t3 < t4. Entonces
las variables aleatorias

X (t2) = X (t1) y X (ta) — X (t3)

son independientes. Esto significa que el niimero de sucesos que ocurre en
un periodo de tiempo de tiempo [t1,%2] es independiente del nimero de
sucesos que ocurre en el periodo [t3,t4], donde t3 > to. Luego el hecho de
tener informacién sobre el nimero de sucesos del periodo [t1, t2] no puede ser
utilizada para predecir el nimero de sucesos del periodo [ts, t4]. Los periodos
considerados no tienen porque ser de igual longitud.

Los axiomas A3 y A4 son de caracter mas técnico.

A3. Sea
g1(t) =P(X () =1),
entonces
/
g1 (0) =A> 07
es decir
i ZEO=1_ 5
t—0 t
Esto es equivalente a que
P(X(t)=1)=X+o01(t), (12.1)
donde
t
i 20 (12.2)
t—0 t
A4.
lm P(X(t)>1) ~0,
t—0 t
o equivalentemente existe o (t) tal que
P(X(t)>1)=o09(t), (12.3)
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donde o9 satisface
. 02(t
lim 02 (1) =0. (12.4)
t—0 ¢
Para modelar un proceso real como un proceso de Poisson se requiere de
la verificacion de este conjunto de axiomas. Existen muchas procesos reales
que no responden a este modelo.

12.3. Distribucién de un proceso de Poisson

El siguiente teorema caracteriza la distribucién de los procesos de Poisson

Teorema. Si X (t) es un proceso de punto que satisface Al, A2, A3y
A4 entonces X (t) tiene distribucién de Poisson con pardmetro At, es decir
X (t) ~P(\t).

Demostracion.

Para cada n dividimos el intervalo [0,¢] en n subintervalos de igual lon-
gitud que denominaremos I;*, 1< ¢ < n. Mas precisamente consideramos la
particién regular del interval [0,¢] con n + 1 puntos

t 2t —1)t
ST A A G LY
n’'n n

Esta particiéon determina n subintervalos

m— [—(2_1” ﬁ},lgégn.

b
' n n

El nimero de sucesos que ocurre en I;* es

rx(2)-x ().

Por Al, las variables V;*, 1 < ¢ < n, tienen la misma distribucién que
X(t/n) y por el axioma A2 son independientes.
Para cada i definimos el vector aleatorio

Z?:(ﬁ, 1%7 Z:LB)
donde
n _ 1siV»=0
47 0si VR £0,
n_ [ 1si V=
27 0si V£,
[ 1sivr>1
BT 0siVr<L
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El suceso Z]; = 1 indica que en el intervalo I;* no ocurrié ninigin suceso,
n < n Lo
Zi = 1 que ocurrié solo 1, y Z7% = 1 que ocurrié mas de uno. Es claro que
siempre ocurre una y solo una de esas tres posibilidades y por lo tanto

Z%+ 25+ 25 = 1.

Por otro la distribucién del vector Z}' es multinomial, digamos con pardmet-
ros de probabilidad piy, pon, P3n ¥ para una unica repeticion. Luego

Z? ~ M (p1n7p2nap3n7 1) )

e (x(2) )
e (x(2))
o (x(£)1).

Usando (12.2) y (12.3) resulta

donde

t t
Don = A— + 01 <—> , (12.5)
n n
y
t
D3n = 02 <E> . (12.6)
Finalmente
Pin =1 — pon — p3an (12.7)
renE) (2
n n n
t t
1—)A——o03 <—> , (12.8)
n n
donde

03(t)=01(t)+02(t).
Claramente, de (12.2) y (12.3) resulta

t
Jim 23()

lim == = 0. (12.9)

Como las variables V", 1 <14 < n son undependientes, y como el vector
77} depende solo de V;, los vectores Z, 1 < i < n también son independi-

entes.
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Ahora definimos las variables

n
n __ n
Yl - E il
i=1
n
n __ n
1/2 - E 129
=1
n
n __ n
Y3 - E i3
i=1

Claramente Y]* es el nimero de intervalos en los que no ocurre ningin
suceso, Y3' el nimero en los que ocurre exactamente uno e Y3* el nimero
en los que ocurren mas de un suceso. Luego, la distribucién del vector Y" =
(Y, Y5, Y3") es multinomial con pardmetros de probabilidad pin, pan, Py3
y n repeticiones. Por lo tanto podemos escribir

Y" = (Y",Y5",Y3") ~ M (p1n, P2n, P30, 1) -

Sea A, el evento “en ningun intervalo ocurre mas de un suceso ”. Es
decir

A = {YI =0}

Veremos que
lim P (A,) =1.

n—oo

0 equivamentemente

lfim P (A%) = 0.

n—oo

Observemos que
n

A=z =1},

=1

pues si en algin intervalo ocurre el suceso mas de una vez entonces existe
algun ¢ tal que la variable Z75 = 1 y reciprocamente.
Luego, como P(Z}4 = 1) = psy,, usando (12.6) resulta

P(Ay) =P (U{Z% = 1}>

=1

- t
SZP( h=1) = nps, = noy (ﬁ)
i=1
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Como t/n — 0, por (12.4) resulta

lfim P (AS) = lim (02 (%)t)

n—00 n—oo %
1
=t lim (M)
n—odo E
0. (12.10)

Calculemos ahora la probabilidad de que hasta el momento ¢ hayan ocur-
rido k sucesos. Tenemos

P(X (8) = k) = P({X (t) = k} N An) + P ({X (£) = k} N A2).

Pasando al limite y teniendo en cuenta (12.10) resulta
im P ({X (t) = k} ﬂAn> =0,

entonces
' PX () =k) = lim PHX()=k}NAn).

Pero es claro que el evento {X (¢t) = k} N A,, se caracteriza por
(X)) =k}nA,={¥"=n—kYs=kY] =0},
y luego
P(X(t)=k) = lim P{Y"=n—kY]=FkY" =0}

n—-—+00
Teniendo en cuenta que la ditribucién del vector Y™ es M (p1p, Pan, P3n, 1) ,

obtenemos
o n! nk, k 0
P(X(t)=k)= lm_ (n = Ry Pin PnPin
k

r ., .
= Fam, (HW—HU)

i=1

(e () (e ()
(e (3) =5 (oo ()

k

Como

tenemos

PUX () =k) =1 lim_ ( w>
=1

(o) (e ()

226



o bien )
P({X (t)=k}) =— lim B,C,D,FEn,,

k! n—oco

donde

Comencemos calculando el limite de B,,

k .
i+l
lfm B, — lim J[2—2

n—-+00 n—-+0o0 4 1 n
1=

k .
3 n—i+1
= lim —
. n—-4oo n
i=1

El limite de C), se piede calcular de la siguiente manera

, , t t "
lim Cp,= lim (1—-XA—+4+o01(—
n—-+400 n—+o00 n n

1 t "
= lim (1—— <)\t—n01 (—)))
n—+o00 n n
_ oy _ @n\"

donde

t
anp = At — noq (E) )

Como en (12.10 se puede demostrar que

t
lim nop <—> =0,
n—oo n

227

(12.11)

(12.12)
(12.13)



y entonces resulta

lim a, = At.
n—-+00

Por lo tanto

lim Cp= lm (1- “—")"
n—+o00 n—+00 n
= exp (— lim an)
= exp (—At). (12.14)

Por otro lado, como t/n — 0y o3 (t/n) — 0, resulta

t AN
lim D, = lim <1 —A—+o01 (—))
n—+00 n—-+oo n n
=17k
1. (12.15)

Finalmente, como lim,,_ - noz (t/n) = 0, resulta

k
lim E, = lim ()\t + nos <£>>
n——+oo n—-+oo n
= (A, (12.16)

Usando (12.11), (12.12, (12.14), (12.15) y (12.16) obtenemos

()"

P({X (t) = k}) = exp (=) =

Esto prueba que X () ~ P (At).O

12.4. Tiempos de espera

Sea T} la variable aleatoria definida como “el tiempo necesario hasta que
ocurra el primer suceso ”. Calcularemos ahora su distribucion.

Teorema. T} tiene distribucién exponencial con parametro At (E(At)).

Demostracién.

Fr, (t)=P(Th <t)

=P (X (t)>0)
=1-P(X(t)=0)
=1—exp(—At).

Luego Th ~ E (\).O
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Otro problema de interés es la distribucion de los tiempos sucesivos de
ocurrencia de los sucesos. Definamos 15 ecomo “el tiempo de espera hasta
que ocurra el segundo suceso ” entonces Ts — T3 tiene la misma distribucion
que T7. No daremos una demostracién formal de este hecho. Heuristica-
mente, este resultado puede justificarse de la siguiente manera. To — 17 es el
tiempo de espera para el primero suceso luego del instante 77. Como por Al
el proceso es homogeneo, este tiempo de espera deberia tener la misma dis-
tribucién que T7. Ademds por A2, T} esta determinado por X (¢) con t < ¢;
y Ty — Ty por X (t), t > T, resulta que T3 es independiente de 1o — T7.

Definamos ahora T; como el tiempo de espera para que ocurran i suce-
sos. Luego, un argumento similir puede aplicarse, y tendremos el siguiente
Teorema que enunciaremos sin demostracion.

Teorema. Las variables aleatorias 17,1 — 11,13 — 1o, ..., T; — T; 1, ...
son i. i. d. con distribucién E(\).

Corolario. El tiempo de espera T; tiene distribucién I'(i, \).

Demostracion.

Podemos escribir a la variable T; como una suma telescépica

T;;:T1—|—(T2—T1)+(T3—Tg)—l—...—i—(ﬂ—j},l).

Recordando que E (\) =T'(1,\) y teniendo en cuenta que T; una suma
de variables independientes todas I' (1, \) resulta que T; ~ I' (¢, A). O

12.5. Procesos de Poisson en el plano

Los procesos de Poisson se puede generalizar al plano. No vamos a de-
scribir estos procesos con detalle, pero daremos una breve presentaciéon. Un
ejemplo de este tipo de procesos podria ser los que representan la ubicacién
de los arboles en un bosque.

Consideramos ahora el plano en vez de la recta. Supongamos que
en ciertos puntos del plano ocurren sucesos en forma aleatoria, como por
ejemplo la presencia de un arbol. Luego para cada boreleano B del plano
tendremos la variable aleatoria X (B) que representa la cantidad de sucesos
que han ocurrido en B (por ejemplo, la cantidad de drboles). Los axiomas
de un proceso de Poisson en el plano son los siguientes

AP1. Homogeneidad.

Dado un boreliano, notemos con A su area. Supongamos que By By €
B2 son boreleanos del plano tal que A (B;) = A (Bs) entonces las variables
aleatorias

X (B1) y X (B2)

tienen la misma distribucién. Esto dice que la distribucién del numero de
sucesos que ocurre en una region del plano solo depende de su area.
AP2. Independencia.
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Consideremos dos borelianos del plano esencialmente disjuntos By, Be €
B2, es decir tal que A(B;N By) = 0. Entonces las variables aleatorias
X (B1) y X (B2) son independientes. Esto significa que cuando las regiones
B y Bs tienen area en comiun igual a 0, entonces la informacién de lo que
ocurre en una regién B no contiene ninguna informacion respecto de lo que
ocurre en la regién Bs.

APs ({X (B)=1})
B PH{X(B)=1
AR A(B) =A>0,
o bien
P({X (B) = 1}) = MA(B) + 01 (A(B))
AP4.

lim

A(B)—0 A(B)

o0 equivalentemente existe oz (t) tal que

P{X(B)>1}) = 02 (A(B)).

El siguiente Teorema se demustra de manera totalmente andloga al cor-
respondiente para procesos de Poisson en la recta.

Teorema. Si X (B) es un proceso que satisface AP1, AP2, AP3 y
AP4 entonces la distribucién de X (B) es Poisson con parametro AA (B), X (B) ~
P(MA(B)).

Supongamos que se elija un punto cualquiera del plano (xg, o), y sea Dq
la distancia al punto mas cercano donde ocurre un suceso (en el ejemplo,
serfa la distancia al arbol més préximo) , Dy al punto donde ocurre segundo
suceso mas préximo,....,[D; al punto donde ocurre el i-esimo suceso mas
proximo

El siguiente Teorema nos da la distribucién de D?

Teorema. La distribucién de D} es E(7)).

Demostracién.

Sea d > 0y sea C el circulo con centro en (zg, %) y radio d'/2. Decir
que Dy < d*/? es lo mismo que decir que en C ocurri6 algin suceso. Luego

{D} <d} ={Dy <d'?}
= {X(C) > 0}
= {X(0) =0
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Luego tomando probabilidades y teniendo en cuenta que A(C) = nd

P(D?<d)=1-P(X(C)=0)
=1—exp(—AA(C))
=1 — exp(—And)

y por lo tanto D? tiene distribucién E(7)).

El siguiente Teorema del cual no se dard demostracion es analogo al
correspondiente Teorema para procesos de Poisson en la recta.

Teorema. Las variables aleatorias D?, D%—Dz, D%—D%, ey D?—D?_l,
son i. i. d. con distribucién E (7).

Como corolario tendremos
Corolorario. La variale aleatoria D? tiene distribucién I'(i, ).
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