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Caṕıtulo 1

Espacios de Probabilidad.

1.1. Experimentos aleatorios. Algunas considera-
ciones heuristicas.

Se llamará experimento aleatorio a un experimento tal que (i) no se
puede preveer el resultado de un solo experimento, (ii) si se repite el experi-
mento varias veces, la frecuencia con la cual el resultado está en un conjunto
A converge a un número.

Ejemplos.

1. El experimento consiste en arrojar una moneda. En este caso el con-
junto de todos los posibles resultados será

Ω = {0, 1},

0 corresponde a ceca y 1 a cara. Si se repite experimento muchas veces, la
frecuencia con que sale por ejemplo cara tiende a 0.5

2. El experimento consiste en lanzar un dado. En este caso el conjunto
de todos los posibles resultados será

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Si se tira el dado muchas veces, por ejemplo la fecuencia con que el
resultado está en el conunto A ⊂ Ω será #A/6, donde #A representa el
cardinal de A.

3. El experimento consiste en lanzar una jabalina y registrar la marca
obtenida. En este caso el conjunto de todos los posibles resultados será el
conjunto de reales positivos. En este caso la frecuencia con que el resultado
esté por ejemplo en un intervalo [a, b] dependerá del atleta.

4. Se elige al azar un alumno de primer grado de un colegio y se anota
su peso, x y la altura y En este caso

Ω = {(x, y) ∈ R2 : x > 0, y > 0}.
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Como puede apreciarse los resultados pueden conformar un conjunto
finito o infinito de cualquier cardinalidad.

Supongamos ahora que se hacen n repeticiones del experimento aleatorio.
Si A ⊂ Ω, sea Cn(A) el número de veces que el resultado está en A, luego
la frecuencia relativa del conjunto A se define por

fn (A) =
Cn (A)

n
.

En el caso de un experimento aleatorio, cuando n crece, está frecuencia
se aproxma a un número que se llamara probabilidad de A y denotaremos
por P (A).

Clatramente

0 ≤ fn (A) ≤ 1,
de manera que

P (A) = ĺım
n→∞ fn (A) ,

y entonces
0 ≤ P (A) ≤ 1.

Como veremos no se podrá definir la probabilidad para todo subconjunto
de resultados.

Para precisar este concepto y estudiar sus propiedades formularemos la
teoŕıa axiomática de probabilidades.

1.2. Axiomas de probabilidad

En primer lugar definiremos algunas propiedades que tendrá la familia
de todos los conjuntos para los cuales están definida su probabilidad. Esto
nos lleva al concepto de σ=álgebra.

1.2.1. σ− Algebras.
Sea Ω un conjunto. Definiremos el conjunto partes de Ω, por P(Ω) =

{A : A ⊂ Ω}.
Definición.Una familia de subconjuntos de Ω, A ⊂ P(Ω), es una σ-

álgebra sobre Ω si satisface las siguientes propiedades
1. Ω ∈ A.
2. Si A ∈ A entonces Ac ∈ A.
3. Si A1, ..., An, ... es una sucesión de elementos de A entonces A =S∞

i=1Ai ∈ A.

Propiedades
P1. Por 1 y 2 es claro que ∅ ∈ A.
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P2. Si A1, ..., An son elementos de A entonces
Sn
i=1Ai ∈ A

Demostració n

Para ver esto supongamos que Ai ∈ A ; i = 1, 2, ..., n. Probaremos que
A =

Sn
i=1Ai ∈ A.

Definamos una sucesión numerable (Bi)i≥1 agregando el conjunto ∅ de
la siguiente manera

Bj = Aj , 1 ≤ j ≤ n,
Bk = ∅ si k > n.

Entonces por ser A una σ-álgebra se tendrá que
S∞
i=1Bi ∈ A y por lo

tanto

A =
n[
i=1

Ai =
∞[
i=1

Bi ∈ A.

P3. Si A es una σ-álgebra, y A1, ..., An, ... es una sucesión de elementos
de A entonces A =

T∞
i=1Ai ∈ A.

Demostración. Esto resulta de que A = (
S∞
i=1A

c
i )
c/

P4. Si A es una σ-álgebra, y A1, ..., An son elementos de A entonces
A =

Tn
i=1Ai ∈ A.

Se demuestra igual que P2.

P5. Si A es una σ-álgebra, y A1 y A2 son elementos de A, entonces
A1 −A2 ∈ A.

Demostración. En efecto A1 −A2 = A1
T
Ac2 ∈ A.

P6. La σ−álgebra más chica posible es

A0 = {Ω, ∅},

y la más grande posible es

A1 = P (Ω) .

Luego si A es una σ-álgebra sobre Ω entonces

A0 ⊂ A ⊂ A1.

Observación. En el contexto de la teoŕıa de la medida, un elemento de
la σ álgebra se llama un conjunto medible.

Retornando a la heuŕıstica estará definida la probabilidad para los ele-
mentos de una σ−álgebra.
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1.2.2. Espacios de Probabilidad.

Definición. Un espacio de probabiliad es una terna (Ω,A, P ) donde Ω
es un conjunto, A es una σ-álgebra sobre Ω, y P : A→ [0; 1] es una función
que satisface:

1. P (Ω) = 1.

2. σ-aditividad. Si (An)n≥1 es una sucesión de elementos de A disjuntos
dos a dos (Ai

T
Aj = ∅, si i 6= j), entonces

P (
∞]
i=1

Ai) =
∞X
i=1

P (Ai).

Notación:
U
denota una unión disjunta.

Observaciones.

1. El conjunto Ω se denomina espacio nuestral y se interpreta como el
conjunto de resultados posibles del experimento, los elementos de A se de-
nominan eventos, y corresponden a los subconjuntos de Ω para los cuales
la probabilidad está definida. Finalmente P se denomina función de prob-
abilidad, y dado A ∈ A, P (A) se interpreta como la probabilidad de que el
resultado del experimento esté en A.

2. En el contexto de la teoŕıa de la medida la terna (Ω,A, P ) corresponde
a un espacio de medida donde la medida P asigna 1 al espacio total.

3. Si queremos formalizar la idea intiutiva de la probabilidad como ĺımite
de la frecuencia es importante observar que la ”frecuencia” tiene la propiedad
de σ-aditividad . En principio veamos que es aditiva.

Sea A1, A2, ..., An eventos disjuntos tomados de a dos, esto es, Ai
T
Aj =

∅ si i 6= j entonces

fn

Ã
n[
i=1

Ai

!
=
Cn (

Sn
i=1Ai)

n
=

Pn
i=1Cn (Ai)

n
=

nX
i=1

fn (Ai) .

La σ aditividad ahora se deduce pasando al ĺımite.

Ejemplos:

1.-Sea Ω un conjunto, A = P(Ω). Dado x0 ∈ Ω. Definimos: ∀A ⊆ Ω

P (A) =

½
1 si x0 ∈ A
0 si x0 /∈ A.

¾
P se denota δx0 y se dice que la probabilidad esta concentrada en x0 o bien
que el único punto de densidad positiva es x0.

2.- Si Ω = {x1, x2, ..., xn, ...} A = P(X) , 0 ≤ ai ≤ 1, i = 1, 2, ...
Supongamos que

∞X
i=1

ai = 1.
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Definimos: ∀A ⊆ Ω
P (A) =

X
i/xi∈A

ai

donde P ({xi}) = ai.
En este caso P define una medida de probabilidad y está completamente

determinada por el valor o el ”peso” asignado a cada singleton {x0}.
Propiedades.
P1. P (∅) = 0.
Demostración
Es inmediata, pues si tomamos Ai = ∅, para todo i ∈ N entonces por la

σ-aditividad

0 ≤ P (∅) = P
Ã ∞]
i=1

Ai

!
=

∞X
i=1

P (Ai) =
∞X
i=1

P (∅) ≤ 1,

y esto sólo se cumple en el caso de que P (∅) = 0. 2
P2. SeanA1, ...., An eventos disjuntos. Luego P (

Un
i=1Ai) =

Pn
i=1 P (Ai) .

Demostración
Tomemos la sucesión Bj = Aj si j = 1, ..., n y Bj = ∅ si j > n. Aplicando

la propiedad de σ−aditividad se obtiene el resultado.
P3. Si A ∈ A entonces

P (Ac) = 1− P (A) .

Demostración. Esto sale teniendo en cuenta que

1 = P (Ω) = P
³
A
]
Ac
´
= P (A) + P (Ac) .

P4. Consideremos dos eventos A1 y A2. Entonces

P (A1 −A2) = P (A1)− P
³
A1
\
A2

´
.

Demostración
Como

A1 = (A1 −A2)
]³

A1
\
A2

´
se obtiene

P (A1) = P (A1 −A2) + P (A1
\
A2)

= P (A1 −A2) + P
³
A1
\
A2

´
,

y de ah́ı el resultado 2.
5- Si A1, A2 son eventos y A1 ⊂ A2 entonces

P (A2 −A1) = P (A2)− P (A1).
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y además

P (A1) ≤ P (A2).
Demostración
Para ver esto escribimos como unión disjunta a A2

A2 = A1
]
(A2 −A1).

Entonces aplicando la aditividad se obtienen los dos resultados

P (A)2 = P (A1) + P (A2 −A1)| {z }
≥0

≥ P (A1) . 2

P6. Si A1, A2 son eventos entonces

P
³
A1
[
A2

´
= P (A1) + P (A2)− P

³
A1
\
A2

´
.

Demostración
Escibimos la unión en forma disjunta

A1
[
A2 = (A1 −A2)

[³
A1
\
A2

´[
(A2 −A1) .

Entonces

P
³
A1
[
A2

´
= P (A1 −A2) + P

³
A1
\
A2

´
+ P (A2 −A1) =

= P (A1)− P
³
A1
\
A2

´
+ P

³
A1
\
A2

´
+ P (A2)− P

³
A1
\
A2

´
= P (A1) + P (A2)− P

³
A1
\
A2

´
. 2

P7. En particular se obtiene de P6 la subaditividad finita

P
³
A1
[
A2

´
≤ P (A1) + P (A2) .

Por inducción sale que si Ai ∈ A, i = 1, 2, ..., k entonces

P

Ã
k[
i=1

Ai

!
≤

kX
i=1

P (Ai) .

P8.- σ-subaditividad. Sea (An)n≥1 ⊂ A y B =
S∞
n≥1An. Entonces

P (B) ≤
∞X
n=1

P (An).
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Demostración

Podemos disjuntar la sucesión sin alterar la unión. Este es un proceso
t́ıpico.

Comenzamos definiendo

Bj =

j[
i=1

Ai j ≥ 1.

Esta sucesión es creciente para todo n ∈ N tal que Bn−1 ⊂ Bn.
Ahora expresamos la unión de manera disjunta definiendo

eB0 = ∅,eB1 = B1,eB2 = B2 −B1,eB3 = B3 −B2,
...

...eBn = Bn −Bn−1.
Luego

A =
]
n∈N

eBn
Por la σ− aditividad y el hecho de que eBi ⊂ Ai, resulta

P (A) =
∞X
n=1

P
³ eBn´ = ĺım

k→∞

kX
n=1

P (Bn −Bn−1) =

= ĺım
k→∞

P (Bk) = ĺım
k→∞

P

Ã
k[
i=1

Ai

!
≤

∞X
n=1

P (Ai) . 2

P9. Si (An)n≥1 es una sucesión de eventos tal que An ⊂ An+1. Si defini-
mos A =

S∞
i=1Ai, entonces

P (A) = ĺım
n→+∞P (An).

Demostración.

Como la sucesión es creciente entonces podemos transformar la union
en una unión disjunta definiendo:

B0 = A0 = ∅, B1 = A1 −A0, B2 = A2 −A1, ...., Bk = Ak −Ak=1, ...
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Luego

A =
∞]
k=1

Bk,

y por lo tanto

P (A) =
∞X
k=1

P (Bk) = ĺım
n→∞

nX
k=1

P (Bk) = ĺım
n→∞

nX
k=1

P (Ak −Ak−1)

= ĺım
n→∞

Ã
nX
k=1

P (Ak)−
nX
k=1

P (Ak−1)

!
= ĺım
n→∞P (An) .

P10. Si (An)n≥1 es una sucesión de eventos tal que An ⊂ An+1. Si
definimos A =

T∞
i=1Ai,entonces

P (A) = ĺım
n→+∞P (An).

Demostración.
Sea Bn = Acn . Luego (Bn)n≥1 es una sucesión creciente de eventos y

Ac =
S∞
i=1Bi. Luego por la propiedad anterior

1−P (A) = P (Ac) = ĺım
n→+∞P (Bn) = ĺım

n→+∞ (1− P (An)) = 1− ĺım
n→+∞P (An).

de donde sale el resultado.2

Definición. Se llama ĺımite superior de una sucesión de conjuntos (An)n≥1 ⊂
Ω al conjunto

A =
\
k≥1

∞[
n=k

An,

y ĺımite inferior de la sucesión al conjunto

A =
[
k≥1

∞\
n=k

An.

Obviamente

A ⊂ A.
Además

(A)c =

[
k≥1

∞\
n=k

An

c = \
k≥1

Ã ∞\
n=k

An

!c
=

=
\
k≥1

∞[
n=k

Acn = A
c.
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Es decir el ĺımite inferior de la sucesión (An)n≥1 es el ĺımite superior de la
sucesión (Acn)n≥1 .

Proposición. Caracterización de los ĺımites superiores e inferiores
(a)

A = {ω ∈ Λ : ω está en infinitos conjuntos An} = A∞

(b)

A = {ω ∈ Λ : ω está en todos los An salvo en un número finito}
= A∞

Demostración
a) Supongamos que ω ∈ A∞ entonces dado k ∈ N existe n0 ≥ k ∈ N tal

que ω ∈ S∞n=kAn de manera que ω ∈ A.
Rećıprocamente si ω /∈ A∞ entonces ω se encuentra en un número finito

de conjuntos An. Supongamos que Anh sea el último en el que está, es decir
si n > nh entonces ω /∈ An de manera que ω /∈

S∞
n=nh+1

An y aśı ω /∈ A.
b) Consideremos la sucesión de los complementos, es decir (Acn)n≥1 . Por

la observación hecha anteriormente y el punto a) se tiene que

(A)c = ({ω ∈ Λ : ω está en infinitos conjuntos Acn})c =
= {ω ∈ Λ : ω pertenece sólo a un número finito de conjuntos Acn}.

Entonces

A = Ω− {ω ∈ Ω : ω está en todos los An salvo en un número finito }
= A∞.

P11. Dada una sucesión de eventos (An)n≥1 , se tiene
(a) P

¡
A
¢ ≥ ĺımP (An) .

(b) P (A) ≤ ĺımP (An) .
(c)Además, en el caso de que A = A entonces se dice que existe el ĺımite

de la sucesión (An)n≥1 y en tal caso

P
¡
A
¢
= P (A) = ĺım

n→∞P (An) .

a) Como lo hicimos anteriormente consideremos

A =
∞\
k=1

[
i≥k
Ai

y escribamos

Bk =
[
i≥k
Ai.
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Entonces la sucesión (Bn)n≥1 es decreciente y

A =
\
k≥1

Bk.

Luego, como ∀i ≥ k se tiene Ai ⊂ Bk podemos escribir

P (Bk) ≥ sup
i≥k
{P (Ai)}.

Luego

P
¡
A
¢
= ĺımP (Bk) = inf{P (Bk) : k ≥ 1} ≥(∗)
≥ inf
k≥1

sup
i≥k
{P (Ai)} = ĺımP (Ai) . 2

(b) Se deja como ejercicio.

(c) De (a) y (b) tenemos que

P (A) ≤ ĺımP (An) ≤ ĺımP (An) ≤ P
¡
A
¢
.

Luego si A = A, resulta P (A) = P
¡
A
¢
y entonces

P (A) = ĺımP (An) = ĺımP (An) = P
¡
A
¢
.

Luego P (A) = P
¡
A
¢
= ĺımn→∞ P (An) .

Observaciónes

1. En general no se puede tomar como σ−álgebraA a P(⊗) para definir el
espacio de de probabilidad. Se prueba en teoŕıa de la medida que bajo ciertas
condiciones todo conjunto de medida positiva contiene un subconjunto no
medible.

2. Si el conjunto es a lo sumo numerable se puede tomas A = P(⊗).

1.3. σ− Algebra generada por una familia de con-
juntos.

Proposición. Dado un conjunto Ω y una familia = de subconjuntos de
Ω , existe una σ−álgebra A∗ tal que (i) = ⊂A∗ y (ii) Si A es otra σ−álgebra
A tal que = ⊂A, entonces A∗⊂ A. Es decir A∗ es la menor σ-álgebra que
contiene a =.

Demostración
Denotaremos a la familia de todas las σ−álgerbras que contiene a = por

R . Entonces

R = {A : A es una σ − algebra y A ⊃ =}.
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Claramente R es no vaćıa, ya que P(⊗) ∈ R. Definamos ahora

A∗ =
\
A∈R

A.

Primero mostraremos que A∗ es un σ-álgebra. En efecto, ∅ ∈ A, para
toda A ∈ R, luego ∅ ∈ A∗.

Además sea una sucesión numerable de eventos A1, A2, ...., An, ... que
estan en A∗. Luego cada Ai ∈ A para todo A ∈ R. Luego S∞i=1Ai ∈ A,
para todo A ∈ R y entonces

S∞
i=1Ai ∈ A∗. Esto prueba que A∗ es un σ-

álgebra. Por oto lado si A es una σ−algebra y A ⊃ =, entonces A ∈ R, y
esto umplica que A∗ ⊂ A.

Definición del σ−álgebra de Borel en los reales. Sea R el conjunto
de números reales. Luego el σ−álgebra de Borel que denotaremos por B, es
el σ−álgebra generada por todos los conjuntps de la forma Ax = (−∞, x],
donde x ∈ R. Un conjunto B ∈ B se denomina boreliano.

Propiedades.
P1. Todo intervalo (a, b] es un boreliano Para esto basta con observar

que
(a, b] = (−∞, b]− (−∞, a].

P2. Dado x ∈ R , {x} ∈ B. Para esto se observa que ∀n ∈ N

In = (x− 1
n
, x] ∈ B.

Puesto que x− 1
n → x se obtiene que

{x} =
∞\
n=1

In ∈ B.

P3. (a, b) = (a, b]− {b} ∈ B.
P4. [a, b] = {a}S(a, b] ∈ B.
P5. [a, b) = {a}S(a, b) ∈ B
P6. Todo abierto es un boreliano
Demostración.
Sea G ⊂ R un abierto. ∀x ∈ G existe un intervalo (ax, bx) tal que x ∈

(ax, bx) ⊂ G con ax y bx racionales. por lo tanto G puede escribirse como la
unión numerable de borelianos

G =
[
x∈G

(ax, bx),

y por lo tanto G ∈ B.
P7. Todo cerrado es un boreliano
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Demostración.
Sea F un cerrado. Entonces F c = G es un abierto y por el punto anterior

F c ∈ B. Ahora por ser σ−ágebra se obtiene que
F = (F c)c ∈ B

Definición del σ−álgebra de Borel en Rn. El σ−álgebra de Borel
en Rn es el σ− álgebra generada por los conjuntos de la forma

A(x1,x2,...xn) = (−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, x1],
donde (x1, ..., xn) es una n-upla de números reales. Será denotada por Bn.

Observación.
De manera análoga a los borelianos en R, la σ−álgebra de Borel coincide

con la generada por los abierros (cerrados).
P8. Cualquier rectángulo en Rn es un boreliano.
P9. Todo abierto (cerrado) en Rn es un boreliano.
Demostración: Se deja como ejercicio.

1.4. Espacios de probabilidad finitos o numerables.

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad con Ω a lo sumo numerable.
En este caso podemos tomar como A el conjunto de partes de Ω. Definimos
la función de densidad p, asociada a la probabilidad P por

p : Ω→ [0, 1]

de la siguiente manera
p (w) = P ({w}) .

Se tendrá la siguiente propiedades

P1. La función de densidad determina la función de probabilidad:

P (A) =
X
w∈A

P ({ω}) =
X
w∈A

p (ω) .

Demostración. Si A ⊂ Ω entonces
A =

]
w∈A

{ω},

de manera que

P (A) =
X
w∈A

P ({ω}) =
X
w∈A

p (ω) .
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P2. Si Ω es finito o numerable, se cumple queX
w∈Ω

p (ω) = 1.

Demostración. En efecto por P1

1 = P (Ω) =
X
w∈Ω

p (ω) .

Definición. Decimos que un espacio finito Ω = {w1, .., wn} es equiprob-
able sii

∀i, j : P ({wi}) = P ({wj}) .
Observación.
Un espacio de probabilidad infinito no puede ser equiprobable puesto que

en tal caso se escoge un conjunto infinito numerable. En efecto, supongamos
que Ω = {ω1,ω2, ...,ωn, ...}, y p(ω) = c. Luego por P2 se tendŕıa

1 =
∞X
i=1

p(ωi) =
∞X
i=1

c,

absurdo puesto que
P∞
i=1 c =∞ o 0 según c > 0 o c = 0.

P3. Si Ω es un espacio de probabilidad finito equiprobable entonces, la
probabilidad de cualquier evento A se calcula

P (A) =
#A

#Ω
,

donde #Ω denota el cardinal de A.
Demostración. Para ver esto supongamos que para todo ω ∈ Ω se tenga

p (ω) = c entonces

1 =
X
ω∈Ω

p(ω) =
X
ω∈Ω

c = c
X
ω∈Ω

1 = c.#Ω,

y luego,

c =
1

#Ω
.

Además

P (A) =
X
w∈A

p(ω) =
X
w∈A

c = c
X
w∈A

1 = c (#A) =
#A

#Ω
.

Ejemplo.
Hallar la probabilidad de que dado un conjunto de n personas, dos per-

sonas cumplan años el mismo d́ıa. Suponemos que todos los años tienen 365
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d́ıas y las probabilidades de nacimiento en cualquier fecha son equiproba-
bles. Supongamos que a cada persona se le asigna un número entre 1 y n y
sea xi el d́ıa del cumpleaño de la persona i. Luego 1 ≤ xi ≤ 365, y podemos
considerar el siguiente espacio muestral

Ω = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ N : 1 ≤ xi ≤ 365}.

En vez de calcular la probabilidad de que dos personas cumplan el mismo
d́ıa, calculemos la del complemento, es decir la probabilidad de que todas
cumplan años en d́ıas distintos

Ac = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ N : 1 ≤ xi ≤ 365, xi 6= xj si i 6= j}.
Por un lado

#Ω = 365n

Por otro lado el cardinal de

#Ac = C(365, n)n!.

Observación.
La importancia de la combinatoria se ve en este punto; es necesario

contar con principios de enumeración.
En este caso, primero seleccionamos los m dias distintos entre los 365

d́ıas posibles y luego por cada muestra se obtienen n! formas distintas de
distribuirlos entre n personas.

Las probabilidades que se obtienen usando está formula pueden con-
tradecir la intuición. Por ejemplo, si n = 20, P (A) ≈ 0,41, si n = 30,
P (A) ≈ 0,76 y si n = 40, P (A) ≈ 0,89 .

1.5. Probabilidad condicional

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad. A,B ∈ A, tal que P (B) 6= 0.
Queremos estudiar la cómo se ve alterada la probabilidad de ocurrencia

de A cuando se conoce que el evento B ha ocurrido. En este caso habrá que
redifinir el el espacio muestral considerando solamente a los elementos de B
como posibles resultados.

Por ejemplo, consideremos el experimento de ”tirar un dado” y pre-
guntémosnos acerca de la probabilidad de que salga un seis, sabiendo que
el dado escogido es un número par. En este caso la probabilidad no es 1/6
puesto que tenemos la certeza de que el resultado está en el conjunto {2, 4, 6}
Como cada uno de estos tres resultados tienen identica probabilidad, resul-
tará ve que la probabilidad será 1/3.

Vamos a tratar de determinar cual debe ser la probabilidad de un evento
A condicional a que se conoce que B ha ocurrido, utilizando interpretación
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heuŕıstica de la probabilidad como limite de la frecuencia con la cual
un evento ocurre. Para esto supongamos que se han hecho n repeticiones
independientes del experimento y denotemos con

nB : el número de veces en el que ocurre el resultado B,

nA∩B : el número de veces en el que ocurre el resultado A ∩B.
Heuŕısticamente la probabilidad condicional de A condicionalB,será el

ĺımite de la frecuencia con la cual A ocurre en los experimentos donde B
ocurre, es decir el ĺımite de

nA∩B
nB

.

Luego, la “probabilidad de que ocurra A condicional B” será

ĺım
n→∞

nA∩B
nB

= ĺım
n→∞

nA∩B
n
nB
n

=
ĺımn→∞ nA∩B

n

ĺımn→∞ nB
n

=
P (A ∩B)
P (B)

.

Esto justifica la siguiente definición:
Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidades A,B ∈ A tal

que P (B) > 0. Se define la probabilidad condicional de A dado B por

P (A|B) = P (A ∩B)
P (B)

.

Proposición.
Fijado el evento B ∈ Ω podemos definamos eP : A→ [0, 1] A ∈ A

eP (A) = P (A|B)
para todo A ∈ A . Luego eP es una probabilidad
Demostración
(i) eP (Ω) = P (Ω|B) = P (Ω ∩B)

P (B)
=
P (B)

P (B)
= 1

(ii) Sea (An)n≥1 ∈ A disjuntos

eP Ã ∞]
n=1

An

!
= P

Ã ∞]
n=1

An |B
!
=
P ((

U∞
n=1An) ∩B)
P (B)

=

=
P (
U∞
n=1 (An ∩B))
P (B)

=

P∞
n=1 P (An ∩B)
P (B)

=

=
∞X
n=1

P (An ∩B)
P (B)

=
∞X
n=1

P (An|B) =
∞X
n=1

eP (An) 2
15



1.6. Independencia de eventos.

Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidades, A,B ∈ A Se
dice que A yB son independientes sii

P (A ∩B) = P (A)P (B)/

Propiedad. SiP (B) > 0, entonces A y B son independientes si y solo
si P (A|B) = P (A).

Si P (B) = 0, dado cualquier A ∈ A se tiene que A y B son independi-
entes. La demostración es inmediata.

La propiedad de independencia se generaliza para un número finito de
eventos.

Definición. Se dice que A1, ..., Ak son independientes sii para cualquier
sucesión de sub́ındices (i1, ...ih), h ≤ k, con ir 6= is si r 6= s se tiene que

P

 h\
j=1

Aij

 = Πhj=1P
¡
Aij
¢
.

Observaciones.

1. Para tres eventos A1, A2 y A3 se deben cumplir las siguientes igual-
dades

P (A1 ∩A2) = P (A1)P (A2)
P (A1 ∩A3) = P (A1)P (A3)
P (A2 ∩A3) = P (A3)P (A3)

P (A1 ∩A2 ∩A3) = P (A1)P (A2)P (A3) .

2. No alcanza la independencia tomados de a dos.

Como ejemplo tomemos Ω = {w1, w2, w3, w4} espacio de probabilidad
equiprobable, es decir P ({wi}) = 1

4

Entonces los conjuntos

A1 = {w1, w2}
A2 = {w1, w3}
A3 = {w2, w3}

son independientes tomados de a dos pero no en forma conjunta.
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Más precisamente, se cumple que

∀j : P (Aj) = 1

2
Ai ∩Aj = {wk} para algún k

y

P (Ai ∩Aj) = 1

4
=
1

2
· 1
2
= P (Ai)P (Aj) .

Pero
A1 ∩A2 ∩A3 = ∅,

y por lo tanto

0 = P (A1 ∩A2 ∩A3) 6= P (A1)P (A2)P (A3) = 1

8
.

Proposición. A1, ..., Ak son eventos independientes sii para cualquier
sucesión (i1, ...ih), h ≤ k, con ir 6= is si r 6= s y tal que

P

 h\
j=2

Aij

 > 0,

se tiene que

P

Ai1 | h\
j=2

Aij

 = P (Ai1) . (1.1)

Demostración.
Supongamos primero queA1, ..., Ak son independientes y demostraremos

que se cumple (1.1). Sean Ai1Ai2 , ..., Aih tales que ir 6= is si r 6= s y

P
³Th

j=2Aij

´
> 0

Entonces

P

Ai1 | h\
j=2

Aij

 =
P
³Th

j=1Aij

´
P
³Th

j=2Aij

´ =Ind. Qh
j=1 P

¡
Aij
¢Qh

j=2 P
¡
Aij
¢ = P (Ai1) .

Supongamos ahora que A1, ..., Ak son eventos que satisfacen la propiedad
del enunciado.

Queremos probar que entonces son independientes, es decir que

P

 h\
j=1

Aij

 =
hY
j=1

P
¡
Aij
¢

(1.2)

Lo probaremos por inducción sobre h. Comenzaremos con h = 2. Dados
Ai1 y Ai2 con i1 6= i2, pueden suceder que (a) P (Ai2) = 0 o que (b)
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P (Ai2) > 0. En el caso (a) se tiene que como Ai1 ∩ Ai2 ⊂ Ai2 , se tiene que
P (Ai1 ∩Ai2) = 0 y luego

P (Ai1 ∩Ai2) = 0 = P (Ai1)P (Ai2) (1.3)

En el caso (b) como vale (1.1) se tiene

P (Ai1 |Ai2) =
P (Ai1 ∩Ai2)
P (Ai2)

= P (Ai1)

y luego (1.3) también vale. Esto muestra que (1.2) vale para h = 2.
Supongamos ahora que (1.2) vale para h y probemos que también vale

para h+ 1.
Elegimos Ai1Ai2 , ..., Aih , Aih+1 eventos. Consideramos dos casos

(a)Consideremos el caso P
³Th+1

j=2 Aij

´
= 0. En tal caso por la suposición

que (1.2)vale para conjuntos se tiene que

0 = P

h+1\
j=2

Aij

 =
h+1Y
j=2

P
¡
Aij
¢
.

Luego
h+1Y
j=1

P
¡
Aij
¢
= 0, (1.4)

y como
Th+1
j=1 Aij ⊂

Th+1
j=2 Aij se tendrá que

P

h+1\
j=1

Aij

 = 0. (1.5)

De (1.4) y (1.5 obtenemos que

P

h+1\
j=1

Aij

 =
h+1Y
j=1

P
¡
Aij
¢
.

(b) Consideremos el caso P
³Th+1

j=2 Aij

´
> 0. Entonces como estamos

suponiendo que (1.1) vale para todo h

P

Ai1 | h+1\
j=2

Aij

 = P (Ai1) ,

y luego

P
³Th+1

j=1 Aij

´
P
³Th+1

j=2 Aij

´ = P (Ai1) .
18



Equivalentemente

P

h+1\
j=1

Aij

 = P (Ai1)P

h+1\
j=2

Aij

 ,
y como por la hipóteisis inductiva (1.2)vale para h, se deduce

P

h+1\
j=1

Aij

 = P (Ai1)
h+1Y
j=2

P
¡
Aij
¢
=
h+1Y
j=1

P
¡
Aij
¢
. 2

Definición. Sea I un conjunto finito o numerable, una sucesión {Ai}i∈I
se dice una partición de Ω sii

1. [
i∈I
Ai = Ω

2. Si i 6= j entonces
Ai ∩Aj = ∅

Teorema de la Probabilidad Total. Sea (Ω,A, P ) espacio de proba-
bilidad y {Ai}i∈I ⊂ A una partición de Ω y B ∈ A. Entonces

P (B) =
X
i∈I
P (B ∩Ai)

Demostración
Como

B =
]
i∈I
(B ∩Ai) ,

entonces

P (B) =
X
i∈I
P (B ∩Ai) . 2

Teorema de Bayes. Sea (Ω,A, P ) e.p y {Ai}1≤i≤k una partición de Ω
y B ∈ A.

Supongamos conocidas a priori las probabilidades P (B|Ai) y P (Ai) para
todo i. Entonces

P (Ai|B) = P (Ai)P (B|Ai)Pk
i=1 P (Aj)P (B|Aj)

.

Demostración
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Usando el teorema de la probabilidad total teniendo en cuenta que
{Ai}1≤i≤k es una partición y aplicando la definición de probabilidad condi-
cional se obtiene

P (Ai|B) = P (Ai ∩B)
P (B)

=
P (Ai ∩B)Pk
j=1 P (Aj ∩B)

=

=
P (Ai)P (B|Ai)Pk

j=1 P (Aj)P (Aj ∩B)
.

Ejemplo de aplicación.
Consideremos un test que detecta pacientes enfermos de un tipo espećıfi-

co de enfermedad. La detección corresponde a que el test de positivo. El re-
sultado de un test negativo se interpreta como no detección de enfermedad.

Sea
A1 : el evento “el paciente seleccionado es sano”

A2 : el evento “el paciente seleccionado es enfermo ”

Entonces {A1, A2} constituye una partición del espacio de probabilidad
Consideremos además

T+ : el evento “el test da positivo”
T− : el evento “el test da negativo”
Supongamos conocidas las probabilidades de ser sano o enfermo antes

de hacer el test (probabolidades apriori).

P (A1) = 0,99; P (A2) = 0,01.

Ademas supongamos que

P (T+|A1) = 0,01; P (T+|A2) = 0,99.

Observación.

Para un test perfecto se pediŕıa

P (T+|A1) = 0; P (T+|A2) = 1.

Es decir supusimos la existencia de un test “no perfecto”.
Calculemos la probabilidad de que dado que el test detecta enfermedad

el paciente sea efectivamente enfermo (esta probabilidad se denomina prob-
abilidad a posteriori)

P (A2|T+) = P (A2)P (T+|A2)
P (A1)P (T+|A1) + P (A2)P (T+|A2) = 0,5.

La conclusión es que no se puede tomar ninguna decisión con base en el
resultado del test: no sirve.
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Si logramos tener

P (T+|A1) = 0,001; P (T+|A2) = 0,999

la situación cambia; en tal caso resulta P (A2|T+) = 0,91, más aceptable
que la anterior.
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Caṕıtulo 2

Variable Aleatoria.

2.1. Concepto de variable aleatoria

En muchos casos interesa conocer solamente alguna caracteŕıstica numéri-
ca del resultado del experimento aleatorio. Demos dos ejemplos: (1) el ex-
perimento consiste en tirar dos dados y los posibles resultados son Ω = {
(x, y) : x ∈ I6, y ∈ I6 } donde Ik = {1, 2, ..., k} y para cada resultado (x, y)
interesa solo la suma de los dados x+ y. (2) El experimento consiste en un
tiro al blanco y el conjunto de los resultados es Ω = { (x, y) : x ∈ R, y ∈ R},
x e y son la abcisa y ordenada del punto donde dió el tiró tomando ori-
gen (0, 0) el punto correspondiente al blanco. Aqúı puede interesar solo la
distancia al blanco es decir (x2 + y2)1/2

Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad. Una variable
aleatoria es una función X : A→ R tal que para todo x ∈ R

X−1((−∞, x]) ∈ A. (2.1)

Observaciones

1.La condicion (2.1) permite calcularP ({ω : X(ω) ≤ x}) = P (X−1((−∞, x]) .
2. El concepto de variable aleatoria es esencialmente el mismo que el fun-

ción medible. Si (Ω,A, µ) es un espacio de medida yX un espacio topológico,
f : A→ X se dice medible sii para todo G ∈ A vale que f−1 (G) ∈ A.

3. Si A es el conjunto de partes de Ω, como en el caso que Ω sea finito o
numerable, la condición (2.1) se cumple trivialmente.

Teorema. SeaX una variable aleatoria sobre un espacio de probabilidad
(Ω,A, P ). Entonces vale X−1 (B) ∈ A para todo B ∈ B. (B es el conjunto
de boreleanos en R)

Demostración.Como por definición X−1 ((−∞, x]) ∈ A, basta con veri-
ficar que

Φ = {A ⊂ R : X−1 (A) ∈ A}
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es una σ−álgebra. Luego se tendrá que β ⊂ Φ (puesto que la σ−álgebra de
Borel es la más chica que contiene a las semirectas).

Veamos que

(a) R ∈ © pues
X−1 (R) = Ω ∈ A.

(b) Si A ∈ Φ, entonces Ac ∈ Φ. Como X−1 (A) ∈ A, se tendrá que

X−1 (Ac) =
£
X−1 (A)

¤c ∈ A.
(c) Sea {An}n∈N ⊂ Φ. Luego X−1 (An) ∈ A para todo n y como A es

un σ-álgebra se tendrá que =
S
n∈NX

−1 (An) ∈ A. Luego

X−1
Ã[
n∈N

An

!
=
[
n∈N

X−1 (An) ∈ A.

(a), (b) y (c) prueban que Φ es un σ-álgebra

2.2. Espacio de probabilidad asociado a una vari-
able aleatoria

Sea un espacio de probabilidad (Ω,A, P ) y sea X : Ω→ R una variable
aleatoria. Asociada a esta variable podemos definir un nuevo espacio de
probabilidad (R, B,PX ) donde para todo B ∈ B se define

PX (B) = P
¡
X−1 (B)

¢
.

Observese que P esta definido sobreX−1 (B) ya que este conjunto está en
A. Vamos a mostrar que PX es efectivamente una probabilidad. La función
PX se denomina probabilidad inducida por X o distribució de X.

Proposición. PX es efectivamente una función de probabilidad.

Demostración.

(a)

PX (R) = P
¡
X−1 (R)

¢
= P (Ω) = 1.
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(b) Si {Bi}i∈N ⊂ B es una sucesión disjunta dos a dos, entonces

PX

Ã]
i∈N
Bi

!
= P

Ã
X−1

Ã]
i∈N
Bi

!!
= P

Ã]
i∈N
X−1 (Bi)

!
=

=
X
i∈N

P
¡
X−1 (Bi)

¢
=
X
i∈N

PX ((Bi)) . 2

Consideraremos las funciones medibles g : R→ R con el σ−álgebra de
Borel

Definición. Una función

g : R→ R

se dice medible Borel sii para todo x ∈ R
g−1 ((−∞, x]) ∈ B

Observaciones.
1. Trabajaremos en este curso con funciones medibles Borel, de manera

que a veces nos referiremos a ellas simplemente con el nombre de medibles.
2. SiB ∈ B resultará g−1 (B) ∈ B. Este resultado se demuestra como

el análogo para variables aleatorias.
3. Considerando a R como un espacio muestral Ω = R y A = B se ve

que “g es medible Borel ” es equivalente a que “g es una variable aleatoria
”

Ejercicio 1. Demostrar los siguientes resultados
1. Si g : R→ R es continua entonces g es medible.
2. Si g : R→ R es monótona entonces g es medible.
3. Si B es boreliano, su función caracteŕıstica IB es medible

4. Si {fn}n≥1 es una sucesión de funciones medibles entonces
f (x) = inf

n∈N
{f (x)},

f (x) = sup
n∈N

{f (x)}

son medibles. También son medibles

f (x) = ĺımfn (x) ,

f (x) = ĺımfn (x) .

En particular si existe el ĺımite puntual

f (x) = ĺım
n→∞ fn (x)
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es medible.
Observación.
El siguiente teorema tiene importancia teórico y práctica. La composi-

ción de una variable aleatoria con una función medible es una variable
aleatoria.

Teorema. Si g : R→ R es medible y X : Ω → R es una variable
aleatoria, entonces g (X) : Ω→ R es también una variable aleatoria

Demostración
Basta con observar que dado B ∈ B

[g (X)]−1 (B) = X−1
g−1 (B)| {z }

∈B



Como consecuencia de este teorema si g es continua y X es una variable
aleatoria resulta g(X) tambien una variable aleatoria. Por ejemplo si X
es una variable aleatoria, entonces sin (X) , cos (X) , exp (X) son variables
aleatorias/

Proposición.
Si X,Y son variables aleatorias entonces
1. X + Y ; XY son variables aleatorias
2 Si P (Y 6= 0) = 1 entonces X/Y es una v.a
La demostraciones de 1 y 2 se verán más adelante/

2.3. Función de distribución de una variable aleato-
ria.

Definición. Sea X una v.a. Se define la función de distribución asociada
a X como la función FX : R→ [0,1] dada por

FX (x) = PX ((−∞, x]) = P
¡
X−1 ((−∞, x])¢ .

Observación.
Como veremos la importancia de FX es que caracteriza la distribución

de X. Es decir FX determina el valor de PX(B) para todo B ∈ B
Sea X una variable aleatoria sobre (Ω,A, P ) y sea FX su función de

distribución. Entonces se cumplen las siguientes propiedades
P1. FX es monótona no decreciente, es decir x1 < x2 implica FX (x1) ≤

FX (x2) .
P2. ĺımx→∞ FX (x) = 1.
P3.ĺımx→−∞ FX (x) = 0.
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P4. FX es continua a derecha en todo punto de R.
Demostración.
P1. Si x < x0 entonces

(−∞, x] ⊂ (−∞, x0],
y por lo tanto

FX (x) = P ((−∞, x]) ≤ P
¡
(−∞, x0]¢ = FX ¡x0¢ .

P2. En primer lugar veamos que

ĺım
n→∞FX (n) = 1.

Consideremos la sucesión monótona creciente de conjuntos

An = (−∞, n] n ∈ N.
Entonces [

n∈N
An = R.

Luego de acuerdo a la propiedad para sucesiones crecientes de eventos

ĺım
n→∞FX (n) = ĺım

n→∞PX (An) = PX

Ã[
n∈N

An

!
= PX (R) = 1.

Ahora veamos que efectivamente ĺımn→∞ FX (x) = 1, esto es para todo
ε > 0 existe x0 > 0 tal que si x > x0 entonces se cumple |FX (x)− 1| < ε. O
equivalentemente

1− ε < FX (x) < 1 + ε.

Por ser una probabilidad evidentemente se cumple que para cualquier
ε > 0, FX (x) < ε + 1. Por lo tanto solo tenemos que mostrar que existe
x0 > 0 tal que si x > x0 entonces se cumple

1− ε < FX (x) .

Sabemos que dado ε > 0 existe un n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces
1−−ε < FX (n) .

Entonces tomando x0 = n0 y teniendo en cuenta la monotonia de FX ,
se tendrá que si x > x0 = n0 entonces

1− ε < FX (n0) ≤ FX (x) . 2
P3. Se trata esencialmente de la misma demostración.
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En primer lugar se ve que

ĺım
n→∞FX (−n) = 0.

Luego se considera la sucesión monótona decreciente que converge a ∅

An = (−∞,−n],

y se obtiene
ĺım
n→∞PX (An) = 0.

Luego se procede como en P12
P4. Queremos ver que FX es continua a derecha en cualquier punto

x0 ∈ R. Es decir, dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si

0 < x− x0 < δ

entonces
FX (x0)− ε ≤ FX (x) ≤ FX (x0) + ε.

La primer inecuación es válidad siempre: como x0 < x entonces FX (x0)−
ε ≤ FX (x0) ≤ FX (x). Basta entonces probar que FX (x) ≤ FX (x0) + ε.

Consideremos la sucesión decreciente de conjuntos

An = (−∞, x0 + 1

n
]

que satisface \
n∈N

An = (−∞, x0].

Entonces

ĺım
n→∞FX

µ
x0 +

1

n

¶
= ĺım
n→∞PX (An) = PX

Ã\
n∈N

An

!
= PX ((−∞, x0]) = FX (x0)

Luego existe n0 ∈ N tal que si n > n0 entonces

FX

µ
x0 +

1

n

¶
≤ FX (x0) + ε

Si tomamos δ <
1

n0
entonces si 0 < x− x0 < δ

FX (x) ≤ FX (x0 + δ) ≤ FX
µ
x0 +

1

n0

¶
≤ FX (x0) + ε.2
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Lema. Sea (xn)n∈N una sucesión de numeros reales estrictamente cre-
ciente que converge a x0.

Entonces
ĺım
n→∞FX (xn) = FX (x0)− PX({x0}).

Demostración. La sucesión de intervalos An = (−∞;xn] es creciente y[
n∈N

An = (−∞, x0)

Entonces

ĺım
n→∞FX (xn) = ĺım

n→∞PX (An) = PX ((−∞, x0))
= PX ((−∞, x0])− PX({x0})
= FX (x0)− PX({x0}) .2

Teorema. Para todo x0 ∈ R se tiene que

ĺım
x→x0−

FX (x) = FX (x0)− PX ({x0}) .
Demostración.
Se aplica el lema anterior utilizando la misma técnica usada para probar

P2 o P3.
Corolario.
FX es continua a izquierda en x0 sii PX ({x0}) = 0.
Demostración
Inmediato a partir del teorema.
Teorema. Sea FX la función de distribución de una v.a X. Entonces el

conjunto de discontinuidades

{x ∈ R : FX es discontinua en x}.

es a lo sumo numerable.
Demostración.
Consideremos

A = {x : PX({x}) > 0},
y para todo k ∈ N sea

Ak =

½
x : PX({x}) > 1

k

¾
.

Entonces es fácil ver que

∞[
k=1

Ak = A.
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Luego para demostrar el teorema bastará probar que para k ∈ N se tiene
que #Ak < ∞. En efecto, supongamos que para algún k0 existen infinitos
puntos {xn}n≥1 tal que para todo n ∈ N se cumpla PX ({xn}) > 1

k0
.

Entonces si B =
U
i∈N{xi} se tendrá

PX (B) =
∞X
i=1

PX ({xi}) >
∞X
i=1

1

k0
=∞,

lo que es un absurdo 2.
Veremos ahora que toda función con las propiedades P1, P2, P3 y P4

define una función de distribución para cierta ariable aleatoria X (no única).
Teorema de Extensión. Sea F : R → [0, 1] una función con las

propiedades P1-P4 Luego existe una única probabilidad P sobre (R,B)
tal que para todo x ∈ R se tiene

P ((−∞, x]) = FX (x) .

Demostración
No se demostrará en este curso. Hay que utilizar teoŕıa de la medida.
Veremos ahora algunas consecuencias del Teorema de Extensión.
Corolario 1.
Si X y X∗ son variables aleatorias con distribuciones FX , FX∗ tal que

FX = FX∗ entonces para todo B ∈ β se tendrá

PX (B) = PX∗ (B)

Demostración.
Es consecuencia de la unicidad del teorema de extensión.
Corolario 2.
Si F satisface P1, P2, P3 y P4 entonces existe una variable aleatoria X

(no necesariamente única) tal que F = FX .
Demostración.
De acuerdo al teorema de extensión se puede definir un espacio de

probabilidad (R,β, P ) de forma tal que para todo x ∈ R

F (x) = P ((−∞, x]) .

Ahora consideramos la función identidad X : R→ R definida como
X (x) = x para todo x ∈ R. Entonces se cumple que

FX (x) = PX ((−∞, x]) = P ({y : X(y) ≤ x) = P ((−∞, x]) = F (x) . 2
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Caṕıtulo 3

Variables aleatorias
discretas y continuas.

Existen varios tipos de variables aleatorias. En este curso solo estudiare-
mos con detalle las discretas y las (absolutamente) continuas.

3.1. Variables aleatorias discretas.

Definición. Se dice que una v.a. X es discreta sii existe A ⊂ R finito o
numerable tal que PX (A) = 1

Observación. Ese conjunto A no tiene porque ser único. Si se le agrega
un conjunto finito o numerable de probabilidad cero, seguirá teniendo esta
propiedad. A continuación vamos a encontrar el conjunto más chico que
tiene esta propiedad.V

Definición. Sea X una variable aleatoria discreta.. Se define el rango
del X como los puntos de discontinuidad de la función de distribución, es
decir por

RX = {x : PX({x}) > 0}.
Teorema. Sea X una variable aleatoria discreta. Luego (i)PX(RX) =

1,(ii) Si PX(A) = 1, entonces RX ⊂ A

RX ⊂ A.
Demostración
(i) Sea A un conjunto a lo sumo numerable tal que PX(A) = 1

A = RX
]
(A−RX) .

Entonces

1 = PX (A) = PX

³
RX

]
(A−RX)

´
=

PX (RX) + PX (A−RX) .
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Luego basta probar que

PX (A−RX) = 0. (3.1)

El conjunto B = A − RX es finito o infinito numerable. Ademas para
todo x ∈ B se tiene que PX ({x}) = 0. Luego como

B =
]
x∈B

{x},

resulta que P (B) =
P
x∈B PX({x}) = 0. Luego hemos demostrado (3.1).

(ii) Supongamos que exista x0 ∈ RX tal que x0 /∈ A entonces consider-
amos eA = AU{x0} y se obtiene que

PX( eA) = PX(A) + PX({x0}) > PX(A) = 1,
lo cual es un absurdo 2

La importancia de RX reside en el hecho de que para calcular la proba-
bilidad de un evento B solo interesan los puntos de B que están en RX . En
este sentido se dice que la probabilidad se concentra en RX y que cada x en
el que la probabilidad es mayor que cero es un átomo.

Corolario. Para todo B ∈ B se tiene

PX (B) = PX (RX ∩B) .
Demostración.
Escribiendo a

B = (RX ∩B)
]
(B −RX) ,

y tomando probabilidad en ambos miembros se obtiene

PX (B) = PX (RX ∩B) + PX (B −RX)

Pero
B −RX ⊂ (RX)c ,

de manera que
P (B −RX) = 0,

y se obtiene el resultado.
Definición. Sea X una v.a.d. Se define la función densidad de probabil-

idad asociada a la variable X como la función

pX : R→ [0, 1]

tal que
pX (x) = PX ({x})

32



Observación.
La función de densidad satisface

pX (x) > 0 sii x ∈ RX
y determina totalmente la probabilidad PX .

Para ver esto probaremos
Teorema Si B ∈ B entonces

PX (B) =
X

x∈B∩RX
pX (x)

Demostración

B ∩RX =
]

x∈B∩RX
{x}

Como B ∩RX es finito o numerable se tiene

PX(B) = PX (RX ∩B) =
X

x∈B∩RX
pX (x) 2.

3.2. Ejemplos de distribuciones discretas.

3.2.1. Distribución Binomial.

Se repite n veces un experimento que puede dar lugar a dos resultados:
éxito o fracaso. Se supone que todos los experimentos son independientes
y tienen la misma probabilidad de éxito θ La distribución binomial corre-
spondiente a n repeticiones con probabilidad de éxito θ es la distribucion
de la variable aleatoria X definada como el número total de exitos. La de-
notaremos con Bi(θ, n))

El rango de esta variable es RX = {0, 1, ..., n}.
Obtendremos seguidamente la funcion de densidad de probabilidad de

esta variable. Tomaremos como espacio muestral

Ω = {(ω1,ω2, ...,ωn) : ωi ∈ {0, 1}},

donde ωi = 1 indicará que el i-esimo experimento resultó éxito y ωi = 0 que
fue fracaso

El espacio muestral Ω, es finito y por lo tanto podemos tomar la σ−álge-
bra como el conjunto de partes de Ω.

Con esta notación la v.a. se escribe

X ((ω1,ω2, ...,ωn)) =
nX
i=1

ωi.
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El evento que {X = x} está dado por

Ax = {(ω1,ω2, ...,ωn) ∈ Ω :
nX
i=1

ωi = x}.

En primer lugar determinamos la cantidad de elementos del conjunto
Ax. Claramente se deben seleccionar x lugares entre los n posibles, para
distribuir los unos, de manera que

# (Ax) =

µ
n
x

¶
.

Observación.

El espacio muestral no es equiprobable, por lo que la probabilidad no se
determina ocn el esquema ”casos favorables / casos igualmente posibles”.

Para un experimento cualquiera se tiene que si ω = 0 entonces P (ω) =
1 − θ y si ω = 1 entonces P (ω) = θ. Esto puede escribirse de manera más
compacta de la siguiente manera

P (ω) = θω (1− θ)1−ω .

En primer lugar calculemos la probabilidad de un elemento arbitrario
del espacio muestral. Teniendo en cuenta la independencia de los sucesos y
que la ocurrencia de (ω1,ω2, ...,ωn) involucra una intersección de eventos se
tiene que

P ((ω1,ω2, ...,ωn)) = Πni=1P (ωi) =

= Πni=1θ
ωi (1− θ)1−ωi =

= θ
Pn
i=1 ωi (1− θ)n−

Pn
i=1 ωi .

Ahora si ω = (ω1,ω2, ...,ωn) ∈ Ax entonces
Pn
i=1 ωi = x y queda que la

probabilidad de ocurrencia cualquier elemento de Ax es

pX (ω) = pX ((ω1,ω2, ...,ωn)) = θx (1− θ)n−x

En definitiva como

Ax =
]
eω∈Ax{eω}

entonces

pX(x) = P ({w : X(w) = x}) = P (A) =
X
ω∈Ax

p (ω) =

= #(Ax) θ
x (1− θ)n−x =

µ
n
x

¶
θx (1− θ)n−x
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3.2.2. Binomial Negativa (o Distribución de Pascal)

Se tiene el experimento cuyo resultado es éxito con probabilidad θ como
en el caso aso de la distribución binomial. Ahora se repite el experimento en
forma independiente hasta que ocurran k éxitos. En este caso los parámet-
ros son θ : “probabilidad de éxito” y k : ”el número de éxitos buscado”.
Llamaremos X a la variable aleatoria definida como el número de experi-
mentos que hubo que realizar para obtener los k éxitos. La distribución de
esta variable se denomina binomial negatica o de Pascal y se la denotará con
BN(θ, k). Ahora el rango es infinito numerable

RX = {m ∈ N : m ≥ k}

Para determinar la distribución introducimos las variables aleatorias Zi
para todo i ∈ N definidas por

Zi =

½
1 si el i-ésimo experimento es éxito
0 si el i-ésimo experimento es fracaso

Estas variables se toman independientes. Luego definimos las variables
a

Yi =
iX
j=1

Zj

Claramente Yi cuenta la cantidad de éxitos que se alcanzaron en los primeros
i experimentos. Luego su distribución es Bi(θ, i)

Ahora el evento{X = x} o sea la “cantidad de experimentos necesarios
para alcanzar k éxitos es x” puede escribirse como una intersección de dos
eventos

{X = x} = {Yx−1 = k − 1} ∩ {Zk = 1]
Como los dos eventos del lado derecho de la última ecuación son inde-

pendientes y usando el hecho que Yx−1 es Bi(θ, x− 1) resulta

pX (x) = P ({X = x}) = P ({Yx−1 = k − 1})P ({Zk = 1}) =
=

µ
x− 1
k − 1

¶
θk−1 (1− θ)x−k θ =

=

µ
x− 1
k − 1

¶
θk (1− θ)x−k con x ≥ k.

3.2.3. Distribución geométrica.

Se llama distribución geomética a la BN(θ, k), con k = 1. Luego es
la distribución de la variable aleatoria X defnida como “ el número de
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experimentos necesarios para alacanzar el primer éxito”. A esta distribución
la denotarenos como G(θ).

El rango de los valores posibles para la v.a. X es

RX = {1, 2, ..., n, ...}

Reemplazando k = 1 en la distribución BN se obtiene

pX (x) =

µ
x− 1
0

¶
θ (1− θ)x−1 = θ (1− θ)x−1

Se verifica que

∞X
x=1

pX (x) =
∞X
x=1

θ (1− θ)x−1 = θ
∞X
x=1

(1− θ)x−1 =

= θ
∞X
j=0

(1− θ)j = θ
1

1− (1− θ)
= 1.

3.2.4. Distribución hipergeométrica.

Podemos pensar en el esquema de una urna que contiene N bolillas de las
cuales D son negras y N−D blancas. Se extraen secuencialmente n bolillas
y se define la variable X como el número de bolilas negras extraidas. Si
la bolillas obtenida es repuesta en la urna antes de obtener la siguiente,
ekl resultado de cada extracción es independiente de las anteriores, ya que
esos resultados no modifican la composición de la urna. Luego en este caso
X tendrá distribućıon Bi(θ, n) con θ = D/N, ya que este número es la
probabilidad de sacar una negra.

Si después de cada extracción la bolilla obtenida no se repone, no hay
independencia en los resultados de las extracciones y la distribución de X
se denomina hipergeométrica. La denotaremos por H(N,D, n).

Estudiemos su rango de esta distribución . Por un lado claramente se
observa que no se puede sacar un número negativo de negras, ni tampoco
más veces que la cantidad total de bolillas extraidas, por lo tanto:

0 ≤ X ≤ n.

Por otro lado, claramente a lo sumo se pueden extraer todas las negras

X ≤ D.

También debemos observar que el numero de blancas debe ser menor que
su número total

n−X ≤ N −D.
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En definitiva

RX = {x ∈ N : máx (0;n−N +D) ≤ x ≤ mı́n (n,D)}.

Podemos pensar que las D bolillas negras son numeradas de 1 a D, y las
blancas de D + 1 a N. Luego si denotamos

IN = {x ∈ N : 1 ≤ x ≤ N},

el conjunto de todos eventos posibles es

Ω = {A ⊂ IN : #A = n}.

Es decir que los posibles resultados del experimentos son todos los sub-
conjuntos de IN con cardinal n. Como todos estos subconjuntos tendrán la
misma probabilidad de ser extraidos, estaremos en un caso de resultados
equiprobables. El cardinal de Ω esµ

N
n

¶
.

Consideremos el evento {X = x}, es decir, los casos en los que de las n
extracciones x bolillas sean negras.

Para obtener el cardinal de {X = x} podemos pensar de la siguiente
manera. En primer instancia, escogemos todos los subconjuntos de x bolas
negras entre las D posibles, esto nos daµ

D
x

¶
.

Para cada subconjunto de x negras hayµ
N −D
n− x

¶
formas de elegir las restantes n− x blancas. Luego

#{X = x} =
µ
D
x

¶µ
N −D
n− x

¶
,

y por lo tanto

pX (x) =
#Ax
#Ω

=

µ
D
x

¶µ
N −D
n− x

¶
µ
N
n

¶ .
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Ejercicio.
En el contexto de las urnas de la situación anterior sea n ∈ N fijo y

consideremos una sucesión de distribuciones hipergeométricas H(N,DN , n)
tales que

ĺım
N→∞

DN
N

= θ.

Entonces si pHN es la densidad de probabilidad de una distribución H(N,DN , n)
y pB de una Bi(θ, n),se tiene

ĺım
N→∞

pH (x) = pB (x) .

Es decir para N suficientemente grande la distribución H(N,DN , n) se
puede aproximar por la distribución Bi(θ, n) . Heoŕısticamente, este resul-
tado se debe a que cuando n es pequeño con respecto a N,la reposición o
no de las bolillas extraidas no cambia substancialmente la composición de
la urna.

3.2.5. Distribución de Poisson

Un proceso de Poisson se presenta cuanto se trata de registrar el número
de veces que ocuurre cierto evento en un lapso determinado de tiempo. Por
ejemplo

a) Se desea registrar el número de clientes que entran en un determiando
banco a una determinado lapso de tiempo el mes de octubre del corriente
año.

b) El número de accidentes automoviĺısticos que ocurren en la ciudad de
Bs. As. en cada mes.

c) El número total de llamadas telefónicas que llegan a una una central
tefónica entre las 15hs y 16hs de los d́ıas hábiles.

Estos procesos se basan en un conjunto de supuestos que trataremos con
mayor detalle, más adelante.

Por ahora sólo indicamos su función de densidad. Par cada λ > 0, se
define la distribución de Poisson con parámetro λ que simbolizaremos por
P(λ) por la siguiente densidad de probabilidad

pX (x) = e
−λλx

x!
para x ∈ N≥0,

donde N≥0 es el conjunto de enteros no negativos
Es claro que

∞X
x=0

pX (x) =
∞X
x=0

e−λ
λx

x!
= e−λ

∞X
x=0

λx

x!
= e−λeλ = e0 = 1.
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3.2.6. Gráfico de una función de distribución asociada a una
variable aleatoria discreta

Supongamos que el rango de X sea finito RX = {x0, x1, ..., xn}. En tal
caso la función de distribución FX es una función no decreciente escalonada,
en los puntos de probabilidad positiva, xj , 0 ≤ j ≤ n.

Sea

ci =
iX
j=0

pX (xj) ; 0 ≤ i ≤ n.

Luego se tendrá

FX (x) =
0 si x ∈ (−∞, x0)
ci si x ∈ [xi, xi+1) para 1 ≤ i ≤ n− 1
1 si x ∈ [xn,∞)

Ejercicio graficar la situación.

3.3. Variables aleatorias absolutamente continuas.

Definición. Se dice que X es una variable aleatoria es continua sii FX
es continua para todo x ∈ R.

Observación.Esto es equivalente a pedir que ”la probabilidad en todo
punto es cero.”

Definición. Se dice que FX es absolutamente continua sii existe una

función fX : R→ R≥0 tal que fX es integrable Riemann (integrable
Lebesgue) sobre R y para todo x ∈ R se tiene

FX (x) =

Z x

−∞
fX (t) dt.

La función fX se denomina función de densidad de la probabilidad aso-
ciada a X.

Tendremos las siguientes propiedades.

P1. Si fX es una función de densidad de probabilidad para una variable
aleatoria X entonces

Z +∞

−∞
fX (t) dt = ĺım

x→∞

Z x

−∞
fX (t) dt =

= ĺım
x→∞FX (x) = 1.
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Rećıprocamente si f ≥ 0 es integrable Riemann sobre R y cumple queZ +∞

−∞
fX (t) dt = 1,

entonces definiendo

F (x) =

Z x

−∞
f (t) dt

se obtiene una función que resulta ser de distribución para alguna variable
aleatoria X. Esto se justifica puesto que una función integral de una función
no negativa satisface las propiedades P1-P4 que caracterizan a una función
de distribución (ver teorema de extensión).

P2. Supongamos que FX es absolutamente continua. Entonces

PX ((a, b]) = PX((−∞, b])− PX((−∞, a]) =

= FX (b)− FX (a) =
Z b

−∞
fX (t) dt−

Z a

−∞
fX (t) dt =

=

Z b

a
fX (t) dt.

P3. Si FX es absolutamente continuta entonces es continua.
Lo de,ostraremos para el caso que fX es una función acotada, es decir

existe M > 0 tal que para todo x ∈ R se tiene fX (x) ≤M.
Sea ε > 0 y x ∈ R entonces

PX ({x}) ≤ P ((x− ε, x+ ε]) =

Z x+ε

x−ε
fX (t) dt ≤M2ε/

Ahora haciendo que ε→ 0 se obtiene PX ({x}) = 0 y con ello que FX es
continua.

El mismo resultado se puede probar para una función de densidad fX
no acotada, integrable Riemann sobre R.

El nombre densidad nos recuerda ”la cantidad de masa por unidad de
longitud, área o volumen” según el caso.

Por similitud se puede decir que fX (x)indica la probabilidad por unidad
de longitud “en las cercanias del punto x”. Más precisamente podemos enun-
ciar el siguiente Teorema

Teorema. Sea fX una función de densidad continua en x0 entonces

ĺım
h→0

PX ([x0 − h;x0 + h])
2h

= ĺım
h→0

1

2h

Z x0+h

x0−h
f (t) dt = fX (x0)

Demostración
Sea

Mh = máx{f (x) : x ∈ [x0 − h;x0 + h]}
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y
mh = mı́n{f (x) : x ∈ [x0 − h;x0 + h]}.

Por continuidad

f (x0) = ĺım
h→0

Mh = ĺım
h→0

mh. (3.2)

Por otro lado valen las desigualdades

2hmh ≤
Z x0+h

x0−h
f (t) dt ≤ 2hMh,

y dividiendo por 2h en todos los miembros queda:

mh ≤ 1

2h

Z x0+h

x0−h
f (t) dt ≤Mh.

Luego, teniendo en cuenta (3.2) y pasando al ĺımite cuando h → 0 se
obtiene

f (x0) ≤ ĺım
h→0

PX ([x0 − h;x0 + h])
2h

≤ f (x0) ,
de donde se deduce el Teorema.2

Teorema. Sea fX una función de densidad continua en x0 y FX la
distribución asociada. Entonces fX es derivable en x0 y

F 0X (x0) = f (x0)

Demostración.
Análoga a la anterior.
Comentarios vinculados a teoŕıa de la medida.
1. Una definición alternativa de la absoluta continuidad, es esta:
Se dice que F : R→ R es absolutamente continua sii para todo ε > 0

existe δ > 0 tal que para toda sucesión

x0 < y0 < x1 < y1 < ... < xn < yn

que cumple
nX
i=0

(yi − xi) < δ,

se tiene que
nX
i=0

|F (yi)− F (xi)| < ε.

En este sentido toda función absolutamente continua es uniformemente
continua y en consecuencia continua. Además resulta ser de variación aco-
tada sobre todo intervalo acotado. Si f es integrable Lebesgue (Riemann)
entonces

F (x) =

Z x

−∞
f (t) dt
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es absolutamente continua.
Es decir (con esta definición) resulta que si F es de variación acotada y

continua a derecha entonces
F es absolutamente continua sii existe f integrable tal que

F (x) =

Z x

−∞
f (t) dt.

2. También se dice que la función integral es absolutamente continua
como función de conjunto.

Dada f integrable definamos

T (A) =

Z
A
f (x) dx . (3.3)

Se comprueba que la integral de Lebesgue (Riemann) satisface la sigu-
iente propiedad.

Si f es una función integrable Lebesgue y sea µ la medida de Lebesgue
sobre R entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si B es un boreliano
que satisface µ (B) < δ entonces

|T (B)| =
¯̄̄̄Z
B
f (x) dx

¯̄̄̄
< ε.

T (B) define una probabilidad si f es una función de densidad, es decir
si f(x) ≥ 0 y F (R) = 1.

3.4. Ejemplos de distribuciones continuas

3.4.1. Distribución uniforme en un intervalo [a; b] : U (a, b).

Consideremos

fX =

½
k si x ∈ [a; b]
0 si x /∈ [a; b] .

con k =
1

b− a > 0. ClaramenteZ ∞

−∞
fX(x)dx =

Z b

a
kdx =

k

b− a = 1.

La función distribución asociada es FX : R→[0, 1] es

FX (x) =


0 si x ∈ (−∞, a)
x− a
b− a si x ∈ [a; b)
1 si x ∈ (b,∞)
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Claramente no existe ninguna distribución que sea uniforme sobre toda
la recta, puesto que al ser constante la densidad no resultaria integrable en
R.

En particular consideremos la distribución uniforme U (0, 1)

fX =

½
1 si x ∈ [a; b]
0 si x /∈ [a; b] .

La función distribución asociada

FX : R→ R≥0
es en este caso

FX (x) =


0 si x ∈ (−∞, 0]
x si x ∈ (0, 1]
1 si x ∈ (1,∞).

(3.4)

Observación.
1. Es claro que (3.4) vale puesto que si x ∈ (0, 1)

FX (x) =

Z x

−∞
fX (t) dt =

Z 0

−∞
fX (t) dt+

Z x

0
fX (t) dt =

=

Z x

0
1dt = 0 + x = x.

2. Sea I = (c, d) ⊂ (0, 1) ¿ Cuál es la probabilidad de que x ∈ (c, d)?

PX ([c < X < d]) = FX (d)− FX (c) = d− c.
Es decir la distribución nos da la medida del subconjunto, es decir su

longitud.
3. De muchas maneras diferentes pueden generarse distribuciones uni-

formes. Por ejemplo recursivamente podemos considerar dos números A1, A2
de ocho d́ıgitos, y dfinir A3 por los últimos ocho d́ıgitos de A2A1. Luego el
primer número con distribución U(0, 1) seŕıaeA1 = A310−8.
Luego definimos A4 por los últimos ocho d́ıgitos de A3A2 y definimos el
segundo número con distribución uniforme U(0, 2) poreA2 = A410−8.

En general si definimos Ak por las últimas ocho cifras de Ak−1Ak−2 el
número k − 2 con distribución U(0, 1) eseAk−2 = Ak10−8.

Se puede probar que los la distribución de los números se comporta como
una variable U(0,1)
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Generación de distribuciones a partir de la distribución uniforme
U(0, 1)

Vamos a ver como a partir de una variable aleatoria con distribución
U(0, 1) se puede generar cualquier otra variable con qualquier función de
distribución.

Para esto en primer lugar necesitamos algunas definiciones. Sabemos que
una función de distribución no tiene por qué ser continua y mucho menos
biyectiva, de manera que en general la inversa no existe. Pero podemos
definir una función que tendrá propiedades análogas.

Sea F : R → [0, 1] una función que cumple con las propiedades P1,
P2, P3, y P4 que caracterizan una función de distribución y consideremos
y ∈ (0, 1) .

Definimos
Ay = {x ∈ R : F (x) ≥ y}.

Observaciones.
1. Puede ocurrir que exista preimagen via F del punto y : F−1 (y) 6= ∅.

Si F es continua por Bolzano (generalizado) podemos asegurar que asume
todos los valores intermedios entre el 0 y el 1 y en consecuencia en algún
punto x asumirá el valor y.

2. Puede ocurrir también que no exista la preimagen. Por ejemplo si F
no es continua para algunos valores de y ocurrira que F−1 (y) = ∅.

3. Puede ocurrir que existan infinitas preimagenes. Basta con tomar una
función que con las propiedades de la hipótesis constante en un intervalo.
Para y igual a ese valor hay infinitas preimágenes.

Sugerencia: Hacer para cada una de las situaciones un gráfico adecuado.
Teorema. Existe el ı́nfimo del conjunto Ay.
Demostración. Basta probar que Ay 6= ∅ y está acotado inferiormente.
Comencemos probando que Ay 6= ∅.
Sabenos que F satisface P2 y por lo tanto

ĺım
n→∞F (n) = 1.

Como 0 < y < 1 existe n0 ∈ N tal que

F (n0) ≥ y,

de manera que n0 ∈ Ay.
Ahora probaremos que Ay esta acotado inferiormente. Por P3 se tiene

que ,
ĺım
n→∞F (−n) = 0.

Como y > 0 entonces existe n0 ∈ N tal que

F (−n0) < y. (3.5)
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Ahora bien si x ∈ Ay no puede ser que −n0 > x puesto que por mono-
tonia (P1) se cumpliria

F (−n0) ≥ F (x) ≥ y,

en contradicción con (3.5). En definitiva se tiene que si x ∈ Ay, entonces
n0 ≤ x, y por lo tanto Ay esta acotado inferiormente 2.

En virtud de la existencia y unicidad del ı́nfimo podemos definir la sigu-
iente función

Definición. Dada
F : R→ [0, 1]

que satisface las propiedades de una función de distribución P1,P2,P3 y P4
se define F−1 : (0, 1)→ R por

F−1 (y) = inf Ay.

Propiedades de la función F−1.
P1. El ı́nfimo del conjunto Ay resulta ser el mı́nimo

F−1 (y) = mı́nAy.

Demostración.
Basta con probar que F−1 (y) pertenece al conjunto Ay, lo cual significa

que
F
¡
F−1 (y)

¢ ≥ y.
Por definición de ı́nfimo existe una sucesión (xn)n∈N ⊂ Ay decreciente

que converge a F−1 (y), es decir tal que

ĺım
n→∞xn = F

−1 (y) .

Por la propiedad P4 (continuidad a derecha)

ĺım
n→∞F (xn) = F

¡
F−1 (y)

¢
.

Ahora, como para todo n ∈ N se tiene que xn ∈ Ay sabemos que

F (xn) ≥ y,

de manera que por el teorema de la conservación del signo

F
¡
F−1 (y)

¢ ≥ y, (3.6)

y por lo tanto F−1 (y) ∈ Ay 2.

P2. Se cumple que
F
¡
F−1 (y)

¢ ≥ y.
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Demostración. Se demostro durante la demostración de P1 en (3.6)
P3. Si F es continua entonces

F
¡
F−1 (y)

¢
= y.

Demostración.
Sabemos que F

¡
F−1 (y)

¢ ≥ y. Ahora supongamos que no se cumple la
igualdad, esto es que

F
¡
F−1 (y)

¢
> y.

Veremos que esto contradice el caracter de ı́nfimo del elemento F−1 (y) .
Tomemos un punto intermedio entre F

¡
F−1 (y)

¢
e y digamos y∗

y < y∗ < F
¡
F−1 (y)

¢
.

Por ser F continua, el teorema de Bolzano (o el teorema de los valores
intermedios) se deduce que existe x∗ ∈ (0, 1) tal que

F (x∗) = y∗.

Luego reemplazando en la inecuación anterior se obtiene la desigualdad

y < F (x∗) < F
¡
F−1 (y)

¢
.

Por un lado esto dice que x∗ ∈ Ay y por otro teniendo en cuenta la
monotońıa (P1)

x∗ < F−1 (y) .

Esto contradice que F
¡
F−1 (y)

¢
sea el mı́nimo, absurdo. 2

P4. En general vale que

F−1 (F (x)) ≤ x.

Demostración.
Es claro que para todo x : x ∈ AF (x) puesto que naturalmente F (x) ≤

F (x) .
Sabemos que F−1 (F (x)) es el mı́nimo de AF (x) y luego

a ∈ AF (x) implica F−1 (F (x)) ≤ a.

En particular si tomamos a = x ∈ AF (x) resulta la propiedad P4. 2
Proposición (Caracterización de Ay como semirecta). Sea y ∈ (0, 1)

fijo. Los conjuntos

Ay = {x : F (x) ≥ y},
By = {x : x ≥ F−1 (y)} = [F−1 (y) ,+∞)

coinciden.
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Demostración.

F−1 (y) = mı́nAy.

Sea x ∈ By, entonces como x ≥ F−1 (y) , por la monotonia de F resulta
F (x) ≥ F ¡F−1 (y)¢ ≥ y y por lo tanto. Luego

By ⊂ Ay. (3.7)

Sea ahora x /∈ By,luego x < F−1 (y) . Como F−1 (y) es el mı́nimo de Ay
resulta x /∈ Ay. Por lo tanto BCy ⊂ ACy y luego

Ay ⊂ By. (3.8)

(3.7) y (3.8) implican Ay = By.

Ejercicio 2. Probar que

F−1 es monótona no decreciente y por lo tanto medible.

Veremos ahora como a partir de una variable con distribución U(0, 1) se
puede generar otra variable que tenga función de distribución F, donde F
es cualquier función que cumpla las propiedades P1-P4 que caracterizan a
una función de distribución.

Teorema. Sea U una variable aleatoria con distribución U(0, 1). Luego
si F tiene las propiedades P1-P4 que caracterizan una función de distribu-
ción, se tiene que X = F−1(U) tiene función de distribución F

Demostración. Usando la proposición anterior y el hecho de que FU(u) =
u se tiene

FX (x) = PX ((−∞, x]) = P
¡{F−1 (U) ≤ x}¢ = P ({U ≤ F (x)}) =

= FU (F (x)) = F (x) .

Ejercicio 3.

Sea X una variable con rango RX = N≥0 y sea

pj = PX ({x}) .

Verificar que F−1X es de la forma

F−1X (y) =

½
0 si 0 ≤ y ≤ p0
i si

Pi−1
j=0 pj < y ≤

Pi
j=0 pj ; i ≥ 1 .

Comprobar que el resultado anterior vale en este caso.

El siguiente lema de demostración inmediata es muy importante
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Lema. Sean X y X∗ dos variables aleatorias tales que FX = FX∗ (y por
lo tanto PX = PX∗). Consideremos una función g medible y consideremos
las variables aleatorias obtenidas componiendo

Z = g (X) ; Z∗ = g (X∗) .

Entonces

FZ = FZ∗ ,

y por lo tanto PZ = PZ∗ .

Demostración.
Sea B ∈ B y probemos que

PZ (B) = PZ∗ (B) .

Esto se deduce de

PZ (B) = P
¡
Z−1 (B)

¢
= P

¡
X−1

¡
g−1 (B)

¢¢
=

= PX
¡
g−1 (B)

¢
= PX∗

¡
g−1 (B)

¢
=

= P
³
(X∗)−1

¡
g−1 (B)

¢´
= P

³
(Z∗)−1 (B)

´
= PZ∗ (B) . 2

Ahora veamos en cierto sentido la reciproca de la observación 2.

Teorema. Si X es una variable aleatoria con distribución FX continua
y consideramos la variable aleatoria Y = FX (X) entonces Y tiene distribu-
ción U(0, 1).

Demostración.
Consideremos una variable aleatoria U con distribución U(0, 1) y sea

X∗ = F−1X (U) . Sabemos que X∗ tiene distribución FX .
Luego por el Lema anterior las variables

Y = FX (X) , Y
∗ = FX (X∗)

tienen la misma distribución.

Pero

Y ∗ = FX (X∗) = FX
¡
F−1X (U)

¢
,

y siendo FX continua por lo demostrado anteriormente se tiene FX
¡
F−1X (U)

¢
=

U. Luego Y ∗ tiene distribución U(0, 1) y por lo tanto también Y 2.

3.4.2. Distribución Normal N(µ,σ2).

La distribución Normal es tal vez la más importante y sin lugar a dudas la
que se usa con mayor frecuencia, a veces de manera inadecuada sin verificar
los supuestos que la identifican. Veremos más adelante la importancia de
esta distribución. Adelantamos sin embargo, informalmente que si {Yn}n∈N
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es una sucesión de variables a independientes tales que ninguna de ellas
prevalezca sobre las otras, entonces la variable aleatoria

Sn =
nX
j=1

Yj

es aproximadamente normal para n suficientemente grande.
Esta distribución tiene mucha aplicación en la teoŕıa de errores, donde

se supone que el error total de medición es la suma de errores que obedecen
a diferentes causas, y que por tanto tiene distribución aproximadamente
normal. La distribución depende de dos parámetros µ ∈ R y σ2 ∈ R>0.

La distribución normal esta Standarizada scuando los parámetros son
µ = 0 y σ2 = 1. En este caso la función de densidad es

fX (x) = K exp

µ−x2
2

¶
.

Calcularemos la constante K de forma tal que

1 =

Z +∞

−∞
K exp

µ−x2
2

¶
dx,

y por lo tanto

K =
1R +∞

−∞ exp
³
−x2
2

´
dx
.

Sea

I =

Z +∞

−∞
exp

µ−x2
2

¶
dx.

Para el cálculo de esta integral podemos usar o bien residuos (teoŕıa
de análisis complejo) o bien calcular I2 como integral doble a traves de un
cambio de variable a corrdenadas polares. Optamos por la segunda forma

I2 =

µZ +∞

−∞
exp

µ−x2
2

¶¶ µZ +∞

−∞
exp

µ−x2
2

¶¶
=

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
exp

µ−x2
2

¶
exp

µ−y2
2

¶
dxdy =

=

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
exp

Ã
− ¡x2 + y2¢

2

!
dxdy.

Ahora hacemos el cambio de variable

x (ρ,φ) = x = ρ cos (φ)

y (ρ,φ) = y = ρ sin (φ)

x2 + y2 = ρ2
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La transformación del cambio de variable T (ρ,φ) = (x (ρ,φ) ; y (ρ,φ)) =
(ρ cos (φ) , ρ sin (φ)) ρ ≥ 0, 0 ≤ φ < 2π tiene matriz diferencial

DT (ρ,φ) =

µ
xρ xφ
yρ yφ

¶
=

µ
cos (φ) −ρ sin (φ)
sin (φ) ρ cos (φ)

.

¶
Entonces su Jacobiano

J (ρ,φ) = det (DT (ρ,φ)) = det

µ
cos (φ) −ρ sin (φ)
sin (φ) ρ cos (φ)

¶
=

= ρ cos2 (φ) + ρ sin2 (φ) = ρ.

En definitiva |J (ρ,φ) | = ρ y la integral resulta ser

I2 =

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
exp

Ã
− ¡x2 + y2¢

2

!
dxdy =

=

Z +∞

0

Z 2π

0
exp

µ−ρ2
2

¶
ρdφdρ =

= 2π

Z +∞

0
exp

µ−ρ2
2

¶
ρdρ = 2π

Z +∞

0
exp

µ−ρ2
2

¶
ρdρ

Haciendo el cambio de variable

u =
ρ2

2
,

du = ρdρ

se obtiene

I2 = 2π

Z +∞

0
exp (−u) du = 2π ¡− exp (−u) |+∞0 ¢

= 2π,

y por lo tanto
I =
√
2π

Luego

fX (x) =
1√
2π
exp

µ−x2
2

¶
.

3.4.3. Distribución Exponencial

Esta distri bución depende de un parámetro λ que puede tomar cualquier
número real positivo. Su función de densidad es

f(x) =
λe−λx si x ≥ 0
0 si x < 0.
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Haciendo la transformación y = λx, dy = λdx se obtieneZ ∞

−∞
f(x)dx = λ

Z ∞

0
e−λxdx =

Z ∞

0
e−ydy

= [−e−y]∞0 = 0 + 1 = 1.

Se deja como ejercicio verificar que la correspondiente función de distribución
es

F (x) =

½
1− e−λx si x ≥ 0

0 si x < 0.
(3.9)

La distribución exponencial con parámetro λ será denotada por E(λ).
Esta distribución aparece generalmente cuando se trata de estudiar la

“durabilidad de mecanismo bajo el supuesto de que el sistema no se desgasta
significativamente a lo largo del tiempo”. Como ejemplos suelen citarse “la
duración de una lámpara eléctrica”. En este caso existe un cierto desgaste
propio de la lámpara y su distribución no es exactamente exponencial. Esta
distribución es más adecuada para modelar los mecanismos electrónicos, ya
que no tienen prácticamente desgaste.

Para precisar el concepto de desgaste decimos que la distribución de X
no tiene desgaste cuando

P (X ≥ a+ b|X ≥ a) = P (X ≥ b) ,
donde 0 < a, b.

Esto significa que la probabilidad de que llegue a durar hasta el tiempo
a + b, dado que ha llegado hasta el tiempo a, es igual a la probabilidad de
que halla durado hasta el tiempo b. Es decir el proceso “no tiene memoria
del tiempo que estuvo funcionando” (no recuerda que tan viejo es) y por
tanto, mientras funciona ”lo hace como nuevo” .

Decimos por el contrario que hay desgaste si

P (X ≥ a+ b|X ≥ a)
es una función decreciente de a.

Vamos a mostrar que la propiedad del falta de desgaste caracteriza a la
distribución exponencial. Esto significa que la únicas distribuciones contin-
uas y no negativas que tienen la propiedad de “ falta de desgaste ” son las
la exponenciales.

Como {X ≥ a+ b} ∩ {X ≥ a} = {X ≥ a+ b} resulta que

P (X ≥ a+ b|X ≥ a) = P ({X ≥ a+ b} ∩ {X ≥ a})
P ([X ≥ a]) =

P ({X ≥ a+ b})
P ({X ≥ a}) .

Por lo tanto la propiedad de “falta de desgaste ” se puede escribir como

P (X ≥ a+ b)
P (X ≥ a) = P (X ≥ b) ,
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o equivalentemente

P (X ≥ a+ b) = P (X ≥ b)P (X ≥ a) . (3.10)

Si X tiene distribución continua de P ([X ≤ a]) = FX (a) resulta
1− FX (a) = P ([X > a]) = P ([X ≥ a]) .

Entonces definimos

GX (a) = 1− FX (a) ,
y como la propiededad de “falta de memoria ” es equivalente 3.10, esta se
puede escribir también como

GX (a+ b) = GX (a)GX (b) (3.11)

para todo a ≥ 0, b ≥ 0.
En el caso de que X tenga distibución exponencial por (3.9) se tiene

GX(x) = e
−λx

para todo x ≥ 0. El siguiente Teorema mustra que la propiedad de falta de
memoria caracteriza las distribuiones exponenciales

Teorema. Sea X una función distribución continua con valores no neg-
ativos. Luego la propiedad de falta de memoria dada por (3.11) se cumple
si y solo GX (x) = e

−λx es decir si tiene distribución exponencial.
Demostración. Supongamos primero que GX (x) = e

−λx. Probaremos que
(3.11) se cumple. En efecto

GX (a+ b) = e
−λ(a+b) = e−λa+(−λb) = e−λae−λb = GX (a)GX (b) .

Supongamos ahora que (3.11) se cumple. Probaremos que GX (x) =
e−λx para algún λ > 0.

En primer lugar veamos que para todo n, dados a1 ≥ 0, ..., an ≥ 0
entonces

GX

Ã
nX
i=1

ai

!
=

nY
i=1

GX (ai) .

Probaremos esta proposición por inducción. Claramente vale para n = 2
por hip[otesis.

Supongamos que vale para n y probemos que vale para n+ 1.

GX

Ã
n+1X
i=1

ai

!
= GX

Ã
nX
i=1

ai + an+1

!
= GX

Ã
nX
i=1

ai

!
Gx (an+1) =

=

Ã
nY
i=1

GX (ai)

!
GX (an+1) =

n+1Y
i=1

GX (ai) .
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Ahora probaremos que para todo a ≥ 0 vale que

GX (a) = [GX (1)]
a .

La estrategia es primero probarlo para un entero no negativo, luego para
los racionales y por último para un número real no negativo.

Sea n ∈ N entonces

GX (n) = GX

1 + 1 + ...+ 1| {z }
n sumandos

 = [GX (1)]
n .

Ahora sea
r

n
∈ Q entonces

GX (r) = GX

³
n
r

n

´
= GX

 rn + ...+ r

n| {z }
n sumandos

 =

= GX

³ r
n

´n
.

Entonces

GX

³ r
n

´
= [GX (r)]

1
n = [(GX (1))

r]
1
n = [GX (1)]

r
n .

Por ultimo consideremos a ∈ R≥0. Elijamos una sucesión (rn)n∈N ⊂ Q
tal que rn → a. Siendo GX continua resulta

GX (a) = ĺım
n→∞GX (rn) = ĺım

n→∞ (GX (1))
rn = (GX (1))

ĺımn→∞ rn = [GX (1)]
a .

Ahora pongamos
λ = − log (GX (1)) ,

de manera que
GX (1) = e

−λ

En definitiva podemos escribir

GX (a) = [GX (1)]
a = e−λa,

y el teorema queda probado.
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Caṕıtulo 4

Vectores aleatorios.

Generalmente interesan más de una caracteŕıstica de una población. Por
ejemplo podemos estar interesados en estudiar “el perfil biológico” de los
alumnos de 10 años de una determniada escuela. Podŕıamos considerar que el
perfil se compone de la talla, el peso, presión sanguinea, frecuencia card́ıaca,
capacidad respiratoria. Estan en juego cinco variables aleatorias, que deber-
an tratarse simultaneamente. Esto motiva la siguiente definición un vector
aleatorio.

Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad. Se dice que
X =(X1,X2, ...,Xk) es un vector aleatorio de dimensión k si para cada
j = 1, 2, ..., k se tiene que Xj : Ω→ R es una variable aleatoria.

Obsérvese que si X = (X1, ...,Xk) es un vector aleatorio de dimen-
sión k , entonces también puede ser interpretado como una función X :
Ω → Rk. En efecto dado ω ∈ Ω, el correspondiente valor de la función es
X(ω) = (X1(ω), ...,Xk(ω)) ∈ Rk.

Teorema Para todo x =(x1, x2, ..., xk) ∈ Rk se tendrá

X−1 ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk]) ∈ A.

Demostración.
Sea B = (−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk].
Entonces

X−1 (B) = {ω ∈ Ω : X (ω) ∈ B}

=
k\
i=1

{ω ∈ Ω : Xi (ω) ∈ (−∞, xi]} =

=
k\
i=1

X−1i ((−∞, xi]) .

Luego como para todo i se tiene que X−1i ((−∞, xi]) ∈ A y A es un
σ−álgebra se concluye que X−1 (B) ∈ A.
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Observaciones.

1. Recordemos que Bk denota la σ−álgebra generada por los conjuntos
de Rk de la forma

A(x1,x2,...,xk) = (−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk]

En R2 es fácul verificar visualmente que los conjuntos de la forma

(a1, b1]× (a1, b1] ∈ B2

ya que se pueden escribir de la siguiente forma

(a1, b1]× (a1, b1] = A(b1,b2) −A(a1,b2) −
¡
A(b1,a2) −A(a1,a2)

¢
(4.1)

y que diferencias de conjuntos de un σ−álgebra son conjuntos del σ−álgebra.
Es interesante también obsevar que

A(a1,b2) ⊂ A(b1,b2) (4.2)

A(a1,a2) ⊂ A(b1,a2) (4.3)

y ¡
A(b1,a2) −A(a1,a2)

¢ ⊂ A(b1,b2) −A(a1,b2) (4.4)

Ejercicio 4. Probar la siguiente

Teorema . Sea X es un vector aleatorio de dimensión k. Entonces si
B ∈ Bk se tiene que X−1 (B) ∈ A.

4.1. Espacio de probabilidad inducido.

Definición. Dado el espacio de probabilidad (Ω,A, P ) y un vector
aleatorio X = (X1, ...,Xk) se puede definir un nuevo espacio de probabil-
idad

¡
Rk,Bk, PX

¢
donde dado B ∈ Bk se define

PX (B) = P
¡
X−1 (B)

¢
.

Ejercicio 5. Probar la siguiente.

Proposición. PX es una función de probabilidad sobre (Rk,Bk). La
demostración es similar a la correspondiente a PX donde X es una variable
aleatoria

La probabilidad PX se denomina probabilidad inducida por el vector X
o distribución de X.
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4.2. Función de distribución conjunta de un vector
aleatorio.

Dado un vector aleatorio X = (X1, ...,Xk), se define la función distribu-
ción conjunta del vector X como función FX : Rk → [0; 1] definida por

FX (x1, x2, ..., xk) = PX ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk]) =

= P

Ã
k\
i=1

{ω : Xi (ω) ≤ xi}
!
.

Propiedades de FX.
P1. FX es monótona no decreciente en cada componente.
Demostración. Si xi < x

0
i entonces

A(x1,...,xi,...,xn) ⊂ A(x1,...,x0i,...,xn),

de manera que

FX ((x1, ..., xi, ..., xn)) ≤ FX
¡¡
x1, ..., x

0
i, ..., xn

¢¢
.

P2. Se tiene que

ĺım
:x1→∞,...,xk→∞

FX (x1, x2, ..., xk) = 1.

Demostración. Sean sucesiones crecientes

{x1i}i∈N ↑ ∞, {x2i}i∈N ↑ ∞, ..., {xki}i∈N ↑ ∞.
Queremos probar que

ĺım
i→+∞

FX (x1i , x2i , ..., xki) = 1.

Ahora bien la sucesión de conjuntos

Ci = (−∞, x1i]× (−∞, x2i]× ...× (−∞, xki] (4.5)

es monótona no decreciente. Por otro lado[
i∈N
Ci = Rk,

y en consecuencia

ĺım
i→+∞

FX (x1i, x2i, ..., xki) = ĺım
i→∞

PX ((−∞, x1i]× (−∞, x2i]× ...× (−∞, xki]) =

= PX

Ã[
i∈N
Ci

!
= PX

³
Rk
´
= 1. 2
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P3. Para todo i, 1 ≤ i ≤ k, se tiene que

ĺım
xi→ −∞FX (x1, x2, ..., xi, ..., xk) = 0.

Demostración. Para este caso consideremos una sucesiónes monótona no cre-
ciente tal que {xij}j∈N ↓ −∞ (i fijo).

Entonces si definimos {Ci}i∈N como en (4.5) tendremos para todo i ∈ N
se tiene Ci+1 ⊂ Ci y además \

i∈N
Ci = ∅.

Por lo tanto

ĺım
j→−∞

FX (x1i, ..., xij , ..., xki) = ĺım
i→∞

PX ((−∞, x1i]× ...× (−∞, xij ]× ...× (−∞, xki]) =

= PX

\
j∈N

Cj

 = PX (∅) = 0. 2

P4. FX es continua a derecha.
Demostración. Sea (x1, x2, ..., xk) ∈ Rk y consideremos sucesiones monótonas

no crecientes tales que

{x1i}i∈N ↓ x1; {x2i}i∈N ↓ x2; ...; {xki}i∈N ↓ xk

Consideremos los conjuntos

Ci = (−∞, x1i]× (−∞, x2i]× ...× (−∞, xki].

Entonces
Ci+1 ⊂ Ci

y \
i∈N
Ci = A(x1,...,xk).

Luego

ĺım
i→+∞

FX (x1i, x2i, ..., xki) = FX ((x1, x2, ..., xk)) . 2

Observación.
Estas cuatro propiedades no caracterizan a una función de distribución

conjunta como ocurrria para el caso de una variable aleatoria.
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Las propiedades P1, P2, P3, y P4 no alcanzan para caracterizar una
función de distribución conjunta. Para fijar ideas pensemos en R2.

Sea entonces un vector aleatorio en R2 X = (X1,X2) y FX su función
de distribución conjunta. Sea Ax1x2 = (−∞, x1]× (−∞, x2] y R = (a1, b1]×
(a2, b2].

El rectángulo R puede ser escrito de la siguiente manera

R = (Ab1b2 −Aa1b2)− (Ab1a2 −Aa1a2) .

Teniendo en cuenta las inclusiones

Aa1a2 ⊂ Ab1a2 ,

Aa1b2 ⊂ Ab1b2
y

(Ab1a2 −Aa1a2) ⊂ (Ab1b2 −Aa1b2) ,
resulta que

PX (R)

= PX (Ab1b2 −Aa1b2)− PX (Ab1a2 −Aa1a2)
= PX (Ab1b2)− PX (Aa1b2)− PX (Ab1a2) + PX (Aa1a2) .

Como PX (Ax1x2) = FX(x1, x2),resulta

0

≤ PX (R)
= FX (b1, b2)− FX (a1, b2)− FX (b1, a2) + FX (a1, a2) .

Observaciones.

1. Se sugiere hacer un dibujo.

2. Esto muestra que la probabilidad de el rectángulo R se determina por
el valor de FX sobre los vértices: la suma de los valores sobre los vértices de
la diagonal principal menos la suma de los valores sobre los vértices de la
otra diagonal.

3. Luego dada una función de distribución FX para todo a1 < b1 y
a2 < b2 se debeŕıa cumplir

FX (b1, b2)− FX (a1, b2)− FX (b1, a2) + FX (a1, a2) ≥ 0. (4.6)

4. Veamos que esta propiedad no se deduce de las propiedades P1, P2,
P3 y P4. Para ello damos un ejemplo de una función que satisface P1, P2,
P3 y P4 pero no (4.6).
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Sea F : R2 → [0,1] definida por

F (x1, x2) =

½
1 si x1 + x2 ≥ 1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

0 si no.

Es fácil verificar que esta función es monótona no decreciente en cada
variable,

ĺım
:x1→∞, x2→∞

F (x1, x2) = 1,

ĺım
xi→−∞

F (x1, x2) = 0 para cualquier i = 1, 2,

y es continua a derecha. Pero si consideramos el rectángulo R = (0, 1]×(0, 1]
entonces

P (R) = F (1, 1) + F (0, 0)− (F (0, 1) + F (1, 0)) = 1− 2 = −1.

Esto muestra que F no puede ser la función de distribución de ningún
vector aleatorio en R2 .

Esto motiva la definición del operador diferencia.
Definición. Sea F una función de k variables. Si ai < bi se define el

operador diferencia en la variable i por

4 (xi)biai F = F (x1, x2, ...xi−1, bi, xi+1, ..., xk)−F (x1, x2, ..., xi−1, ai, xi+1, ..., xk) .

Estos operadores se pueden aplicar en forma sucesiva. Por ejemplo

4 (xj)bjaj 4 (xi)
bi
ai
F

= 4 (xj)bjaj (F (x1, ...xi−1, bi, xi+1, ..., xk)
− F (x1, ...xi−1, ai, xi+1, ..., xk)
= 4 (xj)bjaj F (x1, x2, ...xi−1, bi, xj+1, ..., xk)
−4 (xj)bjaj F (x1, x2, ...xj−1, aj , xj+1, ..., xk)
= (F (x1, ...xi−1, bi, xi+1, ..., xj−1, bj , xj+1, ..., xk)
− F (x1, ...xi−1, bi, xi+1, ..., xj−1, aj , xj+1, ..., xk))
− (F (x1, ...xi−1, ai, xi+1, ..., xj−1, bj , xj+1, ..., xk)
− F (x1, ...xi−1, ai, xi+1, ..., xj−1, aj , xj+1, ..., xk)).

Más generalmente, si a1 < b1, a2 < b2, ..., ak < bk podemos conformar
la diferencia sucesiva

4 (x1)b1a1 ...4 (xk−1)bk−1ak−14 (xk)
bk
ak
F.

Observación.
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Podemos expresar la propiedad (4.6) en términos del operador diferencia
como

PX (R) = (FX (b1, b2)− FX (a1, b2))− (FX (b1, a2)− FX (a1, a2))
= 4 (x1)b1a1 FX (x1, b2)−4 (x1)b1a1 FX (x1, a2)
= 4 (x2)b2a24 (x1)b1a1 FX (x1, x2) ≥ 0

En general se puede probar el siguiente Teorema
Teorema. Sea FX e la función de distribución conjunta del vector

aleatorio X = (X1, ...,Xk) y sean a1 < b1, a2 < b2, ..., ak < bk. Entonces se
tiene que

PX ((a1, b1]× (a2, b2]× ...× (ak, bk])
= 4 (x1)b1a1 ...4 (xk−1)bk−1ak−14 (xk)

bk
ak
FX (x1,x2, ..., xk) ≥ 0.

Demostración. Para probar el Teorema , consideremos para cada h, 0 ≤
h ≤ k los conjuntos de la forma

Ch = (a1, b1]× (a2, b2]× ...× (ah, bh]× (−∞, xh+1]×...× (−∞,xk].

Se e prueba por inducción que para todo h

PX (Ch) =4 (x1)b1a1 ...4 (xh−1)bh−1ah−14 (xh)
bh
ah
F (x1, x2, ..., xh, xh+1, ..., xk) .

Esta inducción se deja como ejercicio. Para h = k se obtiene el Teorema.
Luego podemos enunciar una propiedad adicional que satisface una fun-

ción de distribución conjunta
P5. Si FX es la función de distribución conjunta del vector aleatorio

X = (X1, ...,Xk) para todo a1 < b1, ..., ak < bk se debe cumplir que

4 (x1)b1a1 ...4 (xk−1)bk−1ak−14 (xk)
bk
ak
FX (x1,x2, ..., xk) ≥ 0.

4.2.1.

El siguiente Teorema generaliza el Teorema de extensión para variables
aleatorias

Teorema. Sea F : Rk → [0, 1] una función que satisface las propiedades
P1, P2, P3, P4 y P5. Luego existe una única función de probabilidad P :
Bk → [0, 1] , tal que para todo (x1, x2, ..., xk) ∈ Rk se cumple

P ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk]) = F (x1, x2, ..., xk) .

Demostración
No se dará la demostración en este curso . Utiliza argumentos de la

Teoŕıa de la Medida.
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Corolario. Sean X = (X1,X2, ...,Xk) y X
∗ = (X∗1 ,X∗2 , ...,X∗k) dos vec-

tores aleatorios. Supongamos que para todo x1, x2, ...xk se tiene que

FX(x1, ..., xk) = FX∗(x1, ..., xk).

Luego también se cumple que para todo B ∈ Bk
PX(B) = PX∗(B).

Demostración.
Basta con observar que para todo (x1, ..., xk) ∈ Rk

FX (x1, x2, ..., xk) = FX∗ (x1, x2, ..., xk)

= PX∗ ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk]) .
Por lo tanto como PX y PX∗ son extensiones de FX deben coincidir por

unicidad de la extensión. 2
Corolario. Si F satisface P1, P2, P3, P4 y P5 entonces existe un vector

aleatorio X = (X1, ...,Xk) tal que

FX = F.

Demostración.
Sea

¡
Rk, Bk, P

¢
el espacio de probabilidad tal que P es la extensión de

F . Luego para todo (x1, ..., xk) ∈ Rk
F (x1, x2, ..., xk) = P ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk])

Definimos el vector aleatorio X = (X1, ...,Xi, ...,Xk) de forma tal que
Xi sea la proyección sobre la coordenada i-ésima. Es decir Xi : Rk→ R
está definida por

Xi (x1, x2, ..., xk) = xi

Observemos que para todo i, 1 ≤ i ≤ k se tiene que
X−1i ({xi}) = R× ...×R× (−∞, xi]×R× ...×R,

y que

FX (x1, x2, ..., xk)

= PX(−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk])

= P

Ã
k\
i=1

{(x1, ...xk) : Xi (x1, ...xk) ≤ xi}
!

= P

Ã
k\
i=1

X−1i ((−∞, xi])
!

= P ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xk])
= F (x1, x2, ..., xk) .
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4.3. Algunas propiedades de vectores aleatorios

Ahora estamos en condiciones de demostrar algunas afirmaciones hechas
con anterioridad.

Definición. Diremos que g : Rk→ R es medible si para todo x ∈ R se
tiene que g−1 ((−∞, x]) ∈ Bk.

Observación. Una función medible puede interpretarse como una varable
aleatoria en el espacio (Rk,Bk).

En particular vale la siguiente

Proposición. Si g : Rk→ R es continua entonces g es medible.
Demostración.

Siendo (−∞, x] cerrado se tiene que g−1 ((−∞, x])∈ Bk y por lo tanto es
medible. 2

Ejercicio 6. Probar el siguiente teorema

Teorema. Sea X = (X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio sobre un espacio
de probabilidad (Ω,A, P ) y g : Rk→ R una función medible. Entonces
Y = g (X) : Ω→ R es una variable aleatoria

Ahora podemos probar lo siguiente

Teorema. Si X e Y son varibles aleatorias, entonces

(i) Z = X + Y es una variable aleatoria

(ii) Z = XY es una variable aleatoria

(iii) Si P (Y = 0) = 0 entonces Z =
X

Y
es na variable aleatoria.

Demostración.

Se trata de escribir a Z como imágen deX e Y via una función g medible.

(i) Definimos g : R2→ R, g (x, y) = x+y. Como g es continua es medible.
Luego si tomamos W = (X,Y ) se tiene que Z = g (W) = X + Y es una
variable aleatoria.

La demostración de (ii) y iii) se deja como ejercicio.

Definición. Sea g : Rk→ Rh, es decir g = (g1, g2, ..., gh) tal que para
cada j = 1, 2, ..., h gj : Rk→ R.

Diremos que g es medible sii gj es medible para cada j = 1, 2, ..., h.

Proposición. SeaX = (X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio y g : Rk→ Rj
una función medible. Entonces Z = g (X) es un vector aleatorio de dimen-
sión j.

Demostración.

Se deja como ejercicio.
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4.4. Independencia de variables aleatorias.

4.4.1. Algunas consideraciones heuŕısticas.

Hemos visto con anterioridad lo que significaba la independencia de even-
tos. Brevemente recordemos que una familia de eventos es independiente si
la ocurrencia de algunos de ellos no incide sobre la probabilidad de ocurren-
cia del otro.

Recordemos que un conjunto de eventos A1, A2, ..., Ak son independi-
entes si para toda elección 1 ≤ i1 < i2 < ... < ih ≤ k

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ ... ∩Aih) = Πhj=1P
¡
Aij
¢
.

La independencia de eventos requiere algo más que la propiedad de que
la intersección de todos los eventos sea el producto de sus probabilidades.
Al respecto dimos un ejemplo.

Ahora queremos definir la independencia de un conjunto de variables
aleatorias. Queremos dar respuesta a la pregunta ¿En qué medida la infor-
mación referida a una variable aleatoria X incide en el conocimiento de los
valores de la variable aleatoria Y ?. Por ejemplo ¿la “inflación” la emisión
monetaria” son independientes ? ¿El peso de un individuo y su presión san-
guinea son independientes? etc. Para definir el concepto de independencia
de variables aleatorias utilizaremos la noción de independencia de eventos.

Definición. Sean X1,X2, ...,Xk variables aleatorias, sobre un mismo
espacio de probabilidad (Ω,A, P ) .Diremos que dichas variables son inde-
pendientes sii para cualquier conjunto B1, B2, ..., Bk ∈ B (Boreleanos en R),
los eventos X−1j (Bj) , j = 1, 2, .., k son independientes.

La siguientes dos proposiciónes dan dos caracterizaciones de la propiedad
de independencia de un conjunto variables aleatorias.

Proposición 1. Las variables aleatorias X1, ...,Xk son independientes
si y sólo si para toda conjunto de borelianos B1, B2, ..., Bk vale que

P

 k\
j=1

X−1j (Bj)

 = Πkj=1P
³
X−1j (Bj)

´
. (4.7)

Demostración.
Primero mostraremos que (4.7) es una condición necesaria. Si X1, ...,Xk

son independientes, (4.7) debe cumplirse por definición de independencia de
eventos.

Ahora probaremos la suficiencia de (4.7)
Debemos probar que (4.7) implica para cualquier subconjunto de ı́ndices

i1 < i2 < ... < ih , h < k que

P

 h\
j=1

X−1ij
¡
Bij
¢ = Πhj=1P

³
X−1ij

¡
Bij
¢´
.
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Consideremos los conjuntos Ci , 1 ≤ i ≤ k, definidos de la siguiente
manera

Ci =

½
Bi si i coincide con algún ij

R en caso contrario.

Entonces dado que X−1i (R) = Ω y P (Ω) = 1,se tiene que

P

 h\
j=1

X−1ij
¡
Bij
¢ = P

Ã
k\
i=1

X−1i (Ci)

!
=N

Πki=1P
¡
X−1i (Ci)

¢
= Πhj=1P

³
X−1ij

¡
Bij
¢´
2

Hay que observar que en N aplicamos la hipótesis para los conjuntos
Ci, i = 1, 2, ..., k.

Ahora escribiremos la misma proposición de otra manera
Proposición 2. Las variables aleatorias X1, ...,Xk son independientes

si y sólo si para toda colección de Borelianos B1, B2, ..., Bk vale que

PX (B1 ×B2 × ...×Bk) = Πkj=1PXj (Bj) ,
donde X = (X1,X2, ...,Xk) .

Demostración.
Como PXj (Bj) = P (X

−1
j (Bj)) por la Proposición 1 bastará mostrar que

PX (B1 ×B2 × ...×Bk) = P
 h\
j=1

X−1ij
¡
Bij
¢ .

Para eso observamos que

PX (B1 ×B2 × ...×Bk) = PX ({ω : X (ω) ∈ B1 ×B2 × ...×Bk})

= PX ({ω : (X1 (ω) ,X2 (ω) , ...,Xk (ω)) ∈ B1 ×B2 × ...×Bk})

= P

 k\
j=1

{ω : Xj (ω) ∈ Bj}
 = P

 h\
j=1

X−1ij
¡
Bij
¢ .

El siguiente teorema, cuya demostración es un poco más delicada da una
condición necesaria y suficiente para la independencia de un conjunto de
variables que es más simple de verificar

Teorema. Una condición necesaria y suficiente para que las variables
aleatoriasX1,X2, ...,Xk sean independientes es que para todo (x1, x2, ..., xk) ∈
Rk se tiene

FX (x1, x2, ..., xk) = FX1 (x1)FX2 (x2) ...FXk (xk) , (4.8)
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donde X = (X1,X2, ...,Xk) .

Demostración.

Para ver que (4.8) es una condición necesaria para la independencia de
X1, ...Xk, basta aplicar la Proposición 2 a los conjuntos

B1 = (−∞, x1], B2 = (−∞, x2], ..., Bk = (−∞, xk]

Probaremos ahora la suficiencia.

Consideremos los conjuntos del tipo

B1 ×B2 × ...×Br × (−∞, xr+1]× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk]

Probaremos por inducción sobre r que vale la siguiente propiedad que
llamamos Ar :

PX (B1 ×B2 × ...×Br × (−∞, xr+1]× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])
= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 ((−∞, xr+1]) ...PXk ((−∞, xk]) . (4.9)

Para r = 0, la condición (4.9) vale, puesto que se reduce a un producto
de semirectas.

Supongamos que vale para r y probemos que vale para r + 1.

En primer lugar probemos que si (4.9) vale para r, también vale reem-
plazando (−∞, xr+1] por R, esto es

PX (B1 ×B2 × ...×Br ×R× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])
= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (R) ...PXk ((−∞, xk]) =
= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+2 ((−∞, xr+2]) ...PXk ((−∞, xk]) . (4.10)

Para mostrar esto podemos considerar una sucesión creciente de semirec-
tas Cn = (−∞, n]. Luego R =

S∞
n Cn y la sucesión {B1 × B2 × ... × Br ×

Cn × (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk]} n = 1, 2, ... es monótona no decreciente
en Rk y vale[

n∈N
B1 ×B2 × ...×Br × Cn × (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk]

= B1 ×B2 × ...×Br ×R× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk]

Luego usando que vale Ar tenemos que

PX(B1 ×B2 × ...×Br ×R× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])
= ĺım
n→∞PX(B1 ×B2 × ...×Br × (−∞,n]× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])

= ĺım
n→∞PX(B1)PX(B2)...PX(Br)PX((−∞, n])PX((−∞, xr+2])...PX((−∞, xk])

= PX(B1)PX(B2)...PX(Br)PX(R)PX((−∞, xr+2])...PX((−∞, xk]).
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Ahora probaremos Ar+1 . Es decir debemos probar que dados boreleanos
B1, ...., Br=! y reales xr+2, ..., xk se tiene

PX (B1 ×B2 × ...×Br ×Br+1 × (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])
= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (Br+1) ...PXk ((−∞, xk]) . (4.11)

Consideremos el conjunto

A = B1 ×B2 × ...×Br ×R× (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk],
y distinguimos dos casos: (a) PX (A) = 0, (b) PX (A) > 0

Consideremos primero el caso (a). Por (4.10)

0 = PX (A) = PX (B1 ×B2 × ...×Br ×R× (−∞,xr+2]× ...× (−∞,xk])

= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (R) ...PXk ((−∞, xk])
se tiene que

PX (Bi) = 0 para algún 1 ≤ i ≤ r
o bien

PXi ((−∞, xi]) = 0 para algún r + 2 ≤ i ≤ k.
En cualquiera de los dos casos el mimbro derecho de (4.11) es 0

Supongamos que PX (Bi) = 0 podemos suponer que i = 1, para fijar
ideas. Entonces teniendo en cuenta que

B1 ×B2 × ...×Br ×Br+1 × (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk] ⊂ B1 ×R×...×R,
obtenemos que

PX (B1 ×B2 × ...×Br ×Br+1 × (−∞, xr+2]× ...× (−∞, xk])
≤ PX (B1 ×R×...×R) = PX1(B1) = 0,

y luego el miebro izquierdo de (4.11) tambieén es 0 y la igualdad se cumple..
Ahora si PXi ((−∞, xi]) = 0, de nuevo podemos suponer que i = 1 y

proceder de manera análoga Luego (4.11) vale para el caso (a).
Consideremos el caso (b), luego PX (A) > 0. Definimos un nuevo espacio

de probabilidades (R,B,P∗) de la siguiente manera: Para todo B ∈ B
definimos

P ∗ (B) =
PX (B1 ×B2 × ...×Br ×B × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])

PX (A)
.

Obsérvese que los borelianos B1, B2, ...Br y los reales xr+2, ..., xk per-
manecen fijos cuando se cambia B

Veamos en primer lugar que efectivamente P ∗ : B→ [0, 1] es una prob-
abilidad.
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(i) Claramente

P ∗(R) =
PX (A)

PX (A)
=1.

(ii) Supongamos que (Cn)n≥1 ⊂ B es una sucesión de Borelianos disjuntos
dos a dos. Entonces

P ∗
Ã]
n∈N

Cn

!

=
PX

¡
B1 ×B2 × ...×Br ×

U
n∈NCn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk]

¢
PX (A)

=
PX

¡U
n∈N (B1 ×B2 × ...×Br × Cn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])

¢
PX (A)

=

P∞
n=1 PX (B1 ×B2 × ...×Br ×Cn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])

PX (A)

=
∞X
n=1

PX (B1 ×B2 × ...×Br × Cn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])
PX (A)

=
∞X
n=1

P ∗ (Cn) .

Esto prueba que P ∗ es una probabilidad.
Observemos que en las anteriores igualdades se uso, además de que P es

una probabilidad, una propiedad de la teoria de conjuntos, fácil de probar:

B1 ×B2 × ...×Br ×
]
n∈N

Cn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk]

=
]
n∈N

(B1 ×B2 × ...×Br × Cn × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk]) .

Ahora calcularemos el valor de P ∗ sobre una semirecta.
Dado que Ar es válida (hipótesis inductiva), si x ∈ R se tiene

P ∗ ((−∞, x])
=
PX (B1 ×B2 × ...×Br × (−∞, x]× (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])

PX (A)

=
PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 ((−∞, x]) ...PXk ((−∞, xk])
PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (R) ...PXk ((−∞, xk])

= PXr+1 ((−∞, x]) .

Entonces por la unicidad de la extentensión como PXr+1 y P
∗ coinciden

en las semirectas (−∞, x] se tendrá que para todo B ∈ B,

P ∗ (B) = PXr+1 (B) .
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En particular
P ∗ (Br+1) = PXr+1 (Br+1) ,

y luego

PXr+1 (Br+1) =
PX (B1 ×B2 × ...×Br ×Br+1 × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])

PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (R) ...PXk ((−∞, xk]) .
.

Luego teniendo en cuenta que estamos suponiendo que Ar es cierta y usando
que PXr+1 (R) = 1 obtenemos

PX (B1 ×B2 × ...×Br ×Br+1 × (−∞, xr+2],×...× (−∞, xk])
= PXr+1 (Br+1)PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+2 (Br+2) ...PXk ((−∞, xk])
= PX1 (B1) ...PXr (Br)PXr+1 (Br+1) ...PXk ((−∞, xk]) ,

y luego o tmbién vale Ar+12.

4.4.2. Presevación de la independencia por transformaciones.

Teorema. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad seanX1,X2, ...,Xh variables
aleatorias independendientes. Si gj : R→ R, j = 1, 2, ..., h son funciones
medibles entonces Y1 = g1 (X1) , Y2 = g2 (X2) , ..., Yh = g1 (Xh) también son
variables aleatorias independientes

Demostración.
Aplicamos la definición de independencia. Dados B1, B2, ..., Bh Bore-

lianos arbitrarios queremos probar que los conjuntos Y −11 (B1) , Y
−1
2 (B2) ..., Y

−1
h (Bh)

son eventos independientes
Ahora bien para cada j = 1, 2, ..., h se tiene

Y −1j (Bj) = X
−1
j

³
g−1j (Bj)

´
= X−1j (Cj) ,

donde Cj = g
−1
j (Bj) . Como los Cj , j = 1, 2, ..., h son borelianos, la indepen-

dencia de las variables Xj implica que los eventos X
−1
j (Cj) . Luego Y1, ...Yh

son independientes.

4.4.3. Independencia de vectores aleatorios.

Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad. SeanX1,X2, ...,Xh
vectores aleatorios de dimensiones k1, k2, ..., kh respectivamente, esto es

Xi : Ω→ Rki ,i = 1,2, ...,h

son vectores aleatorios.
Diremos que el sistema de vectores es independiente si dados B1 ∈

Bk1 , B2 ∈ Bk2 , ..., Bh ∈ Bkh , boreleanos arbitrarios en sus respectivos es-
pacios, los conjuntos X−1j (Bj) j = 1, 2, ..., h son eventos independientes.

Las siguientes dos proposiciónes dan condiciónes necesarias y suficientes
para que un conjunto de vectores aleatorios sean independientes . Las dos
condiciones son análogas a las obtenidas para variables aleatorias.
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4.4.4.

Proposición 1. Una condición necesaria y suficiente para que el con-
junto de vectores X1,X2, ...,Xh, donde Xi es de dimensión ki,sean indepen-
dientes es que para todo B1 ∈ Bk1 , B2 ∈ Bk2 , ..., Bh ∈ Bkh se cumpla

PeX (B1 ×B2 × ...×Bh) = PX1 (B1)PXh
(Bh) ...PXh

(Bh) ,

donde eX = (X1,X2, ...,Xh) .
Demostración.
Análoga a la demostración de la proposición correspondiente para vari-

ables aleatorias.
Proposición 2. Una condición necesaria y suficiente para que un con-

junto de vectores X1,X2, ...,Xh sean independientes es que para todo
(x1,x2, ...,xh) ∈ Rk1 ×Rk2 × ...×Rkh se tenga

FeX (x1,x2, ...,xh) = FX1 (x1)FX2 (x2) ...FX1 (xh) ,

donde eX = (X1,X2, ...,Xh) .
Demostración. Análoga a la demostración de la proposición correspon-

diente para variables aleatorias.
Proposición 3. Sean X1,X2, ...,Xh un sistema de vectores aleato-

rios de dimensiones k1, k2, .., kh respectivamente. Sean g1, g2, ..., gh funciones
medibles, gi : Rki → Rגi , i = 1, 2, ..., h. Entonces los vectores aleatorios
Y1 = g1 (X1) , Y2 = g2 (X2) , ...,Yh = gh (Xh) son independientes

Demostración. Análoga a la demostración de la proposición correspon-
diente para variables aleatorias.
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Caṕıtulo 5

Vectores aleatorios discretos
y continuos.

Tal como ocurre con las variables aleatorias, existen distintos tipos de
vectores aleatorios.

5.1. Vectores aleatorios discretos.

Definición. Sea X = (X1,X2, ...,Xh) un vector aleatorio. Si dice que
X es de tipo discreto o bien que tiene distribución discreta sii para cada
i = 1, 2, ..., h Xi es un variable aleatoria discreta.

Esto implica, de acuerdo a lo estudiado, que para cada i = 1, 2, ..., h
existe un conjunto finito o infinito numerable RXi tal que PXi (RXi) = 1.

La siguiente proposición muestra que el conjunto

R∗X = RX1 × ...×RXh
es finito o infinito numerable y que PX (R

∗) = 1.

Necesitamos previamente demostrar el siguiente lema
Lema. Sean A1, ..., Ah una sucesión finita de eventos tal que para todo

i, 1 ≤ i ≤ h, tal que P (Ai) = 1. Entonces

P

Ã
h\
i=1

Ai

!
= 1.

Demostración.
Basta probar que la probabilidad del complemento es cero. Eso se sigue

inmediatamente dado que la probabilidad es subaditiva y P (Aci) = 0. En
efecto, se tiene

0 ≤ P
ÃÃ

h\
i=1

Ai

!c!
= P

Ã
h[
i=1

Aci

!
≤

hX
i=1

P (Aci) = 0.
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Luego

P

ÃÃ
h\
i=1

Ai

!!
= 1− P

ÃÃ
h\
i=1

Ai

!c!
= 1.2

Proposición. Sea X = (X1,X2, ...,Xh) un vector aleatorio. Entonces
el conjunto

R∗X = RX1 × ...×RXh
es finito o infinito numerable y

PX (R
∗) = 1.

Demostración. R∗X es a lo sumo numerable, porque un producto carte-
siano finito de conjuntos a lo sumo numerables es a lo sumo numerable.

Además

{ω: X (ω) ∈ RX1 × ...×RXh} =
h\
i=1

{ω : Xi (ω) ∈ RXi }.

Luego por el Lema anterior

PX (R
∗
X) = PX (RX1 × ...×RXh) = P ({ω: X (ω) ∈ RX1 × ...×RXh})

= P

Ã
h\
i=1

{ω : Xi (ω) ∈ RXi}
!
= 1,

ya que P ({ω : Xi (ω) ∈ RXi}) = PXi (RXi) = 1 2.

De manera análoga a como lo hicimos para una sola variable se puede
buscar el mı́nimo conjunto que tiene propabilidad 1. Este conjunto puede
ser distinto de R∗X .

Ejemplo.
Consideremos un vector aleatorio X = (X1,X2) que asume los valores

{(0, 0) , (1, 1)} con equiprobabilidad 1
2 . De esto se deduce que las variables

aleatorias X1,X2 a su vez asumen los valores 0 y 1 con probabilidad 1
2

para ambos. Ahora bien

R∗X = RX1 ×RX2 = {(0, 0) , (1, 1) , (0, 1) , (1, 0)}.
Se ve que el conjunto R∗X puede ser reducido a RX = {(0, 0) , (1, 1)}.
Más generalmente si X es un vector discreto de dimensión k, podemos

considerar el conjunto de los átomos de la probabbilidad,

RX = {x :PX ({x}) > 0} ⊂ RX1 × ...×RXh .
Mostraremos que PX (RX) = 1 y que este conjunto es mı́nimal con respecto
a esta propiedad. es decir si B ∈ Bk es tal que PX (B) = 1, entonces
RX ⊂ B.
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5.1.1. Función de densidad de probabilidad conjunta.

Una vez obtenido el conjunto RX donde se concentra la probabilidad de
la un vector aleatorio discreto vamos a mostrar que igual que en el caso de
una variable aleatoria podemos determinar una función definida sobre Rk
que la determina totalmente PX.

Definición. SeaX =(X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio discreto. Se de-
fine la función densidad de probabilidad conjunta pX : Rk → [0, 1] ,asociada
al vector X por

pX (x) = PX ({x}) .
Observación.
1. De acuerdo a la definición de RX se tendrá

pX (x) =

½
> 0 si x ∈ RX
0 si x /∈ RX.

Como consecuencia de las anteriores observaciones y de manera análoga
a como lo hemos hecho para una sola variable se tiene que si B ∈ Bk entonces

PX (B) =
X

x∈B∩RX
pX (x) .

2. Muchas veces es conveniente considerar el conjunto R∗X = RX1×RX2×
... × RXk en vez de RX. Luego si B = B1 × B2 × .... × Bk, donde B1...Bk
son borelinanos en R, podemos escribir

PX (B) =
X

x∈B∩R∗X
pX (x) =

X
x∈B∩RX1×RX2×...×RXk

pX (x)

=
X

xk∈Bk∩RXk

X
xk−1∈Bk−1∩RXk−1

...
X

x1∈B1∩RX1
pX (x1, x2, ..., xk) .

En particular si B = Rk obtenemos

1 = PX

³
Rk
´
=
X
x∈R∗X

pX (x) =
X

x∈RX1×RX2×...×RXk
pX (x)

=
X

xk∈RXk

X
xk−1∈RXk−1

...
X

x1∈RX1
pX (x) .

5.1.2. Caracterización de la función de densidad marginal
asociada a un subconjunto de variables.

Se trata de determinar a partir de la función de densidad conjunta
la marginal asociada a un sobconjunto arbitrario de variables. Para fijar
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ideas, consideremos un vector aleatorio X =(X1,X2, ...,Xh,Xh+1, ...,Xk) y
un subvetor X∗ = (X1,X2, ...,Xh) .

Proposición. La función de densidad marginal asociada al vector X∗

viene dada por la fórmula

pX∗ (x) =
X

xh+1∈RXh+1

X
xh+2∈RXh+2

...
X
xkRXk

pX (x1, ..., xh, xh+1, ..., xk) .

Demostración.

Aplicando la definición de pX

pX∗ ((x1, x2, ..., xh)) = PX∗ ({(x1, x2, ..., xh)})
= PX ({{x1} × {x2} × ...× {xh} ×R× ...×R) .

Entonces de acuerdo al resultado anterior

pX∗ ((x1, x2, ..., xh)) = PX ({x1} × {x2} × ...× {xh} ×R× ...×R)
=

X
xk∈R∩RXk

...
X

xh+1∈R∩RXk+1
pX(x1, ..., xh, xh+1, ...xk)

=
X

xk∈RXk
...

X
xk+1∈RXk+1

pX(x1, ..., xh, xh+1, ...xk).

Ahora vamos a dar una condición necesaria y suficiente de independencia
para el caso de variables aleatorias con distribución discreta en términos de
la función de densidad conjunta y sus marginales.

Para esto recordemos que una condición necesaria y suficiente para que
el sistema de variables aleatorias X1,X2, ...,Xh sea independiente es que
dados Borelianos arbitrarios B1, B2, ..., Bh

PX (B1 ×B2 × ...×Bh) = PX1 (B1)PX2 (B2) ...PXh (Bh) . (5.1)

Teorema. Sea X= (X1,X2, ...,Xh) un vector aleatorio con distribución

discreta.

Una condición necesaria y suficiente para que el conjunto de variables
aleatorias X1,X2, ...,Xh con distribución discreta sea independiente es que
para todo x = (x1, ..., xh) ∈ Rh

pX (x) = pX1 (x1) pX2 (x2) ...pXh (xh) (5.2)

Demostración.
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Es fácil ver que (5.2) es necesaria. Tomando en particular los Boreleanos
Bj = {xj}, j = 1, 2, ..., h y aplicando (5.1) se obtiene

pX (x) = PX ({(x1, x2, ..., xh))} = PX ({x1} × {x2} × ...× {xh})
= PX1 ({x1})PX2 ({x2}) ...PXh ({xh})
= pX1 (x1) pX2 (x2) ...pXh (xh)

Ahora veamos la suficiencia. Tenemos que probar que si ocurre (5.2)
entonces las variables X1, ...,Xh son independientes. Como (5.1) implica la
suficiencia, bastará probar que (5.2) implica (5.1)..

Como la demostración para k = 2 es similar a la demostración general
pero la notación es más simple, lo probaremos en este caso. Consideremos un
vector de dos componentesX =(X1,X2) y sean B1, B2 Boreleanos, entonces

PX (B1 ×B2) =
X

x1∈B1∩RX1

X
x2∈B2∩RX2

pX (x1, x2)

=
X

x1∈B1∩RX1

X
x2∈B2∩RX2

pX1(x1) · pX1(x2)

=

 X
x1∈B1∩RX1

pX1(x1)

 X
x2∈B2∩RX2

pX1(x2)

 .
Observación.
En la última igualdad hemos usado la fórmula

X
(a,b)∈A×B

ab =
X
a∈A

X
b∈B

ab =

ÃX
a∈A

a

!
·
ÃX
b∈B

b

!

5.2. Ejemplos de distribuciones discretas.

5.2.1. Multinomial (Binomial Multivariada o Generalizada)
M(p1, ..., pk,n) .

Supongamos que un experimento que tiene a k posibles resultados se
repite n veces en forma independiente. Sean Ai, i = 1, 2, ..., k, los posibles
resultados del experimento y pi la probabilidad que el resultado sea Ai.
Luego

kX
i=1

pi = 1.

Existen una gran cantidad de ejemplos de este tipo de experimentos.
Por ejemplo si “se tira un dado” hay seis posibles resultados con la misma
probabilidad . Luego pi =

1
6 , i = 1, ..., 6. Otro experimento pude ser “se
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registra el voto de n ciudadanos elegidos al azar en una elección donde hay
k candidatos”. En este caso en principio los valores de los pi pueden ser
arbitrarios.

Denotamos conXi a la variable aleatoria “cantidad de veces que ocurre el
resultado Ai a lo largo de los n experimentos” i = 1, 2, ..., k y conformemos
el vector aleatorio X =(X1,X2, ...,Xk) .

Como espacio muestral consideremos

Ω = {(i1, i2, ..., in) : ij ∈ N, 1 ≤ ij ≤ k}.
Por ejemplo si n = 4 y k = 3 la 4-upla (1, 3, 2, 3) indica que el resultado

A1 ocurrió la primera vez y nunca más, el resultado A3 la segunda y cuarta
vez y el resultado A2 la tercera.

Con este espacio muestral, las variables aleatoriasXj : Ω→ N está defini-
da por

Xi (i1, i2, ..., in) = #{j : ij = i}.
y se tiene que

kX
i=1

Xi (i1, i2, ..., in) = n

El espacio Ω no es equiprobable. Como suponemos independencia entre
los experimentos, y el vector (i1, i2, ..., in) indica la intersección de los n
eventos

By = {en el experimento j el resultado fue ij}, j = 1, ..., n
y el evento Bj tiene probabilidad pj ,resulta

pX (i1, i2, ..., in) = pi1pi2 ...pin (5.3)

Fijado x = (x1, ...xk) tal que
Pk
i=1 xi = n,calcularemos la probabilidad

del evento

A = {(i1, i2, ..., in) ∈ Ω : X (i1, i2, ..., in)
= (x1, x2, ..., xk)},

donde

X (i1, i2, ..., in) = (X1 (i1, i2, ..., in) ,X2 (i1, i2, ..., in) , ...,Xk (i1, i2, ..., in))

= (x1, x2, ..., xk) ,

El evento A ocurre cuando para cada i, 0 ≤ xi ≤ k, el resultado Ai ocure
xi veces en las n repeticiones del experimento.

Ahora podemos escribir usando (5.3), la probabilidad de cualquier ele-
mento del evento Ω como

pX (i1, i2, ..., in) = p
X1(i1,i2,...,in)
1 p

X2(i1,i2,...,in)
2 ...p

Xk(i1,i2,...,in)
k .
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En particular si (i1, i2, ..., in) ∈ A, se tendrá

pX (i1, i2, ..., in) = p
x1
1 p

x2
2 ...p

xk
k .

Luego todo los elementos de A tienen la misma probabilidad y por lo
tanto la probabilidad de A estará dada por la probabilidad de un elemento
por su cardinal . Un argumento simple de combinatoria muestra que

#A =

µ
n
x1

¶µ
n− x1
x2

¶µ
n− x1 − x2

x3

¶
...

µ
xk
xk

¶
=

=
n!

(x1)! (n− x1)!
(n− x1)!

(x2)! (n− x1 − x2)!
(n− x1 − x2)!

(x3)! (n− x1 − x2 − x3)! .,1

=
n!

(x1)! (x2)! (x3)!... (xk)!
.

Luego tendremos

pX (x1, x2, ..., xk) = PX (A) =
n!

(x1)! (x2)! (x3)!... (xk)!
.px1
1
px2
2
...pxkk .

5.2.2. Distribución Hipergeométrica Multvariada.

Consideremos N objetos que pueden clasificarse en k clases distintas
A1, A2, ..., Ak.

Supongamos conocida la cantidad de objetos de cada clase, digamos
D1 de la clase A1, D2 de la clase A2, ...,Dk de la clase Ak. Desde luegoPk
i=1Di = N. Supongamos que se realizan n extracciones y sea Xi la

”cantidad de objetos de la clase i que se obtuvieron en las n extracciones”.
y consideremos el vector aleatorio X =(X1,X2, ...,Xk) .

Existen dos posibilidades

(a) Las extracciones se hacen con reposición. En este caso, el experi-
mento tiene distribución multinomial con parámetros p1, p2, ..., pk y n, donde
pi =

Di
N que será denotada por M(p1, ..., pn, n).

b) Las extracciones se hacen sin reposición. . En este caso la dis-
tribución se denomina hipergeométrica multivariada y sera denotada por
HGM(D1, ...,Dk, n).

Calculemos el rango del vector X

RX = {(x1, x2, ..., xk) : 0 ≤ xi ≤ Di, x1 + x2 + ...+ xk = n}.

Como cada n-upla tiene una probabilidad distinta, no será conveniente
tomar como espacio muestral el conjunto de estas k−uplas. Para construir
un espacio de probabilidad equiprobable procedemos de la siguiente manera.
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Comenzamos enumerando todos los objetos de la siguiente manera. Los de
clase 1 por

M1 = {1, 2, ... D1}.
Los de la clase 2 por

M2 = {D1 + 1, D1 + 2, ... ,D1 +D2}.
Los de la clase 3 por

M3 = {D1 +D2 + 1, D1 +D2 + 2, ...,D1 +D2 +D3}.
y finalmente los de la clase k por

Mk =

(
k−1X
i=1

Di + 1,
k−1X
i=1

Di + 2, ...,
kX
i=1

Di

)
.

Definamos entonce el espacio muestral por

Ω = {A : A ⊂ {1, ..., N}, #A = n},
Si el conjunto A se interpreta como el cojunto de los números de las bolillas
obtenidas , resultará que todos los elementos de Ω son equiprobables. Por
ejemplo si N = 20 y n = 3 la probabilidad de extraer los elementos {1, 2, 17}
o {2, 6, 8} es la misma.

El número de elementos de Ω es la cantidad de subconjuntos de n ele-
mentos que se pueden formar con los N dados. Luego

# (Ω) =

µ
N
n

¶
Dado A ∈ Ω, se define Xi(A) = #A ∩ Mi, 1 ≤ i ≤ k, y X(A) =

(X1(A), ...,Xk(A)). Consideremos ahora el evento

C = {A : X (A) = (x1, x2, ..., xk)}.
C representan todas las extracciones en las que resulta que hay exacta-

mente x1 elementos de la clase A1, x2 de la clase A2, ..., xk de la clase A.
Un argumento combinatorio simple muestra que el cardinal de C es

# (C) =

µ
D1
x1

¶µ
D2
x2

¶
...

µ
Dk
xk

¶
,

de manera que

pX (x1, x2, ..., xk) = P (C) =

µ
D1
x1

¶µ
D2
x2

¶
...

µ
Dk
xk

¶
µ
N
n

¶ .
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5.3. Vectores Aleatorios de tipo absolutamente con-
tinuo.

Definición. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad yX =(X1,X2, ...,Xk)

un vector aleatorio. Se dice que el vector es absolutamente continuo si ex-
iste una función integrable sobre Rk, fX : Rk → R≥0 llamada función de
densidad de la probabilidad PX tal que

FX (x1, x2, ..., xk) =

Z xk

−∞

Z xk−1

−∞
...

Z x1

−∞
fX (t1, t2, ..., tk) dt1dt2...dtk =

=

Z
· · ·
Z
(−∞,xk]×(−∞,xk−1]×...×(−∞,x1]

fX (t) dt,

donde t =(t1, t2, ..., tk) y dt = dt1dt2...dtk.
Usaremos esta última notación cuando convenga.
Observaciones.
1. Análogamente al caso univariado se tendráZ +∞

−∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
fX (t) dt = PX(Rk) = 1.

2. Supongamos que a1 < b1, a2 < b2, a3 < b3, ..., ak < b y consideremos
el rectángulo R = (a1, b1]× (a2, b2]× ...× (ak, bk]. Luego la probabilidad de
R se obtiene integrando la función densidad sobre R. Más expĺıcitamente

PX ((a1, b1]× (a2, b2]× ...× (ak, bk])
= ∆bkak (xk) ...∆

b1
a1 (x1)FX (x1, x2, ..., xk)

=

Z bk

ak

Z bk−1

ak−1
...

Z b1

a1

fX (t1, t2, ..., tk) dt1dt2...dtk.

3. Se puede probar, mediante teoria de la medida e integración que para
todo Boreliano B ∈ Bk

PX (B) =

Z
· · ·
Z
B
fX (t) dt.

La función de densidad de probabilidad tiene una interpretación análoga
a la que hemos visto para el caso univariado. La siguiente propiedad dice
que en un punto de continuidad, el ĺımite de la probabilidad de un entorno
de un punto sobre su volúmen, cuando el entorno se aproxima al punto es
el valor de la densidad en el punto. Más precisamente

Teorema. Sea fX la función densidad asociada al vector aleatorio
X =(X1,X2, ...,Xk) continua en el punto x0 = (x10, x20, ..., .xk0) . Entonces

ĺım
h→0

PX ([x10 − h, x10 + h]× ...× [xk0 − h, xk0 + h])
(2h)k

= fX (x0) .
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Demostración

Es análoga al caso univariado y se deja como ejercicio.

Observación. Los entornos cúbicos se pueden reemplazar por otro tipo
de entornos, por ejemplo entornos esféricos.

Bajo el supuesto de que la densidad sea continua, se puede escribir la
densidad como la derivada parcial cruzada de orden k de la función de
distribución

Teorema. Supongamos que fX se continua en x0. Entonces

fX (x0) =
∂KFX (x1, x2, ..., xk)

∂xk∂xk−1...∂x1

¯̄̄̄
x=x0

.

Demostración

Es consecuencia del teorema fundamental del cálculo para varias vari-
ables.

Por definición se tiene que

FX (x1, x2, ..., xk) =

Z xk

−∞

Z xk−1

−∞
...

Z x1

−∞
fX (t1, t2, ..., tk) dt1dt2...dtk.

Dejando fijas todas las variables excepto x1 y aplicando el teorema fun-
damental del cálculo se obtiene

∂FX (x1, x2, ..., xk)

∂x1
=

Z xk

−∞

Z xk−1

−∞
...

Z x2

−∞
fX (x1, t2, ..., tk) dt2...dtk.

Ahora manteniendo fijas todas la variables excepto x2

∂FX (x1, x2, ..., xk)

∂x1
=

Z xk

−∞

Z xk−1

−∞
...

Z x3

−∞
fX (x1, x2, ..., tk) dt3...dtk.

Derivando k veces se llega al resultado deseado

Definición. Dado un Boreliano B ∈ Bk se define su volumen de la

siguiente manera

Vol (B) =

Z
· · ·
Z
B
dx1dx2...dxk =

Z
· · ·
Z
B
dx.

Observación.

Un caso t́ıpico de conjuntos con volumen 0 resulta ser un punto en R,
una recta en R2, un plano en R3 y en general un hiperplano en Rk. Las
uniones a lo sumo numerable de conjuntos de volumen cero tiene columen
cero. En general cualquier subconjunto de Rk de dimensión j con j < k
tendrá volmen en 0. Por ejemplo las curvas en R2 o las superficies en R3
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Veremos que si el vector aleatorio es absolutamente continuo la función
de probabilidad asociada asigna probabilidad 0 a conjuntos cuyo volumen
es 0.

Teorema. Sea X un vector aleatorio de dimensión k. Si B ∈ Bk tal que
Vol(B) = 0 entonces PX (B) = 0.

Demostración.

Sea

Cn = {x ∈ Rk : fX (x) > n}.
Es claro que si x ∈ Cn+1 entonces fX (x) > n + 1 > n de manera que

x ∈ Cn, es decir la sucesión de conjuntos {Cn}n≥1 es decreciente y además,
puesto que la función fX es finita en todo punto, se tiene

T∞
n=1Cn = ∅.

Luego también se tendrá

ĺım
n→∞PX (Cn) = 0.

Podemos descomponer a B = (B ∩ Cn)
U
(B ∩C 0n) con lo cual se tiene

PX (B) = PX (B ∩ Cn) + PX
¡
B ∩ C 0n

¢
.

Ahora calculamos PX (B ∩ C 0n). Para ello observemos que para todo n ∈
N

P
¡
B ∩ C 0n

¢
=

Z
· · ·
Z
B∩C0n

fX (x) dx ≤

n

Z
· · ·
Z
B∩C0n

dx

= nV ol
¡
B ∩ C0n

¢
≤ nVol (B)
= 0.

Entonces para todo n ∈ N resulta

PX (B) = PX (B ∩ Cn) ≤ PX (Cn) ,

de manera que pasando al ĺımite se concluye que PX (B) = 0.

Observación.

Existe una diferencia importante entre los vectores discretos y los ab-
solutamente continuos. Recordemos que un vector es discreto si y sólo si
sus componentes son variables discretas. Esto no ocurre en el caso de los
vectores aleatorios absolutamente continuos. Para demostrarlo daremos un
contraejemplo.

Consideremos una variable aleatoria X1, con distribución absolutamente
continua y sea X2 = X1 de manera que el vector X =(X1,X2) tiene como
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componentes variables aleatorias con distribuciones absolutamente contin-
uas. Ahora veamos que el vector X no puede tener distribución absoluta-
mente continua.

Para ello observemos que

B = {(x1, x2) ∈ R2 : x1 = x2}
es una recta en R2 de manera que tiene volumen cero. Pero sin embargo

PX (B) = P ({ω ∈ Ω : X1 (ω) = X2 (ω)) = P (Ω) = 1.
Teorema. Sea X =(X1,X2, ...,Xh,Xh+1, ...,Xk) un vector aleatorio de

dimensión k. Consideremos un subconjunto de coordenadas y formemos el
vector aleatorio asociadoX∗ = (X1,X2, ...,Xh). Entonces X

∗ también es
absolutamente continuo y

fX∗ (x1, x2, ..., xh) =

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
fX (x1, x2, ..., xk) dxh+1dxh+2...dxk.

(5.4)
Observación.
Por comodidad hemos escogido las primeras h componentes pero lo mis-

mo puede hacerse para una colección arbitraria. En el caso de una distribu-
ción bivariada X =(X1,X2) X

∗ = X1

fX1 (x1) =

Z +∞

−∞
fX (x1, x2) dx2.

Demostración. Tenemos que

FX∗ (x1, x2, ..., xh)

= PX∗ ((−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xh])

= PX

(−∞, x1]× (−∞, x2]× ...× (−∞, xh]×R×R×...×R| {z }
k−h factores


=

Z
· · ·
Z
(−∞,x1]×(−∞,x2]×...×(−∞,xh]×R×R×...×R

fX (t1, t2, ..., tk) dt1dt2...dtk

=

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞

Z xh

−∞
...

Z x1

−∞
fX (t1, t2, ..., tk) dt1...dthdth+1dth+2...dtk

Por lo tanto, usando Fubini, se tendrá

FX∗ (x1, x2, ..., xh)

=

Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞

Z xh

−∞
...

Z x1

−∞
fX (t1, t2, ..., tk) dt1...dthdth+1dth+2...dtk

=

Z xh

−∞
...

Z x1

−∞

·Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
fX (t1, t2, ..., tk) dth+1dth+2...dtk

¸
dt1...dth

82



Luego tenemos que

FX∗ (x1, x2, ..., xh) =

Z xh

−∞
...

Z x1

−∞
fX∗ (t1, t2, ..., th) dt1...dth,

donde fX∗ está dada por (5.4). Esto prueba el Teorema. 2.
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Caṕıtulo 6

Transformaciones de
variables y vectores
aleatorios.

En esta sección estudiaremos como se obtienen las distribuciones de vari-
ables o vectores obtenidos a través de ciertas tipo de transformaciones.

6.1. Transformaciones de Variables Aleatorias.

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria.

Consideremos una función g : R→ R continua y estrictamente monótona,
es decir, estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente. Sabemos
que Y = g (X) es otra variable aleatoria. Queremos estudiar la relación que
existe entre FX y FY .

(1) Caso de g estrictamente creciente.

La imagen de g (R) es un intervalo abierto (a, b) de longitud finita o bien
infinita, es decir también puede ser −∞ y b =∞.

Si y ∈ (a, b) entonces teniendo en cuenta que es estricta monótona cre-
ciente se tiene

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g (X) ≤ y) = P
¡
X ≤ g−1 (y)¢ = FX ¡g−1 (y)¢ .

Luego es fácil ver que

FY (y) =


0 si y ≤ a

FX
¡
g−1 (y)

¢
si y ∈ (a, b)

1 si y ≥ b.
(6.1)

(2) Caso de g estrictamente decreciente.
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Nuevamente la imagen de g es un abierto (a, b) de longitud finita o
infinita. Pero ahora como g es estrictamente decreciente se tiene para a <
y < b que

FY (y) = P (Y ≤ y) = P (g (X) ≤ y) = P
¡
X ≥ g−1 (y)¢ = 1−P ¡X < g−1 (y)

¢
.

Luego

FY (y) =


0 si y ≤ a

1− P ¡X < g−1 (y)
¢
si y ∈ (a, b)

1 si y ≥ b
(6.2)

Observación.

No suponemos de entrada que X sea continua. En el caso de que X sea
continua se tiene que

P
¡
X < g−1 (y)

¢
= P

¡
X ≤ g−1 (y)¢ = 1− FX ¡g−1 (x)¢ ,

y por lo tanto

FY (y) =


0 si y ≤ a

1− FX
¡
g−1 (y)

¢
si y ∈ (a, b)

1 si y ≥ b.
(6.3)

Ahora caracterizaremos la función de densidad asociada a Y . Supong-
amos que X tiene distribución absolutamente continua con densidad fX y
además que g es derivable.

Distinguimos dos casos como antes
(1) Supongamos que g0 > 0. Derivando (6.1) obtenemos

fY (y) =


0 si y ≤ a

fX
¡
g−1 (y)

¢
g0 (g−1 (y))

si y ∈ (a, b)
1 si y ≥ b.

(6.4)

(2) Supongamos g0 < 0. Derivando (6.3) obtenemos

fY (y) =


0 si y ≤ a

− fX
¡
g−1 (y)

¢
g0 (g−1 (y))

si y ∈ (a, b)
1 si y ≥ b

Las fórmulas (6.4) y (6.5 pueden resumirse en

fY (y) =


0 si y ≤ a

fX(g−1(y))
|g0(g−1(y))| si y ∈ (a, b)

1 si y ≥ b.
(6.5)
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Esto nos da la expresión para la densidad de una variable aleatoria in-
ducida para g estrictamente monótona.

Un caso especial de interés es cuando la transformación es af́ın, es decir
cuando g (x) = cx+ d

En este caso Y = g (X) = cX + d y g0 (x) = c. Como a = −∞ y

b = +∞,teniendo en cuenta que g−1 (y) = y − d
c

obtenemos

fX (y) =
1

|c|fX
µ
y − d
c

¶
.

6.1.1. Distribución Normal

Hemos visto la distribución de una variable normal standarizada X ≈
N (0, 1) cuya función densidad es

fX (x) =
1√
2π
exp

¡−x2¢ .
El gráfico de esta función es la llamada campana (ojiba) de Gauss.
Consideremos ahora nuevos parámetros µ, llamada media y σ2 llamado

varianza
Observación. El cuadrado sólo recuerda que se trata de un número

positivo.
Ahora podemos considerar la nueva variable Y = σX + µ (σ > 0).

Estamos en el caso anterior de una tansformación af́ın y por lo tanto

fY (y) =
1

σ
fX

µ
y − µ
σ

¶
=
1

σ

1√
2π
exp

Ã
−1
2

µ
y − µ
σ

¶2!

=
1√
2πσ

exp

Ã
− (y − µ)2

2σ

!
.

Observación.
Se puede interpretar el efecto de la transformación af́ın sobre la campana

de Gauss. El factor µ representa un desplazamiento horizontal de la densi-
dad e indica de alguna manera el centro alrededor del cual se concentra la
densidad, de hecho es es el punto de mayor densidad. El factor de proporción
σ, afecta la curvatura de la campana y representa la dispersión respecto del
centro. Un factor σ À 1 (grande) “achata” la curva hacia el eje x, de manera
que en tal caso se presenta gran dispersión. Un factor 1 À σ (chico) hace
que la probablidad esta más concentrada cerca de µ. Más adelante daremos
más precisiones sobre el significado de µ y σ2.

Ejercicio. Se deja como ejercicio mostrar que si Y tiene distribución
N(µ,σ2), entonces X = (Y − µ)/σ tiene distribución N(0, 1).
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6.2. Transformaciones de vectores aleatorios

Recordemos algunos resultados de cálculo integral en varias variables.

Sea U ⊂ Rk un abierto y g : U → Rk una función inyectiva de manera
que g : U → V = g (U) resulta biyectiva.

Luego existe g−1 : V → U. Supongamos que g es diferenciable en cada
punto x ∈ U de forma tal que su Jacobiano sea distinto de cero en cada
punto. Es decir

Jg (x) = det



∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

...
∂g1
∂xk

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

...
∂g2
∂xk

...
...

...
...

∂gk
∂x1

∂gk
∂x2

...
∂gk
∂xk


6= 0

Entonces g−1 es diferenciable y

Jg−1 (y) =
1

Jg (g−1(y))
.

El siguiente teorema permite un cambio de variables para integrales
múltiples.

Teorema. Sea A ⊂ U ⊂ Rk y f : U → R entoncesZ
· · ·
Z
A
f (x) dx =

Z
· · ·
Z
g(A)

f
¡
g−1 (y)

¢ |Jg−1 (y) |dy.
donde como siempre dx = dx1dx2, , , dxk y dy = dy1dy2, , , dyk.

Observación.

Se pide que A sea un dominio de integración, en nuestro caso bastará que
sea un conjunto Boreliano.

Sea ahoraX =(X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio con distribución abso-
lutamente continua y sea fX su densidad. Supongamos que U es un abierto
de Rk tal que PX (U) = 1, esto significa que la probabilidad se concentra
en U, es decir con probabilidad 1 los valores del vecor X están en U y en
consecuencia la densidad fX fuera de U es cero.

Consideremos ahora g : U → Rk inyectiva diferenciable tal que para
todo x ∈ U se tiene Jg (x) 6= 0. El siguiente teorema permitirá encontrar la
distribución del vector Y =g (X) . Denotemos por IV es la función carac-
teŕıstica o indicadora de un conjunto conjunto V )

IV (y) =

½
1 si y ∈ V
0 si y /∈ V
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Teorema. Supongamos dadas las condiciones anteriores y definamos
Y =g (X) . Luego la distribución de este vector resulta ser también absolu-
tamente continua y se tendrá.

fY (y) = fX
¡
g−1 (y)

¢ |Jg−1 (y) |IV (y) ,
donde V = g(U)
Demostración. Para esto bastará demostrar que si B ∈ Bk entonces

PY (B) =

Z
· · ·
Z
B
fX
¡
g−1 (y)

¢ ¯̄
Jg−1 (y)

¯̄
IV (y) dy. (6.6)

Usando el Teorema de cambio de variable en integrales multiples tenemos
que

PY (B) = P (Y ∈ B ∩ V )
= P (g (X) ∈ B ∩ V )
= P

¡
X ∈ g−1 (B ∩ V )¢

=

Z
· · ·
Z
g−1(B∩V )

fX (x) dx.

Usando la fórmula de cambio de variables en integrales múltiples resulta

PY (B) =

Z
· · ·
Z
g−1(B∩V )

fX (x) dx

=

Z
· · ·
Z
g(g−1(B∩V ))

fX
¡
g−1 (y)

¢ ¯̄
Jg−1 (y)

¯̄
dy.

Sea g : U → W y H ⊂ W . Es fácil ver que una razón necesaria y suficiente
para que g

¡
g−1 (H)

¢
= H es que H ⊂ g (U). Como B ∩ V ⊂ V = g(U)

resulta g(g−1 (B ∩ V )) = B ∩ V y por lo tanto

PY (B) =

Z
· · ·
Z
g(g−1(B∩V ))

fX
¡
g−1 (y)

¢ ¯̄
Jg−1 (y)

¯̄
dy

=

Z
· · ·
Z
B∩V

fX
¡
g−1 (y)

¢ ¯̄
Jg−1 (y)

¯̄
dy.

Esto muestra que vale (6.6).2

El anterior resultado vale cuando g es diferenciable y biuńıvoca de un
abierto de Rk en Rk. Veamos ahora que ocurre cuando g es una función
diferenciable de un abierto de Rk en Rj con j 6= k. Si j > k nada podremos
hacer puesto que en tal caso el conjunto g(U) es un conjunto de dimensión
k y por lo tanto tiene volumen 0. Luego como PY(g(U)) = 1,Y no puede
ser absolutamente continuo.
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Consideremos ahora j < k y sea U un abierto en Rk. Supongamos
que g = (g1, ..., gj) : Rk → Rj , donde cada gi : U → R, 1 ≤ i ≤ j, es una
función diferenciable. Trataremos de derivar la densidad fY de Y =g(X).
Esto es posible si se pueden encontrar funciones diferenciables gi : Rk →
Rk, i = j + 1, ..., h tales que si llamamos eg = (g1, ..., gj , gj+1, ...., gk) la
función eg : Rk → Rk resulte inyectiva y Jeg(y) 6=0 para todo y ∈U. En,
efecto en este caso por el teorema anterior podremos encontrar la densidad
de eY=eg(X) que denominaremos f eY. Luego la densidad de Y será

fY(y1, ...yj) =

Z ∞

−∞
...

Z ∞

−∞
f eY(y1, ..., yj , yj+1..., yk)dyj+1...dyk.

Veamos un ejemplo del uso de este procedimiento. Sea X =(X1,X2) y
consideremos Y = X1+X2. Si definimos g : R2 → R por g (x1, x2) = x1+x2,
vemos que Y = g (X) . En este caso 1 = j < k = 2. Ahora consideremoseg : R2→ R2, definida por eg (x1, x2) = (x1 + x2, x2) y Y =(Y1, Y2) con Y1 =
g (X) e Y2 = X2. Luego estamos en las condiciones del teorema puesto queeg : R2 → R2 es biyectiva, diferenciable su Jacobiano es

Jeg (x1, x2) = det
µ
1 1
0 1

¶
= 1.

con inversa eg−1 (y1, y2) = (y1−y2, y2) diferenciable. También tenemos X1 =
Y1 − Y2 y X2 = Y2.

De acuerdo a lo que hemos visto

fY (y) = fX
¡eg−1 (y)¢ |Jeg−1 (y) |IV (y) =

= fX(y1 − y2, y2)IV (y1, y2)
y

fY (y) =

Z ∞

−∞
fX(y − y2, y2)IV (y, y2) .

6.2.1. Algunas aplicaciones.

1. Sea X =(X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio tal que sus sus com-
ponentes son variables aleatorias independientes con idéntica distribución
N(0, 1). Entonces la función de densidad asociada al vector X es

fX (x) =
1q
(2π)k

Πki=1 exp

µ
−1
2
x2i

¶
=

=
1q
(2π)k

exp

Ã
kX
i=1

x2i

!
=

=
1q
(2π)k

exp

µ
−1
2
||x||2

¶
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Ahora consideremos una matriz A∈Rk×k ortogonal, esto es que AAt = I.
Definimos la función g : Rk → Rk definida por g (x) = xA y consid-

eramos el vector aleatorio Y = XA = g (X) . Calculando el Jacobiano de g
vemos que Jg (x) = detA = ±1, de manera que la densidad queda

fY (y) = fX
¡
g−1 (y)

¢ |Jg−1 (y) |IRk (y)
= fX

¡
g−1 (y)

¢
=

1q
(2π)k

exp

µ
−1
2
||y||2

¶
.

Es decir las transformaciones ortogonales preservan las distribuciones
N(0, 1) independientes.

2. Hemos visto anteriormente que si X ∼ N(0, 1) e Y = σX + µ en-

tonces Y ∼ N ¡µ,σ2¢ . Y rećıprocamente si Y ∼ N ¡µ,σ2¢ y X =
Y − µ
σ

entonces X ∼ N (0, 1) .
Ahora supongamos que Y1, Y2, ..., Yk son variables aleatorias independi-

entes cada una con distribución N (µi,σi) i = 1, 2, ..., k respectivamente.
Queremos encontrar la distribución de una transformación afin de las
variables Yi. Es decir la distribución de una variable aleatoria de la forma
Z =

Pk
i=1 αiYi + β.

Para esto necesitamos probar el siguiente lema

Lema. Sean X1,X2, ...,Xk variables aleatorias independientes identi-
camente distribuidas, con distribución N(0, 1). Sean b1, b2, ..., bk números
reales tales que

Pk
i=1 b

2
i = 1. Luego la variable aleatoria Z =

Pk
i=1 biXi

tiene distribución N (0, 1) .

Demostración

Sea a1=(b1, b2, ..., bk)
0 , donde 0 indica transpuesto . Entonces ||a1|| =

1. Podemos extender {a1} a una base ortonormal de Rk, es decir existen vec-
tores columnas a2,a3, ...,ak ortogonales y unitarios tales que {a1,a2,a3, ...,ak}
es una base ortonormal de Rk.

Luego la matriz A cuyas columnas son los vectores aj , j = 1, 2, ..., k
es una matriz ortogonal. Definamos el vector aleatorio Y = XA, y sea Yi
su componente i. Por lo visto anteriormente las variables aleatorias Yi i =
1, 2, ..., k también son independientes con distribución N (0, 1) . En partic-
ular Y1 =

Pk
i=1 biXi = Z tiene distribución N (0, 1) 2.

Ahora podemos probar el siguiente Teorema

Teorema. Sean Y1, Y2, ..., Yk variables aleatorias independientes cada
una con distribución N (µi,σi) , i = 1, 2, ..., k respectivamente. Entonces
Z =

Pk
i=1 αiYi + β tiene distribución

N

Ã
kX
i=1

αiµi + β,
X

α2iσ
2
i

!
.
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Demostración. Escribimos

Z =
kX
i=1

αi
Yi − µi
σi

σi + β +
X

αiµi =
kX
i=1

αiσiXi + δ,

donde Xi = (Yi − µi)/σi y

δ = β +
X

αiµi (6.7)

Sabemos que para i = 1, 2, ..., k las variables Xi son independientes con
distribución N(0, 1) . Luego podemos escribir a Z de la siguiente manera

Z = A
kX
i=1

αiσi
A
Xi + δ,

donde A está dada por

A =

Ã
kX
i=1

α2iσ
2
i

!1
2

. (6.8)

Sea bi =
αiσi
A
, luego

kX
i=1

b2i =
kX
i=1

³αiσi
A

´2
=
1

A2

kX
i=1

(αiσi)
2 = 1.

Definamos W =
Pk
i=1 biXi. Luego de acuerdo al lema anterior se ten-

drá que

W =
kX
i=1

biXi

tiene distribución N(0, 1). Por lo tanto como

Z = A
kX
i=1

αiσi
A
Xi + δ = AW + δ ∼ N ¡δ, A2¢ ,

se tendra que Z tiene distribución N
¡
δ, A2

¢
. Luego el teorema se deduce de

(6.7) y (6.8).2

6.2.2. Transformaciones no inyectivas

Sea g : U ⊂ Rk → Rk con U abierto y el vector aleatorioX =(X1,X2, ...,Xk)
con distribución absolutamente continua. Supongamos que exten h abiertos
U1, U2, ..., Uh disjuntos de a dos, es decir Ui ∩ Uj = ∅ si i 6= j, tales que

P
³Uh

i=1 Ui

´
= 1.
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Ahora supongamos también que

g :
h]
i=1

Ui → Rk

es inyectiva y diferenciable en en cada Ui, con jacobiano no nulo. Llamemos
gi = g|Ui , Vi = g (Ui) y consideremos Y =g (X) . En este caso existe la
inversa de cada gi que llamaremos g

−1
i : Vi → Ui y se tendrá

Jg−1i
(y) =Jgi(g

−1
i (y)) ∀y ∈Vi

Teorema. Bajo las condiciones anteriores la distribución de Y es absoluta-
mente continua y su densidad está dada por

fY (y) =
hX
i=1

fX
¡
g−1i (y)

¢ |Jg−1i (y) |IVi (y)

Demostración. Bastará probar probar que para todo B ∈ Bk se tiene

PY (B) =

Z
· · ·
Z
B

hX
i=1

fX
¡
g−1i (y)

¢ |Jg−1i (y) |IVi (y) dy (6.9)

Usando que P
³Uh

i=1 Ui

´
= 1 y

{Y ∈ B} ∩ {X ∈ Ui} = {Y ∈ B ∩ Vi} ∩ {X ∈ Ui} = {X ∈ g−1i (B ∩ Vi)}

obtenenemos

PY (B) = P (Y ∈ B)

= P

Ã
h]
i=1

{Y ∈ B} ∩ {X ∈ Ui}
!

=
hX
i=1

P ({Y ∈ B} ∩ {X ∈ Ui})

=
hX
i=1

P
¡
X ∈ g−1i (B ∩ Vi)

¢
=

hX
i=1

PX
¡
g−1i (B ∩ Vi)

¢
=

hX
i=1

Z
· · ·
Z
g−1i (B∩Vi)

fX (x) dx
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Como las funciones gi son biuńıvocas en cada Ui, usando la fórmula de
cambio de variables en integrales múltiples se tiene

PY (B) ==
hX
i=1

Z
· · ·
Z
g−1i (B∩Vi)

fX (x) dx

=
hX
i=1

Z
· · ·
Z
B∩Vi

fX
¡
g−1i (y)

¢ | Jg−1i (y) | dy

=

Z
· · ·
Z
B

hX
i=1

fX
¡
g−1i (y)

¢ | Jg−1i (y) | IVi (y) dy,

y por lo tanto se cumple (6.9).2

6.2.3. Distribución Chi-cuadrado con un grado de libertad.

Esta aplicación tiene gran importancia en estad́ıstica.
Sea X ∼ N (0, 1) y consideremos g : R→ R g (x) = x2. Definimos

Y = g (X) = X2

Definimos U1 = {x : x < 0} y U2 = {x : x > 0}. Luego g−11 (y) = −√y
y g−12 (y) =

√
y.

En este caso V1 = V2 = R>0 y

Jg−11
(y) = −1

2
y−

1
2

Jg−12
(y) =

1

2
y−

1
2

Luego teniendo en cuienta que

fX (x) =
1√
2π
exp

µ
−x

2

2

¶
,

y que V1 = V2 = R>0, por el Teorema anterior se tiene

fY (y) =
1√
2π
exp

³
−y
2

´ 1
2
y−

1
2 IV1 (y) +

1√
2π
exp

³
−y
2

´ 1
2
y−

1
2 IV2 (y)

=
1√
2π
exp

³
−y
2

´
y−

1
2 I{y: y>0} (y) .

6.3. Algunas distribuciones complementarias.

6.3.1. Distribución Gamma

En primer lugar introducimos la función Gamma, que resulta ser una
extensión del concepto de factorial sobre los números naturales.
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Definimos la función

Γ : R>0 → R≥0

de la siguiente manera

Γ (α) =

Z +∞

0
exp (−x)xα−1dx.

Para probar la existencia de este integral la descomponemos como

Γ (α) =

Z 1

0
exp (−x)xα−1dx+

Z +∞

1
exp (−x)xα−1dx

= I + II.

Es fácil ver que I es finita, teniendo en cuenta que exp (−x) ≤ 1 sobre
(0, 1)

I =

Z 1

0
exp (−x)xα−1dx ≤

Z 1

0
xα−1dx =

xα

α

¯̄̄̄1
0

=
1

α
.

Para estudiar la convergencia de la segunda integral observemos que de
acuerdo al desarrollo de Taylor

exp
³x
2

´
=

∞X
k=0

1

k!

³x
2

´k
se tiene que por tratarse de una serie de térrminos positivos, para todo k ∈ N

exp
³x
2

´
≥ 1

k!

³x
2

´k
para todo k ∈ N.

Entonces

xk ≤ Ck exp
³x
2

´
,

donde Ck = k!2
k. Tomamos ahora k > α− 1, luego se obtiene

II =

Z +∞

1
exp (−x)xα−1dx

≤
Z +∞

1
exp (−x)Ck exp

³x
2

´
dx

≤ Ck
Z +∞

1
exp

µ−x
2

¶
dx <∞.

Algunas propiedades.

P1. Si α > 0 entonces Γ(α+ 1) = αΓ(α)
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Para ello integraremos por partes tomando u = xα; dv = exp (−x) dx.
Luego se tiene v = − exp (−x) y du = αxα−1,de donde resulta

Γ (α+ 1) =

Z +∞

0
exp (−x)xαdx

=

Z +∞

0
udv

= −xa exp (−x/) |∞0 − α

Z +∞

0
(− exp (−x))xα−1

= −xα exp (−x) |∞0 + α

Z +∞

0
exp (−x)xα−1.

Como ĺımx→∞ xα exp(−x) = 0, resulta que Γ (α+ 1) = αΓ (α) .
P2. Γ es una extensión del factorial. Más precisamente para todo n ∈

N se tiene Γ (n) = (n− 1)!. La prueba se hace por inducción. Si n = 1
entonces Γ (1) = 1 = 0!. Supongamosahora que la propiedad que vale para
n y veamos que entonces vale para n+1. Usando P1 y la hipótesis inductiva
tenemos Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n((n− 1)!) = n!, con locual la propiedad ueda
demostrada.

Definición. Se define la distribución Gamma con parámetros α > 0 y 1(
Γ(α, 1) ) como la distribución absolutamente continua cuya función densidad
es

f (x) =
1

Γ (α)
exp (−x)xα−1I[0,∞).

Observaciones.
1. De acuerdo a la defrinición de la función Gamma es claro que f es un

densidad ya que Z +∞

−∞
f (x) = 1.

2. Una vez definida la distribución Γ(α, 1) definiremos la distribución
Γ(α,λ) para todo λ > 0. Para ello consideremos X ∼ Γ (α, 1) . Entonces la
distribución Γ(α,λ) se define como la distribución de Y = X/λ. Tomando
g (x) = x/λ y usando la fórmula para la transformación de densidades se
tiene

fY (y) = fX
¡
g−1 (y)

¢ |Jg−1 (y) |I[0,∞)(y) =
=

1

Γ (α)
exp (−λy) (λy)α−1 |λ|I[0,∞)(y) =

=
λα

Γ (α)
exp (−λy) yα−1I[0,∞)(y).
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3. Recordemos que si X ∼ N (0, 1) entonces Y = X2 tiene una distribu-
ción chi-cuadrado con un grado de libertad. Más precisamente

fY (y) =
1√
2π
y−

1
2 exp

³
−y
2

´
I[0,∞)(y). (6.10)

Ahora bien si consideramos Z ∼ Γ (1/2, 1/2) entonces su densidad es

fZ (z) =

¡
1
2

¢ 1
2

Γ
¡
1
2

¢ exp³−z
2

´
y
−
1

2 I[0,∞)(z) =

=
1√
2Γ
¡
1
2

¢ exp³−z
2

´
y
−
1

2 I[0,∞)(z), (6.11)

Las densidades (6.10) y (6.11 difieren solo en una constante, luego deben
ser iguales Esto se muestra integrando las densidades sobre R, ya que
amba integrales deben ser 1. Por lo tanto la distribución χ2 con un grado
de libertad coincide con la distribución Γ

¡
1
2 ,
1
2

¢
. Además igualando las

constantes de ambas densidades se tiene la identidad

1√
2π
=

1√
2Γ
¡
1
2

¢ ,
o equivalentemente Γ

¡
1
2

¢
=
√
π.

Necesitaremos el siguiente lema
Lema. SeaW =(W1,W2) un vector aleatorio y supongamos que

fW (w) = g1 (w1) g2 (w2) ,

donde g1 es una función de densidad. Entonces:
(a) fW2 = g2 y por lo tanto g2 es una función de densidad.
(b) fW1 = g1
(c) Además las variables W1 y W2 son independietes.
Demostración. Como Z +∞

−∞
g1 (w1) dw1 = 1,

se tiene que

fW2 (w2) =

Z +∞

−∞
g1 (w1) g2 (w2) dw1 =

= g2 (w2)

Z +∞

−∞
g1 (w1) dw1 = g2 (w2) .
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Esto prueba (a). Para ver (b) se usa el mismo argumento . Como (a) y
(b) implican que

fW(w1, w2) = fW1(w1)fW2(w2),

resulta que W1 y W2 son independientes.

Lema. Sean Y1, Y2 variables aleatorias independientes con distribuciones
Γ (α1,λ) y Γ (α2,λ) respectivamente. Definamos W1 = Y1 + Y2, W2 =
Y1/(Y1 + Y2). Entonces se tiene

(a) La distribución de W1 es W ∼ Γ (α1 + α2,λ)

(b) W2 tiene densidad

Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1
2 (1− w2)α2−1 I[0,1](w2).

(c) W1 y W2 son independientes

Demostración. La demostración se basa en el teorema del cambio de vari-
able. Sea el abierto U ⊂ R2 definido por U = {(y1, y2), y1 > 0, y2 > 0}.
Luego PY (U) = 1.

Consideremos la transformacin g : U → R2 definida por

g (y1, y2) =

µ
y1 + y2,

y1
y2 + y1

¶
.

Es fácil ver que V = g(U) = (0,∞)× (0, 1) y

g−1 (w1, w2) = (w1w2, w1 −w1w2)
= (w1w2, w1 (1− w2)) .

Luego

Jg−1 (w1, w2) = det

µ
w2 1− w2
w1 −w1

¶
= −w1w2 −w1 (1− w2) = −w1,

y por lo tanto |Jg−1 (w1, w2) | = w1.
Consideramos ahora la densidad del vector Y =(Y1, Y2) . Como se su-

puso imdependencia entre Y1 y Y2,esta densidad es el producto de las den-
sidades marginales y luego

fY (y1, y2) =
λα1+α2

Γ (α1)Γ (α2)
exp (−λ (y1 + y2)) yα1−11 yα2−12 I(0,∞)(y1)I(0,∞)(y2).

Luego de acuerdo al teorema del cambio de variable y el hecho que

IV (w1, w2) = I(0,∞)×(0,1)(w1, w2) = I(0,∞)(w1)I(0,1)(w2)
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se tiene

fW (w1, w2)

=
λα1+α2

Γ (α1)Γ (α2)
exp (−λw1) (w1w2)α1−1 (w1 (1− w2))α2−1w1IV (w1, w2)

=

·
λα1+α2

Γ (α1 + α2)
wα1+α2−1
1 exp (−λw1) I(0,∞)(w1)

¸
.

·
Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1
2 (1−w2)α2−1 I(0,1)(w2)

¸
g1(w1)g2(w2)

donde

g1(w1) =
λα1+α2

Γ (α1 + α2)
wα1+α2−1
1 exp (−λw1) I(0,∞)

y

g2 (w2) =
Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1
2 (1− w2)α2−1 I(0,1)(w2)

El primer factor g1 corresponde a una densidad Γ (α1 + α2,λ) .

Del segundo factor no podemos a priori afirmar nada. Pero de acuerdo
al lema previo resulta que W1 tiene distribución Γ (α1 + α2,λ) y

g2 (w2) =
Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1
2 (1− w2)α2−1 I(0,1)(w2)

es la función de densidad de W2. Finalmente tenemos que W1 y W2 son
independientes. 2.

6.4. Distribución Beta:

Definición. Se define la distribución Beta con parámetros α1,α2, que
denotaremos por β (α1,α2) , como la distribución absolutamente continua
cuya función de densidad es:

f (w) =
Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1 (1− w)α2−1 I(0,1)(w)

Observación. Esta función es una densidad por el resultado anterior.
Por lo tanto podemos deducir queZ 1

0

Γ (α1 + α2)

Γ (α1)Γ (α2)
wα1−1 (1− w)α2−1 dw = 1,
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y por lo tanto Z 1

0
wα1−1 (1− w)α2−1 dw = Γ (α1)Γ (α2)

Γ (α1 + α2)
.

Corolario. Sean Y1, Y2, ..., Yn variables independientes tales que Yi tiene
distribución Γ (αi,λ) . Entonces

Pn
i=1 Yi tiene distribución Γ (

Pn
i=1 αi,λ) .

Demostración.
Se deduce de de la proposición anterior usando inducción 2.

A continuación definimos las distribuciones chi-cuadrado con n grados
de libertad y la t- de Student. Ambas distribuciones son de gran importancia
en Estad́ıstica. Volveremos más adelante sobre ellas.

6.5. Distribución Chi-cuadrado:

Supongamos que se tienen n variables independientes Xi, i = 1, 2, ..., n
con distribución N (0, 1) . Sabemos que cada Yi = X

2
i tiene distribución χ2

con 1 grado de libertad, la cual que coincide con la distribución Γ (1/2, 1/2) .

Se define la distribución chi-cuadrado con n grados de libertad que sim-
bolizaremos por χ2n como la distribución de la variable aleatoria Y =Pn
i=1X

2
i .

De acuerdo a los resultados anteriores, como cada X2
i tiene distribución

χ21 y estas variables son independientes, se obtiene que Y tiene distribución
Γ (n/2, 1/2) . Por lo tanto la distribución χ2n coincide con la distribución
Γ (n/2, 1/2) .

6.5.1. Distribución de Student

Supongamos que U tiene distribución N (0, 1) y V distribución χ2n con U
y V independientes. Luego se define la distribución de Student con n grados
de libertad, que simbolizaremos con tn, como la distribución de

T =
Up
V/n

.

Se deja como ejercicio de la práctica mostrar que la densidad de T es

fT (t) =
Γ
¡
n+1
2

¢
Γ
¡
n
2

¢√
nπ

µ
1 +

t2

n

¶−n+ 1
2

.

El gráfico de esta densidad es simétrico respecto al origen (función par)
y con forma de campana. Se puede probar que cuando n tiende a ∞, fT
converge a la densidad de la normal.
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6.6. Otro tipo de variables aleatorias.

Además de las variables discretas y absolutamente continuas existen
otros tipos de variables. Un estudio exhausivo de los tipos de variables aleato-
rias o requiere algunos conocimientos de la teoŕıa de la medida. Aqui intro-
duciremos las variables mixtas cuya función distribución es una combinación
convexa de funciones de una distribución discreta y otra absolutamente con-
tinuas.

6.6.1. Variables aleatorias mixtas.

Definición. Decimos que F es una función de distribución mixta si
es una combinación convexa de una distribución absolutamente continua
y otra discreta. Más precisamente si existen δ, 0 < δ < 1 , F1 función de
distribución absolutamente continua, F2 función de distribución discreta tal
que

F = (1− δ)F1 + δF2 (6.12)

Observación.

1. Es fácil probar que F es una función de distribución. Es monótona no
decreciente y continua a la derecha por ser suma de funciones de ese tipo.
Por otro lado, tenemos que

ĺım
x→+∞F (x) = ĺım

x→+∞ ((1− δ)F1 + δF2) (x)

= (1− δ) ĺım
x→+∞F1 (x) + δ ĺım

x→+∞F2 (x)

= (1− δ) + δ = 1

Finalmente, también vale que:

ĺım
x→−∞F (x) = ĺım

x→−∞ ((1− δ)F1 + δF2) (x)

= (1− δ) ĺım
x→−∞F1 (x) + δ ĺım

x→+∞F2 (x)

= 0

2. Veamos ahora que efctivamente una variable aleatoria mixta no es ni
absolutamente continua ni discreta.

Sean Pi, la probabilidad asociada Fi, i = 1, 2 y R2 el rango de una
variable con distribución F2. Luego si P es la probabiludad asociada a F,
es fácil ver que

P (B) = (1− δ)P1(B) + δP2(B) ∀B ∈ B1
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Por lo tanto R2 es numerable yP2(R2) = 1. Por otro, compo R2 es
numerable lado P1(R2) = 0 PF1 (RF2) = 0. Luego, teniendo en cuenta que
PF = (1− δ)PF1 + δPF2

P (R2) = (1− δ)P1 (R1) + δP2 (R2) = δ > 0

Por loque se educe que F no corresponde a una distribución absoluta-
mente continua.

Para ver que no es discreta veamos que sobre un conjunto numerable
arbitrario su probabilidad es menor que 1. Sea A un conjunto numerable;
teniendo en cuenta que F1 es absolutamente continua vale que P1 (A) =
0. Luego

P (A) = (1− δ)P1 (A) + δP2 (A) ≤ δ < 1.

Siendo A arbitrario, F no puede ser discreta.

Ejemplo.

1. Sea U ∼ U [0, 1] y consideremos V ∼ mı́n ¡U, 12¢ .
Entonces

FV (u) =

½
u si u < 1

2
1 si u ≥ 1

2

Claramente P (V = 1/2) = P (1/2 ≤ U ≤ 1) = 1/2 de manera que V no
es absolutamente continua. Tampoco es discreta.

La combinación convexa en este caso es

F =
1

2
F1 +

1

2
F2

done F1 es la distribución de una U [0, 1/2) y F2 la distribución de uan
variable discreta que tiene probabilidad 1 en x = 1

2 .

2. Una manera de obtener la distribución mixta (6.12) es la siguiente.
Consideremos variables aleatorias independientess X1 con distribución F1,
X2 con distribución F2 y U que toma valores 0 y 1 con probabilidades

U =

½
0 con probabilidad 1− δ
1 con probabilidad δ

Definimos la variable

X =

½
X1 si U = 0
X2 si U = 1

Veamos que la distribución de X es una combinación convexa de X1 y
X2.

Teniendo en cuenta la independencia de las variables
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FX (x) = PX ((−∞, x])
= P ({X ≤ x})
= P

³
{X1 ≤ x} ∩ {U = 0}

]
{X2 ≤ x} ∩ {U = 1}

´
=

= P ({X1 ≤ x} ∩ {U = 0}) + P ({X2 ≤ x} ∩ {U = 0}) =
= P (X1 ≤ x)P ({U = 0}) + P ( X2 ≤ x)P (U = 1)
= (1− δ)P (X1 ≤ x) + δP (X2 ≤ x) =
= δF1 (x) + (1− δ)F2 (x)
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Caṕıtulo 7

Esperanza Mátematica

7.1. Integral de Riemann-Stieljes.

Sea f : [a, b] → R y consideremos una partición del intervalo [a, b] que
llamaremos π = {x0, x1, ..., xn} tal que a = x0 < x1 < ... < x0 = b. Sea un
selección de puntos de cada intervalo ξ = {ξi}1≤i≤n, donde ξi ∈ (xi−1, xi)
para i = 1, 2, ..., n.

Definimos la suma de Riemann

Sba (π, ξ,f) =
nX
i=1

f (ξi) (xi − xi−1) .

Se llama norma de la partición

||π|| = máx
1≤i≤n

{xi − xi−1 : 1 ≤ i ≤ n}.

Se dice que f es integrable Riemann sobre [a, b] con valor I =
R b
a f =R b

a f (x) dx sii para todo ε > 0 existe σ > 0 tal que si ||π|| < δ entonces

|Sba (π, ξ,f)− I| < ε.

Análogamente se define la integral de Riemann-Stieljes. Dadas g, F
funciones defnidas sobre [a, b] se define la suma de Riemann-Stiljes asociada
a la partición π y la selección de puntos ξ

Sba (π, ξ,g, F ) =
nX
i=1

f (ξi) (F (xi)− F (xi−1)) .

Se dice que f es integrable Riemann-Stieljes sobre [a, b] con valor I =R b
a gdF =

R b
a g (x) dF (x) sii para todo ε > 0 existe σ > 0 tal que si ||π|| < δ

entonces
|Sba (π, ξ,g, F )− I| < ε.
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Observación.
1. Si F (x) = x, entonces la integral de Riemann-Stieljes es la integral de

Riemann.
2. Una condición suficiente aunque no necesaria para que exista la in-

tegral de Riemann-Stieljes, es que g se continua y F monótona no decre-
ciente. Si tmamos como F una función de distribución el último requisito se
cumplirá.

A continuación enunciamos una serie de propiedades de la integral de
Riemann-Stieljes

Algunas propiedades.
P1. Linealidad de la Integral de Riemann-Stieljes respecto de g.
Si
R b
a g1dF y

R b
a g2dF existen y α1,α2 ∈ R entonces

R b
a (α1g1 + α2g2) dF

existe y ademásZ b

a
(α1g1 + α2g2) dF = α1

Z b

a
g1dF + α2

Z b

a
g2dF.

P2. Linealidad de la Integral de Riemann-Stieljes respecto de F .
Si
R b
a gdF1 y

R b
a gdF2 existen y α1,α2 ∈ R entonces

R b
a gd (α1F1 + α2F2)

existe y ademásZ b

a
gd (α1F1 + α2F2) = α1

Z b

a
gdF1 + α2

Z b

a
gdF2.

P3. Aditividad respecto del dominio de integración.
Sea a < b < c y supongamos que

R b
a gdF ;

R c
b gdF y

R c
a gdF existen.

Entonces Z c

a
gdF =

Z b

a
gdF +

Z c

b
gdF.

Observación.
La vuelta no vale en general. Una condición suficiente para la vuelta es

que F sea no decreciente.
P4. Si F es no decreciente y g1 ≤ g2 sobre [a, b] entoncesZ b

a
g1dF ≤

Z b

a
g2dF.

En particular teniendo en cuenta que −|g| ≤ g ≤ |g| se obtiene¯̄̄̄Z b

a
gdF

¯̄̄̄
≤
Z b

a
|g| dF

Estamos interesados en extender el dominio de ontegración a toda la
recta o a semirectas. Esto lleva a la siguiente definición

Definición. Supongamos que
R b
a gdF existe para todo a, b ∈ R. Decimos
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que la integral impropia
R +∞
−∞ gdF = I existe sii es un número real y

ĺım
a→−∞; b→+∞

Z b

a
gdF = I (7.1)

De manera análoga se define
R +∞
a gdF o

R b
−∞ gdF. Tendremos el siguiente

teorema

Teorema. Sea g ≥ 0 y F no decreciente. Entonces pueden ocurrir dos
cosas

(i)

M = sup
a,b∈R

Z b

a
gdF <∞

En este caso el ĺımite (7.1) existe y es finito

(ii)

M = sup
a,b∈R

Z b

a
gdF =∞

En este caso el ĺımite (7.1) existe y es∞. Luego podemos definir R +∞−∞ gdF =
∞

Sea ahora g de signo arbitrario y F no decreciente. El siguiente teorema
vale.

Una condición necesaria y suficiente para que
R +∞
−∞ gdF exista es que

fM = sup
a,b∈R

Z b

a
|g| dF <∞

7.2. Definición de Esperanza Matemática.

7.2.1. Heuŕıstica

Sea X una variable aleatoria discreta y para fijar ideas supongamos
que toma un número finito de valores, x1, x2, ..., xk, con probabilidades
pX(x1); pX(x2), ..., pX(xk).

Supongamos que se repite un experimento asociado a la variable aleatoria
X, n veces en forma independiente y que el resultado xi se ontiene ni veces,
1 ≤ i ≤ k/. Entonces el promedio de todos los valores es

xn =
n1x1 + n2x2 + ...+ nkxk

n

=
n1
n
x1 +

n2
n
x2 + ...+

nk
n
xk.
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Luego pasando al ĺımite y dado que nj/n se aproxima a pX (xj) obten-
emos

ĺım
n→+∞xn = ĺım

n→+∞

³n1
n
x1 +

n2
n
x2 + ...+

nk
n
xk

´
x1 ĺım

n→+∞
n1
n
+ x2 ĺım

n→+∞
n2
n
+ ...+ xk ĺım

n→+∞
nk
n

=
kX
j=1

xjpX (xj) .

Esto motiva la definición de la esperanza matemática de una variable
discreta..

7.2.2. Esperanza de una variable aleatoria discreta

Definición. Sea X una variable aleatoria con rango RX y distribución

de probabilidad pX . Supongamos queX
x∈RX

|x|pX (x) <∞.

En tal caso definimos la esperanza matemática de la variable X de la sigu-
iente manera

E (X) =
X
x∈RX

xpX (x) .

Observación.

1. Se sabe que la convergencia absoluta de la serie garantiza la conver-
gencia de la serie.

2. Supongamos
P
x∈RX |x|pX (x) =∞

Denotemos con

R+X = {x ∈ RX : x > 0}
R−X = {x ∈ RX : x > 0}.

Entonces pueden ocurrir tres casos distintos.

(a)
P
x∈R+X xpX (x) =∞ y

P
x∈R−X xpX (x) = −∞.

(b)
P
x∈R+X xpX (x) = +∞ y

P
x∈R−X xpX (x) > −∞.

(c)
P
x∈R+X xpX (x) <∞ y

P
x∈R−X xpX (x) = −∞.

En el caso (a) no se puede definir la esperanza de X. En el caso (b) se
puede definir E(X) = ∞ en el (c) E(X) = −∞. Es decir para que la es-
peranza esté definida se requiere que

P
x∈R+X xpX (x) o bien

P
x∈R−X xpX (x)

sea finita.
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7.2.3. Definición general de esperanza matemática

Ahora queremos definir la esperanza matemática, de manera más gen-
eral. Supongamos primero que X es una variable aleatoria concentrada en
[a, b]. Es decir, supongamos que

P (a < X < b) = 1.

La idea que se utiliza para la definición de la esperanza de esta variable
es la siguiente. Se define una sucesión de variables aleatorias discretas Xn
que la aproximan y luego conociendo la esperanza de cada una de estas
variables, la esperanza de X se define por un paso al ĺımite.

Consideremos para cada n, una partición del intervalo [a, b] n inter-
valos de longitud (b − a)/n. Para esto consideramos la partición πn =

{xn0 , xn1 , ..., xnn} tal que a = xn0 < x
n
1 < ... < x

n
n = b y x

n
i − xni−1 =

b− a
n
.

Elegimos para cada i, 1 ≤ i ≤ n, ξni ∈ (xi−1, xi] y definimos la variable
aleatoria

Xn = ξni si x ∈ (xni−1, xni ].
Esta variable toma unicamente un número finito de valores: ξni , 1 ≤

i ≤ n. Además
pXn (ξ

n
i ) = FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢
.

Luego la esperanza de la cariable Xn viene dada por

E (Xn) =
nX
i=1

ξni pXn (ξ
n
i ) =

=
nX
i=1

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
= Sba (π

n, ξn, x, F ) ,

y se obtiene

ĺım
n→+∞E (Xn) = ĺım

n→+∞S
b
a (π

n, ξn, x, FX) =

Z b

a
xdFX .

Por lo tanto definimos la esperanza matemática de X por

E (X) =

Z b

a
xdFX .

Observación.

Siendo la función x continua y F monótona no decreciente, resulta queR b
a xdF existe siempre y por lo tanto también E (X) existe siempre.

Supongamos ahora queX es una variable aleatoria no acotada. El proble-
ma que ahora surge es que podŕıa no existir

R +∞
−∞ xdF. Sin embargo sabemos

109



que M =
R +∞
−∞ |x| dF siempre está bien definida, eventualmente con el valor

+∞.
Si M < +∞ definimos la esperanza de la variable X similarmente al

caso anterior por

E (X) =

Z ∞

−∞
xdF.

Si M = +∞ hay tres casos y el análisis es análogo al que realizamos
anteriormente

(a)
R∞
0 xdF = +∞ y

R 0
−∞ xdF = −∞.

(b)
R∞
0 xdF = +∞ y

R 0
−∞ xdF > −∞.

(c)
R∞
0 xdF < +∞ y

R 0
−∞ xdF = −∞.

En el caso (a) la esperanza matemática de X no está definida. En el caso
(b) se define E(X) = +∞ y en el (c) E(X) = −∞. Nuevamente la esperanza
puede estar no definida y para su definición se requiere que almenos una de
de las dos integrales

R∞
0 xdF o

R 0
−∞ xdF converga.

Con esta definićıon general de esperanza matemática, para el caso de una
variable discreta se tienen dos definiciones. Ahora probaremos que efectiva-
mente, la definición general es una extensión de la primera definición dada
para el caso discreto, es decir para variables aleatorias discretas ambas
definiciones coinciden.

Teorema. Supongamos que X es una variable aleatoria discreta y que
E (X) existe y es finita.

Entonces X
x∈RX

xpX (x) =

Z +∞

−∞
xdFX

Observación
Este resultado vale siempre, pero para fijar ideas vamos a probarlo para

el caso en el que a los fines RX ∩ [a, b] es finito para todo a y b. Este es el
caso de la mayoria de las variables aleatorias discretas que aparecen en la
práctica tomando únicamente valores enteros ; por ejemplo, Poison, Pascal,
etc.

Demostración

Teniendo en cuenta queX
x∈RX

xpX (x) = ĺım
a→−∞; b→+∞

X
x∈RX∩[a,b]

xpX (x) ,

y que Z +∞

−∞
xdFX = ĺım

a→−∞; b→+∞

Z b

a
xdFX ,

bastará probar que para todo a < bX
x∈RX∩[a,b]

xpX (x) =

Z b

a
xdFX . (7.2)
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Consideremos como antes πn = {xn0 , xn1 , ..., xnn} uan pratición del inter-
valo [a, b], en n intevalos iguales.Lego tenemos a = xn0 < x

n
1 < ... < x

n
n = b

tales xni − xni−1 = (b− a)/n .
Teniendo en cuenta que para todo n ∈ N, ||πn|| = (b−a)/n es claro que

ĺım
n→+∞ ||π

n|| = 0.

Por la hipótesis supuesta RX ∩ [a, b] es un conjunto finito, digamos
RX ∩ [a, b] = {z1, z2, ..., zk}.

LLamemos δ
δ = máx

2≤i≤k
{zi − zi−1}.

Va a ser fundamental para esta demostración la elección de los puntos
ξni en cada intervalo (x

n
i−1, x

n
i ]. Procedemos de la siguiente manera.

Si |πn|| < δ, en cada intervalo hay a lo sumo un elemento de RX ∩ [a, b] .
(i) Si

(RX ∩ [a, b]) ∩ (xni−1, xni ] 6= ∅
escogemos algún punto de la intersección como ξni . Como hemos visto, si
|πn|| < δ a lo sumo existe uno solo .

(ii) Si
(RX ∩ [a, b]) ∩ (xni−1, xni ] = ∅

escogemos a cualquier punto de (xi−1, xi] como ξni .

Sabemos que

ĺım
n→+∞S

b
a(π

n, ξni , x, F ) = ĺım
n→+∞

nX
i=1

ξni (FX(x
n
i )− FX(xni−1))

=

Z +b

a
xdF

Veamos cómo se vincula Sba(π
n, ξni , x, F ) con E(X). definida como una

serie. Consideremos dos subconjuntos de ı́ndices

A = {i : (RX ∩ [a, b]) ∩ (xni−1, xni ) 6= ∅}
y

Ac = {i : (RX ∩ [a, b]) ∩ (xni−1, xni ) = ∅}
Entonces podemos realizar la siguiente descomposición:

Sba(π
n, ξni , x, F ) =

nX
i=1

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
=

=
X
i∈A

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
+
X
i∈Ac

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
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Observemos que FX (x
n
i ) − FX

¡
xni−1

¢
= 0 si i ∈ Ac ya que el intervalo

(xi−1, xi] no contiente elementos de RX . LuegoX
i∈Ac

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
= 0

y se obtiene

Sba(π
n, ξni , x, FX) =

X
i∈A

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
Sea n0 tal que (b − a)/n0 < δ . Luego si n > n0, ||πn|| < δ, y de

acuerdo a lo anteriormente observado, en cada intervalo (xni−1, x
n
i ] hay un

solo zj que coincide con el correspondiente ξni . En tal caso se tiene que
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢
= pX (zj) . Por otro lado todo zj será igual al ξ

n
i para

algún i. Luego

Sba(π
n, ξni , x, F ) =

kX
j=1

zjpX (zj) =
X

x∈RX∩[a,b]
xpX (x)

y por lo tantoZ b

a
xdF = ĺım

n→∞S
b
a(π

n, ξni , x, F ) =
X

x∈RX∩[a,b]
xpX (x)

y esto prueba (7.2). Esto demuestra el Teorema 2

7.2.4. Esperanza matemática para una variable absolutamente
continua.

El siguiente Teorema prueba que en el caso de que X sea una variable
aleatoria absolutamente continua E(X) se puede calcular por una integral
de Riemann

Teorema. Supongamos que
R∞
−∞ |x|fX (x) dx <∞. Luego

E (X) =

Z ∞

−∞
xfX (x) dx.

Demostración. El teorema vale en general. Para facilitar la demostración
lo probaremos para el caso que fX es continua,
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Bastará ver que para todo intervalo [a, b] , a < b vale queZ b

a
xfX (x) dx =

Z b

a
xdFX , (7.3)

ya que en tal caso el resultado se obtiene pasando al ĺımite.
Consideremos para cada n una partición de puntos equidistantes del

intervalo intervalo [a, b]

πn = {xn0 , xn1 , ..., xnn}

tal que a = xn0 < x
n
1 < ... < x

n
n = b satisfaciendo xni − xni−1 =

b− a
n
.

Sabemos que F 0X (x) = fX (x) . Por el Teorema del Valor Medio, para
todo i, 1 ≤ i ≤ n, existe ξni ∈ (xni , xni−1] tal que

FX (x
n
i )− FX

¡
xni−1

¢
= fX (ξ

n
i )
¡
xni − xni−1

¢
. (7.4)

Eligiremos estos puntos ξni , 1 ≤ i ≤ n,para formar las sumas de Riemann-
Stiljes. Luego

Sba (π
n, ξn, x, FX) =

nX
i=1

ξni
¡
FX (x

n
i )− FX

¡
xni−1

¢¢
, (7.5)

y se tendrá que

ĺım
n→∞S

b
a (π

n, ξn, x, FX) =

Z b

a
xdFX . (7.6)

Usando (7.5) y (7.4) obtenemos que Sba (π
n, ξn, x, FX) es también una

suma de Riemann correspondiente a la función xfX . En efecto

Sba (π
n, ξn, x, FX) =

nX
i=1

ξni fX (ξ
n
i )
¡
xni − xni−1

¢
= Sba (π

n, ξn, xfX(x), x) .

Luego

ĺım
n→∞S

b
a (π

n, ξn, x, FX) =

Z b

a
xfX (x) dx. (7.7)

De (7.6) y (7.7 se obtiene (7.3).
Algunas propiedades de la esperanza matemática
P1. Sea X una variable aleatoria tal que PX({a}) = 1. Entonces

E (X) = a.

Esto es inmediato teniendo en cuenta X es una variable discreta con
RX = {a} y pX(a) = 1. Luego

E (X) =
X
x∈RX

xpX (x) = a.
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P2. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y A ∈ A.
Definimos la variable aleatoria

X (ω) = IA (ω) =

½
1 si ω ∈ A
0 si ω /∈ A.

En este caso RX = {0, 1}, pX (1) = P (A) , y pX (0) = 1 − P (A) .
Entonces

E (X) = 0 (1− P (A)) + 1P (A) = P (A) .

7.3. Integración por partes

El siguiente teorema permite la integración por partes de una integral
de Riemann-Stieljes.

Teorema. Sean g y F funciones definidas sobre [a, b] tales que
R b
a gdF

existe. Supongamos que g sea continua en a. Entonces

Z b

a
gdF = g (x)F (x) |ba −

Z b

a
Fdg.

Demostración.

Consideremos para cada n, una partición de puntos equidistantes del
intervalo [a, b]

πn = {xn0 , xn1 , ..., xnn}

tal que a = xn0 < x
n
1 < ... < x

n
n = b donde para todo i, x

n
i − xni−1 =

b− a
n

.

Elegimos en cada subintervalo ξni ∈ xni−1, xni ] como el extremo derecho
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ξni = x
n
i . Entonces

Sba(π
n, ξn, g, F ) =

nX
i=1

g (xni )
¡
F (xni )− F

¡
xni−1

¢¢
=

=
nX
i=1

g (xni )F (x
n
i )−

nX
i=1

g (xni )F
¡
xni−1

¢
=

=
n−1X
i=1

g (xni )F (x
n
i ) + g (b)F (b)−

nX
i=2

g (xni )F
¡
xni−1

¢− g (x1)F (a)
=

nX
i=2

g
¡
xni−1

¢
F
¡
xni−1

¢
+ g (b)F (b)−

nX
i=2

g (xni )F
¡
xni−1

¢− g (x1)F (a)
= −

nX
i=2

F
¡
xni−1

¢
(g (xni )− g

¡
xni−1

¢
) + g (b)F (b)− g (x1)F (a)

= −
nX
i=2

F
¡
xni−1

¢
(g (xni )− g

¡
xni−1

¢
)− F (a)(g(x1)− g(a))

+ g(b)F (b)− g(a)F (a)

= g(x)F (x)|ba −
nX
i=1

F
¡
xni−1

¢
(g (xni )− g

¡
xni−1

¢
)

Como

ĺım
n→∞

nX
i=1

F
¡
xni−1

¢
(g (xni )− g

¡
xni−1

¢
) = −

Z b

a
Fdg

resulta la tesis del Teorema 2
P3. Dada una función F monótona se tieneZ b

a
dF = F (b)− F (a) .

Aplicando integración partes s con g = 1 y dado que dg = 0, obtenemosZ b

a
dF = 1F (x) |ba −

Z b

a
Fdg = FX (x) |ba = F (b)− F (a) .

Lema. Supongamos que
R |x|dFX <∞. Entonces vale

(i)

ĺım
x→+∞x (1− FX (x)) = 0, (7.8)

y
(ii)

ĺım
x→−∞xFX (x) = 0. (7.9)
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Demostración.

Teniendo en cuenta que
R∞
−∞ |x|dFX es finita entonces “las colas” tienden

a cero, es decir

ĺım
b→+∞

Z +∞

b
xdFX = 0, (7.10)

y

ĺım
a→−∞

Z a

−∞
xdFX = 0. (7.11)

Usando P3 obtenemosZ +∞

b
dFX = ĺım

d→∞

Z d

b
dFX = ĺım

d→∞
FX(d)− FX(b) = 1− FX(b),

y entonces resulta

Z +∞

b
xdFX ≤ b

Z +∞

b
dFX = b (1− FX (b)) ≥ 0 .

Luego

0 = ĺım
b→∞

Z +∞

b
xdFX ≤ ĺım

b→∞
b (1− FX (b)) ≥ 0.

Luego se deduce (7.10).

(ii) se prueba de manera análoga y se deja como ejercicio. 2

Ahora estamos en condiciones de dar una expresión de la esperanza como
sumas de integrales de Riemann.

Teorema. Supongamos que
R∞
−∞ |x|dFX <∞. Entonces

E (X) =

Z +∞

0
(1− FX (x)) dx−

Z 0

−∞
FX (x) dx. (7.12)

Demostración.

Sabemos que

E (X) =

Z +∞

0
xdFX +

Z 0

−∞
xdFX .

Estudiaremos cada integral por separado. Integrando por partes tenemos
que
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Z b

0
xdFX = xFX (x)|b0 −

Z b

0
FX (x) dx =

= bFX (b)−
Z b

0
FX (x) dx =

= bFX (b) + b− b−
Z b

0
FX (x) dx =

= −b (1− FX (b)) + b−
Z b

0
FX (x) dx =

= −b (1− FX (b)) +
Z b

0
dx−

Z b

0
FX (x) dx =

= −b (1− FX (b)) +
Z b

0
(1− FX (x)) dx.

Luego pasando al ĺımite y teniendo en cuenta el resultado (7.8) se obtieneZ +∞

0
xdFX =

Z +∞

0
(1− FX (x)) dx.

Análogamente se pruebaZ 0

−∞
xdFX = −

Z +∞

0
FX (x) dx.

De esta dos últimas igualdades se obtiene el Teorema. 2

P4. Sean X e Y dos variables aleatorias tal que P (X ≤ Y ) = 1, y tal
que sus esperanzas E (X) , E (Y ) existen.

Entonces

E (X) ≤ E (Y ) .
Demostración.
Consideremos el evento U = {ω : X (ω) ≤ Y (ω)}. Claramente P (U) = 1

y P (U c) = 0
Podemos escribir

{X ≤ x} = ({X ≤ x} ∩ U) ∪ ({X ≤ x} ∩ U c) .

Si ω ∈ {Y ≤ x} ∩ U entonces X (ω) ≤ Y (ω) ≤ x de manera que

{Y ≤ x} ∩ U ⊂ {X ≤ x} ∩ U.

Entonces resulta

({Y ≤ x} ∩ U) ∪ ({X ≤ x} ∩ U c) ⊂ {X ≤ x}.
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Tomando probabilidades y teniendo en cuenta que P ({Y ≤ x} ∩ U) =
P ({Y ≤ x}) y P ({X ≤ x} ∩ U c) = 0 se obtiene que

P ({Y ≤ x}) ≤ P ({X ≤ x}) ,
o bien

FY (x) ≤ FX (x) . (7.13)

Luego
1− FX (x) ≤ 1− FY (x) . (7.14)

Teniendo en cuenta (7.12) resulta

E (X) =

Z +∞

0
(1− FX (x)) dx−

Z 0

−∞
FX (x) dx,

E (Y ) =

Z +∞

0
(1− FY (x)) dx−

Z 0

−∞
FY (x) dx.

y de (7.13) y (7.14) se obtiene el resultado 2
P5. Supongamos que P (X = 0) = 1. Por la propiedad P1 es claro que

E (X) = 0.
Ahora bien, del hecho de que E (X) = 0 no se deduce que P (X = 0) = 1.

¿Que condición podemos agregar para que se cumpla? La propieddad P5
responde a esta pregunta.

P6. E (X) = 0 y P (X ≥ 0) = 1 implica que P (X = 0) = 1.
Demostración
Supongamos que esta propiedad no n es cierta, luego tendrámos una

variable aleatoria X tal que E (X) = 0, P (X ≥ 0) = 1 y P (X = 0) <
1.Luego teniendo en cuenta que P (X ≥ 0) = 1 obtenemos que P (X > 0) =
P (X ≥ 0)− P (X = 0) = 1− P (X > 0) = a > 0.

Ahora consideremos los eventos An =
©
X ≥ 1

n

ª
. La sucesión d {An} es

monótona creciente, An ⊂ An+1 y
{X > 0} =

[
n∈N

An,

de manera que
ĺım
n→∞P (An) = P ({X > 0}) = a > 0.

Por lo tanto existe un número natural n0 tal que P (An0) > a/2 y
entonces

E (X) =

Z +∞

−∞
xdFX =

Z +∞

0
xdFX =

Z 1
n0

0
xdFX +

Z +∞

1
n0

xdFX ≥

≥
Z +∞

1
n0

xdFX ≥ 1

n0

Z +∞

1
n0

dFX =
1

n0

µ
1− FX

µ
1

n0

¶¶
=

=
1

n0
P

µ
X >

1

n0

¶
=
1

n0

a

2
> 0.
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lo cual es un absurdo ya que contradice la hipótesis. 2

Observación.

La igualdad
R +∞
−∞ xdFX =

R +∞
0 xdFX se justifica teniendo en cuenta

que P (X ≥ 0) = 1.

7.4. Esperanza de transformadas de variables aleato-

rias

7.4.1. Caso discreto

SeaX una variable aleatoria discreta,RX su rango y pX su densidad. Sabemos
que

E (X) =
X
x∈RX

xpX (x) .

El siguiente Teorema generaliza esta fórmula

Teorema. consideremos X un vector aleatorio discreto de dimensión k
y sea g : Rk → R una función medible . Definamos Y = g (X) . Entonces

E (Y ) =
X
x∈RX

g (x) pX (x) .

Demostración.
Sea y ∈ g (RX) = RY y definamos

Ay = {x ∈ RX : g (x) = y} = g−1 ({y}) .

Es fácil ver que la familia de subconjuntos {Ay}y∈RY es una partición
de RX, es decir RX =

S
y∈RY Ay y si y 6= y0 entonces Ay ∩Ay0 = ∅.

Teniendo en cuenta que

pY (y) = PX (Ay) =
X
x∈Ay

pX (x) ,

y que para todo x ∈Ay se tiene g(x) =y, obtenemos

E (Y ) =
X
y∈RY

ypY (y) =
X
y∈RY

y
X
x∈Ay

pX (x) =

=
X
y∈RY

X
x∈Ay

g (x) pX (x) =
X
x∈RX

g (x) pX (x)

ypor lo tanto queda demostrado el Teorema. 2
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7.4.2. Caso continuo

Ahora pasamos al caso absolutamente continuo. Sea X una variable
aleatoria absolutamente continua y fX su función de densidad. Sabemos
que

E (X) =

Z +∞

−∞
xfX (x) dx.

El siguiente Teorema es el análogo al Teorema anterior cuando X es un
vector absolutamente continuo

Teorema. Sea X un vector aleatorio absolutamente continuo de dimen-
sión k, con densidad fX. Sea g : Rk → R una función medible que toma a
lo sumo un numerable de valores y definamos Y = g (X) . Luego

E (Y ) =

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
g (x) fX (x) dx1...dxk. (7.15)

Demostración.

Como en el teorema anterior consideramos la partición

Ay = {x ∈ RX : g (x) = y} = g−1 ({y}) .

En este caso Rk =
S
y∈RY Ay y si y 6= y0 entonces Ay ∩Ay0 = ∅. Además

pY (y) = PX(g
−1 ({y}) = PX (Ay) . Entonces usando que para x ∈Ay se

tiene g(x) =y y que

X
y∈RY

IAy(x) = 1
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obtenemos

E (Y ) =
X
y∈RY

ypY (y)

=
X
y∈RY

yPX (Ay)

=
X
y∈RY

y

Z
· · ·
Z
Ay

fX (x) dx1...dxk

=
X
y∈RY

Z
· · ·
Z
Ay

yfX (x) dx1...dxk

=
X
y∈RY

Z
· · ·
Z
Ay

g (x) fX (x) dx1...dxk

=
X
y∈RY

Z
· · ·
Z
Rk
g (x) fX (x) IAydx1...dxk

=

Z
· · ·
Z
Rk
g (x) fX (x)

X
y∈RY

IAy(x)

 dx1...dxk =
=

Z
· · ·
Z
Rk
g (x) fX (x) dx1...dxk 2

P7. Sea X una variable aleatoria. Entonces para todo números reales
c y λ

(i) E (X + c) = E (X) + c.

(ii) E (λX) = λE (X) .

Demostración.

(i) Sea Y = X + c. Sabemos que FY (x) = FX (x− c) . Entonces inte-
grando por partes, haciendo el cambio de variable x = y − c y sumando y
restando FX (x)x|b−ca−c se obtiene

Z b

a
ydFY = yFY (y) |ba −

Z b

a
FY (y) dy

= yFX (y − c) |ba −
Z b

a
FX (y − c) dy =

= bFX (b− c)− aFX (a− c)−
Z b−c

a−c
FX (x) dx+ FX (x)x|b−ca−c − FX (x)x|b−ca−c.
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Luego, integrando por partes resulta

−
Z b−c

a−c
FX (x) dx = xFX (x) |b−ca−c −

Z b−c

a−c
xdFX =

= − (b− c)FX (b− c) + (a− c)FX (a− c) +
Z b−c

a−c
xdFX

= −FX (x)x|b−ca−c +
Z b−c

a−c
xdFX .

Reemplazando y cancelando algunos términos obtenemosZ b

a
ydFY = bFX (b− c)− aFX (a− c)− FX (x)x|b−ca−c +

Z b−c

a−c
xdFX + FX (x)x|b−ca−c − FX (x)x|b−a−

= bFX (b− c)− aFX (a− c) +
Z b−c

a−c
xdFX − (b− c)FX (b− c) + (a− c)FX (a− c)

=

Z b−c

a−c
xdFX + cFX (b− c)− cFX (a− c) .

Finalmente pasando al ĺımite se obtiene el resultado

E (Y ) = ĺım
a→−∞, b→+∞

Z b

a
ydFY = ĺım

a→−∞, b→+∞

·Z b−c

a−c
xdFX + cFX (b− c)− cFX (a− c)

¸
=

= E (X) + c. 2

La prueba de (ii) se deja como ejercicio.

Recordemos el concepto de convergencia uniforme
Definición. Sea (fn)n≥1 una sucesión de funciones definidas sobre [a, b] .

Se dice que la sucesión de funciones (fn)n≥1 converge uniformemente a la
función f sobre [a, b] si i para cada ε > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0
entonces para todo x ∈ [a, b]

|fn (x)− f (x) | < ε.

Observación.
La diferencia con la convergencia puntual es que el n0 en este caso sirve

para todo x, es decir sólo depende de ε.
La convergencia uniforme implica la puntual pero no al revés. En partic-

ular nos interesa la convergencia uniforme de variables aleatorias. Hacemos
notar que el ĺımite puntual de funciones medibles y en consecuencia el uni-
forme es una función medible.

Notación: En el caso de que la convergencia sea uniforme escribiremos
Xn ⇒ X.
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Teorema. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias que con-
vergen uniformemente a una variable aleatoria X. Supongamos que E (X)
existe. Entonces

ĺım
n→+∞E (Xn) = E (X) .

Observación
La existencia de E (X) implica la existencia de E (Xn) para todo n a

partir de un valor n0.
Demostración.
Teniendo en cuenta la convergencia uniforme dado ε > 0 existe n0 ∈ N

tal que si n ≥ n0 entonces
sup |Xn −X| < ε.

Esto significa si n ≥ n0 entonces
|Xn −X| < ε,

o bien
X − ε < Xn < X + ε.

Por la monotonia de la espereanza y P7 se obtiene que si n ≥ n0 entonces
E (X)− ε ≤ E (Xn) ≤ E (X) + ε.

Por lo tanto ĺımE(Xn) = E(X). 2
Teorema. Sea X =(X1,X2, ...,Xk) un vector aleatorio absolutamente

continuo con función de densidad fX y g : Rk → R una función medible
arbitraria. Si definimos la variable aleatoria Y = g (X) entonces

E (Y ) =

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
g (x) fX (x) dx.

Observación.
La misma afirmación la probamos anteriormente para una función med-

ible que asume un número a lo sumo numerable de valores. También hay
que observar que la variable aleatoria Y no tiene por qué ser absolutamente
continua, pues g podŕıa ser constante y en tal caso Y discreta.

La estrategia de la siguiente demostración es la siguiente y se usa a
menudo: Se aproxima uniformemente la variable por una sucesión de vari-
ables cuya esperanzas satisfacen la propiedad en cuestión. Luego se pasa al
ĺımite haciendo uso del resultado que asegura que si Xn converge uniforme-
mente a X entonces E(Xn) converge a E(X)

Demostración.
Sea gn la función definida de la siguiente manera. Dado x, existe algún

erntero i tal que
i

n
< g (x) ≤ i+ 1

n
.
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Luego definimos

gn (x) =
i+ 1

n

Teniendo en cuenta que g−1n
¡
i+1
n

¢
= g−1

¡
( in ,

i+1
n ]
¢
se ve que para cada

n, gn es una función medible Borel. Definimos la variable aleatoria Yn =
gn (X) . Teniendo en cuenta que

|gn (x)− g (x) | < 1

n
,

se obtiene que Yn ⇒ Y.
Como ya hemos demostrado este teorema para funciones g que toman

un numerable de valores, se tendrá

E (Yn) =

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
gn (x) fX (x) dx.

Como, por el teorema anterior ĺımn→∞E(Yn) = E(Y ), bastará probar

ĺım
n→+∞

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
gn (x) fX (x) dx =

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
g (x) fX (x) dx.

(7.16)

Luego obtenemos¯̄̄̄Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
gn (x) fX (x) dx−

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
g (x) fX (x) dx

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
(gn (x)− g (x)) fX (x) dx

¯̄̄̄
≤
Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
|(gn (x)− g (x))| fX (x) dx

≤ 1

n

Z +∞

−∞
...

Z +∞

−∞
fX (x) dx| {z }

=1

=
1

n
,

y por lo tanto se cumple (7.16) 2.
Ahora vamos a probar la linealidad de la esperanza.
Teorema. Supongamos queX e Y son variables aleatorias con esperanza

finita. Entonces para todo escalar α y β vale que

E (αX + βY ) = αE (X) + βE (Y ) .

Observación.
Para su demostración utilizaremos la misma estrategia comentada ante-

riormente.
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Demostración.

Sean X e Y variables aleatorias discretas con esperanza finita. Definimos
Z = αX + βY y g : R2 → R

g (x, y) = αx+ βy.

Entonces si X =(X,Y ) se tiene que Z = g (X) . Sabemos que para el
caso discreto vale

E (Z) =
X

(x,y)∈R(X,Y )
g (x, y) p(X,Y ) (x, y) =

X
(x,y)∈R(X,Y )

(αx+ βy) p(X,Y ) (x, y) =

= α
X

(x,y)∈R(X,Y )
xp(X,Y ) (x, y) + β

X
(x,y)∈R(X,Y )

yp(X,Y ) (x, y) .

Si probamos que X
(x,y)∈R(X,Y )

xp(X,Y ) (x, y) = E (X) ,

y X
(x,y)∈RX

yp(X,Y ) (x, y) = E (Y ) .

se obtiene la linealidad para el caso discreto.

Bastará probar la primera de estas dos ecuaciones. Consideremos la
proyección a la primer eje, g1 : R2 → R donde g1 (x, y) = x. Observando
que X = g1 (X), tenemos

E (X) = E (g1 (X)) =
X

(x,y)∈R(X,Y )
g1 (x, y) p(X,Y ) (x, y)

=
X

(x,y)∈R(X,Y )
xp(X,Y ) (x, y) .

que es el resultado buscado.

Ahora bien, si X e Y son variables aleatorias arbitrarias, entonces pode-
mos definir dos sucesiones de variables aleatorias (Xn)n≥1 e (Yn)n≥1 tal que
Xn ⇒ X, y Yn ⇒ Y

Más precisamente si X (ω) ∈ ( in ; i+1n ] definimos Xn (ω) =
i+ 1

n
. Es fácil

ver que

|Xn (ω)−X (ω) | < 1

n
.

Análogamente definimos Yn. Ambas convergencias son uniformes, de
manera que (αXn + βYn)n≥1 converge uniformemente a la variable aleatoria
αX + βY = Z.
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Para el caso discreto vimos la linealidad, es decir

E (αXn + βYn) = αE (Xn) + βE (Yn) .

Entonces teniendo en cuenta esa propiedad y del resultado que asegura
que si Xn converge uniformemente a X entonces E(Xn) converge a E(X)
se obtiene

ĺım
n→∞E (αXn + βYn) = E (αX + βY ) .

Como además

ĺım
n→∞E (αXn + βYn) = ĺım

n→∞ (αE (αXn) + βE (Yn))

= α ĺım
n→∞E (Xn) + βE (Yn)

= αE (X) + βE (Y ) ,

se prueba la tesis 2.

7.5. Esperanza del producto de variables aleato-
rias independientes

Otro problema interesante es estudiar la esperanza de un producto de
variables aleatorias. Si las varaibles aleatoriaX e Y tienen esperanzas finitas
y definimos la variable aleatoria Z = XY entonces no preguntamos ¿cuando
vale que E (Z) = E (XY ) = E (X)E (Y )? Una condición suficiente es la
independencia de las variables X e Y.

Teorema. Sean X e Y variableas aleatorias independientes con esper-
anza finita. Si Z = XY entonces

E (Z) = E (XY ) = E (X)E (Y ) .

Observación

La estrategia para su demostración vuelve a ser la misma que antes.

Demostración

En principio lo probaremos para el caso discreto. Luego aproximaremos
uniformemente y finalmente pasaremos al ĺımite.

Sean X e Y variables aleatorias discretas independientes con esperanza
finita y definamos g : R2 → R

g (x, y) = xy.
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Entonces Z = g (X) . Sabemos que

E (Z) =
X

(x,y)∈R(X,Y )
g (x, y) p(X,Y ) (x, y)

=
X

(x,y)∈RX×RY
xyp(X,Y ) (x, y)

=
X

(x,y)∈RX×RY
(xpX (x)) (ypY (y))

=
X
x∈RX

xpX (x)
X
y∈RY

ypY (y)

= E (X)E (Y ) .

Observemos que R(X,Y ) ⊂ RX×RY pero para (x, y) ∈ RX×RY −R(X,Y )
se tiene p(X,Y )(x, y) = 0, lo que justifica la segunda igualdad. La tercera
se justifica por el hecho que dado que X e Y son independientes se tiene
p(X,Y )(x, y) = pX(x)pY (y) .

Ahora vamos a dar la prueba para una variables aleatorias cualquiera.
Dada una función medible g : Rk → R existe una sucesión de funciones med-
ibles {gn}n≥1 que asumen un número de valores a lo sumo infinito numerable
tal que |gn − g| < 1

n .
Utilizaremos esto con la función identidad. Es decir, existe una sucesión

de funciones medibles {gn}n≥1 cada una con un sólo valor in tal que |gn (x)−
x| < 1

n
.

Sean X e Y independientes y consideremos las sucesiones de variables
aleatorias discretas gn (X) = Xn.e Yn = gn (Y ) . Dado que gn es medible y
X e Y son independientes, se tiene que Xn e Yn son independientes.

Luego, por el caso anterior

E (XnYn) = E (Xn)E (Yn) .

Ahora teniendo en cuenta que Xn ⇒ X, Yn ⇒ Y

ĺım
n→∞E (XnYn) = ĺım

n→∞E (Xn) ĺımn→∞E (Yn) = E (X)E (Y ) .

Luego basta probar que ĺımn→∞E (XnYn) = E (XY ). Para ver esto
observemos que

|E (XnYn)−E (XY ) | = |E (XnYn −XY ) |
≤ E |XnYn −XY |
= E |XnYn −XnY +XnY −XY |
= E |Xn (Yn − Y ) + Y (Xn −X)|
≤ E (|Xn (Yn − Y )|+ |Y (Xn −X)|)
≤ E (|Xn| |Yn − Y |) +E (|Y | |Xn −X|) .

127



Por la convergencia uniforme existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces
|Yn − Y | ≤ ε

2(E (|X|) + 1) , |Xn −X| ≤
ε

2E (|Y |) y además que E (|Xn|) ≤
E (|X|) + 1.

Luego

|E (XnYn)−E (XY ) | ≤ E (|Xn| |Yn − Y |) +E (|Y | |Xn −X|) ≤
≤ máx |Yn − Y |E (|Xn|) + máx |Xn − Y |E (|Y |) ≤
≤ ε

2(E (|X|) + 1) (E (|X|) + 1) +
ε

2E (|Y |) (E (|Y |)) = ε,

y se obtiene el resultado buscado 2.

Damos a continuación un ejemplo que muestra que la rećıproca es falsa,
es decir de la propiedad E (XY ) = E (X)E (Y ) no se deduce la indepen-
dencia de las variables.

Consideremos un vector (X,Y ) discreto tal que R(X,Y ) =
{(−1, 0); (1, 0); (0,−1) ; (0, 1)} y tal que p(x, y) = 1/4 para cada (x, y) ∈
R(X,Y ). Sea g (x, y) = xy y Z = XY = g(X,Y )

Como para todo (x, y) ∈ R(X,Y ), se tiene xy = 0,resulta P (XY ≡ 0) =
1. Luego E (XY ) = 0. Tambien se ve que RX = {−1, 0, 1} y pX(−1) = 1/4,
pX(0) = 1/2 y pX(1) = 1/4. por lo tanto que E (X) = −1(1/4) + 0(1/2) +
1(1/4) = 0. De manera que se cunmple E (XY ) = E (X)E (Y ) = 0. Pero
X e Y no son independientes pues pX (1) =

1
4 = pY (1) y dado que (1, 1) /∈

R(X,Y ) se tiene p(X,Y )(1, 1) = 0.

Sin embargo si X, Y fueran independientes debiera cumplirse

p(X,Y ) (1, 1) = pX(1/4)pY (1/4) =
1

4

1

4
=
1

16
.

de donde resulta una contradicción. Por lo tanto X e Y no son independi-
entes..

7.6. Esperanza de distribuciones sinétricas

El concepto de esperanza matemática esta ligado con el valor central de
la distribución Ciertas variables llamadas simétricas tienen un centro natural
. Por ejemplo aquellas que tienen densidad simétrica respecto a un punto.

Definición. Dada una variable aleatoria X cualquiera, se dice que tiene
distribución simétrica respecto de µ si

PX((−∞, µ− x]) = PX([µ+ x,∞)). (7.17)
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Proposición. X tiene distribución simétrica respecto de µ si y solo si
Y = X − µ tiene distribución simétrica respecto de 0.

Demostracion. Se tiene

PX((−∞, µ− x]) = P (X ≤ µ− x)
= P (Y ≤ −x)
= PY ((−∞,−x]),

y

PX([µ+ x,∞)) = P (X ≥ µ+ x)
= P (Y ≥ x)
= PY ([x,∞)).

Luego PX((−∞, µ−x]) = PX([µ+x,∞)) es equivalente a PY ((−∞,−x]) =
PY ([x,∞)) y por lo tanto la proposición es cierta 2.

Proposición (i) Si X es absolurtamente continua, entonces X tiene
distribución simetrica respecto de µ si y solo si

fX (µ− x) = fX (µ+ x) . (7.18)

(ii) Si X es discreta, entonces X tiene distribución simetrica respecto
de µ si y solo si

pX (µ− x) = pX (µ+ x) .
Demostración. Solo probaremos (i) Para facilitar la demstración aunque

no es necesario, supondremos que fX es continua y por lo tanto

F 0X(x) = fX(x). (7.19)

Sea X absolutamente continua simétrica respecto de µ satisfaciendo
(7.19). En este caso (7.17) es equivalente a

FX(µ− x) = 1− FX(µ+ x),

y derivando se obtiene

−fX(µ− x) = −fX(µ+ x),

y por lo tanto

fX(µ− x) = fX(µ+ x).
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Supongamos ahora que X satisface (7.18), entonces

PX((−∞, µ− x]) =
Z µ−x

−∞
fX(z)dz

=

Z µ−x

−∞
fX(µ− (µ− z))dz

=

Z µ−x

−∞
fX(µ+ (µ− z))dz (7.20)

=

Z µ−x

−∞
fX(2µ− z)dz.

Haciendo la transformación w = 2µ− z se obtieneZ µ−x

−∞
fX(2µ− z)dz = −

Z µ+x

∞
fX(w)dw

=

Z ∞

µ+x
fX(w)dw

= PX([µ+ x,∞)). (7.21)

De (7.20) y (7.21) resulta (7.17), y por lo tanto X es simétrica respecto
de µ 2.

Teorema. Si X es simétrica respecto de µ y E(X) existe y es finita,
resulta E(X) = µ Demosración. Lo demostraremos unicamente en el caso
de que X sea absolutamente. Supongamos primero que µ = 0, y por lo tanto
por (7.18) fX(−x) = fX(x). Luego

E (X) =

Z +∞

−∞
xfX (x) dx =

Z 0

−∞
xfX (x) dx+

Z +∞

0
xfX (x) dx, (7.22)

y haciendo el cambio de variable y = −x, dy = −dx,resultaZ 0

−∞
xfX (x) dx =

Z 0

∞
yfX (y) dy

= −
Z ∞

−0
yfX (y) dy

= −
Z ∞

−0
xfX (x) dx. (7.23)

Luego de (7.22) y (7.23) resulta E(X) = 0. Tomemos ahora X simétrica
respecto de µ. Por el resultado anterior Y = X − µ es simétrica respecto de
0. Luego E(Y ) = 0 = E(X)− µ, Luego E(X) = µ 2.

La esperanza de una variable aleatoria es una caracteŕıca de su distribu-
ción que describe un valor central. Sin emargo, variables aleatorias con
distribuciones muy distintas pueden tener la misma esperanza. Por ejemplo
puden diferir en como su dispersan los valores que toma la variable alrededor
de la esperanza: pueden estar más o menos dispersos. Esto nos lleva a definir
otras caracteŕısticas, en particular caracteŕısticas de dispersión.
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7.7. Mediana de una variable aleatoria.

Dijimos que la esperanza describe un valor central de una variable aleato-
ria. En particular, si la variable aleatoria X es simétrica y tiene esperan-
za finita, entonces esta coincide con su centro de simetŕıa. Una desventaja
de la esperanza es que es muy inestable; es decir es muy sensible a las
pequeñas perturbaciones; pequeños errores en las observaciones se ven refle-
jados dramáticamente en los valores de la esperanza.

Otra desventaja se refiere al hecho de su posible no existencia. Puede
ocurrir incluso que la distribución sea simétrica y su esperanza no exista.
Un ejemplo de ello es la distribución de Cauchy cuya función de densidad es

fX (x) =
1

π

1

1 + x2
.

El gráfico de esta densidad es parecido a la de la densidad normal aunque
las colas tienden a 0 más lentamente. Es una función par y por lo tanto
simétrica respecto del eje y. Esta distribución no tiene esperanza puesto que
un cálculo sencillo prueba que

1

π

Z +∞

0
x

1

1 + x2
dx = − 1

π

Z 0

−∞
x

1

1 + x2
dx = +∞.

Por lo tanto la simetŕıa no garantiza la existencia de la esperanza. En
este sentido no es una buena medida de centralidad.

Otra medida de centralidad es la mediana. Si existe un valor que deja la
misma probabilidad a su derecha que a la izquierda, ese valor es la mediana.
Esto se podrá lograr siempre en el caso de una variable aleatoria continua.
Si X es simétrica y existe la esperanza entonces la mediana coincide con
la esperanza y ambas con el centro de simetŕıa. Una definición general de
mediana es la siguiente

Definición. Se dice que m es una mediana de la variable aleatoria X si
se cumple que

(i)

P (X ≥ m) ≥ 1
2

y

(ii)

P (X ≤ m) ≥ 1
2
.

Veremos que siempre existe, y que si no es única, el conjunto de las
medianas es conexo, es decir es un intervalo en R.

Para mostrar esto necesitaremos recurrir a la función

F−1X (y) = inf Ay,
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donde Ay = {x : FX (x) ≥ y}. Hemos visto que el ı́nfimo es en verdad un
mı́nimo, de manera que FX

¡
F−1X (y)

¢ ≥ y es decir
P
¡
X ≤ F−1X (y)

¢ ≥ y. (7.24)

Probaremos ahora una propiedad adicional
Lema

P
¡
X ≥ F−1X (y)

¢ ≥ 1− y. (7.25)

Demostración. Sea x < F−1X (y) , entonces, dado que F−1X (y) es el mı́nimo
de Ay se tiene que FX (x) < y

Luego si ponemos x = F−1X (y)− 1
n
< F−1X (y) obtenemos

FX

µ
F−1X (y)− 1

n

¶
< y,

es decir

P

µ
X ≤ F−1X (y)− 1

n

¶
< y.

La sucesión de eventos

An = {X ≤ F−1X (y)− 1
n
}

es monótona no decreciente y además

∞[
n=1

An = {X < F−1X (y)}.

Luego pasando al ĺımite se tiene

ĺım
n→∞P

µ
X ≤ F−1X (y)− 1

n

¶
≤ y,

y además

ĺım
n→∞P

µ
X ≤ F−1X (y)− 1

n

¶
= P

¡{X < F−1X (y)}¢ .
Por lo tanto

P
¡{X < F−1X (y)}¢ ≤ y,

o equivalentemente

P
¡{X ≥ F−1X (y)}¢ ≥ 1− y.

2.
Teorema. Sea X una variable aleatoria y FX su distribución. Entonces
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(i)

F−1X

µ
1

2

¶
es una mediana.

(ii) Si m es mediana de X entonces

F−1X

µ
1

2

¶
≤ m.

(iii) Si m1 y m2 son medianas de X entonces para todo m ∈ (m1,m2),
m es mediana de X.

Demostración
(i) Se deduce de (7.24) y (7.25 tomando y = 1/2
(ii) Si m es otra mediana, entonces como P (X ≤ m) ≥ 1/2, resulta que

m ∈ A1/2 . Como F−1 (1/2) = inf A1/2 resulta F−1
¡
1
2

¢
> m

(iii) Se deja como ejercicio.2
También se propone como ejercicio dar ejemplos de distribuciones en los

que el intervalo de las medianas sea cerrado a derecha y ejemplos en los que
sea abierto a derecha.

En el caso de que se trate de un intervalo podemos definir la mediana
cental como el punto medio del intervalo. Es decir si el conjunto de medianas

es el intervalo [a, b) o el [a, b]; la mediana central es mc(X) =
a+ b

2
.

7.8. Varianza de una variable aleatoria.

No sólo nos interesan definir medidas de centralidad como la media y la
mediana, sino también cuan dispersos están los valores que toma la variable
alrededor de un valor central.

Tampoco existe una única manera de medir dicha ”dispersión”. Consid-
eremos una variable aleatoria X. Podŕıamos considera la distancia entre los
valores que toma X y su esperanza, es decir |X −E (X)| y como esuna vari-
able aleatoria calcular su esperanza E (|X −E (X)|) . Sin embargo, dado
que la función valor absoluto no es derivable en el oŕıgen, sera conveniente
reemplazarla por la función cuadrática.

Definición. Definimos la varianza de la variable aleatoria X

Var (X) = E
¡
(X −E (X))2¢ .

La desviación t́ıpica de una variable aleatoria X se definida como la ráız
cuadrada de la varianza

ds (X) =
p
Var (X).

Observación.
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Es Inmediato observar que Var(X) ≥ 0 pues se trata de la esperanza de
una variable aleatoria no negativa. También es claro que siempre existe si
admitimos como medida el valor +∞.

La varianza tiene las siguientes propiedades
P1 Var(X) = E

¡
X2
¢−E2 (X) .

Luego para el caso discreto resulta

Var (X) =
X
x∈RX

x2pX (x)−
X
x∈RX

xpX (x) ,

y para el continuo

Var (X) =

Z ∞

−∞
x2fX(x)dx−

Z ∞

−∞
xfX(x)dx.

Demostración.
Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza, se obtiene que:

Var (X) = E
¡
(X −E (X))2¢

= E
¡
X2 − 2E (X)X +E2 (X)¢

= E
¡
X2
¢− 2E (X)E (X) +E2 (X)

= E
¡
X2
¢−E2 (X) .

Dese luego consideramos dichas expresiones solo en caso de que estén
bien definidas.2

P2. Var(X) = 0 es equivalente a P (X = E (X)) = 1.
Demostración. Supongamos Var(X) = E

¡
(X −E (X))2¢ = 0. Como

(X −E (X))2 es no negativa, resulta que

P
³
(X −E (X))2 = 0

´
= 1.

Esto equivale a que

P (X −E (X) = 0) = 1,
o

P (X = E (X)) = 1.

Se deja como ejercicio probar que si

P (X = E (X)) = 1,

entonces Var(X) = 0. Para eso obsérvese que la variable aleatoria (X −
E (X))2 es cero con probabilidad uno.2

P3. Sea X una variable aleatoria y Y = αX + β, con α,β escalares.
Entonces Var(Y ) = α2Var(X) .
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Demostración. Como E(Y ) = αE(X) + β resulta

Var (Y ) = E
¡
(Y −E (Y ))2¢

= E((αX + β − (αE(X) + β))2)

= E
¡
(α(X −E(X))2¢

= α2E
¡
(X −E(X))2¢

= α2Var (X) .

2

Se mostrará que en el caso de suma de variables aleatorias independi-
entes, la varianza es aditiva.

P4. Sean X e Y variables aleatorias independientes. Luego si Z = X+Y
resulta Var(Z) =Var(X)+Var(Y ) .

Demostración. Tenemos

Var (Z) = E
¡
(Z −E (Z))2¢

= E
¡
(X + Y −E (X)−E (Y ))2¢

= E
³
[(X −E (X)) + (Y −E (Y ))]2

´
= E

³
(X −E (X))2

´
+ 2E [(X −EX) (Y −E (Y ))] +E

³
(Y −E (Y ))2

´
= Var (X) + 2E [(X −EX) (Y −E (Y ))] + Var (Y ) .

Luego, bastará probar que

E [(X −EX) (Y −E (Y ))] = 0.
Usando la independencia de X e Y y teniendo en cuenta que

E (X −EX) = 0 = E (Y −EY ) ,
resulta

E [(X −EX) (Y −E (Y ))] = E (X −EX)E (Y −E (Y ))
= 0. (7.26)

2

7.9. Covarianza

La ecuación (7.26) motiva la definición delconcepto de covarianza:
Definición. Sean X e Y variables aleatorias. Se define la covarianza de

X e Y como

Cov (X,Y ) = E (X −EX)E (Y −E (Y )) .
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La siguientes propiedades P5 y P6 son inmediatas

P5. Var(X + Y ) =Var(X)+Var(Y ) + 2Cov(X,Y ).

La rećıproca es falsa : la covariaza igual a cero no garantiza la in-
dependencia de las variables. Para esto revisar el contraejemplo de que
E(XY ) = E(X)E(Y ).

P6. Si X , Y son independientes, Cov(X,Y ) = 0

Diremos quedos variables aleatorias X e Y estan positivamente correla-
cionadas si Cov(X,Y ) > 0 y negativamente correlacionadas si Cov(X,Y ) <
0.

Si Cov(X,Y ) = E (X −E (X))E (Y −E (Y )) > 0 X−EX y Y −E (Y )
tienden a tener el mismo signo, es decir tienden a situarse del mismo lado
de sus respectivas esperanzas. Lo contrario ocurre si Cov(X,Y ) < 0.

P7. Si X e Y son variables aleatorias y ponemos X 0 = αX + β e
Y 0 = γY + δ entonces

Cov
¡
X 0, Y 0

¢
= αγCov (X,Y ) .

Demostración. Para probar obsérvese que

X 0 −E ¡X 0¢ = αX + β − (αE (X) + β) = α (X −E (X)) ,
Y 0 −E ¡Y 0¢ = γY + δ − (γE (Y ) + δ) = γ (Y −E (Y )) .

Luego

E
¡
(X 0 −E ¡X 0¢¢ (Y 0 −E ¡Y 0¢)) = E(αγE (X −E (X)) (Y −E(Y )))

= αγE(E (X −E (X)) (Y −E(Y ))).

de donde se obtiene el resultado enunciado.2

Ahora enunciaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para variables
aleatorias.

Teorema. Desigualdad de Cauchy-Schwarz. SeanX e Y variables aleato-
rias. Entonces si las varianzas de ambas variables son finitas

E2 (XY ) ≤ E ¡X2
¢
E
¡
Y 2
¢
, (7.27)

y la igualdad ocurre si y solo si existe α tal que P (Y = αX) = 1. Además

Cov2(X,Y ) ≤ Var(X)Var(Y ), (7.28)

y la igualdad ocurre si y solo si existen escalares α,β tal que

P (Y = αX + β) = 1. (7.29)

Demostración.

136



Sea Z = Y − αX. Entonces

Q(a) = E
¡
Z2
¢
= α2E

¡
X2
¢
+E

¡
Y 2
¢− 2αE (X,Y ) ≥ 0.

es un polinomio no negativo de segundo grado en α y como tiene a lo sumo
una raiz su discriminante es no positivo

∆ = 4E2 (XY )− 4E ¡X2
¢
E
¡
Y 2
¢
= 4(E2 (XY )−E ¡X2

¢
E
¡
Y 2
¢
) ≤ 0.

Luego
E2 (X,Y )−E2 (X)E2 (Y ) ≤ 0,

y se obtiene el resultado.
La igualdad se cumple si ∆ = 0. Esto ocurre si y solo si existe un único

α tal que Q(α) = 0. Esto es equivalente a que E((Y − αX)2) = 0, y esto a
que P (Y = αX) = 1.

La desgualdad (7.27) se obtiene aplicando (7.28) a X∗ = X − E(X) y
Y ∗ = Y − E(Y ). Luego resulta que la correspondiente igualdad se cumple
si y solo si existe α tal que

P (Y −E(Y ) = α(X −E(X)) = 1.

Poniendo β = E(Y ) + αE(X) , esto es equivalente a (7.29). 2

Definición. Dadas las variables aleatorias X e Y se define el cuadrado

del coeficiente de correlación y se denota por ρ2(X,Y ) a

ρ2(X,Y ) =
Cov2 (X,Y )

Var (X)Var (Y )
.

También definimos el coeficiente de correlación entre X e Y por

ρ(X,Y ) =
Cov (X,Y )

[Var (X)]
1
2 [Var (Y )]

1
2

.

De Cauchy-Schwarz se deduce la siguiente propiedad:
P7. 0 ≤ ρ(X,Y )2 ≤ 1 y −1 ≤ ρ(X,Y ) ≤ 1. Ademas ρ(X,Y )2 = 1 es

equivalente a que para algún α y β se tenga P (Y = αX + β) = 1, es decir
a que haya una relación lineal perfecta entre las variables X e Y.

7.10. Distribución Normal Bivariada.

Calcularemos ahora E(Y ) y Var(Y ) para una variable Y con distribución
N
¡
µ,σ2

¢
.

Teorema. Si Y ∼ N ¡µ,σ2¢ entonces E(Y ) = µ y Var(Y ) = σ2.
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Demostración. Tomemos primero una variableX con distribuciónN(0, 1).
Mostraremos que E(X) = 0 y Var(X) = 1. La densidad de X es

f(x) =
1

(2π)1/2
e−x

2/2.

Como X es simétrica respecto de 0, para mostrar que E(X) = 0, bastara
mostrar que E(|X|) <∞. Tenemos que

E(|X|) =
Z ∞

−∞
|x|f(x)dx

= 2

Z ∞

0
xf(x)dx

=
2

(2π)1/2

Z ∞

0
xe−x

2/2dx. (7.30)

Definamos u = x2/2. Luego du = x y entonces calculemos la integral
indefinida Z

xe−x
2/2dx =

Z
e−udu

= −e−u
= −e−x2/2. (7.31)

Luego por (7.30) y (7.31) se tieneZ ∞

−∞
|x|f(x)dx = 21/2

π1/2

h
−e−x2/2∞0

i∞
0
=
21/2

π1/2
<∞.

Vamos ahora a calcular la integral indefinidaZ
x2e−x

2/2dx.

Haciendo u = x y dv = xe−x2/2dx, se tiene du = dx y por (7.31) v =
−e−x2/2. Luego Z

x2e−x
2/2dx =

Z
udv

= uv −
Z
vdu

= −xe−x2/2 +
Z
e−x

2/2dx.

Luego Z ∞

−∞
x2e−x

2/2dx = −[xe−x2/2]∞−∞ +
Z ∞

−∞
e−x

2/2dx,
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y como [xe−x2/2]∞−∞ = 0, resultaZ ∞

−∞
x2e−x

2/2dx =

Z ∞

−∞
e−x

2/2dx.

Entonces se tiene

Var(X) =

Z ∞

−∞
x2f(x)dx

=
1

(2π)1/2

Z ∞

−∞
x2e−x

2/2dx

=
1

(2π)1/2

Z ∞

−∞
e−x

2/2dx

=

Z ∞

−∞
f(x)dx

= 1.

De acuerdo a su definición, la distribución N
¡
µ,σ2

¢
es la distribución

de Y = σX + µ, con X ∼ N ¡µ,σ2¢ . Luego E (Y ) = σE (X) + µ = µ y
Var(Y ) = σ2Var(X) = σ22.

Observación De acuerdo a este resultado, los parámetros de una dis-
tribución normal coinciden con la esperanza y la varianza.

Vamos a definir una distribución bivariada normal con medias, varianzas
y covarianzas arbitrarias.

Queremos definir la distribución conjunta de un vector Y =(Y1, Y2) de
forma tal que Y1 ∼ N

¡
µ1,σ

2
1

¢
y Y2 ∼ N

¡
µ2,σ

2
2

¢
, y tal que Cov(Y1, Y2) =

σ12. Los valores µ1, µ2,σ
2
1 > 0,σ22 > 0 y σ12 son arbitrarios aunque como

veremos se tendrán que cumplir ciertas restricciones.
Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz se deberá tener

que que σ212 ≤ σ21σ
2
2. Ahora bien si queremos una distribución bivariada

absolutamente continua, no podrá cumplirse σ212 = σ21σ
2
2, ya que en este

caso (Y1, Y2) estaŕıa sobre una recta que es un conjunto de superficie 0.
Luego se deberá cumplir σ212 < σ21σ

2
2.

Sea la matriz Σ definida por

Σ =

µ
σ21 σ12
σ12 σ22

¶
.

Luego det (Σ) = σ21σ
2
2 − σ212 > 0.

Definamos la matriz de covarianza del vector Y por

ΣY =

µ
Var(Y1) Cov(Y1, Y2)

Cov(Y1, Y2) Var(Y1)

¶
.

Como det(Σ) = σ21σ
2
2 − σ212 > 0 y σ21 > 0,Σ resulta simétrica y definida

positiva. Luego tiene al menos una ”raiz cuadrada” en el sentido de que
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existe una matriz ( no unica)

A =

µ
a11 a12
a21 a22

¶
tal que

Σ = AAt,

donde At designa su transpuesta.. Definamos el vector Y =AX+ µ donde

µ =

µ
µ1
µ2

¶
; X =

µ
X1
X2

¶
,

siendo X1, y X2 variables aleatorias independientes N(0, 1). Entonces ten-
emos el siguiente Teorema

Teorema.

(i) Y1 tiene distribución N(µ1,σ
2
1) y Y2 distribución N(µ2,σ

2
2)

(ii)cov(Y1, Y2) = σ12
(iii) La densidad del vector Y está dada por

f(y) =
1

2π det (Σ)
1
2

exp

µ−1
2
(y − µ)tΣ−1 (y − µ)

¶
.

(iv)Ls forma cuadrática Q(y) = (y − µ)tΣ−1 (y − µ) es igual a
1

σ21σ
2
2 (1− ρ2)

h
(y1 − µ1)2 σ22 + (y2 − µ2)2 σ21 − 2 (y1 − µ1) (y2 − µ2)σ12

i
.

Demostración.
Observemos que el vector Y satisface

Y1 = a11X1 + a12X2 + µ1,

Y2 = a21X1 + a22X2 + µ2.

Como E(X1) = E(X2) = 0, resulta

E (Y1) = µ1, E (Y2) = µ2.

Ademas como cov(X1,X2) = 0, Var(X1) =Var(X2) = 1,resulta

Var(Y1) = a
2
11Var(X1) + a

2
12Var(X2)

= a211 + a
2
12.

Similarmente

Var(Y2) = a
2
21 + a

2
22,
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y como E(X1X2) = 0.

Cov (Y1, Y2) = E((a11X1 + a12X2)(a21X1 + a22X2))

a11a21E(X
2
1 ) + a12a22E(X

2
2 ) + (a12a21 + a11a22)E(X1X2)

a11a21 + a12a22.

Luego

ΣY =

µ
a211 + a

2
12 a11a21 + a12a22

a11a21 + a12a22 a221 + a
2
22

¶
= AAT

= Σ

=

µ
σ21 σ12
σ12 σ22

¶
.

De acuerdo a lo que ya sabemos como Y1 e Y2 son conbinaciones lineales
de normales independientes serán normales. Luego de acuerdo a los cálculos
realizados de esperanzasy varianzas se cumplirá que Y1 es N(µ1,σ

2
1), Y2 es

N(µ2,σ
2
2) y además Cov(Y1, Y2) = σ12. Esto prueba (i) y (ii).

Vamos a calcular la distribución conjunta del vector Y.
Comencemos escribiendo la distribución conjunta del vector X. Como

X1 y X2 son independientes, la distribución conjunta de X es el producto
de las marginales.

fX (x) =
1

2π
exp

µ−x21
2

¶
exp

µ−x22
2

¶
=
1

2π
exp

Ã
− ¡x21 + x22¢

2

!

=
1

2π
exp

µ
1

2
xx0
¶
,

donde xx0 = ||x||2.
Teniendo en cuenta que X =A−1 (Y − µ) se obtiene que el Jacobiano

J =
1

det (A)
. Además, como Σ = AAt se obtiene que det (A)2 = det (Σ) o

sea det (A) = det (Σ)
1
2 y por lo tanto J =

1

det (Σ)
1
2

.

Entonces teniendo en cuenta que
¡
At
¢−1

A−1 = Σ−1 y usando la fórmula
para transformaciones de vectores aleatorios, resulta

fY (y) =
1

2π det (Σ)
1
2

exp

µ−1
2
(y − µ)t ¡At¢−1A−1 (y − µ)¶

=
1

2π det (Σ)
1
2

exp

µ−1
2
(y − µ)tΣ−1 (y− µ)

¶
.
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Calculemos el determinante de Σ

det (Σ) = σ21σ
2
2 − σ212 = σ21σ

2
2

µ
1− σ212

σ21σ
2
2

¶
= σ21σ

2
2

¡
1− ρ2

¢
.

Luego la inversa de Σ viene dada por

Σ−1 =
1

σ21σ
2
2 (1− ρ2)

µ
σ22 −σ12
−σ12 σ21

¶
.

Entonces la forma cuadrática se puede escribir como

(y − µ)tΣ−1 (y − µ) = (y − µ)t 1

σ21σ
2
2 (1− ρ2)

µ
σ22 −σ12
−σ12 σ21

¶
(y − µ)

=
1

σ21σ
2
2 (1− ρ2)

((y1 − µ1)2 σ22 + (y2 − µ2)2 σ21−

2 (y1 − µ1) (y2 − µ2)σ12).

Luego se tiene

(y − µ)tΣ−1 (y − µ)

=
1

1− ρ2

Ã
(y1 − µ1)2

σ21
+
(y2 − µ2)2

σ22
− 2 σ12

σ21σ
2
2

(y1 − µ1) (y2 − µ2)
!

=
1

1− ρ2

Ã
(y1 − µ1)2

σ21
+
(y2 − µ2)2

σ22
− 2 ρ

σ1σ2
(y1 − µ1) (y2 − µ2)

!
.

2.
Observación. El Teorema anterior se demostró para el caso de dos

variables. Sin embargo la densidad normal multivariada de cualquier dimen-
sión tiene una expresión similar al punto (iii).

Observación. El máximo valor de fY se logra cuando se hace mı́nimo
el exponente de la exponencial, esto es en y = µ. Por otro lado las curvas
de nivel fY (y) = c (c constante) son elipses cuyas direcciones principales
vienen dadas por los autovectores de Σ−1. Si la Cov(Y1, Y2) = 0 entonces, la
matriz Σ es diagonal y las direcciones son paralelas a los ejes coordenados.

Definición. Se dice que el vectorY tiene una distribución normal bivari-
ada con media µ y matriz de covarianza Σ, que se denotará por N (µ,Σ) si
su función densidad es

fY (y) =
1

2π det (Σ)
1
2

exp

µ−1
2
(y − µ)tΣ−1 (y − µ)

¶
.
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Caṕıtulo 8

Teoŕıa de la Predicción.

8.1. Error cuadrático medio y predictores óptimos

En esta sección veremos como utilizar ciertas variables conocidas para
predecir otras variables que no se pueden observar en un determinado mo-
mento. Por ejemplo se quiere predecir la cantidad de lluvia que mañana
caerá en determinada región, utilizaré otras variables que se puedan medir
hoy. En algún sentido quisiéramos encontrar el predictor que se aproxime
más a la variable a predecir, entre todas los predictores pertenecientes a
un conjunto dado.

Sea P un conjunto de predictores para la variable aleatoria Y que forman
un espacio vectorial. Cada elemento de P es una variables aleatoria observ-
able. Supongamos que se quiere predecir a Y a través de bY ∈ P. ¿Cómo se
puede medir la bondad de un predictor bY cualquiera? Se pueden considerar
las siguientes alternativas

Definición. El error cuadrático medio del predictor bY para predecir Y

está dado por

ECM
³bY , Y ´ = Eµ³Y − bY ´2¶

y el error absoluto medio

EAM
³bY , Y ´ = E ³¯̄̄Y − bY ¯̄̄´ .

Si usamos como criterio de bondad de un predictor el error cuadrático
medio, diremos que bY0 ∈ P es es un predictor óptimo de Y en P , si dado
otro bY ∈ P se tiene

ECM
³bY0, Y ´ ≤ ECM³bY , Y ´ .

A continuación damos un criterio suficiente para obtener un predictor
óptimo usando el criterio del error cuadrático medio.
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Teorema. Una condición suficiente para que bY0 ∈ P sea un predictor
óptimo usando el criterio del error cuadrático medio es que

E
³³
Y − bY0´ bY ´ = 0 (8.1)

para todo bY ∈ P. Además, si bY0 satisface (8.1), es esencialmenteel único
predictor óptimo. Es decir si bY ∈ P satisface ECM³bY0, Y ´ =ECM³bY , Y ´
entonces P

³bY = bY0´ = 1.
Observación.
La condición (8.1 se puede interpretar como que

³
Y − bY0´ es ortogonal a

todo elemento de P cuando el producto escalar esta definido por < Y,X >=
E(Y X) en el espacio de Hilbert de las variables aleatorias.

Demostración
Sea bY ∈ P. Entonces

ECM
³bY , Y ´ = Eµ³Y − bY ´2¶ = Eµh³Y − bY0´+ ³bY0 − bY ´i2¶ =

= E

µ³
Y − bY0´2¶+Eµ³bY0 − bY ´2¶− 2E ³³bY0 − bY ´³Y − bY0´´ .

Usando la condición de ortogonalidad, como bY0 − bY ∈ P se tiene
E
³³bY0 − bY ´³Y − bY0´´ = 0,

y luego

ECM
³bY , Y ´ = E

µ³
Y − bY0´2¶+Eµ³bY0 − bY ´2¶

≥ E
µ³
Y − bY0 ´2¶

= ECM
³bY0, Y ´ ,

y por lo tanto bY0 es óptimo.
Además si bY fuera también óptimo se tendŕıa E

µ³bY0 − bY ´2¶ = 0 y

siendo
³bY0 − bY ´2 ≥ 0 resultaŕıa P ³bY = bY0´ = 12.

La condición (8.1) es generalmente dif́ıcil de verificar. Si P tiene dimen-
sión finita. esta condición se puede simplificar. Esto queda establecido en el
siguiente Teorema.

Teorema. Sea {bY1, ..., bYk} una base de P. Una condición suficiente para
que bY0 ∈ P sea óptimo con el criterio del error cuadrático medio es que

E
³³
Y − bY0´ bYi´ = 0, 1 ≤ i ≤ k. (8.2)
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Además bY0 es esencialmente el único predictor óptimo. Es decir si bY ∈ P
satisface ECM

³bY0, Y ´ =ECM³bY , Y ´ entonces P
³bY = bY0´ = 1

Demostración. Bastará mostrar que se satisface el requerimiento del Teo-
rema anterior. Sea bY cualquier elemento de P, entonces existen escalares
α1,...,αk tal que bY =Pk

i=1 αi
bYi. Luego si para i = 1, 2, ..., k se cumple que

E
³³
Y − bY0´ bYi´ = 0,

resulta también que

E
³³
Y − bY0´ bY ´ = EÃ³Y − bY0 ´ kX

i=1

αi bYi! = kX
i=1

αiE
³³
Y − bY0 ´ bYi´ = 0.2

8.2. Predictores constantes

Se pueden considerar distintos conjuntos de predictores. Comenzaremos
con los predictores constantes.

Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria a
predecir y consideremos

P1 = {bY : bY es una variable aleatoria constante}.

El siguiente teorema determina el predictor óptimo perteneciente a P1.
Teorema. El predictor bY0 = E(Y ) es el de menor error cuadrático medio

en P1. Además EMC(bY0, Y ) =Var(Y ).
Demostración. Una base de P1 es {bY1} donde bY1 = 1. Como

E
³³
Y − bY0´ 1´ = E (Y −E(Y )) = E(Y )−E (Y ) = 0,

resulta bY0 = E(Y ) el predictor de menor error cuadrático medio.
Además

EMC(bY0, Y ) = E((Y − bY0)2)
= E((Y −E(Y ))2)
= Var(Y ).

2

Designamos el predictor óptimo para Y en P1 por bY0,C . En la práctica
únicamente se usa un predictor constante si no se observan otras variables
vinculadas a Y.
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8.3. Predictores lineales

Sea ahora (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad, Y una variable aleatoria
a predecir y X otra variable aleatoria observada. Consideremos el siguiente
conjunto de predictores

P2 = {bY : bY = αX + β }.

P2 es el conjunto de variables aleatorias que se obtiene por una transfor-
mación lineal de la variable X . Claramente P1 ⊂ P2, y por lo tanto el error
cuadratico medio del predictor óptimo en P2 será menor o igual que el del
predictor óptimo en óptimo en P1. Por esta razón, si denotamos por bY0,L el
predictor óptimo en P2,eresulta claro que ECM

³
Y, bY0,L´ ≤ ECM ³

Y, bY0,C´.
El siguiente Teorema caracteriza el predictor óptimo en P2.
Teorema. (i) El predictor de menor error cuadrático medio en P2 está da-

do por bY0,L = αX + β con

β = E (Y )− αE (X) (8.3)

y

α =
Cov (X,Y )

Var (X)
. (8.4)

(ii) El error cuadrárico medio de bY0,L está dado por
ECM

³bY0,L.Y ´ = Var (Y )− Cov2 (X,Y )
Var (X)

. (8.5)

Demostración. Una base de P2 es {bY1, bY2} donde bY1 = X y bY2 = 1.
Luego el predictor óptimo bY0,L debe satisfacer

E ((Y − αX − β)X) = 0 (8.6)

y

E ((Y − αX − β) 1) = 0. (8.7)

De la condición (8.6) se obtiene

EY )− αE(X)− β = 0,

de donde resulta (8.3)

Ahora multiplicando (8.6) por E (X) resulta

E ((Y − αX − β)E (X)) = 0,
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y restándola de (8.7) obtenemos

E ((Y − αX − β) (X −E (X))) = 0

Reemplazando β por (8.3) obtenemos

E ((Y − αX −E (Y ) + αE (X)) (X −E (X))) = 0,

y por lo tanto

E ((Y −E (Y ))− α(X −E (X)) (X −E (X)) = 0.

Entonces distribuyendo la experanza se obtiene

Cov (X,Y ) = E [(Y −E (Y )) (X −E (X))]
= αE

h
(X −E (X)2

i
=

αVar (X) ,

y por lo tanto resulta (8.4).

Ahora calcularemos el error cuadrático medio de bY0,L. Usando (8.3)
obtenemos

ECM
³bY0,L, Y ´ = E ³(Y − αX − β)2

´
= E

h
(Y − αX −E (Y ) + αE (X))2

i
=

= E
h
((Y −E (Y ))− α(X −E (X)))2

i
=

= E ((Y −E (Y )))2 + α2E ((X −E (X)))2
− 2αE ((Y −E (Y )) (X −E (X))) .

Luego, usando (8.5) se obtiene

ECM
³bY0,L, Y ´ = Var (Y ) + α2Var (X)− 2αCov (X,Y ) =

= Var (Y ) +
Cov2 (X,Y )

Var (X)
− 2Cov

2 (X,Y )

Var (X)

= Var (Y )− Cov
2 (X,Y )

Var (X)
.

2

147



Para evaluar cuanto mejora el error cuadrático medio cuando se usa bY0,L
en vez de bY0,C , calculemos su decrecimiento relativo

ECM
³bY0,C , Y ´− ECM³bY0,L, Y ´
ECM

³bY0,L, Y ´
=
Var (Y )−

³
Var (Y )− Cov2(X,Y )

Var(X)

´
ECM

³bY0,C , Y ´
=

Cov2(X,Y )
Var(X)

Var (Y )
=

Cov2 (X,Y )

Var (X)Var (Y )
= ρ2 (X,Y ) .

Esto permite interpretar coeficiente ρ2 (X,Y ) cono el decrecimiento rel-
ativo del error cuadrático medio cuando se usa in predictor lineal basado
en X en vez de un predictor constante. Por lo tanto ρ2 (X,Y ) mide la
utilidad de la variable X para predecir Y por una función lineal. Observe-
mos que nuevamente se obtiene la desigualdad de Cauchy-Schwarz. En efec-

to, como 0 ≤ ECM
³bY0,C , Y ´−ECM(Y0,L, Y ) ≤ ECM³Y, bY0,L´ , se obtiene

0 ≤ ρ2(X,Y ) ≤ 1.
Veremos ahora el significado de los casos extremos ρ2(X,Y ) = 1 y

ρ2(X,Y ) = 0. ρ2(X,Y ) = 1 es equivalente a ECML

³
Y, bY0,L´ = 0 y es-

to es equivalente E

µ³
Y − bY0,L´2¶ = 0 y esto a

P
³³
Y = bY0,L´´ = P ((Y = αX + β)) = 1.

Es decir ρ2(X,Y ) = 1 es equivalente a que hay una relación lineal
perfecta entre X e Y con probabilidad 1.

Existen dos posibilidades para ρ2(X,Y ) = 1 o bien ρ(X,Y ) = 1 o
ρ(X,Y ) = −1. El signo de ρ(X,Y ) coincide con el de Cov(X,Y ) que es el
mismo que el de la pendiente del predictor linear óptimo. Luego ρ(X,Y ) = 1
indica que la relación entre la X y la Y es creciente y ρ(X,Y ) = −1 que la
relación es decreciente.

Veremos ahora como se interpreta ρ2 = 0. En este caso ECM
³bY0,L, Y ´ =

ECM
³bY0,C , Y ´ y Cov(X,Y ) = 0. Por lo tanto α = 0, y se puede concluir que

la variableX no tiene utilidad para predecir Y cuando se utilizan predctores
constantes.

Se deja como ejercicio probar que la recta Y = αX+β pasa por el punto
(E (X) , E (Y )) , . es decir cuando X = E(X) la predicción de Y es E(Y ).
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Caṕıtulo 9

Esperanza y distribución
condicional

9.1. Caso discreto

Sean dos variables aleatorias discretas X,Y definidas sobre un mismo
espacio de probabilidad (Ω,A, P ). Sea RX = {x : pX(x) > 0} y RY = {y :
pY (y) > 0}. Luego, para cada x ∈ RX definimos la función de probabilidad
de Y condicional X = x como

pY |X(y|x) =
pXY (x, y)

pX(x)
.

Para cada x ∈ RX fijo esta funcion es una función de densidad de prob-
abilidad ya que

X
y∈Ry

pY |X(y|x) =
X
y∈Ry

pXY (x, y)

pX(x)
=

1

pX(x)

X
y∈Ry

pXY (x, y) =
pX(x)

pX(x)
= 1,

y representa la distribución de Y una vez conocido que el valor de X = x.
Si se tienen dos vectores discretos X = (X1, ...,Xk) , Y = (Y1, ..., Yh)

podemos definir una noción análoga. Sea RX = {x ∈ Rk : pX(x) > 0},
luego para todo x ∈ RX definimos

pY|X(y|x) =
pXY(x,y)

pX(x)
, (9.1)

y también se tendrá X
y∈RY

pY|X(y|x) = 1.

Sea ahora Y una varable aleatoria y X un vector aleatorio de dimensión
k. La esperanza condicional de la variable Y condicional X = x se define
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como la esperanza de Y utilizando como distribución de esta variable la
distribución determinada por (9.1). Es decir esta esperanza condicional se
define por

E(Y |X = x) =
X
y∈Ry

ypY |X(y|x). (9.2)

Este valor representa la esperanza de la variable Y una vez conocido que
la variable X ha tomado el valor x.

Llamemos g(x) = E(Y |X = x), luego g(x) : RX → R. Vamos a definir
ahora una variable aleatoria que llamaremos esperanza de Y condicional X,
y que notaremos por E(Y |X). Esta variable se define por

E(Y |X) = g(X).

Vamos ahora a mostrar el siguiente Teorema
Teorema 1. Si Y tiene esperanza finita, entonces se tiene queE(E(Y |X)) =

E(Y ).
Demostración. Tenemos que

E(E(Y |X)) = E(g(X)) =
X
x∈Rx

g(x)pX(x).

Utilizando que g(x) viene dado por (9.2), se tiene

E(E(Y |X)) =
X
x∈RX

X
y∈RY

ypY |X(y|x)
 pX(x)

=
X
x∈RX

X
y∈RY

y
pXY (x, y)

pX(x)

 pX(x)
=
X
x∈RX

X
y∈RY

ypXY (x, y)


=
X
y∈RY

y

X
x∈RX

pXY (x, y)


=
X
y∈RY

ypY (y)

= E(Y ).

Luego el Teorema queda demostrado. 2
Ejemplo. Supongamos que se hace una primera serie de n tiradas de

una moneda y sea X el número de caras obtenido. En base al resultado de
la primera serie de tiradas, se inicia una segunda serie de X tiradas. Sea Y
el número de caras obtenidas en esta segunda serie. Calcular la E(Y ).
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SiX = x, la distribución de Y condicionalX = x es binomial Bi(0,50, x).
Luego g(x) = E(Y |X = x) = 0,50x. Luego E(Y |X) = g(X) = 0,50X, y por
lo tanto E(Y ) = E(E(Y |X)) = 0,50E(X). Como X es Bi(0,50, n), entonces
E(X) = 0,5n. Por lo tanto E(Y ) = 0,25n.

Teorema 2. Si X, Y son dos vectores aleatorios independientes, en-
tonces se tiene

(i) pY|X(y|x) = pY(y)
(ii) Si Y es una variable aleatoria y E(Y ) existe y es finita entonces

E(Y |X = x) = E(Y ).
(iii) Sean X e Y son dos vectores aleatorios tales pY|X(y|x) = p(y) para

todo xεRX. Entonces pY(y) = p(y), y X e Y son independientes.
Demostración. Partes (i) y (ii) del Teorema son inmediatas de las defini-

ciones.
Para probar (iii) veamos que pY|X(y|x) = p(y) implica que

pXY(x,y) = pX(x)p(y), (9.3)

y por lo tanto

pY(y) =
X
xεRX

pX(x)p(y) = p(y)
X
xεRX

pX(x) = p(y).

Luego reemplazando en (9.3) se obtiene

pXY(x,y) = pX(x)pY(y), (9.4)

y esto implica que X e Y son independientes. 2
Teorema 3. Si P (Y = c) = 1, entonces , cualquiera sea el vector X, se

tiene
(i) pY |X(c|x) = 1.
(ii) E(Y |X = x) = c.
Demostración. Tenemos que

{X = x} = ({X = x} ∩ {Y = c}) ∪ ({X = x} ∩ {Y 6= c}).
Como P ({X = x} ∩ {Y 6= c}) = 0, se tiene

pX(x) = P (X = x) = P (X = x, Y = c)

= pXY (x, c).

Por lo tanto

pY |X(c|x) =
pXY (x, c)

pX(x)

= 1.
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Como en este caso RY = {c}, se tiene

E(Y |X = x) =
X
y∈Ry

ypY |X(y|x)

= cpY |X(c|x)
= c,1

= c,

y el Teorema queda demostrado. 2

Sean ahora dos vectores aleatorios discretos, X = (X1, ...,Xk).,Y =
(Y1, ..., Yj), y sea Z = h(X,Y), donde h : R

k+j → R es una función medible.
El siguiente teorema muestra como se calcula E(Z|X = x).

Teorema 4. Sean X, Y dos vectores aleatorios de dimensiones k y j,
y sea h : Rk+j → R una función medible. Definamos la variable aleatoria
Z = h(X,Y) , y supongamos que tiene esperanza finita. Entonces para todo
x ∈ RX se tiene

E(Z|X = x) =
X
y∈RY

h(x,y)pY|X(y|x).

.

Demostración. Comenzaremos calculando la función de probabilidad con-
junta de (X, Z). Sea RxZ = {z : z = h(x,y) : y ∈ RY }, y para todo z ∈ RxZ
definamos Axz = {y : h(x,y) = z}. Es fácil ver que:

Si z 6= z0 entonces Axz ∩Axz0 = φ, y que[
z∈RxZ

Axz = RY. (9.5)

Es inmediato que

pXZ (x, z) =

½
P (X = x,Y ∈ Axz ) =

P
y∈Axz pXY(x,y) si x ∈ RX, z ∈ RxZ

0 en otro caso,

y luego, para x ∈ RX se tiene

pZ|X(z|x) =
pXZ(x, z)

pX(x)
=

( P
y∈Axz

pXY(x,y)
pX(x)

si z ∈ RxZ
0 en otro caso,

y por lo tanto se tiene

pZ|X(z|x) =
½ P

y∈Axz pY|X(y|x) si z ∈ RxZ
0 en otro caso.

(9.6)
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Luego utilizando (9.6) se tiene

E(Z|X = x) =
X
z∈RxZ

z pZ|X(z|x)

=
X
z∈RxZ

z
X
y∈Axz

pY|X(y|x)

=
X
z∈RxZ

X
y∈Axz

zpY|X(y|x),

y como para y ∈ Axz , se tiene h(x,y) = z, utilizando (9.5) obtenemos

E(Z|X = x) =
X
z∈RxZ

X
y∈Axz

h(x,y)pY|X(y|x)

=
X
y∈RY

h(x,y)pY|X(y|x),

probando por lo tanto el Teorema. 2

El Teorema 4 se puede interpretar como que E(Z|X = x) se calcula
como la esperanza de h(Y,x) ( variable aleatoria que depende unicamente
de la variable aleatoria Y, ya que x es tratada como si fuera constante)
utilizando pY|X (y|x) como distribución de Y

Vamos a ver que del Teorema 4 se deducen las siguientes propiedades de
la esperanza condicional.

Propiedad 1. Sean X un vector aleatorio de dimensión k y Y un vector
aleatorio de dimensión j, y sea r : Rk → R y s : Rj → R. Entonces se tiene

E(r(X)s(Y)|X = x) = r(x)E(s(Y)|X = x).

Demostración. Utilizando el Teorema 4 con h(x,y) = r(x)s(y)se tiene

E(r(X)s(Y)|X = x) =
X
y∈RY

r(x)s(y)pY|X(y|x)

= r(x)
X
y∈RY

s(y)pY|X(y|x)

= r(x)E(s(Y)|X = x),

y luego la propiedad queda demostrada. 2

Propiedad 2 Sea X un vector aleatorio de dimensión k, y sea r : Rk →
R. Luego E(r(X)|X = x) = r(x).

Demostración. La demostración resulta de la Propiedad 1 tomando s(y) =
1, ya que entonces

E(r(X)|X = x) = r(x)E(1|X = x). Luego por el Teorema 3 resulta la
Propiedad 2.
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Propiedad 3. Si Y1 e Y2 son variables aleatorias con esperanza finita, y
X es un vector aleatorio, entonces

E(c1Y1+c2Y2|X = x) = c1E(Y1|X = x) + c2E(Y2|X = x).

Demostración. Sea Y = (Y1, Y2) y definamos h(x,y) = c1y1+c2y2,
h1(x,y) = y1 y h2(x,y) = y2. Entonces se tiene h(x,y) = c1h1(x,y) +
c2h2(x,y). Luego tenemos

E(c1Y1 + c2Y2|X = x) = E(h(X,Y)|X = x)

=
X
y∈RY

h(x,y)pY|X(y|x)

=
X
y∈RY

(c1h1(x,y) + c2h2(x,y))pY|X(y|x)

= c1
X
y∈RY

h1(x,y)pY|X(y|x) + c2
X
y∈RY

h2(x,y)pY|X(y|x)

= c1E(h1(X,Y)|X = x) + c2E(h2(X,Y)|X = x)

=1 E(Y1|X = x) + c2E(Y2|X = x),

y la Propiedad 3 queda demostrada. 2
Propiedad 4. Sea Y una variable aleatoria discreta con esperanza finita

y X un vector aleatorio discreto de dimensión k. Luego si g(x) = E(Y |X =
x), entonces para toda t : Rk → R medible tal que Y t(X) tiene esperanza
finita resulta

E((Y − g(X))t(X)) = 0.
Demostración. Sea Z = h(X, Y ) = (Y − g(X))t(X). Luego bastará de-
mostrar que

E(Z) = 0.

Utilizando el Teorema 1 bastará demostrar que

E(Z|X) = 0. (9.7)

De acuerdo a la Propiedad 1, tenemos que

E(Z|X = x) = t(x)E((Y − g(X))|X = x),

y por lo tanto

E(Z|X) = t(X)E((Y − g(X))|X).
Luego para mostrar (9.7) bastará demostrar que
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E(Y − g(X)|X) = 0.
Pero esto es cierto ya que por propiedades 2, 3 y 4 se tiene

E(Y − g(X)|X) = E(Y |X)−E(g(X)|X)
= E(Y |X)− g(X)
= g(X)− g(X)
= 0,

y por lo tanto queda demostrada esta propiedad. 2

Propiedad 5. Sea Y una variable aleatoria discreta varianza finita y X
un vector aleatorio discreto de dimensión k. Luego bY = g(X) = E(Y |X) es
el único predictor con menor error cuadrático medio en la clase de predictores
P = { bY = t(X) : t medible, Var(t(X)) <∞}

Demostración. De acuerdo al Teorema que da una condicion suficiente
para un predictor óptimo en una espacio vectorial P, bastará mostrar que
si Var(t(X)) <∞ entonces E(|Y t(X)|) <∞. Esto resulta de la desigualdad
de Cauchy-Schwartz. 2

9.2. Caso general

Vamos ahora dar una definición de E(Y |X) para el caso de una variable
Y cualesquiera , y un vector X cualquiera de dimensión k. Ambos, Y y X
no tienen porque ser discretos ni absolutamente continuos

Definición. La variable aleatoria esperanza de Y condicional X se define
por E(Y |X) = g(X), donde g : Rk → R es una función medible tal que

E((Y − g(X))t(X)) = 0 (9.8)

para toda t : Rk → Rmedible tal que Y t(X) tiene esperanza finita . Definire-
mos E(Y |X = x) = g(x).

La Propiedad 4 demostrada anteriormente muestra que en el caso de Y
y X discretos esta definición coincide con la dada anteriormente, y por lo
tanto en este caso siempre existe.

El siguiente teorema muestra que siempre existe una única variable
aleatoria g(X) = E(Y |X) satisfaciendo (9.8).

Teorema 6. Sea Y una variable aleatoria con esperanza finita y sea X
un vector aleatorio cualquiera de dimensión k. Luego:

(i) Siempre existe una función medible g : Rk → R satisfaciendo (9.8)

(ii) Si g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.8), entonces

P (g1(X) = g2(X)) = 1.
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Demostración. (i) no lo demostraremos en general en este curso. Mas
adelante haremos una demostración para el caso absolutamente continuo.

(ii) Sean g1 y g2 son dos funciones medibles satisfaciendo (9.8), entonces

E((Y − g1(X))t(X)) = 0 (9.9)

y

E((Y − g2(X))t(X)) = 0 (9.10)

para toda t(X) tal que Y t(X) tenga esperanza finita. Luego restando (9.10)
de (9.9) se obtiene

E((g2(X)− g1(X))t(X)) = 0,

y tomando t(X) = g2(X)− g1(X) resulta

E((g2(X)− g1(X))2) = 0.

Esto implica que

P ((g2(X)− g1(X))2 = 0) = P (g2(X) = g1(X))
= 1.

2

Vamos ahora a demostrar que todas las propiedades de esperanza condi-
cional que vaĺıan para el caso discreto también valen para la definición gen-
eral.

Teorema 1 ’. Si Y tiene esperanza finita, entonces E(E(Y |X)) = E(Y ).
Demostración. Apliquemos (9.8) con t(X) = 1. Luego se tiene

0 = E(Y − g(X))
= E(Y )−E(g(X))
= E(Y )−E(E(Y |X)),

y por lo tanto se cumple el Teorema 1 ’. 2
Teorema 2 ’ Sean Y una variable aleatoria con esperanza finita y X

un vector aleatorio independientes. Entonces se tiene E(Y |X) = E(Y ).
Demostración. Veamos que poniendo g(X) = E(Y ) se cumple (9.8). En

efecto dado que (Y −E(Y )) y t(X) son independientes se tiene

E((Y −E(Y ))t(X)) = E(Y −E(Y ))E(t(X)).
Luego como E(Y − E(Y )) = E(Y ) − E(Y ) = 0, se tiene demostrado el

Teorema 2.
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Teorema 3 ’. Si P (Y = c) = 1, entonces , cualquiera sea el vector X,
se tiene E(Y |X) = c.

Demostración. Poniendo g(X) = c, resulta inmediatamente (9.8).
Vamos ahora a probar las propiedades 1-4 para la definición general de

E(Y |X). 2
Propiedad 1 ’. Sean X un vector aleatorio de dimensión k y Y un

vector aleatorio de dimensión j, y sea r : Rk → R y s : Rj → R. Entonces
se tiene

E(r(X)s(Y)|X) = r(X)E(s(Y)|X).
Demostración. Vamos a probar que si ponemos g(X) = r(X)E(s(Y)|X),

entonces (9.8) se cumple. En efecto

E((r(X)s(Y)− g(X))t(X)) = E((r(X)s(Y)− r(X)E(s(Y)|X))t(X))
= E((s(Y)−E(s(Y)|X))m(X)),

con m(X) = r(X)t(X). Luego por la definición de E(s(Y)|X) obtenemos
E((s(Y)−E(s(Y)|X))m(X)) = 0. Por lo tanto la propiedad queda demostrada. 2

Propiedad 2 ’ Sea X un vector aleatorio de dimensión k y sea r : Rk →
R, una función medible. Luego E(r(X)|X) = r(X).

Demostración. Igual que en el caso discreto se obtiene de la Propiedad
1 tomando s(Y) = 1. 2

Propiedad 3 ’. Si Y1 e Y2 son variables aleatorias con esperanza finita,
y X es un vector aleatorio, entonces

E(c1Y1+c2Y2|X) = c1E(Y1|X) + c2E(Y2|X).
Demostración. Vamos a ver que se cumple (9.8) poniendo

g(X) = c1E(Y1|X) + c2E(Y2|X).

En efecto si Z = c1Y1 + c2Y2 usando la linealidad de la esperanza y la
definición de esperanza condicional se tiene

E((Z − g(X))t(X)) = E((c1(Y1 −E(Y1|X)) + c2(Y2 −E(Y2|X))t(X))
= c1E((Y1 −E(Y1|X))t(X)) + c2E(Y2 −E(Y2|X))t(X))
= c10 + c20

= 0,

y la propiedad queda demostrada. 2
La generalización de propiedad 4 usando la definición general de E(Y |X)

es obvia a partir de la definición.

157



Propiedad 5 ’. Sea Y una variable aleatoria con varianza finita y X
un vector aleatorio de dimensión k. Luego bY = g(X) = E(Y |X) es el único
predictor con menor error cuadrático medio en la clase de predictores P = {bY = t(X) : t medible, Var(t(X)) <∞}

Demostración. Es to talmente similar a Propiedad 5. 2

De acuerdo a esta propiedad E(Y |X) es el predictor de Y óptimo basado
en cualquier función medible (lineal o no lineal) de X. Por esta razon lo
denotaremos con bYO,NL.
9.3. Caso continuo

Supongamos ahora que tenemos dos vectores X = (X1, ...Xk) e Y =
(Y1, ..., Yj) de dimensiones k y j respectivamente con distribución conjunta
absolutamente continua y densidad fX,Y, y sea h : R

k+j → R una función
medible. Definamos la densidad de Y condicional X = x por

fY|X(y|x) =
fXY(x,y)

fX(x)
.

Es fácil ver que para cada x fijo con fX(x) > 0, la función fY|X(y|x) es
una densidad para el vector Y. Es decir se tendráZ ∞

−∞
...

Z ∞

−∞
fY|X(y|x)dy1...dyj = 1.

El siguiente Teorema es una versión para el caso continuo del Teorema
4.

Teorema 6. Sea Z = h(X,Y) una variable con esperanza finita, luego
se tiene que

E(Z|X = x) = g(x)

=

Z ∞

−∞
...

Z ∞

−∞
h(x,y)fY|X(y|x)dy1...dyj .

Demostración: Para facilitar la notación en la demostración, supondremos
que tanto X como Y son variables aleatorias en vez de vectores. Pero ex-
cepto por la notación más complicada, la demostración para vectores es
similar,ya que solamente se deben reemplazar las integrales simples por in-
tegrales múltiples.

De acuerdo a (9.8) será suficiente probar que

E((h(X,Y )− g(X))t(X)) = 0,
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o equivalentemente

E((h(X,Y )t(X)) = E(g(X)t(X)). (9.11)

Por un lado tenemos que

E((h(X,Y )t(X)) =

Z ∞

−∞

Z ∞

−∞
h(x, y)t(x)fXY (x, y)dxdy. (9.12)

Además se tiene que

E(g(X)t(X)) =

Z ∞

−∞
g(x)t(x)fX(x)dxdy

=

Z ∞

−∞

·Z ∞

−∞
h(x, y)fY |X(y|x)dy

¸
t(x)fX(x)dx.

=

Z ∞

−∞

Z ∞

−∞
h(x, y)t(x)fXY (x, y)dxdy. (9.13)

Ecuaciones (9.12) y (9.13) prueban (9.11). 2

Definición . Sean dos vectores aleatorios X e Y de dimensiones k y j
respectivamente. Luego dado Bε βj (conjunto Boreliano de dimensión j),
la probabilidad de que Y ∈ B, condicional X = x que se denotará con
PY|X(B|X = x) está dado por

PY|X(B|X = x) = E(IB(Y)|X = x),

donde IB es la función indicadora del conjunto B. La probabilidad de que
Y ∈ B, condicional X que se denotará por PY|X(B|X) está dado por

PY|X(B|X) = E(IB(Y)|X).
La justificación de esta definición está dada por el hecho que

PY(B) = E(IB(Y)).

En efecto IB(Y) toma valor 1 con probabilidad PY(B) y 0 con proba-
bilidad 1− PY(B). Luego E(IB(Y)) = 1PY(B) + 0(1− PY(B)) = PY(B).

En el caso discreto, de acuerdo al Teorema 4, se tendrá

PY|X(B|X = x) = E(IB(Y)|X = x)

=
X
y∈RY

IB(y)pY|X(y|x)

=
X

y∈RY∩B
pY|X(y|x).
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En el caso absolutamente continuo, de acuerdo al Teorema 6 se tiene

PY|X(B|X = x) = E(IB(Y)|X = x)

=

Z ∞

−∞
...

Z ∞

−∞
IB(y)fY|X(y|x)dy

=

Z
B

Z
fY|X(y|x)dy.

Obsevamos que fY|X(y|x) actua como una verdadera densidad, en el
sentido de que para calcular la probabilidad condicional de un evento B hay
que integrar esta función sobre ese conjunto.

De acuerdo al Teorema 1 ’ se tendrá

E(PY|X(B|X)) = PY(B).
Para el caso discreto y continuo podemos definir la función de distribu-

ción de Y condicional X = x, la cual se denotará por FY|X(y|x) y estarán
definidas respectivamente por

FY|X(y|x) = PY|X(
jY
i=1

(−∞, yi]|X = x)

=
X

z∈RY∩{z1≤y1}...∩{zj≤yj}
pY|X(z|x).

FY|X(y|x) = PY|X(
jY
i=1

(−∞, yi]|X = x)

=

Z yj

−∞
...

Z y1

−∞
fY|X(z|x)dy.

Es fácil ver que para cada x fijo FY|X(y|x) es una verdadera función de
distribución del vector Y, en el sentido que cumple con las propiedades que
caracterizan a una función de distribución.

9.4. Varianza condicional

Definición: Sea X = (X1, ...,Xk) un vector aleatorio e Y una variable
aleatoria con varianza finita . Entonces la varianza de Y condicional X = x
se define como

Var(Y |X = x) = E((Y −E(Y |X = x))2|X = x),

y esta varianza puede considerarse como la varianza de variable X una vez
que se conoce que X = x. Denotemos por q(x) =Var(Y |X = x), luego
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q : Rk → R. Llamaremos varianza condicional de Y condicional X a la
variable aleatoria

Var(Y |X) = q(X) = E((Y −E(Y |X))2|X). (9.14)

Desarrollando el cuadrado en (9.14) y utilizando la Propiedad 3 ’ se
obtiene

Var(Y |X) = E([Y 2 +E2(Y |X)−2Y E(Y |X)]|X)
= E(Y 2|X)+E2(Y |X)− 2E(Y |X)E(Y |X)
= E(Y 2|X)−E2(Y |X).

El siguiente Teorema vincula la varianza condicional al error cuadrático
medio del predictor óptimo no lineal bYO,NL = E(Y |X).

Teorema 7. Supongamos que Y es una variable aleatoria con varianza
finita, X un vector aleatorio, y sea bYO,NL = E(Y |X), el mejor predictorno
limeal de Y basado en X. Luego se tiene

(i) ECM(bYO,NL, Y ) = E(Var(Y |X)).
(ii) E(Var(Y |X)) ≤Var(Y ).
(iii) E(Var(Y |X)) =Var(Y ) si y solo si P (E(Y |X) = E(Y )) = 1.
Demostración. Aplicando el Teorema 1 y utilizando la dfinición (9.14) se

tiene

ECM(bYO,NL, Y ) = E((Y −E(Y |X))2)
= E(E((Y −E(Y |X))2|X))
= E(Var(Y |X)),

y por lo tanto queda demostrado parte (i) del Teorema.
Como bYO,NL es el predictor con menor error cuadrático medio en la clase

de predictores P = {bY : bY = t(X),Var(t(X)) <∞}, y como el predictor
optimo constante bYO,C = E(Y ) ∈ P, se tiene

E(Var(Y |X)) = ECM(bYO,NL, Y )
≤ ECM(bYO,C , Y )
= E((Y −E(Y ))2)
= Var(Y )

y por un teorema anterior la igualdad vale si y solo si P (bYO,NL = bYO,C) =
1. 2
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Caṕıtulo 10

Convergencia de Variables
Aleatorias.

10.1. Convergencia de funciones

En primer lugar recordaremos algunos tipos de convergencia en espacio
de funciones.

Convergencia Puntual.

Sea {fn}n∈N una sucesión de funciones definidas sobre un conjunto Ω
y que toma valores reales. Se dice que fn converge puntualmente a otra
función f si para todo x ∈ Ω y para todo ε > 0, existe n0 ∈ N dependiendo
de ε y de x tal que si n ≥ n0 entonces |fn (x)− f (x) | < ε.

Observación.

En general n0 depende de ε y x, es decir n0 = n0 (x, ε). Cuando la
elección de n0 puede hacerse con independencia de x, se tiene la siguiente
noción de convergencia.

Convergencia Uniforme.

Sea {fn}n∈N una sucesión de funciones definidas sobre un conjunto Ω y
que toma valores reales. Se dice que fn converge uniformemente en Ω a
otra función f si para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces
|fn (x)− f (x) | < ε para todo para todo x ∈ A.

Observación.

Es inmediato ver que si {fn}n∈N converge uniformemente en Ω entonces
{f}n∈N converge puntualmente. La rećıproca es falsa. Por ejemplo si defini-
mos fn (x) = x

n para x ∈ [0, 1] entonces la sucesión converge puntualmente
a la función

f(x) =

½
0 si 0 ≤ x < 1
1 si x = 1

para todo x ∈ [0, 1] pero no converge uniformemente en [0, 1].
Veremos ahora algunos tipos de convergencia para variables aleatorias

que hacen uso de la estructura del espacio de probabilidades
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Existen varios tipos de convergencia, pero en este curso consideraremos
sólo dosL convergencia casi segura y convergencia en probabilidad.

10.2. Convergencia casi segura y en probabilidad.

Consideremos un espacio de probabilides (Ω,A, P ). Sea {Xn}n∈N una
sucesión de variables aleatorias definidas sobre este espacio yX otra variable
aleatoria también definida sobre el mismo espacio.

Definición. Diremos que {Xn}n∈N converge casi seguramente a X
(Xn → X c.s.) sii

P ({ω : Xn (ω) −→ X (ω)}) = 1. (10.1)

Observación.

En teoŕıa de la medida, este tipo de convergencia se denomina conver-
gencia en casi todo punto y se la nota Xn → X p.p.

Definición. . Diremos que {Xn}n∈N converge en probabilidad a X sii
para todo ε > 0 se tiene

ĺım
n→+∞P ({|Xn −X| ≥ ε) = 0. (10.2)

Notación: Si la sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈N converge en
probabilidad a la variable aleatoria X escribiremos Xn →p X

Observaciones.

1. La convergencia en probabilidad significa que fijado ε > 0 la prob-
abilidad que la distancia entre Xn y X se puede hacer menor que ε con
probabilidad tan cercana a 1 como se quiera con tal de tomar n suficiente-
mente grande. .

2. En Teoŕıa de la Medida la convergencia en probabilidad se denomina
convergencia en medida.

Proposición. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias definidas
sobre un espacio de probabilidad (Ω.A, P ) y X otra variable aleatoria defini-
da sobre el mismo espacio. Son equivalentes

(i) Xn →p X

(ii) Para todo ε > 0 y todo δ > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0
entonces

ĺım
n→+∞P ({|Xn −X| ≥ ε) ≤ δ.

(iii) Para todo ε > 0, existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 entonces

ĺım
n→+∞P ({|Xn −X| ≥ ε) ≤ ε.

Demostración.
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(ii) es equivalente a (i) como consecuencia directa de la definición de
convergencia en probabilidad. La equivalencia entre (ii) y (iii) se deja como
ejercicio 2.

El siguiente Teorema establece que la convergencia casi segura (10.1)
implica la convergencia en probabilidad (10.2).

Teorema Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias definidas so-
bre un espacio de probabilidad (Ω.A, P ) y X otra variable aleatoria definida
sobre el mismo espacio. Entonces

(i) La sucesión Xn converge casi seguramente a X sii

ĺım
m→∞P (∪

∞
n=m{|Xn −X| ≥ ε}) = 0. (10.3)

(ii) Si Xn converge casi seguramente a X entonces Xn converge en prob-
abilidad a la variable aleatoria X.

Demostración
Llamemos A al conjunto de los puntos ω de Ω donde Xn(ω) → X(ω).

Luego
A = {ω ∈ Ω : Xn (ω)→ X (ω)}.

Decir que ω ∈ A es equivalente a decir que para todo ε > 0 existe m ∈ N tal
que para todo n ≥ m se tiene |Xn (ω)−X (ω) | < ε. Entonces, si para cada
ε > 0 definimos

Bn,ε = {ω ∈ Ω : |Xn (ω)−X (ω) | < ε}.
el conjunto A resulta

A =
\
ε>0

 ∞[
m=1

\
n≥m

Bn,ε

 .
En realidad como basta elegir ε tan chico como se quiera, nos podemos

limitar a tomar ε = 1/k . Luego también tenemos

A =
∞\
k=1

 ∞[
m=1

\
n≥m

Bn, 1
k

 .
Sabemos que la convergencia casi segura se define por P (A) = 1 o equiv-

alentemente por P (Ac) = 0. Observemos que

Ac =
∞[
k=1

 ∞\
m=1

[
n≥m

Bc
n, 1
k

 .
Luego, como Ac es una unión numerable, P (Ac) = 0 si y sólo si para todo
k ∈ N se tiene

P

 ∞\
m=1

[
n≥m

Bc
n 1
k

 = 0,
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y como Bcn,ε es cereciente con ε,esto es equivalente a que para todo ε > 0

P

 ∞\
m=1

[
n≥m

Bcn,ε

 = 0. (10.4a)

Definamos

Cm,ε =
[
n≥m

Bcn,ε.

Claramente, para todo ε > 0 la sucesión {Cm,ε}m≥1 es monótona no decre-
ciente, de manera que

P

 ∞\
m=1

[
n≥m

Bcn,ε

 = P

Ã ∞\
m=1

Cm,ε

!
= ĺım
m→∞P (Cm,ε) .

Luego se tendrá que (10.4a) es equivalente a

ĺım
m→∞P (Cm,ε) = 0,

y esto es equivalente a

ĺım
m→∞P

[
n≥m

Bcn,ε

 = 0

Pero como

Bcn,ε = {|Xn −X| ≥ ε},
(i) queda demostrado.

(ii) Supongamos que Xn → X c.s. Luego se cumple (10.3) y como

{|Xm −X| ≥ ε} ⊂ ∪∞n=m{|Xn −X| ≥ ε},

resulta

ĺım
m→∞P ({|Xm −X| ≥ ε}) = 0.

Por lo tanto Xn →p 0. 2

Veremos que la rećıproca es falsa, incluso puede ocurrir que exista con-
vergencia en probabilidad, pero que el conjunto de los puntos donde haya
convergencia sea vaćıo.
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10.3. Preservación de la convergencia por funciones
continuas

Los siguientes dos Teoremas muestran que las funciones continuas preser-
van los dos tipos de convergencia que hemos definido: convergencia en prob-
abilidad y convergencia casi segura.

Teorema. Sea g : R2 → R continua y supongamos que las sucesiones de
variables aleatorias (Xn)n≥1 , (Yn)n≥1 convergen casi seguramente a las vari-
ables aleatorias X e Y. Entonces (g (Xn, Yn))n≥1 converge casi seguramente
a la variable aleatoria g (X,Y ) .

Observación. La propiedad vale en general para g : Rk → R continua. Si³
Xj
n

´
n≥1
→ Xj c.s para j = 1, 2, ..., k entonces

g
³
X1
n,X

2
n, ...,X

k
n

´
→ g

³
X1,X2, ...,Xk

´
c.s.

Demostración.
Sean A = {ω : Xn (ω) → X (ω)} y B = {ω : Yn (ω) → Y (ω)}. Como

P (A) = P (B) = 1, también se tendrá P (A ∩B) = 1. En efecto
0 ≤ P ((A ∩B)c) = P (Ac ∪Bc) ≤ P (Ac) + P (Bc) = 0.

Ahora si ω ∈ A∩B entonces Xn(ω)→ X(ω) y Yn(ω)→ Y (ω). Luego,
por la continuidad de g se tiene g (Xn (ω) , Yn (ω))→ g (X (ω) , Y (ω)) . Por
lo tanto

A ∩B ⊂ {ω : g (Xn (ω) , Yn (ω))→ g (X (ω) , Y (ω))},
y en consecuencia como

1 = P (A ∩B) ≤ P ({ω : g (Xn (ω) , Yn (ω))→ g (X (ω) , Y (ω))}) ≤ 1,
se obtiene la tesis 2.

Corolario.
Como g (x, y) = x+y es continua resulta que si Yn → Y c.s yXn → X c.s

entonces Xn + Yn → X + Y c.s
Análogamente si g (x, y) = xy, resulta que si Yn → Y c.s y Xn → X c.s

entonces XnYn → XY c.s

Además si g (x, y) =
x

y
entonces si Yn → Y c.s con P (Y = 0) = 0 y

Xn → X c.s entonces
Xn
Yn
→ X

Y
c.s.

Demostración.
Inmediata 2
Para demostrar una propiedad similar para la convergencia en proba-

bilidad necesitamos algunos resultados previos. Comenzamos probando que
toda variable aleatoria es “acotada en probabilidad”.
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Lema 1. Sea X una variable aleatoria. Dado ε > 0 existe K tal que

P (|X| ≥ K) < ε.

Observación.
Esto dice que los valores de X están dentro de un compacto, con prob-

abilidad tan cercana a uno como se quiera.
Demostración.
Consideremos la sucesión de conjuntos

An = {|X| ≥ n}.

Esta sucesión es monótona decreciente, es decir, An+1 ⊂ An y ademásT∞
n=1An = ∅. Entonces

ĺım
n→∞P (An) = 0.

Luego, dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que P (An0) < ε, es decir

P (An0) = P ({|X| ≥ n0}) < ε.

Luego el lema es cierto tomando K = n0.2
Probaremos ahora un resultado más fuerte: Sucesiones de variables que

convergen en probabilidad están acotadas en probabilidad uniformemente.
Lema 2. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias que converge

en probabilidad a la variable aleatoria X. Entonces dado ε > 0 existe K tal
que P (|X| ≥ K) < ε y tal que para todo n

P (|Xn| ≥ K) < ε.

Observación
Demostración.
En primer lugar podemos hallar, de acuerdo al lema 1, K0 de forma tal

que

P (|X| ≥ K0) < ε

2
.

Teniendo en cuenta que

|Xn| ≤ |Xn −X|+ |X, |

se prueba fácilmente que

{|Xn| ≤ K0 + 1} ⊂ {|Xn −X| ≥ 1} ∪ {|X| ≥ K0}. (10.5)

Debido a que Xn →p X en probabilidad podemos encontrar n0 tal que
si n ≥ n0

P (|Xn −X| ≥ 1) < ε

2
.
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Tomando probabilidades an ambos mienbros de (10.5) obtenemos

P ({Xn| ≤ K0 + 1}) ≤ P ({|Xn −X| ≥ 1}) + P ({|X| ≥ K0})
<

ε

2
+

ε

2
= ε

para todo n ≥ n0. Además por el Lema 1, para cada i tal que 1 ≤ i ≤ n0,
podemos encontrar Ki tal que P (|Xi| ≥ Ki) ≤ ε. Luego tomando

K = máx

½
máx
1≤i≤n0

{Ki},K0 + 1}
¾
,

se obtiene la tesis. 2

Ahora estamos en condiciones de probar la propiedad de que las funciones
continuas conservan la convergencia en probabilidad.

Teorema. Sea g : R2 → R continua y supongamos que las sucesiones
(Xn)n≥1 , (Yn)n≥1 convergen en probabilidad a las variables aleatorias X e
Y. Entonces (g (Xn, Yn))n≥1 converge en probabilidad a la variable aleatoria
g (X,Y ) .

Observación

Vale la misma observación hecha para el caso de la convergencia casi
segura en cuanto a que el Teorema vale para funciones continuas definidas
en Rk.

Demostración.

Queremos probar que dado ε > 0 existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0

P (|g (Xn, Yn)− g(X,Y )| ≥ ε) < ε. (10.6)

De acuerdo al lema anterior podemos hallar un K tal que simultánea-
mente

P (|Xn| ≥ K) < ε

6
∀n

P (|X| ≥ K) < ε

6

P (|Yn| ≥ K) < ε

6
∀n

P (|Y | ≥ K) < ε

6
.

Esto puede lograrse considerando primero un K1 que cumpla con las dos
primeras, después un K2 que cumpla con las siguientes y tomando K =
máx{K1,K2}.

Sea

C = [−K,K]× [−K,K] .
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Dado que g es continua y C compacto entonces g es uniformemente
continua en C. Luego existe δ > 0 tal que si |x − x0| < δ , |y − y0| <
δ y |x|, |x0|, |y|, |y0| ≤ K entonces

|g (x, y)− g ¡x0, y0¢ | < ε. (10.7)

Por la convergencia en probabilidad existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0
entonces

P (|Xn −X| ≥ δ) <
ε

6
(10.8)

P (|Yn − Y | ≥ δ) <
ε

6
(10.9)

Esto se logra considerando un valor n1 para la sucesión (Xn)n≥1, un
valor n2 para la sucesión (Yn)n≥1 y luego tomando n0 = máx{n1, n2}.

Ahora definimos los conjuntos

A1n = {|Xn −X| ≥ δ}
A2n = {|Yn − Y | ≥ δ}
A3n = {|Xn| ≥ K}
A4n = {|Yn| ≥ K}
A5n = {|X| ≥ K}
A6n = {|X| ≥ K}.

Si bien A4n, A5n no dependen de n, usamos la notación por conveniencia.
Vamos a mostrar que si llamamos

B =
6[
i=1

Ain,

entonces
{|g (Xn, Yn)− g(X,Y )| ≥ ε} ⊂ B.

Para esto debemos mostrar que en Bc se tiene

|g (Xn, Yn)− g(X,Y )| < ε. (10.10)

En efecto, como

Bc = (
6[
i=1

Ain)
c = ∩6i=1Acin,

resulta que cuando Bc es cierto Xn, X, Yn, Y están en el compacto C y
además |Xn −X| ≤ δ y |Yn − Y | ≤ δ. Luego por (10.7) resulta (10.10).

Luego para todo n ≥ n0

P ({|g (Xn, Yn)− g (Xn, Yn) | ≥ ε}) ≤ P (B) ≤
6X
i=1

P (Ain) < 6
ε

6
= ε,
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y el Teorema queda demostrado.2

Análogamente a lo observado para la convergencia casi segura se tienen
los siguientes corolarios.

Corolario.

Tomando g (x, y) = x + y, entonces si Yn →P Y y Xn →P X resulta
Xn + Yn →P X + Y .

Si g (x, y) = xy, entonces si Yn →P Y y Xn →P X resulta XnYn →P

XY

Además si g (x, y) =
x

y
entonces si Yn →P Y con P (Y = 0) = 0 y

Xn →P X resulta
Xn
Yn
→P X

Y
.

Demostración.

Inmediata 2

10.4. Ley débil de los grandes números

Desigualdad de Markov

Sea X una variable aleatoria y g una función no negativa, par y no decre-
ciente en el módulo, esto es si |x| > |y| entonces g (x) ≥ g (y) . Supongamos
además que g (X) tiene esperanza finita, es decir que E (g (X)) <∞.

Entonces

P ({|X| ≥ ε}) ≤ E (g (X))
g (ε)

.

Demostración

Consideremos el conjunto A = {|X| ≥ ε}. Entoces {A,Ac} es una parti-
ción del espacio muestral Ω. Luego IA (x) + IAc (x) = 1, y como todas las
variables son no negativas y g(x) nodecreciente en |x|, tenemos

g (X) = g (X) IA (X) + g (X) IAc (X)

≥ g (X) IA (X)
≥ εIA (X) .

Luego tomando esperanza

E (g (X)) ≥ g (ε)E (IA) = g (ε)P ({|X| ≥ ε}) .

De esta desigualdad se obtiene inmediatamente obtiene el resultado buscado.2

En particular tomando g (x) = x2 se obtiene la siguiente versión de la
desigualdad de Tchebichev

P ({|X| ≥ ε}) ≤ E
¡
X2
¢

ε2
.
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Por otro lado si consideramos la variable aleatoria X−E (X) obtenemos
la versión (clásica) de la desigualdad de Tchebichev

P ({|X −E (X)| ≥ ε}) ≤
E
³
[X −E (X)]2

´
ε2

=
Var (X)

ε2
.

Tomando complementos esta desigualdad puede escribirse como

P ({|X −E (X)| < ε}) ≥ 1− Var (X)
ε2

.

Luego si Var(X) es pequeña (o sea hay poca dispersión), la probabilidad
de que la variable X tome valores en el intervalo (E (X)− ε, E (X) + ε) se
hará grande.

Ahora estamos en condiciones de estudiar la ley de los grandes números
en sus dos versiones: débil y fuerte. La importancia de estas leyes, es que
permite dar fundamento matemático a la heuŕıstica que interpreta la esper-
anza de una variable aleatoria como el valor al cual tiende el promedio de
varias realizaciones de la variable correspondientes a la repetición de exper-
imentos independientes. También permite fundamentar la noción heuŕıstica
de la probabilidad de un evento como el valor ĺımte de las frecuencias
trelativas con que ocurre el evento cuando se repiten muchos experimentos
independientes. La ley débil expresa estos resultados en términos de con-
vergencia en probabilidad y la ley fuerte en término de convergencia casi
segura.

Teorema (Ley débil de los grandes numeros). Sea (Xn)n≥1 una
sucesión de variables aleatorias no correlacionadas, es decir Cov(Xi,Xj) = 0
si i 6= j, tal queE (Xi) = µi y Var(Xi) = σ2i para cada i = 1, 2, ....Consideramos
la sucesión de variables aleatorias

¡
Xn

¢
n≥1 donde Xn es el promedio de las

primeras n variables. Luego

Xn =
1

n

nX
i=1

Xi,

y sea µn = E(Xn) dada por

µn =
1

n

nX
i=1

µi.

Entonces si

ĺım
n→∞

Ã
1

n2

nX
i=1

σ2i

!
= 0, (10.11)

se tiene

Xn − µn →P 0.
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Demostración

Se tiene que

Var(Xn) =
1

n2

nX
i=1

σ2i ,

y por Tchebichev

P (|Xn − µn| ≥ ε) ≤ Var(Xn)

ε2

=
1

ε2n2

nX
i=1

σ2i .

Tomando ĺımite resulta que

ĺım
n→∞P (|Xn − µn| ≥ ε) ≤ 1

ε2
ĺım
n→∞

1

n2

nX
i=1

σ2i ,

= 0

y luego el Teorema queda demostrado.2

Observaciones.

1 Si Xn es una sucesión de variables aleatorias independientes, entonces
las variablex Xn son no correlacionadas y el Teorema puede aplicarse.

2. Una condición suficiente para que se cumpla (10.11) es que {σ2i } sea
una sucesión acotada. En efecto, si σ2i ≤ K para todo i, se obtiene

1

n2

nX
i=1

σ2i ≤
Kn

n2
=
K

n
→ 0.

En particular, est condición se cumple si todas las variables tienen igual
varianza.

3. Si todas las variables tienen igual media digamos µi = µ, se tiene que
µn = µ, y entonces Xn − µ→P 0 es equivalente

Xn →p µ.

4. En particular si {Xn}n≥1 es una sucesión de variables no correla-
cionadas igualmente distribuidas con E(Xn) = µ y Var(Xn) = σ2, se ten-
drá Xn →p µ.

5. Veremos ahora como esta ley debil permite fundamentar el concepto
de probabilidad de un evento. Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad y
A un evento. Supongamos que realizamos n experimentos independientes y
definimos

Xi (ω) =

½
1 si en el experimento i, ω ∈ A
0 si en el experimento i, ω /∈ A.
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Definamos

Xn =
1

n

nX
i=1

Xi.

Se tiene
E (Xi) = 1.P (A) + 0P (A

c) = P (A) ,

y como X2
i = Xi

Var (Xi) = E(X
2
i )−E(Xi)2

= E(Xi)−E(Xi)2
= P (A) = P (A)2

P (A) (1− P (A)) .

Luego, como además las variables Xi son independientes, de acuerdo a
la ley débil de los grandes números se tendrá

Xn →P E (Xi) = P (A) . (10.12)

Obsérvese que Xn es la frecuencia relativa de ocurrencia del evento A.
Entonces (10.12) puede interpretarse como que la frecuencia relativa de
ocurrencia del evento A tiende en proabilidad a su probabilidad.

10.5. Ley fuerte de los grandes números

Para probar la ley fuerte de los grandes números necesitaremos algunos
lemas previos

Lema (Desigualdad de Kolmogorov). Sean X1, ...,Xn variables in-
dependientes con E (Xi) = 0. Supongamos que σ

2
i =Var(Xi) <∞ y consid-

eremos las sumas parciales Si =
Pi
j=1Xj . Entonces

P

µ
{máx
1≤i≤n

|Si| ≥ ε

¶
≤ 1

ε2

nX
i=1

σ2i . (10.13)

Observación.
Vamos a mostrar que la desigualdad de Kolmogorov es un refinamiento

de la desigualdad de Tchebichev. Para ver esto, apliquemos la desigualdad
de Tchebichev a las variable aleatoria Sn. Luego

P (|Sn| ≥ ε) ≤ 1

ε2
Var (Sn) =

1

ε2

nX
i=1

σ2i . (10.14)

Observemos que Sn ≤ máx1≤i≤n |Si| de manera que

{|Sn| ≥ ε} ⊂ {máx
1≤i≤n

|Si| ≥ ε},
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y por lo tanto

P ({|Sn| ≥ ε}) ≤ P
µ
{máx
1≤i≤n

|Si| ≥ ε}
¶
.

Luego resulta que (10.13) implica (10.14)
Demostración.
Sea

A = {máx
1≤i≤n

|Si| ≥ ε},

y consideremos para cada i los conjuntos

Ai = {|S1| < ε, |S2| < ε, ..., |Si−1| < ε, |Si| ≥ ε}.

Estos eventos son disjuntos de a dos y forman una partición de A. Luego

A =
n[
i=1

Ai,

y por lo tanto se deduce que

IA =
nX
i=1

IAi .

Luego como S2nIAc ≥ 0 se deduce que

S2n = S
2
nIA + S

2
nIAc ≥ S2nIA = S2n

nX
i=1

IAi .

Tomando esperanza en ambos miembros resulta

E
¡
S2n
¢ ≥ nX

i=1

E
¡
S2nIAi

¢
. (10.15)

Para cada término S2nIAi resulta

S2nIAi = (Si + Ti)
2 IAi = S

2
i IAi + T

2
i IAi + 2SiTiIAi , (10.16)

donde

Ti =
nX
j≥i
Xj .

Vamos ahora a probar que E (SiTiIAi) = 0. Por un lado observamos que
Si depende solo de X1, ...Xi y lo mismo ocurre con IAi . Como Ti depende
solo de Xi+1, ...Xn, resulta que SiIAi es independiente de Ti. Luego como
E (Ti) = 0 se obtiene
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E (SiTiIAi) = E ([SiIAi ]Ti) = E (SiIAi)E (Ti) = 0. (10.17)

Tomando esperanza en (10.16)y teniendo en cuenta (10.17) y que en
Ai se tiene |Si| ≥ ε

E
¡
S2nIAi

¢
= E(S2i IAi) +E(T

2
i IAi)

≥ E(S2i IAi)
≥ εE(IAi)

= εP (Ai).

Luego tomando esperanzas en (10.15) se obtiene

E
¡
S2n
¢ ≥ nX

i=1

E
¡
S2nIAi

¢ ≥ ε2
nX
i=1

P (Ai) = ε2P (A) ,

o sea

P (A) ≤ E
¡
S2n
¢

ε2
=
1

ε2

nX
i=1

σ2i . 2

Para probar la ley fuerte de los grandes números necesitamos también el
siguiente Lema.

Lema. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias. Una condición
suficiente para que

Xn → X c.s.

es que para todo ε > 0 exista una sucesión creciente de enteros positivos
r1 < r2 < ... < rn... que puede depender de ε tal que

∞X
i=1

P

ri+1−1[
n=ri

Bcnε

 <∞, (10.18)

donde Bnε = {|Xn −X| < ε}.

Demostración
Recordemos el resultado ya probado que

Xn → X c.s

sii

ĺım
m→∞P

 ∞[
n≥m

Bcnε

 = 0. (10.19)

Supongamos que se cumple (10.18). Veremos que entonces se cumple
(10.19)
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Sea ε > 0, entonces (10.18) implica que existe i0 tal que

∞X
i=i0

P

ri+1−1[
n=ri

Bcnε

 < ε

Pero entonces

P

 ∞[
n=ri0

Bcnε

 = P

 ∞[
i=i0

ri+1−1[
n=ri

Bcnε

 ≤ ∞X
i=i0

P

ri+1−1[
n=ri

Bcnε

 < ε.

Esto implica que (10.19) se cumple. 2

Teorema (Ley fuerte de los grandes números).

Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias independientes tal que
E (Xi) = µi y Var(Xi) = σ2i para cada i ∈ N. Consideremos la sucesión de
variables aleatorias

¡
Xn

¢
n≥1 definida por

Xn =
1

n

nX
i=1

Xi

y sus respectivas medias

µn = E(Xn) =
1

n

nX
i=1

µi.

Entonces si ∞X
i=1

σ2i
i2
<∞, (10.20)

se tiene

Xn − µn → 0 c.s..

Demostración.
Basta probar el teorema suponiendo que para todo i, µi = 0. Para ver

esto, supongamos que el terorema vale cuando para todo i, µi = 0. Ahora
supongamos el caso general, esto es que para cada i, E(Xi) = µi. Considere-
mos nuevas variables Yi = Xi−µi. EntoncesE (Yi) = 0 y Var(Yi) =var(Xi) =
σ2i . Las variables Yi son independientes y luego se cumple Y n → 0 c.s. Pero
como Y n = Xn−µn, resulta tambiénXn−µn → 0 c.s. Luego para demostrar
el teorema podemos supondremos que µi = 0 para todo i.

Usaremos el lema anterior tomando ri = 2
i−1 . Luego si llamamos

λi = P

2i+1−1[
n=2i

Bcnε

 ,
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bastará demostrar que
∞X
i=1

λi <∞.

Observemos que si llamamos Sn =
Pn
i=1Xi tenemos Xn = Sn/n. Luego

λi = P

2i+1−1[
n=2i

Bcnε


= P

2i+1−1[
n=2i

{|Xn| ≥ ε}


= P

2i+1−1[
n=2i

{|Sn| ≥ nε}
 ≤

≤ P
2i+1−1[

n=2i

{|Sn| ≥ 2iε}
 (10.21)

Para aplicar la desigualdad de Kolmogorov, debemos reindexar las vari-
ables.

Sean

X∗1 = S2i
X∗2 = X2i+1
X∗3 = X2i+2
...

X∗2i = X2i+1−1

y definamos

S∗
i
= X∗1 +X

∗
2 + ...+X

∗
i

entonces se tiene que

S2i = S
∗
1

S2i+1 = S
∗
2

.

S2i−1−1 = S∗2i

Como

Var (X∗1 ) =
2iX
i=1

σ2i , Var (X
∗
2 ) = σ22i+1, ...,Var

¡
X∗2i

¢
= σ22i+1−1,
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se tiene
2iX
j=1

Var
¡
X∗j
¢
=
2i+1−1X
j=1

σ2j .

Luego, aplicando la desigualdad de Kolmogorov obtenemos

P

2i+1−1[
n=2i

{|Sn| ≥ 2iε}
 = P

µ
máx
1≤n≤2i

|S∗n| > ε2i
¶

≤ 1

4iε2

2iX
j=1

Var
¡
X∗j
¢

≤ 1

4iε2

2i+1−1X
j=1

σ2j . (10.22)

Entonces de (10.21) y (10.22 obtenemos para cada i

λi ≤ 1

4iε2

2j+1−1X
j=1

σ2j ,

y cambiando el orden de sumación se tiene

∞X
i=1

λi ≤
∞X
i=1

1

4iε2

2j+1−1X
j=1

σ2j

=
1

ε2

∞X
j=1

σ2j
X

2i+1−1≥j

1

4i
. (10.23)

La desigualdad 2i+1 − 1 ≥ j es equivalente a

i ≥ log (j + 1)
log (2)

− 1 = i0 (j) ,

y entonces podemos escribirX
2i+1−1≥j

1

4i
=

X
i≥i0(j)

1

4i

= a0

Ã
1

1− 1
4

!
=
4

3
a0, (10.24)
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donde a0 es el primer término de la serie geométrica.X
i≥i0(j)

1

4i
. (10.25)

Por otro lado 2i+1 − 1 ≥ j implica que 4i ≥ j2/4 , es decir para todos
los términos de la serie geométrica (10.25) obtenemos

1

4i
≤ 4

j2
,

y en particular se tendrá

a0 ≤ 4

j2
. (10.26)

Entonces por (10.24 y (10.26) se tieneX
2i+1−1≥j

1

4i
=
4

3
a0 ≤ 4

3

4

j2
=
16

3

1

j2
,

y de acuerdo a (10.23) se iene

∞X
i=1

λi ≤ 16

3ε2

∞X
j=1

σ2j
j2
<∞ .

Esto prueba la Ley Fuerte de los Grandes Números. 2
Observaciones.
La condición (10.20) se cumple si todas las varianzas están acotadas.

En efecto, si existe una constante K tal que para todo i, σ2i ≤ K entonces
como se tiene ∞X

i=1

1

i2
<∞,

resulta ∞X
i=1

σ2i
i2
≤ K

∞X
i=1

1

i2
<∞.

Para el caso en que para todo i, µi = µ, σ
2
i = σ2 se cumple efectivamente

que

σ2
X 1

i2
<∞,

y por lo tanto
Xn − µ→ 0 c.s,

o equivalentemente
Xn → µ c.s..

Todas las consideraciones posteriores a la ley debil que discuten co-
mo esta fundamenta las nociones heuŕısticas de esperanza de un variable
aleatoria y de probabilidad de un evento siguen valiendo, reemplazando la
convergencia en probabilidad por convergencia casi segura.
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10.6. Teorema de la Convergencia Dominada

Ahora daremos una demostración del Teorema de Convergencia Domi-
nada (Lebesgue).

Antes necesitamos el siguiente caso particular de convergencia dominada
Lema.
Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aletorias, no negativas y Z una

variable aleatoria no negativa con E (Z) <∞ que domina todos los térmi-
nos de la sucesión , es decir 0 ≤ Xn ≤ Z.

Entonces si Xn →P 0 se tiene

E (Xn)→ 0.

Observación
Recordemos que si Z ≥ 0 la condición de E (Z) < ∞ es equivalente aR +∞

0 zdFZ <∞ y esto es equivalente a ĺımk→∞
R∞
k zdFZ = 0.

Demostración
Vamos a demostrar que dado ε > 0 existe n0 tal que si n ≥ n0 entonces

E (Xn) < ε.
Dado K > 0 (arbitrario) particionamos al espacio de la siguiente manera

Ω =
n
Xn ≤ ε

3

o[nε
3
< Xn ≤ K

o[
{Xn > K}.

Entonces

Xn = XnI{Xn≤ε/3} +XnI{ε/3<Xn≤K} +XnI{Xn>K}

≤ ε

3
+KI{Xn>ε/3} + ZI{Z>K}. (10.27)

Tomando esperanza en ambos miembros se tiene

E (Xn) ≤ ε

3
+KP

³
Xn >

ε

3

´
+E

¡
ZI{Z>K}

¢
. (10.28)

Se deja como ejercicio probar que

E
¡
ZI{Z>K}

¢
=

Z +∞

K
zdFZ . (10.29)

Dado que E (Z) <∞ existe K0 tal que

E
¡
ZI{Z>K0}

¢
<

ε

3
. (10.30)

Una vez elegido K0, usando que Xn →p 0, podemos encontrar n0 tal que
para todo n ≥ n0 se tiene

P
³
Xn >

ε

3

´
<

ε

3K0
.
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Luego de (10.27), (10.28). (10.29) y (10.30) resulta que para todo n ≥ n0

E (Xn) ≤ ε

3
+K0

ε

3K0
+

ε

3
= ε,

y el Lema queda demostrado. 2
Ahora probaremos el Teorema de la Convergencia Dominada en el caso

general
Teorema.Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias tal que ex-

iste un variable Z ≥ 0 con E (Z) < ∞ y |Xn| ≤ Z para todo n. Entonces
si Xn →P X se tendrá

E (Xn)→ E (X) .

Demostración

Debemos probar que

ĺım
n→∞ |E (Xn)−E (X)| = 0.

Ahora bien, por una propiedad de la esperanza

|E (Xn)−E (X)| ≤ |E (Xn −X)| ≤ E (|Xn −X|) ,

de manera que bastará con probar que

ĺım
n→∞E (|Xn −X|) = 0. (10.31)

Sea
Yn = |Xn −X| ≥ 0,

luego como Xn →P X resulta Yn →P 0 . Se deja como ejercico probar que
P (|X| ≤ Z) = 1. Luego Yn ≤ |Xn|+ |X| ≤ 2Z, y estamos en la situación del
lema anterior. Por lo tanto podemos concluir que E (Yn)→ 0. Luego (10.31)
se cumple y el Teorema queda demostrado 2
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Caṕıtulo 11

Convergencia en Distribución

11.1. Definición de convergencia en distribución

Tanto la convergencia casi segura como la convergencia en probabilidad
se basan en el concepto de ”proximidad entre variables aleatorias”. Veremos
ahora un tipo de convergencia que se basa en la proximidad entre funciones
de distribución.

Definición. Sea {Fn}n≥1 una sucesión de funciones de distribución
definidas sobre R y F otra función de distribución. Diremos que la sucesión
Fn converge débilmente a F sii para todo punto x de continuidad de F existe
convergencia puntual. Es decir, si F es continua en x entonces

ĺım
n→∞Fn (x) = F (x) .

Notación. Si {Fn}n≥1 converge débilmente en distribución a F escribire-
mos

Fn →d F.

Observación

Recordemos que una función de distribución definida sobre R se carac-
teŕıza por las propiedades P1, P2, P3 y P4 y que el conjunto de puntos
donde es discontinua es a lo sumo numerable.

Definición. Sea {Xn}n≥1 una sucesión de variables aleatorias y F una
función de distribución. Diremos que la sucesión Xn converge en distribu-
ción a F sii {FXn}n≥1 converge débilmente a F.

Notación. Si {Xn}n≥1 converge en distribución a F escribiremos

Xn →D F.

Observación

Por extensión también diremos que {Xn}n≥1 converge en distribución a
X sii FXn →d FX .
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Al decir que {Xn}n≥1 convergen en distribución a X hay un abuso de
lenguaje puesto que las variables Xn no se aproximan X, sino la función de
distribución de Xn se aproxima a la función de distribución de X.

Consideremos el caso donde X e Y son dos variables independientes con
distribución N (0, 1) . Definamos para todo n, Xn = X entonces Xn →D

Y y sin embargo como las variables X e Y son independientes, X no se
“aproxima” a Y .

Veamos ahora la relación que existe entre la convergencia en probabili-
dad y la convergencia en distribución.

Proposición.
Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias yX otra variable aleato-

ria.
Entonces

Xn →P X

implica que
Xn →D X

Demostración
Sea FX la función de distribución de X y x un punto de continuidad.
La inclusión

{Xn ≤ x} ⊂ {X ≤ x+ ε}
[
{|Xn −X| ≥ ε}

es fácil de verificar y se deja como ejercicio. Tomado probabilidades en ambos
mienbros se obtiene

FXn (x) ≤ FX(x+ ε) + P (|Xn −X| ≥ ε) .

Tomando ĺımite superior en ambos miembros y teniendo en cuenta que

ĺım
n→∞P (|Xn −X| ≥ ε) = 0 (11.1)

se obtiene
ĺım
n→∞FXn (x) ≤ FX (x+ ε) ,

y haciendo que ε→ 0, en virtud de la continuidad de F en x se tiene

ĺım
n→∞FXn (x) ≤ FX (x) . (11.2)

Ahora hacemos algo similar a izquierda de x. Consideramos la inclusión

{X ≤ x− ε} ⊂ {Xn ≤ x}
[
{|Xn −X| ≥ ε}.

Tomado probabilidades en ambos mienbros se obtiene

FX (x− ε) ≤ FXn (x) + P (|Xn −X| ≥ ε).
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Tomando ĺımite inferior en ambos miembros y usando (11.1) se obtiene

F (x− ε) ≤ ĺımn→∞FXn (x) ,

y haciendo que ε→ 0, en virtud de la continuidad de FX en x

F (x) ≤ ĺımn→∞FXn (x) . (11.3)

De (11.2) y (11.3) resulta

ĺım
n→∞FXn (x) ≤ FX (x) ≤ ĺımn→∞FXn (x) ,

y como

ĺımn→∞FXn (x) ≤ ĺım
n→∞FXn (x) ,

debe ser

ĺım
n→∞FXn (x) = ĺımn→∞FXn (x) = FX (x) .

Luego existe el ĺımite de {FXn} en el punto x y además

ĺım
n→∞FXn (x) = F (x) . 2

Observación.

La rećıproca no vale en general. Pero si en el caso que P (X = C) = 1,
donde C es una constante. Es decir , si Xn →D C, entonces Xn →P C.
Dejamos la prueba como ejercicio.

11.2. Funciones carácteŕıstica

Una herramienta muy importante para la demostración del Teorema
Central del Ĺımite es , la función caracteŕıstica asociada a una distribución.
Para esto necestaremos el concepto de variable aleatoria compleja.

11.2.1. Variables aleatorias complejas

Definición: Sea (Ω,A, P ) un espacio de probabilidad. Se dice que X
es una variable aleatoria compleja si X : Ω → C (C indica el conjunto de
números complejos) es de la forma X = X1 + iX2 con X1 y X2 variables
aleatorias reales.

Definición. Sea la variable aleatoria compleja X = X1 + iX2, donde
X1 y X2 tienen esperanza finita. Definimos la esperanza de X como
E (X) = E (X1) + iE (X2) .

Observación

E (X) ∈ C. La parte real e imaginaria de la esperanza son respectivamente Re (E (X)) =
E (X1) y ImE (X) = E (X2) .
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Definición. Diremos que dos variables aleatorias complejas X = X1 +
iX2 e Y = Y1 + iY2 son independientes si el vector aleatorio X =(X1,X2)
es independiente del vector aleatorio Y =(Y1, Y2) .

Algunas propiedades
Veamos ahora que para variables aleatorias complejas independientes se

tiene el siguiente resultado esperado
P1. SeanX = X1+iX2 e Y = Y1+iY2 dos variables aleatorias complejas

independientes. Entonces

E (XY ) = E (X)E (Y ) .

Demostración
La demostración se basa en el cálculo directo usando la definición y la

propiedad análoga para variables aleatorias reales independientes

E (XY ) = E [(X1 + iX2) (Y1 + iY2)]

= E [(X1Y1 −X2Y2) + i (X2Y1 + Y2X1)]
= E (X1Y1 −X2Y2) + iE (X2Y1 + Y2X1) =
= E (X1Y1)−E (X2Y2) + iE (X2Y1) + iE (Y2X1) =
= E (X1)E (Y1)−E (X2)E (Y2) + iE (X2)E (Y1) + iE (Y2)E (X1)
= (E (X1) + iE(X2))(E (Y1) + iE(Y2))

= E (X)E (Y ) .

P2. Sea una variable compleja X = X1 + iX2. Entonces

|E (X)| ≤ E (|X|) .
Demostración
Podemos suponer que E (X) 6= 0 pues en tal caso la desigualdad se

cumple.
Siendo E (X) = E (X1) + iE (X2) ∈ C podemos escribir

E (X) = reiθ

para cierto r > 0.
Consideremos la variable aleatoria compleja Y = e−iθX y verifiquemos

que su esperanza es real

E (Y ) = E
³
e−iθX

´
= e−iθE (X)
= r > 0.

Hemos probado con anteriorioridad que la propiedad se cumple para
esperanzas de variables aleatorias reales. Luego

|E (Y )| ≤ E (|Y |) .
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De acá se deduce la tesis, pues

|E (X)| = r
= E (Y )

= |E (Y )|
≤ E (|Y |)
= E (|X|) . 2

11.2.2. Definición de función caracteŕıstica y propiedades

Definición SeaX una variable aleatoria y FX su función de distribución.
Definimos la función carcteŕıstica de X por la función φX : R→ C asociada
a FX de la siguiente manera

φX (t) = E (exp (itX)) =

= E (cos (tX)) + iE (sin (tX)) .

Observación

Como las variables cos (tX) , sin (tX) son acotadas, las esperanzas de
estas variables existen y son finitas.

El motivo de la introducción de la función caracteŕıstica es poder estudi-
ar más facilmente la distribución de suma de variables aleatorias independi-
entes. Mientras que la función de distribución de esta suma ( que se obtiene
por convoluciones) puede ser muy complicada, su función caracteŕıstica, co-
mo se desprende de la propiedad P3 que veremos a continuación, es muy
simple. Por otro lado como veremos mas adelante hay una correspondencia
biuńıvoca entre función de distribucón y función caracteŕıstica. Luego cono-
ciendo la función caracteŕıstica, de una variable aleatoria, se puede obtener
su función de distribución.

P3. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes. Entonces para
todo t ∈ R

φX+Y (t) = φX (t)φY (t) .

Demostración.
Observando que exp (itX) , exp (itY ) son variables aleatorias indepen-

dientes se tiene

φX+Y (t) = E (exp (it (X + Y )))

= E (exp (itX) exp (itY )) =

= E (exp (itX))E (exp (itY ))

= φX (t)φY (t) . 2
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P4. Sea X una variable aleatoria. Entonces

|φX | ≤ 1
Demostración.

|φX | = |E (exp (itX))|
≤ E (|exp (itX)|)
= E (1)

= 1. 2

P4. φX (0) = E (1) = 1. La demostración es inmediata
Ahora enunciamos dos teoremas básicos que usaremos más adelante. El

lector puede encontrar la prueba de estos teoremas en el libro de Barry R.
James, ”Probabilidade: um curso em nivel intermediário”. En particular la
interpretación de φX como la tansformada de Fourier de FX y la fórmula
clásica de inversión.

Teorema 1. Sean X e Y dos variables aleatorias.
Entonces si

φX = φY ,

también se tiene
FX = FY .

Teorema 2. (Continuidad de Paul Levy). Sea (Xn)n≥1 una sucesión
de variables aleatorias, (FXn)n≥1 la correspondiente sucesión de funciones
de distribución y (φXn)n≥1 la correspondiente sucesión de funciones carac-
teŕısticas asociadas. Entonces

FXn →D FX

si y sólo si para todo t ∈ R
φXn (t)→ φ (t) .

Teorema 3. Sea X una variable aleatoria. Entonces φX es continua en

todo punto.
Demostración.
Sea t ∈ R y consideremos una sucesión (hn)n≥1 ⊂ R tal que hn →

0. Queremos probar que

ĺım
n→∞φX (t+ hn) = φX (t) .

Teniendo en cuenta que

φX (t+ hn) = E (cos ((t+ hn)X)) + iE (sin ((t+ hn)X)) ,
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bastará con probar que si n→ +∞ entonces

E (cos ((t+ hn)X))→ E (cos (tX)) ,

y

E (sin ((t+ hn)X))→ E (sin (tX)) .

Probaremos queE (cos ((t+ hn)X))→ E (cos (tX)) cuando n→ +∞, la
otra propiedad es análoga.

Consideremos la sucesión de variables aleatorias

Yn = cos ((t+ hn)X) .

Se comprueba fácilmente que Ynestá dominada por la variable aleatoria Z =
1, es decir para todo n

|Yn| = |cos ((t+ hn)X)| ≤ 1.

Además si Y = cos (tX), por la continuidad de la función coseno, se tiene
convergencia puntual de Yn a Y , es decir para todo ω ∈ Ω

Yn(ω)→ Y (ω).

Luego, por el Teorema de Convergencia Dominada se obtiene

E (Yn)→ E (Y ) . 2

Observación.

Se puede probar algo más fuerte: φX es uniformemente continua (ver el
libro de Barry R. James).

Veamos como opera una función caracteŕıstica sobre una transformación
afin de la variable aleatoria.

P4. Sea X una variable aleatoria e Y = aX + b. Entonces para todo
t ∈ R

φaX+b (t) = exp (ibt)φX (at) .

Demostración.
Para todo t ∈ R se tiene

φY (t) = φaX+b (t)

= E (exp (it (aX + b)))

= E (exp (it (aX)) exp (itb))

= exp (ibt)E (exp (i (ta)X))

= exp (ibt)φX (at) . 2
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Ahora queremos caracterizar a las funciones caracteŕısticas a valores
reales. Para esto recordemos el concepto de variable aleatoria simétrica re-
specto del origen

Una variable aleatoria X se dice que es simétrica respecto del origen sii
para todo x ≥ 0 se tiene que

P (X ≤ −x) = P (X ≥ x) . (11.4)

El siguiente Teorema permite dar una definición equivalente

Teorema 4. X es simétrica respecto del origen, si y solo si F−X = FX
Demostración.
Supongamos primero que X satisface F−X = FX . De (11.4) obtenemos

P (X ≤ −x) = P (−X ≤ −x) , ∀x ≥ 0,
o equivalentemente

FX(x) = F−X(x), ∀x ≤ 0. (11.5)

Consideremos ahora x > 0. Como se tiene

{X < −x} = ∪∞n=1{X ≤ −x− 1/n},
y

{X > x} = ∩∞n=1{X ≥ x+ 1/n},
donde {X ≤ −x − 1/n} y {X ≥ −x + 1/n} son sucesiones monótanas
crecientes y decrecientes respectivamente, tendremos

P (X < −x) = ĺım
n→∞P (X ≤ −x− 1/n),

y
P (X > x) = ĺım

n→∞P (X ≥ x+ 1/n).
Luego de (11.4) resulta que para todo x > 0

P (X < −x) = P (X > x)

y luego
1− P (X < −x) = 1− P (X > x),

o equivalentemente
P (X ≥ −x) = P (X ≤ x),

o equivalentemente
P (−X ≤ x) = P (X ≤ x).

Por lo tanto
F−X(x) = FX(x),∀x > 0 . (11.6)

190



De (11.5) y (11.6) resulta F−X = FX para todo x.
Supongamos ahora que F−X = FX . Vamos aprobar que X es simétrica

respecto de 0, es decir que se cumple (11.4).
Sea x ≥ 0. Luego como F−X(−x) = FX(−x), se tendrá

P (−X ≤ −x) = P (X ≤ −x),
o equivalentemente

P (X ≥ x) = P (X ≤ −x),
y por lo tanto se cumple (11.4) 2.

Teorema 5. φX es real sii X es simétrica respecto del origen. En este
caso φX es par

Demostración.
Supongamos primero queX sea simétrica respecto del origen. Como para

todo t ∈ R
φX (t) = E (cos (tX)) + iE (sin (tX)) ,

para mostrar que φX es simétrica bastará ver que E (sin (tX)) = 0.
Teniendo en cuenta queX es simétrica se tiene que FX = F−X de manera

que E (g (X)) = E (g (−X)) para cualquier g medible, entonces si para cada
t ∈ R se toma g (x) = sin (tx) se obtiene

E (sin (tX)) = E (sin (−tX)) = −E (sin (tX)) ,
y por lo tatno E (sin (tX)) = 0.

Además,

φX(−t) = E(cos(X(−t)))
= E(cos(Xt))

= φX(t).

Luego φX es par.
Supongamos ahora que φX es real, esto es E (sin (tX)) = 0. Entonces

teniendo en cuenta que la función coseno es par y la función seno impar
tendremos para todo t ∈ R

φX (t) = E (cos (tX)) + iE (sin (tX))

= E (cos(tX) ,

y

φ−X (t) = E (cos (t(−X))) + iE (sin (t(−X)))
= E (cos(tX) )− iE(sin(tX))
= E (cos(tX) )
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Luego φX (t) = φ−X (t) y entonces por el Teorema 1, se obtiene que
FX = F−X y por el Teorema 4 que X es simétrica respecto del origen 2

Definición. Momentos de orden k. Sea X una variable aleatoria.

Definimos el momento de orden k > 0 de X como el número

µk = E
³
Xk
´
,

cuando este valor existe y el momento absoluto de orden k > 0 de X como
el número

µ∗k = E
³
|X|k

´
.

Observación.

Si k es par entonces µk = µ∗k. Además siempre se tiene que µk < ∞
sii µ∗k <∞, es decir la integrabilidad absoluta de |X|k equivale a la de Xk.

En particular E(X )=µ y Var(X) = µ2 − µ21.
Teorema. Si µ∗k <∞ entonces para todo i < k se tiene µ∗i <∞.
Demostración.
Sea i < k. Se tiene

|X|i = I{|X|≤1} |X|i + I{|X|>1} |X|i .

Como

I{|X|i≤1} |X|i ≤ I{|X|≤1}
y

I{|X|>1} |X|i ≤ |X|i ≤ |X|k ,
obtenemos

|X|i ≤ I{|X|≤1} + |X|k .
Tomando esperanza en ambos miembros resulta

µ∗i ≤ P ({|X| ≤ 1}) + µ∗k <∞,

y esto demuestra el Teorema. 2

11.3. Momentos y función caracteŕıstica

11.3.1. Derivación dentro del signo esperanza

Para hacer un desarrollo de Taylor de la función caracteŕıstica, nece-
sitaremos sus derivadas. Como la función caracteŕıstica está definida como
una esperanza, será conveniente encontrar condiciones bajo las cuales se
pueda intercambiar el orden en el que se deriva y se toma esperanza.
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Sea g(x, t) una función de dos variables a valores reales, medible respecto
de la primera variable y derivable respecto de la segunda variable. Sea g2
definida por

g2 (x, t) =
∂g (x, t)

∂t
.

Sea X una variable aleatoria, entonces para cada t, Yt = g (X, t) es
también una variable aleatoria. Supongamos que E (|Yt|) <∞ y considere-
mos la función h (t) = E (Yt) = E (g (X, t)) . El siguiente Teorema nos da
condiciones suficientes para que h0 (t) = E (g2 (X, t)) .

Teorema. Supongamos que en t = t0 se cumplan las siguientes condi-
ciones (i) existe ε > 0 tal que

sup
|t−t0|≤ε

{|g2 (X, t) | ≤ Z,

donde E (Z) <∞,(ii) Para todo x la función g2(x, t) es continua respecto a
la segunda variable en t = t0.Luego h

0 (t0) = E (g2 (X, t0)) .
Demostración.

Sea (rn)n≥1 una sucesión de números reales no creciente que converge a
0 y tal que |rn| ≤ ε. Bastará demostrar que

ĺım
n→+∞

h (t0 + rn)− h (t0)
rn

= E (g2 (X, t0)) .

Utilizando el teorema del valor medio existe r∗n = r∗n (X) tal que |r∗n (X)| ≤
rn ≤ ε y tal que

g (X, t0 + rn)− g (X, t0)
rn

= g2 (X, t0 + r
∗
n (X)) .

Luego

ĺım
n→∞

h (t0 + rn)− h (t0)
rn

= ĺım
n→∞E

µ
g (X, t0 + rn)− g (X, t0)

rn

¶
= ĺım
n→∞E (g2 (X, t0 + r

∗
n (X))) .

Por lo tanto bastará con mostrar que

ĺım
n→∞E (g2 (X, t0 + r

∗
n (X))) = E (g2 (X, t0)) . (11.7)

Ahora bien r∗n (X)→ 0 y por la continuidad de g2 en t = t0, {g2 (X, t0 + r∗n (X))}n≥1
converge puntulamente a la función g2 (X, t0) Además se cumple que
supn∈N |g2 (X, t0 + r∗n (X))| ≤ Z, con E (Z) <∞. Luego aplicando el teore-
ma de la convergencia dominada se obtiene (11.7). 2
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11.3.2. Derivadas de la función caracteŕıstica y momentos

Dada una variable aleatoriaX, sabemos que φX (t) = E (exp (itX)) . Procedamos
de manera ingenua, sin preocuparnos por la justificación, y derivemos suce-
sivamente dentro del signo esperanza

φ
(1)
X (t) = E (iX exp (itX)) = iE (X exp (itX))

φ
(2)
X (t) = E

¡
i2X2 exp (itX)

¢
= i2E

¡
X2 exp (itX)

¢
...

φ
(n)
X (t) = E (inXn exp (itX)) = inE (Xn exp (itX)) .

El siguiente Teorema permite justificar estas expresiones.
Teorema. Supongamos que µ∗n <∞. Luego se cumple que

φ
(n)
X (t) = inE (Xn exp (itX)) . (11.8)

Demostración.Demostraremos el Teorema por inducción en n. Para n = 0
es cierto ya que φX (t) = E exp (itX) por definición. Supongamos que el
Teorema es cierto para n. Vamos a demostrar que es cierto para n + 1.
Supongamos que µ∗n+1 <∞, luego por el Teorema anterior µ∗n <∞ y luego
la fórmula (11.8) es cierta para n. Entonces, tenemos que

φ
(n)
X (t) = inE (Xn exp (itX))

= in(E(Xn cos(tX)) + iE(Xn sin(tX)). (11.9)

Sea g (x, t) = xn cos(tx). Luego g2(x, t) = −xn+1 sin(tx) es continua y
|g2(X, t)| ≤ |X|n+1 . Como E(|Xn+1|) < ∞, por el Teorema anterior se
tendrá que si h(t) = E(Xn cos(tx)), entonces

h0(t) = E(g2(X, t)

= −E(Xn+1 sin(tX)). (11.10)

Similarmente si h∗(t) = E(Xn sin(tx)), luego

h∗0(t) = E(Xn+1 cos(tX)). (11.11)

Luego por (11.10), (11.11), derivando (11.9) se tendrá

φ
(n+1)
X (t) = in(h0(t) + h∗0(t)) (11.12)

= in(E(−Xn+1 sin(tX)) + iE(Xn+1 cos(tX)). (11.13)

Multiplicando por i y dividiendo por i se obtiene

φ
(n+1)
X (t) = in+1((1/i)E(−Xn+1 sin(tX)) +E(Xn+1 cos(tX)),
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y usando que 1/i = −i

φ
(n+1)
X (t) = in+1(iE(Xn+1 sin(tX)) +E(Xn+1 cos(tX))

= in+1E(Xn+1 exp(itX))

y por lo tanto el Teorema queda demostrado.2.

Observemos entonces que de acuerdo al Teorema anterior que si µ∗n <∞
resulta

φ
(n)
X (0) = inE(Xn)

= inµn.

En particular
φ0X(0) = iµ1 (11.14)

y
φ00X(0) = −µ2. (11.15)

Ahora estamos en condiciones de probar que la función caracteŕıstica de
la distribución X ∼N(0, 1) es su densidad salvo una constante.

11.4. Función caracteŕıstica de una distribución
normal.

Para la prueba del Teorema Central de Ĺımite, necesitamos calcular la
función caracteristica de una distribución normal. Dado que si X ∼N¡µ,σ2¢
se puede escribir como X = σY +µ, donde Y ∼N(0, 1) de acuerdo P4, solo
se necesitará calcular φX para el caso µ = 0 y σ

2 = 1.
Teorema 6. Sea X ∼N(0, 1) . Luego la función caracterçistica de X es

φ∗(t) = exp
µ
−1
2
t2
¶
.

Demostración. Como X es simétrica respecto del origen, φ∗ es real y par.
Consideremos dos variables aleatorias independientesX1 ∼N(0, 1) , X2 ∼N(0, 1)

y definamos Y = u1X1+u2X2 con u1 ≥ 0, u2 ≥ 0 . Entonces Y ∼N
¡
0, u21 + u

2
2

¢
.

Podemos expresar a Y como un múltiplo de una variable N(0, 1). En
efecto

Y =
q
u21 + u

2
2

Yp
u21 + u

2
2

=
q
u21 + u

2
2Z,
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donde

Z =
Yp
u21 + u

2
2

tiene distribución N(0, 1).
Calcularemos φY de dos manera distintas. Por un lado, usando P4

φY (t) = φ√
u21+u

2
2Z
(t) (11.16)

= φ∗
µq

u21 + u
2
2t

¶
. (11.17)

Por otro lado siendo Y suma de variables aleatorias independientes, us-
ando P1 y recordando que u1 ≥ 0 y u2 ≥ 0, se tiene que

φY (t) = φu1X1+u2X2 (t)

φu1X1 (t) φu2X2 (t) (11.18)

= φ∗ (u1t)φ∗ (u2t)

= φ∗
µq

u21t

¶
φ∗
µq

u22t

¶
. (11.19)

De (11.16) y (11.19) se obtiene

φ∗
µq

u21 + u
2
2t

¶
= φ∗

µq
u21t

¶
φ∗
µq

u22t

¶
, (11.20)

y haciento t = 1

φ∗
µq

u21 + u
2
2

¶
= φ∗

µq
u21

¶
φ∗
µq

u22

¶
(11.21)

Definamos g∗ como la composición de φ∗ con la ráız cuadrada, es decir

g∗ (u) = φ∗
¡√
u
¢
.

Luego por (11.21) se tiene

g∗
¡
u21 + u

2
2

¢
= g∗

¡
u21
¢
g∗
¡
u22
¢
.

Luego, si ponemos v1 = u
2
1 y v2 = u

2
2 entonces para todo v1, v2 ≥ 0 obtenemos

g∗ (v1 + v2) = g∗ (v1) g∗ (v2) . (11.22)

Entonces para todo v ≥ 0 se tiene

g∗ (v) = g∗
³v
2
+
v

2

´
=

=
³
g∗
³v
2

´´2 ≥ 0.
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Observación. Ecuación (11.22) recuerda la caracterización de la dis-
tribución exponencial como una distrubución con”falta de memoria”. Luego
para caracterizar a g∗ procederemos de igual manera.

Por inducción se puede probar que dados v1 ≥ 0, v2 ≥ 0, ..., vn ≥ 0
entonces

g∗
Ã

nX
i=1

vi

!
=

nY
i=1

g∗ (vi) . (11.23)

Luego usando (11.23) se obiene que para todo n natural

g∗ (n) = g∗

1 + 1 ++...+ 1| {z }
n veces

 (11.24)

= [g∗ (1)]n (11.25)

Usando (11.23) y (11.24 se obtiene que para todo m y n naturales

[g∗ (1)]n = g∗ (n)

= g∗
³
m
n

m

´
= g∗

 n
m
+
n

m
+ ...+

n

m| {z }
m veces


=
h
g∗
³ n
m

´im
,

y entonces

g∗
³ n
m

´
= [g∗ (1)]

n

m .

Luego para todo r ∈ Q positivo se tiene
g∗ (r) = [g∗ (1)]r .

Por la continuidad de g∗ y la densidad de Q en R,se concluye que para
todo x ∈ R≥0

g∗ (x) = [g∗ (1)]x .

Ahora veamos que
0 < g∗ (1) < 1. (11.26)

Como g∗(1) es real con |g∗(1)| ≤ 1 y g∗(1) ≥ 0, para demostrar (11.26)
se deberá mostrar que g∗(1) 6= 0 y que g∗(1) 6= 1.

Supongamos que g∗ (1) = 0. Entonces para todo t ∈ R≥0

φ∗
³√
t
´
= g∗ (t) = [g∗ (1)]t = 0.

197



Esto es absurdo, pues si t = 0 se tendŕıa φ∗ (0) = 0 y según P3 φ∗ (0) = 1.
Supongamos que g∗ (1) = 1 entonces

φ∗ (1) = φ∗
³√
1
´

= g∗(1)
= 1.

Ahora como φ∗ es real, φ∗ (1) = E (cos (X)) . Entonces g∗ (1) = 1 se
puede escribir como

E (1) = E (cos (X))

luego
E (1− cos (X)) = 0

Pero siendo la variable aleatoria 1− cos (X) no negativa se concluye que
P (cos (X) = 1) = 1.

Esto no puede ser cierto puesto que {x ∈ R : cos (x) = 1} es un con-
junto de puntos numerable, de manera que como la ditribución normal es
absolutamente continua, su probabilidad es cero.

Finalmente si ponemos c = − log (g∗ (1)) entonces, c > 0 y g∗ (1) =
exp (−c) . Luego

g∗ (t) = [g∗ (1)]t

= exp (−ct) ,∀t ≥ 0.
Ademas

φ∗ (t) = g∗
¡
t2
¢
= exp

¡−ct2¢ ,∀t ≥ 0
Como la función φ∗ (t) es par se tendrá

φ∗ (t) = exp
¡−ct2¢ ,∀t.

Derivando dos veces φ∗

(φ∗)(1) (t) = −2ct exp ¡−ct2¢ ,
(φ∗)(2) (t) = −2c exp ¡−ct2¢+ 4c2t2 exp ¡−ct2¢

= 2c exp
¡−ct2¢ ¡2ct2 − 1¢ ,

y evaluando en 0, de acuerdo a (11.15) se tendrá

−2c = (φ∗)(2) (0)
= −µ2
= −1.

Por lo tanto obtenemos que c = 1
2 y el teorema queda demostrado. 2
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11.5. Teorema Central del Ĺımite

El Siguiente Lema da el desarrollo de Taylor de la función caracteŕıstica
de una variable aleatoria X con E(X) = 0 y var(X) = 1.

Lema. Sea X una aleatoria con E(X) = 0 y var(X) = 1. Entonces

φX (t) = 1− t
2

2
+ o2

¡
t2
¢
,

donde o
¡
t2
¢
es una función tal que

ĺım
t→0

o2
¡
t2
¢

t2
= 0.

Demostración. Sabemos que φ(0) = 1 y por (11.14) y (11.15) se tiene
φ0X(0) = 0 y φ

00
X(0) = −1. Luego usando un desarrollo de Taylor de grado 2

en t = 0 se tiene

φX(t) = φX(0) + φ0X(0)t+ φ
00
X(0)

t2

2
+ o2(t

2)

= 1− t
2

2
+ o

¡
t2
¢
.

Esto demuestra el Lema.2

11.5.1. Caso de variables independientes igualmente distribuidas

Teorema Central del Ĺımite. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables
aleatorias independientes identicamente distribuidas (i.i.d) con varianza fini-
ta . Llamemos µ = E (Xi) y σ

2 =Var(Xi) > 0 . Sean las sumas parciales

Sn =
nX
i=1

Xi

y

Zn =
Sn −E (Sn)p
Var (Sn)

. (11.27)

Entonces

Zn →D N(0, 1) . (11.28)

Observación
La expresión (11.27) puede reformularse escribiendo

Zn =
Xn −E

¡
Xn

¢q
V ar

¡
Xn

¢ ,
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donde

Xn =
1

n

nX
i=1

Xi

es la variable aleatoria ”promedio aritmérico”.
Demostración
En primer lugar veamos que basta con probar el teorema suponiendo

que µ = 0 y σ2 = 1.
Teniendo en cuenta la independencia de las Xi y la definición de Sn se

tiene que

E (Sn) = nµ,

Var (Sn) = nσ
2.

Luego (11.27) se puede escribir como

Zn =

Pn
i=1 (Xi − nµ)√

nσ

=
1√
n

nX
i=1

µ
Xi − µ

σ

¶
=

Pn
i=1X

∗
i√

n
,

donde

X∗i =
Xi − µ

σ
Clareamente las variables X∗i son i.i.d. con E(X

∗
i ) = 0 y Var(X

∗
i ) = 1.

Luego si el teorema vale para µ = 0 y σ2 = 1 vale para µ y σ2 arbitrarios.
Supondremos entonces que µ = 0 y σ2 = 1. De acuerdo al teorema de

Levy , bastará probar que para todo t ∈ R

ĺım
n→+∞φZn (t) = exp

µ
−t

2

2

¶
(11.29)

Sabemos que como µ = 0 y σ2 = 1, por el Lema anterior para todo i ∈ N
se tiene

φXi (t) = φX (t) = 1− t
2

2
+ o2

¡
t2
¢
,

donde o2
¡
t2
¢
es una función tal que

ĺım
t→0

o2
¡
t2
¢

t2
= 0. (11.30)

Como las variables Xi son independientes, podemos aplicar la propiedad
P3 de las funciones caracteŕısticas y se tiene que para todo n

φSn (t) =
nY
i=1

φXi (t) =

µ
1− t

2

2
+ o2

¡
t2
¢¶n

.
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Finalmente teniendo en cuenta que µ = 0 y σ2 = 1, resulta Zn = Sn/
√
n.

Luego por la propiedad P4 de las funciones caracteŕısticas se obtiene

φZn (t) = φSn

µ
t√
n

¶
=

µ
1− t2

2n
+ o2

µ
t2

n

¶¶n
.

De acuerdo a (11.29), bastará ver que la sucesión de funciones

ĺım
n→∞

µ
1− t2

2n
+ o

µ
t2

n

¶¶n
= exp

µ
−t

2

2

¶
. (11.31)

Para ello escribamos la sucesión de carcteŕısticas del siguiente modo

φZn (t) =

µ
1− 1

n

·
t2

2
+ o2

µ
t2

n

¶
n

¸¶n
,

y luego si hacemos

an =

·
t2

2
+ o2

µ
t2

n

¶
n

¸
,

entonces
φZn (t) =

³
1− an

n

´n
.

Se conoce del cálculo elemental que si an → L entonces³
1− an

n

´n → exp (−L) .

Por lo tanto bastará mostrar que en nuestro caso L = t2/2. Equivalentemente
bastará con mostrar que

ĺım
n→∞ o2

µ
t2

n

¶
n→ 0.

Pero esto resulta de escribir

o2

µ
t2

n

¶
n =

o2

µ
t2

n

¶
t2

n

t2

y de observar que como t2/n → 0 cuando n → ∞,de acuerdo a (11.30) se
tiene

ĺım
n→+∞

o

µ
t2

n

¶
t2

n

= 0.
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Esto prueba el Teorema.2

Observaciones.
1. Teniendo en cuenta que E

¡
Xn

¢
= nµ/n = µ y Var

¡
Xn

¢
= nσ2/n =

σ2/n, podemos escribir las variables Zn de la siguiente manera

Zn =
Xn −E

¡
Xn

¢q
V ar

¡
Xn

¢
= n

1
2
(Xn − µ)

σ
.

Luego, de acuerdo a (11.28) tenemos

n
1
2
(Xn − µ)

σ
→D N (0, 1) . (11.32)

De acuerdo a la Ley Fuerte de los Grandes Números Xn − µ→ 0 c.s., y
por lo tanto también

Wn = (Xn − µ)/σ → 0 c.s..

Además, recordemos que convergencia casi segura implica convergencia en
distribución. Al multiplicar Wn por el factor n

1
2 , de acuerdo a (11.32) deja

de tender a 0 y tampoco tiende infinito. Por eso se dice que la velocidad
de convergencia de Xn a µ es n

102. Se deja como ejercicio probar que si
multiplicamos Wn por n

1/2+δ la sucesión converge a ±∞ en probabilidad.
Es decir dado cualquier K > 0,tendremos

ĺım
n→∞P (n

1/2+δ|Wn| > K) = 1

También se deja como ejercicio que si multiplicamos Wn por n
1/2−δ convege

en probabilidad a 0. El exponente 1/2es el número exacto por el para que
la sucesión no converga ni a 0 ni a ±∞.

11.5.2. Teorema Central del Ĺımite para variables no igual-

mente distribuidas

El Teorema Central del Ĺımite sigue valiendo bajo condiciones menos
rstrictivas. Se puede suprimir la hipótesis de que las distribuciones sena
idénticas y aún debilitar la hipótesis de la independencia.

El Teorema de Lindeberg o Teorema Central del Ĺımite Fuerte da una
condición suficiente para que una sucesión de variables aleatorias indepen-
dientes no necesariamente identicamente distribuidas converga en distribu-
ción a la normal estandarizada. Enunciamos este importante teorema sin
demostración.
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Teorema Central de Lindeberg. Sean (Xn)n≥1 una sucesión de vari-
ables aleatorias independientes con E (Xi) = µi y Var(Xi) = σ2i para todo
i ∈ N.Sea

s2n =
nX
i=1

σ2i = Var (Sn) ,

donde como antes Sn =
Pn
i=1Xi. Definamos las variable aleatorias cen-

tradas
Yi = Xi − µi.

Una condición suficiente para que

Zn =
Sn −E (Sn)p
Var (Sn)

→D N(0, 1)

es que para todo ε > 0

ĺım
n→+∞

Pn
i=1

R
{|y|≥snε} y

2dFYi

s2n
= 0. (11.33)

Demostración
Ver el libro citado de Barry R. James.
Observación.
La condición (11.33) se llama condición de Lindeberg. Notemos que

como E (Yi) = 0 y Var(Yi) =Var(Xi) = σ2i , se tiene

s2n =
nX
i=1

σ2i (11.34)

=
nX
i=1

Var(Yi)

=
nX
i=1

Z +∞

−∞
y2dFYi

nX
i=1

Z
{|y|<snε}

y2dFYi +
nX
i=1

Z
{|y|≥snε}

y2dFYi . (11.35)

Luego, la condición (11.33) es equivalente a que para todo ε > 0

ĺım
n→∞

Pn
i=1

R
{|y|<snε} y

2dFYiPn
i=1

R∞
−∞ y2dFYi

= 1, (11.36)

lo cual de puede interpretar que la contribución de yi a la varianza de Sn
proviene de los valores donde |Yi|2 ≤ ε2s2n. Como s

2
n =Var(Sn) =Var(S

∗
n),

donde S∗n =
Pn
i=1 Yi, resulta que la contribución de Y

2
i a Var(S

∗
n) corre-

sponde basicamente de los puntos donde Y 2i < εs2n, es decir donde Y
2
i es
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pequeña respecto a E(S∗2n ). Esto está diciendo que con alta probabilidad Y 2i
es pequeño con respecto a S∗2n . En particular de (11.33) se deduce que para
todo ε > 0, existe n0(ε) tal que para todo n ≥ n0Z

{|y|≥snε}
y2dFYi < s

2
nε

para todo 1 ≤ i ≤ n. Por otro lado para todo 1 ≤ i ≤ nZ
{|y|<snε}

y2dFYi ≤ s2nε.

Luego para todo 1 ≤ i ≤ n y n ≥ n0 se tiene

σ2i =

Z
{|y|<snε}

y2dFYi +

Z
{|y|≥snε}

y2dFYi < 2s
2
nε,

y por lo tanto que para todo n ≥ n0
máx1≤i≤n σ2iPn

i=1 σ
2
i

< 2ε.

Luego

ĺım
n→∞

máx1≤i≤n σ2iPn
i=1 σ

2
i

= 0.

Es decir que la varianza de cada variable, sobre la suma de las varianzas
tiende a 0.

Del teorema central del ĺımite de Lindeberg se deduce la siguiente versión
del Teorema Central del Ĺımite.

Teeorema Central del Ĺımite de Liapunov. Sean (Xn)n≥1 una
sucesión de variables aleatorias independientes con E (Xi) = µi y varianza
Var(Xi) = σ2i <∞ tal que para algún i0, σ

2
i0
> 0. LLamemos Yi = Xi − µi

a las variable aleatoria centradas. Una condición suficiente para que

Zn =
Sn −E (Sn)p
V ar (Sn)

→D N(0, 1)

es que exista δ > 0 tal que

ĺım
n→+∞

Pn
i=1E

³
|Yi|2+δ

´
s2+δn

= 0.

Esta condición es útil cuando las variables tienen momentos finitos de orden
mayor que dos. Para la demostración del corolario ver también el libro de
Barry R. James.

Consideremos ahora una sucesión de variables aleatorias(Yn)n≥1, donde
Yn tiene distribución Bi(n, p) . Podemos pensar Yn como el número de éxitos
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en n experimentos idénticos independientes, donde la probabilidad de éxito
es p. Luego podemos escribir

Yn =
nX
i=1

Xi,

donde

Xi =

½
1 si resulta éxito en el i-ésimo experimento

0 si no.

Claramente las variablesXi son independientes e igualmente distribuidas
. Sabemos que P (Xi = 1) = p y P (Xi = 0) = 1−p. E (Xi) = p y Var(Yi) =
p (1− p) . Luego, estamos en condiciones de aplicar el Teorema Central del
Ĺımite para variables i.i.d.. Entonces

Yn −E (Yn)p
V ar (Yn)

=
Yn − npp
np (1− p) →

D N(0, 1) .

Se puede probar que para n = 20 la distribución normal es una buena
aproximación de la binomial, de manera que a fines prácticos se pueden usar
tablas normales para calcular probabilidades binomiales.

11.5.3. Una Aplicación a la binomial.

Se realiza una encuesta para determinar el porcentaje p de votantes que
va a votar a un partido C. Se toma una muestra al azar de n votantes y
se observan los resultados. Designemos mediante Xi, la variable que toma
el valor 1, si la intención declarada del encuestado i es votar al partido C y
Xi = 0 en caso contrario. Claramente P (Xi = 1) = p

La variable

Yn =
nX
i=1

Xi

da la cantidad de encuestados que dicen votar al partido C. La variable Yn
es Bi(n, p)

Como desconocemos el parámetro p, podemos estimarlo a partir del
promedio bpn = Xn =

Pn
i=1Xi
n

Como E(Xi) = p, por la ley de los grandes números tendremos Xn → p
c.s.. Lo que queremos saber es cuan grande tiene que ser n para lograr una
precisión determinada con cierta probabilidad. Más precisamente supong-
amos que fijemos una cota e para el error En = Xn − p ( por ejemplo
e = ,05) y supongamos que queremos conocer aproxmadamente la proba-
bilidad de que |En| ≤ e, es decir P (|En| ≤ e).

205



Sabemos que

Zn =
Yn − npp
np (1− p)

=

Pn
i=1Xi − npp
np (1− p)

=
√
n
Xn − pp
p (1− p) →

D N(0, 1) .

Llamemos

an =

√
nep

p (1− p) , (11.37)

y Φ a la función de distribución de una variable N(0, 1). Luego, como Zn
se comporta aproximadamente como una N(0, 1) para n grande, tenemos

P (|En| ≤ e) = P (|Xn − p| ≤ e)

= P

Ã
√
n
|Xn − p|p
p (1− p) ≤

√
nep

p (1− p)

!
= P (|Zn| ≤ an)
∼= Φ(an)− Φ(−an)
= Φ(an)− (1− Φ(an))
2Φ(an)− 1,

donde el signo ∼= indica aproximadamente. Supongamos ahora que quere-
mos saber que tamaño de muestra se requiere para que P (|En| ≤ e) sea
aproximadamente 1− α, donde α es un número pequeño, por ejemplo .05.
Entonces se requerirá un valor n tal que

2Φ(an)− 1 = 1− α,

o equivalentemente

an = Φ
−1
³
1− α

2

´
.

Reemplazando an de acuerdo a (11.37) tendremos
√
nep

p (1− p) = Φ
−1
³
1− α

2

´
,

o equivalentemente

n =
p(1− p) ¡Φ−1 ¡1− α

2

¢¢2
e2

.

Como p es desconocido podemos elegir el valor más más desfavorable.
Como n depende en forma creciente de g(p) = p(1−p) debeŕıamos elegir el
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máximo de está función para 0 ≤ p ≤ 1. Observemos que g0(p) = 1−2p = 0,
razón por la cual el único punto cŕıtico es p = 1/2 , y como g00(p) = −2 < 0
corresponde a un máximo relativo Como en los extremos g(0) = g(1) = 0
y g(1/2) = 1/4, resulta qe el máximo absoluto de g está en p = 1/2 y el
maximo de g es 1/4. Luego bastá tomar n igual a

n =

¡
Φ−1

¡
1− α

2

¢¢2
4e2

.

Por ejemplo si e = ,05 y α = ,05, se tendrá buscando en la tabla normal
que Φ−1 (1− α/2) = Φ−1 (0,975) = 1,96, y luego

n =

¡
Φ−1

¡
1− α

2

¢¢2
4e2

= 384,16.

Luego , como n tiene que ser entero, bastará tomar n = 385.

El valor n calculado nos asegura la probabilidad deseada, pero dado que
se reemplazo p(1−p) por una cota superior esté valor puede ser más grande
que el estrictamente necesario. En la Sección siguiiente veremos un Teorema
que nos permitirá reemplazar p(1− p) por la estimación Xn(1−Xn).

11.6. Teorema de Slutsky

El siguiente Teorema, llamado de Slutsky, tiene numerosas aplicaciones
en Estad́ıstica.

Teorema . Sean (Xn)n≥1 e (Yn)n≥1 dos sucesiones de variables aleato-
rias tal que Xn →D X e Yn →P c, donde X es una variable aleatoria y c
una constante. Entonces se tiene

(i)
Xn + Yn → X + c,

(ii)
XnYn →D cX,

(iii) Si c 6= 0 entonces
Xn
Yn
→D X

c
.

Probaremos el teorema de Slutzky recurriendo a una serie de lemas pre-
vios.

Lema 1. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias y tal que
Xn →D X donde X es otra variable aleatoria. Entonces para todo constante
a ∈ R,se tiene

aXn →D aX.
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Demostración
La demostración la haremos distinguiendo tres casos: (i) a = 0, (ii) a > 0

y (iii) a < 0.
(i) Si a = 0, entonces es claro que aX = aXn = 0 y por lo tanto el lema

se cumple.
(ii) Sea a > 0. Queremos probar que para todo punto x de continuidad

de FaX vale que
ĺım

n→+∞FaXn (x) = FaX (x) .

Calculamos la función de distribución de aXn

FaXn (x) = P (aXn ≤ x)
= P

³
Xn ≤ x

a

´
= FXn

³x
a

´
,

y de manera análoga, la función de distribución de aX

FaX (x) = FX

³x
a

´
.

Entonces s x es un punto de continuidad de FaX si y solosi
x

a
lo es de FX .

Ahora bien como Xn →D X vale que para todo x punto de continuidad
de FX

ĺım
n→∞FXn (x) = FX (x) .

En particular eso vale para
x

a
. Esto demuestra el caso (i) a > 0.

(ii) Sea a < 0. Este caso resulta más complicado de probar. Probaremos
en primer lugar que vale para a = −1 y después pasaremos al caso general.

Queremos probar que si Xn →D X entonces −Xn → −X
En primer lugar es fácil ver que en general si X es una variable aleatoria

P (X < a) = FX (a−) , donde FX(a−) es el limite de FX(x), cuando x
tiende a a por la izquierda. Para eso basta con observar que

{X < a} =
n[
i=1

{X ≤ a− 1
n
}.

La sucesión de conjuntos Cn = {X ≤ a − 1
n} es monótona creciente y por

lo tanto

P ({X < a}) = ĺım
n→∞P

µ
X ≤ a− 1

n

¶
= ĺım
n→+∞FX

µ
a− 1

n

¶
= FX (a−) .

208



Calcularemos ahora F−X y F−Xn Por un lado

F−X (x) = P (−X ≤ x)
= P (X ≥ −x)
= 1− P (X < −x)
= 1− FX (−x−) .

Por otro lado y de manera análoga

F−Xn (x) = 1− FXn
¡−x−¢ .

Entonces tenemos que probar que si x es un punto de continuidad de
F−X entonces

ĺım
n→∞ [1− FXn (−x−)] = 1− FX (−x−) ,

o equivalentemente tenemos que probar que si x es un punto de continuidad
de F−X entonces

ĺım
n→∞FXn (−x−) = FX (−x−) . (11.38)

ComoF−X esta definida como

F−X (x) = 1− FX (−x−) ,
resulta que x es un punto de de continuidad de F−X si y solo si −x
lo es de FX . Por lo tanto en los puntos donde F−X es continua vale que
FX (−x−) = FX (−x) . Por lo tanto (11.38) es equivalente a que

ĺım
n→∞FXn (−x−) = FX (−x) , (11.39)

en los puntos x para los cuales −x es un punto de continuidad de FX .
Como x puede ser cualquiera, esto es equivalente a que

ĺım
n→∞FXn (x−) = FX (x) , (11.40)

para todo punto x que sea de continuidad de FX .

Por la monotonia de FXn se tiene que FXn (x−) ≤ FXn (x) . Entonces
tomando ĺımite superior en ambos miembros y recordando que la hipótesis de
convergencia en distribución implica que ĺımite ĺımn→∞ FXn (x) = FX (x)
se obtiene

ĺımFXn (x−) ≤ ĺımFXn (x)
= ĺım
n→∞FXn (x)

= FX (x) . (11.41)
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Para probar la desigualdad contraria, observemos que como FX es con-
tinua en x entonces dado ε > 0 existe δ > 0 tal que FX (x)−ε < FX (x− δ) .
Como el conjunto de puntos de discontinuidad de FX es a lo sumo numer-
able, podemos elegir x− δ de forma tal que FX sea continua en x− δ. Por
la monotonia de FXn resulta

FXn
¡
x−
¢ ≥ FXn (x− δ) .

Tomando ĺımite inferior y recordando que x− δ es un punto de continudad
se obtiene

ĺımFXn
¡
x−
¢ ≥ ĺımFXn (x− δ)

= ĺım
n→∞FXn (x− δ)

= FX (x− δ)

> FX (x)− ε.

Ahora haciendo que ε→ 0 se tiene

ĺımFXn (x−) ≥ FX (x) . (11.42)

Por lo tanto de (11.41) y (11.42) resulta

ĺımFXn (x−) ≤ FX (x) ≤ ĺımFXn (x−) .

Pero como siempre ocurre que ĺımFXn (x) ≤ ĺımFXn (x−) , resulta que

ĺımFXn (x−) = FX (x) = ĺımFXn (x−) ,

y entonces necesariamente existe ĺımFXn (x−) y además

ĺımFXn (x−) = FX (x) .

Esto demuestra (11.40

Ahora probaremos el Lema para a < 0. Para eso escribimos

aXn = (−a) (−Xn) .

Entonces por un lado como Xn →D X se tiene que −Xn →D −X . Por
otro lado si a < 0 entonces −a > 0 y por el caso (i) aXn = (−a) (−Xn)→D

(−a) (−X) = aX.2
Definición. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatoiras. Decimos

que la sucesión está acotada uniformemtne en probabilidad si dado ε > 0
existe K > 0 tal que

P (|Xn| ≤ K) ≥ 1− ε.
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Observación. Recordemos que hemos probado que si Xn →P X en-
tonces dado ε > 0 existe K > 0 tal que para todo n ∈ N

P (|Xn| ≤ K) ≥ 1− ε

y
P (|X| ≤ K) ≥ 1− ε.

Esto significa que si una sucesión (Xn)n≥1 converge en probabilidad
está acotada uniformemente en probabilidad.

Para la convergencia en distribución, se tiene un resultado análogo.
Lema 2 Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria tal que Xn →D X. Entonces dado ε > 0 existe K0 > 0 tal
que para todo n ∈ N

P (|Xn| ≤ K0) ≥ 1− ε

y
P (|X| ≤ K0) ≥ 1− ε.

Demostración.
Dado ε > 0 sabemos que existe K > 0 tal que

P (|X| ≤ K) ≥ 1− ε

2

Observemos que si para cierto K > 0 vale la desigualdad, entonces tam-
bién vale para cualquier K1 > K. En efecto, como

{|X| ≤ K} ⊂ {|X| ≤ K1},

tomando probabilidades se tiene

1− ε ≤ P ({|X| ≤ K}) ≤ P ({|X| ≤ K1}) .

Luego, como el conjunto de puntos de discontinuidad de FX es a lo sumo
numerable, podemos elegir K de forma tal que FX sea continua en K y en
−K. Entonces

P ({|X| ≤ K) = P (−K ≤ X ≤ K)
= P (−K < X ≤ K)
= FX (K)− FX (−K) (11.43)

≥ 1− ε

2
. (11.44)

Teniendo en cuenta la convergencia en distribución de Xn a X, resulta

ĺım
n→∞FXn (K) = FX (K) ,
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y
ĺım
n→∞FXn (−K) = FX (−K) .

Por definición de ĺımite existe n1 ∈ N tal que si n ≥ n1 entonces

FXn (K) > FX (K)−
ε

4
(11.45)

y también n2 ∈ N tal que si n ≥ n2 entonces

FXn (−K) < FX (−K) +
ε

4
(11.46)

Luego tenemos

P (|Xn| ≤ K) = P (−K ≤ Xn ≤ K)
≥ P (−K < Xn ≤ K)
= FXn (K)− FXn (−K) .

Sea n0 = máx{n1, n2}. Luego de (11.43 ), (11.45 ) y (11.46 ) resulta que
si n ≥ n0 se tiene

P (|Xn| ≤ K) ≥ FXn (K)− FXn (−K)
> FX (K)− ε

4
−
³
FX (−K) + ε

4

´
≥ FX (K)− FX (−K)− ε

2

≥ 1− ε

2
− ε

2
= 1− ε/

Luego hemos conseguido la acotación requerida paraX yXn con n ≥ n0.
Finalmente para cada 1 ≤ j ≤ n0−1, podemos encontrar un númeroKj > 0
tal que P (|Xj | ≤ Kj) ≥ 1− ε. Entonces si ponemos

K0 = máx{K,K1,K2, ...,Kn0−1}
se cumple

P (|Xn| ≤ K0) ≥ 1− ε, ∀n
y

P (|X| ≤ K0) ≥ 1− ε. 2

Lema 3. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias uniforma-
mente acotada en probabilidad y supongamos que Yn →P 0 entonces

XnYn →P 0.

Demostración
Utilizado las dos hipótesis dado ε > 0 existe K > 0 tal que

P (|Xn| ≤ K) ≥ 1− ε

2
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y n0 ∈ N tal que para todo n ≥ n0 se tiene
P
³
|Yn| ≥ ε

2K

´
<

ε

2
.

Ahora observemos que

{|XnYn| > ε} ⊂ {|Xn| > K} ∪ {|Yn| ≥ ε

K
},

ya que si |Xn| ≤ K y |Yn| < ε/K entonces |XnYn| ≤ ε.
Tomando probabilidades tenemos que para todo n ≥ n0 resulta

P ({|XnYn| > ε}) ≤ P ({|Xn| > K}) + P
³
{|Yn| ≥ ε

K
}
´

<
ε

2
+

ε

2
= ε.

Esto prueba el Lema.2
Lema 4. Sean (Xn)n≥1 e (Yn)n≥1 dos sucesiones de variables aleatorias

y X otra variable aleatoria tal que Xn →D X y Yn →P 0. Entonces

Xn + Yn →D X.

Demostración.
Queremos probar que si x es un punto de continuidad de FX entonces

ĺım
n→+∞FXn+Yn (x) = FX (x) .

Sea ε > 0. Dado que el número de puntos de discontinuidad de FX es a
lo sumo numerable, siempre podemos elegir 0<ε1 < ε tal que x+ ε1 sea sea
punto de continuidas de FX . Luego tenemos

{Xn + Yn ≤ x} ⊂ {Xn ≤ x+ ε1} ∪ {|Yn| > ε1}
pues si Xn > x+ ε1 y |Yn| ≤ ε1 entonces Xn + Yn > x.

Tomando probabilidades en ambos miembros

FXn+Yn (x) ≤ FXn (x+ ε1) + P (|Yn| > ε1}) . (11.47)

Como
ĺım
n→∞FXn (x+ ε1) = FX(x+ ε1),

y
ĺım
n→∞P (Yn > ε1) = 0,

se obtiene

ĺım(FXn (x+ ε1) + P (Yn > ε1)) = ĺım
n→∞FXn (x+ ε1) + ĺım

n→∞P (Yn > ε1)

= FX(x+ ε1)

≤ FX(x+ ε).
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Luego tomando ĺımite nferior en ambos miembros de (11.47) resulta

ĺımFXn+Yn (x) ≤ FX (x+ ε) ,

y haciendo ε→ 0 resulta

ĺımFXn+Yn (x) ≤ FX (x) . (11.48)

Tomemos ahora ε1 ≤ ε y tal que x − ε1 es un punto de continuidad de
FX.. Obbservamos que también vale

{Xn ≤ x− ε1} ⊂ {Xn + Yn ≤ x} ∪ {|Yn| > ε1},
ya que Xn + Yn > x y |Yn| ≤ ε implica Xn + Yn > x y −ε ≤ −Yn ≤ ε de
manera que sumando Xn > x− ε.

Tomando probabilidades resulta

FXn(x− ε1) ≤ FXn+Yn(x) + P (|Yn| > ε1),

y pasando al ĺımite inferior, como x− ε1 es un punto de continuidad de FX
se obtiene

FX(x− ε1) ≤ ĺımFXn+Yn(x).
Ademas, como

FX(x− ε) ≤ FX(x− ε1),

resulta
FX (x− ε) ≤ ĺımFXn+Yn (x) .

Luego tomando ĺımite cuando ε → 0, y dado que FX es continua en x,
tenemos

FX (x) ≤ ĺımFXn+Yn (x) . (11.49)

De (11.48) y (11.49 se obtiene

ĺımFXn+Yn (x) ≤ FX (x) ≤ ĺımFXn+Yn (x) ,
y esto implica que

ĺım
n→∞FXn+Yn (x) = FX (x) . 2

Lema 5. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias y X otra

variable aleatoria tal que Xn →D X . Si a es constante, entonces

Xn + a→D X + a.

Demostración.
Tenemos

FXn+a (x) = P (Xn + a ≤ x)
= P (Xn ≤ x− a)
= FXn (x− a) ,
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y

FX+a (x) = P (X + a ≤ x)
= P (X ≤ x− a)
= FX (x− a) .

Poe lo tanto si x es un punto de continuidad de FX+a entonces x − a
es un punto de continuidad de FX de manera que aplicando la hipótesis y
lo anterior

ĺım
n→+∞FXn+a (x) = ĺım

n→+∞FXn (x− a)
= FX (x− a)
= FX+a (x) . 2

Ahora estamos en condiciones de probar el teorema se Slutzky

Lema 6. Sea (Xn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias tal queXn →p

c, donde c es una constante. Luego si g es una función medible continua en
c, se tiene

Yn = g(Xn)→p g(c)..

Demostración. Dado ε > 0 existe δ > 0 tal que |x− c| ≤ δ implica |g(x) −
g(c)| ≤ ε. Luego

{|g(x)− g(c)| > ε} ⊂ {|x− c| > δ},

y tomando probabilidades y limites

ĺım
n→∞P (|g(x)− g(c)| > ε) ≤ ĺım

n→∞P (|x− c| > δ) = 0.

Luego

ĺım
n→∞P (|g(x)− g(c)| > ε) = 0,

y el Lema queda probado.2

Demostración delTeorema de Slutsky.
(i) Podemos escribir

Xn + Yn = (Xn + c) + (Yn − c) .

Sabemos por el Lema 5 que

Xn + c→D X + c,

y

Yn − c→P 0.
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y aplicando el Lema 4
Xn + Yn →D X + c.

(ii) Escibimos el producto de la siguiente manera

XnYn = cXn + (Yn − c)Xn.

Sea
Zn = (Yn − c)Xn,

y
Un = cXn.

Por un lado sabemos que (Yn − c) →P 0 y que (Xn)n≥1 esta uniforme-
mente acotada en probabilidad entonces aplicando el Lema 3 se tiene que

Zn →P 0,

y aplicando el Lema 1
Un →D cX.

Finalmente, aplicando el Lema 4

XnYn = Un + Zn →D cX.

(iii) Como c 6= 0 y la función g(y) = 1/y es continua en y = c, resulta
por Lema 6 que

1

Yn
→P 1

c
.

Luego como
Xn
Yn

=

µ
1

Yn

¶
Xn.

(iii) resulta aplicando (ii).
Ahora daremos una aplicación de estos conceptos resolviendo el siguiente

problema de Estad́ıstica

11.7. Aplicación a intervalos de confianza

Problema Sea X una variable aleatoria respecto de la cual desconoce-
mos su función de distribución F . Por ejemplo, puede tratarse del “peso
de una lata de arvejas” que es una variable aleatoria que varia de lata en
lata. La distribución de X no tiene porque ser normal. Supongamos que
µ = E (X) y σ2 =Var(X) son parámetros desconocidos de la variable que
dependen de F. (los parámetros de población). Se toma una muestra aleato-
ria de tamaño n, y se obtienen las variables aleatorias X1,X2, ...,Xn . Estas
variables seán independientes e identicamente distribuidas con distribución
F..
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Como por la ley fuerte de los grandes números que Xn → µ c.s,
podemos tomar como estimación del parámetro µ el promedio aritmético de
las muestras Xn bµn = Xn.

Este valor para n grande estará próximo a la media verdadera µ, y el
error será

En = Xn − µ.
Una pregunta natural es para un valor de n determinado, tratar de acotar
el error En con probabilidad alta.

Teniendo en cuenta que la varianza se define σ2 = E
¡
X2
¢ − [E (X)]2

podemos estimar la varianza de la siguiente manera

cσn2 = Pn
i=1X

2
i

n
− (
Pn
i=1Xi)

2

n
.

Teniendo en cuenta la ley de los grandes números se tendrá quePn
i=1X

2
i

n
→ E(X2) c.s.,

y Pn
i=1Xi
n

→ E(X) c.s..

Luego como el cuadrado es una función continua se tendrá

bσ2n → E(X2)−E2(X) = σ2 c.s.

Por el Teorema Central del Ĺımite

√
n
Xn − µ

σ
→D N(0, 1) . (11.50)

Como sabemos que bσn →P σ, se tendrá

σbσn →P 1. (11.51)

Luego teniendo en cuenta (11.50 ) y (11.51 ), y aplicando el teorema
de Slutzky resulta

Zn =
√
n
Xn − µbσn =

√
n
Xn − µ

σ

σbσn →D N(0, 1) .

Es decir, si se reemplaza σ por su estimador bσn en (11.50), la convergencia
en distribución no cambia.

Ahora consideremos un valor α, 0 < α < 1 llamado nivel de significación;
generalmente se toma α = 0, 01 ; α = 0, 05. Buscamos en la tabla de la
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distribución normal un valor zα/2 tal que P (Z > α/2) = α/2 donde Z es una
variable N(0, 1). Luego por simetŕıa también se tendrá P

¡
Z < −zα/2

¢
= α

2 .

Ahora bien si Zn →D Z con Z ∼N(0, 1) entonces también −Zn →D −Z.
Como −Z también es N(0, 1) tenemos que para n grande

P
¡−zα/2 ≤ −Zn ≤ zα/2¢ ≈ 1− α,

donde ≈ indica aproximadamente es decir

P

µ
−zα/2 ≤

√
n
µ−Xnbσn ≤ zα/2

¶
≈ 1− α,

y despejando

P

µ
Xn −

zα/2bσn√
n
≤ µ ≤ Xn +

zα/2bσn√
n

¶
≈ 1− α. (11.52)

Luego fijando α se se puede garantizar que µ se encuentra en el intervalo·
Xn −

zα/2bσn√
n
;Xn +

zα/2bσn√
n

¸
.

sea aproximadamente 1− α. Este intervalo se llama intervalo de confianza.
Obsérvese que hay dos parámetros que pueden variar, el nivel de signifi-
cación α y el tamaño de la muestra n. Cuando α decrece zα/2 aumenta y
consecuentemente aumenta la longitud intervalo de confianza. Como contra-
partida también aumenta la probabilidad que contenga a µ. En cambió cuan-
do n crece y se mantiene el α constante, la longitud del intervalo decrece,
tendiendo a 0 cuando n tiende a infinito.

Obsérvese que otra manera de escribir (11.52) es como

P

µ
|En| ≤

zα/2bσn√
n

¶
≈ 1− α.

Es decir, la tenemos acotado el error |En| por zα/2bσn/√n conprobabilidad
aproximada 1− α.

Veremos ahora un teorema de convergencia en distribución muy útil.
En primer lugar recordemos que si (Xn)n≥1 es una sucesión de variables

aleatorias i.i.d entonces

√
n
Xn − µ

σ
→D N(0, 1)

o equivalentemente por el Lema 1

√
n
¡
Xn − µ

¢→D N
¡
0,σ2

¢
.
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Supongamos que g sea una función continua en µ. Parece natural pregun-
tarse si

√
n(g(Xn)− g(µ)) converge en distribución y en caso de respuesta

positiva a que distribución. El siguiente Teorema responde esta pregunta.
Teorema. Sea (Yn)n≥1 una sucesión de variables aleatorias y (an)n≥1

una sucesión de números reales tal que an → ∞. Consideremos la sucesión
de variables aleatorias Zn = an (Yn − µ) y supongamos que Zn →D X. Sea
g : R→ R una función g con derivada continua en un entorno de µ. Entonces

(a)
Wn = an (g (Yn)− g (µ))→D g0 (µ)X.

(b) Si X ∼N¡0,σ2¢ entonces g0 (µ)X ∼N³0, [g0 (u)]2 σ2´ .
Demostración.
(a) Por el lema 2, la sucesión an (Yn − µ) está uniformemente acotada

en probabilidad. Si consideramoa a la sucesión {an}n≥1 de números reales
como una sucesión de variables aleatorias constantes; es claro que

1

an
→p 0.

Luego de acuerdo al lema 3

(Yn − µ) = 1

an
(an (Yn − µ))→p 0,

o equivalentemente
Yn →p µ.

Como g es continua y derivable en un entorno de µ podemos aplicar el
Teorema del Valor Medio y encontrar un punto intermedio ξn entre Yn y µ
tal que

Wn = ang
0 (ξn) (Yn − µ) .

Además como Yn →p µ resulta que también ξn →p µ. Por la continuidad
de g0 y el Lema 6 se tiene

g0 (ξn)→p g
0 (µ) .

Aplicando la parte (ii) del Teorema de Slutzky se obtiene

Wn = g
0 (ξn)Zn → g0 (µ)X.

(b) Se deduce de (a) pues siX ∼N¡0,σ2¢ entonces g0 (µ)X ∼N³0, [g0 (µ)]2 σ2´ . 2
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Caṕıtulo 12

Procesos de Poisson.

12.1. Procesos de punto.

Supongamos que observan sucesos que ocurren en el tiempo en forma
aleatoria. Por ejemplo, los sucesos pueden ser la llegada de clientes a un ne-
gocio, llamadas teléfonicas que llegan a una central, la emisión de particulas
por cierto material radioactivo, etc.

Más formalmente, para cada valor t ≥ 0, denominemos X (t) la cantidad
de sucesos que ocurrieron desde un instante inicial 0 hasta t. Luego supon-
dremos que para cada t, X (t) es una variable aleatoria que toma valores
enteros no negativos. Además tendremos naturalmente que X(0) = 0, y si
t2 > t1, entonces X(t2) ≥ X(t1). Todas las variables aleatorias X(t), t ≥ 0
estarán definidas sobre un mismo espacio de probabilidad (Ω,A, P ), pero
como la construcción de este espacio es sumamente complicada no daremos
detalles sobre el mismo. Digamos solamente que un posible espacio muestral
puede estar dado por

Ω = {ω : R≥0 → N≥0; donde ω es no decreciente y
continua a derecha}.

Luego X puede pensarse entonces dependiendo de t ∈ R≥0 y ω ∈
Ω, X(t) = X (t,ω) = ω(t)

Los procesos X (t) que miden la candidad de veces que ocurre un suceso
hasta el tiempo t, se denominan procesos de punto.

12.2. Axiomática de los Procesos de Poisson

Los procesos de Poisson, son procesos de punto particulares que satis-
facen los siguientes cuatro axiomas.

A1. Homogeneidad.
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Supongamos que t2 > t1 ≥ 0, t4 > t3 ≥ 0 y además t4 − t3 = t2 − t1.
Entonces las variables aleatorias

X (t2)−X (t1) y X (t4)−X (t3)

tienen la misma distribución. Observando que X (t2)−X (t1) es el número
de sucesos queocurrieron entre t1 y t2,E=esto significa que la distribución
del numero de sucesos ocurridos en en un peŕıodo de tiempo, depende solo
de la longitud de ese peŕıodo.

A2. Independencia.

Consideremos dos periodos de tiempo esencialmente disjuntos (a lo sumo
pueden tener en común un punto) [t1, t2] , [t3, t4] , t1 < t2 ≤ t3 < t4. Entonces
las variables aleatorias

X (t2)−X (t1) y X (t4)−X (t3)

son independientes. Esto significa que el número de sucesos que ocurre en
un peŕıodo de tiempo de tiempo [t1, t2] es independiente del número de
sucesos que ocurre en el peŕıodo [t3, t4], donde t3 ≥ t2. Luego el hecho de
tener información sobre el número de sucesos del peŕıodo [t1, t2] no puede ser
utilizada para predecir el número de sucesos del peŕıodo [t3, t4]. Los periodos
considerados no tienen porque ser de igual longitud.

Los axiomas A3 y A4 son de carácter más técnico.

A3. Sea

g1 (t) = P (X (t) = 1) ,

entonces

g01 (0) = λ > 0,

es decir

ĺım
t→0

P (X (t) = 1)

t
= λ > 0.

Esto es equivalente a que

P (X (t) = 1) = λt+ o1 (t) , (12.1)

donde

ĺım
t→0

o1 (t)

t
= 0. (12.2)

A4.

ĺım
t→0

P (X (t) > 1)

t
= 0,

o equivalentemente existe o2 (t) tal que

P (X (t) > 1) = o2 (t) , (12.3)
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donde o2 satisface

ĺım
t→0

o2 (t)

t
= 0. (12.4)

Para modelar un proceso real como un proceso de Poisson se requiere de
la verificación de este conjunto de axiomas. Existen muchas procesos reales
que no responden a este modelo.

12.3. Distribución de un proceso de Poisson

El siguiente teorema caracteriza la distribución de los procesos de Poisson
Teorema. Si X (t) es un proceso de punto que satisface A1, A2, A3 y

A4 entonces X (t) tiene distribución de Poisson con parámetro λt, es decir
X (t) ∼ P (λt) .

Demostración.
Para cada n dividimos el intervalo [0, t] en n subintervalos de igual lon-

gitud que denominaremos Ini , 1≤ i ≤ n. Más precisamente consideramos la
partición regular del interval [0, t] con n+ 1 puntos

πn = {0, t
n
,
2t

n
, ...,

(n− 1) t
n

, t}.

Esta partición determina n subintervalos

Ini =

·
(i− 1) t
n

,
it

n

¸
, 1 ≤ i ≤ n.

El número de sucesos que ocurre en Ini es

V ni = X

µ
it

n

¶
−X

µ
(i− 1) t
n

¶
.

Por A1, las variables V ni , 1 ≤ i ≤ n, tienen la misma distribución que
X(t/n) y por el axioma A2 son independientes.

Para cada i definimos el vector aleatorio

Zni = (Z
n
i1, Z

n
i2, Z

n
i3)

donde

Zni1 =

½
1 si V ni = 0
0 si V ni 6= 0,

Zni2 =

½
1 si V ni = 1
0 si V ni 6= 1,

Zni3 =

½
1 si V ni > 1
0 si V ni ≤ 1.
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El suceso Zni1 = 1 indica que en el intervalo I
n
i no ocurrió ninigún suceso,

Zni2 = 1 que ocurrió solo 1, y Z
n
i3 = 1 que ocurrió más de uno. Es claro que

siempre ocurre una y sólo una de esas tres posibilidades y por lo tanto

Zni1 + Z
n
i1 + Z

n
i1 = 1.

Por otro la distribución del vector Zni es multinomial, digamos con parámet-
ros de probabilidad p1n, p2n, p3n y para una única repetición. Luego

Zni ∼M (p1n, p2n, p3n, 1) ,

donde

p1n = P

µ
X

µ
t

n

¶
= 0

¶
,

p2n = P

µ
X

µ
t

n

¶
= 1

¶
,

p3n = P

µ
X

µ
t

n

¶
> 1

¶
.

Usando (12.2) y (12.3) resulta

p2n = λ
t

n
+ o1

µ
t

n

¶
, (12.5)

y

p3n = o2

µ
t

n

¶
. (12.6)

Finalmente

p1n = 1− p2n − p3n (12.7)

= 1− λ
t

n
− o1

µ
t

n

¶
− o2

µ
t

n

¶
1− λ

t

n
− o3

µ
t

n

¶
, (12.8)

donde

o3 (t ) = o1 (t ) + o2 ( t) .

Claramente, de (12.2) y (12.3) resulta

ĺım
t→0

o3(t)

t
= 0. (12.9)

Como las variables V ni , 1 ≤ i ≤ n son undependientes, y como el vector
Zni depende solo de Vi, los vectores Z

n
i , 1 ≤ i ≤ n también son independi-

entes.
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Ahora definimos las variables

Y n1 =
nX
i=1

Zni1,

Y n2 =
nX
i=1

Zni2,

Y n3 =
nX
i=1

Zni3.

Claramente Y n1 es el número de intervalos en los que no ocurre ningún
suceso, Y n2 el número en los que ocurre exactamente uno e Y

n
3 el número

en los que ocurren más de un suceso. Luego, la distribución del vector Yn =
(Y n1 , Y

n
2 , Y

n
3 ) es multinomial con parámetros de probabilidad p1n, p2n, py3

y n repeticiones. Por lo tanto podemos escribir

Yn = (Y n1 , Y
n
2 , Y

n
3 ) ∼M (p1n, p2n, p3n, n) .

Sea An el evento “en ningún intervalo ocurre más de un suceso ”. Es
decir

An = {Y n3 = 0}.
Veremos que

ĺım
n→∞P (An) = 1.

o equivamentemente

ĺım
n→∞P (A

c
n) = 0.

Observemos que

Acn =
n[
i=1

{Zni3 = 1},

pues si en algún intervalo ocurre el suceso más de una vez entonces existe
algún i tal que la variable Zni3 = 1 y rećıprocamente.

Luego, como P (Zni3 = 1) = p3n, usando (12.6) resulta

P (Acn) = P

Ã
n[
i=1

{Zni3 = 1}
!

≤
nX
i=1

P (Zni3 = 1) = np3n = no2

µ
t

n

¶
.
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Como t/n→ 0, por (12.4) resulta

ĺım
n→∞P (A

c
n) = ĺım

n→∞

Ã
o2
¡
t
n

¢
t
n

t

!

= t ĺım
n→∞

Ã
o2
¡
t
n

¢
t
n

!
0. (12.10)

Calculemos ahora la probabilidad de que hasta el momento t hayan ocur-
rido k sucesos. Tenemos

P (X (t) = k) = P ({X (t) = k} ∩An) + P ({X (t) = k} ∩Acn) .
Pasando al ĺımite y teniendo en cuenta (12.10) resulta

ĺım
n→+∞P

³
{X (t) = k}

\
Acn

´
= 0,

y entonces
P (X (t) = k) = ĺım

n→+∞P ({X (t) = k} ∩An) .
Pero es claro que el evento {X (t) = k} ∩An se caracteriza por

{X (t) = k} ∩An = {Y n1 = n− k, Y n2 = k, Y n3 = 0},
y luego

P (X (t) = k) = ĺım
n→+∞P{Y

n
1 = n− k, Y n2 = k, Y n3 = 0}.

Teniendo en cuenta que la ditribución del vectorYn esM (p1n, p2n, p3n, n) ,
obtenemos

P (X (t) = k) = ĺım
n→+∞

n!

(n− k)!k!p
n−k
1n pk2np

0
3n

=
1

k!
ĺım

n→+∞

Ã
kY
i=1

(n− i+ 1)
!

.

µ
1− λ

t

n
+ o1

µ
t

n

¶¶n−k µ
λ
t

n
+ o2

µ
t

n

¶¶k
Como µ

λ
t

n
+ o2

µ
t

n

¶¶k
=
1

nk

µ
λt + no2

µ
t

n

¶¶k
,

tenemos

P ({X (t) = k}) = 1

k!
ĺım

n→+∞

Ã
kY
i=1

(n− i+ 1)
n

!

.

µ
1− λ

t

n
+ no1

µ
t

n

¶¶n−k µ
λt + no2

µ
t

n

¶¶k
,
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o bien

P ({X (t) = k}) = 1

k!
ĺım
n→∞BnCnDnEn, (12.11)

donde

Bn =
kY
i=1

n− i+ 1
n

Cn =

µ
1− λ

t

n
+ o1

µ
t

n

¶¶n
Dn =

µ
1− λ

t

n
+ o1

µ
t

n

¶¶−k
En =

µ
λt+ no2

µ
t

n

¶¶k
.

Comencemos calculando el ĺımite de Bn

ĺım
n→+∞Bn = ĺım

n→+∞

kY
i=1

n− i+ 1
n

=
kY
i=1

µ
ĺım

n→+∞
n− i+ 1

n

¶
kY
i=1

µ
1− ĺım

n→+∞

µ
i− 1
n

¶¶
= 1k (12.12)

= 1. (12.13)

El ĺımite de Cn se piede calcular de la siguiente manera

ĺım
n→+∞Cn = ĺım

n→+∞

µ
1− λ

t

n
+ o1

µ
t

n

¶¶n
= ĺım
n→+∞

µ
1− 1

n

µ
λt− no1

µ
t

n

¶¶¶n
= ĺım
n→+∞

³
1− an

n

´n
.

donde

an = λt− no1
µ
t

n

¶
.

Como en (12.10 se puede demostrar que

ĺım
n→∞no1

µ
t

n

¶
= 0,
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y entonces resulta
ĺım

n→+∞ an = λt.

Por lo tanto

ĺım
n→+∞Cn = ĺım

n→+∞

³
1− an

n

´n
= exp

³
− ĺım
n→∞ an

´
= exp (−λt) . (12.14)

Por otro lado, como t/n→ 0 y o1 (t/n)→ 0, resulta

ĺım
n→+∞Dn = ĺım

n→+∞

µ
1− λ

t

n
+ o1

µ
t

n

¶¶−k
= 1−k

1. (12.15)

Finalmente, como ĺımn→+∞ no2 (t/n) = 0, resulta

ĺım
n→+∞En = ĺım

n→+∞

µ
λt+ no2

µ
t

n

¶¶k
= (λt)k . (12.16)

Usando (12.11), (12.12, (12.14), (12.15) y (12.16) obtenemos

P ({X (t) = k}) = exp (−λt) (λt)
k

k!
.

Esto prueba que X (t) ∼ P (λt) .2

12.4. Tiempos de espera

Sea T1 la variable aleatoria definida como “el tiempo necesario hasta que
ocurra el primer suceso ”. Calcularemos ahora su distribución.

Teorema. T1 tiene distribución exponencial con parámetro λt (E(λt)).
Demostración.

FT1 (t) = P (T1 ≤ t)
= P (X (t) > 0)

= 1− P (X (t) = 0)
= 1− exp (−λt) .

Luego T1 ∼ E (λ) .2
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Otro problema de interés es la distribución de los tiempos sucesivos de
ocurrencia de los sucesos. Definamos T2 ecomo “el tiempo de espera hasta
que ocurra el segundo suceso ” entonces T2−T1 tiene la misma distribución
que T1. No daremos una demostración formal de este hecho. Heuŕıstica-
mente, este resultado puede justificarse de la siguiente manera. T2−T1 es el
tiempo de espera para el primero suceso luego del instante T1. Como por A1
el proceso es homogeneo, este tiempo de espera debeŕıa tener la misma dis-
tribución que T1. Además por A2, T1 esta determinado por X(t) con t ≤ t1
y T2 − T1 por X(t), t > T1, resulta que T1 es independiente de T2 − T1.

Definamos ahora Ti como el tiempo de espera para que ocurran i suce-
sos. Luego, un argumento similir puede aplicarse, y tendremos el siguiente
Teorema que enunciaremos sin demostración.

Teorema. Las variables aleatorias T1, T2 − T1, T3 − T2, ..., Ti − Ti−1, ...
son i. i. d. con distribución E(λ).

Corolario. El tiempo de espera Ti tiene distribución Γ(i,λ).

Demostración.
Podemos escribir a la variable Ti como una suma telescópica

Ti = T1 + (T2 − T1) + (T3 − T2) + ...+ (Ti − Ti−1) .

Recordando que E (λ) = Γ (1,λ) y teniendo en cuenta que Ti una suma
de variables independientes todas Γ (1,λ) resulta que Ti ∼ Γ (i,λ) . 2

12.5. Procesos de Poisson en el plano

Los procesos de Poisson se puede generalizar al plano. No vamos a de-
scribir estos procesos con detalle, pero daremos una breve presentación. Un
ejemplo de este tipo de procesos podŕıa ser los que representan la ubicación
de los árboles en un bosque.

Consideramos ahora el plano en vez de la recta. Supongamos que
en ciertos puntos del plano ocurren sucesos en forma aleatoria, como por
ejemplo la presencia de un árbol. Luego para cada boreleano B del plano
tendremos la variable aleatoria X(B) que representa la cantidad de sucesos
que han ocurrido en B (por ejemplo, la cantidad de árboles). Los axiomas
de un proceso de Poisson en el plano son los siguientes

AP1. Homogeneidad.

Dado un boreliano, notemos con A su área. Supongamos que B1 B2 ∈
B2 son boreleanos del plano tal que A (B1) = A (B2) entonces las variables
aleatorias

X (B1) y X (B2)

tienen la misma distribución. Esto dice que la distribución del numero de
sucesos que ocurre en una región del plano solo depende de su área.

AP2. Independencia.
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Consideremos dos borelianos del plano esencialmente disjuntos B1, B2 ∈
B2, es decir tal que A (B1 ∩B2) = 0. Entonces las variables aleatorias
X (B1) y X (B2) son independientes. Esto significa que cuando las regiones
B1 y B2 tienen área en común igual a 0, entonces la información de lo que
ocurre en una región B1 no contiene ninguna información respecto de lo que
ocurre en la región B2.

AP3.

ĺım
A(B)→0

P ({X (B) = 1})
A(B)

= λ > 0,

o bien

P ({X (B) = 1}) = λA(B) + o1 (A(B)) .

AP4.

ĺım
A(B)→0

P ({X (B) > 1})
A(B)

= 0,

o equivalentemente existe o2 (t) tal que

P ({X (B) > 1}) = o2 (A(B)) .

El siguiente Teorema se demustra de manera totalmente análoga al cor-
respondiente para procesos de Poisson en la recta.

Teorema. Si X (B) es un proceso que satisface AP1, AP2, AP3 y
AP4 entonces la distribución deX (B) es Poisson con parámetro λA (B) , X (B) ∼
P (λA (B)) .

Supongamos que se elija un punto cualquiera del plano (x0, y0), y sea D1
la distancia al punto mas cercano donde ocurre un suceso (en el ejemplo,
seŕıa la distancia al árbol más próximo) , D2 al punto donde ocurre segundo
suceso más próximo,....,Di al punto donde ocurre el i-esimo suceso más
próximo

El siguiente Teorema nos da la distribución de D21
Teorema. La distribución de D21 es E(πλ).

Demostración.

Sea d > 0 y sea C el ćırculo con centro en (x0, y0) y radio d
1/2. Decir

que D1 ≤ d1/2 es lo mismo que decir que en C ocurrió algún suceso. Luego

{D21 ≤ d} = {D1 ≤ d1/2}
= {X(C) > 0}
= {X(C) = 0}c

230



Luego tomando probabilidades y teniendo en cuenta que A(C) = πd

P (D21 ≤ d) = 1− P (X(C) = 0)
= 1− exp(−λA(C))
= 1− exp(−λπd)

y por lo tanto D21 tiene distribución E(πλ).

El siguiente Teorema del cual no se dará demostración es ánálogo al
correspondiente Teorema para procesos de Poisson en la recta.

Teorema. Las variables aleatoriasD21,D
2
2−D21,D23−D22, ...,D2i−D2i−1, ...

son i. i. d. con distribución E(πλ).

Como corolario tendremos
Corolorario. La variale aleatoria D2i tiene distribución Γ(i,πλ).
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