Probabilidades y Estadistica (M)
Préactica 4 (2° cuatrimestre 2003)

Vectores aleatorios e independencia de variables

(a) Demostrar que la funcién

1—e %Y si r>0e y>0

Fla,y) = 0 sino

no es funcién de distribucién de un vector aleatorio

(b) Mostrar que:

(I—e™)(1—eY) si r>0e y>0
Flz,y) =19 ¢

sino

si lo es.

. Sean X7, X5, X3 variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (v.a.i.i.d.)
Bi(4,3). Sea Y = X; - X5 - X;. Calcular P(Y = 0).

. De una urna que contiene 3 bolillas numeradas 1, 2 y 3 se extraen sin reposicién y
sucesivamente 2 bolillas. Sea X el niimero de la primera bolilla e Y el de la segunda.

(a) Hallar pxy, px, py, Fxy.
(b) Calcular P(X <Y).

(c¢) Determinar si X e Y son independientes.

. Una urna contiene 4 bolitas blancas y 6 negras. Se extraen 3 bolitas sin reposicién y
se definen las siguientes variables aleatorias:

% 1 si el nimero de bolitas blancas extraidas es par
] 0 si el nimero de bolitas blancas extraidas es impar
Y =k sise extraen k bolitas negras

(a) Hallar pxy-.
(b) Hallar px y py. Determinar si X e Y son independientes.

5. Se arroja un dado equilibrado 2 veces. Sean X; = n® obtenido en la tirada i (i = 1,2).

(a) Sea Y = X; + X,. Hallar py.

(b) Sea la v.a.
{ 1 siY es par
Z ==

0 sino

Determinar si X; y Z son independientes
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6. Sean X e Y v.a. independientes. Probar que si:

) X ~ Bi(n,p), Y ~ Bi(m,p) = X +Y ~ Bi(n+m,p)
) X ~P(N), YNP( )= X+Y ~PA+p)

) X ~G(p),Y ~Gp)=X+Y ~BN(2,p)

) X ~T(p,\),Y ~ F(q,)\):>X+Y~F(p+q,)\)

)

7. Se sabe que en la provincia de Salta la proporcién de hombres con ojos azules es 20% |,
ojos verdes es 5% , ojos negros es 10% , otro color de ojos es 65%. Josefina decide viajar
de la capital saltena a una ciudad a 200 km. donde se realizard un congreso médico
sobre alcoholismo. Para ello debe tomar 2 colectivos en los que viajan sélo saltenos.
Para llevar a cabo una prueba decide tomar una copa de jerez con cada hombre de ojos
verdes o azules que encuentre en su viaje. Como su belleza es irresistible, todos los
hombres aceptan su invitacién. En el primer colectivo viajan 10 hombres de los cuales
ninguno trasborda al siguiente. En el segundo hay 8 hombres.

(a) Calcular la probabilidad de que en la primera parte del trayecto haya tomado
menos de 4 copas.

(b) Calcular la probabilidad de que tome més de 3 copas en total.

8. El mimero de ballenas macho que aparecen semanalmente en el Golfo Nuevo sigue una
distribucién P(2), mientras que el nimero de hembras sigue una distribucién P(2.5).
Suponiendo que el nimero de machos es independiente del de las hembras:

(a) Hallar la probabilidad de que en una semana haya 2 o més ballenas.

(b) Sila semana pasada hubo 2 ballenas, encontrar la probabilidad de que hayan sido
una pareja.

9. El 10% de la poblacién fuma cigarrillos negros, el 35% fuma cigarrillos rubios, el
3% fuma pipa y el resto no fuma. Se realiza una encuesta a 35 personas, siendo
Y} = numero de personas que no fuman, Y5 = nimero de personas que fuman cigar-
rillos rubios, Y3 = nimero de personas que fuman cigarrillos negros, Y, = niimero de
personas que fuman pipa.

(a) Hallar la distribucién de (Y7, Y5, Y3, ;). Cuando se pide la distribucién del vector
aleatorio se puede contestar dando la funcién de probabilidad puntual del vector.

(b) Hallar la distribucién de (Y7, Ys + Y3, Yy).

(c) Hallar la distribucién de (Y3 + Y3). (Qué sentido tiene hallar la distribucién con-
junta de (Y + Y3, Y] +Y;) (es decir, la distribucién conjunta del vector aleatorio
de dos componentes agrega informacién nueva a la contenida en la distribucién
marginal de la primer coordenada)?



10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

El tiempo de duracién de los tubos fluorescentes que fabrica una determinada empresa
tiene distribucién exponencial de pardmetro A = 0.7 horas. Para hacer un control de
calidad se eligen al azar de la produccién semanal 30 ldmparas. Calcular la probabilidad
de que entre las 30 elegidas, 5 lamparas tengan duracién entre 0 y 3 horas, 7 lamparas
tengan duracién entre 3 y 4.5 horas, 10 ldmparas tengan duracién entre 4.5 y 5.5 horas
y las 8 ldmparas restantes tengan duracién mayor que 5.5 horas.

Sea (X,Y’) un vector aleatorio cuya funcién de densidad conjunta es:

1
Ixy(z,y) = T Ligj<a Lpy)<b

(a) Hallar fx, fy, ny.

(b) Decir si X e Y son independientes justificando la respuesta.

Sean X, Y, Z v.aiid. U[0,1]. Calcular P(X > Y 7).

Sea (X,Y’) un vector aleatorio cuya funcién de densidad conjunta es:

cBy+z) 0<z<y<l

0 en caso contrario

Ixv(z,y) = {

Hallar c, fx, fy, Fx, Fy, P(X < %), P<X2 —-Y? = 3)

Sea (X,Y’) una v. a. con densidad uniforme en el trapecio de vértices (—6,0), (—3,4),
(3,4), (6,0).

(a) Obtener la funcién de densidad conjunta de (X,Y") y las marginales de X y de Y.

(b) Decir si X e Y son independientes justificando la respuesta.
Se define el soporte de la probabilidad P (sobre (R¥, B}))

sop(P) = {xeR*|P(B.(x))>0 Ve>0}
donde B. (x) = {yeR"||y—x| <e}

(a) Probar que si X = (Xj, X3) es un vector aleatorio que induce la probabilidad
Px = P en R? (es decir Px(B) = P(X ' (B)) VB € By) se cumple que: si
sop(P) # sop(P;) x sop(F2), donde P, son las marginales, entonces X e Y no son
independientes.

(b) Volver a responder 11.b y 14.b.

X
Sean X e Y v.a. independientes con distribucion €(\). Probar que X + Y y 3 son

independientes.

Sean X e Y v.a. independientes con distribucién N(0,0?). Sea (p, ) la expresion de
(X,Y) en coordenadas polares, es decir (X,Y) = (pcos(#),p sen(d)), p>0, 0 <60 <
2m.



(a) Probar que p y 6 son independientes.

(b) Hallar la probabilidad de que el par (X,Y) caiga en el circulo de centro en el
origen y radio o.

(¢) Mostrar que 6 tiene distribucién uniforme.
18. Sean X1, X5, X3 v.a. independientes con distribucién U[—1, 1].
(a) Sea U = X; + X,. Verificar que:

(u+2)

fulw) = 2 I () +

(b) Sea Z = X; + X5 + X3. Usando 18.a verificar que:

3 — 2 3 — 2
fute) = B ) 1 222
donde A={zeR|1<|z]|<3},B={2€R||z|] <1}

(c) Verificar que fy es continua y que fz es derivable (La convolucién mejora la
densidad).

IB(Z)

19. Sea (X,Y) con densidad:

Ixy(z,y) =clz +y) [1[0,1] () I1011(y) + T2 (2) Lo (2—1)241] (y)}
Sea Z = 3X +Y. Hallar f;.
20. Sea (X,Y’) con densidad:

1

fxy(z,y) =4 227
0 sino

para |z] < 1,0 <y < 2?

(a) Hallar fx, fy.

(b) Determinar si X e Y son independientes.
Y
(c) Probar que U = <z Uuo, 1.
21. Se elige un punto P al azar en el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1). Se trazan por

P las paralelas a los ejes, que intersecan con el eje vertical en el punto P’ y con la recta
Y = X en el punto P” determinando el trapecio OP’PP”.

(a) Hallar la distribucién del perimetro de trapecio.

(b) Hallar la probabilidad de que dicho perimetro sea < 1.



22. (a) Sean Xj,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
con funcién de distribucién F. Se ordenan en orden creciente obteniéndose las
variables aleatorias X < ... < X(®) que se denominan los estadisticos de orden
de las variables aleatorias. En particular:

X® = min X,
1<i <n
X™ = max X;
1<i<n
Obtener la funcién de distribucién de X® (1 <k < n).

(b) Sea
f(z) =e @9 Ig)(x) paraf cR
Obtener la distribucién de X,
(c) Sea .
F(z) = 7
Obtener la distribucién de X,

Top) (%) + T9.00)(x) para f € Rog

23. Sean X1i,...,X, v. a. independientes con distribuciones exponenciales de pardmetros
ai, ..., Q, respectivamente.

(a) Mostrar que la distribucién de Y = 11211<n X; es exponencial.

(b) Probar que:

Q@
P(X,=mnX,|=—*
1<i<n o1+ oy
Sugerencia: Ver que X y 11712]1? X, son independientes, y considerar el suceso X <
7
min X;.
ik

24. Sea X una v.a. con densidad (3). Sea Y = [X +1].

(a) Hallar la funcién de probabilidad puntual o densidad de la v.a. Y segiin corresponda.
Notar que tiene distribucién conocida.

(b) Sean Yi,...,Y, v.a. independientes con la distribucién obtenida en 24.a, hallar
P (min Y, < 2) )
1<i<n

Sugerencia: Usar ejercicio 23.a.

25. Dos dados equilibrados se tiran independientemente. Sean N; y M; la primera vez

que se obtiene 1 como resultado para el primero y segundo respectivamente. Hallar la
distribucién de N = max(Ny, My).



26. Tres integrantes de un equipo de salto juegan un campeonato. Se asigna al equipo la
mejor de las tres distancias obtenidas.
El atleta A salta con distribucién U|0, 2].
El atleta B salta segiin una distribucién cuya funcién de densidad es:

T

f@) = (1-3) Toa(@).

El atleta C salta segiin una distribucién cuya funcién de densidad es:

f(@) = 5 Toay(a).

(a) Hallar la distribucién de la distancia asignada al equipo.

(b) Encontrar la probabilidad de que la distancia sea mayor que 1.2.

27. Un juego consiste en elegir un punto sobre una soga de 10 metros de longitud. Por
jugar se pagan $3 y se gana $|5 — X| donde X es el nimero elegido.
(a) Hallar la distribucién de la ganancia.
(b) Supongamos que el juego se repite dos veces y se anota la mayor de las distancias
al centro de la soga. Encontrar la distribucién de la ganancia.

28. Sea Z ~ N(0,1), X; ~ x*(n) y Xa ~ x?(m), variables aleatorias independientes.

(a) Probar que
Z

vV Xi/n

tiene distribucién t de Student con n grados de libertad con densidad dada por

I'(n+1)/2 AN
fo) = Lo D2) () v
['(n/2)\/mn n
(b) Probar que
Xl/n
V=——
Xg/m
tiene distribucién F' de Snedecor con n y m grados de libertad con funcién de

densidad

o) = I (1 s (14 )

m 1(0700) (U)



