Probabilidades y Estadistica (M) Practica 4 (adicionales)
2° cuatrimestre 2005 Vectores Aleatorios - continuacion

1. Dada C una clase de conjuntos en R, denotemos por C x R a la clase de conjuntos en R*¥+! definida por
CxR={CxR:CeC}.

Demostrar que o (C x R) = 0 (C) x R. ;jSe podria generalizar esto poniendo en lugar de R a A C R un
conjunto cualquiera?

2. Demostrar por induccién que
o ({Bix - x By: B € BY,1<i < k}) C o (abiertos en RY),

donde B! denota a los borelianos de R.

3. Probar el siguiente lema.

Lema: La o— slgebra de los borelianos de R¥, es decir B*, es generada por las siguientes familias de
conjuntos.

i. Bolas en R¥, de cualquier centro y radio.

ii. Abiertos en R”.

iii. {le---ka:BieBl,lgiSk}.

iv. {(a1,b1] X -+ X (ag,bx] : ai, b e R, 1 < i < k}.

V. {Ul (a{,bﬂ X -ee X <a{C bi] cal,bl eR1<i<k,,1<j<n,neN, } , la unién es sobre conjuntos
J:
disjuntos.

4. Dado (€2, F, P) un espacio de probabilidad, sea X un vector aleatorio definido en él, definimos la proba-
bilidad inducida en (Rk , Bk) por
Py (B) = P (X~ (B)

con B € B*. Demostrar que (Rk, B, PX) es un espacio de probabilidad.

5. (a) Sean X ~ Bi(1,p), Y ~ Bi(l,q) independientes con 0 < p < ¢ < 1. Hallar la distribucién conjunta
del vector (X,Y).
(b) Sea U ~U (0,1). Sean X = I (g, (U) e Y = I (g4 (U) con 0 < p < g < 1. Hallar la distribucién con-
junta del vector (X,Y"). Hallar las distribuciones marginales de X e Y. ;Son X e Y independientes?
Observacidon: En este caso se dice que las variables X e Y estdn acopladas.

6. Sean A, B C R* probar que

(a) Taup =1Ia+Ip — IanpB.
(b) Tanp =14 - IB.
)
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(c) limsupla, = limsupA, -
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(d lim ianAn = Iljm infA,, -
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Recordar que limsupA, = (| U Am yliminfd, = J ) 4m-
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