Probabilidades y Estadistica (M) Practica 8

2° cuatrimestre 2006 Esperanza, varianza y covarianza
1. Sean Xi,..., X, variables aleatorias positivas independientes e idénticamentes distribuidas (i.i.d.). De-
mostrar que
> X1+ + X\ _k
Xi1+--+ X, n’
2. Sean Xj,...,X, v.a. independientes tales que:

0 si t<0
PX,<t)=4 t" s 0<t<l  k=1,...n
1 si t>1

(a) Sea Y = max(X1,...,X,). Hallar Fy, fy, E(Y).
(b) Hallar E(X; --- X,).

3. Sean X; y Xy v.a.ii.d. con X; ~U[0,1]. Calcular E(Y) y E(Z) donde Y = min(X;, Xs), Z = max(X1, X2).
;,Cual de las dos deberia ser menor?

4. Sea (X,Y) un vector aleatorio cuya funcién de densidad conjunta es:

S@By+z) 0<z<y<i1

fXY(xa y) = { .
0 en caso contrario
Hallar E(X), E(Y), var(X), var(Y), E(XY), cov(X,Y), var(X —Y), p(X,Y).

5. Sea (X,Y) un vector aleatorio con densidad uniforme en el pentdgono de vértices (—1,1), (1,1), (—1,0),
(0,—1) y (1,0). Calcular cov(X,Y).

6. Se dice que una v.a. X tiene distribucién simétrica respecto de 0 sii:
P(X<0—-—h)=P(X>0+h) Vh >0

(a) Si E(|X|) < o0y X es una v. a. absolutamente continua y simétrica respecto de m, probar que
E(X)=m.
(b) Se dice que una v. a. X tiene distribucién logistica si su densidad es
6—33

f(x):m, z eR.

i. Probar que X tiene distribucién simétrica en torno a 0. Hallar la E'(X).

ii. Hallar la densidad de Y = e¥ y su esperanza. ;A qué familia de distribuciones pertenece?

7. Consideremos nuevamente el Esquema de Polya (ej. 6 prac. 2 y ej. 11 prac. 4): De un bolillero que
contiene B bolillas blancas, B > 1 y R rojas, R > 1 se extraen sucesivamente y al azar n bolillas, n > 2,
devolviendo cada bolilla extraida al bolillero junto con otras ¢ bolillas del mismo color, ¢ > 1. Sean

Y. 1 si la i-ésima bolilla extraida es roja
10 si la i-ésima bolilla extraida es blanca

(a) Hallar E (X;), var(X;), cov(X;, X;) v p(X;, X;) para i < j..



J
(b) Sea S; = Y X; el ntiimero de bolillas rojas extraidas luego de j extracciones. Hallar E (S;), var(S;),

=1
cov(S;,8;) y p(S;, S;) para i < j.
8. Sean Xji,..., X, v.a. independientes con distribucién ¢ (0,1) , y sean XM X (™) Jog estadisticos de orden.

(a) Hallar la distribucién de X@ ;A qué familia pertenece?
(b) Hallar E (X (i)) . { Qué relacién guardan las esperanzas entre si?
(c¢) Calcular var (X(i)) .

)

(d) ¢{Para qué valor de i se minimiza la varianza? ;Para cudl se maximiza?

9. Diremos que (X,Y) es un vector aleatorio con distribucién normal bivariada (o normal multivariada en R?),
que denotaremos N(py, fiy,0%,0%,p) 0 No(p,3), con =1 < p <1, 0x >0, oy >0,

w= ()

Y — ( U%( pPOXOY )
pPOXOY O’%/

cuando

poten= e () () (552) (5]}

o, matricialmente escrito, si X = (X,Y)

1 1 _

fx (x) = cop {5 - 'S -
27 [det (X)]2

Verificar que ambas definiciones de fxy coinciden.

Notar que la matriz ¥ resulta ser simétrica y definida positiva. Y que lo mismo vale para 71,

Graficar las curvas de nivel de la densidad conjunta. ;Qué curvas son?

Deducir de 9.d las esperanzas y varianzas de X e Y.
Calcular cov(X,Y) y p(X,Y).

)
)
)
d) Hallar las distribuciones marginales de X e Y. Mostrar que X ~ N(uy,0%) ¢ Y ~ N(py, 0%).
)
)
) Probar que cov(X,Y) = 0 es equivalente a que X e Y son independientes.

10. Sea X ~ N (0,1) y W independiente de X tal que P (W = 1) = P (W = 0) = 3. Definimos

X siwW =0
= XIpy (W) = XTIy (W)

v — { X siW =1

a) ;Son X e Y independientes?

(a)
(b) ¢(SonY y W independientes?
(c) Mostrar que Y ~ N (0,1).

)

(d) Mostrar que cov (X,Y) = 0.



11. (a) Probar la desigualdad de Cauchy-Schwartz. Es decir

[E(XY)? <E(X*)E(Y?). (1)

Sugerencia: Excepto cuando Y = —tX, en cuyo caso la desigualdad anterior se convierte en igualdad,
vale que para todo t

0<E([tX+Y]2> =E(X*+2tXY +Y?). (2)

Observar que (2) define un polinomio en t de grado dos sin raices reales. Concluir que el discriminante
de la ecuacion cuadratica correspondiente es negativo. Deducir de ahi la desigualdad.

(b) Deducir de (1) o probar del mismo modo que en el item anterior pero a partir del cdlculo de var (tX + Y')
la siguiente desigualdad
[cov (X, Y)]? < var (X) var (). (3)
. Qué relacién deben cumplir X e Y para que valga la igualdad en (3)?

12. (a) Sea X una v.a. discreta, con Rx = Ny, probar que
E(X)=> P(X>n)=>» P(X >n).
n=0 n=1
(b) Sea X una v.a. cualquiera. Probar que:

Y P(X|>n)<EB(X]) <14 > P(X|>n)
n=1 n=1
Concluir que
E(X]) <oo<=> P(IX|>n) < .
n=1

Sugerencia: Notar que [|X|] (parte entera del médulo de X') es una variable aleatoria discreta y usar
12.a

13. Sea X una v. a. con distribucién F'(z). Probar que:

(a) Si X es acotada, es decir P(A < X < B) = 1, entonces existe E(X) y A < E(X) < B.
(b) En particular si P(X > 0) = 1, entonces E(X) >0y
EX)=0«<= P(X=0)=1.

14. Sea X una v. a. con distribucién F'(z).

(a) Si E(|X|) < oo entonces vale que:
lim z(1—-F(z)) = 0

r——+00

lim zF(zx) = 0.

T——00

(b) Si E(X?) < co entonces
lim 2?[1 — F(z) + F(—z)] = 0.

T—+00

Si X es una variable absolutamente continua, entonces
“+00
E(X?) = 2/ z[1 — F(z) + F(—x))] dz.
0

15. Sea X una v.a. tal que F(X?) < oo, entonces:
E[(X -¢)? <
var(X) < E[X —¢)



