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TOPOLOGIA

Practica 7

1. Sean X y Z espacios topolégicos y g : X — Z una funcién continua y suryectiva. Sea X™* la
siguiente colecciéon de subconjuntos de X con la topologia cociente:

X*={g7'(2): z € 2}.
Probar:

(i) X* es Hausdorff si Z lo es.

(ii) ¢ induce una funciéon f : X* — Z continua y biyectiva si, y sélo si, g : X — Z es un
cociente.

2. Sea Y = (Rsg x R) U (R x {0}) € R? con la topologia inducida por la métrica usual. Sea
m : Y — R la proyeccion a la primera coordenada.

Mostrar que m : Y — R no es ni abierta ni cerrada pero es un cociente.

3. Sean Z = (R x0)U(0xR)cR*y g:R*— Z dada por:

g(:c,yi = (2,0) siz#0

(i) Mostrar que si R? tiene la topologia usual y Z la inducida por ésta, g no es continua y,
por lo tanto, Z no tiene la topologia cociente.

(ii) Mostrar que Z no es Hausdorff con la topologia cociente inducida por g.

4. (i) Sea p: X — Y un cociente y Z un espacio localmente compacto Hausdorff. Probar que:

T=pXidg: X xXZ—->Y XxZ

es una funcion cociente.

(ii) Sea p: A — By q: C — D funciones cocientes. Si B y C son localmente compactos
Hausdorff, entonces p x ¢ : A x C' — B X D es también un cociente.

5. Deffnimos P := R"™/ ~ donde a ~ b < a = Ab para algim A € R.

Probar que P™ es homeomorfo a "/ ~ donde c~d < c=d 6 c = —d.

6. Probar que P! es homeomorfo a S'.



7. Mostrar que la aplicacion f : P2 — R* dada por
f([wo : 21 : x]) = (23 — 22, w1, T2, T122)

es continua e inyectiva.

8. Considerar M la banda de Mdbius:

M :=10,1] x [0,1]/(0,¢) ~ (1,1 —t)
Probar:

(i) M con la topologfa cociente estd inmersa en R?.

(ii) Si p : [0,1] x [0,1] — M es la proyeccion al cociente, p([0,1] x {0} U [0,1] x {1}) es
homeomorfo a S1.

9. Deffnimos T, el toro, como el cociente de [0, 1] x [0, 1] por la relacion:
(¢,0) ~ (t,1) vy (0,t) ~ (1,¢).
Probar que T es homeomorfo a S x S*.
10. Calcular R?/ ~ donde

(i) (2,y) ~ (w,2) <= v+ y*> = w + 2%
(ii) (z,y) ~ (w,2) &= 22 + 3% = w? + 22

Ejercicio para entregar el 18-10-01:

Sean Q los racionales con la topologia inducida por Ry p: Q — Q/Z el cociente. Probar que p es
cerrada y que

pxidg:QxQ—Q/ZxQ

no es un cociente.



