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Topologia subespacio.

(1) Sea X un espacio topolégico, Y C X un subconjunto e ¢ : ¥ — X la inclusién. Probar que la topologia del
subespacio de Y esta caracterizada por la siguiente propiedad:
“Para todo espacio topologico Z y toda funcién f : Z — Y, se tiene que f es continua si y sélo si
iof:Z — Xloes”
(O sea, probar que la topologia del subespacio en Y es la tnica topologia que se puede poner en Y de
manera que valga la propiedad anterior.)

(2) Probar que si Z es un subespacio de X, y A es un subconjunto de Z, entonces la topologia de A como
subespacio de Y coincide con la topologia de A como subespacio de X.

(3) Consideremos a Y = [—1, 1] como subespacio de R. ;Cuédles de los siguientes conjuntos son abiertos en Y'?
;Cudles son abiertos en R?
A= {z: i <|z] <1},
B = {z: %<|x|§1},
C={z: 5<|2| <1},
D= {z: 5 <lz| <1},

E={z: 0<|z|<1Al/z ¢N}.

(4) Sea X ordenado, con la topologfa del orden, y sea Y C X un subconjunto. En Y se puede considerar la
topologia que hereda como subespacio de X, y la topologfa del orden (ya que Y es ordenado, por el mismo
orden que X). Comparar estas dos topologfas.

Topologia Producto de dos espacios. Salvo que se especifique otra cosa la topologia en un producto
X x 'Y de dos espacios topoldgicos es la producto.

(5) Sean X,Y espacios topoldgicos. Probar que 11 : X XY — X y m : X XY — Y son abiertas.

(6) Probar que la topologia del orden del diccionario en R x R coincide con la topologia producto de Ry x R
donde Ry es la topologia discreta en R. Comparar con la topologia usual de R2.

(7) Sea R, la topologia cuya base de abiertos son los conjuntos de la forma [a,b) donde a,b € R. Sea L una
recta en el plano. Describir la topologia que hereda L como subespacio de R; x R y como subespacio de
Rl X Rl.

(8) Sea I el subespacio [0,1] de R. Comparar la topologia producto en I x I con la topologia del orden del
diccionario en I x I y con la topologia I; x I donde I; denota a I con la topologia discreta.

(9) Sean AC X y BCY. Probar que A x B = A x B. Concluir que si A es cerrado en X y B es cerrado en
Y, entonces A X B es cerrado en X x Y.

(10) Probar que el producto de espacios Hausdorff es Hausdorff, y que un subespacio de un espacio Hausdorff
es Hausdorff.

(11) Probar que X es Hausdorff si y sélo si la diagonal A = {(z,z) : € X} es cerrada en X x X.

(12) (a) Sean zp € X e yg € Y. Probar que las funciones f : X - X xY y g:Y — X x Y definidas por
f(z) = (z,90), 9(y) = (x0,y) son inmersiones (i.e. definen un homeomorfismo con su imagen).

(b) Sea X un espacio con una distancia d : X x X — R. Probar que la topologia inducida por la métrica
es la minima tal que d es continua. (Sugerencia: si d es continua, también lo es dg, : X — R,
dyo () = d(z,20).)

(13) (a) Sean X,Y espacios toplogicos, y sea f : X — Y continua. Se dice que f es un homeomorfismo local
si se verifica alguna de las siguientes propiedades equivalentes:
(i) Paracadaz € X, existen U C X y V CY talesque z € U, f(z) € Vy fly : U = V esun
homeomorfismo.
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(ii) Primero: para cada U C X abierto y V x € U, existe V C Y abierto tal que f(z) € V y
V C f(U). Y segundo: para cada x € X existe U C X abierto tal que x € U y f|y es inyectiva.
(iii) Primero: f es abierta. Y segundo: si A = {(z1,22) € X x X : f(z1) = f(z2)} y Ay : X — Aes
la funcién definida por A¢(z) = (x,x), vale que Ay es abierta. (El espacio A tiene la topologia
que hereda como subespacio de X x X.)
Probar que efectivamente las tres propiedades son equivalentes.

(b) Probar que las siguientes funciones son homemomorfismos locales:
(i) f:R — St f(t) = (cosO(2mt),sin(27t)).
(ii) f: A* > A* f(z)=2",donde A*={z€C: 0<|z|<1}yreN

Topologia Producto vs. Topologia Caja

(14) Sea {X;}ics una familia de espacios topolégicos, y sea para cada ¢ € I un subconjunto A; C X;. Decidir
cudles de las siguientes afirmaciones son ciertas y cudles falsas si se toma en X = [[,.; X; la topologia

iel
producto. ;Y si se toma la topologia caja?
(a) Sicada A; es cerrado en X; entonces [[,.; A; es cerrado en X.
(b) Hie[ Ai = Hiel Ai~
(15) Sea (Za)aca una red de puntos en el espacio topolégico X = [];.; X; (considerado con la topologia

producto). Probar que la sucesién (z4)aca converge a x si y sélo si la red m;(z,) converge a m;(z) en X;
para todo ¢ € I. jEs cierto esto si se toma en X la topologia caja?
(16) (a) Comparar las topologias caja, producto y uniforme en R“.

(b) Hacer de nuevo los items (b), (c), (d) del ejercicio 25 de la prictica 1, tomando en R“ la topologia
caja y la producto. Comparar con lo obtenido para la topologia uniforme.

Topologias inciales y finales—Cocientes

(17) Sea {X;}ic; una familia de espacios topolégicos. Sean Z = [[,.; Xi, W = [],c; X, y para cada i € I,
m; « Z — X; la proyeccién i-ésima, y \; : X; — W la inclusion.
(a) Probar que m; es abierta para todo i € I.

(b) Probar que A; es abierta y cerrada.
(18) Sea {X LN Xi} una familia inicial de funciones (o sea, X tiene la topologia inicial inducida por las

iel
funciones f;), vy f: X — [[ X; la funcién definida por

f(x) = (fi(x))ier-
Sea Z la imagen de f. Probar que f: X — Z es abierta.
(19) Consideremos el espacio de Sierpinski, S = {0,1}, 7(S) = {0, {1}, S}. Sea X un espacio topoldgico.
(a) Probar que A C X es abierto si y sélo si la funcién caracteristica de A, x4 : X — S, es continua.

(b) Probar que la familia {xy }very es una familia inicial para la topologia de X.
(20) Probar que si f : X — Y es final e inyectiva, entonces es inicial.
(21) Si f: X — Y es inicial y suryectiva, entonces es cociente (i.e. f es final y suryectiva).

(22) Sea f : X — Y una funcién continua. Probar que si existe g : Y — X tal que f o g = idy, entonces f es
un cociente.

(23) Sea m : R x R — R la proyeccién a la primer coordenada.
(a) Sea X el subespacio ({0} x R)U (R x {0}) de R x R, y sea g = m1|x. Mostrar que g es cerrada pero
no abierta.
(b) Sea Y el subespacio (R>g x R) U (R x {0}) de R x R, y sea h = m|y. Mostrar que h no es abierta ni
cerrada pero es cociente.

(24) Caracterizar el espacio cociente R?/ ~ en cada uno de los siguientes casos
(a) (20,50) ~ (T1,51) & @0 + Y3 = ¥1 + 17
(b) (zo,y0) ~ (w1, 41) & af +y5 = 27 + vi.



Topologia — Segundo Cuatrimestre 2002 Practica 2 Péagina 3

(25) Sea Z el subespacio R x {0} U {0} x R de R x R. Definimos g : R x R — Z por la férmula
{ 9((z,y)) = (2,0)siz#0
9((0,9)) = (0,y)
a) jEs g un cociente? ;jEs g continua’
E i ? JE inua?

(b) Mostrar que Z con la topologia cociente inducida por g no es Hausdorff.

(26) Sean X un espacio topolégico , ~ una relacién de equivalencia en X y p : X — X/ la proyeccién al
cociente.
Sea R={(z,y) € X x X : x ~y}. Probar que :
(a) Si X/. es Hausdorff, entonces R es cerrado en X x X.

(b) Sip: X — X/ es abierta y R es cerrado en X x X, entonces X/, es Hausdorff .
(¢) Sipxp: X xX — X/ x X/ dada por p X p (x1,22) = (p(x1),p(x2)) es final, y R es cerrado en
X x X, entonces X/, es Hausdorff.

(27) Sea X = C x {0,1} con la topologia producto, {0,1} con la topologia discreta. Definimos en X dos
relaciones de equivalencia:
(‘270) ~1 (U), 1) < zZ=w 7£ 0, (Za]) ~1 (’LU,]) < z=w
(Z,O) ~2 (U), 1) < zw =1, (Zaj) ~2 ('LU,j) < z=w
Se definen X; = X/.,, Xo = X/, y se les da a ambos la topologfa cociente. Probar que:
(a) En X; todo punto es cerrado, pero X; no es Hausdorff.

(b) Probar que f: X — S? definida por
1 2 _,2 S
—=2z,2y,1 —2z° — si =0
f(:r—i—iy,j):{ H:fzﬂﬂ; ;J 2 2yi : j-_l
Tz (20, =2y, 2% +y? = 1) sl =

induce un homeomorfismo f : Xy — S2. (Sugerencia: Probar que f es biyectiva; probar la con-
tinuidad de la inversa en los abiertos S? \ {Py}, S?\ {Ps}, donde Py y Ps son los polos norte y sur
respectivamente.)



