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PrACTICA 3
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Sean 7,7’ dos topologias en X. Si 7’ D T, ;qué puede implicar la conexién de X en una de las topologias
respecto de la conexion en la otra?

(a) Sea {A,},en una sucesién de subespacios conexos de X tales que A, N A, 11 # () para todo n € N.
Demostrar que |J,, oy An es conexo.

(b) Sean {Ay}aea una coleccién de subespacios conexos de X y A un subespacio conexo de X. Demostrar

que si AN Ay # 0 para todo o € A, entonces AU [J, ¢ Ao es conexo.

. Es cierto que si X tiene la topologia discreta, entonces X es totalmente disconexo? ;Vale la vuelta?

JEs cierto que si X es conexo, entonces para todo subconjunto A de X propio no vacio se tiene FrA # ()7
. Vale la vuelta?

(a) Mostrar que entre los espacios (0, 1), (0,1] y [0, 1] no hay dos homeomorfos.

(b) Supongamos que f: X — Y, g:Y — X son inmersiones (esto es, son inciales e inyectivas). Mostrar
que no necesariamente X e Y son homeomorfos.

.Es el producto de espacios arco-conexos arco-conexo?

Si AC X y A es arco-conexo, ;Es A arco-conexo?

Sif:X —Y escontinua y X es arco-conexo, ;Es f(X) arco-conexo?

Si {Aa}aca es una coleccién de subconjuntos arco-conexos de X y (\,cp Aa # 0, (Es Upen Aa
arco-conexo?

Mostrar que R™ y R no son homeomorfos si n > 1.

Calcular las componentes conexas y arco-conexas de R;.

Definamos en X la relacién & ~ y si no existe separacion X = AU B de X en dos conjuntos abiertos y
disjuntos tales que « € A, y € B. Mostrar que es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia
se llaman cuasi-componentes de X. Mostrar que cada componente conexa de X estd contenida en una
cuasi-componente.

Determinar las cuasi-componentes, las componentes conexas y las arco-conexas de los siguientes subcon-
juntos de R? (donde K denota el conjunto {1/n:n € N}, y —K denota el conjunto {—1/n : n € N}).
A= (K x0,1]) U ({0} x [0,1]).

B = (A\{(0,1/2)}).
C = BU([0,1] x {0}).
D= (K x[0,1])U(—K x [~1,0]) U ([0,1] x —K) U ([~1,0] x K).

Sea X localmente arco-conexo. Mostrar que todo abierto conexo de X es arco-conexo.

Compacidad.

(a) Sean 7 y 7' dos topologias en X. Supongamos que 7’ D 7. ;La compacidad de alguna de estas
topologias implica la compacidad de la otra?

(b) Si X es compacto y Hausdorff tanto para 7 como para 7’ entonces 7 = 7’ o no son comparables.

(a) Mostrar que todo subconjunto de R es compacto en la topologia del complemento finito.

(b) .Es [0, 1] compacto como subespacio de R en la topologia
7. ={U : R\ A es numerable o todo R}?

(Lo es como subespacio de R;?
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Sean A, B dos subespacios compactos de un espacio X compacto y Hausdorff. Mostrar que existen abiertos
disjuntos U,V tales que U D A, V D B.

Mostrar que si f : X — Y es continua, donde X es compacto e Y es Hausdorff, entonces f es cerrada.
Mostrar que si Y es compacto, entonces la proyeccion w1 : X X Y — Y es cerrada.

Teorema. Sea f: X — Y, con Y compacto y Hausdorff. Entonces f es continua si y sélo si el grafico de f,
Gy = {(z, f(2)) : z € X},
es cerrado en X x Y.

(Sugerencia: Si Gy es cerrado y V' es un entorno abierto de f(xzg), encontrar un tubo que contenga a
{zo} x (Y \ V) que no corte a Gy.)

Sea P el producto fibrado
P—— X

Lo

Z —— Y
donde X y Z con compactos e Y es Hausdorff. Probar que P es compacto.
Dar un contraejemplo, en el que Y no sea Hausdorff.

Sea h : X — Y suryectiva y propia. Probar que si X es Hausdorff, entonces Y también lo es.
Mostrar que Q no es localmente compacto.

Mostrar que si Hae A Xo es localmente compacto, entonces cada X, es localmente compacto y todos los
X, salvo una cantidad finita, son compactos.

Sea X un espacio localmente compacto. Si f: X — Y es continua, ;(Es f(X) localmente compacto? ;Y si
f es ademads abierta?

Probar que la compactificacién a un punto de N es homeomorfa a {0} U {1/n : n € N} con la topologia que
hereda como subespacio de R.

Probar que la compactificacién a un punto de R es homeomorafa a S™. (Considerar la proyeccién estere-
ografica p: S™\ {(0,0,...,0,1)} = R™, p(z1,...,Zpny1) = ﬁ(wl, cey X))

Grupos Topolégicos.

Probar que los siguientes espacios son grupos topoldgicos con las operaciones indicadas

(@) (&)

(b) (S*,-) (- el producto en C).

(c) GL(n R), - considerando a GL(n,R) con la topologia métrica.

(d) Los subgrupos de GL(n,R), SL(n,R) de matrices de determinante 1, y O(n,R) de matrices ortogo-
nales.

Probar que G es un grupo topoldgico si y sélo si la funcién H : G x G — G, H(g,h) = g- h~! es continua.

Probar que para cada a € G, las funciones L, : G — G y R, : G — G, definidas por L,(g) = a - g,
R.(g9) = g - a son homeomorfismos.

Sea G un grupo topoldgico, y %, el filtro de entornos de la identidad del grupo.
(a) Probar que A C G es abierto si y sélosi g7 - A € %, para todo g € A. Ademds,

A= (Y W-4)= ) (4-V).
UeZ. UeZ.
(b) .Z. tiene las siguientes propiedades:
(i) SiU € Z, existe V € F, talque V- V-1 CU,
(i) SiUe€ Z.,ygeG,g-U-gt e Z,.
(¢) Sea G un grupo y # una familia de subconjuntos de G' que verifican
I) e € U para todo U € .7,
II) siU,V € .Z, entonces UNV € F,
IIT) siU € % y U CV, entonces V € &
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y las propiedades i) y ii) de la parte b), entonces existe una tnica topologia en G tal que G es un
grupo topoldgico y tal que %, = %.

Probar que si un grupo topoldgico G es Ty, entonces es Ty. Mas atn, probar que dados F' C G un cerrrado,
vy ¢ ¢ F, existen abiertos U, V disjuntos tales que F C V, xz € U.

Sean A, B subconjuntos de una grupo topolégico GG. Verificar que
(a) A-BC A-B.
(b) (A)~t=

(¢) g-A-h=t=(g-A-h~1) para todo g,h € G.

Probar que si H es un subgrupo de un grupo topolégico G, entonces la clausura de H es también un
subgrupo. Es maés, si H es normal, su clausura también.

Un espacio topoldgico X se dice un espacio homogéneo si para todo par de puntos z,y € X, existe un
homeomorfismo f: X — X tal que f(z) = y.

Verificar que un grupo topolégico es un espacio homogéneo.

Sea G un grupo topolégico, y H C G un subgrupo. Sea G/H el espacio de clases a izquierda con la

topologia cociente. Probar:

(a) La proyeccién p : G — G/H es abierta.

(b) H es cerrado si y sélo si G/H es Tj.

(¢) G actua transitivamente en G/H, por lo tanto, G/H es un espacio homogéneo.

(d) Si H es normal, entonces G/H es un grupo topoldgico y p : G — G/H es un morfismo de grupos
continuo. Ademds, si H es cerrado, G/H es Hausdorff.

Sean X un espacio topologico Hausdorff y G un grupo que actda transitivamente en X. Sea x € X y sea
G, ={9€ G:g -z ==z} el grupo de isotropia de x. Probar:

(a) G es un subgrupo cerrado.

(b) Existe una aplicacién continua y biyectiva de G/G, en X.

(c) Si G es compacto, X es un espacio homogéneo.

Probar que la esfera S™ es un espacio homogéneo. (Considerar la accién de O(n + 1) en S™ por multipli-
cacion.)



