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Topologia
SEGUNDO CUATRIMESTRE 2005
PRrRACTICA 4
Compacidad.

Sea X un espacio topolégico. Probar que son equivalentes:

a) X es cuasi-compacto.

b) Para todo espacio topolégico Y, y para todo abierto W C X x Y que verifica
X X {yo} CW parays € Y, existe VCY talqueyo e Vy X xV C W.

¢) Para todo espacio topolégico Y, la proyeccién 7o : X X Y — Y es cerrada.
a) Sean 7 y 7T’ dos topologias en X. Supongamos que 7' D 7. ;La compacidad de
alguna de estas topologias implica la compacidad de la otra?
b) Si X es compacto tanto para 7 como para 7’ entonces 7 = 7"’ 0 no son compa-

rables.

a) Probar que en R con la topologia del complemento finito todo subconjunto es
cuasi-compacto, pero los nicos cerrados son los conjuntos finitos. Por lo tanto hay
conjunto cuasi-compactos que no son cerrados.

b) (Es [0, 1] cuasi-compacto como subespacio de R en la topologia
7. ={U : R\ A es numerable o todo R}?

. Lo es como subespacio de R;?

Mostrar que si f : X — Y es continua, donde X es cuasi-compacto e Y es Hausdorff,
entonces f es cerrada.

Teorema. Sea f : X — Y, con Y compacto. Entonces f es continua si y sélo si el
grafico de f,

Gy = {(z. f(2)) 12 € X},
es cerradoen X X Y.

(Sugerencia: Si Gy es cerrado y V' es un entorno abierto de f(xg), encontrar un tubo
que contenga a {zo} x (Y \ V) que no corte a Gy.)

Compacidad local. Un espacio topoldgico se dice localmente compacto si y sélo si
para cada x € X los entornos cuasi-compactos de x forman una base para el filtro de
entornos de X.

Probar que si X es Hausdorff, X es localmente compacto si y sélo si todo punto x
tiene un entorno compacto.

Mostrar que Q no es localmente compacto.
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Mostrar que si [],., Xa es localmente compacto, entonces cada X, es localmente
compacto y todos los X, salvo una cantidad finita, son compactos.

Sea X un espacio localmente compacto. Si f : X — Y es continua, {Es f(X) localmente
compacto? ;Y si f es ademas abierta?

Compactificacién de Alexandroff. Si X es un espacio topolégico definimos la com-
pactificacion de Alezandroff como el conjunto X* = X U {oco} donde la topologia es la
unién de la topologia en X y los conjuntos U C X* tales que X*\ U es cuasi-compacto
y cerrado en X.

Teorema (Alexandroff ). La compactificacién de Alexandroff X* de un espacio topolégi-
co X es un espacio cuasi-compacto y X es un subespacio de X*.

El espacio X* es compacto si y s6lo si X es Hausdorff y localmente compacto.

Ademds X es cuasi-compacto si y sélo si co es un punto aislado de X* (i.e., abierto y
cerrado), y por lo tanto X es denso en X* si y s6lo si X no es cuasi-compacto.

Sea N con la topologia discreta. Probar que su compactificacion de Alexandroff es
homeomorfa a {0} U{1/n : n € N} con la topologia que hereda como subespacio de R.

Probar que la compactificacién de Alexandroff de R" es homeomorfa a S™. (Consi-
derar la proyeccién estereografica p : S™ \ {(0,0,...,0,1)} — R™, p(z1,...,2p11) =

1_501n+1 (xl, Ce ,xn))

Variedades topoldgicas. Un espacio topoldgico X se dice una variedad topologica de
dimensién n si es un espacio Hausdorff en el cada punto tiene un entorno homeomorfo

a R"”.

Probar que S™ y P*(R) son variedades de dimensién n y que P"(C) es una variedad
de dimensién 2n.

Probar que el toro y la botella de Klein son variedades de dimension 2 (se llaman
superficies).

Sea X =R xR/, donde (x,0) ~ (y,1) si y sélosi x =y # 0 (X es una la recta con
el origen doble).

Probar que todo punto de X tiene un entorno homeomorfo a R pero X no es Hausdorff
y por lo tanto no es una variedad.

Sea X un G-espacio. Decimos que G actia libremente en X si se verifica que g-x # @
sig# 1.

Decimos que la accion es propiamente discontinua si se verifica que para todo z € X
existe un abierto U tal que z € X y tal que g - U NU = () para todo g # 1.

Probar:
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a) Sea X un G-espacio Hausdorff, donde G un grupo finito que actia libremente en
G. Probar que la accién es propiamente discontinua.

b) Sea X es un G-espacio Hausdorff, donde G es un grupo finito. Probar que el espacio
cociente X/G es Hausdorff.

¢) Deducir que si un grupo finito actia libremente en una variedad (compacta) de
dimensién n, entonces el espacio cociente X /G es también una variedad (compacta)
de dimensién n.

d) Volver a probar que el espacio proyectivo real P"*(R) es una variedad de dimensién
n.

Sea g un nimero natural. Consideramos un disco cerrado Dy C R? y g discos cerrados
disjuntos Dy, ..., D, contenidos en el interior de Dy. Denotemos D; el interior de D;
y definamos

g
D(g) = Do — U Dy
=1

Sea X = D(g) x {0} U D(g) x {1} la unién disjunta de dos copias de D(g). Sea S(g)
el conjunto cociente de X por la relacién de equivalencia generada por (x,0) ~ (x,1)

si x pertenece al borde de alguno de los D;, 1 =0,1,...,g.

Demostrar:

a) S(g) es una variedad topoldgica compacta de dimensién dos

b) Si modificamos los radios y posicién de los discos D; obtenemos espacios homeo-
morfos.

¢) S(g) + S(h) es homeomorfa a S(g + h)
(+ es cirugfa o costura: Si X e Y son variedades de dimensién n se eligen Dy C X
y Dy C Y homeomorfos a la bola cerrada en R™ de centro 0 y radio 1. Se considera
entonces (X \ D%) [[,;(Y'\ DY) donde f: 9Dx — 0Dy es un homeomorfismo entre
los bordes de las bolas.)

Sea g un numero natural. Sea P, C R? un poligono regular con 4g lados denotados
ay, by, c1,dy, ... a4, by, cq,d, consecutivamente al recorrer el borde de F,, digamos en
sentido anti-horario. Vamos a definir una relacién de equivalencia ~ en P, cuyo efecto
serd identificar cada a; con ¢; y b; con d; de una manera especifica. Precisamente, ~ es la
relacién de equivalencia generada por x ~ y si z € a;,y € ¢;,d(x,a;Nd;) = d(y, c;Nd;)
o bien x € b;,y € d;,d(x,a; Nb;) = d(y,a; Nd;) donde d denota distancia en R? (jhacer
un dibujo!).

Denotamos S'(g) = P;/~ y m: P, — 5'(g) la proyeccién al cociente. Le damos a S’(g)
la topologia cociente de la topologia en P, de subespacio de R?.

Demostrar:
a) S’(g) + S'(h) es homeomorfa a S'(g + h)

b) S(g) (ejercicio anterior) y S’(g) son homeomorfas.

(Sug.: induccion usando a), también ver de hacerlo directamente)
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Se tiene el siguiente

Teorema. Si X es una variedad topologica de dimensién dos, compacta y orientable,
entonces existe un inico numero natural g (denominado “género de X”) tal que X es
homeomorfa a S(g).

Complejos CW.

Sea X un espacio topolégico Ty y sea D,, = {x € R" : ||z|| < 1}. Sea f: D,, — X que
verifica f|pe : Dy — X es un homeomorfismo. Sea Y = X [] s Dn el espacio definido
como X [[ D, /~ donde ~ es la menor relacién de equivalencia que verifica que x ~ z
size X, ze S Cc D,y f(z) =2 Sean A\ : X — Y definida por A\(z) =7 y
w: D, — Y definida por p(z) = Z. Probar:

a) La aplicacién A es una inmersién y A(X) es un cerrado en Y (nombre: A es una
inmersion cerrada).

b) El conjunto u(D,,) es cerrado en Y.

c) F CY escerrado siy sélo si FNA(X) es cerrado en X y F'Npu(D,) es cerrado en
D,

d) La aplicacién pu|ps : Dy, — Y es una inmersion y su imagen es abierta en Y (nombre:

Q
e) Y es Hausdorff.

pe €s una inmersion abierta).

Describir una estructura de complejo CW para los siguientes espacios:
a) S™.
b) P*(R).

¢) La superficie de género g, S, (usar la definicién S)

Sea {vy, ..., v, } base de R™. Probar que la base define una estructura de CW-complejo
en R"” tomando como k-esqueleto al conjunto

i=1

n
{Z s;v; © s; € R, s; € Z para al menos n — k indices z}

Dibujar en R2.

Sea K una estructura celular en X y L una estructura celular en Y. Probar que
KxL={exf: eeK,fe€ L} esuna estructura celular en X x Y. Si ambos son
CW, lo es el producto?

Espectro de un anillo conmutativo. Sea A un anillo conmutativo con unidad.
Definimos el conjunto espectro primo de A como el conjunto

Spec A= {p C A:p es un ideal primo}.
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Para un conjunto £ C A definimos el subconjunto V(E) C Spec(A) como

V(E)={p € SpecA: E C p}.

Probar:

a) V(E) =V (Jg) con Jg el ideal generado por E.
b) V(0) = Spec A, V(14) = 0.

C) V(UaeA Ea) = naeA V(Ea)'

d) V(E.E'") =V (E)UV(E").
Por lo tanto existe una topologia en Spec A tal que los conjuntos V' (E) son conjuntos
cerrados. Se llama la topologia de Zariski.

Para cada f € A, notamos Dy al conjunto

Dy = Spec(A) \ V({f}) = {p € Spec(4) : f & p}.

Probar que los conjuntos D; forman una base para la topologia de Zariski, y que

a DfﬁD —ng

)
b) Dy =0 siy sélosi f es nilpotente
¢) Dy = Spec(A) siy solo si f es unidad
)

d) Spec(A) es cuasi-compacto

(Sugerencia: refinando el cubrimiento podemos suponer que Spec A estd cubierto
por una familia {Dy, };c;. Esto quiere decir que los f; generan el ideal generado por
1 € Ay por lo tanto 1 = a;f;, + -+ anfi,. Entonces {Dy, }_; cubren Spec A.)

Para facilitar la notacion designaremos con x, y, etc. los puntos de Spec A y con p,, p.,
etc. los ideales primos correspondientes en A (jaunque es claro que son la misma cosal)

a) Probar que x € Spec A es cerrado si y sélo si p, es un ideal maximal de A.

{2} = Vi(pa).

)

b)

c) y € {x} siy s6lo si p, C py.
)
)

d) Spec A es un espacio Tj.

e) Si A es un dominio integro el punto correspondiente al ideal (0) es denso.

Sea ¢ : A — B un morfismo de anillos. Probar:

a) El morfismo ¢ induce una funcién ¢ : Spec B — Spec A, ¢(q) = ¢~ (q) para
q € Spec B.

b) 7Y (V(E)) = V(¢(E)) para todo E C A.
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¢) ¢ H(Dy) = Dy(p) para todo f € A.

Por lo tanto ¢ es una funcién continua.

Definimos el espectro mazimal de A como el conjunto
Max A = {m € Spec A : m es un ideal maximal}.

Sea X un espacio topolgoci compacto, y sea C'(X) el anillo de funciones continuas
a valores reales con las operaciones definidas punto a punto. Para cada x € X, sea
m, = {f € C(X) : f(x) = 0}. El ideal m, es maximal, pues es el niucleo del
epimorfismo evaluacién en z, €, : C(X) — R definido por €,(f) = f(x). Por lo tanto
se tiene una funcién p: X — Max(C'(X)), definida por p(z) = m,.

Probaremos que p es un homeomorfismo entre X y C(X).
a) Seam € MaxC(X), y sea V = V(m) definido por
Vim)={zx e X : f(x) =0V f € m}.

Supongamos que V es vacio. Entonces para cada x € X existe f, € m tal que
fz(z) # 0. Dado que f, es continua, existe un entorno abierto U, de x en el que f,
no se anula. Como X es compacto, existen finitos zym . .., x, tales que U,,, ..., U,,
cubren X. Sea f = fﬁl + o+ fﬁn. f no se anula en ningtin punto de X, por lo
tanto es una unidad en C'(X), que contradice el hecho que f € m. Por lo tanto V/

es no vacio.

Sea x € V. Entonces m = m,,, y por lo tanto iguales. Esto prueba que p es sobre-
yectiva.

b) Como X es Ty, dados z,y € X distintos, existe una funcién continua que los separa,
por lo que p es inyectiva.

c) Sea f € C(X), y sean
U={zreX: fz) £0} Uj={meMaxX: f¢&m}.

Probar que u(Uy) = /U\} Los abiertos Uy (respectivamente /U\}) forman una base
para la topologia de X (respectivamente de Max X') y por lo tanto p es un homeo-
morfismo.

Asi X puede ser reconstruido a partir del anillo de funciones C'(X).

Paracompacidad. Sea X un espacio topolégico X y sea U un cubrimiento abierto de
X. Un refinamiento de U es un cubrimiento V tal que para todo V € V existe U € U
tal que V' C U. Un refinamiento abierto es un refinamiento por conjuntos abiertos.
Un espacio topolégico X se dice paracompacto si es Hausdorff y si todo cubrimiento
abierto de X tiene un refinamiento abierto y localmente finito que cubre X.

28) Un espacio compacto X es, trivialmente, paracompacto.

29) Teorema. Todo espacio paracompacto es Ty.
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a) Probar que X es T3 de la siguiente manera: Sea a ¢ B con B cerrado. Para cada
b € B separar a de b por un abierto U, tal que a € U,. Conseguir un refinamiento V
localmente finito de {U, : b € B}U{X\ B}. Considerar W = {V € V: VNB # (}.
Probar que U = UpyewW verifica B C U y U = UpyewW (aca se usa que el
refinamiento es localmente finito), por lo que a € U.

b) Repetir el argumento reemplazando a a por A cerrado disjunto con B.

Particién de la unidad. Sea X un espacio topolégico y sea ¢ : X — [0, 1] una funcién

continua. Definimos el soporte de ¢ como el conjunto sop¢ = {z € X : ¢(z) # 0}.
Sea {U, }aen un cubrimiento abierto de X. Una familia de funciones continuas {¢, :
X — [0,1]}aea se dice una particion de la unidad subordinada al (o dominada por el)
cubrimiento {U,} si se verifica:

1) sop ¢, C U, para todo a € A
11) La familia {SOp ¢4 }aca es localmente finita

1) > cp @a(x) =1 para todo x € X (observar que la suma es finita por II)).

Una familia de conjuntos {4, }, se dice indezada finitamente por puntossi cada x € X
pertenece a finitos conjuntos A,.

Lema de encogimiento. Sea X un espacio Ty y sea {U, }aea un cubrimiento abierto de
X. Entonces existe un cubrimiento abierto de X, {V,}aea tal que V,, C U, para todo
a € A.

a) Probar el lema en el caso A = N.

(Supongamos que tenemos para cada j < n abiertos V; tales que VJ CUjyX =
ViU-- UV, UUps,, Un. Considerar A,, = X \ (V1 U--UVisi UUjan Un) C Uy
la normalidad implica que existe V,, abierto tal que A, C V,, C V,, C U,. Probar
que los V,, cubren X.)

b) El caso general se prueba haciendo induccién transfinita en el conjunto (bien orde-

nado) A.

Teorema. Si X es un espacio Ty y {Us}aea €s un cubrimiento por abiertos localmente
finito, entonces existe una particiéon de la unidad dominada por {U, }4.

Sugerencia: Usar el lema de encogimiento para definir funciones v, : X — [0, 1] tales
que ¥o(Va) = 1, ¥o (X \ U,) = 0. La funcién ¢ : X — [0, 1] definida por 9 (z) =

Y aca Yalx) estd bien definida y es nunca nula. Definir ¢, = %“

Teorema. Probar que si X es paracompacto y {U, }aeca €s un cubrimiento por abiertos,
entonces existe una particién de la unidad dominada por {U,}.

(Sugerencia: Si {Vz} es un refinamiento abierto localmente finito de {U,}, sea para
cada o, W,, = UVB cu. Vs Entonces {W,} es localmente finito.)



