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TOPOLOGIA
Practica 10

1. (Lema de los cinco) Sea

G1 iR Go RLR G3 LR Gy g, Gs

al Bl vl ) el

H — H — Hy — Hy — Hj
g1 g2 g3 g4

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con filas exactas.

(i) Probar que si 8y 0 son epimorfismos y € es un monomorfismo, entonces 7 es un epimor-
fismo.

(ii) Probar que si 8y 0 son monomorfismos y « es un epimorfismo, entonces 7y es un monomor-
fismo.

(iii) Deducir que si f y 6 son isomorfismos, o es un epimorfismo y € es un monomorfismo,
entonces 7y es un isomorfismo.

2. El conucleo de un morfismo de grupos abelianos a : G1 — G2 es el grupo cociente cokera :=
Go2/a(G1). Demostrar que si la sucesion

Gi % Gy 2 G 2B Gy G
es exacta, entonces la sucesion
0 — cokerey — Gz — keray — O
también lo es.

3. (Lema de la serpiente) Sea

a o g — o

al Bl vl
0 — H1 — HQ — H3
g1 g2

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con filas exactas.
(i) Probar que hay una sucesion exacta de grupos abelianos

keraa — ker — kerwy 4, cokera — coker — cokery

(ii) Probar que si fi es un monomorfismo, entonces ker a« — ker 3 también lo es.

(iii) Probar que si g2 es un epimorfismo, entonces coker3 — cokery también lo es.



10.

. Probar que un morfismo de complejos de cadenas f es isomorfismo si y sélo si f,, es isomorfismo

de grupos para todo n € Z.

. Si (B;d') es un subcomplejo de (A;d), probar que la inclusion i : (B;d') — (A;d) y la

proyeccion j : (A;d) — (A/B;d) son morfismos de complejos de cadenas.

. Sea m € N fijo. Calcular la homologia del complejo

Lz Y47 47
0 si n es par
m-x sinesimpar

donde dy,(z) = {

. Sea (A, d) el complejo de cadenas definido por A,, = Z4 y d,, = multiplicar por 2. Probar que

(A, d) no es contractil pero que Hy(A) = 0.

NOTA:De ahora en adelante o, denotard el n-simplex standard de R™™* (0n = {(x0y...,2n) €
Rg—gl cxo+x1+...+a,=1}) y H, el n-ésimo grupo de homologia singular con coeficientes

en 7.

. Sea X un espacio topolégico y A un retracto de X.

(i) Probar que sii: A — X es la inclusion, entonces iy : H,(A) — H,(X) es un monomor-
fismo.
(ii) Probar que si r : X — A es la retraccion, entonces Hy,(X) = im(i.) @ ker(ry).

(iii) Probar que si A es un retracto por deformacion de X, entonces i, es un isomorfismo.

(i) Sea X un espacio arcoconexoy zp € X un punto (el punto base). Llamemos p : X — {zo}
a la aplicacion constante y definamos H,,(X) como el nicleo de p, : H,(X) — Hp({zo})-

Probar que Hy,(X) ~ H,(X) ® H,({z0}).

(ii) Sean (X,z¢) e (Y,y9) dos espacios topoldogicos con punto base y sea f : X — Y una
funcion continua que conserva el punto base. Demostrar que f induce un morfismo de
grupos fyx : Hy(X) — Hp(Y).

(iii) Supongamos, ademas, que g : X — Y es otra aplicacion continua que conserva el punto
base v que f y g son homotopicas relativas al punto xg. Mostrar que fi = gx.

Sea Y un espacio topolégico e yo un punto base. Si a: I — Y es un camino con origen en g,
definimos ¥(a) : 01 — Y como ¢(a)(xo,z1) = a(z1) = a(l — x0).

(i) Probar que si « es un lazo, entonces 1(«) es un 1-ciclo de Y.
(ii) Sean ay ' dos lazos homotopicos y sea F : I x I — Y una homotopia tal que F(0,t) =
a(t) y F(1,t) = o/(t). Expresemos un punto p € o2 como p = (1 —s,s(1 —¢), st) con
0 <s,t <1y definamos ¢ : o2 — Y como p(p) = F(s,t).
a. Encontrar la expresion de ¢(xq, x1,x2).
b. Justificar que ¢ es continua.
c. Caleular dop(zo,z1), dip(zo,21) ¥ datp(wo, 21).



d. Deducir que dy = ¥(a) + ¢(a’) — ¢(gy,) donde ey, : I — Y es el camino constante
Eyo(t) = Yo-
(iii) Sea c2 : 09 — Y dado por ca(xg, 21, 22) = yo. Mostrar que dea = ¥(gy,) vy que los ciclos
¥(a) y ¥ (v") son homologos. Deducir que 9 : m1(Y,y,) — H1(Y) es una aplicacion bien
definida.

11. Sea ¢ : m(Y,y,) — H1(Y) como en el ejercicio 10 y sean o y o dos lazos en Y con punto
a(l+x9 —x0) sizg > z2,

base yo. Consideremos ¢ : 09 — Y dada por ¢(xg,x1,x2) = { o/ (z3 — 30) i @o <
2 — X0 0 < 2.

(i) Justificar que ¢ es continua.
(i) Probar que dp = ¢(a/) — Y(a x ') + ().

(iii) Deducir que 9 es un morfismo de grupos.

12. Sea Y un espacio arcoconexo e yo un punto base. Sea ¢ = > njp; un 1-ciclo en Y. Para cada
J € J elijamos caminos 3o de yo a ;(1,0) y Bj1 de yo a ¢;(0,1) que dependan unicamente
del punto final (es decir, si dos caminos terminan en el mismo punto son iguales). Sea 1) :
m1(Y, o) — H1(Y') como en el ejercicio 10

(i) Mostrar que Y n;(¥(B8j1) — ¥ (Bjo)) =0
(ii) Sea (; la 1-cadena singular de Y definida por (; = ¥(Bjo0) + ¢; — ¥(Bj1). Mostrar que
Cc = Z TLjCj.
(iii) Sea yj : I — Y el camino dado por v;(t) = ¢;(1 —t,t):
a. mostrar que (G0 * 7;) * Bj1 es un lazo con base yo.
b. mostrar que ¥((Bjo0 * v;) * Bj1) = (5.
c. deducir que ¥ es un epimorfismo.

13. Sea Y arcoconexo, yo un punto base y ¢ : m1(Y,y,) — H1(Y) como en el ejercicio 10. Sea
a: I — Y un lazo con base yo y tal que 9(a) es homologo a 0 € Hi(Y).

(i) Muestre que si ¥(«a) = (Z njp;), entonces existe un [ € J y un k = 0,1,2 tal que
Jj€J
Y(a) = dipr.
(ii) Sean fjo, Bj1 y Pj2 caminos que empiezan en yo y terminan en ¢;(1,0,0), ¢;(0,1,0) y
©;(0,0,1) respectivamente y que dependan s6lo del punto final.
Llamememos vg = (1,0,0),v1 = (0,1,0) y v2 = (0,0,1) y drp; = ¢r;j. Tenemos:

pj(v2)

wo;(01)
/7/ el "1\
ﬁ]l )
Bjo(I /
4;02] 0'1

90] UO

Para cada j € J y cada i = 0,1, 2 definimos aj; y 7;; los caminos de Y como



Oéji(t) = ditp]‘(l — t, t)_
Yo = (Bj1* ajo) * Bj2
i1 = (Bjo x aj1) * Bj2
Yz = (Bjox*aj2)*Bi

y por tltimo, v; := (vjo * Yj1) * Vjo-
Probar que h; es equivalente a (81 * (oo * @j2)) * Bj1 y que, a su vez, éste es equivalente
al camino constante ey, .

(iii) Probar que el nacleo de v esta contenido en el conmutador de 71 (Y, yo).
(iv) Deducir que 71 (Y)/[m1(Y); m1(Y)] ~ H1(Y).

14. Sea Y un espacio arcoconexo. Demostrar que m1(Y,yo) v H1(Y') son isomorfos si y solo si
m1(Y, y0) es abeliano.

15. Calcular el H; del 8.



