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TOPOLOGÍA
Práctica 10

1. (Lema de los cinco) Sea

G1
f1−→ G2

f2−→ G3
f3−→ G4

f4−→ G5

α ↓ β ↓ γ ↓ δ ↓ ε ↓
H1 −→

g1

H2 −→
g2

H3 −→
g3

H4 −→
g4

H5

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con �las exactas.

(i) Probar que si β y δ son epimor�smos y ε es un monomor�smo, entonces γ es un epimor-
�smo.

(ii) Probar que si β y δ son monomor�smos y α es un epimor�smo, entonces γ es un monomor-
�smo.

(iii) Deducir que si β y δ son isomor�smos, α es un epimor�smo y ε es un monomor�smo,
entonces γ es un isomor�smo.

2. El conúcleo de un mor�smo de grupos abelianos α : G1 → G2 es el grupo cociente cokerα :=
G2/α(G1). Demostrar que si la sucesión

G1
α1−→ G2

α2−→ G3
α3−→ G4

α4−→ G5

es exacta, entonces la sucesión

0 −→ cokerα1 −→ G3 −→ kerα4 −→ 0

también lo es.

3. (Lema de la serpiente) Sea

G1
f1−→ G2

f2−→ G3 −→ 0
α ↓ β ↓ γ ↓

0 −→ H1 −→
g1

H2 −→
g2

H3

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con �las exactas.

(i) Probar que hay una sucesión exacta de grupos abelianos

kerα −→ kerβ −→ ker γ
d−→ cokerα −→ cokerβ −→ cokerγ

(ii) Probar que si f1 es un monomor�smo, entonces kerα −→ kerβ también lo es.
(iii) Probar que si g2 es un epimor�smo, entonces cokerβ −→ cokerγ también lo es.
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4. Probar que un mor�smo de complejos de cadenas f es isomor�smo si y sólo si fn es isomor�smo
de grupos para todo n ∈ Z.

5. Si (B; d′) es un subcomplejo de (A; d), probar que la inclusión i : (B; d′) ↪→ (A; d) y la
proyección j : (A; d) → (A/B; d̄) son mor�smos de complejos de cadenas.

6. Sea m ∈ N �jo. Calcular la homología del complejo

. . .
d−→ Z d−→ Z d−→ Z d−→ Z . . .

donde dn(x) =
{

0 si n es par
m · x si n es impar

7. Sea (A, d) el complejo de cadenas de�nido por An = Z4 y dn = multiplicar por 2. Probar que
(A, d) no es contráctil pero que Hn(A) = 0.

NOTA:De ahora en adelante σn denotará el n-simplex standard de Rn+1 (σn = {(x0, . . . , xn) ∈
Rn+1
≥0 : x0 + x1 + . . . + xn = 1}) y Hn el n-ésimo grupo de homología singular con coe�cientes

en Z.

8. Sea X un espacio topológico y A un retracto de X.

(i) Probar que si i : A → X es la inclusión, entonces i∗ : Hn(A) → Hn(X) es un monomor-
�smo.

(ii) Probar que si r : X → A es la retracción, entonces Hn(X) = im(i∗)⊕ ker(r∗).
(iii) Probar que si A es un retracto por deformación de X, entonces i∗ es un isomor�smo.

9. (i) Sea X un espacio arcoconexo y x0 ∈ X un punto (el punto base). Llamemos p : X → {x0}
a la aplicación constante y de�namos H̃n(X) como el núcleo de p∗ : Hn(X) → Hn({x0}).
Probar que Hn(X) ' H̃n(X)⊕Hn({x0}).

(ii) Sean (X, x0) e (Y, y0) dos espacios topológicos con punto base y sea f : X → Y una
función continua que conserva el punto base. Demostrar que f induce un mor�smo de
grupos f∗ : H̃n(X) → H̃n(Y ).

(iii) Supongamos, además, que g : X → Y es otra aplicación continua que conserva el punto
base y que f y g son homotópicas relativas al punto x0. Mostrar que f∗ = g∗.

10. Sea Y un espacio topológico e y0 un punto base. Si α : I → Y es un camino con origen en y0,
de�nimos ψ(α) : σ1 → Y como ψ(α)(x0, x1) = α(x1) = α(1− x0).

(i) Probar que si α es un lazo, entonces ψ(α) es un 1-ciclo de Y .
(ii) Sean α y α′ dos lazos homotópicos y sea F : I × I → Y una homotopía tal que F (0, t) =

α(t) y F (1, t) = α′(t). Expresemos un punto p ∈ σ2 como p = (1 − s, s(1 − t), st) con
0 ≤ s, t ≤ 1 y de�namos ϕ : σ2 → Y como ϕ(p) = F (s, t).
a. Encontrar la expresión de ϕ(x0, x1, x2).
b. Justi�car que ϕ es continua.
c. Calcular d0ϕ(x0, x1), d1ϕ(x0, x1) y d2ϕ(x0, x1).
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d. Deducir que dϕ = ψ(α) + φ(α′)− ψ(εy0) donde εy0 : I → Y es el camino constante
εy0(t) = y0.

(iii) Sea c2 : σ2 → Y dado por c2(x0, x1, x2) = y0. Mostrar que dc2 = ψ(εy0) y que los ciclos
ψ(α) y ψ(γ′) son homólogos. Deducir que ψ : π1(Y, yo) → H1(Y ) es una aplicación bien
de�nida.

11. Sea ψ : π1(Y, yo) → H1(Y ) como en el ejercicio 10 y sean α y α′ dos lazos en Y con punto
base y0. Consideremos φ : σ2 → Y dada por φ(x0, x1, x2) =

{
α(1 + x2 − x0) si x0 ≥ x2,

α′(x2 − x0) si x0 ≤ x2.

(i) Justi�car que φ es continua.
(ii) Probar que dφ = ψ(α′)− ψ(α ∗ α′) + ψ(α).
(iii) Deducir que ψ es un mor�smo de grupos.

12. Sea Y un espacio arcoconexo e y0 un punto base. Sea c =
∑

njϕj un 1-ciclo en Y . Para cada
j ∈ J elijamos caminos βj0 de y0 a ϕj(1, 0) y βj1 de y0 a ϕj(0, 1) que dependan unicamente
del punto �nal (es decir, si dos caminos terminan en el mismo punto son iguales). Sea ψ :
π1(Y, yo) → H1(Y ) como en el ejercicio 10

(i) Mostrar que
∑

nj(ψ(βj1)− ψ(βj0)) = 0.
(ii) Sea ζj la 1-cadena singular de Y de�nida por ζj = ψ(βj0) + ϕj − ψ(βj1). Mostrar que

c =
∑

njζj .
(iii) Sea γj : I → Y el camino dado por γj(t) = ϕj(1− t, t):

a. mostrar que (βj0 ∗ γj) ∗ βj1 es un lazo con base y0.
b. mostrar que ψ((βj0 ∗ γj) ∗ βj1) = ζj .
c. deducir que ψ es un epimor�smo.

13. Sea Y arcoconexo, y0 un punto base y ψ : π1(Y, yo) → H1(Y ) como en el ejercicio 10. Sea
α : I → Y un lazo con base y0 y tal que ψ(α) es homólogo a 0 ∈ H1(Y ).

(i) Muestre que si ψ(α) = (
∑

j∈J

njϕj), entonces existe un l ∈ J y un k = 0, 1, 2 tal que

ψ(α) = dkϕl.
(ii) Sean βj0, βj1 y βj2 caminos que empiezan en y0 y terminan en ϕj(1, 0, 0), ϕj(0, 1, 0) y

ϕj(0, 0, 1) respectivamente y que dependan sólo del punto �nal.
Llamememos v0 = (1, 0, 0), v1 = (0, 1, 0) y v2 = (0, 0, 1) y dkϕj = ϕkj . Tenemos:

ϕj(v2)

y0

βj2(I)

66

βj0(I)
""

βj1(I)
// ϕj(v1)

ϕ0j(σ1)hh

ϕj(v0)
ϕ2j(σ1)

77

ϕ1j(σ1)

GG

Para cada j ∈ J y cada i = 0, 1, 2 de�nimos αji y γji los caminos de Y como
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αji(t) := diϕj(1− t, t)
γj0 := (βj1 ∗ αj0) ∗ β̄j2

γj1 := (βj0 ∗ αj1) ∗ β̄j2

γj2 := (βj0 ∗ αj2) ∗ β̄j1

y por último, γj := (γj0 ∗ γ̄j1) ∗ γj2.
Probar que hj es equivalente a (βj1 ∗ ((αj0 ∗ ᾱj2))∗βj1 y que, a su vez, éste es equivalente
al camino constante εy0 .

(iii) Probar que el núcleo de ψ está contenido en el conmutador de π1(Y, y0).
(iv) Deducir que π1(Y )/[π1(Y );π1(Y )] ' H1(Y ).

14. Sea Y un espacio arcoconexo. Demostrar que π1(Y, y0) y H1(Y ) son isomorfos si y sólo si
π1(Y, y0) es abeliano.

15. Calcular el H1 del 8.
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