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TOPOLOGIA

Practica 4

. Sean X e Y espacios topologicos y f: X — Y . Probar que son equivalentes:

(i es continua
(ii

)
)
(iif)
)
)

L(F) es cerrado para todo F cerrado en Y

(4) c F(4)
71 A) C f1(A).

(v) Si (z4) C X esred convergente a x, entonces (f(zy)) CY esred convergente a f(x).

f
[~
f
(iv) f~

. Considere [0,27) con la topologia inducida de R y S, la circunferencia de radio 1, con la inducida

de R% Sea f:[0,27) — S* dada por f(t) = (cost,sent). {Es f un homeomorfismo?
. Construir un homeomorfismo entre

(i) (0,1) y R.

(i) S" —{p} v R", p € S™ cualquiera.

. Sea X = U U; donde {U;}icz es una familia de abiertos.

Sean f; : U; — Y continua en cada U; y tales que f; = f; en U; NU;.

Probar que f(z) := f;(x) si x € U; esté bien definida en todo X y es continua.

. Sean X e Y espacios topologicos. Sean {A,}qaca una familia de subconjuntos cerrados de X tal que
X=UAq y f: X —Y una funcién tal que f|a, es continua Vo € A.

(i) Probar que si A es finito entonces f es continua.

(ii) Buscar un ejemplo con A =N y f no continua.

(iii) Diremos que {An}aen es una familia localmente finita si ¥V x € X , 3 un entorno U de z tal
que UN A, # 0 solo para finitos a € A. Mostrar que si {Ay}aca es localmente finita entonces

f es continua.

. Analizar la continuidad de las siguientes aplicaciones

(i) det:S8™ — R donde 8" = {(a;;) € R™*™ simétricas} .

(ii) m :R xR — R, donde R x R tiene la topologia del diccionario.

(iii) C[0,1] con la topologia dada por ||| :

. Sean X un espacio topologicoy F C X .

1 sizeE
Xe = 0 siz¢FE

X5 : X — R dada por:

Probar que x, es continua en z si, y solo si, « ¢ OF.
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Demostrar que p; : R2 — R, la proyeccion a la primer coordenada, no es cerrada.
b) b)

Sean X, X’ un mismo conjunto con topologias Z,Z’ respectivamente, id : X’ — X la funcion identi-
dad. Demostrar que
(i) id es continua si, y solo si, Z' es més fina que 7.
(ii) ¢d es un homeomorfismo si, y solo si, Z =7’
(iii) Si n € N, definimos en R la topologia Z,, adjuntandole a la topologia usual el conjunto {n}.
Mostrar que (R,Z;) es homeomorfo a (R,Z;) pero Z; # Z» .
(i) Sean XY conjuntos ordenados, con la topologia del orden. Si f: X — Y es biyectiva y preserva
el orden, f es un homeomorfismo.
(i) Sea n € N. Sea g:R>9 — Rxq, g(z) = {/x. Probar que ¢ es continua.

(ili) Sea X = (—o0,—1) U [0,00) con la topologia que hereda como subespacio de R. Definimos
f:X — R por:

fx) =

r+1 siz<-—1
T siz>0

Probar que f es biyectiva y preserva el orden ;Es f un homeomorfismo?

(i) Sea f:R — R continua a derecha. Probar que f es continua considerada como funcién de R;
en R.
(ii) (Como son las funciones continuas de R en R;? ; y las de R; en R;?
Sean X un espacio topologico cualquiera e Y un conjunto ordenado, con la topologia del orden. Sean
f,9: X — Y funciones continuas.
(i) Probar que {z € X : f(x) < g(x)} es cerrado en X.

(ii) La funcion h: X — Y definida como h(z) = min{f(z),g(z)} es continua.

Sean Y = HXO" Bely pg:Y — Xg laproyeccion. Probar que pg es abierta.
acl

Probar que f: A — HXO‘ es continua si, y so6lo si, para todo 3 € I, pgo f es continua, donde
acl
D3 : HXQ — X es la proyeccion.

[e3%

Sean X = E Xo €ty : Xo — X. Probar que 1, es una inmersion si la familia es disjunta.
ael

Probar que si A, C X, V a € I entonces HAO“ - HXQ y que HAQ = HTQ

Sean X,Y espacios topologicos tales que Y es Hausdorff. Sea A C X y f: A — Y funcién continua.

Probar que si existe f: A — Y extension continua de f, ésta es tnica.

Sean X y Z espacios topolégicos y g : X — Z una funcién continua y suryectiva. Sea X* :=

{g7(2) : 2 € Z} (coleccion de subconjuntos de X ) con la topologia cociente. Probar que:

(i) X* es Hausdorff si Z lo es.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

(ii) ¢ induce una funcién f: X* — Z continua y biyectiva que es un homeomorfismo si, y solo si,

g : X — Z es un cociente.

X
LN
X* - Z

Observar que de este punto se deduce una caracterizacion de todos los cocientes.

Sea Y = (R>o x R) U (R x {0}) C R? con la topologfa inducida por la métrica usual. Sea p; : Y — R

la proyeccion a la primera coordenada. Mostrar que p; no es ni abierta ni cerrada pero es un cociente.
Sean Z=(Rx0)U(0xR)CR? y g:R? — Z dada por:

g(z,y) = (2,0) siz#0
9(0,y) = (0,y)

(i) Mostrar que si R? tiene la topologia usual y Z la inducida por ésta, g no es continua y, por lo
tanto, Z no tiene la topologia cociente.

(ii) Mostrar que Z no es Hausdorff con la topologia cociente inducida por g.

Sea X un espacio topolégico y G un grupo que acttia sobre X por la izquierda.

1

(i) Para cada x € X y cada g € G definimos x - g:= g~ ' -z. Probar que esto define una accion de

G sobre X a derecha.

(ii) Para cada z € X definimos el estabilizador de x como el conjunto G, :={g € G : g -z = z}.

Probar que G, es un subgrupo de G.

(iii) Para cada z € X definimos la érbita de = como el conjunto G-z :={g-x: g € G}. Probar que
dos orbitas G-z y G-y o bien son disjuntas o bien coinciden. Deducir que X se descompone

como unién disjunta de subconjuntos disjuntos.

Sean G un grupo y X un G-espacio. Demostrar que para todo g € G la aplicacion 6, : X — X

definida por 64(x) := g-x es un homeomorfismo.

Sean G un grupo, X un G-espacioy p: X — X/G la proyeccion. Sean Z un espacio topologico y
f:X/G — Z. Probar que f es abierta si, y solo si, fop lo es.

Sean G un grupo finito, X un G -espacio. Probar que la proyeccion p: X — X/G es cerrada.

Sean G un grupo, H un subgrupo invariante (normal) de G y X un G-espacio. Demostrar que
X/H esun G/H -espacio y que (X/H)/(G/H) ~ X/G.

Sean G1 y G dos grupos, X; un Gj-espacioy Xo un Gaq-espacio. Probar que (X xY)/(G x H)
es homeomorfo a X/G xY/H.

Para cada (n,m) € Z X Z y cada (z,y) € R x R definimos
(n,m) - (z,y) = (n+z,m+y).

Probar que esto define en R? una estructura de Z x Z-espacio y que R?/(Z x Z) es homeomorfo a

St x 8t



