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TOPOLOGIA

Practica 6

. Sean Z e 7' dos topologias dadas en un conjunto X , tales que Z C Z’. Si X es compacto en alguna

de ellas, jqué puede decirse de su compacidad con respecto a la otra?

Mostrar que si X es compacto y Tb con ambas topologias, entonces o bien Z = 7’ o bien no son

comparables.

. Sea R¢ R con la topologia del complemento finito. Mostrar que todo subconjunto de Ry es compacto.

Estudiar la compacidad del [0,1] C R con la topologia del limite inferior.
Un espacio topoldgico X es compacto si, y s6lo si, toda red en X tiene un punto de acumulacion.

Sean X un espacio Hausdorffy A y B subconjuntos de X compactos y disjuntos. Probar que existen

abiertos disjuntos U y V que contienen, respectivamente, a A y a B.

Sea Y compacto Hausdorff. Probar que f: X — Y es continuasi, y solosi, Gy = {(z, f(z))} C X xY

(el grafico de f) es cerrado en X x Y (con la topologia producto).

Sean ACX , BCY y N un abiertode X XY tal que Ax B C N. Probar que si B es compacto,
existe un abierto U de X tal que A x B C U x B C N. Mostrar que si A es también compacto
entonces existe ademés un abierto V' de Y talque Ax BCU XV C N.

Probar que Y es compacto si, y s6lo si, m : X XY — X es cerrada para cualquier X .
Probar que P" ~ S"/ ~, donde c~d < c=d 6 ¢ = —d. Probar también que P! ~ S!.

Mostrar que la aplicacion f : P2 — R* dada por f([zo : z1 : x2]) = (22 — 23, 2021, 2072, T172) es

continua e inyectiva.
Considerar M, la banda de Mobius, M := [0, 1] x [0,1]/(0,t) ~ (1,1 —¢) . Probar que:
(i) M con la topologia cociente estd inmersa en R3.
(i) si p:[0,1] x [0,1] — M es la proyeccion, p([0,1] x {0} U [0,1] x {1}) es homeomorfo a S*.

Definimos T, el toro, como el cociente de [0, 1] x [0,1] por la relacion (¢,0) ~ (¢,1) y (0,¢) ~ (1,1).

Probar que T es homeomorfo a S x St.
Calcular R?/ ~ donde

(i) (z,9) ~ (w,2) = x4+ y* = w+ 27
(i) (z,y) ~ (w,2) = 22 + 32 = w? + 22

Sean Q los racionales con la topologia inducida por R y p: Q — Q/Z el cociente. Probar que p es

cerrada y que p X idg : Q x Q — Q/Z x Q no es un cociente.
Mostrar que @Q no es localmente compacto.

Sea (Xa)aea una familia de espacios topoldgicos no vacios. Mostrar que [[ X, es localmente compacto

si, y solo si, cada X, es localmente compacto y X, es compacto para todos los « salvo finitos.



17.

18.

19.

20.

(i) Sea p: X — Y una funcién cociente y Z un espacio localmente compacto Hausdorff. Probar

que T =pXidy : X X Z —Y X Z es una funcién cociente.

(ii) Sea p: A — By q: C — D funciones cocientes. Si B y C son localmente compactos Hausdorff,

entonces p X ¢: A X C — B x D es también un cociente.
;Cual es la compactificacién de Alexandroff de R?, ;y la de R??

Sea Y una compactificacion arbitraria de un espacio X . Probar que existe una funciéon continua y

suryectiva g : B(X) — Y tal que g x =idx (B(X) es la compactificacion de Stone-Cech de X).
Un espacio (X,7T) se dice o-compacto si X = UpenA4,, donde cada A,, es compacto en X.

(i) Probar que todo espacio o -compacto es de Lindelof.
(ii) Probar que todo espacio localmente compacto y Lindelof es o -compacto.

(iii) Probar que el producto de dos espacios ¢ -compactos es o -compacto.



