TOPOLOGIA
Practica 1

Bases y sub-bases de topol@s
(1) Sea{7,}aca una colecdn de topologas enX.
(@) Probar qué),. 4 7. es unatopolog enX. ¢E9J, . 4, 7. una topologa enX?
(b) Probar que existe urimica topologa enX que es la menor de todas las topdésggue contienen
a todas las topoldgs7,, (o € A), y unalnica topologa enX que es la mayor de todas las
topologas contenidas en cada una de las topgalsd, (o« € A).

(2) Probar que sB es base de una topoliagen X, entonces la topoldg generada poB es igual a
la intersecdn de todas las topoléas que contienen A. Probar que vale lo mismo & es una
sub-base.

(3) Sea(X, <) un conjunto ordenado. Sedgh= {S, : =z € X}yR = {R, : = € X}, donde
R, ={y € X : z < y}. Probar quéS U R son una sub-base para la topdkodel orden etk .

(4) Considerar las siguientes colecciones de subconjuntis de
Bi ={(a,b): a < b},
By = {[a,b) : a < b},
Bs =BiU{B\K: Be€B;}, dondeK = {1/n: n € N},
By ={B: R\ B esfinito}.

(a) Probar que cadg; es una base para una topoldmgnR.
(b) Comparar las cuatro topol@g entre s

Notacion: NotaremosR, al espacio topdigicoR con la topologa definida poi3;.

(5) Topologias definidas por filtro de entornos.
Supongamos que tenemos para cada X un subconjunto (no vée) .%, C £(X) con las
siguientes propiedades:

El: siA € %, entoncex € A;

E2: siBC Ay B € .%, entoncesA € .%,;

E3: siA, B € %, entoncesA N B € .%,;

E4: dadoA € #, existeB C AtalqueB € #,,y B € %, paracadg € B.

Probar:

(@ 7T ={BeX(X):Be %, Ve € BfU{0} es unatopolog enX (observar que no se necesita
la propiedad E4). Esta topolzgse llama la topoldg definida por los filtros de entornos de sus
puntos.

(b) Si(X,7) es un espacio topdgico, los conjuntos

Fpy={Ae P(X):xzeUC AparaalgnU € T}
verifican los axiomas E1-E4. Los conjunt&, se llaman filtros de entornos del punto
(c) Elfiltro de entornos de una topoliegdefinida por filtro de entornos coincide deste.

(d) Si(X,7) esunespacio topdgico, la topologa definida por los filtros de entornos #ecoincide
con7.
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(6) Topologias definidas por operador de clausura.
Un operador-) : 2(X) — 2(X) que verifica las siguientes propiedades:
CL 0 =0;
C2: AC AVA e 2(X);
C3: A= AVAc 2(X),
C4: AUB=AUB,VA,B¢c 2(X),
se llama un operador de clausura.
(a) Probar que, dado un operador de clausura, se tieAelwara topologa definida por

UeT o X\U=X\U.
Observacbn: Lo que estamos haciendo es definir la top@qgpr sus cerrados, esto es,
Fescerrado<= F =F.
(b) Probar que §i.X,7) es un espacio topdgico, la brmula

A= F dondeF es cerrado
FDA
define un operador de clausura.
(c) Probar que si se parte de un operador clausura en un espacie construye una topol
como en (a), el operador clausura definido a partir de esta tdpdlogmo en (b)) es el original.
(d) Probar que si se parte de un espacio togicb X y se define un operador clausura como en (b),
la topologa definida a partir de este operador (como en (a)) es la origingl. de

(7) Considerar el conjunt® = [0, 1] x [0, 1] con la topologa del orden del diccionario. Determinar la
clausura de los siguientes subconjuntoside
A= {(1/n,0): neN},

{1-1/n,1/2): n € N},

{(z,0): 0 <z <1},

{(z,1/2): 0 <z <1},

E={(1/2,y): 0<y<1}.

B
C
D

(8) Considerar las cuatro topolag definidas en el ejercici#?. Determinar la clausura del conjunto
K ={1/n: n € N} en cada una de ellas.

Redes
(9) Sea(X,7T) un espacio topélgico. Probar que las redes convergentes verifican las las siguientes
propiedades:
R1: Si(z.)aca €S eventualmente constante, entor{aeg,ca converge a la constante.
R2: Si(z.)aea CONverge a;, entonces toda sub-red @e,).ca converge a:.
R3: Si(z.)aca Vverifica que toda sub-red tiene una sub-sub-red que convergaoncesz,, )aca
converge a.
R4: SeanA un conjunto dirigido, y para cada € A seal’,, un conjunto dirigido. Supongamos
que para cada € A se tiene una refc),er,,, que converge a® € X, y adends (z®)qea
converge a € X. Consideremo® = A x [, I'» ordenado por el orden producto, esto es,

(o, (kﬁ)ﬁEA) > (O/, (k/ﬂ)ﬁeA) = a>d y kg > k’/ﬁ V3 € A.
Entonces la reda, (kg)sen) — = converge a.
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(10) Sea X, 7) un espacio topélgico. Probar que lebfmula
A={z€X: Ixa)acr CA, Y2, — 7}
define un operador de clausura. Probar que la clausura usual coincide coanalefaiida.

(11) Si(x4)aca €S una red, decimos que € X es un punto de acumuld@ei de la red si para todo
A e Z,, el conjunto{a € A : z, € A} es cofinal en\. Probar quer es un punto de acumul&ci
de la red si y 8lo si existe una subred d&.).ca que converge & (para la ida, considerdr
el conjunto de pare&,U) cona € A, U entorno abierto de que contiene &, con el orden
(a,U) 2 (B, V)sia<ByV CU).

(12) (a) SeanX,Y conjuntos ordenados, con la topdlaglel orden. Sif : X — Y es biyectiva y
preserva el orden entoncg®s un homeomorfismo.
(b) Sean € N. Seag : R>g — R>¢, g(z) = {/z. Probar qugy es un homeomorfismo.
(c) SeaX = (—o0,—1) U[0,+00) con la topoloda eucldea. Definimog : X — R por:

v_Jz+1 si z<-1
f(“L){ x si x>0

Probar quef es biyectiva y preserva el orden. ¢ Egn homeomorfismo?

(13) Sea{A,}aca Una colecdn de subconjuntos del espacio tdmgito X tal queX = U A,. Sea
acA

f: X — Y ysupongamos qug| 4, es continua para cadac A.

(a) Probar que si cadé,, es abierto entoncekes continua.

(b) Probar que sH es finito y cada conjuntd,, es cerrado, entoncgses continua.

(c) Encontrar un ejemplo donde la coleimtid = N, cadaA,, es cerrado, perg no es continua.

(d) Una familia{ A, }ac.4 Se dice localmente finita si para cada& X existe un abiertd/ C X,
x € U, tal queU N A,, # () solo para finitos valores de. Mostrar que si la familid A, } .4 €S
localmente finita y cadd,, es cerrado, entoncgses continua.

(14) Mostrar queR x R con la topologa del orden del diccionario es metrizable (esto es, existe una
meétrica tal que la topoldg que induce la &trica coincide con la dada).

(15) Topologia de Zariski en k™ (tener en mentek = R o k = C).
Consideremos el anillo de polinomios ervariables sobre un cuergg k[z] = k[x1,...,x,].
Para cada subconjunfC k[z] definimos el conjunto algebraico dado gbcomo

V(S)={(z1,...,2n) €E": p(z1,...,2,) =0V peE S}

Verificar las siguientes propiedades

(@) SiS CT C klx], entonced/ (S) D V(T).

(b) V(S) =V(Is), dondelg es el ideal generado p6r.

(©) V{0}) = k", yV({1}) = 0.

(d) SiI,J C k[z] son ideales, entonc@s(I NJ) =V (I)UV(J).

(e) Si{Ia}aca es unafamilia de ideales, entondeslJ,. 4 Ia) = Nyea V o)
Observacbn: los items (c), (d), () muestran que los conjuntos algebraicos verifican los axiomas
de los cerrados de una topolagEsta es la topoldg de Zariski de:™.

(f) Los conjuntosD; = k™ \ V({f}) forman una base para dicha topding

(16) Caracterizar la topoldg de Zariski dé. Compararla con la usual en el caso en fueR 6 k = C.
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(17) Comparar la topoldg de Zariski erk? con la topologa usual dé? (k = R, 6 k = C).

Espectro de un anillo
(18) SeaA un anillo conmutativo con unidad. S&aec A el conjunto de todos los ideales primos de
A. Para cada subconjunfo de A, notamos cofV/ (E) al conjunto de todos los ideales primos que
contienen a'. Demostrar que
(a) siaes elideal generado p@t entonced/(E) = V(a);
(b) V(0) = Spec A, V(A) = 0;
(c) si(FE;)icr es una familia cualquiera de subconjuntosAdentonces

v (U E) = V(B
icl i€l
(d) V(anb) =V (ab) = V(a) UV (b) para cualesquiera idealesb de A.

Estos resultados muestran que los conjuit¢g) satisfacen los axiomas de los conjuntos cerra-
dos en un espacio tofgmgico. La topologa resultante se denominattapologa de ZariskienSpec A.

(19) Para cad# € A, se indica pofSpec A) s el complemento d& () enSpec A. Estos conjuntos son
abiertos. Probar que forman una base de abiertos para la togpd®gariski, y que
(@) (Spec A)y N (Spec A), = (Spec A) z4;
(b) (Spec A); = 0 siy sdlo si f es nilpotente;
(c) (Spec A)y = Spec A siy Plo si f es una unidad;
(d) (Spec A)y = (Spec A), siy Dlosir((f)) =r((g)) (recordemos que dado un iddakl radical
r(I) se define como

r(I)={x € A:2" € I paraalgnn € N}).
Observacbn: Si consideramos el subespagioecm A de Spec A formado por los ideales maxi-
males ded (con la topolodga de subespacio), una de las consecuenciasutlstelensat¢teorema de
los ceros) de Hilbert es que, cuarides un cuerpo algebraicamente cerré&j@cm k[z1, . .., x,] €S

homeomorfo &™ con la topolo@a de Zariski. Esto establece la refatientre las topoldgs definidas
en los ejercicios anteriores.

(20) SeaA un anillo conmutativo (con unidad)ayun ideal primo. Probar que
(a) el conjunto{z} C Spec A es cerrado (se dice quees un “punto cerrado”) si yodo siz es un
ideal maximal,
(b) {z} =V ();
(c) y e {a}siydlosiz C y;
(d) six,y son puntos distintos de&pec A, entonces existe un entorno gejue no contiene g o
viceversa.

Topologia producto

Salvo que se especifique otra cosa, la topealeg un producto de espacios tagitos es la producto.
(21) SeanX,Y espacios topdlgicos. Probarque; : X xY — X ym : X XY — Y son abiertas.

(22) Probar que la topoldg del orden del diccionario dR x R coincide con la topold@ producto de
R, x R dondeR, es la topologa discreta efR. Comparar con la topoldg usual deR?.

(23) SeaR, la topoloda cuya base de abiertos son los conjuntos de la funtg dondea, b € R. Sea
L una recta en el plano. Describir la topdlagjue heredd, como subespacio dg; x R y como
subespacio d&; x R;.
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(24) SeanA C Xy B C Y. Probar qued x B = A x B. Concluir que siA es cerrado elX y B es
cerrado ert’, entoncesA x B es cerrado elX x Y.

(25) Probar queX es Hausdorff si y&lo si la diagonalA = {(z,z) : = € X} es cerrada e x X.

(26) (a) Seam € X eyp € Y. Probar que las funciongs: X — X xYyg:Y — X x Y definidas
por f(x) = (z,v0), 9(y) = (x0,y) son inmersiones (i.e. definen un homeomorfismo con su
imagen).
(b) SeaX un espacio con una distancla X x X — R. Probar que la topoldg inducida por la
métrica es la rimima tal qued es continua. (Sugerencia: éies continua, tambn lo esd,, :
X - R, dy, (z) = d(z,z0).)

(27) Sea{X;};cr una familia de espacios tofglicos, y sea para cadae I un subconjuntad; C X;.
Decidir ciales de las siguientes afirmaciones son ciertasijesfalsas si se toma én = [[,.; X;
la topolodga producto. ¢, Y si se toma la topolag:aja?

(a) Sicadad; es cerrado eX; entonceg [, ; A; es cerrado eiX.

(b) Hie[ Ai = HiGI A;.

(28) Sedx)aen Unared de puntos en el espacio t@gito X = [],.; X; (considerado con la topolay
producto). Probar que la sucési(z,).ca converge a siy slo si la redr;(z,) converge ar;(x)
enX; paratoda € I. ¢Es cierto esto si se toma &nla topoloda caja?

Espacios irreducibles

Un espacio topdigico X se diceirreduciblesi X # () y si cada par de conjuntos abiertos noieaale
X se cortan.
(29) Probar que un espacio topglco X es irreducible si y&lo si cada subconjunto abierto no iade
X es denso.

(30) Probar quespec A es irreducible si y&lo si el nilradical deA es un ideal primo (recordar que el
nilradical de un anillo es igual a la intersemcide todos sus ideales primos).

(31) SeaX un espacio topdigico.
(@) SiY es un subconjunto d&, irreducible con la topolda de subespacio, entonces la clausura
Y deY enX tambén es irreducible.
(b) Cada subespacio irreducible 8eest contenido en un subespacio maximal irreducible.
(c) Los subespacios maximales irreduciblesidson cerrados y recubren. Se denominanompo-
nentes irreduciblede X . ¢ Ciales son las componentes irreducibles de un espacio de Hausdorff?
(d) Caracterizar las componentes irreducibles del espectro de un$nilaa.



