TOPOLOGIA
Practica 2

Durante esta practica, o,, denotard al n-simplex estdndar de dimensién n,
Op 1= {(mo,...,mn) eR"™ x4+t o, = 1}.
Homologia y aplicaciones
(1) Sea X un espacio topoldgico y A C X un retracto. Probar que la inclusién ¢ : A <— X induce un

monomorfismo ¢, : H,(A) — H,(X),y que si A es un retracto por deformacién fuerte, entonces ¢
es un isomorfismo.

(2) Calcular H, (P?(R)).
(3) Calcular H,(S™), para todo n > 1 y mostrar que S™ no es contractil.

(4) Probar que S™ no es un retracto de D"*! y que toda funcién continua f : D™ — D™ tiene algiin
punto fijo.

(5) a) Seas, :S™ — S™lasimetriarespecto al hiperplano {z,, = 0}. Probar que s,, no es homotdpica

a la identidad.

b) Seaa: S™ — S™ la aplicacién antipodal (a(x) = —=x). Probar que si n es par, entonces a no es
homotépica a la identidad.

¢) Probar que si f : ™ — S™ es homotdpica a la identidad y n es par, entonces f tiene un punto
fijo.

d) Probar que si n es par, no existe ninguna funcién f : S™ — S™ tal que los vectores x y f(z)
sean ortogonales (en R™*1) para todo z € S™. ;Qué pasa si n es impar?

(6) Dado un espacio topolégico X, se define la suspensién de X como 3(X) = X x I/ ~ donde ~ es
la menor relacién de equivalencia tal que (z,0) ~ (y,0) y (z,1) ~ (y, 1), para todos =,y € X.
= Probar que X(S™) es homeomorfo a S™ 1.
= Una funcién continua f : X — Y induce una funcién X(f) : £(X) — 3(Y), definida por
S(H[(x,t)] = [(f(x),t)]. Verificar que X(f) estd bien definida y resulta continua.
= Si X es arcoconexo, calcular Hy(X) y Hy(X).
= Probar que H,(X(X)) ~ H,_1(X), paran > 2.

(7) Sea U C R™ abierto. Probar que toda funcién f : U — R™ continua e inyectiva es abierta.
(8) Sean U C R™ y V' C R™ abiertos. Probar que si U y V' son homeomorfos, entonces n = m.

(9) Probar que si U C R™ es abierto y existe f : U — R™ continua e inyectiva, entonces n < m.



