
TOPOLOGÍA
Pŕactica 2

Topoloǵıas inciales y finales

(1) Sea{Xi}i∈I una familia de espacios topológicos. SeanZ =
∏

i∈I Xi, W =
∐

i∈I Xi, y para cada
i ∈ I, πi : Z → Xi la proyeccíon i-ésima, yλi : Xi → W la inclusíon.
(a) Probar queπi es abierta para todoi ∈ I.
(b) Probar queλi es abierta y cerrada.

(2) Sea
{

X
fi−→ Xi

}
i∈I

una familia inicial de funciones (o sea,X tiene la topoloǵıa inicial inducida

por las funcionesfi), y f : X →
∏

Xi la función definida por

f(x) = (fi(x))i∈I .

SeaZ la imagen def . Probar quef : X → Z es abierta.

(3) Consideremos el espacio de Sierpinski,S = {0, 1}, T (S) = {∅, {1}, S}. SeaX un espacio to-
pológico.
(a) Probar queA ⊆ X es abierto si y śolo si la funcíon caracteŕıstica deA, χA : X → S, es

continua.
(b) Probar que la familia{χU}U∈TX

es una familia inicial para la topologı́a deX.

(4) Probar que sif : X → Y es final e inyectiva entonces es inicial.

(5) Sif : X → Y es inicial y suryectiva entonces es cociente (es decir,f es final y suryectiva).

(6) Seaf : X → Y una funcíon continua. Probar que si existeg : Y → X continua tal quef ◦ g = idY

entoncesf es un cociente.

(7) Seaπ1 : R× R → R la proyeccíon a la primer coordenada.
(a) SeaX el subespacio ({0}×R)∪ (R×{0}) deR×R, y seag = π1|X . Mostrar queg es cerrada

pero no abierta.
(b) SeaY el subespacio(R≥0 × R) ∪ (R × {0}) deR × R, y seah = π1|Y . Mostrar queh no es

abierta ni cerrada pero es cociente.

(8) Caracterizar el espacio cocienteR2/ ∼ en cada uno de los siguientes casos
(a) (x0, y0) ∼ (x1, y1) ⇔ x0 + y2

0 = x1 + y2
1 .

(b) (x0, y0) ∼ (x1, y1) ⇔ x2
0 + y2

0 = x2
1 + y2

1 .

(9) SeaZ el subespacioR× {0} ∪ {0} × R deR× R. Definimosg : R× R → Z por la fórmula{
g((x, y)) = (x, 0) si x 6= 0
g((0, y)) = (0, y)

(a) ¿Esg un cociente? ¿Esg continua?
(b) Mostrar queZ con la topoloǵıa cociente inducida porg no es Hausdorff.

(10) SeanX un espacio topológico,∼ una relacíon de equivalencia enX y p : X → X/∼ la proyeccíon
al cociente.

SeaR = {(x, y) ∈ X ×X : x ∼ y }. Probar que:
(a) SiX/∼ es Hausdorff, entoncesR es cerrado enX ×X.
(b) Sip : X → X/∼ es abierta yR es cerrado enX ×X, entoncesX/∼ es Hausdorff .
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(c) Si p × p : X × X → X/∼ × X/∼ dada porp × p (x1, x2) = (p(x1), p(x2)) es final, yR es
cerrado enX ×X, entoncesX/∼ es Hausdorff.

Grupos topológicos

(11) Probar que los siguientes espacios son grupos topológicos con las operaciones indicadas.
(a) (R,+).
(b) (S1, ·) (· el producto enC).
(c) (GL(n, R), ·) considerando aGL(n, R) como subespacio deRn2

.
(d) Los subgrupos deGL(n, R), SL(n, R) de matrices de determinante 1, yO(n, R) de matrices

ortogonales.

(12) SeaG un grupo topoĺogico yFe el filtro de entornos de la identidad del grupo.
(a) Probar queA ⊆ G es abierto si y śolo sig−1 ·A ∈ Fe para todog ∈ A.
(b) Fe tiene las siguientes propiedades:

(I) Si U ∈ Fe, existeV ∈ Fe tal queV · V −1 ⊆ U ,

(II ) Si U ∈ Fe, y g ∈ G, g · U · g−1 ∈ Fe.
(c) SeaG un grupo yF una familia de subconjuntos deG que verifican

e ∈ U para todoU ∈ F ,
si U, V ∈ F , entoncesU ∩ V ∈ F ,
si U ∈ F y U ⊆ V , entoncesV ∈ F

y las propiedades (I) y (II ) de la parte (b). Probar que existe unaúnica topoloǵıa enG que lo hace
un grupo topoĺogico conFe = F .

(13) SeaG un grupo topoĺogico. Probar que son equivalentes:
(a) {eG} es cerrado;
(b) G es Hausdorff;
(c) G esT0.

(14) SeanA,B subconjuntos de una grupo topológicoG. Verificar que
(a) A ·B ⊆ A ·B.
(b) (A)−1 = (A−1).
(c) g ·A · h−1 = (g ·A · h−1) para todog, h ∈ G.
(d) Deducir que siH es un subgrupo de un grupo topológicoG, entonces la clausura deH es tambíen

un subgrupo. Es ḿas, siH es invariante, su clausura también.

(15) SeanG, H grupos topoĺogicos. Probar que un morfismo de gruposf : G → H es continuo si y śolo
si es continuo en el elemento identidad deG.

(16) SeaG un grupo topoĺogico yH un grupo abstracto. Seaf : G → H un morfismo de grupos. Probar
que son equivalentes:

(I) El núcleoker f es abierto.
(II ) f es continuo, considerando aH munido de la topoloǵıa discreta.

(III ) f es continuo para cualquier topologı́a que se ponga enH.

(17) (a) Un subgrupoH de un grupo topológicoG es abierto si y śolo si su interior es no vacı́o.
(b) Si H es un subgrupo abierto entonces es cerrado. ¿Es cierto que siH es cerrado entonces es

abierto?
(c) SiH contiene un subconjunto abierto entonces es abierto.
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Un espacio topológicoX se dice unespacio homoǵeneosi para todo par de puntosx, y ∈ X, existe
un homeomorfismof : X → X tal quef(x) = y.

Si X es unG-espacio, decimos que la acción deG en X es transitiva si para todo par de puntos
x, y ∈ X, existe un elementog ∈ G tal queg · x = y. En particular, siG act́ua transitivamente enX,
entoncesX es un espacio homogéneo.

(18) Verificar que un grupo topológico es un espacio homogéneo.

(19) SeaG un grupo topoĺogico, yH ⊆ G un subgrupo. SeaG/H el espacio de coclases a izquierda con
la topoloǵıa cociente; esto es, definimos enG la relacíon de equivalencia

g ∼ g′ ⇐⇒ gh = g′ para alǵunh ∈ H

y notamos conG/H al espacio cocienteG/∼. Probar:
(a) La proyeccíonp : G → G/H es abierta.
(b) H es cerrado si y śolo siG/H es T1.
(c) H es abierto si y śolo siG/H es discreto.
(d) G act́ua transitivamente enG/H, por lo tanto,G/H es un espacio homogéneo.
(e) SiH es invariante, entoncesG/H es un grupo topológico yp : G → G/H es unmorfismo de

grupos topoĺogicos, esto es, es morfismo de grupos y continuo. Además, siH es cerrado,G/H
es Hausdorff.

Acciones de un grupo en un espacio topológico

SeaX un espacio topológico y G un grupo topoĺogico. Unaacción (a izquierda) deG en X es una
función continuaG×X → X, que denotaremos(g, x) 7→ g · x, tal que

(I) e.x = x para todox ∈ X, dondee ∈ G es la identidad deG.
(II ) g · (h · x) = (gh) · x para todox ∈ X y todog, h ∈ G.

Un espacio topológico munido de una acción deG se llama unG-espacio.

(20) Probar que las siguientes definiciones dan aX una estructura deG-espacio.
(a) X = R, G = Z, y la accíon esn · x = n + x, paran ∈ Z, x ∈ R.
(b) X = R2, G = Z× Z, y la accíon es(n, m) · (x, y) = (n + x, m + y).
(c) X = Sn, G = Z/2Z = {±1}, y la accíon es±1 · x = ±x.
(d) X = {(x, y) ∈ R2 : −1/2 ≤ y ≤ 1/2}, G = Z, y la accíon esm · (x, y) = (m + x, (−1)my).

(21) SiX es unG-espacio, podemos definir enX una relacíon de equivalencia por

x ∼ y ⇐⇒ ∃ g ∈ X tal quey = g · x.

El espacio de cociente resultante lo notamos conG\X, y consideramos eńel la topoloǵıa cociente.
(a) Probar que la proyección al cocientep : X → G\X es abierta.
(b) Probar que siG es finito,p es cerrada.
(c) Probar que el espacio cocienteZ\R (ejercicio (20), (a)) es homeomorfo aS1.
(d) Probar que el espacio cociente(Z×Z)\R2 (ejercicio (20), (b)) es homeomorfo al toroS1×S1.
(e) Probar que el espacio cocienteZ\X (ejercicio (20), (d)) es homeomorfo a la banda de Möbius

(recordar que estáultima se define como el cociente de[0, 1]× [0, 1] por la relacíon que identifica
(0, y) con(1, 1− y), y ∈ [0, 1]).

Notación: al espacio cociente(Z/2Z)\Sn (ejercicio (11), (c)) se lo nota conPn(R), y se llama el
espacio proyectivo real de dimensiónn.


