TOPOLOGIA
Practica 2

Topologias inciales y finales

(1) Sea{X;}ic; una familia de espacios toglicos. Sear = [[,.; X;, W =[]
1€ I, m : Z — X, laproyeccbni-ésima, y\; : X; — W lainclusbn.
(a) Probar quer; es abierta para todioe 1.
(b) Probar que\; es abierta y cerrada.

,c1 Xi» Y para cada

(2) Sea{X LR Xi} una familia inicial de funciones (o seZ tiene la topologa inicial inducida

7

el
por las funcioned;),y f : X — [] X; la funcibn definida por

f(z) = (fi(2))ier
SeaZ laimagen def. Probar quef : X — Z es abierta.

(3) Consideremos el espacio de Sierpinski= {0,1}, 7(S) = {0,{1},S}. SeaX un espacio to-
pologico.
(&) Probar qued C X es abierto si y &o si la funcbn caractdstica ded, x4 : X — S, es
continua.
(b) Probar que la familidxy }ver, €s una familia inicial para la topolegde X .

(4) Probar que sf : X — Y esfinal e inyectiva entonces es inicial.
(5) Sif: X — Y esinicial y suryectiva entonces es cociente (es déas final y suryectiva).

(6) Seaf : X — Y una funcon continua. Probar que si exigte Y — X continua tal que o g = idy
entonces es un cociente.

(7) Sear; : R x R — R la proyeccbn a la primer coordenada.
(a) SeaX el subespacio{(} x R)U (R x {0}) deR x R, y seag = m1|x. Mostrar que; es cerrada
pero no abierta.
(b) SeaY” el subespacidR>o x R) U (R x {0}) deR x R, y seah = m1|y. Mostrar queh no es
abierta ni cerrada pero es cociente.

(8) Caracterizar el espacio cociefité/ ~ en cada uno de los siguientes casos
@) (w0,y0) ~ (x1,41) & 2o +y5 = 1 + 45
(b) (z0,y0) ~ (x1,91) & x5 +y3 = 27 + v7.

(9) SeaZ el subespaci® x {0} U {0} x RdeR x R. Definimosg : R x R — Z por la formula

{ 9((z,y)) = (x,0)siz#0
9((0,y)) = (0,9)

(8) ¢Esy un cociente? ¢ Egcontinua?

(b) Mostrar queZ con la topologa cociente inducida parno es Hausdorff.

(10) SeanX un espacio topdlgico,~ una reladdbn de equivalenciaeX y p : X — X/ la proyeccdn
al cociente.
SeaR = {(z,y) € X x X : = ~y}. Probar que:
(a) SiX/. esHausdorff, entonce? es cerrado eiX x X.
(b) Sip: X — X/. es abierta R es cerrado elX x X, entoncesX/.. es Hausdorff .
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(c) Sipxp: X xX — X/ x X/. dada pop x p (z1,z2) = (p(z1),p(x2)) es final, yR es
cerrado enX x X, entoncesX/.. es Hausdorff.

Grupos topolbgicos

(11) Probar que los siguientes espacios son grupostgijgols con las operaciones indicadas.
(@) (R, +).
(b) (S1,) (- el producto erC).
(c) (GL(n,R),-) considerando & L(n,R) como subespacio de"”.
(d) Los subgrupos d&'L(n,R), SL(n,R) de matrices de determinante 10yn, R) de matrices
ortogonales.

(12) Sea un grupo topdbgico y.%. el filtro de entornos de la identidad del grupo.
(a) Probar quel C G es abierto siy@osig™' - A € %, para todgy € A.
(b) #. tiene las siguientes propiedades:
(1) SiU € #,, existeV € Z talqueV - V~1 C U,
() SiU € Z.,ygeG,g-U-gteZ.
(c) Sea7 un grupo y.# una familia de subconjuntos deque verifican
= ¢ € U paratodd/ € .7,
s SiU,V € Z,entonced/ NV € .F,
» SiU e FyU C V,entonced € &
y las propiedades)y (I1) de la parte (b). Probar que existe umaca topologa enG que lo hace
un grupo topddgico conZ, = Z.

(13) Sea un grupo topabgico. Probar que son equivalentes:
(@) {ec} es cerrado;
(b) G es Hausdorff;
(c) G esTy.

(14) SeamA, B subconjuntos de una grupo topglcoG. Verificar que
() A-BC A-B.
(b) (A)~* =(A7T).
(c)g-A-h t=(g-A-h1)paratodg,h € G.
(d) Deducir que sH es un subgrupo de un grupo topgicoG, entonces la clausura dées tambén
un subgrupo. Es &8, siH es invariante, su clausura tarabi

(15) Seartz, H grupos topdgicos. Probar que un morfismo de grugosG — H es continuo si y&lo
si es continuo en el elemento identidad(de

(16) Sea un grupo topdgico y H un grupo abstracto. Sga: G — H un morfismo de grupos. Probar
gue son equivalentes:
(1) ElnGcleoker f es abierto.
(1) f es continuo, considerandaFAmunido de la topoloig discreta.
(i) f es continuo para cualquier topolagjue se ponga efi.

(17) (a) Un subgrupdi de un grupo topdlgicoG es abierto si y&lo si su interior es no véa.
(b) Si H es un subgrupo abierto entonces es cerrado. ¢ Es cierto gliesicerrado entonces es
abierto?
(c) SiH contiene un subconjunto abierto entonces es abierto.
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Un espacio topdlgico X se dice urespacio homagneosi para todo par de puntasy € X, existe
un homeomorfismg : X — X tal quef(z) = y.

Si X es unG-espacio, decimos que la agnideG en X estransitiva si para todo par de puntos
x,y € X, existe un elementg € G tal queg - x = y. En particular, sz actla transitivamente eX,
entoncesX es un espacio homeégeo.

(18) Verificar que un grupo topagico es un espacio homegeo.

(19) Sea’ un grupo topdbgico, yH C G un subgrupo. Se@/H el espacio de coclases a izquierda con
la topoloda cociente; esto es, definimos@ra relacbn de equivalencia
g~g < gh=g paraalgnh ¢ H
y notamos cort7/ H al espacio cocient€&'/ ... Probar:
(a) Laproyecdnp: G — G/H es abierta.
(b) H escerradosiydosiG/H es T.
(c) H es abierto si y&lo siG//H es discreto.
(d) G actia transitivamente e@/ H, por lo tanto,G/H es un espacio homégeo.
(e) SiH es invariante, entoncés/H es un grupo topdigico yp : G — G/H es unmorfismo de

grupos topobgicos esto es, es morfismo de grupos y continuo. AalersiH es cerrado(z/H
es Hausdorff.

Acciones de un grupo en un espacio topotico

SeaX un espacio topdigico y G un grupo topddgico. Unaaccion (a izquierda) de5 en X es una
funcion continuaG x X — X, que denotaremdy, z) — g - z, tal que
(1) e.x =z paratodar € X, dondee € G es laidentidad dé&.
() g-(h-z)=(gh) -z paratodar € X ytodog,h € G.
Un espacio topdlgico munido de una adm deG se llama urG-espacio.

(20) Probar que las siguientes definiciones dahana estructura dé-espacio.
(@ X =R,G=1Z,ylaacconesn-z=n+z,paran € Z, x € R.
(b) X =R2%,G=ZxZ,ylaaccon es(n,m) - (z,y) = (n +x,m +y).
() X=95",G=7/2Z = {+£1},ylaacconestl -z = +z.
(d) X ={(z,y) eR?: -1/2<y <1/2},G=7Z,ylaacconesm - (z,y) = (m +z,(=1)™y).

(21) SiX es unG-espacio, podemos definir én una relacdn de equivalencia por

r~y < dge Xtalquey=g-z.
El espacio de cociente resultante lo notamos@g& , y consideramos e&l la topoloda cociente.
(a) Probar que la proyedn al cociente : X — G\ X es abierta.
(b) Probar que di7 es finito,p es cerrada.
(c) Probar que el espacio cocie®tgR (ejercicio (20), (a)) es homeomorfas.
(d) Probar que el espacio cocieriex Z)\RR? (ejercicio (20), (b)) es homeomorfo al tosd x S*.
(e) Probar que el espacio cocietgX (ejercicio (20), (d)) es homeomorfo a la banda débis
(recordar que estatima se define como el cociente [@e1] x [0, 1] por la relacdn que identifica
(0,y) con(1,1—y),y € [0,1]).

Notacion: al espacio cocientgZ/27)\S™ (ejercicio (11), (c)) se lo nota cdP*(R), y se llama el
espacio proyectivo real de dimeosin.



