TOPOLOGIA
Practica 9

Un poco de algebra homologica

(1) (Lema de los 5)
Dado el siguiente diagrama conmutativo de grupos abelianos con filas exactas,

mi mo ms3 m4

M,y My Ms M, Ms
I
Ny —> No ——> N3 ——> Ny ———> N5
probar que:
a) Sibydsonmonoy aes epi entonces C es mono.
b) Sibydsonepiy e es mono entonces C es epi.
¢) Concluir que si a,b,d y e son iso entonces c es iso.
(2) (Lema de la serpiente)
Sea
M, Mo, Ms 0
ok
0 N Ny N3

un diagrama conmutativo de grupos abelianos con filas exactas.
a) Probar que hay una sucesion exacta

ker(a) — ker(b) — ker(c) — coker(a) — coker(b) — coker(c).

b) Probar que si M; — M es mono, entonces también lo es ker(a) — ker(b).
¢) Probar que si No — N3 es epi, entonces también lo es coker(b) — coker(c).

(3) Probar que una sucesion exacta corta de complejos de cadenas

f g
0—A=B=C—0,
induce una sucesidn exacta larga en su homologia

- (A) T H(B) 5 H, (C) 5 Hya(A) 75 Hya(B) S
El morfismo 6,, : H,(C) — H,_1(A) se llama morfismo de conexién. Probar que se verifica la
siguiente propiedad de naturalidad:
Dado un diagrama conmutativo de complejos de cadenas con filas exactas,

1 1
0 A4, LB 20y 0

Pk

0 Ao IS B C 0

g2

1
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el respectivo diagrama inducido en las homologias,

7 ! 5t
> H,(A)) —> Hy(By) —2> H,(Cy) — 2> Hy,_y(Ay) — -+

S kR

conmuta.

(4) Sean (C,dy) y (D, ds) dos complejos de cadenas. Probar que (C @ D, d; @ ds) es un complejo de
cadenas y que H,(C ® D) = H,(C) ® H.(D).

(5) Probar que un morfismo de complejos de cadenas f : C' — D es isomorfismo si y sélo si cada
morfismo f, : C,, — D,, es isomorfismo.

(6) Sea (B, d’) un subcomplejo de (A, d). Probar que la inclusién ¢ : (B,d’) — (A4, d) y la proyeccién
p:(A,d) — (A/B,d) son morfismos de complejos.

(7) Seam € N. Calcular la homologia del siguiente complejo de cadenas,
=l =1 —7T...,
donde do,, =0y do, +1(x) = maz.



