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SOBRE LAS SINGULARIDADES DE LAS FUNCIONES ANALITICAS
DEFINIDAS POR INTEGRALES DETERMINANTES

Por C. BIGGERI
(Buenos Aires)

La determinacién de las singularidades de la funcién analitica f (2),
definida por la integral determinante:

o
5 a(t)y. e—%, dt, (1]
0
situadas sobre la recta de convergencia simple, puede hacerse sistemé-
ticamente mediante el eriterio fundamental que damos a continuacion.
Mediante dicho criterio pueden obtenerse teoremas sobre las singula-
ridades periféricas delas funciones analiticas definidas por integrales
determinantes, andlogos a ciertos teoremas sobre las singularidades
periféricas de las funciones analiticas definidas por series potenciales
y ademds algunos teoremas nuevos para las integrales, que no tienen su
correlativo para las series.

En esta nota demostraremos el criterio fundamental y algunos de
los resultados obtenidos.

Sin restringir, en absoluto, 1a generalidad podemos suponer :

a) la abscisa de convergencia simple de la integral [1] es nula ;

b) el punto, de la recta de convergencia, cuya singularidad o regula-
ridad se desea reconocer es el origen, & = o.

(El caso en el cual la recta de convergencia de la integral [1] es C
(siendo C un valor finito eualquiera), y el punto tomado sobre la recta
de convergencia es arbitrario, se reduce al que vamos a tratal, me-
diante un simple cambio de variable).

TrOREMA I. — Pongamos :

2e\ " 2n I
Y, E(——) . j a().tm.e ? .dt, (n natural). 2]
3n n
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a) Bs condicion necesaria y suficiente para que 2=0 sea un punto
singular parva f(2), que se verifique :

|

3

Hm f/ Y,
N—>00

0) Hs condicion necesaria y suficiente para que 2 =0 sea un punto
regular para f(2), que se verifique :

Tim [ Y, | <1, (31

N—>-o0

Demostracion : Puesto que /() es regular en el semiplano R (z) > 0,
podemos eseribir:

(n) 2
) oy

ro= /= (=3

=0

siendo :

2 oo

7o )= = v | Ta e 4
3 o

Luego, poniendo :

L=1lim l/n'

N—>o0

j ().t gt « dt

el punto 2 = 0 es singular para f(z), si se verifica:

3 =
L == E {OJ
y serd regular si se tiene:
3

Ahora bien, respecto de la expresién :

t
gga(r).d—.
o.
t

lo

1im
t—>00

caben dos posibilidades : a) es igual « — oo; o bien : b) es finito pere
negativo; pues si fuese igual a -~ oo o tuviera un valor finito y posi-

tivo, la abscisa de convergencia de la integral [1] seria positiva, contra.
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lo supuesto. Por consigniente, dado arbitrariamente un ntimero posi-
tivo ¢ existe un ¢, =+, (), tal que para todo t > 1, es :

12
J a (7). deo| < e 17}
o
Llamemos M (¢) .al extremo superior de todos los valores que la
funeién :
1
S a (7). d<
0

toma en el intervalo (0,t?,). Segln [7] y la definicién de M (¢), se de-
duce que : para todo ¢ del intervalo (0 < ¢ < - oo) es :

<K (o). e 18]

siendo :

Pongamos :

n _2
A,LEJ a(t).th. e 3. dt.

0

Transformemos esta expresién mediante integracion por partes :

1] 0 0

n /[t % 2y
Anz——E (j a(v).*c”.dr)'de 8 f-e¢ 8 J' a(t) .. dun 9]

De (8) y (9) se infiere :

9

2

| A, | < 2. K (). 0. e‘<§“€)'"+§-K(e) o 10]

Como la funcion :

th.e g_z)t

es monétona creciente en el intervalo o <t <n, de (10) se deduce que,
si tomamos n > 1 se verifica :

2
A <4 K@t e 6 ]
Pongamos :

anj a (t).t“.e_3 .dt

(la funeién B, existe en virtud de (4)).
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Mediante integracion por partesy teniendo en cuenta [8] se deduce
que, para t > 2n es :

(2

¢ _2 —[Z_.
j a(t).th. e 3”.dt’<4.1§:(3).tn.a 3 )‘+

an

de donde, (e < ;); se deduce :

" oo 2 .
[Bn[f_g.K(s)-j o6 [12]
an
Como la funcion :
., 6_(§—2E)t

es mondtona decreciente en el intervalo 2n <t < -} oo, si tomamos

1
e < 1o de (12) se deduce :

an|<3§E-K(e).(2n)”.6_(; [13]

Segtn la férmula de Stirling y las (11) y (13), existe un nfimero na-
tural fijo n,, suficientemente grande, tal que para n > n, es:

2 3\ (17\"
— < — | . Tl [ 2 =] . g8
| Ay B,z|<4.K(,).<l—{—3%s> n n(z) (18) ¢
de donde:

— /1 3 117
i — — g
lim }/7L!A1L+Bn|£2 18 ¢

NnN—roc
y tomando limites para ¢ — 0, es:
v " ‘71——‘ 3
I=1lim|/ —|A,+By| <3 [14]
n—>oof MW! 2

Pongamos finalmente :
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Ahora bien, supongamos que el punto z =0 sea singular para f(z),
o sea, que se verifique [5]. Sea 3 un nfimero positivo arbitrario pero
fijo y ¢ un ntmero fijo positivo tal que:

3
l<q<§-

Segin [5] y [14] a partir de un valor determinado de #, suficiente-
mente grande, se verifican, respectivamente, que :

1 \ 3 7
m | (An+ Bn)"l—(Jn|< (:‘2—'_8)

1
’I—TE | Au "}“ Bn | < Qn

y por lo tanto:

1 3 n ! . 7 [
Slol <)+ o=+ [1+ (5
! 8 43
de donde :
llm '/-‘}c’nlfo’f"O
y tomando limites para 3—>0:
lim |/ |G| < g [15]
N—>00 F4

Veamos que en la |15] no se puede verificar el signo menor. En
efecto, si fuese:

n—>o0

U= lim |/7‘(J"|<

~ 9
tomando un namero posmvo arbitrario fijo, ¢, menor que 7 y mayor
. P
que 1y U, sera:

n! ‘ Ca ‘ <gq"

1
;Z_! | An + Bn | < (1""
de donde :

1
m l (An + Bn) Jr' On | < 2(_]'"',
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3
LSQ'<§’

es decir : si en [15] se verifica el signo menor no se verifica la [5] sino
la [6]; luego : es condicién necesaria para que el punto z =0 sea sin-
gular para f(2) que se verifique :

— n 1 ‘ - 3
lim l/n_Y Cu| =75 [16]

N—>o0

Veamos que esta condicién es también suficiente. En efecto, si no
se verifica [5] se verifica necesariamente la [6], por lo tanto, si toma-

. i . 3
mos un niimero positive fijo, ¢”, menor que 5 Y mayor que ly L, se-
-

gln [6] y [14] a partir de un valor de » suficientemente grande, serdn :
1 A B C m
m|( n+ n)"}— n|<q

1
;‘i”!‘ | An + Bn ‘ < (]"”,

de donde :
1 < Wi
ml Cn ‘ < Zq )

0 sea :

— /1 3
Il <
esto es, no se verifica [16]. Luego : las igualdades [5] y |16] son equi-
valentes y aplicando en [16] la férmula de Stirling se obtiene la igual-
dad [3'].

La conelusién a) del teorema estd probada.

Pasemos a la conclusién ). Vimos que : si se verifica la [6], es decir,
si el punto z =0 es regular para f(z), se verifica :

— /1 3
lim sy On < b~ 17
—— n!| | 2 17
y reciprocamente, si se verifica [17] se verifica la [6]. Luego : las de-
sigualdades [3"] y [17] son equivalentes.

Como complemento interesante a este teorema veamos que : si ewiste
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ny
L A 10 (2 , S
limite ordinario de H/ VAL 5| |? para n—>oo, existe también limite
' n b

ordinario de ||| X, |, en el caso de que el punto =0 sea singular para f(2).
En efecto, supongamos que :

n 1 2
1im /—‘f(m =
oo || 1] 3

. " . . 3 .
Sea 3 un ntimero positivo arbitrario menor que 5 l. A partir de
-

=L= (18]

b2

s

un n, suficientemente grande, se verifican :

() é —_ "
A=) o
3 17 :
n,’An_l"Bn<{ (2—]—l—5> [20]
segiln |18] y [14], respectivamente. De [19] y [20] se deduce:
3 n 3—2342)\"
n o * 1 17 a /0 ow
o> 6= [~ (5|
de donde:
T 3
1 ¢ T3 ¢
n—]-l:loo l/ n! I ‘Jn ’ Z 9 i [21]
(pues : 3 —23F21<C2(83— 2%)), y tomando limites en [21], para
$—>0:
77,/7 3
li ;
wgol n"b”‘?—'?: 122]

De [16] y [22] se deduce la existencia de limite ordinario de l/ | Yo,
si el punto 2 =20 es singular para f(z).

Este complemento nos ser4 titil mas adelante.

Hagamos algunas aplicaciones de este criterio.

Es sabido que el teorema de Vivanti de la teoria de las series po-
tenciales se generaliza (con demostraciéon andloga) a las funciones
analiticas definidas por integrales determinantes; esto es: si la fun-
¢ién generatriz es positiva, el punto real de la recta de convergencia
es singular para la funcién analitica que define la integral.

Mediante nuestro criterio y este teorema andalogo al de Vivanti,
hemos logrado demostrar un teorema muy general para las integrales
determinantes, a saber:
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TEOREMA II. — 8i ¢l valor principal, o (t), del argumento de la fun-
cion (compleja) generatriz, a (¢) (supuesto, necesariamente, que a partir
de un valor de t, suficientemente grande, & (t) no se anula) de la integral
determinante :

j a(t).e—%.dt, [1]
0
satisface a la condicion :
., log|coso(t
i 1081 c08 ¢ (®) |

t—>o0 t

= 0; [23]

y las abscisas de convergencia, simple y absoluta, de la integral [1] son
tguales, y ademds o () satisface a la condicion de Darbouwx, entonces, el
punto real de la recta de convergencia de la integral [1], es singular
para la funcion analitica, f(2), que define dicha integral.

Demostracion : Sin restringir, en absoluto, la generalidad del teo-
rema, podemos suponer que la abscisa de convergencia de la inte-
gral [1] es nula. Se trata, entonces de demostrar que el punto z=20
es singular para f(z).

Llamemos p (¢) al médulo de « (¢), y pongamos :

2¢\™ ("an t _gt it
Y, _<3n) } p(t).coso(t).t™. e 3.
2e\? 2
Y,L”_( 6) j o).t e 3 .at.
Evidentemente es :
| Y?L |Z ‘ Y’)L, ‘
y por el teorema de la media :
‘ Y" ! Z ‘ cos ¢ (‘E) ‘ . Y'n,” |_24j

siendo :

< E=E(n) < 2n.
Puesto que :

R
2|

)

| cos ¢ (£) |, en virtud de (23) se

Vleos ¢ (&) =(| cos o (€) |

!

estd comprendido entre
verifica :

lim || cos o (5) | = 1. [25]

N—po0
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Como las abscisas de convergencia, simple y absoluta, de la inte-
gral [1] son ignales, y habiendo supuesto que la abscisa de conver-
gencia de [1] es nula, por el teorema andlogo al de Vivanti, el punto
2 =10 sera singular para la funcién analitica definida por la integral :
? e(t).e~%.dt

0

por lo tanto, en virtud del teorema I (conclusién a)) se verifica :

TEVW: 1. (26]

N—>o0

De [24], [25] y [26] se deduce :

lim Y. | >1 [27]

N—ro0

y como lim V| Y,.| no puede ser mayor que la unidad, segfin [27] es :
N —>o0

1im l/\ Y, =1,
N—ro0
y en virtud del teorema I, el punto 2 =0 es singular para f (2).
8i la abscisa de convergencia, que Uamaremos C, de la integral [1] se
pudiese caloular por la formula :

C=lim
t—>0

log ]ta ] (28]

(en cuyo caso las abscisas de convergencia, simple y absoluta, de la
integral [1] son iguales), la condicion [23] se puede substituir por la si-
guiente (que es mds general) :

— log|cos o ()|

lim
{~>o0

=0 [29]

siendo | cos o ()| el menor (en sentido amplio) de todos los valores de
| cos o (t) |, en el intervalo n <t < 2n.
En efecto, el teorema de la media da:

Y = P (6) . cos g ). Y,

90\n (2 2
Y= (ﬁ) j th.e 3 .dt

3n n

siendo :
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y 0 un cierto valor de ¢, tal que: % <6 < 2. Por lo tanto:
| Ya|>p(6).|coss(8)]. Y, |30]

Llamando p(w) al menor (en sentido amplio) de los valores de ¢ (¢),
en el intervalo » <t < 2n, de [30] se deduce:

| Y| >p(w).[cose(@]. Yo 31]

1w 1
Puesto que : |p(0) = [(9 (m))"} » estd comprendido entre (p ()" y
2
(e (0))* y como hemos supuesto que C = 0, de [28] se inflere:

Tim o () = 1. (32
Nn—roc i
.

?)

SN

Anslogamente, como: || coso(()] :( | cos o (0) estd comprendi-
1 2

do entre | cos ¢ () [%y | cos o Q) |5, segin [29] es:

lim |[eos ¢ (¢) | =1. (33]

N—>00
Ahora bien, la integral S:c e—%.dt (cuya abscisa es nula) define la

‘. 1
funcién ¢ (2) == en la cnal es:
z

71 () 2 ___3 3 )
i 217\ [T 7w para n — oo,

Iuego, en virtud del complemento al teorema I, se verifica:

lim [ Y,” =1. [34]
N—00

De [31], [32], [33] y [34] se deduce :

lim Y, | > 1
N—>o0
lo que demuestra la conclusion.
Dos casos particulares interesantes en los cuales se cumple la con-
dicién [23] son:
a) Bl afijo de a (t) varie, ¢ partiv de un valor de t, suficientemente
grande, en un par de dngulos opuestos por el vértice (origen). (Téngase
en cuenta que este par de dngulos opuestos por su vértice, siempre
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se puede transformar en un par de angulos simétricos respecto del
eje real, mediante la multiplicacién de la generatriz, «(¢), por un
cierto niimero complejo).

b) La generatriz, a(t), es real y toma wvalores positivos y negativos
(pero a partir deun valor de ¢, suficientemente grande, a (t) no se anula).

Si la parte real de la generatriz, a (t), a partir de un valor de ¢ (sufi-
cientemente grande) es positiva, la igualdad de las abscisas de con-
vergencia, simple y absoluta, de la integral [1], es, entonces, conse-
cuencia de la condicién [23]. Esto es, podemos enunciar el siguiente
teorema.

TrOREMA III. — 8i se verifican las dos condiciones siguientes :

1°) La parte real de la generatriz, a (t), a partir de un valor de t, sufi-
cientemente grande, es positiva.

2°) Bl valor principal, ¢ (1), del argumento de a (t), satisface « la con-
dicion :

1im 108 C8¢ ) _ . 135]
t—>o0 t
entonces, el’ punto real de la recta de convergencie de la integral |1], es
singular para la funcion analitica f (z), que define dicha integral.

Para demostrarlo, basta comprobar que bajo la condicién [35] las
abscisas de convergencia, simple y absoluta, de la integral [1] son
iguales.

En efecto, llamemos C y C a las abscisas de convergencia simple
y absoluta de la integral |1], respectivamente, y pongamos :

a(t) = a, (t) 4 ia, (2).

Se tiene :
log \ a(z).d<
C =1lim 2
t—>o0 t
___log Yt la(z)l. dx
O/ —=1im —24 .
t—>o0 [2

Dado arbitrariamente un ¢ >> 0, existe un ¢, =1, (c), tal que para
t > t,, seglin [35] es : '

Vo + @ <a@). o

de donde :
‘'t

ylat]-dz<e|

e (7). d=. [36]
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Ademds, se tiene :

" (). dr. 137]

Pongamos :

Segtan [36] es :
o<+ C”

y tomando limites para e —> 0 :

0/ S O//. lgSJ
Segln |37] es :
o4 Z o, |39|
De |38] y [39] se deduce :
c>C
y puesto que:
¢<QC
se tiene:
C=07C.

Un caso particular interesante en el cual se cumplen las condicio-
nes del teorema III, se presenta cuando es:

o) <t<3;  (zestijo);

esto es, se obtiene, entonces, la generalizacion del teorema de Dienes
dela teoria de las series potenciales.

Pasemos a otra propiedad de las integrales determinantes que se
puede obtener mediante la aplicacién del teorema fundamental.

TEOREMA IV. — 8i existe limite ordinario de la derivada logarit-

mica de la funcidn generatriz, a (t), para t— oo, y s :

lim D log @ () = x;
t—>o0

el punto z = x (que pertenece « la recta de comvergencia), es singular
para la funcidn analitica, f(2), que define la integral [1].
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Este teorema recuerda al de Fabry de la teoria de las series poten-
ciales, pero no se puede decir que es su andlogo.

La demostracién del teorema IV (que se efectia mediante el teo-
rema I) serd objeto de una nota préxima.

Noétese que el teorema II no vale paralas funciones analiticas defi-
nidas por series potenciales. En efecto; basta considerar la serie :

o0
2 (__ 1)71 . Z",
n=0
el valor principal, ¢,, del argumento de su coeficiente, (— 1)%, satis-
face a la condicién :
. log|eoso

lim __gl—"'ii =

n—>o0 w

andloga & la [23], y sin embargo, el punto z=1 es regular para la

L . 1 . : .
funcion i - (Téngase en cuenta que : lo correlativo del punto en
Z

el cual la recta de convergencia de una integral determinante corta al
¢je real del plano z, es, en la serie de potencias, el punto en el cual Ia
circunferencia de convergencia corta al semieje real y positivo).

RESUME

L’dtude des singularités de la fonction analytique, f (2), définie par ’intégrale
de Laplace :

jma(t).e"fz.dt [1]
0

placées sur la droite de convergence simple, peut se faire systématiquement mo-
yennant le critérium fondamental que je donne plus haut. En employant ce cri-
térium on peut obtenir des théoremes sur les singularités périphériques des fone-
tions analytiques définies par des intégrales de Laplace, analogues & certains
théordmes sur les singularités périphériques des fonctions analytiques définies
par des séries potentielles et de plus quelques théorémes nouveaux pour les intégrales,
qui w’ont pas des correspondants pour les séries.

Dans la note présente je démontre le critérium fondamental et quelques uns
des résultats obtenus. '

Sans restreindre la généralité du théordme, on peut supposer que ’abscisse de
convergence simple de ’intégrale [1] est nulle et donnons, alors, une condition
nécessaire et suffisante pour que le point z = 0 soit singulier pour f(2).
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TagorEME I. — Posons [2] : «) il est condition nécessaire et sufisante pour que
le point 2 = 0 soit singulier pour f(2), que 1’éyalité [3'] soit vérifide;

b) il est condition ndcessaire et suffisante pour que le point 2 =0 soit régulier pour
J(2) que Vindgalité [3'] soit vérifide.

En outre, je démontre que : si le point 2 =0 est singulier pour f(z) et s’il

y pour » —> oo, il existe aussi de la

T 7]
existe de la limite ordinaire de |/F ~j‘<n) (§)

limite ordinaire de | Y, |

Moyennant le théoreéme I, je démontre les suivantes théorémes.

Tutorkmn II. — Si la valewr principale, ¢ (), de Vargument de la fonction génd-
ratrice, a (t), de Vintégrale [1] satisfait a la condition [23]; et si, en outre, les abs-
cisses de convergence, simple et absolue, de Vintégrale [1] sont égales, alors, le point
réel de la droite de convergence de Uintégrale [1], est singulier pour f(2).

Si & partir d’une valeur de ¢ (suffissammente grande), la partie réelle de la
fonction génératrice, «(t), est positive, 1’égalité des abscisses de convergence,
simple et absolue, de I’intégrale [1] est conséquence de la condition [23] : on a,
alors, une extense généralisation du théoreme de Dienes.

En outre, j’indique un théoréme qui rappelle celui de Fabry, & savoir :

84l existe de la limite ordinaire de la dérivée logarithmique de la fonction généra-
irice, a (1), pour t — oo, et elle est :

limDloga(t) =«,
t—>o0

le point z = = (appartenant & la droite de convergence) est singulier pour f(2).
y?



GENERALIZACION DE UN TEOREMA DE CANTELLI

Por A. GONZALEZ DOMINGUEZ

(Buenos Aires)

Dada una variable casual #, que puede tomar uno de los valores
de la sucesién

A P S |1}

con las respectivas probabilidades

P—ny P—@m—1) DPoy s Di sy P

e indicando con # uno cualquiera de los valores de la sucesion [1], y
con f(z) la probabilidad correspondiente, la funcién

F(y) = RAC) 2]

que no es sino la probabilidad de que la variable casual # tome un
valor no superior a y, se llama funcién de probabilidades totales o fun-
cion de reparticién de la variable casual w.

El profesor Cantelli, en una conocida memoria (*), ha enuneiado el
siguiente teorema :

Si para todo valor del indice %, y para todo entero positivo s existe

o0
¥ fi (@) x5, y se verifica la igualdad
—0

\ I .
lim Efk (@) 08 =—= S e~ Vatde [s=1,2..],

f—>o0 V’:T —o0

(') CANTELLI, Un nuovo teorema a proposito del secondo teorema limite del calcolo
delle probabilita. Rend. di Palermo (52), pigina 416-424, 1928,
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se verificara también, para todo u» fijo,

1 =

e~ Te—vie—vldp,
/

™ J)—>

Rl

o
lim Efk (w) e —vle—¥] —
h—>o0

=
uniformemente para todo y perteneciente a un intervalo finito fijo,
arbitrariamente grande.

El profesor Cantelli agrega a continuacién : « di questo teorema,
suscettibile di generalizzazione, pud darsiuna dimostrazione elemen-
tare e breve, senza il sussidio di variabili casuali ausiliarie. Di esso
avro occasione di occuparmi presto ».

La anunciada generalizacion fué hecha el alio siguiente no por
Cantelli, sino por su discipulo R. Cultrera, quien demostro el teorema
siguiente (!) :

« Sea una sucesién de leyes de probabilidades totales

Ji@), fo(@), oy Sfal(®),

y una densidad continua de probabilidad o (z), que satisfaga la con-
dicién

MJ (2,",)]11. 500 o (t) 21 dt < 1

(2n)

—00

para » mayor que un cierto »,, siendo ¢ una funcién de la variable
entera n, que tiende a oo, para n— oo; si para todo s=0, 1, 2, ..., se
verifica

>

lim r wdf, (m):j wo (@) de,

Je—>o0

—_—0 —o0

se verificard también

lim j e—ule=vIdf, (x) :j e~ le=vly (@) da ».

Ie—>o0 —o0

—o0

Ll anterior teorema de Cultrera, estd4 comprendido, como caso muy
particular, en el teorema siguiente :
Sea { fi (¢) { una sucesioén de leyes de probabilidades totales, y f (@)

(') R. CuLTrRERA, Intorno al secondo teorema limite del calcolo delle probabilitd,
Rend. di Palermo, 53 (1929), pdgina 476.
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una ley de probabilidades totales tal que su correspondiente pro-
blema de momentos esté determinado; si se verifican las igualdades

oo

lim j& o df, (%) :j wsdf (x) [§=0,1,2,..],

k—>o00 | —o0

—o0

también se verifica, para todo «, y uniformemente para todo y perte-
neciente a un intervalo finito arbitrario

o0

lim r Jeu (0 — 9) A (@) = j Teu (@ — 9) df (),

k—>o0 —00

siendo k, (x — %) un ndeleo positivo de una integral singular deri-
vada de la sumaeion de la integral de Fourier.

De este teorema, y de sus relaciones con el segundo teorema limite
del caleulo de probabilidades, nos ocuparemos en un préximo trabajo.
En la presente nota demostraremos un caso particular del mismo, a
saber, el correspondiente al nticleo dela «integral singular de Poisson
para el semiplano ».

TEOREMA.
Hipdtesis : 1* | f(2)} y f(») funciones de reparticion;
2* el problema de momentos de f (x) estd determinado;

k>0 | — -—

32 lim j x"dfy. () :j x™df (a) n=20,1,2,..].
Tesis :
N b Aty o d;
hmj 0¥/ (@) “:E adf(@)
—(P—2) 4¢P —) ¢
para ¢ fijo, uniformemente para todo p comprendido en un intervalo
finito, arbitrariamente grande.
La demostracién se basa en el signiente
Lema. — Hipdtesis : Las mismas del teorema anterior.
Tesis :

J~>o0

lim
k—>o0

r ela) _ r i (@)

oo A — & 1)

—oo A &

A=p-ig; ¢=0. ,
Demostracion : Teniendo en cuenta que

n—1
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resulta, haciendo
mp= g wdfy, (e

qm:rnW#@%

)

o0 dflc m/ k 0 wndfk (m)
oh—w 7” h—x

para n fijo.
Al tender k a infinito, el primer sumando tiende a

n—1

N m,
L
y==0

Demostremos que el segundo sumando tiende a

1 jw adf (@) (n fijo).

N o K—

Se trata de demostrar que

1 jwndfk (@) 1 r df (@) |
7\77:

r—w W h—a |

<&

para k> k(e).

Esta igualdad se cumple; en efecto

1 S”" m"djl fv) j mndf
fé

N

00

1
| [nsent|

r T

v

(h == rei),

1 L. 1
por ser ———— el minimo de -
no| h—w

Pero el segundo miembro de la desigualdad puede hacerse tan pe-
quefio como se quiera, para k suficientemente grande, en virtud de
la hipétesis [3] del teorema, ya que el factor que multiplica la dife-
rencia de integrales tiene un valor fijo.

Hemos, pues demostrado que

n—1

A djk() m’ 1 (>~ «™df ()
hmj h—w 2,_“—}—7—‘5 N)\—_w.

k~—>o0
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Pero el segundo miembro no es sino

r af (x)

]
e h—
con lo que queda demostrado el lema. La hipétesis |3] es esencial. En
efecto, si no se cumpliera, es decir, si el problema de momentos de
J (%) no estuviera determinado, habria infinitas funciones f(x) que sa-
tisfarian a la desigualdad

{foo

{ r i) — | eare)

—oc

<&

—00

para k >k (¢); y no se llegaria, por tanto, a ninguna conclusién de-
terminada.
El teorema resulta aliora facilmente; en efecto, las integrales

> dfi (@)
Swm r—a
cumplen la acotacién
‘ = dfy (w) 1
o h— @ | 71/(”7:)’

denotando con I(2) la parte imaginaria de %; en efecto, la variacién
total de cnalquiera de las f; () es igual a 1, ya que son funciones de
reparticion.

= dfy (@)

Las funciones holomorfas %J — % estan, pues, uniformemente
— &

acotadas en todo recinto acotado completo que no corte el eje real.
El teorema de Vitali es, pues aplicable, y por lo tanto la convergen-
cia es uniforme en todo recinto del tipo deseripto. Tomando las partes
imaginarias en ambos miembros de la igualdad [1], de pagina 65,
resulta
lim
k—>o0

J A r 0df (@)
o (p—2) o (p—a) ¢

uniformemente para todo p comprendido en un intervalo arbitrario,
finito, y para ¢ fijo. Bl teorema queda asi demostrado.

Hagamos, finalmente, algunas observaciones.
La primera es que la condicién

[_(Mr o (t)trdt <1,

(2n!)

00
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desde un n en adelante, se cumple ampliamente si el problema de
momentos de ¢ () estd determinado; esto es consecuencia ficil del
clisico teorema de Carleman ('), segin el cual el problema de mo-
mentos de f (x) estd determinado, si la serie

j :
Ld |/mzn
es divergente.

La segunda es que la-expresion

(2
—eu|v—y]|

2
que interviene en el teorema de Cantelli-Cultrera, es el niicleo de la
integral singular de Picard.

Observemos finalmente, que de nuestro teorema se deduce ficil-
mente, en virtud de un teorema de Cantelli (*), el segundo teorema
limite del Caleulo de Probabilidades; y que, inversamente, supuesto
conocido este tltimo teorema, el del texto se deduce inmediatamente,
recordando una clasica proposicion de Grommer-Hamburger (°).

RESUME

On démontre le théordme suivant : Etant donnée une succession de fonctions
de repartition } fi () |, et une fonction de repartition f(x) dont le probleéme des
moments est determiné, si ’on a les égalités :

lim §°° oc“(?fk(.v):gm andf (x)
To—po0 < >

pour tout n =20, 1, 2, ..., n, on a aussi

lim
Fieyp00

r Y@ [N af (@)
e =2+ ¢ e — 2+

pour ¢ fixe, et uniformément pour tout p appartenant a un intervalle fixe, mais
arbitrairement grand.

(") CarLEMAN, Les fonctions quasi-analyliques, pagina 80.
(*) CanrrLLI, loc. cif.

(*) HAMBURGER, Math. dnn., 81 (1920), pdgina 283.
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Una aplicacion del simbolo A»D=

Por José Babini
(Santa Fe)

>0
Si'se considera una serie de potencias f(z, h) =} o, (hit - a) 2™ en
n=0

cuyos coeficientes interviene un pardmetro h y se transforman esos
coeficientes

mn

o - (b — W) n) = E

m=0

(- a) = (:;) A, (W' —- 2)

Na=h—W

se tendra, en el circulo de convergencia de la serie,

2, h) 2 E(”) e A, (lm - = 22%2 DmenA™g,, (W - o)

n=0 m=0 m=0 N=mMm

00

2 msznqn (h’ﬂ + OL) :E o AmDm‘,/-( )

m=0

Y

IIM3
]N

y en los casos particulares en que los coeficientes ¢, sean enteros
respecto de a se podra expresar la serie f(z, h) en forma finita. Asi, si

op (W ~- o) = a, Pp (hn - )
donde P, (z) es un polinomio de grado p, tendrewmnos, indicando con

y= Eanz“

n=0

00 »
S
2 a,n hn _J_ ) P E pou! A"”sz an zn — E o Y (m) Ajan (1)

m=0 =0 m=0
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con Aa==h. Por ejemplo, si

v & (h'n —{— zmAmP
y= T om!

n=0
20 Y4
1 N 1 z \™
y=1—; ZPP(7L7z+a)z :1_22(1__2) A™PP ()
n= . m=0
y=(1+2)
o »
NBOP, (hn ) ANV L
}_J—Fz —<1+z>'2 T s) w2 Fala) ete.
n=0 m=0

Consideremos, por dltimo, como f (2, i) la serie

5‘ (b - z)mE
Ly n! “h

n=0

donde (hn -~ )% representa la factorial de base han -- « g‘l‘{ldO n
7
y diferencia k. Esta serie, convergente en el circulo de radio

h—k
(h—T%) *
I3
Lk

teniendo en cuenta que

a(nk
E o A= 1—§~7cz)h

n=0

podré entonces expresarse por

S I % o,k — M @
2 ( (2] + 0') o — 2 ,;i_y AmIym (1 + kz)k,

n!
n=0 m=0

con Az=h.
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Hiperconvergencia de las series de Dirichlet cuyos exponentes
forman una sucesion de densidad maxima infinita

Por Sixte Rios
(Madrid)

1. Un teorema fundamental de V. Bernstein () demuestra que
en las series de Dirichlet:

-
F(6) =3 ane="
n=1
cuya sucesion de exponentes |, | tiene densidad méxima finita, las
abscisas de holomorfia e liperconvergencia son iguales, resultado
que ha sido generalizado a algunas clases de series de Dirichlet de
densidad maxima infinita (*).

Se plantea entonces la cuestién siguiente : en el caso de series de
Dirichlet cuya sucesion de exponentes tiene densidad mixima infi-
nita «la abscisa de biperconvergencia (estrecha o no) debe ser nece-
sariamente igual a la abscisa de holomorfia, o puede suceder que
aquélla sea superior a ésta. Del mismo modo, no se sabe si al menos
una cierta parte de la banda comprendida entre las rectas de conver-
gencia y holomorfia (cuando dicha banda no es nula) es segunramente
un dominio de hiperconvergencia o puede suceder que ninguna parte
de dicha banda sea un dominio de hiperconvergencia de la serie» (*).

El objeto de la primera parte de esta nota es resolver esta cuestion
demostrando que en las series de Dirichlet

j!(s) — E ane—lns
n=1
cuya sucesion de exponentes | hy, | tiene densidad mdxima infinita la abs-
cisa de hiperconvergencia (estrecha o no) puede ser mayor o igual que la

(*) Progrés récents de la théorie des séries de Dirichlet, pdgina 103, col. Borel,
Paris, 1933.

(*) Libro citado, pdgina 176.

(*) Esta cuestién se encuentra asi planteada en el libro de V. Bernstein citado,
pédginas 193-4.
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de holomorfia, contrariamente a lo que sucede en las series en que
{ % } posee densidad méxima finita, en que ambas abscisas son nece-
sariamente iguales. Objeto principal de la segunda parte es dar un
teorema que relaciona las abscisas de hiperconvergencia y holomor-
fia de las series en que | X, | tiene densidad maxima infinita.

2. Siguiendo la notacién de V. Bernstein () designamos con H, 0,
S, C las abscisas de holomorfia, hiperconvergencia, hiperconvergencia
estrecha y convergencia respectivamente.

Comenzamos formando la serie (e Dirichlet :

fl) =2 (—1)re—™s [1]
en que

. 1
7\27,‘ = ln, /‘27L+ 1 — l'n “1— n—(ﬂ,+—]),

para la cual se demuestra que
—oo=H<O0=8=—1<0=0, (2]

y que por tanto resuelve la primera parte del problema de Bernstein.

Se demuestra :
@) Si en la serie [1] se agrupan los términos de lugares 2n y 2n--1,
la serie de polinomios exponenciales obtenida :

1
(G—sln — e—s (m—{—n (‘)L-{—l)))

-

converge uniformemente en todorecinto finito del semiplano R(s) >—1
con lo cunal resulta
0<8<—1;
b) Cualquier sucesién parcial de la sucesion total de sumas parciales
de la serie numérica

38

. 1
U, (‘um =n, Yoy o = — NEPOF 1’)
1

obtenida haciendo s = — 1 en|1], es divergente, con lo que resulta:

— 1< 0y, por tanto

¢) La serie de Dirichlet

o(s) =3 (— 1yre—

Sk

(*) Loc. cit., paginas 32-33.
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define una funcién analitica regular en s =0, ya que por formar sus
exponentes una sucesién de densidad maxima finita se le pueda apli-
car un teorema de V. Bernstein (Y).

Pero de un teorema de Hardy (*) resulta que por ser ¢ (s) holo-
morfa en s =0 es f'(s) una funcion entera, es decir, H = — oo con lo
que queda demostrada la relacién [2].

3. Queda en pie la parte de cuestiéon relativa a si necesariamente
una banda parcial de la banda de holomorfia es campo de hipercon-
vergencia, en estas series. La contestacion es negativa, como se ve
aplicando el método precedente a la serie

(____ 1)n+ 10—«sln

=028

para la que resulta =

4, También en las series con sucesién g?\né de densidad maxima
infinita puede presentarse el caso de que H=0=38 >, es decir,

(") El teorema se enuncia asi : Sea la scerie
F(8) = Zane— In$

de abscisa de convergencia finita y cuya sucesién de exponentes |} § es wmedible y de
densidad D. Una condicion mnecesaria y suficiente para que f(3) sea holomorfa en
R (5) <C 0 sobre el segmento |t | < 1 del eje imaginario es que exista una funcién p (2)
tal que : 1° Sea holomorfa en el sector

arg z _-_<_d<E
9

y satisfaga en 61, por pequeiio que sea <y para | z| suficientemente grande, la condicion
|9 (2) | < eltzp—e)[sent| +e[r;
.20 Para todos los valores de n : 9 (Jn) = anC' (Jn), loc. cit., pdgina 103.
(®) El teorema se enuncia asi : 8¢ la serie

Sane—ns

tiene abscisa de convergencia finita y la serie ;
Sane—Sein

define una funcién holomorfa en el origen, la funcion definida por la serie
Sape— S

es entera. (The application to Dirichlet’s series of Borel’s method of summation, Proc.
London Math. Loc. cit., tomo VIII, 1909.)
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hiperconvergencia estrecha en que todo el semiplano de holomorfia,
que es el dnico caso que se presenta en las series en que | %, | posee
densidad maxima finita estudiadas por V. Bernstein.

Il mismo método seguido en los ejemplos anteriores conduce a
demostrar que, en efecto, para la serie :

(— 1= Dyp=1In, hepi,=IMn-Fe?—e(n+1)]

=t 8

se verifica :
>0

5. Con las hipétesis hechas para la serie Y a,e— ™ en el teorema de
1

Bernstein enunciado en la nota () y en virtud de otro teorema de
Bernstein (*) se pueden agrupar los términos de aquélia serie, obte-
niéndose una serie de polinomios exponenciales

1) :°§ Py (5) [3]

hiperconvergente en el semiplano R (s) > — & y se puede poner en
forma de serie de Dirichlet de coeficientes variables:

oo

J(s) =Y Ar(s)e=™ 4]
1
en que los coeficientes verifican la acotacion :

| Ay (s) | < e =, 15]

y consideramos la serie

o (8) = Sane—* Ui

y la de polinomios correspondientes a la [3]

se ve facilmente que

Pels) = I‘ts)r Py (2) @°— ' 7]

(") Loc. cit., pagina 128.

(*) Bemerkungen zum Konvergenzprobleme..., Rend. Pal., 1913.

|
|
|
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de donde se obtiene con un cileculo sencillo la acotacion :

< g— =2 lp—s. Ui, [8]

l P (8)

que permite afirmar que la serie [6] converge uniformemente en todo
recinto flnito del plano s. Esto nos conduce a enunciar el siguiente
teorema :

I. Sea ;7\,,§ medible y de densidad D. Si la abscisa de convergencia
de la serie :

e S

f (5’) =

=078

es cero, ¢s condicion suficiente para que la serie

a6 Ui

(=

-G

~tg

admita una sucesion parcial hiperconvergente em todo el plano, que
exista una funcion & (z) holomorfa en

largz| <a<C

rof A

y tal que se verifique en este sector para | z | suficientemente grande, y por

pequeito que sea <, la condicion

| ¢(z)| <6~a~[hcns(-)——ﬂ)|sen(-)\—sj (h>0, 2'—’)'67.'0)
Yy que ademds para todo valor de n sea
O () = a,C' (ha).

Para la abscisa de holomorfia se obtiene un resultado analogo me-
diante los teoremas de Hardy (') y Bernstein enunciados en las notas
al pie (1) y (*) de 1a pagina 73.

II. En las mismas hipdtesis del teorema I, es condicion suficiente para

que la serie
o (3> — Eang—s. Lin

defina una funcion entera, que exista una funcion ¥ (2) holomorfa en

wee| <asl

(*) Hardy-Riesz, pdgina 18.
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y tal que se verifique en este sector para |z | suficientemente grande y por
pequeito que sea & la condicion

| Y (z) | e—7[lcos® —=D|sen & | — 1} (h >0, ‘)"8’“‘)
¥ que ademds para todo valor de n seq
U (ha) = @, C’ ().

Se observa que en ia condicién final de este teorema no aparece
h >0 como en el teorema I. '
Si suponemos h =0 de la formula |7] se obtiene la acotacion

_p.’.: (8) | < l\!I{LX

tr: (5) | €= St [9]
mds general que la [8]. Ello nos permite enunciar el siguiente teo-
rema :
III. Si la abscisa de convergencia de la serie
JSs)=Za,e—™s

es cero y si ademds ewiste una funcion ¥ (2) con las propiedades seinaladas
en el teorema 11, la abscisa de hiperconvergencia estrecha de la serie

QJ (S) — _\:a,ﬁ—sl'/...

estd determinada por la formula

log [Max | Ay (s) ]
D\nk

S =1lim

Ejemplos de las series a las que se aplican estos teoremas son los
expuestos en los parrafos 2, 3 y 4.

6. Sin servirse de la acotacién [5] de Bernstein, y mediante la
expresion [7] y el teorema de los tres circulos, se obtiene un teorema
del que resulta como caso particular el teorema I :

IV. 8iuna sucesion parcial de la serie
F(8) = Sae—"s
converge uniformemente en un entorno de s — 0y la serie

o (8) = Dot
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tiene abscisa de convergencia finita, la sucesion de los mismos indices
relativa a esta serie, converge uniformemente en todo recinto finito del
plano.

7. Se observa que los teoremas precedentes han permitido obtener
las abscisas de hiperconvergencia y holomorfia de la serie

Zae—™s

de propiedades relativas a la serie

Eane—‘l.“(‘)s

en que x,() =e¢™ suponiendo que {2, | sea medible o, mas general,
de densidad méxima; pero si § x4, | no es de densidad méxima finita,
y silo es la sucesion { 1,0 | (tal que %, = ¢*(), una aplicacion rei-
terada de los teoremas precedentes permite pasar de las propiedades
de la serie

Eane—-’ms

a las abscisas de hiperconvergencia y holomorfia de la serie

w — s,
RN

¥, en general, de la
Ta,e—ms
<t

ala
Sae S,

Ahora bien, se demuestra facilmente al siguiente teorema :

V. Dada una sucesion | hy, { de densidad mdxima infinita, entre las
sucesiones | i, ® | existe una primera, para un cierto valor finito de k,
que es de densidad mdxima finita.

Este teorema final pone de manifiesto el alcance de nuestros teo-
remas que se extienden, pues, a toda las series de Dirichlet.

8. Recordemos finalmente el importante teorema de Bohr (8)
siguiente :

Sea la serie
J(8) =Zane— "

cuyos exponentes verifican la condicion

l—i—n—llog n

= L <+~ o0,

hn
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mientras que sus coeficientes a, son tales que

—-mlog\an\_o
~ - Y

An

supongamos ademds que f (s) es holomorfa y de orden finito k en un cierto
semiplano R (s) > q, entonces se verifica que la abscisa de hiperconver-
gencia es :

s+ EkL
OS 14k

Una aplicacién del ejemplo del § 3 consiste en probar que la aco-
tacién dada por el teorema de Bohr no puede mejorarse, en general;
pues si para dicha serie fuera

G ﬁ 7CIJ
1% ?

0<——

[0l

teniendo en cuenta que para dicha seriees L=1, y

si se toma

resulta

lo que estd en contradiceion eon lo demostrado en § 3.

Madrid, diciembre de 1936.
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Algunes complementos a la teoria de limites de las funciones
reales en espacios abstractos

Por J. Rey Pastor

(Buenos Aires)

TEOREMAS SOBRE LIMITES DOBLES. — Como complemento a la
teoria desarrollada en nuestra «Teoria general de funciones» (%),
definidas en espacios topologicos, damos algunos teoremas cuya demos-
tracién, que omitimos por falta de espacio, es sencilla, apoyandose
en los fundamentos allf expuestos, o bien en las cldsicas lecciones de
Hahn.

Sea f(®, y) una funeién real definida en un semientorno del punto
(0, ¥o) el espacio abstraeto topolégico E, X By, es decir, en un semi-
entorno X, de @, y en un semientorno Y, de y,. Adoptaremos estas
notaciones :

limy, f (, y) = L () limg, f (w, y) =1 (y)
lim, L(y) =1 limy, I (%) =1
limg,, 4,/ (@, ) = A limg, 5, f (0, y) ="

De acuerdo con los conceptos introdueidos en nuestra citada obra,
estableceremos las siguientes definiciones :

La oscilacién superior de f(x, y) en el punto x, es uniforme hacia
arriba en el conjunto Y si para cada : >0 hay un semientorno X, (z)
de w, tal que para eada x de X, (s) y cada y de Y se verifica:

(@, y) <Ly +-« (0 << X, (g), y << Y). (1)

Diremos que la oscilacion superior es uniforme hacia abajo en 'Y
si en cada semientorno X; de «, hay algan punto x; tal que

@y >Lp)—e (@< Xy y< Y). (2)

Anilogamente se dird que la oscilacién inferior en %, es uniforme
hacia abajo en Y si para cada ¢ >0, se verifica:

Flo,y) >1y) —« (<X, (s) y<<Y) (3)

(*) Cnrso dictado en la Universidad de Buenos Aires, capitulo I, 1935.



80 COMUNICACIONES

y uniforme hacia arriba si

Flay) <l e (<X, y<Y) (4)

Diremos que la oscilacion superior (inferior) hacia arriba o hacia
abajo es uniforme en el punto y, si las condiciones anteriores se veri-
fican en un conjunto Y (¢), semientorno de y,, que depende de <.

Sien (1) se sustituye L (y) por f(«,, y) resulta la continuidad supe
rior respecto de x, wuniforme en Y ; y sien (3) se sustituye I (y) por
JS (2, y) resulta la continunidad inferior respecto de x, uniformeen Y.

Si en esta continuidad lateral respecto de la variable X, uniforme
respecto del pardmetro y (también llamada equicontinuidad) el con-
junto Y es un semientorno Y, (z) de y, dependiente de ¢, resulta la
continuidad superior o inferior, uniforme en el punto y,.

Finalmente, la continuidad respecto de x uniforme en el punto fijoy,
es la suma de ambas continuidades y puede caracterizarse también asi:
‘f(”, y)'—f(wo y)|<5 (< X, (g), Yy <Y, (g)
siendo Y, (¢) un entorno de y, dependiente de z, mientras que en la

equicontinuidad es fijo.
Los teoremas anunciados, de los cuales se pueden deducir muchos

otros aplicables a series, integrales en campos infinitos, etec., son los
siguientes :

TEOREMA I. — 8% la oscilacion superior de f (x, y) en x, 65 uniforme
en el punto y, hacia arviba, es A <Li; si es uniforme hacia abajo, es
A>T

Por tanto, si es uniforme en ambos sentidos es A = L.

Anélogamente, si la oscilacién inferior es uniforme hacia arriba
es 1 <I, y si es uniforme hacia abajo es » > 1.

TrorEMA II. — Condiciones necesarias y suficientes para la existen-
cia del limite doble A =7 en el punto (@, Y,) S0w:

1° Oscilacion en x,, superior hacic arriba e inferior hacia abajo,
uniformes en el punto v, ;

2 L=1

Que estas condiciones son suficientes resulta como corolario del
teorema anterior. Condiciones equivalentes, necesarias y suficientes,
se obtienen permutando x, con v,.

TrOREMA III. — Condiciones suficientes para la continuidad supe-
riov (inferior) de f (x, y) en el punto (x,, ¥,) 500 :

SR
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1° Continwidad superior (inferior) en x, de la funcién f(®, y.);

2° Continuidad superior (inferior) de f (x, y) respecto de » en ®,, uni-
Sforme en el punto y,.

Su demostracién directa es sencilla y mas breve todavia es dedu-
cirlo del primero.

TrorEMA IV. — COondiciones necesarias y suficientes para la conti-
nuidad de f (v, y) en un punto (x,, y,) son :

1° Continuidad respecto de y en Y, pare & == @, ;

2° Oontinuidad respecto de © en w,, uniforme en el punto y,.

APLICACION A LOS ALGORITMOS INTEGRALES DE CONVERGEN-
CIA. — En diversas ocasiones hemos expuesto un doble teorema (')
sobre los algoritmos integrales de convergencia, andlogo a los ya
conocidos para los algoritnos sumatorios y que se extiende facil-
mente a las curvas sitnadas en un espacio topolégico :

TrEOREMA I. — Son condiciones SUFICIENTES para la conservacion
del limite nulo de las sucesiones y funciones acotadas :

'q
1) lim %, (£) =0 lim j K, )| dr=0

t—>t, t—>t, J»

para todo intervalo finito (p, q) siendo t, un punto de un espacio topols-
gico y v un pardmetro real que define el camino de integracion (¢, oo).

IT) }:|)\,.(t)|<K j 7\(r,t)|do'<K
¢ c
para cada t de un semientorno T, de t,.
Es deecir, de las condiciones I y II se deduce :

(1) Series divergentes. Curso de 1926, Madrid, 1927. Un algoritmno general de con-
vergencia, en Rev. Mat. Hisp.-Amer., 1929. Teoria de los algoritmos lineales de con-
vergencia y de sumacién, Buenos Aires, 1931.

Aunque nuneca atribuimos importancia a este teorema (véase el prélogo del
libro citado) por existir ya los modelos de Lebesgue y Toeplitz en problemas
andlogos, el sefior Raff parece concedérsela excesiva, cuando tanto empefio pone
en asignar la fecha de 1929 a la memoria publicada por su maestro y colega de
la Universidad de Tiibingen, el profesor Knopp, en Math. Zeitschrift, volumen 31
(1930), quien demostré independientemente el mismo teorema. Véase la resena
del seiior Raiff en el Jahrbuch iiber die Fortsch. der Math., 551, pdgina 124, sobre
nuestra nota, y en el 55,1 (aparecido en 1936, aunque lleva la fecha de 1929),
gsobre la memoria de Knopp.

Lamentamos la molestia que parccen causarle las fechas, pero nada cabe hacer
para remediarlo.
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Si s (1) estd acotada y si s (1) > 0 para ¥ — oo se verifica :

"30
lim nr,t)s(r)dr=0.
t—>o0 Je

De este teorema resultan ficilmente condiciones suficientes para
la regularidad del algoritmo (conservacién de limites finitos), agre-
gando la condicién :

o0 o0
11T) lim} % () =1 lim| A(r,t)dr=1.
t—>t, ¢ >, Je
En nuestro libro ya citado (%), pagina 44, completamos este teo-
rema con otro que parcialmente es reciproco, cuyo enunciado copia-
mos literalmente :

« TEOREMA IT. — Hs condicion NECESARIA para la conservacién de
los limites nulos que para cada valor de r se verifique :

q
Y limx(#)=0 lim j A, t)dr==0 para t->oco.»
»

Salta a la vista que si bien para las sucesiones s, la condicién nece-
sarie de la izquierda lim X, (r) = 0 es la misma que la condicién sufi-
ciente, contenida en el teorema I, no acontece lo mismo para las fun-
ciones s (r), pues en esta condicién necesaria figura como integrando
el factor de convergencia A (r,?), mientras que en las condiciones
suficientes figura el valor absoluto | & (v, t) .

Tenemos, pues, para las funciones s (), dos condiciones necesarias :

) lim Jq A, 8 dr—0 ) r 0 (r,8)| <K

»

y dos condiciones suficientes, I y 1I, claramente separadas en los
enunciados y en las demostraciones. Sin embargo, el sefior Raff, quiz4
por causa del idioma, lo ha entendido de otro mode (*).

(') Debemos declarar, en justificacién de la agria critica (Jahrbuch, 57y, pdg. 255)
que en algunos parrafos del libro (recopilacién de apuntes de clase, cuya acciden-
tada impresién ya insinuada en su prélogo, obligé a lanzarlo incompleto en forma
de fasciculo primero, cortando varios capitulos, la resefia histérico-bibliogrdfica y
hasta el indice general) se deslizé la frase condiciones necesarias y suficientes, siendo
innecesario aclarar que estrictamente se refiere a la columna de la izquierda
(sucesiones); para la columna de la derecha (funciones) convendria quizds agre-
gar «y las» antes de la palabra suficientes, y asi se hizo ya en la fe de erratas
agregada al libro para evitar malentendidos. Inconvenientes son éstos de la
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En la conferencia dada en 1933 en el Seminario Matematico ¢ Fisico
di Milano (') hemos subrayado esta laguna existente entre ambas
condiciones, adoptando como punto de partida en la definicién de los
factores Ia condicién necesaria

(]
I lima, () =0 lim § W, t) dr =

t—>t, t—>t, Jp

que es la menos exigente, a fin de completarla con condiciones suple-
mentarias en cada tipo de problemas, a la manera de Lebesgue. He
aqui el parrafo aludido (pag. 195), copiado literalmente () :

« Il teorema fundamental expresa :

« Para todo factor de convergencia se verifica :

i 8 —>0 también S (&) — 0.
« St existe coeficiente de convergencia y

8. —>8 se verifica S (t)— %s.

exposicién simultinea, de dos teorias, cuya correlacién no es completa, agravada
con la limitacion de espacio, que obligé a una condensacién excesiva ; pero estan-
do como estdn bien bien claros los enunciados y las demostraciones de los dos
teoremas fundamentales, todo lector de buena fe deberd interpretarla correcta-
mente ; preferimos, pues, la explicacién arriba apuntada, que es lamds favorable
al riguroso critico.

También es interesante reproducir su otra censura : « El relator considera como
falta grave que escasean las indicaciones bibliograficas; una obra que pretenda
ser estimada como trabajo sistemdtico y propulsivo no puede prescindir de ellas
y ciertamente no hay imposibilidad de agregar datos bibliogrdificos aun en las
circunstancias mds dificiles ».

Criterio tan estrictamente germdnico, erigido en dogma, condena sin apela-
cién a casi toda la literatura matematica francesa, pero deja indenne del ful-
minante anatema a nuestro modesto trabajo, cuyos capitulos finales y bibliografia
completa hasta el dia, esperan pacientemente que la comisién de publicaciones de
la Facultad disponga de fondos para imprimir los pliegos restantes que deben
completar el faseciculo. Un resumen de ello, forzosamente breve, fué publicado
aparte.

() Rendiconti del Sem. Mat. Fis. Mil., volumen V1I, 1933.

(%) Solamente hemos corregido una falta de puntuacién : un punto y aparte que
debfa ser punto y seguido, o viceversa ; bien insignificante si se tiene en cuenta
que fué impresa la conferencia en castellano y sin ver nosotros las pruebas.

También estd bien claro el pdrrafo que sigue relativo a las sucesiones :

« Para que la sumatriz de toda sucesion convergente tenga limite finito es pre-
ciso que exista coeficiente de convergencia finito. Como corolario resulta que las
condiciones necesarias y suficientes para la conservacion de todos los limites fini-
tos son : que se cumplan las condiciones 1 y II y exista coeficiente A = 1. »



84 COMUNICACIONES

« Reciprocamente, para que la sumatriz de toda variable que tienda a
cero tienda también o cero, es NECESARIO que las funciones h, (f), X (r, ?)
sean factores de convergencia, es decir, cumplan las condiciones 1y I1.»

Todo lector verd claramente que en la primera parte (condiciones
suficientes) s6lo se citan las sucesiones s,, y en la segunda (condiciones
necesarias) se habla de toda variable (sucesion o funcién) y se escriben
ambos tipos de factores %, (t), »(r,¢). Sin embargo, el escrupuloso
critico tubinguiano (y aqui no cabe la disculpa del idioma, pues se
trata de férmulas) nos atribuye como textual un enunciado elaborado
a su manera, compuesto con un trozo de la definicién, otro del teo-
rema y otro original, de cuyo conglomerado resulta la conclusién
inexacta que necesita para poder afirmar que el problema por él
abordado en su memoria de Math. Zeitsch., pazina 605 (1936), es
nuevo ().

Esta novedad es muy relativa después de los nummerosos traba-
jos publicados sobre integrales singulares, de los cuales se pueden
cosechar métodos y resultados ttiles parala teoria de los algoritmos;
y por ello no concedimos mayor interés que el diddctico a nuestro
complemento posterior (*) encaminado a llenar la laguna entre las
condiciones necesarias y las suficientes, sin mas que utilizar, conve-
nientemente modificada, unaidea de Lebesgue contenida en su famosa
memoria de los Annales de Toulouse. Asi dimos como suficiente para
la conservacién de limites nulos, el siguiente criterio intermedio entre
las condiciones expuestas en los teoremas I y II; criterio que resulta
también necesario :

17, Condicidon necesaria y suficiente para que un factor de convergen-
cia (es decir que cumple las condiciones 1' y II) conserve los limites
nulos de las funciones acotadas es que la integral indefinida de su médulo
sea uniformemente continua respecto de r en el punto t,.

Como es sabido, toda integral indefinida es funcién continna de 7
la tinica condicién que le imponemos es por tanto la wniformidad en
el punto %, a la cual se le pueden dar formas muy variadas, y de este
teorema fundamental se deducen los otros, como ya se expuso en
nuestro libro.

El sefior Raff parte en su Gltima memoria ya citada de otro crite-
rio que en esencia coincide con el dado por Lebesgue para la conver-
gencia de la sumatriz de toda funcién integrable y acotada; pero

() Jahrbuch, volumen 59y, pagina 968.

(*) Asociacién espafiola para el progreso de las Ciencias, 1934.
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estudia en especial los modificaciones que deben introducirse para
las integrales de Riemann y llega a este resultado (1) :

Las condiciones necesarias y suficientes a fin de que para cada fun-
cién f'(r) de la clase C exista la correspondiente S () en un entorno
de t, y sea lim S (¢) = 0, son las siguientes :

(1) Que A(r,t) sea absolutamente integrable en un entorno de ¢, y
exista un ntiimero M > 0, tal que para cada ¢ de un entorno de ¢, per-

manezca
fm| %, )| dr <M

(2*") Que para cada intervalo ¢ tal que sea positiva su distanecia al
punto singular r,, exista
lim [ (r, ¢) dr = 05
t—>t,
(3") Que para cada sucesién de conjuntos N, parciales de M tales :
1° que », esté a distancia positiva de un cierto N,;
2° que N,y sea conjunto parcial de N,;
3° que para cada 7 sea

lim |iM, | =0,
. 720 )
se verifique :
lim [y X (», )| dr =0.
AP 00
t—>t,

La generalidad de este teorema es mas aparente que real (%), y su
contenido se reduce en substancia a ésto : las condiciones necesarias
y suficientes son :

(1) Claramente se ve que es nuestra condicién II;

(2*) Aclarado (véase nota ! al pie) el barroquismo de la expresion,
es evidentemente idéntica a nuestra condicion I’;

(*) Adoptamos nuestra notacién para las variables, a fin de facilitar la compa-
racién.

(*) En efecto, las demostraciones de Lebesgue que este genial ereador se com-
place en dar bajo la apariencia m4s modesta y con el mdximo alcance, se aplican,
sin esfuerzo ni gloria (bien lo sabia Lebesgue sin decirlo), a integrales definidas
en conjuntos medibles cualesquiera ; y considerar integrales de Riemann sobre
conjuntos cunalesquiera medibles es sacar las ideas de quicio. Puesto a generalizar,
pudo hacerlo a los espacios abstractos, siquiera a los méfricos, ya que no a los
topolégicos, como hemos hecho en los teoremas que inician esta nota ; y asi habria
podido notar el autor cudn impropia resulta su expresién, que aplicada al caso de
los intervalos dice « que el punto oo tenga distancia positiva del intervalo i»
para expresar la simplicisima condicién de que éste sea finito.
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(3/) Sin mas que aplicar nuestro teorema 2 6 4, o bien directamente,
resulta inmediatamente que equivale a nuestra condicién 1”.

El criterio del sefior Raff coincide, por consiguiente, con uno de
los nuestros.

Conviene puntualizar ademds, para delimitar claramente la fron-
tera entre las condiciones necesarias y las suficientes, que las condi-
ciones I’ y II, dadas como necesarias en nuestro teorema II relativo
a los algoritmos de convergencia, son también suficientes si el factor
A (r,%) esta acotado desde un valor de { en adelante, como acontece
en todos los algoritmos que por ofrecer interés han merecido estudio
especial.

Diciembre 1936.

Nota. — A punto de tirarse este pliego llega una carta del doctor Raff en que
da amables explicaciones, proclama la exactitud de nuestros teoremas y reco-
noce las inspiraciones que debe a nuestro trabajo.
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KaRrRL MENNINGER, Kulturgeschichte der Zahlen. Verlag Ferdinand Hirt.
Breslau, 1934.

Uno de los capitulos més interesantes de la historia de la cultura es sin
duda la historia del niimero, de los pronombres numerales y de los sistemas
de la nameracién. No habia hasta ahora un libro que abordara especifica-
mente este tema, iluminando sus midltiples facetas, y esclareciendo el estre-
cho nexo que liga el nimero con las demas expresiones histérico-culturales
de un pueblo, y, en especial, con el mito y con el lenguaje. La obra de KXarl
Menninger llena cumplidomente este vacio. El antor revela conocer a fondo
las fuentes histéricas, monedas, inscripciones, documentos, ete., que valora
e interpreta de acuerdo con los modernos métodos de investigacion histéri-
ca. Se requieren para ello conocimientos de muy variadas disciplinas: gra-
mética comparada, etimologia, seméntica, diplomética, y, en general, todo
lo atafiedero a la historia de la cultura.

El libro contiene una cantidad notable (170) de interesantes ilustraciones,
y un detallado indice acrvecienta aun mas su utilidad. — 4. G. D.

Aporr Scamipr, Tafeln der Normierten Kugelfunktionen. Engelhard-Rey-
her Verlag, Gotha, 1935.

Una parte considerable de la Fisica estd sintetizada en la ecuacién de
Laplace; de ahi la importancia de las diferentes clases de funciones esfé-
ricas (polimonios de Legendre, funciones esféricas asociadas, funciones tese-
rales de Maxwell, ete.), todas las cuales son soluciones de esa ecuacion.
Y el interés que esas funciones presentan ha ido en aumento en los dltimos
afios, con la rdpida constitueién de la geofisica en disciplina tedrica. En efee-

_to, en esa ciencia es fundamental el problema de la representacién de nna

magnitad (funeién) definida en los puntos de la esfera; y, paraello, el procedi-
miento adecuado es precisamente el desarrollo en serie de funciones esféricas.

Ya existian ciertamente algunas tablas de funciones esféricas particnla
res; pero ellas han aparecido en publicaciones académicas de dificil acceso
(con excepcion de la tabla de polinomios de Legendre contenida en la cono-
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cida obra de Jahnke-Emde); y, en general, sus autores no han consultado
las necesidades del matemdtico aplicado (geodesta, geoffsico, ete.), que usa
las funciones esféricas sélo como nn medio, y para el cual es esencial llegar
al nimero. Precisamente esa constante preocupacién por las necesidades
del matematico practico es lo que da fisonomia propia a las presentes tablas,
que permiten resolver los dos problemas siguientes : 1° dados los valores de
una funcién en ciertos puntos situados en paralelos de la esfera, calcular
los coeficientes del desarrollo de esa funcién en series de funciones esféri-
cas; 2° evaluar numéricamente la suma de un cierto nimero de términos de
una serie de funciones esféricas, cuyos coeficientes se conocen. A este obje-
to sirve nna tabla de funciones esféricas asociadas normadas.

Como el autor hace notar, las funciones normadas presentan grandes ven-
tajas sobre las usuales (en las que no figura el tfactor de normalizacién) para
los céleulos numéricos. Figuran también los logaritmos de las funciones
asociadas, y asimismo existe una tabla de las derivadas de esas funciones.

Una coleccién de férmulas (teoremas de adicién, representacién por me-
dio de integrales, etc.), acrecienta la utilidad de la obra. — 4. G. D.

ArTUrO Haas, Athomiheorie, Walter de Gruyter, Leipzig, 1936. Un volu-
men de 292 pdginas, RM. 8,50.

Si grande fué la reforma de este acreditado libro, al aparecer en segunda
edicién, no es menos considerable la transformacidon sufrida para reapare-
cer en esta su tercera impresiéon, enrviquecida con los trabajos recientes so-
bre el nicleo, sobre la radiacion corpuscular, la espectroscopia y la estruc-
tura del 4tomo y las modernas aplicaciones de la mecénica ondulatoria.

Subsiste, sin embargo, el juicio emitido por Sommerfeld en 1910 : no
cabe una exposicién elemental mejor de la fisica atémica, ni mas cuidado-
samente escrita. Y también puede repetirse otro juicio autorizado : si exis-
te algnien capaz de dar a los temas dificiles la apaviencia de sencillez, sin
llegar a la incorreccién, es el autor de este libro.

He aqui el contenido : I. Electrones, dtomos y cuantos de luz; II. Fun-
damentos de la mecdnica cudntica; III. Los-espectros del 4tomo ; IV. Los
rayos Rontgen ; V. Los nicleos atémicos; VI. Las moléculas; VII. Las
acciones mutuas entre luz y materia.

En un apéndice se compendian : un resumen de los diversos capitulos,
de acuerdo con la landable costumbre del autor, seguida en otros libros;
tabla de abreviaturas y tecnicismos ; las constantes universales de Ia fisica
atémica ; bibliografia ; indice alfabético de materias.

La exposicién estd hecha hdbilmente, eludiendo los conocimientos de
matemdtica superior que de otro modo serian necesarios, y hace el libro
accesible a los fisicos experimentales y aun a todas las personas cultas, que
carecen de tal preparacién especial. — R. P.
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J. B. Pomuy, Caleul de probabilités, Gauthier-Villars, Paris 1935. Un vo-
lumen de 90 péginas. Fr. 25.

Modernamente se suceden sin interrupcién importantes estudios para fun-
damentar sélidamente el cdleulo de probabilidades; pero al lado de esta
corriente, y sin preocuparse de ella, prosiguen los téenicos haciendo apli-
caciones, cada dia m#ds interesantes, de esta disciplina, a las mds variadas
ciencias y téenicas. El folleto del conocido autor de excelentes tratados de
fisica, entra de lleno en esta segunda tendencia, adoptando los conceptos
clisicos, encadenando con ellos los teoremasbésicos de Bayes, Poisson, ete.
mids algunos teoremas modernos como el de Ocagne, y haciendo inmedia-
tamente aplicaciones a la telefonia y teorfa cinética de gases.

Il libro lleva este membrete : Conferencia en lu escuela superior de elec-
tricidad ; pero claro es que si tal fué su origen, ésta ha sido ampliada hasta
constituir un compendio muy 1til como introduceién de esta ciencia. — R. P.

J. PrrseNrir, Hsquisse du progrés de la Pensée mathématique, des primi-
tifs an IX® Congrés international des Mathématiciens. Hermann, Paris,
1935. Un volumen en 8° de 160 paginas. Fr. 15.

Para el lector profano en matemdticas y no suficientemente culto, son
peligrosos tales titulos llamativos, frecuentes en libros de vulgarizacién.
Quien s6lo posea como pertrechos matematicos los vagos recuerdos de las
fatigas sufridas en el bachillerato con el insoportable Euclides, puede qui-
z4s hacerse la ilusién de haber recorrido los cuarenta siglos de progreso de
esta ciencia, tras de una lectura superficial (pues mds profunda no le seria
posible) de estas breves piginas; muchas menos de las que necesita cual-
quier novelista para relatar las peripecias de unos vulgares amores contra-
riados. El lector inteligente se dard cuenta, sin embargo, del verdadero
significado del titulo ; no se trata de una historia de la matemdtica, ni de un
libro de metodologia de esta ciencia; pero estd mds cerca de esto que de
aquello. Es en verdad, una amena y sugestiva introduceién, casi diriamos
un aperitivo, para poder deglutir la indigesta mole del Brunschvieg. Mds
parecido tiene con el precioso volumen de Boutroux, pero abarca mis ex-
tenso periodo, comenzando su exposicién por la rudimentaria ciencia de
los pueblos primitivos.

Ante la imposibilidad de penetrar en el hondo significado de las diversas
teorias, que forman cadena demasiado pesada para los profanos, se esfuer-
zan estas utiles exposiciones en mostrar 1a fisonomia de la matemadtica en
cada era, entroncdndola en el paisaje cultural de su tiempo, que refleja su
cambiante color sobre todas las creaciones humanas. — R. P.
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E. Torxier, Wahrscheinlichkeitsrechnung und allgemeine Integrationstheo-
rie. B. G. Teubner, 1936. Un volumen de 4> de 160 pdginas. Enc.
RM. 12.

Entra de lleno esta obra en la primera de las dos tendencias antes sefia-
ladas en estas mismas paginas. Quien desee utilizar el cdlculo de probabili-
dades como instrumento para efectuar aplicaciones a otras disciplinas y se
encuentre con que la mayor parte del libro (L00 pags.) estd dedicada ente-
ramente a la teoria de los sistemas de conjuntos abstractos, de la medida
de conjuntos, v de la integracion en los espacios abstractos, antes de apa-
recer.la palabra probabilidad, se sentird un tanto sorprendido, al comparar
éstas con otras exposiciones en que se comienza por la definicién (o seudo-
definicién) de esta palabra. Y sin embargo, para quien no se sienta satis-
fecho con vagas intuiciones que se desmoronan apenas se someten a un
somero andlisis, y sienta repugnancia por los bellos juegos de palabras
armoniosas combinadas en perfecto circulo vicioso, no hay en verdad otro
camino.

El concepto de probabilidad es aditivo y vana serd toda teoria que no se
prencupe de analizar a foundo el concepto y propiedades de las funciones
aditivas de conjunto. Algunas teorvias rigurosas de la probabilidad tuvieron
éxito efimero ; tal la de von Mises fundada en el concepto de colectivo, el
cual, por desgracia, ha dado origen a antinomias que obligan a abandonarlo
No mis sélida es la edificacién puramente formal basada en la analogia de
las propiedades de la probabilidad con la medida besguiana, que condujo a
identificarlas sin mds detenido andlisis. Es, por tanto, problema no resuel-
to la construceion cientifica del cilculo de probabilidades y en este sentido
representa el libro del nuevo profesor de Gottinga una estimable contribuecién.

Después de la exposicién muy completa de las propiedades de los cuer-
pos y anillos aborda de modo original la teoria de la medida, la cual des-
cansa sobre cuatro postulados : existencia de la medida; descomposicién ;
continunidad ; monotonia.

Desarrolla después la teoria de las funciones medibles y de la integral,
con mds amplin generalidad de la que seria indispensable para abordar el
problema de las probabilidades. Ocupn esta parte propedéutica los dos tercios
de Ta obra, y aborda en la segunda parte la teoria de la probabilidad, cuyo
desarrollo es ya ficil una vez preparados todos los recursos matemaéticos.

Lios axiomas de la probabilidad abstracta inspirados en sus propiedades
intuitivas corresponden exactamente a lo establecido en la primera parte
del libro y llega asi a los teoremas de adicién y multiplicacién (probabili-
dades totales y compuestas) y al cldsico teorema de Bayes. Finalmente,
mediante el estudio de las funciones escalonadas asociadas, demuestra los
teoremas asintéticos de Bernoulli y de Poisson.

Representa, en suma, la obra analizada, importante contribucién al cél-
culo tedrico de probabilidades. — R. P.
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