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EL PROFESOR GEORGE D. BIRKHOFF
Y SU INFLUJO EN LA ARGENTINA

Todos los miembros de la UNION MATEMATICA ARGEN-
TINA que conocieron al profesor Birkhoff, y al conocerlo queda-
ron prendidos en los lazos de su amistad y encantados por la sim-
patia que irradiaba su excepcional personalidad, rinden en esta
breve pagina dolorido homenaje al que fué su colega honora-
rio, elegido por aclamacién, quien aprecié como nadie la teso-
nera labor de nuestra asociacion, que consideraba admirable
y hasta heroica, en ambiente tan poco propicio.

En el confin de los dos siglos, el gigante pais del norte
habia alcanzado ya su plenitud fisica; pero los valores cultu-
rales mas nobles apenas se insinuaban. En el campo matematico
pudo Birkhoff proseguir la obra iniciada por Peirce, Gibbs,
Bocher, Moore, Osgood, luchando con la falta de ambiente, na-
tural en todo pais nuevo, regido por el pragmatismo de los es-



forzados pioneers que edificaron la nacién y organizaron la
explotacion de sus riquezas.

Quien luché por aclimatar la investigacién cientifica en
pais de gloriosa estirpe intelectual, pero de orientacién utilita-
ria, urgido de prisa en cosechar tempranos frutos, sabia por
experiencia propia cuan delicada planta es la investigacién des-
interesada en las ciencias abstractas y cudn facilmente se ma-
logra su raquitica vida, nacida casualmente de la milagrosa
germinacién de algunas raras semillas finas, entreveradas en el
copioso grano vulgar; sabia la trascendencia que para el por-
venir de un pais tiene el defender esa fragil vida de la injuria del
inevitable viento y del pisoton brutal; hasta que las raices se
extiendan y vigoricen, y su vida quede, no ya tolerada, sino
protegida por el Estado, como importante funcién social.

Muchos de los muchos sabios extranjeros que hicieron su
tournée sudamericana, sabian muy bien esto mismo; todos ellos
se dieron cuenta de la misera vida de esta incipiente investiga-
cién, porque no encaja en nuestra politica universitaria, que
anles necesita nuevas catedras, con miras electorales; todos lo
vieron y comentaron en privado, pero todos se callaron con
egoista discrecion; uno s6lo se interesé por nuestro vital pro-
blema e hizo cuanto pudo para resolverlo, con generosa solicitud.

Recordemos con gratitud emocionada su inquisitivo inte-
terés por el progreso argentino, desde el mismo dia de su llegada.
Muy cortesmente supo romper €l cerco que en torno de cada
egregio visitante suele formar el pintoresco circulo de seudo-
sabios exhibicionistas, entremezclados con algtn vividor; y de-
dicando un tiempo minimo a cumplir exquisitamente los de-
beres de cortesia, consagré todo su tiempo y su alma entera a
descubrir los «j6évenes que prometen». Bajo su amistosa pero
insistente presién hubo que realizar una caza metddica en las
diversas zonas universitarias, presentandoselos uno a uno, como
él queria, para confesarlos a solas, con sigilo de sacramsznto.
Entre los muchos jévenes promisores descubrié con tan 6ptimo
método a los pocos que algo podran dar de si; y entre ellos a
los poquisimos que ya dan algo. Y preparando, tras el minu-
cioso reconocimiento del terreno, su estratégico plan de accién,
contando con la ayuda financiera de las generosas instituciones
que desparraman su proteccion sobre los paises capaces de
aprovecharla eficazmente, dirigié su acometida a las autorida-



des y personajes oficiales de diversa categoria. También éstos
son hombres que prometen. Y tras esta consoladora conclusién,
que nadie ignoraba entre nosotros, terminaron sus esperanzas
y también las nuestras.

Quien desconozca los argumentos de suprema dignidad
que suelen ser usados para defeniderse de tales sospechosas do-
naciones, puede encontrarlos entre los que us6 el suspicaz cabil-
do montafiés —segin nos relat6 Pereda—, para rechazar el
reloj destinado a la torre, que habia donado un ingenuo in-
diano enriquecido. En cuanto a la desgracia sufrida por las
donaciones de argentinos (pocas hasta ahora, ninguna proba-
blemente en lo porvenir) habria que recurrir a otro género de
literatura.

Cada hombre crea el mundo a su imagen y semejanza; el
mezquino procura interpretar peyorativamente la generosidad
ajena, que no comprende; el impotente egoista no cree en la
verdad de las investigaciones de otros, ni puede entender sus
moéviles, que juzga a su manera. Todavia no se ha aclimatado
entre nosotros la religion de la cultura y todos no podemos
comprender ciertas virtudes misticas, de idealismo generoso,
que en los grandes paises, més por su alma que por su cuerpo,
florecen con igual magnitud que sus grandes defectos. No es
parva muestra de generosidad la que nos dan al permitir a los
demés paises aprovecharse de sus inventos, sin molestarse si-
quiera en colaborar en la tarea comun, que exige cuantiosos
sacrificios.

jQue inventen ellos, que son ricos! y aprovechemos no-
sotros sus drogas curativas. Pero igmora, quien asi razona,
que la invencién no es secuela, sino causa de la riqueza.

El fracaso de la tesonera acciéon de Birkhoff en pro del
desarrollo de la investigacién matemética en la Argentina, era
fatal; pero nos queda el consuelo de haber confirmado durante
su convivencia entre nosotros la idea que ya se habia formado
al comparar la produccion de los diversos paises: sélo de la
Argentina y Perti—solia decir — cabe esperar su incorporacion
a los paises productores de Matematica; alli por sus directores;
aqui por la existencia de un nucleo ya formado de jévenes con
suficiente preparaciéon. La admirable comprensién de las au-
toridades académicas limefias va logrando, mas visiblemente ca-
da dia, este lauro para su paifs, profetizado por el gran maestro.
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No es el tema de esta apresurada nota el analisis de sus
creaciones cientificas. «Pauca sed matura» fué su lema; soélo
se asomaba a la publicidad cuando tenia algo muy nuevo que
comunicar; algo que perdurase en la ciencia, como adquisicion
duradera. Y en esta obra de seleccion, propia de una inteligen-
cia sibarita, basta citar fres éxitos que aseguran su inmortali-
dad: vencié con ingenio sumo las dificultades topolégicas ante
las que fracas6 la tenacidad del genial Poincaré, sacando des-
pués preciosas aplicaciones de la fecunda verdad entrevista por
éste, con que cerré su obra gloriosa; abrié nuevos rumbos al
Analisis con la introduccion del método topolégico, cada dia
més eficaz; demostré el teorema ergoédico, con alcance que na-
die sofiaba. ,’

No es preciso analizar mas de su obra, en la que hay sin
duda otras importantes novedades; con estas tres ideas, que
abren amplias vias al Analisis, a la Mecanica, a la Fisica, que-
da asegurado su alto puesto en la fama; con sus virtudes per-
sonales conquisté el afecto de cuantos lo comocieron; con su
generoso interés en pro de los paises continentales, tras haber
dado gloria a su patria, amplié6 a lejanas latitudes el circulo
de sus agradecidos admiradores. '

Vida lograda y envidiable. Dichoso el pais que produce
tales hombres.

J. Rey Pastor.

CRONICA : |
SESION CIENTIFICA DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA

El 18 de setiembre de 1944 se reunieron en el local del Seminaric Mateméti-
co, calle Pertt 222 (Buenos Aires), los miembros de la U. M. A. bajo la presi-
dencia del ingeniero Pedro Rossell Soler, quedando aprobada el acta de la sesién
anterior y el convenio ad referendum entre la U. M. A. y la Asociacién Fisica
Argentina. A continuacién expusieron sus autores los trabajos cientificos si-
guientes:

JosE A. BALSEIRO. Tricomplejos antoidales y funciones de estas variables.

YANNY FRENKEL. Teoremas de unicidad de las integrales de Perron y de
Denjoy para funciones mo aditivas,

GREGORIO KLIMOVSKY. Algebras de Boole sim dtomos.

Juaxn C. GRIMBERG. Acerca del isomorfismo entre anillos de Boole y Al-
gebra de Clases con algunas conclusiones para la Logistica.

ArpERTO CALDERON. Un problema de coniorno de Funciones Analiticas.

A. Eiricz, Espacios métricos geenralizados.



GENERALIZACION DEL CIRCULO DE MOHR Y DE
LA ELIPSE DE LAME

por NIicoLAs KRIVOSHEIN
(Asuneién, Paraguay)

SUMMARY. — It is shown that the graphie representation of the tensors (affi-
nors, dyadies) by means of the Lamé’s ellipse and Mohr’s circle, used
till now only for symmetrical tensors, is also applicable to the whole class
of the temsors of the second range in two dimensions.

For the ellipse, the proof is done using the linear functional relation
between two vectors, given by the temsor.

For the circle, it is the usual method of plotting an ellipse that gives
the proof.

The ellipse of the general tensor is some bigger than that of the
symmetrical tensor and is turned in the direction of the antisymmetrical
component. His data are given by the expressions (5) and the plotting is
shown in the fig, 4.

The circle of the general tensor has the same diameter as that of the
symmetrical one, but his center do mnot lie on the nornal axis (as does
the center of the Mohr’s circle) but aside, in a distance equal to the an-
tisymmetrical component.

Some applications to the Theory of Elasticity (total strain) are
given.

For a threedimensional tensor, the generalisation of the ellipsoide is
true and easy to proof. About the generalisation of the usual three-cirele
diagram, the Author means that it would be some diffieult fo obtain it.

El circulo de Mohr y la elipse de Lamé (o elipse de inten-
sidad) que tan utiles son en las aplicaciones practicas del calculo
tensorial, se han aplicado hasta ahora exclusivamente a los
tensores siméiricos (). Mientras tanto es facil demostrar que
ambas figuras se construyen también para los tensores generales
en dos dimensiones. La necesidad de una tal generalizacién es ur-

(') Por lo menos en todos los textos que el autor ha visto se hace asi. Véa-
se por ejemplo: Prof. ENrRIQUE Burry, Introduccién a la Fisica Matemtica,
Buenos Aires, 1931, tomo I, pp. 327-365; Dr, RICHARD GaNS, Iniroduccidn al
Andlisis Vectortal, Editorial Labor, 1929, pp. 99-130; HUTTE, Manual del In-
geniero, tomo I, 24 edicién, versién ecastellana, pp. 161-162, 262 edicién, pp.
157-172; también diferentes textos de resistencia de materiales.



gente por tener los tensores generales varias aplicaciones, espe-
cialmente en la teoria de las deformaciones (2).

Sea

a O )
O, = !
0 b ‘

un tensor simétrico duodimensional, referido a sus ejes princi-
pales (3).

Para ¢él, como se sabe, se verifican las siguientes construc-
ciones de las figuras arriba mencionadas: fig. 1, circulo de Mohr;

£ FN-/\E%N

Tig. 1

fig. 2, elipse de Lamé. R es el vector resultante correspon-
diente a un versor 1 arbitrario (el vector IV es paralelo a ese ver-

S I S

Fig. 2

(*) Véase, por ejemplo, la reciente publicacién mnorteamericana CHARLES
B. Morris, Technigue of Plywood. En este libro, muy detallado, se hace uso
del circulo de Mohr solamente para la deformacién pura (que es un tensor

simétrico), mientras que el giro se considera aparte.

(®) En las notaciones del Prof. Butty seria a:a,;1 H b:a;;.
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sor). Su vértice m es el punto figurativo que récorre el circulo
de Mohr en el sentido negativo dos veces mientras la elipse una
vez en sentido positivo (cuando ab>0, y en sentido negativo
cuando ab < 0).

Siendo simétrico el tensor, son iguales los vectores Primero,
Segundo y Resultante, de modo que es indiferente cudl de ellos
consideramos. Cuando el tensor es un tensor general, se considera
en las aplicaciones técnicas sea el vector Resultante (entonces
el problema se reduce al de un tensor simétrico, por ejemplo la
deformacién pura); sea uno de los vectores Primero o Segundo
(por ejemplo la deformacién total). Cual de los dos vectores
viene a considerarse, depende del sistema de notaciones de los
subindices: si el primer subindice corresponde a la componente
del versor dado, y el segundo a la del vector, debe considerarse
el vector Primero, en el caso contrario, el vector Segundo.

Ahora bien, sea

un tensor general duodimensional referido a sus ejes principales,
siendo a, b sus componentes normales principales, --¢ la compo-
nente giratoria (). Demostraremos a confinuacién que para osie
tensor también es posible construir un circulo andlogo al de Mohr
y una elipse anéloga a la de Lamé y que el punto figurativo
(m’) de estas dos figuras serd el vértice del vector (Primero o
Segundo) correspondiente a un versor N dado.

De antemano debemos suponer que los ejes principales de
la nueva elipse no van a coincidir con los ejes principales del
tensor, formando cada uno con su correspon-dientre un determi-
nado 4ngulo. Por eso tomemos unos ejes auxiliares I’, I’ incli-
nados con respecto a I y II en un 4ngulo ¢..Luego determi-
namos las coordenadas x,y del vértice m’ del vector en el
sistema I'OIl" (fig. 3). Méas tarde impondremos la condicién
de que los ejes I’ y II’ sean principales de la elipse que surge
como lugar de los puntos m'.

(*) En las notaciones del Prof. Butty, al considerar el vector Segundo,

Ed * o
serfa, —c¢ = @9, + ¢ = ay. Para el vector Primero seria al revés, pero tam-
bién tendrian que cambiarse las filas por columnas y viceversa.



Del mismo modo que para el tensor simétrico, designamos
por o el dngulo entre el eje principal I y el ‘eje V' del versor
N dado.

Para tener una demostraciéon rigurosa de que el lugar de
los puntos m’ serd una elipse debemos proceder como sigue:

1) Construir el vector (Primero o Segundo) Om’ que sc
compone de tres veclores: de acosa y bsena que forman el
vector resultante Om y del c=mm’ que es la componente gi-
ratoria o antisimétrica.

2) Tomar unos ejes I’, I’ arbitrarios, inclinados en ¢ con
respecto a I, [1I.

3) Descomponer el vector Om’ en sus componentes x e y pa-
ralelas a estos ejes.

4) Deducir las expresiones para e y y ver si ellas repre-
sentan la ecuacién paramétrica de una elipse.

Dichas expresiones son

z=0acos0cos b senasen ¢ —csen (a— @)

l'3>
y=—acosasen ¢ -+ bsen acos @ 4 ccos (a—¢) Y
que se {ransforman en
= (acos - csenq) cosa-- (bsenp—ccos)sena
(3

y={(—asen¢ - ccos¢) cos o (bcosp - csenp)sen o

es decir, en funciones lineales de cosa y sena, resultando ser
z,y coordenadas de los puntos de una elipse.
Para hallar ahora los semiejes A y B de esta elipse, e
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mmponer la condicién de que I' y II’ sean las direcciones de sus
ejes principales, hace falta introducir un argumento accesorio
a4 9. Las coordenadas se expresarin entonces asi

z=Acos(a+9)=Acos¥cosa—AsenIsena

(4)

y=DBsen (a+9)=DBcos¥sena+ Bcosasen?.

Igualando los coeficientes de (8’) y de (4) se obtienen
cuatro ecuaciones de las cuales se hallara

3‘:@
2¢
g 20 =1tg 20 = ath
(g2 21 (o
AB— V (a-+b)2+4-4¢24-(a—D) (5)

2

El argumento accesoric o-+9 se mide desde el eje I, y
siendo éste inclinado en ¢ con respecto a I, resulta que el nuevo
radio (paralelo al eje N/ en la fig. 4) que sirve para trazar la
nueva elipse, debe inclinarse en ¢ +9=2¢ con respecto al viejo
radio (paralelo a V).

En la fig. 4 se ve el trazado de la elipse de los vectores




—_

A

resultantes o elipse de Lamé (semiejes a, b, radio N que coin-
cide con el versor dado 1, punto figurativo m) y la de los
vectores Primero o Segundo (semiejes A, B, radio N’, punto
figurativo m’).

Noétese también que los 4 segmentos ss’ perpendiculares a
los ejes I y II y el segmento mm’ perpendicular a N, son todos
iguales a la componente giratoria c.

Veamos ahora como se modifica el circulo de Mohr pasando
de un tensor simétrico a un tensor general.

En el tensor simétrico, el segmento pg (figs. 2 y 4) era el
didmetro de dicho circulo (fig. 1) y el triangulo pmg estaba
inscrito en él. En el tensor general, es el segmento p'q’
(fig. 4) que debe formar el diametro del circulo, siendo siempre
N (no N') y T los ejes a que se refiere. El tridngulo inscrito se-
r4 ahora p'm'q'.

Para determinar las coordenadas del centro del circulo en el
sistema NOT (fig. 5) se deduce, de la tercera de las (5)

A+B Y (a+b)244c2 (8)
2 2 '

Comparando ésta con la segunda de las (5) se ve que los
lados del triangulo rectangulo Ot'r (fig. 5) seran:

T

3
Cs

D 'ﬂ‘(ZV 2

T T Bln
B
2
m T
Tig. 5
b ‘ 2 2
0r="10 pv—e or— AiB _7 (a+b}2 e )
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es decir, que el punto ¢ coincide con el centro del circulo de
Mohr y que el centro 1’ del nuevo circulo estd encima del de
Mohr a una altura ¢ (o abajo, si ¢<<0).

De la tercera de las (5) se deduce también que

A—B=a—0»

es decir, que los didmetros de ambos circulos son iguales.

A continuacion consideraremos algunas aplicaciones practi-
cas de lo arriba expuesto.

Cabe recordar que en la teoria de las deformaciones el
‘vector resultante representa el desplazamiento debido a la defor-
macion pura, es decir, desplazamlento relativo, con respecto a
un sistema movil ligado a los ejes principales de deformacion,
mientras que el vector Primero o Segundo representa el des-
plazamiento debido a la deformacion total (incluso el giro), es
decir, desplazamiento absoluto.

De las dos figuras, especialmente el circulo del tensor gene-
ral puede ser muy 1til para la resolucién de problemas prac-
ticos. Su uso es igual que el del circulo de Mohr. Por ejemplo,
en el caso de deformaciones, la abscisa del punto figurativo re-
presenta el alargamiento & 'de un radio vector n, y la ordenada,
su angulo absoluto de giro vy (fig. 6). Los puntos u y v de

interseccion del circulo con el eje N, corresponden a dos direc-
ciones para las cuales se anula el giro. Cuando el circulo se coloca
enteramente a un lado del eje N, esto significa que el giro del
elemento entero prevalece en toda parte sobre los giros produ--
cidos por la deformacién pura, de manera que no hay radios
vectores que giren en sentido opuesto.
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Un caso muy corriente es el de desplazamiento simple (fig.
7). Este caso, aunque muy sencillo, presenta ciertas dificultades

didacticas para su explicacién, especialmente en la parte donde
se dice que la oblicuidad méxima de los radios vectores en el
elemento es igual a la mitad del angulo v, de deslizamiento.

Por medio del circulo de deformacion total esto se demues-
tra inmediatamente. De la fig. 7 se encuentran dos puntos del
circulo: 1) Para 0° y 180° es y=0 (el segmento no gira),
punto m/; en la fig. 8. 2) Para 90° y 270° es y=1,, punto m’,
en la fig. 8. Por estos dos puntos se traza el circule de deforma-
ciones totales (en linea llena) (%).

fl[’

oL=03780°

a —

1357315°¢

Para ver el efecto de la deformacién pura, hay que eliminar
el efecto del giro, es decir, mover el circulo a la posicién indi-

(°) Noétese que los 4ngulos a se cuentan aqui a partir del eje X y mo del
eje principal I como hacfamos antes. Este eje tiene una inclinacién de 45° en
1a fig. 7, siendo para é1 —2 o = — 90° en la fig. 8 (punte 459),
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cada con linea punteada en la fig. 8 (circulo de Mohr). Sus orde-
nadas extremas (puntos my, m,) son i:{g con lo que se cumple

la explicacién.

Pasemos ahora a decir unas pocas palabras sobre la misma
generalizacién a los tensores tridimensionales.

Baséndonos en el hecho de que los vectores Primero y Se-
gundo de un tensor general (no solamente del simétrico) son fun-
ciones lineales del versor dado. seria facil demostrar que el lugar
de los vértices de cada uno de estos vectores representa un elip-
soide, generalizindose de esta manera el concepto del elipsoide
de Lamé.

En lo que se refiere al concepto de diagrama de tres circu-
los que suministra las componentes normal y tangencial del vec-
tor Resultante, parece ser diffcil hallar una generalizacion del
mismo, al menos que se encuenire una héabil maniobra para sal-
var las dos siguientes dificultades:

1) Que el eje de giro no coincide (en el caso general) con
ninguno de los ejes principales del tensor, de manera que len-
driamos que colocar los tres circulos a diferentes alturas (que
corresponden a las componentes del giro), destruyéndose todo
el diagrama.

2) Que las ordenadas del diagrama representan los mddulos
de las componentes tangenciales, no pudiendo estos sumarse alge-
braicamente con las componentes giratorias (la suma debe ser
vectorial).

San Bernardino (Paraguay), Febrero de 1944.

VARIA

18. — Es admirable como pudo Poincaréd en su corta vida eseribir mis de
30 volGmenes y cerca de 500 memorias dispersas en las revistas del muando
entero. Sélo conozeo a Berthelot cuya produecién sea comparable con la suya.
He vivide muy cerca de estos dos grandes hombres y lo que més me ha sor-
prendido es la prodigiosa actividad de sus espiritus y la rapidez de sus con-
eepeiones.

He visto a Poincaré en la Sorbona, en la Academia y en el Bureau
des longitudes y dondequiera que se le proponia resolver alguna dificultad su
respuesta partia con la rapidez de una flecha. Cuando eseribia una memoria
la redactaba de un tirém, apenas sin correcciones y sin volver sobre lo ya
escrito. — Darboua.



PROBLEMAS MIXTOS DE DIRIGHLET

por J. REY PASTOR

En diversas cuestiones de Fisica se presentan problemas del
tipo siguiente: Conocidos en upo o varios arcos del contorno ¢
los valores de una funci6n u, armoénica en el recinto que limita
¢; y los valores de la conjugada v en los arcos restantes, de-
terminar ambas funciones en todo el recinto, o sea la funcién
analitica f(z) =ui4-iv. Este problema estd incluido en otro
mas general; determinar u y v conocida una expresién lineal
au -+ bv, de coeficientes variables, o bien constantes, pero dis-
tintos en diferentes arcos de c. ,

- Las soluciones conocidas (cuya bibliografia nos ha facili~
tado gentilmente un distinguido colega) son muy complicadas
por no haber reducido previamente el primer problema a su
caso mas simple; y nos proponemos mosirar brevemente que
con tan elementalisimo artificio éste y otros problemas mixtos
quedan incluidos en el clasico de Dirichlet. La Gnica dificultad
sera la inherente a éste, sobre el comportamiento de la funcién
en los puntos de discontinuidad infinita sobre el contorno; y
también las delicadas condiciones de unicidad. Iistas dos cues-
tiones no han sido resueltas todavia con generalidad; pero cuan-
to de ellas se sabe en el problema de Dirichlet es aplicable al
problema mixto, que no es sino un caso particular de él.

El problema primero quedara resuelto apenas obtengamos
solucion para este otro, caso el mas sencillo de aquél, por ser
dos los arcos y constante una de las funciones:

I) Determinar en el recinto simplemente conexo de con-
torno c¢=a-+B funciones armdnicas conjugadas uv, regu-
lares en el interior, con lus condiciones sigquientes de contorno:

en a: u=U (funcién integrable del arco)

en P v=0.

Mas general: Sean U, los valores conocidos de u en los
arcos a,; V, los valores conocidos de v en los arcos comple-



mentarios f,, que componen conjuntamente el contorno c. Su-
poniendo resuelto el problema I, basta determinar en el re-
o . ro® ’ ’
cinto los 2n pares de funciones arménicas (u,.,v,),(u’,,v",)
por las siguientes condiciones de contorno:

Oy Oy On Bi Bg Bn
Uy :Ul, 0, ...... 0 vy = 0, 0,...... 0
uy, = 0, U,...... 0 v, = 0, 0,...... 0
Uy =0,  0,.....Up =0,  0,.....0
', =0, 0,...... 0 v, =V, 0,...... 0
j =0, 0,...... 0 V=0, Voeoonn. 0
Lun =0, 0,0 Vn=0, 0,.....V,

. L. ,

Las funciones armoénicas u=23(u,+u,),v=2=(v,+v,),
son conjugadas y toman los valores prefijados en los respec-
tivos arcos.

Método I. El problema I es en esencia equivalente al de
Dirichlet. Suponiendo que el recinto es el primer cuadrante,
siendo B el semi-eje +x, o el semi-eje 4y, si se aplica la si-
metria respecto del eje x se tiene el semiplano =0, donde la
funcién buscada f(z) toma valores conjugados en puntos con-
jugados; y como se conpcen los valores u=U en el semi-eje
+9, y los mismos en el —y, la férmula clasica que resuelve
-el problema de Dirichlet en el semiplano da la solucion buscada:

g f<>:f[ o £ 2

12 ]__{_t.;
integral que se reduce al mtervalo (0,) agrupando los elemen-
tos simétricos, donde U tiene igual valor; pero esta reduccion
no ofrece ventaja.

Si U(t) es continua, esta solucién es tnica si se impone la
condicién de regularidad en todo el dominio, admitiendo discon-
tinuidad en algtn punto del contorno.

Como la diferencia de dos soluciones u=u,—u,, v=v;—v,
cumple la condicion u=0 en a, v=0 en B, el problema queda
totalmente resuelto sumando a la solucién dada por la férmula
anterior, la solucién general de este segundo problema, que de-
signaremos por ©(z). :
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Por ejemplo, el caso més sencillo del problema mixto, después de este caso
homogéneo, es aquél en que se dan los valores constantes:
%“=aen g V=>0ben §
y la solucién general es:
f(2) = a4 bi++w(2)
Funciones regulares en el interior del cuadrante y continuas en el con-
torno, que cumplen la doble condicién % — 0 en a, ¥ = 0 en f§, son, por ejem-

plo: 2,2%45..... 2 1424 ..., y cualquier combinacién lineal de ellas.
La solucién general o (2) estd dada por toda funcién que transforme los se-
miejes 4 4, -y en conjuntos situados en los ejes #, y respectivamente, algu-
nos de cuyos segmentos pueden estar recorridos cualquier nimero de veces en
uno y otro sentido. Tales recintos se pueden formar conectando conveniente-
mente hojas en cualquier nimero a lo largo de segmentos de los ejes @, y. La
transformacién conforme en semiplano se efectda ficilmente mediante la £o6r-
mula de Schwarz-Christoffel, la cual resuelve el problema general.

También es inmediata la solucion del problema I suponien-
do que el recinto dado sea semi-circular. Si B es el didmetro,
donde v=0, y o la semi-circunferencia superior, donde debe
ser u=U (t), la funcion buscada w=f(z) transforma el semi-
circulo en un recinto simple o multiple, con un segmento recti-
lineo de contorno en el eje , homologo del didmetro, por ser
en éste v=0. Por el principio de simetria, al semi-circulo si-
métrico corresponde el recinto simétrico-en la prolongacién ana-
litica; y como u tom@a valores iguales en puntos simétricos de
ambas circunferencias la funcién queda determinada por la
integral (*):

Ttz

T2z

27
2] f) =g (000 F2dt (r=en
27
0
Cualquiera que sea el recinto simplemente conexo de con-
torno c=a+ B, basta trasformarlo en cuadrante cartesiano o
en semi-circulo, segin sea mas cémodo, y la solucién que lla-
maremos inicial queda expresada por las férmulas anteriores.
Para formar las soluciones singulares sera preferible la reduc-
cién a semiplano o cuadrante.
EseMPLO 1; Problema mixto en el semiplano y =0. Si en la semirrecta
o (x <0) se da U como valor de u, y en laj3 (2 =0) es v = 0, basta sus-

tituir ]/—z_- en vez de # en la férmula [1].

(*) Véase por ej. nuestro Resumen de la Teoria de funciones analiticas y
sus aplicaciones Fisicas. Buenos Aires, 1917, pag. 91.
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EJEMPLO 2: Problema mixto en el efrculo. En diversos problemas de Me-
cinica de Fluidos se presenta el problema mixto en que se da U en la semi-
eircunferencia superior y ¢ = 0 en la inferior. Basta sustituir en la férmu-
la [1] Vi(14-2): (I1—2) en vez de 2
Si en vez de la semicircunferencia superior el drco « es el de ampli-
tud 0 < ¢ =< «, la sustitucién serd }(z—q): (#—1)/ W, donde q — e %
EsempLo 3: En el problema del movimiento de un fluido perpendicular-

mente a una lamina —1=<C <1,y = 0, se conoce una funcién en una cara
v la conjugada en la otra. Basta efectuar em [1] la sustitueién de 2z por

4
V (1—2): (14#2) y lo mismo en ¢ (¢) para obtener las soluciones singulares.

NORMA GENERAL: Kg inttil eseribir desarrolladamente, eomo hacen los
autores, las complicadas férmulas que a veces producen las sustituciones; y
la razén es obvia: actuando 2 como pardmetro, seria absurdo arrastrar ese
peso muerto en el cileculo de la integral, cuando éste pueda hacerse explicita-
mente por métodos elementales; y en el caso general en que tal no acontezea,
su calculo en cada punte # se hard por métodos numéricos o graficos para
el valor tramsformado de =z, utilizando los dispositivos especiales ya existen-
tes para las integrales de los tipos [1] y [2] por su extraordinaria impor-
tancia. En todo caso huelgan las imponentes férmulas obtenidas por los au-
tores eon artificios innecesarios,

Método II. El problema mixto I aqui tratado es un caso
particular del llamado «tercer problema de contorno». Basta
observar que la condicion v=const. en el arco B equivale a la
anulacion de la derivada v, o sea u,=0.

Basta, pues, aplicar los métodos conpcidos para este tercer
problema de contorno, que no tienen ventaja sobre el arriba
expuesto. ‘

Método III. De las férmulas usuales en la teoria del po-
tencial se deduce inmediatamente la expresion:

u(z) = »21?/‘[11 (Coim + wy) —u, (w—1r)]ds,

I

siendo r la distancia al punto interior z desde el punto varia-
ble sobre el contorno y w una funcién armoénica cualquiera.
Elegida ésta de modo que en o valga Ir,yen B sea wp=—(cosrn):r
resulta una férmula muy simple, quedando reducido el pro-
blema a otro més sencillo, de solucidén inmediata en el circulo
unidad.
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Diversos problemas mixtos. Veamos cémo se resuelven fa-
cilmente los diversos casos que pueden presentarse, segin sea el
dato conocido en cada uno de los arcos.

Datos: v y v,. Como v,=u,, esto equivale a conocer v
en un arco y por integracidn u en el otro, luego queda redu-
cido al problema I.

Datos: ug y v,. Integrando, se conocen u y v en los res-
pectivos arcos, luego también se reduce al problema I.

Datos: un y v,. Estos equivale a conocer v, y u, respecti-
vamente, luego se pasa al caso anterior, y de éste al I.

Datos: u y un. Conocido v,=u, se deduce v, luego se
pasa al problema I.

Merece especial mencién el caso v=0, v, =const. 0 sea: u
funcion lineal de la longitud del arco, mientras v es nulo en
el otro arco. La resolucién es inmediata adoptando un recinto
adecuado y reduciendo a él por transformacion conforme cual-
quier otro.

Tales recintos sencillos son: la zona 0< y <=, en la cual
la funcién y — = cumple las condiciones impuestas, siendo és-
ta la unica solucion regular. O también se puede adoptar el
primer octante formado por el semi-eje x, y la bisectriz del
primer cuadrante, recinto en el cual la funciéon y —x se anula
en dicha bisectriz, mientras vale 1 su derivada normal sobre el
otro lado del 4ngulo.

Problema mixto lineal. Llamamos asi al anélogo al tratado
en los cursos de Anélisis, donde se comsideran relaciones linea-
les entre los valores de la funcién u y de su derivada normal
up. Mucho mas sencillo es el problema siguiente, que se pre-
senta en las aplicaciones, y parece no haber sido tratado: de-
terminar las funciones conjugadas u y v en el recinto, cono-
cida sobre el contorno una expresion lineal:

AU—-BV=W

donde U y V son los valores de u y v en cada punto de ¢; y
A,B,W son funciones cualesquiera (en general discontinuas)
sobre este contorno.

Para la resolucién supongamos que las funciones armoni-
cas ¢ y b definidas por los valores de contorno A y B son
conjugadas, pues basta dividirlas en caso coptrario por un fac-
tor conveniente, funcion del contorno. Resulta, pues, analitica
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la funcién Y(z)=a+4-ib; y llamando w(z) a la funcién anali-
tica cuya parte real vale W en ¢, la funciéon buscada es

f(z) =u+iw=w(z)/v(2).
El calculo de ese factor de homogeneidad equivale a de-

terminar la funcién conocido su argumento, problema bien co-
nocido, pero en los casos simples el factor salta a la vista.

EsempLo 1: En el cuadrante eartesiano sea o el semieje | y; § el semi-
eje @, y los coeficientes de la ecuacién sean:

en oq : A:l, B:O,W:U
en §: A=0,B=1 W =0

Basta dividir en o por y, en B por =, y resulta: 7(2) =a i :'Z/z.
La funcién U /y determina su conjugada por una integral curvilinea y queda

resuelto el problema. Por ejemplo, si U — y resulta w(2) :—& 1z, lue-
T
go f(2) = — ;2_2‘. 1z.
T

Este método para resolver el problema I, incluido en el problema lineal
como caso més sencillo, puede convenir sobre los expuestos antes.

Esempro 2: Sean los coeficientes siguientes sobre el contorno del pri-
mer octante:

en q(Yy==2 =0) A=1 B=1 W =14} 22
en 8 (y=0, =0) 4=1 B=0, W=14}2a*

Dividiendo en ¢ por 2%, en B por z, salta a la vista que 7(2) :1/2.
Después de esa divisién es:

1 1
W:w-l-ﬂen o, W:x+Ten B,

1 o eas
luego W es la parte real de la funcién analitica z_}-—z—— y dividiendo por
1 (2) resulta f(z) = 14 22

NorA. — Es obvio que la ecuacién puede proponerse en la forma
AV 4-BU = W 7y entonces es 7 la componente imaginaria del produeto
(4 4-iB) (U 4-iV) debiendo determinarse su parte real. Asi, en el caso W =0
el problema se reduce a determinar todas las funciones analiticas que son rea-
les en el contorno, problema bien conocido; pero en los casos mis sencillos no
serd preciso recurrir al método general.

Tal sucede, por ej., si los coeficientes 4,B,77 son constantes en eada arco,
pues en el adngulo definido por las rectas que tienen estos coeficientes, la so-
lucién es f(2) =2, y cualquier otro recinto se transforma en él. Tste sen-
cillo método sirve también para el caso de tres arcos componentes del ecir-
cuito, en cada uno de los euales tienen los coeficientes valor constante; la
generalizacién a cualquier nfimero de arcos es un conocido problema algebraico.



DERIVACION E INTEGRACION DE FUNCIONES DE
VARIABLE REAL TOMADAS EN
VALOR ABSOLUTO

(MANUSCRITOS POSTUMOS)

por ARTURC FRAILE

NOTA NECROLOGICA. — Insertamos a continuacién la nota redae-
tada sobre la base de los orviginales incompletos dejados por el ma-
logrado matemditico espafiol Avturo Fraile, muerto el 10 de Julio
de 1943 pocos dias antes de cumplir 28 afios. A pesar de su mo-
desta carrera de Perito industrial, y a pesar también de haber
vivido siempre en Leén, ciudad alejada de todo movimiente cien-
tifico, realiz6 en su effmera vida interesantes trabajos, uno de
los cuales vi6 la luz en las piginas de esta revista; un trabajo poés-
tumo titulado ‘‘Ampliacién de la geometria analitica ordinaria’’
ha sido publicado en la Revista matemitica Hispano-Amerieana; y
el otro trabajo poéstumo, piadosamente recopilado por su her-
mano de los papeles incompletos, es el que se inserta a comntinua-
ciébn como sentido homenaje al malogrado joven que com muy
escasos conocimientos mateméticos di6 tan evidentes muestras de
su talento.

1. Sea f(x) una funcién no definida en el punto x, del
intervalo [a, b] y uniforme y derivable en todos los demés pun-
tos de dicho intervalo. Sea

limf(z)=1{; y limf(z)=L.

B—>1p T—3xg

Llamamos valores virtuales de la funcién f(x) en el puato
xy, para el cual no estd definida, a los limites [; y .

Cuando la discontinuidad en xy es evitable (ld:lizl), {
es —ya lo sabemos— el verdadero valor de f(x,). Si es i/~
llamamos derivada virtual a la derecha en x, a la derivada a la
derecha obtenida a partir del valor virtual f(xz,)=1I;; la repre-
sentamos por f';(x,). Andlogamente, derivada virtual a la iz-
quierda, f';(x,) es la derivada a la izquierda obtenida a partir
del valor virtual f(xy)=1I. Cuando es f'y(x,)=Ff(x,) =5, con-
venimos en atribuir a f(x) el valor C en x, y lo llamamos
valor verdadero de f'(x) en x,.
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He aqui una justificacién de este convenio: Si es f'(x)
continua en [a, b], excepto, claro es, en ), los limites de f'(x)
en x, por ambos lados son iguales a ¢, y la discontinuidad es
evitable en este punto.

[u]
u
uniforme y derivable. Esta funcién y no es, propiamente, sgu:
pierde la identidad con ella en los ceros de u, en los cuales y

2. Consideremos la funcién y= donde u= p(x) es

no estd definida (y:%) y sgu=0. Ambas funciones tiencn

en las raices de u=0 puntos de discontinuidad de primera es-
(

pecie: por la derecha tienen Hmitei_} , Yy por la izquierda

1
{_11 Para todo # que no haga u=0, las dos funciones y y sgu
valen 1 o —1. Sus derivadas seran, pues, nulas para dichos va-
lores de x. En los ceros de u, la funcién J] tiene iguales — nu-
las — las derivadas virtuales por la derechz y por la izquierda;

|l tiene derivada en las raices

con el convenio antes establecido,
u

de u=0 y es también nula. La funcién sgu, en Tos ceros de u,
tiene: las dos derivadas virtuales iguales (nulas), y derivadas
infinitas a ambos lados si se toma como base el valor sg0=0
que define a sgu en las raices de u=0. Asi, pues, a pesar de
u]
u
virtud del convenio establecido antes, tiene derivada nula para
todo .
Jul

La funcién '~ se presenta, como veremos, de un modo
u

natural al obtener la derivada y la integral de |u|; por ofra
parte, vemos su gran analogia con sgu, funcién ésta establecida
«por enunciaciéon». Nos parece, pues, méas natural también lla-

]

, esta funcion, en

las discontinuidades que, en general, tiene

mar sgu a , lo cual haremos en lo sucesivo.

. . “ .
3. Resulta, pues, que no sdlo las constantes tienen derivada
nula, sino que también algunas funciones la tienen. Estas funcio-
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nes son de tal naturaleza que, mientras la variable independiente
recorre el campo real, ellas s6lo toman los valores de un con-
junto numerable; valores «separados» unos de otros por puntos
de discontinuidad de primera especie, en los cuales no estan de-
7
f_ul’ Sk |
u i u,
Geométricamente se llega también a este tipo de funcio-
nes: La derivada de una poligonal rectilinea uniforme ha de ser
una funcién que vaya tomando los valores de los coeficientes
angulares. Problema éste resuelto ya ahora analiticamente: Una
poligonal uniforme rectilinea tiene su ecuacién del tipo (*)

finidas estas funciones. Asi, por ejemplo, k

y=2ki|x—x;|+mz+q, :

—
y su derivada es, como veremos,

lo—ai]

y’ :yif[ + m.

i=1 XT—T;

Con la existencia de estas funciones y la posibilidad de su
manejo algébrico se desprende inmediatamente esta conclusion:
«Las funcionues primitivas de una dada se diferencian en
sy 18
una constante o en una funcién Zki7»e
i=1 7
Sea F(x) funciéon primitiva de f(z). Podemos, por lo
tanto, escribir:

2

_ ’(P(@’
yde =F(z) + L 7

donde ¢(x) es uniforme y derivable. Si z, es una raiz de

¢(x) =0, en este punto la funcién primitiva F(zx) —[—Ifi(w—ﬂ, 1o
o(x

estd definida. Supongamos que en un semientorno a la derecha
de %, es ¢(x) positiva, y creciente en xy; y sea F'(zy) =a. Serd

(*) Ver Arturo FRAILE, dmpliacion de la Geometria Analitica ordinaria,
Revista Matemética Hispano-Americana, 1943.



i [F(x) + l;"_(%'} =a—F,

lim {F(x) +k lc.P“’_%'} —atk.

z—)zo+

La funcién primitiva F(zx) —}—kM@ltien‘e, pues, en I, un
x

punto de discontinuidad de primera especia de oscilacion 2k.

Si f(x) es integrable, podemos obtener una funcién primi-
tiva de f(x) que tenga discontinuidades de primera especie en
los puntos que deseemos y con las oscilaciones que queramos.
Si las discontinuidades han de presentarse en los puntos z; (i=
1,2,...,n) y queremos que las oscilaciones respectivas sean
2k;, la funcién primitiva seréd

Fa)+ 3k, 1201,

T—%X;

siendo F’(x) =f(x). Para que las oscilaciones en los z; valgan

todas 2k basta escribir: F (x)—]—khpz(m;l donde o(z) sea una
o (x
funcién tal que tenga los n ceros z;.

f
. . u
4. Sea y=|u| (u=jf(z) derivable). Poniendo y:[—‘,u, y
u
teniendo en cuenta que |_ui tiene derivada nula para todo z, es:
u
Y =u ‘i'{ Asi, pues: «La derivada de una funcién tomada en

valor absoluto es igual a la derivada de la funcién submodular
por la funcién signo de esta tltima.

A esto mismo se llega por més riguroso procedimiento. Para
un incremento, Ax, el cociente incremental es

Ay _ JutAul—jal
Az Az )

Multiplicando numerador y denominador por |u+Au|-|u
resulta:



— 88 —

Ay (utAu)?>—u?  Au  2utAu

Az Aa[[ut-Au|+|u|] Az " |utAul+|u] ;

. u u
y, tomando limites, y=u. »,2@: ’

; o bien:
2|u| lu]

y=u y—u—l
u

Podemos escribir la derivada asi: y' =|u|— , o sea: «La
u

derivada de una funcién tomada en valor absoluto es igual a di-
cha funcién absoluta por la derivada de su logaritmo natural».
Se demuestra:

n "
1o, d(Z'w;) =Zdw, sean o no absolutas w;.
1 1

20, Se conserva la regla de derivacién del producto de fun-
ciones ordinarias para |ul,v, y |u|.]v]. Asi, pues, también es
posible la integracion por partes.

30, Se conserva la regla de derivacion del cociente para

B L]
v} [v]
40, Funcién: |u|m.  Derivada: m|u|m-1 u’tl—l.
u
»  aldl, » avl.w.sgu. La.
5. Como es [|u|dr= Mu dx, y’il , por tener derivada
u u

nula, puede salir fuera del signo integral, sera:

v/[ufclxizl—lﬂ /u dzx.
u

Es decir: «La integral de una funcién tomada en valor
absoluto es igual a su funci6n signo por la integral ordinaria».
A este mismo resultado conduce la integracién por partes.
Obsérvese que, aun suponiendo constante el sumando de in-

tegracion de f udz, el de / [uldz es una funcién signo.



— 89 —

6. Tanto la derivada como la integral de una funcién ab-
lu
soluta nos han conducido a funciones de la forma —uf-'US por
ello se hace necesario el estudic de estas ulltimas.
Sean u y v funciones continuas y uniformes de =z, y
ay, 0, . .., 0, los ceros de u. Si ningln a; es cero de v y u es

. . o u )
creciente o decreciente en los g;, Ia funcion y:u.v tiene un
u
punto de discontinuidad finita de primera especie en cada uno de

los puntos de abscisa @;, pues si es limv=oa y u creciente en g,
T—>ai
. |u . lu . .
es Ilmu.v:+a y hm-’—l,v:—a (si u es decreciente en g;
g—a; T U o—sa; — U
cambian los signos de los segundos miembros). En ambos casos
la oscilacién en ¢; es 2a. !

Si un cero a;, de u lo es a la vez de v, como es limv=0 y
ul >
hm?: -1, la oscilaciéon de y en q; es nula, y, por lo tanto,
a——>ay,
¥y es continua en &=ay,.
Cuando u alcanza un maximo o un minimo en a;, los limites
| . . .
de '—'en a; a la derecha y a la izquierda son del mismo signo
u
y de valor absoluto 1; luego la oscilacién en g; es cero, y, por
lo tanto, es y continua en a..
Resumiendo: Si u y v son continuas y urmformes,u vtam-
u
bién lo es, excepto en los ceros de u en los cuales u no alcance
méaximo ni minimo y ninguno de estos ceros lo sea de v.
7. Si es u lineal tenemos:
ul 1 [ 1
|ulde = [-—I# udu= -— |u].u+ p
u u 2w

ul

S

u

donde u es constante o es otra funcion signo; ésta puede ser
lu]

p=k 1L, en cuyo caso queda
u

L]u]u—{—kz ;lfl‘ax—kb[(aw%—b) +k,
2u’ 2a

continua para todo .
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Si p es una constante C,

laxt-b| s a
bldx = — 22+ bxt-C 1
/@x+ |dx aw+b(2x-+ z+C) [1]

, . , , b
Segtin hemos visto, en este caso, s6lo cuando la raiz — —
a

lo sea también de% 22 4 bz 4+ C habra continuidad en ———b—; pa-
a

2
ra ello, C:b— , ¥ queda, en efecto, L lax 4 b|(ax + b).
2a 2a

2
Si es C::l;—a , [1] es discontinua en —Ey la oscilacién va-
a

2
le 2C — ?—
a
Comparemos

fiuidx:ihuu—[-c [2]
2w

(u lineal, C constante) con la parabola ordinaria

/u%:57ﬁ+c 3],

u

que alcanza su méaximo, o su minimo, en el punto (p, (), siendo
p la raiz de u=0. Cuando es u=0, [2] y [3] coinciden. Si es
<0 es /udac:lc+C y f(u{d:c:—k—l—c; luego [2] y [3]
son simétricas respecto de la recta y=C, tangente en el vér-
tice a la parabola [3]. Por lo tanto, la durva integral [2] es la

obtenida de una pardbola ordin{jlri:alg1 u? 4 C sustituyendo una
ul

de sus ramas por su simétrica respecto de la tangente en el
vértice. La linea asi obtenida carece de ecuacion ordinaria; pero
ya vemos que tiene su ecuaciéon [2] con formas absolutas. En
vista de esto, las lineas de esta clase f;pueden ser consideradas
como curvas en si sin atender a su obtencién de otras conocidas?
En tal caso, la [2] seria de tercer orden, a pesar del grado de [2],
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con su punto de inflexién en (p, C); es continua en todo el cam-
po real, y uniforme, y es la integral del contorno angular |ul]; y
puede ser prevista con sélo atender a la grafica de |u| consi-
derando la grafica de su primitiva.

8. Algunas integrales. a) Sean dos funciones, y=luj,
t=L|u|, donde u es uniforme y derivable. Se tiene sucesiva-
mente:

dy=lu| ElE; dt:@ ;
u u

d d d
lul. L|ul :ﬁu[f —{—/(L|u[) = =[uld [(Liall) =

|l

+p

d
/(Llu{]“]) ;u =lul|. L|u|— ]u[—{—p:L’—Z—

Si suprimimos las barras a u tanto en la expresiéon subin-
tegral como en el segundo miembro queda

u u
Lu.du=L (=) +p,
e
igualdad que es cierta.
b) La derivada de y=el*l es y' = l%[ el@l;

luego

L

fem d:c:e|90|lz—|—}—p: ]:I cel®l 4.

c) Integral de un producto |u|.v. Es:

f[u vcluvﬁ/‘—uvdx— fuvdx.
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9. (*) Ecuacion diferencial con coeficientes absolutos.

Y Fleu(@) |y =192()]-
Haciendo lo clasico y=uv es:

ulv' +| oy () [v] +w . v=]9y(x) |5 V' |9, (x)|v=0;

7

Y _jy(@)|; Llvi= f— ]cpl(x)|dxzml/—cpl(x)dx;

) ?1(®)

o1 ()]
v:e_%wf‘?i(x)dx . Entonces, u'v=|¢p,(x)|;

du | (90)|
de =|py(®)|€ ¢, (@) (@) de

; integrando,

|4 ()|
u:ﬁcpz(x)ﬂe@i(w) PO d2 g,

o4 ()] ) Jey ()]
y=v.u=e g | 2@ [[|9y(z)]e g @ | P du+p).

Y teniendo en cuenta (n. 8, c¢) que es:

/iu].vdw:[—zl/uvdw

@) ()] [ @
y=e “a@/HPE [chﬂ(xy en@ O gy(a)do -t

?2()

queda:

El sumando p puede ser una funcién signo. Estd solucion se

diferencia de la ordinaria en el factor ]—%(iél y en la sustitucién
P2\
los (@)
de e por e 4 (z) -

(*) Todo este n? 9 estd tomado fielmente por su hermano de lo que el autor
dejé incompleto anotado en un papel.
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La Facultad de Ciencias Matemiticas de la TUniversidad Naecional del
Litoral edita una nueva serie de publicaciones tituladas ¢‘Monografias’’,
cuyo primer volumen lo constituye el trabajo del director del Instituto de
Matemética, Dr. Beppo Levi, que en esta nota comentamos.

La autoridad mundialmente reconocida de su autor y el alto valor cien-
tifico del libro, particularmente destacable entre las publicaciones especiali-
zadas en lengua castellana, ponen de relieve una vez més la labor meritisima
que viene realizando entre nosotros el Instituto de Matemé4tica de Rosario.
A las numerosas publicaciones de dicho Imstituto, que han merecido siempre
una detenida atencién por parte de las mejores revistas de recensién que
en el mundo se publican, viene a agregarse esta monografia que une a una ex-
posicién nueva y muy provechosa de un asunto importante y fundamental de
la MatemAatica y sus aplicaciones, el aporte original econ que su ilustre autor
aumenta su vasta labor de investigacién cientifica.

Hay, pues, que felicitar calurosamente a las autoridades que han regido
y rigen la Universidad Nacional del Litoral, por haber creado y mantenido,
cada vez con mayor aliento, un Instituto de investigaciéon cientifica, cuya
fecunda labor da al pais un prestigio bien merecido y promete para un futuro
cercano frutos acaso insospechados.

El libro que nos ocupa estd dirigido principalmente a tratar con earfe-
ter general los sistemas de ecuaciones diferemciales en derivadas parciales,
restringiendo el estudio al caso de las funciones analiticas. KEsta limitacién
logra dar a la exposicién la unidad y armonia propia de toda teoria referente
a dichas funciones, las que si bien requieren el campo complejo para su es-
tudio, dan lugar precisamente en él, a proposiciones tan eclaras, comprensivas
y perfectas, que aun para el caso de su aplicacién exclusiva al campo real
y también como gufa para ulteriores estudios en dicho campo, se revelan
particularmente ttiles.

Por otra parte, la exigencia de que toda funcién sea expresable mediante
unag serie de Taylor permite, en las aplicaciones practicas de la teoria, alean-
zar la solucién por el procedimiento constructivo de aproximaciéon que toda
serie expresa.

El rigor expositivo con que el libro se desarrolla es algo plenamente
logrado, lo que es interesante sefialar dados los muchos puntos obscuros que
_afin existen en la teoria. Para aleanzar ese rigor se hace necesario empezar
con el estudio de los sistemas de ecuaciones analiticas en términos finitos y
en derivadas ordinarias, aunque limitando dicho estudio a tratar los resul-
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tados generales méas importantes, asi como los métodos que méis tarde se
desarrollardn en lo que constituye la principal finalidad de la obra.

Esta puede por consiguiente ser leida sin muchos conocimientos previos,
sun cuando no sea apropiada para tomarla como texto de imiciacion en un
primer estudio de la teoria de ecuaciones en derivadas parciales. En efecto,
el autor enuncia siempre los teoremas en los términos més generales posibles,
lo que si bien da a la obra un alto valor cientifico, requiere para ser bien
comprendida que la mente ya esté acostumbrada al tipo de cuestiones a que
se refiere. Por otra parte es conveniente poseer previamente la visién sin-
tética e intuitiva del problema con sus interpretaciones geométricas en el
espacio tridimensional y que el autor omite por encontrarse ya ampliamente
desarrollada en los textos clisicos de estudio.

El Capitulo I trata sobre ntmeros complejos y funciones analiticas.
Después de introducir en forma breve el nmero complejo y sus operaciones
algebraicas, se estudia la serie de Taylor de una y varias variables, el teo-
rema de Cauchy-Hadamard en ambos casos, la prolongacién analitica y en
ella el principio de permanencia de las relaciones analiticas; se llega asi por
el método de Weierstrass al concepto de funcién analitica en el easo de va-
rias variables, particularmente interesante por qué la generalidad de los es-
tudiosos se limita a conocer bien el caso de una sola variable.

Se deducen las propiedades fundamentales de dichas funciones y aun
cuando sea el desarrollo de Taylor el que serd utilizado sistematicamente en
los capitulos siguientes, se da el concepto geométrico de funcién analitica
introducido por Cauchy con muy sabrosos comentarios sobre las condiciones
de monogeneidad de Cauchy-Riemann (ya conocidas por D’Alembert y Euler),
al dar una visién sintética sumamente instructiva de las diferentes lineas de
pensamiento que principalmente Goursat por un lado y Menchoff por otro
han seguido para profundizar la cuestién. Con ello se presenta la férmula
de la integral de Cauchy en una y varias variables como férmula funda-
mental de la teoria de las funciones analiticas, la que una vez introducida
la derivada logaritmica y el teorema de residuos, sirve para demostrar el
cldsico teorema preparatorio de Weierstrass, fundamento de la teoria de ecua-
ciones analiticas desarrollada en el capitulo II. Dicho teorema estd también
constructivamente tratado en forma que dé una procedimiento efectivo para
la separaciéon del factor algebroide, ecuyo comportamiento es el de la funcién
analitica en el entorno de uno de sus ceros. El capitulo acaba con las prin-
cipales consecuencias de este teorema, emtre las que se destaca el concepto
de funeién reducida.

El Capitulo IT est4d destinado al estudio de las ecuaciones analiticas
en términos finitos y a los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

‘

analiticas.

Poniendo en evidencia la mecesidad de conocer previamente una solueién
numérica, se aplica el teorema preparatorio de Weierstrass a la resolucién
de una ecuacién analitica y se estudia también la condicién necesaria y su-
ficiente para que aquella solucién numérica sea punto singular de las even-
tuales soluciones de la ecuacién.

Dichas conclusiones se extienden al caso de un sistema de ecuaciones
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analiticas del cual se conozea una determinada soluecién numérica a; la reso-
lucién de dicho sistema se reduce al de sus factores algebroides para aplicar
a éstos la teoria de la resultante y obtener el que Osgood llama segundo
teorema de Weierstrass.

El autor, como de costumbre, mo se contenta con exponer el teorema
existencial de las soluciones, sino que se preocupa de dar el método para
construirlas efectivamente y poner de manifiesto la finitud del procedimiento
y el papel que juega la caracteristica del jacobiano del sistema, tanto en un
punto genérico como en el punto a, a fin de resolverlo respecto a un grupo
conveniente de variables.

Para la resolucién de los sistemas de ecuaciomes diferenciales ordinarias,
siempre reducible a los de primer orden aumentando adecuadamente las va-
riables funciones, se despejan las derivadas que sea posible mediante la ca-
dena finita de resultantes y eliminaciones anteriormente vista, para asi obte-
ner la forma mnormal en que el sistema esti resuelto respecto a las derivadas
y consta de tantas ecuaciones como funciones incégnitas. Ello da valor a la
primera parte del capitulo para mostrar eémo y cuindo puede obtenerse dicha
forma mormal a partir del sistema dado.

De la forma mnormal se deducen facilmente por derivaciones sucesivas
los coeficientes de las series de Taylor correspondientes a las funciones in-
cognitas, series cuya convergencia se asegura mediante el clisico método de
Cauchy de las series mayorantes. Con ello queda resuelto el problema de Cau-
chy, es decir el hallar dichas soluciones una vez que para un valor determina-
do de la variable independiente se supone que las funciones incégnitas toman
valores iniciales asignados.

Los principales resultados del capitulo quedan aclarados mediante ejem-
plos ilustrativos muy bien elegidos.

El Capitulo III trata de dos lemas algebraicos, el segundo de los cua-
les no s6lo tieme importancia teérica, sino también préctica y es fundamental
para la posterior construceién efectiva de la solucién formal de un sistema
de ecuaciones en derivadas parciales. En efecto, a toda derivada de una funcién
de varias variables puede hacerse corresponder el monomio entero que figura
como indice inferior en la motacién de dicha derivada.

Con ello las derivadas que nacen de una dada por sucesivas operaciones de de-
rivacién son precisamente las que corresponden a los monomios mtltiplos del mo-
nomio, correspondiente a la derivada inicial. Es problema fundamental de la
teoria de los sistemas completos de ecuaciones en derivadas ‘parciales, sistemas
en los que figuran despejadas en los primeros miembros sendas derivadas lla-
madas principales, la determinacién de las llamadas derivadas paramétricas,
no deducibles por derivacién sucesiva de las prinecipales: son aquellas cuyos
monomios correspondientes no son myaltiplos de ninguno de los monomios
que forman el grupo M correspondiente a dichos primeros miembros. En-
tonces las condiciones iniciales del sistema dependen de la manera como se
distribuyen dichos monomios no multiplos seglin el lema siguiente: Dado un
sistema finito M de monomios de ¥ variables @y, @, ..., z;, tales que de cada
dos de ellos nunca uno sea miltiplo del otro, se puede entonces determinar
(generalmente de varios modos en nimero finito) otro sistema N de monomios
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y correspondientemente a cada uno de éstos un grupo de variables (llamadas mul-
tiplicatrices), en forma tal que todos los monomios que no son miltiplos de nin-
guno de M y sélo ellos, se obtienen una y una sola vez por multiplicacién de
un monomio de N por un monomio adecuadamente formado eon las eorrespon-
dientes variables multiplicatrices.

Las palabras subrayadas equivalen a decir que ningén monomio de M podri
obtenerse asi y esta observacién esencial constituye un olvido importante del
autor.

El Capitulo IV trata de la resolucién formal de los sistemas de ecua-
ciones en derivadas parciales y la manera de completarlos. El capitulo comien-
za con la observacién de que por introduccién de nuevas ecuaciones y nuevas
variables independientes, siempre es posible suponer que la funeién incégnita
es tGnica, al considerarla como combinacién lineal de las que figuren en el
problema. Se pone de relieve la importancia del teorema sobre eonmutabilidad
del orden de las derivaciones para que se presente en estos sistemas la posibi-
lidad de su inecompatibilidad y se empieza con el ejemplo més simple propor-
cionado por las condiciones de integrabilidad de una diferencial total.

El primer sistema que se estudia es el de % ecuaciones de primer orden
con una sola funeifn incégnita y m variables independientes; la condicién de
conmutabilidad en la derivacién se aplica a obtener las consecuencias dife-
renciales del sistema dado, formuladas mediante los clasicos paréntesis y cor-
chetes de Poisson como nuevas ecuaciones también de primer orden, funeio-
nalmente independientes de las anteriores para asi llegar a un sistema com-
pleto o en involucién, si antes el sistema no se ha demostrado incompatible
o se ha encontrado directamente una solucién. Si 2 es el nimero de las ecua-
ciones independientes de uno de estos sistemas completos, supuestas despejadas
h de las n derivadas parciales primeras, la construceién formal de la solueidn,
es decir la obtencién de un desarrollo de Taylor que verifique formalmente
las ecuaciones propuestas se efectia términc a término por derivacién suce-
siva de aquellas % derivadas despejadas y aplicacién de valores iniciales. Asi
una solueién del sistema dado queda univocamente determinada como funcién
analitica de todas las variables, en cuanto se asigne arbitrariamente la fun-
cién analitica de n-h variables a la cual se reduce la solucién buseada sobre
una determinada variedad analitica de dimensién n-h (condiciones de Cauchy).

Sin entrar en otros procedimientos eclasicos de resolucién que se encuen-
tran en tratados bien conocidos y después de aclarar los puntos anteriores
con adecuados ejemplos, el autor considera los sistemas de ecuaciones en de-
rivadas parciales de orden cualquiera, poniendo de relieve el hecho nuevo ¥y
muy importante de que la aparicién y nfimero de nuevas consecuencias dife-
renciales del sistema dado depende ahora esencialmente de la ordenacién de las
derivadas, es decir de la determinacién de una altura para ellas. Asi se dis-
tinguen dichas ordenaciones en normales, casi normales y mno-normales; las
primeras son aquellas en que se tieme en cuenta 1°) el orden de derivacidn,
29) el primer orden de derivacién diferente que afecta a las variables colo-
cadas en sucesion determinada en la comparacién de dos derivadas del mis-
mo orden.

Si s6lo se cumple la primera condicién, se tiene una ordenacién easi
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normal; dando un peso o cota a cada variable (v. g. nfimeros primos distin-
tos) pueden obtenerse mediante pesos totales crecientes, ordenaciones no-nor-
males en altura de las derivadas. En el caso de varias funciones ineégnitas,
por la reduccién dicha a una funcién inedgnita, se determinaria también una
ordenacién en altura de las derivadas, aun cuando pueda hacerse directamente,
sin mis que tener en cuenta entre las dos condiciones anteriores, el indice de
la funcién.

Dado ahora un sistema de ecuaciones analiticas en derivadas parciales
y fijada arbitrariamente una ordenacién en altura de las derivadas, puede
cousiderarse cada ecuacién resuelta respeecto a la derivada de méaxima altura
que ella contiene. Apareceran asi, después de faciles simplificaciones, ecomo
primeros miembros las primeras derivadas principales que encontremos. Por la
conmutabilidad del orden de derivacién, se deducirdn acaso nuevas comsecuen-
cias diferenciales, que habrid que agregar al sistema, las que serin algebrai-
camente independientes de éste; despejando las respectivas derivadas de ma-
xima altura y asi siguiendo, el primer lema del capitulo III (es finita toda
sucesién de monomios de %k variables en que ninguno es multiplo del ante-
rior) asegura que después de un ntmero finito de pasos, se llega siempre a
un sistema que también se puede llamar completo, por no deducirse de él
nuevas consecuencias diferenciales. Obsérvese que en el caso de ecuaciones di-
ferenciales ordinarias la finitud del sistema mnormal se obtenia por el hecho
de que el ntimero de ecuaciones habia de ser igual al de funciones que que-
daban como inebgnitas; en el easo de ecuaciomes en derivadas parciales de
primer orden con una funcién ineégnita, el ntGmero final de eeuaciones no
podrd sobrepasar al de derivadas primeras, es decir al de variables indepen-
dientes; aqui es el primer lema algebraico citado el que mnos asegura la fini-
tud del sistema completo, P

Se concluye asi, que un sistema dado de ecuaciones analiticas en deri-
vadas parciales equivale al conjunto de uno o mas (en namero finito) siste-
mas completos dependientes de una determinada ordenacién de las derivadas
en altura, sistemas completos que se separan de él1 mediante una sucesién fi-
nita y determinada de operaciones consistentes en derivaciones, eliminaciones
y determinacién de soluciones numéricas de sistemas analiticos en términos
finitos. .

Fijado ya un determinado sistema completo con respecto a una determi-
nada ordenacién en altura de las derivadas, se extiende el nombre de deriva-
das principales a todas las que se deducen de los primeros miembros por de-
rivacion sucesiva; todas las demis se llaman paramétricas.

El lema II del capitulo IIT permite ahora construir formalmente la serie
de Taylor que da la solucién, definida siempre que se fijen apropiadas con-
diciones iniciales para las derivadas paramétricas, condiciones que dependerin
de los distintos sistemas N que se puedan construir en el lema, apareciendo
como funciones arbitrarias o reduciéndose a constantes también arbitrarias,
seglin haya o no variables multiplicatrices en correspondencia al monomio
respectivo. En definitiva, para completar la determinacién de una funcién in-
cognita de un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, hay que dar con-
diciones iniciales que se traducen en asignar los valores de funciones (even-
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tualmente comstantes) a las que se reducen determinadas derivadas de la fun-
cién incégmita (eventualmente la fumeién misma) sobre determinadas varie-
dades de puntos del espacio representativo del sistema de las variables. Las con-
diciones iniciales se llaman de Cauchy cuando se refieren a los valores dados
sobre una misma variedad. Aqui, ni la estructura de las variedades (que pue-
den no ser limeales) ni su dimensién, es algo intrinseco al sistema, sino que
dependen no tan sélo de la ordenacién de las derivadas en altura, sino tam-
bién del sistema N que se haya construido en el lema II ya citado.

Antes de referirme a los ejemplos y teoremas complementarios con que
se acaba el capitulo, diremos que toda esta exposicién de gran helleza in-
trinseea con que el autor desarrolla la teoria, distingue especialmente la obra
que comentamos de las otras que se refieren al mismo fema, aun cuando mno
se incluyan otros métodos clasicos de resolucién como aquel que refiere tode
sistema a otro de primer ordem, lineal en las derivadas, pero con diversas fun-
ciones incégnitas, parte de las euales se han introducido en la transforma-
cién; dicho sistema lineal, puesto en la forma Ilamada candnica se resuelve
también por la consideracién de derivadas principales v paramétricas.

Los ejemplos elegidos por el autor para aclarar la teoria por él desarro-
ilada, son muy reveladores y aun interesantes por sus aplicaciomes pricticas.
En particular se estudian los sistemas de dos ecuaciones en derivadas par-
ciales para una funeién de dos variables, cuando una de las ecuaciones es
de segundo orden, introduciendo los conceptos de integral intermedia, es deeir
de una ecuacién de orden memor todas cuyas soluciones 'verifiquen el sistema,
y de los sistemas que Sophus Lie llamé en involucién.

Después de dar ejemplos de resolucién de sistemas de ecuaciones con
varias funciones incégnitas, se consideran también los sistemas llamados de
Sofia Kowalewski, sobre todo por su importancia histérica (primer estudic de
caricter general de los sistemas en derivadas pareiales), ya que aqui resultan
un caso muy particular y senciilo en que el problema de Cauchy admite siem-
pre solucién.

Otros ejemplos revelan la importancia de la eleccién de la ordenacién
en altura y consecuentemente de las derivadas principales en el caleulo y na-
turaleza de una seolucién y cémo aun en el caso de una sola ecuacidn, si ge
dejan de lado condiciones de privilegio que la ecuacién misma impone a las
derivadas, tieme que renunciarse a considerarla clla sola un sistema completo,
por lo menos como hecho general sin excepciones,

Se hace notar también mediante los ejemplos expuestos que asi como en
los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias se da particular impor-
tancia al ndmero finito de constantes arbitrarias de que depende su integra-
ciéon y por consiguiente las condiciones iniciales que puedan fijarse, en cambio
en el problema de la determinacién de las condiciones iniciales para indivi-
dualizar la solucién de un sistema en derivadas parciales, condiciones vepre-
sentadas generalmente por funciones arbitrarias, pueden variar segidn el pro-
cedimiento de resolucién que se adopte el ndmero de estas condiciones
y el nimero de variables de que dependen las funciones que las rvepresentan.
Por lo tanto el nidmero de las funciones arbitrarias que completan la defini-




cion de un problema en derivadas parciales debe considerarse estrechamente
vinculado al significado que estas funciones van a tener,

$in embarge, en este orden de ideas, se acaba el capitulo mediante un
notable teorema de Riquier que se refiere a los procedimientos de resolueidén
que realizan la llamada propiedad K, es deecir aquella por la que emn el cileu-
lo de los coeficientes del desarrollo de Taylor de la solucién, la determina-
cién de todos los coeficientes de los términos de grado =<k se hace antes que,
e independientemente de, la determinacién de cualquier término de orden \/ k.

El Capitulo V se dedica al estudio de la convergencia de las soluciones
formales construidas seg@n los procedimientos del capitulo anterior. Hs a

nuestro juicio la parte de la obra que tiene mayor valor ciemtifico, no tan
g6lo por la obtencién de interesantes resultados nuevos que se afiaden a los
anteriormente hallados por Kowalewski, Meray y Riquier, sino también por
abrir anchos horizontes de investigacion fruetuosa a los estudiosos que de-
seen adentrarse en esta teoria.

Ante todo es conveniente advertir que el autor Uama ilimitadamente in-
tegrable a un sistema diferencial de determinada forma de resolucién si se
puede establecer la convergencia de la solucién formal en un campo suficien-
temente restringido para valores cualesquiera de los coeficientes que la forma
de resolucién deja indeterminades, siempre que aseguren la existeneia de con-
diciones iniciales; mientras que lama al sistema integrable lmitadamente si
para realizar la eonvergencia de la solucién, es necesario que esos coeficien-
tes, a més de asegurar la existencia de las condiciones iniciales, verifiquen
otras determinadas condiciones (que han de venir forzosamente . expresadas
por desigualdades).

Se demuestra que el sistema es siempre ilimitadamente integrable, si ha sido
obtenido determinando las derivadas principales y paramétricas mediante una
ordenacién en altura normal.

Se demuestra que el sistema es siempre ilimitadamente integrable, si ha sido
males v no-normales ilimitadamente integrables, pero eomo introduceién al
estudio de otros ejemplos de sistemas sélo integrables limitadamente, el autor
da dos interesantes teoremas referentes a ordenaciones easi normales y que
pueden considerarse como iniciales de una teoria general que queda por hacer.

El autor da en esos teoremas condiciones que hacen ilimitadamente in-
tegrables determinados tipos de ecuaciones, pero al mismo tiempo hace ver
que esos tipos son en otras condiciones sblo limitadamente integrables, con-
siderando el ejemplo clisico de la ecuacién lineal de segundo orden de tipo
eliptico, es decir, la ccuacién de Laplace,

El estudio directo de esta dltima ecunacién eonjuntamente con la transforma-
cién efectuada para obtenerla del tipo general, da los casos en que ésta es sélo
Hmitadamente integrable; entonces las funciones arbitrarias que fijan las
condiciones iniciales vienen expresadas por series de Taylor cuyos coeficientes
no pueden darse arbitrariamente dentro de la condicién de convergeneia de
dichas series, sino que 2 mAs han de cumplir condiciones restrictivas dadas
por acotaciones respecto a su modo de crecimiento, a fin de que la solucién
formal obtenida tenga un radio de convergencia nc nulo.

Una bonita interpretacién teérico-funcional que da el autor de parte de
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esta investigacién es la siguiente: una funcién arménica que sobre los lados
de un Angulo se reduce a dos funciones analiticas (reales) arbitrarias es ne-
cesariamente prolongable o mno en el entorno del vértice segin que el valor
del 4ngulo en grados sexagesimales sea un nifimero algebraico irracional o
un ndmero racional; si el valor del Angulo es irracional traseendente podra
o no ser prolongable, diandose uno y otro caso para conjuntos densos de
valores trascendentes del 4ngulo.

Finaliente el capitulo acaba estudiando un ejemplo de ordenacién no-
normal proporeionado por la ecuacién del calor, llegindose a un resultado clé-
sico sugerido por 8. Kowalewski.

Bajo el titulo de ‘‘Consideraciones finales’’ el autor trata la nocién de
caracteristica haciendo ver que solamente las llamadas variedades caracteris-
tieas, que son en cierta manera excepcionales, son las que no convienen para con-
diciones de Cauchy. Halla la ecuacién diferencial de las caracteristicas y observa
que el estudio de las eventualidades que pueden presentarse estd todavia en gran
parte por hacer.

La obra acaba con una nota bibliografica muy dtil, dando cuenta de
las diversas orientaciones segin las que diversos tratados y memorias fun-
damentales consideran las materias contenidas en el libro. A este respecto,
debemos alabar ecalurosamente la tendencia de dar sélo bibliografia emn esta
forma ecritica, ya que una seca lista de obras y memorias, puesta al final de
un libro, resulta en general, cuinto mas larga, mis indtil.

Quisiéramos afiadir a la informacién bibliografica, por considerarla di-
dacticamente muy valiosa, la obrita, también de caracter gemeral, de . Hohei-
sel: ‘‘Partielle Differentialgleichungen’’ aparecida en los ‘‘Sammlung Goschen’’
de W. de Gruyter (Berlin, 1928), segunda parte de la ya no tan mno-
table ‘‘Gewd6hnliche Differentialgleichungen’’ del mismo autor (Berlin, 1926).
Dicha obrita, que pertenece a la coleccién en que se publicé la tan reputada
entre nosotros ‘‘Teoria de funciomes’’ de K. Knopp (traducida por Labor)
da a nuestro juicio en forma tan feliz como en esta Gltima obra, una visién
general y razonada del tema; en él quedan incluidas las transformaciones
de contacto y su aplicacién a la resolucién de ecuaciones y sistemas con una
o mas funciones inebgnitas.

La obra del Dr. Beppo Levi estd a mas enriquecida con ejemplos acla
ratorios, muchos de los cuales, por su aplicacién a la elasticidad y a la geo-
metria, muestran el interés que la lectura de este libro ha de temer incluso
para los que se interesan primordialmente en las aplicaciones de la Matema.
tica. Sin embargo, tanto esta obra como las citadas en su nota bibliografica
final tienmen una orientacién netamente matemética por la manera de eir-
cunseribir y agotar el tema.

La impresién y presentacion del libro es muy buena, habiendo éonseguido
la imprenta de la Universidad Nacional del Litoral superar todas las dificultades
de eomposicién.

San Juan, mayo de 1944.
Pedro Pi Calleja



