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CENTENARIO DE LOS CUATERNIOS
\

El nimero de febrero del corrienie aiio 1945, de los Pro-
ceedings of the Irish Academy estd consagrado al memorable
acontecimiento de la invencidn de los cuaternios o cuaierniones
de Hamilton. Fué en la sesién de 8 de noviembre de 1843 de
esta misma benemérita sociedad cientifica en la que Wiliiom
Rowan Hamilton presentd su comunicacion f'amosa 'seguicla de
varias otras hasta que en 1847 publicd su exposicion sistemd-
tica, que tan honda reper,cuszdn tuvo en el progreso de la Fisica,
especialmente en los paises de habla inglesa.- El algoritmo que
para los fisicos ha sido poderoso instrumento analitico y para
los matemdticos tema de investigacion desinteresada como tan-
tos otros sistemias de hipercomplejos, adquirié ‘singular impor-
tancia a partir del descubrimiento de Frobenius: enire todos
los sistemas, el unico que conserva las propiedades aritméticas
fundamentales, excepto la conmutatividad de la multiplicacion,
es el de los cuaternios.

A partir de este descubrimiento de Frobenius la impor-
tancia de los cuaternios ha crecido sobremanera en el seno de
la Aritmética universal y del Algebra absiracta; pues este algo-
ritmo se convierte en la piedra clave que cierra el arco milena-
rio cuya construccion inicié Euclides. Para los fisicos conserva
todavia el valor instrumental que fuvo en su mente el genial
creador; pero la trascendencia de sus ideas, que entonces pare-
cian subversivas, como las de Grassmann, su espiritu gemelo,
radica en el descubrimiento de un nuevo mundo de magnitudes
que después amplié Cayley y perfecciond entre otros el mismo
Frobenius, hasta organizarse la moderna aritmética y cdlculo in-
finitesimal de matrices, herramienta hoy eficacisima e indispen~
sable para la elaboracidn de la nueva Fisica.

Contribuimos al merecido homenaje recordatorio reprodu-
ciendo de la mencionada revista dos articulos de acreditadas
firmas, confirmatorios de las afirmaciones que acabamos de
formular.



EL DESARROLLO DE LAS IDEAS EN EL DESCU-
BRIMIENTO DE LOS CUATERNIOS -

por E. T. WHITTAKER
Universidad de Edinburgh

La primera comunicacion sobre cuaternios, efectuada por
Hamilton a la Academia, segun figura en los «Proceedings»
del 13 de Noviembre de 1943 daba la férmula del producto de
las unidades' cuaternidnicas ¢i,j,k, sin indicar cémo habian
sido ellas obtenidas. La extensa memoria que aparecié cuairg.
afios mas tarde en el «Transactions», estaba encabezada «Ver
13 de Noviembre de 1843», pero su publicacién debe ser poste-
rior, porque en Julio de 1846 Hamilton declaré que reservaba pa-
ra las Transactions de la Real Academia Irlandesa, un informe
sistemético y méas completo de sus investigaciones en el tema;
y en la memoria misma menciona que algunas péaginas de ella
habian sido publicadas en Junio de 1847.

No hay, entonces seguridad de que el método de exposicion
adoptado en esa publicacién represente precisamente el desarro-
llo de sus ideas. En ese sentido, dependemos, para informarnos,
de otras fuentes, particularmente la «Carta a John T. Graves,
Esq.», que fué publicada en el Philosophical Magazine en Di-
ciembre de 1844, fechada con 17 de Octubre de 1843 — el dia
siguiente al verdadero -descubrimiento — y el extenso prélogo
del «Lectures on Quaternions», con fecha de Junio de 1853,
casi diez afios después; conjuntamente con las indicaciones da-
das en la «Vida de Hamilton» de Grave, en una comunicacion
efectuada a la Academia el 11 de Noviembre de 1844, y en di-
ferentes memorias.

" Como, a primera vista no todo el material parece armoni-
zar muy bien con el resto, y habiendo varios claros historicos
que deben ser completados mediante conjeturas, quizd quede
justificado, en ocasi6n del centenario, el intento de un eshozo
del desarrollo de las ideas de Hamilton. :

La memoria del Transactions de 1848 dice que’ «respecto
de los cuaternios, la investigacién... podia ser considerada, al



menos en un primer aspecto, una continuacién de las especula-
ciones sobre pares algebraicos..., que fueron comunicadas pri-
meramente a la Real Academia Irlandesa en Noviembre de 1833,
y publicado en 1835, en el décimo séptimo volumen de sus
Transactions». Esto tltimo es una disertacion algebraica, en la
que, p. ej., el namero complejo a-bf—1 es considerado
como un par de némeros (a,b) con la propiedad

(b1, bg) - (a1,a5) =_(b1 a,—byay, byay+ by ay).

La memoria de 1848 sigui6 a esto en la introduccién de
los cuaternios en forma puramente algebrdica, definiendo las
unidades 1i,j,k, por medio de subslituciones. Pero, evidente-
mente, éste no ha sido el camino por el cual han sido descu-
biertos. En 1844 Hamilton expresé a la Academia que lo que
originariamente lo condujo -a concebir su teoria de los cuater-

nios... fué el deseo de formarse a si mismo una concepcién.

clara... de un cuarto proporcional a tres lineas rectangulares
cuando se tenia en cuenta sus direcciones; como Mr. Warner
y el Dr. Peacock mostraron cémo se concibe y expresa el cuarto
proporcional a tres lineas cualesquiera de un plano, que poseen
direccién». «La primera conjetura», dijo, «que sobre triple-
tes geométricos, hallé anotado entre mis papeles (hacia 1830)
fué, que mientras las lineas en el espacio podian ser sumadas
siguiendo las mismas reglas que en el plano, debian poder ser
multiplicadas multiplicando sus longitudes, y sumando sus &n-
gulos polares. En el método conomdo por mi entonces como
de Mr. Warren, si escribimos...

Ahora bien: el Rev. John Warren A. M., que era Fellow
y Tutor del Jesus College, de Cambridge, habia publicado en
1828 el «Tratado de la representacién geométrica de las raices
cuadradas de las cantidades negativas», que era, esencialmente,
una descnpcmn y elaboracién de lo que hoy se llama diagrama
de Argand, que representa el nimero complejo a+b)—1 por
un vector cuyas componentes rectangulares sean (a,b). De to-
do’ esto, resulta evidente que Hamilton leyé éste trabajo, por
lo menos, tan pronto como fué publicado, y que ya en 1830,
tres afios antes de la memoria sobre el &lgebra, le fué sugerido
el problema de la multiplicacién conjunta de dos vectores en
el espacio tridimensional. En 1834 y 18385 construyé una «teo-



ria general de tripletes» y «ello fué, dijo, el motivo que en-
tonces me indujo a asignar importancia especial a la considera-
cién de los tripletes... Este fué el deseo de corregir en forma
nueva y util, o por lo menos interesante, los clculos mediante
la geometria, con alguna extensién nueva al espacio de tres di-
mensiones, de un método de construccién o representacién em-
pleado con éxito por Mr. Warren».

El problema estaba en la mente de los matematmos contem-
pordneos y los hermanos Juan y Carlos Graves y Augusto De
Morgan intentaron su solucién. Pero fué Hamilton quien atacéd
el problema con éxito:

En la representaciéon de Argand de un vector en un plano
mediante un complejo ordinario, la multiplicacién de los vec-
tores estd determinada por la férmula algebraica:

(+iy) (@ +iy) =X +i¥V
en la que |
=—1, X=uxz'—yy, Y=zy+zy.

Ahora, la férmula para la multiplicacién de determinan-
tes da ‘

22 4 y? zx'—yy z —y D
xx — yy; 22 ‘I" y;2 - xz y; (
o
(22 +y2) (z2+y?)=X2+ Y2 (2)

asi, (224 y2)Y/2 es el moédulo de multiplicacién, es decir, la
funcién que, en el proflucto, tiene el mismo valor que el pro-
ducto de las correspondientes funciones de los factores.

_ En 1843 Hamilton, abandonando su notacién anterior, pro-
pone representar el vector en el espacio tridimensional por
x+4iy+jz, donde i y j son entes, tales que

===l ®)

quedando todavia indeterminadas todas sus demés propiedades.




Un segundo vector estaria representado por z'+4iy' +jz’ y la
manifiesta analogia de (1) es un caso del teorema de Cauchy
" sobre la multiplicacién de dos disposiciones, especialmente,

Pl —2

©? + y2+ 22 zr'—yy—z2
+

rx'—yy'—zz'  x'?4y242'?

z -y
x' y/

wl

o,

(224 y24-22) (22 y2 4 22) =
(wa' — yy' —22')2 H(zy’ +a'y)2 4 (22’ +2'2)2 4 (y2' — y'2)2. (4)

El primer miembro de esta ecuaciéon es el producto de los
cuadrados de los médulos de multiplicacion de los dos vecto-
res, pero el miembro de la derecha no contiene tres,-sino cua-
tro cuadrados. Apoyéindose en esto, Hamilton vié que las ope-
raciones geométricas del espacio tridimensional requerian para
su descripcién, no tripletes, sino cuadrupletes; pues si conside-
ramos, por ejemplo, la operacién que efectuada sobre un vector
o lo convierfe en otro B vemos que para especificar esta ope-
racién, necesitamos conocer la relacién de las longitudes de o
y B el 4ngulo que forman, y el nodo y la inclinacién del plano
en el que yacen, es decir, en total cuatro nimeros. De ahi que
- él estaba preparado para aceptar la ecuaciéon (4), como la que
da el médule de multiplicacién del producto de dos vectores.

Ahora tenemos, multiplicando,

(2 41y +j2) (&' iy’ 4 j2') = (2w’ — yy' — 22') + i(zy' + 2y)
+ j(xz' +2'z) + ijy2’ 4 jizy'. (5)

Comparemos (5) con (4). De la (5) resulta que la ecua-
ci6n del médulo de multiplicacién de los dos vectores, cuyo pri-
mer miembro consiste en el producto (z24y242z2) (2'24y'24-2'2)
debe contener, en el otro miembro, el cuadrado de (za'—yy'—zz’)
el cuadrado de (zy +=z'y), el cuadrado de (zz'4x'z) y otro
cuadrado que corresponde a los términos ijyz’'+ jizy’. Pero de
la comparacién con la (4), resulta que éste wltimo cuadrado de-
be ser (yz’—y'z)?; y para obtener ésto de ijyz’+ jizy', de-
be ser :

ji=—ij.
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El momento cumbre en la historia del simbolismo mate-
matico, fué éste. Comenz6 entonces un proceso creador que
produje, no solamente los cuaternios, sino todos los otros siste-
mas que rompieron con las viejas reglas; las matrices, de Cay-
ley y Sylvester, la l6gica simbélica de Boole, la Ausdehnungs-
lehre de Grassmann, las diadas de Gibbs, y el algebra de la me-
cdnica cudntica de Heisenberg-Dirac.

Llamando - k& a ij, tenemos:
ij=k=—ji (6)
y las ecuéci,ones (4) y (b) pueden ahora escribirse
(w24 y2 4 22) (a2 + y'2 4+ 22) =X2+- Y2+ Z2+ W2 (4a)
donde
(z+iy+ jz) (& + iy + j2) =X+iY'—i—jZ +EW.

De (3) y (6) podemos deducir inmediatamente las ecua-
ciones fundamentales

P=p=kt=—1, ij=k=—ji, jk=i=—kj, ki=j=—ik.

Ahora Hamilton introdujo una innovacién, escribiendo el
cuadrinomio

w+ iz + jy + kz.

Durante un tiempo, pensé llamarlo gramarismo, pero pre-
valeci6 el nombre de cuaternién. El teorema de la multiplica—
cién de los cuaternios resultaba de las ecuaciones (7),'y la nue-
va ciencia estaba fundada.

Las dificultades de los tripletes, que durante tanto tiem-
po detuvieron a Hamilton, fueron resueltas por un camino com-
pletamente diferente por De Morgan, cuya «dlgebra triple» no
carece de interés. Como hemos visto, Hamilton estableci6 la
condicion de que el mddulo de multiplicacién del triplete
a+bi+cj debia ser (a2+b24-c2)1/2, Pero un sistema de al-
gebra triple con ese modulo, es seguro que no puede existir,
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porque el problema de hallar tres cuadrados en el que entren
simétricamente las letras acentuadas y las no acentuadas, y cu-
ya suma sea igual a (a24b24¢?) (a2 b2+ ¢2), puede de-
mostrarse que es equivalente al problema de hallar tres puntos
sobre una esfera, cada uno de los cuales sea antipoda de los
otros dos.

No obstante, no es necesario que el médulo sea una fun-
cién simétrica de a,b,¢, y De Morgan demostré que si se omi-
te esta condicién, pueden construirse sistemas de algebra triple
en las que todas las leyes del 4lgebra ordinaria se cumplen.
Asi, indicando el triplete .con a+bi+¢j, si convenimos que:

B=—j, j2=—1, ij=ji=1,
la formula para el producto de dos tripletes es
(a+ bi+cj) (@ + i+ ¢'j) =(be + cb’ +ad).,
+ (ab’ 4 ba’ — cc’) i+ (ac’ + ca’ — bb’) j.

El médulo de multiplicacion es (a2+b2+-c24-abt-ac—bec)t/2;
porque si

A=bc’+cb' +aa’, B =ab; +ba—ecc!, C _;.ac' + ca’ — b,
obtenemos la identidad:

(a2—|—bz—|— ¢ +ab+ac—be) (024 b2+ 2+ ab +ac—b'c)
=A24 B2+ (24 AB+ AC—BC.

Las leyes conmutativa, asociativa y distributiva son validas
para éste sistema. Otra propuesta de De Morgan fué conservar
las propiedades conmutativa y distributiva, y suprimir la aso-
ciativa; esto ocurre, por ejemplo, con el triplete a- bi+ cj
si establecemos que

ﬁ:ﬁ:ﬁ:—L'

Gomo ' (ii)j no es igual a i(ij), la propiedad asociativa
no rige. Ahora, débemos tenér, como producto de dos tripletes



— 10 —

(a+bi+of) (@ + Vit of) =[aa—(b+0) (W +)]
+ (ab’ 4+ ba')i + (ac’ + ca')j. ‘

El médulo de multiplicacién es: )
[at + (b4 o)
porque tenemos idénticamente,

[? 4+ (b +)*] [ + (b £ €)= [0’ — (b +c) (V' + )
+ (ab’ + ba’ + ac’ + ca’)2.

De Morgan discutié la interpretacién geométrica de sus al-
gebras, pero no es tan simple como la de los cuaterniones. Ade-
mas, los cuaterniones son fundamentalmente ventajosos, por )
ejemplo porque, como lo indica un teorema, descubierto mu-
cho después, las tnicas dlgebras asociativas lineales en el cam-
po de los ntimeros reales en que la divisién es univocamente po-
sible, son, el campo de los nameros reales, el campo de los mi-
meros complejos ordinarios, y los cuaterniones reales. En la
competencia de los sistemas, Hamilton sobrevivi6 como el me-
jor, y sus rivalesj, hoy, han sido olvidados.



CUATERNIOS Y MATRICES

por A. W. Conway
University College, Dublin "

Introduccion

El término matrices fué usado primerdmente por Cayley
en una publicacién en francés en 1855, en el periédico de Crelle.
Una exposicion formal de las principales propiedades de las
matrices fueron dadas por él mismo méas tarde en el Philo-
sophical Transactions de la Sociedad Real (1855). Muchas de
sus propiedades eran ya conocidas por Hamilton. En 1853 di6
a conocer en su «Lecturas sobre los Cuaterniones», el hecho
de que una matriz satisface una cierta ecuacién simbélica, en
este caso una ctbica. Cayley lo prob6 para el caso de una cua-
dratica y una cubica, y dedujo que debia cumplirse en gene-
ral. G. S. Pierce (1881) expres6 al cuaternién como una ma-
triz, tal que w+ax+By-+ vz es equivalente a

( w+ iz y-—.iz)

—y —iz w—iz

es decir,

1 ; 0 :
Culp Dl D o)+G o)

Pauli emple6 éstas matrices afios mas tarde. Ya anterior-
mente, en 1878, Frobenius utiliz0 matrices cuadradas de 4.0
orden que cumplian las leyes de combinacion de los cuaternios
desarrolladas maés tarde por Eddington.

No obstante, no es mi propésito establecer conexiones en-
tre el desarrollo de los cuaterniones, y el de las matrices, sino
solamente mostrar las combinaciones de los cuaterniones, que
son equivalentes a las matrices empleadas por la fisica tedrica
de los tultimos afios, en particular en lo que se refiere a ciertas



ecuaciones de particulas. Es efectivamente éste el desarrollo mo-
derno de la centenaria controversia entre la teoria corpuscular y.
la ondulatoria. Huyghens, Newton, Fresnel, J. J. Thompson,
Bohr, Lorenz, De Broglie y Schrédinger, contribuyeron a dilu-
cidar la cuestion. .

La experiencia concede igual fuerza a cada una de las dos
posiciones, y actualmente se acepta que existen dos aspectos pa-
ra una particula. Su concepcién fisica le estd vedada a nuestra
imaginacién, asi como no podemos imaginar cuatro dimensiones,
o un espacio eliptico, y debemos relegarle para siempre, a la
" representacién matematica. La ecuacion de Schrodinger mues-
tra que para cada particula existe siempre el aspecto de onda;
y que todas sus ecuaciones como particula son factorizacién de
alguna forma de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales.
Matematicamente, la idea no es nueva. Ademéas del factorco del
cuaternio como :

.

0 ) J0 .0 0
V2+c,—t2f( 2 Py FY o i) (05 -I—B——H—— i)

debe ponerse atencion en el trabajo de J. Brill (1889, 1892,
1894) en el que V2+-0—tz ‘es factoreado usando matrices que

obedecen. a las mismas reglas, que las de Eddington y Dirac.

Una forma cuaterniénica fué dada (Conway, 1936, 1937)
para estas. Gltimas matrices en términos de funciones cuater-
nibnicas lineales simplificadas. Las ecuaciones de Proca para el
campo del mesén (s=1) conducen a un aspecto de particula
que contiene matrices (Duffin, 1938; Kemmer, 1939) cuyas pro-
piedades fueron estudiadas por Heitler (1943) y Schrédinger.
Estas matrices, que en su forma més sencilla’ contienen 100 tér-
minos, obedecen a complicadas reglas de conmutacién. El ob-
jeto de este trabajo es la oblencién de ‘matrices cuaterniénicas
que obedezcan a las mismas reglas de conmutacion. La comple-
jidad de estas matrices proviene de la asimetria de las ecuaciones
de Proca. Poniéndolas en una forma equivalente de cuaternion,
muchas matrices sencillas pueden ser utilizadas para el. aspecto
de particula de la ecuacién del mesén.
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Matrices de Dirac-Eddington

Si o,B y Y son los vectores unitarios fundamentales, que
cumplen

=R =y2=afBy=—1

una tipica matriz de Eddington

o 0 o0 1
0o 0 -1 0
0 -1 0 0
1 o o o/

puede ser expresada en la forma «()B. Las otras pueden ser
escritas segun el siguiente esquema: ’

a(Je B y(e i) i()Y
o()B BOB OB 0y i()e
o)y  BOY  yOy i()e ()8
BOE  v()i e()i
v()i ()i B
Debe tenerse en cuenta que todas las funciones en una fi-
la o columna anti conmutan, y que dos funciones en diferentes

filas y columnas conmutan. Si tomamos dos funciones conmu-
tables cualesquiera, por ejemplo o ()B y v()o y formamos

funciones tales como f( ):l [¢()B+7v()a] obtenemos fi=f

y ecuaciones como fyfsfs;+ ]’5 fofi1=0. En la otra seccién se
dard una generalizacién de@stas funciones.

Se puede sefialar que las matrices de Frobenius .(loc. cit.),
son, en forma cuaternidnica, 1,a(),B(),y().

Funciones Subsidiarias

Represente w,+ o, (r=1,2,8,4) cuairo cuaterniones que
forman cuadrivectores ortogonales de modo que

’ [ A—
w,w,——Sa,as—B,.s.
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Sea otro conjunto w,+ o/, teniendo las mismas partes es-
calares, tal que

w, ws— SY, oy =

s 6!‘8‘

Aqui se puede hacer notar que si tenemos cualquier con-
junto ortogonal de cuadrivectores, podemos obtener todos los
demas mediante la transformacién generalizada de Lorenz

a()b, Na=Nb=1.
Uno de ellos es
1, a,‘fi,y.
Luego, la expresién mas general de estos conjuntos es
ab, aab, apb, avya.
Para obtener un conjunto, dado uno cualquiera (digamos
q) es necesario solamente tomar dos cuaterniones tales que

ab=p. Para otros desarrollos véase Weiss (1941).
Formando las funciones

fr: [ar()_l_()a',r]

8=

o= o=

[, ()= () @]

" encontramos

815+ 851, =(w, w,— b ), + (w,w,—d)E, (r,s,t=1,2,8,4)
| 8 8581+ 8185 8r = (W, Ws— By) g + (W, — dy5) 8
fgt+1g =0 :
w, (£, £+ 8.8 +w, (£, £+ 8, 85) — 2w, W, W, =—w, B— w; By,

Los valores propios (eigenwerten) de f, son, de acuerdo
con lo anterior 0,ig, —ia,. Las multiplicidades se encuentran
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obteniendo los puntos unidos. Debe tenerse en cuenta que des-
de que w?2—oa2=w2—a'2=1, podemos poner —al2=

—a/2=g2
Nosotros tenemos

1
f.(1) —_——f_)l-.(a,, + o))
1 '
fr (a’r) = (_ lar2 + a, ("',r)
1
f, (c",r) = o9 (_ a?+ % “’,lj)

1 ‘ E
f, (a,0')=— 50,2 (a.+a’).

Asi, correspondientemente al valor caracteristico cero, ob-
tenemos

A(e,—d)+B(a2+ 0, o))

donde las constantes escalares arbitrarias muestran que la mul-
tiplicidad de la raiz cero es dos. Los otros puntos unidos som

a, (0, + o/ )L i (02 —a, o).
Para la func’én r hallamos .

A(o+d,)+ B (g2 —a.0), ap(o,—0)ti (a®+a, o'p).

Matrices del Mesdn

Las matrices de Duffin Kemmer B,(r=1,2,3,4) satisfa-
cen las ecuaciones

By Bs By + By BsBr=6rsBl+6wBr -

o, en ofra forma
(= =, B,)8 =2zs. 2o, B

Poniendo
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0. 0 £, 0

) I = 0 0 W, —8F
r ~f, w, 0 0
0 g, 0 0

hallamos .

FrES Ft+EthEr:6rsF_t+alsFT‘

La prueba puede ser abreviada poniendo

£ £
Aﬁ%&‘_;y B=(Tg )
tal que
. o 4
j = (B,. Or)
I, B T+ B I, E,= ( 0 AJ%&;AJQL)

B, A;B,+ B, A B,

Matrices del mesdn simplificadas

Llamando % y o ‘a los potenciales escalar y vectorial del
campo del mesén, y con & y n el exa-vector, las ecuaciones
. de Proca pueden ser escrilas, siendo m una constante

" SVe=m+

VVin—e=—mo

—o—Vio=me

VVo=mx.

De esto, sigue

SVo—bh=0

VVe +n =0
"SVn:d.



Combinando, obtenemos la forma cuaterniénica de las ecua-
ciones de Proca -

|
!

Ve fn=mb -
—Vn+e=mo
—Vb—o=me \
Vm—w‘b:mn. ' P

De ellas, obtenemos las matrices 17, I, I, LY, donde

"0 0 « 0
0 0 0 —ao
Ts= L 0 0 o) IV, =etc.

0 o 0 O

0 0 0 1

, 0 0 —1 0

= o -1 0 0

1 0 0 0

P.}\Z, =1 .I")\ E.’P- + IVH E’)\ =0 ()\, p=x,%,2, t)

y de aqui la ecuacién del aspecto de particula

b
0 0 0 0 )
I‘lm_ Mo I‘tz__ v —
[ 0m+1y0'y_lt 0z+1"ot m]( € > 0
in

Estas matrices pueden ser generalizadas por medio de los
cuadrivectores ortogonales, w,-+a,. Luego

: 0 0 —w @ '
. Frz(_u —w Or Or>’ ("=1’2’3’4>-



POLARIZACION DEL VACIO POR UN POTENCIAL
DISCONTINUO

por =

Gumo Brox
Observatorio Naecional, Cérdoba
(Recibido el 26 de marzo de 1945)

POLARISATION OF THE VACUUM BY A DISCONTINUOUS POTENTIAL

SuMMARY: The considerations recently given on the microkinematies mphed
by DIRAC’ theory ('), have, so far, only been applied to the case of the
vacuum. The present paper shows, haw the influence of an external electromag
netic field on the state of the vacuum ecan be investigated and considers in |
detail a simplified, onedimensional model of a diseontinuous electrostatlc po-
tential,

§ 1. Introduccién. Como hemos mostrado en el
trabajo anterior arriba citado, la teoria de Dirac implica una
cinematica particular, describiendo el estado electromagnético del
vacio simultineamente con sus propiedades mecanicas. El es-
tudio del estado del vacio en presencia de un campo electro-
magnético exterior debe, pues, revelar nuevas propiedades ca-
racteristicas de ‘la teoria de Dirac. .Sabemos que las modifi-
caciones introducidas en el estado electromagnético del vacio
por fuerzas exteriores pueden ser consideradas como una «po-
larizacion» del vacio, conduciendo en el caso de influencias su-
ficientemente fuertes a una separacién de cargas de ambos sig-
nos, conocida como produccién de pares de electrones.

La dificultad de principio que se opone al fratamiento ri-
guroso de nuestro problema fluye del hecho que una teoria sa-
tisfactoria tiene que incluir, desde el principio, la descripcién
del campo electromagnetlco y no permite la introduccién del
concepto de un campo «exterior». Sin embargo, el estado ac-
tual de la teoria todavia no permite llegar a una descripcién
tan completa. En el presente trabajo admitiremos, pues, de

“

™ G.'BEG:K, Tiqld concepts in quantun theofy. Rev. Mod. Phys. (Under
press). ' ' .

o
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manera fenomenolégica, la existencia de un campo llamado «ex-
terior». La introduccién de tal campo ya fué dada  por Dirae
desde el principio y fué justificada por un gran ntmero de
resultados, por ej., el éxito de la teoria de Dirac del itomo
de hidrogeno. Podemos, pues, esperar que el mismo procedi-
miento revele, por lo menos aproximadamente, los fenémenos
producidos por un campo en el vacio.

El primer resultado, al cual llegaremos mas abajo, serd que
el estado electromagnético del vacio no implica las magnitudes
del campo exterior, p. ej., del campo electrostatico de un pro-
ton. Lste resultado no puede ser inesperado: la referida teoria
de Dirac, no puede informar sobre mis que los fenomenos de-
bidos a los electrones y permite, por lo menos en la aproxima-
cién alcanzada, separar el campo electromagnético en dos par-
tes: en una parte debida a los electrones (incluso del" vacio) 'y
en ofra parte, “lebida a origen ajeno (p. ej., a protones). La
posibilidad de. separacién mencionada representa un hecho no-
table, a pesar de que todavia no conocemos su origen ni sus
limites. Sin embargo, podemos afirmar que tal separacién ya
aparece, en forma todavia maés general, en la electrodindmica
clasica. El carécter lineal de las ecuaciones de Mazwell im-
plica la superposicion aditiva de los campos de dos cargas cua-
lesquiera, y no solamente de los campos de un electrén y de
un proton. : ‘

La investigacién del caso més general, implicando la exis-
tencia de todas clases de particulas con sus campos respectivos,
parece, en este momento, todavia fuera del alcance de la base
actual de nuestra teoria. Sin embargo, ya serd una de las ta-

reas mas importantes la de llegar, por lo menos en el caso res-

tringido de ausencia de otras particulas, a una descripciéon com-
pleta. no fenomenoldgica, de un namero de electrones y del
campo electromagnético producido por ellos. El presente tra-
bajo puede ser considerado como un primer paso para poder
resolver el problema restringido.

~ El segundo resultado obtenido més abajo, se refiere al
cilculo del. estado del vacio en el caso de un campo electros-
tatico discontinuo. Mostraremos, que este estado corresponde a
una polarizacién y que la separacién de cargas positivas y ne-

gativas se mantiene finita, incluso en el caso de una diferencia’

de potencial AV >2mc2 Concluimos de nuestro resultado, que

v
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la teoria de Dirac ya contiene la interaccidn intrinseca entre un
electrén y un positrén, contrariamente a las ideas de la teoria
actual. Queremos sin embargo, antes de entrar en la discusién
detallada de nuestro problema, mencionar en el § 2, las dificul-
tades intrinsecas de las consideraciones de las teorias anteriores.

§ 2. Dificultades de la interpretaciéon del
comportam1ento de un electrén en un salto de
potencial segun la mecédnica cuéntica. GConside-
- raremos, primero, el caso del potencial repnesentado por la
figura 1a. Es sabido que, segin la mecédnica culntica, tal po-
tencial permite ‘calcular, en acuerdo con las experiencias, la re-
flexion y el pasaje de electrones de distintas velocidades y di-
recciones de movimiento. Resulta, en particular, que un elec-
trén llegando de la izquierda con una energia cinética inferior
a AV queda completamente reflejado, pero penetra una dis-
tancia finita al interior de la barrera de potencial. Al contra-
rio, un electréon llegando de la derecha con una energia ciné-
tica pequeiia (<AV) es con gran probabilidad reflejado, a
pesar de que las fuerzas exteriores actian en direccion inversa.
Ambos fendémenos estan en contradiccion con los conceptos ele-
mentales de la dindmica, segin los cuales cada cambio de mo-
vimiento supone la existencia de fuerzas en el lugar y en la
direccién donde se produce el cambio de movimiento.

Siendo irrefutables las confirmaciones experimentales de la
mecénica ondulatoria, mucha gente ha aceptado el punto de vista
de que el segundo principio de Newton ya no se aplica en casos
tan extremos. Queremos insistir aqui en que tal punto de vista -
es prematuro. Una vez que admitimos la existencia de una po-
larizacién del vacio, la fuerza que actiia sobre un electrén no
puede ser determinada considerando solamente el campo elec-
tromagnético exterior. Sin embargo, tampoco es posible defi-
nir y afiadir un campo espacio-temporal que tenga en cuenta
la polarizacion del vacio, ya que la. polarizacién del vacio de-
pende esencialmente del impulso del electrén considerado. Lle-
gamos, pues, a la-conclusién de que el concepto de un «campo
espacio-temporal» en su forma actual, no puede ser mantenido
en la micro-fisica y tiene que ser reemplazado por el concepto
mas general de un «campo definido en el espacio-tiempo de la
fase». Llamamos aqui espacio-tiempo de fase el continuo de
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siete dimensiones, las coordenadas del cual son, en el caso méas
sencillo, =, y, z, t, ps, py, p.- Es este campo que tendremos
que estudiar mas abajo.

Y
I
I|, =
- _E__'v _______
L r|!
T 5
3 Rt Higy—— >z
——‘I ’AVV nfc‘ ;
S .__:.__Jr::i“:_‘_—_."_‘_?- e u
3 '
T x
Tig. 1a Fig. 1b

El segundo caso que presenta interés para nosotros, es el
del potancial representado por la figura 1b. Se trata, aqui,
del problema conocido bajo el nombre de la «paradoja de Kleins.
Klein mosiré, que segin la primera interpretacion de la teoria
de Dirac, un electrén de pequeiia energia cinélica (<AV —2me?)
es capaz de penetrar de la izquierda, con probabilidad finita,
y, después de un cambo espontineo del signo de su energia ci-
nética, continuar a la derecha del salto. Ningun sentido fisico
puede ser atribuido a tal interpretacién del formalismo de
Dirac. Dirac propusg, entonces, una modificacion de interpre-
tacién, conocida bajo el nombre de la «teoria de las lagunas»,
que, cualitativamente, permite dar una interpretacion fisica y
puede ser verificada por las experiencias. Segtn la construc-
cién de Dirac, tenemos que imaginar, que la parte de energia
cinética negativa de nuestra figura esta llena de electrones inob-
servables, considerando como positrén cada laguna que aparece
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si uno de estos electrones penetra a la izquierda y forma, all4,
un electrén observable.

La dificultad de principio de la interpretacién dada por
Dirac es que supone que podemos tratar un electron, sin lener
en cuenta su campo electromagnético. Despreciando la interac-
_cién entre los “electrones, podemos, efectivamente, admitir una
corriente infinita de cargas positivas y negativas producida por
un potencial discontinuo. Sin embargo, tal interpretacién no es
compatible, ni con la experiencia, nj con las propiedades del
formalismo de Dirac. Mosiraremos, mas abajo, que la separa-
cién de cargas, producida por el potencial de la figura 1b, se
mantiene finita, lo que indica que el formalismo de Dirac ya
contiene la interaccién intrinseca entre electrones, sin que haga
falta recorrer al concepto filoséficamente inadmisible de elec-
trones no observables.

§ 3. Transformaciones unitarias generales ~
Consideraremos, en lo siguiente, las soluciones de la ecuacion
de Dbrac

3

_l_lb-|_ gradlb—l——ﬁtb—{——h—U(t)ll’ 0 (1)

c
donde la energia U(¢) puedé ser elegida de tal manera que

U=consl. para (=1,

—;, (2)
U=U(t) para t=lI,.

Incluyendo el limite #,— —oo, las condiciones (2) no im-
plican ninguna restriccién esencial del caso méis general. Su-
pondremos, ademds, que, para {<t;, la solucién de (1) sea
dada por un sistema orto-normal de funciones

uy (*> : !

B an gt

(*) Tenemos que mencionar explimtamente, que contrariamente a las mag-
nitudes de (1) utilizadas en la teorfa general, consideramos aquf golamente solu- =
-ciones particulares; de manera que $; ¥ u, representan spinores habituales de
cuatro componentes.
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Entonces, la solucién general de (1) puede ser escrita
= siet) - 1, (%)

2ai . ’
Sir(t) =0 7 Tipara t<ty, (3)

Concluimos féacilmente de (1) que

10

~ . g 1 6 ~ |
Gy —aiv ey =0 o [himdi=0 @

f“b:{ "blé dr= s*l'r'skr qui‘*'uk drv= 6""" - (5)

~

La relacién (5) nos ensefia, que el sistema ¥, de funcio-
nes- representa un sistema ortonormal de funciones para cual-
quier momento ¢ y que s;(t) es una transformacién unitaria.

Sea qun operador lineal. La expresion

{F}?Ic = 1'pi* F ¢lc (6)

representa, entonces, una forma bilineal. La transformacién
s;;(t) transforma la forma (6) segin

{F};Plc = S*ir u*r F U Sjes — s*ir {F}?a Spse (7)

En el caso particular, que F no opera sobre el tiempo,

los coeficientes s;; conmutan con F y (7) se simplifica de
manera :

Fh=*esallls ®)

y conduce, en particular, a la relacion

- Spur{F)={FY}, =, = nvariante. @

(*) Dos fndices iguales implican sumaeién sobre todos los valores.
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Tenemos, sin embargo, que subrayar el hecho, que la férmula
(9) no es vélida, si el operador F. opera sobre la variable .t.

§ 4. Teoremas sobre la .polarizacién del va-
¢io. El teorema (9) puede servir inmediatamente para la in-
vestigacion de la distribucién de cargas y de corrientes en el
vacio. '

Segtin la teoria expuesta en el trabajo arriba citado tene-
mos que poner :

-

E=47I].L{i-'Y)] . I?:—élnp;{B:}
p=pdiviv} \ : (10)

'§=—— W (—1— (M—l—rot{[i:}) .

e 0Ot

>
Aplicando la relacién (9) y teniendo eh cuenta que Spur{iy}=0
en el caso de ausencia de campos exteriores, resuita

->
Spur p=p Spur div{i:;]:di\; Spur{iy}=0 (11)

>

Spur s=—p Spur (i {Y} rot{B c}) /- (12)
.t 5

La desigualdad (12) fluye del hecho, que la expresién s con-

tiene una derivada con respecto al tiempo.

La relacién (11) afirma que la densidad total de carga
eléctrica (implicando la suma sobre todos los impulsos y sobre
los cuatro estados del carécter) desaparece en cada punto del
espacio. Segtin (12), un teorema andlogo no puede ser enun-
ciado con respecto a las densidades de corrientes (*).

(*) Mencionamos también, que teoremas anflogos a (11) y (12) son véli-
dos para las densidades magnéticas

-
—p Spur div{B o}=0

1 Spur (lc @ —rot {L—\:}) 7=0.
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©  Segtn (11), las magnitudes del campo del vacio (10) no
corresponden a ninguna distribucién finita de carga eléctrica
total, incluso en el caso que el campo exterior, representado por
U, corresponde a una distribucién de cargas cualquiera. Es es-
te’ resultado el que hemos mencionado y discutido arriba, en

§lysgz

§ 5. El ejemplo de un salto de potencial
electrostiatico. Calcularemos en particular la distribucién
de cargas en el caso simplificado unidimensional del salto de
potencial representado por la fig. 1.

La determinacién de las combinaciones lineales ortonor-
males correctas de las autofunciones de la ecuacién de Dirac
presenta, en el caso del potencial de la fig. 1, ciertas dificultades.
Estas dificultades fueron resueltas considerando una barrera de
potencial (fig. 2) de ancho finito, 2.a, y tendiendo, después, al
limite, 1ima —> . El cilculo de las autofunciones es clemental
y no presenta interés particular. No indicaremos, pues, mas que
las expresiones de p en las cuatro (resp. siete) regiones de
energia, a la izquierda del salto de potencial, z<0.

1. ngc2—|—%AV

2p, pApotme)—p (potme) cos (2 z) (13)

L= pp'otme)+p’(petme)

i IL me?— —1Z—AV§ ngc%%w.

p’Z(PO_':mC) (14)

2p,
prp=——cos2(kz+d); tgd= -
n = g s Bke0) tgd= otme)

3

I11. —-mc2—l—— VaW=— mc2——AV

4 22 'z (Po l “w)(P'o l 1110) ok
— PP 2 15
P me p/2(potme)2+p2(p'o+me)? € (15)
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- U

Fig. 2a

by

>2Z

Fig. 2b

Sea
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t

IV. ngcg——liAV

__ 2p, pAp'otme)—p'Apotme)

"

Prv =

€<on

me p(p'otme)+p’(Potme)

_211

k"_Pz
1 1 , 1 1
po=— [WH5AV]; po=—|W =54V

p=+Vp2—1|; p.=+ Hp2—1|.

p

c;os(Z kz), (16)

(1)

La representaciéon grafica de las expresiones (13'—16) estd

dada, en el caso AV= -15 cm2, z=—0, por la fig. 3.

2

-

t

~3 -2 1

Caso de la fig. 1b:

I W;mcﬂ—i2 AV

pr igual que (13).

. -2

TFig. 3

AVafme* |, za-0
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I1. iAV<W<mc‘4’—I—lAV
g ==y
Py igual que (14).
V. —me b AV=W=1AV
2 = T 2

_ p:p: -
(po+me)(p'o-+me) (18)

2 — —
Py= Tizccosz(lcng); tgd=

VI. mc2— %AV§W§—mc2+%AV

_ Z_Pz (pot+me) (p’'o+me)—p.p’s cos (2 k z) (19‘)‘

V1 me (potme)(potme)+p.p's

~ VIL —le‘Vgngc?—— IEAV

p — 4pz2p,: i (pO"l'mc) (p’0-|—mc) e2kz ( 2())
VIiT ' me (‘p0+m0)2(p'o+mc)2+P:2Pz'2

I11. —m(:?——-lz—A"VgWg——lgAV
prrr igual que (15).

. 1

IV. Wg—mc2—§ AV

pry igual que (16).

En el caso AV=4.mec?, z=—0, las expresiones (13-20)
' son representadas graficamente por la fig. 4.

Para z=--0, las mismas expresiones y figuras se obtienen
por la transformacion W -— — W. Un potencial electrostatico-

Sw
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produce, pues, en’ el vacio una' distribuciéon de cargas, con una
discontinuidad en el salto, z=0.

>0

FY I

-1

e
&
&

-

-6

-2
9
10

AV=4me?, z=-0

- TMig. 4

. El autor expresa sus agradecimientos al sefior A. Vélsch,
por la evaluacion numérica de las expresiones dadas en el § 5
y a la Sefora 8. de Sigal por la revisién del texto castellano. -
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"PRIMERAS JORNADAS MATEMATIOAS ARGENTINAS

En junio pasado, un numeroso grupo de matemiticos de Buenos Aires
y La Plata se reunié con el fin de cambiar ideas para propender a una ma-
yor vineulacién entré los cultores de esa ciencia que acthan en la Argentina
y se resolvi, después de haber consultado a los colegas del interior, vealizar
las Primeras Jornadas Mateméticas Argentinas.

A tal efecto se resolvi6 enviar una invitacién a participar en las Jor-
nadas a todos los matemiticos que actGan en el pais, sin exclusién alguna,
suscripta por el Dr, Durafiona y Vedia, Jefe del Departamento de Matemé-
ticos de la Universidad de La Plata, Dr. Beppo Levi, Director del Instituto
de Matemitica de la Universidad Nacional del Litoral, Dr. Pedro Pi Calleja,
Representante de la Universidad de Cuyo, Ing® Emilio Rebuelto, Director del
Seminario Olaro C. Dassen de la Sociedad Cientifiea Argentina, Dr. Julio’
Rey Pastor, Director del Imstituto Matemética de la Universidad de Buenos
Aires, Dr. Alejandro Te1rac1n1 de la Universidad de Tucumén,

En esa invitacién se expresaba la esencial finalidad perseguida en los
siguientes términos:

‘‘Los Directores de los Institutos Mateméticos del pais y los profesores
que suscriben, después de haber compulsado el sentimiento ambiente respecto
do la realidad cientifica argentina, que como resultado de las actividades mun-
diales hondamente perturbadas por la guerra, se ve en la mnecesidad impos-
tergable de vigorizarse a si misma y de encarar su organizacién para po-
nerse a la altura de lo que las cirecunstancias exigem, han coincidido en la ne-
cesidad de realizar las Primeras Jornadas Mateméiticas Argentinas.

“‘Durante muchos afios los distintos estudiosos de las ciencias matems-
ticas han actuado separadamente en nuestro pafs impidiendo este aislamién-
to la obtencién del méximo rendimiento en la actividad en que todos estamos
empefiados. Consideramos llegada la hora de superar tal estado de cosas.
Las mnuevas generaciones que se estin acercando a nuestros Insgtitutos nos
imponen el ‘deber de encarar claramente estos problemas y hacer los méAximos
esfuerzos para comsolidar una efectiva unién de los matemfticos de la Ar-
gentina y para estructurar una organizacién que en el futuro impulse el pro-
greso de la ciencia matemé4tica. :

‘‘Las’ Primeras Jornadas Matematmas Argentinas se realizarin en Bue-
nos Aires y La Plata los dias 27, 28 y 29 de Julio de 1945, de acuerdo al
‘siguiente programa: '

1) Trabajos cientificos. Presentacién y discusi6én.

2) Agrupacién de todos los mateméiticos de la Argentina e- inieiativag

respecto- a la organizacién de grupos de estudio.

3) DPreparacién de un futuro Congreso de Mateméticas, Fisica y. As-

tronomia, .
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‘‘Tenemos el agrado de invitar a Ud. a participar en estas Jornadas Ma-
teméticas que, de contar con el auspicio de todos, sefialardn un jalén impor-
tante en la evolucién cientifica del pafs.

¢¢Quedariamos muy agradecidos si usted mos hiciera llegar las sugestio-
nes -que les inspire la enunciacién de nuestras ideas.’’

A continuacién transeribimos el programa de las Jornmadas y la némina,
de las comunicaciones reeibidas.

: ProgrAMA
Viernes 27
A lag 17 horas en punto: Sesién inangural en el Aula Magna de la
Facultad de Oiencias Exactas, Fisicas y Naturales de la Universidad de Bue-
nos Aires. El discurso de apertura serfi pronunciado por el profesor Beppo
Levi; a continuacién se expondrin y diseutirAn comunicaciones mateméfticas.
A las 18,30 horas pronunciari el profesor Levi una conferencia patroei-
nada por el C.E.I. sobre el tema:! ‘‘Buclides y el pensamiento soerdtico?’.

Sdbado 28 ’ .

A las 10 horas en la sede de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y
Naturales, Peri 222, proseguiri la -exposicién de trabajos.

- A las 17 horas en la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales,
Pert 222, terminari la exposicién de los trabajos presentados, diseutiéndose
después las mociones que sean presentadas con anterioridad.

A continuacién seridn agasajados los coneurrentes.

Domingo 29

A las 10 horas recepcién en la Facultad de Ciencias TFisico-Mateméticas
de La Plata y discusién de los temas generales de agrupacién de mateméiticos,
organizacién de grupos de estudio y preparacién del congreso cientifico que
habri de celebrarse en septiembre préximo,

A las 12,30 horas almuerzo de camaraderia en el Centro de estudiantes.

A las 15 horas visita sl Museo de Ciencias Naturales, siendo explicadas
las colecciones por el personal téenico del Museo.

A iag 16 horas visita al Observatorio Astronémico, con explicaciones
téenicas,

COMUNICACIONES

MANUEL BALANZAT, ‘‘Sobre los ‘espacios ecuasimétricos’’.

Jost BARRAL SoUT0, ‘‘Plazos 6ptimos para préstamos con seguro de vida’’.

Guipo BEOK, ‘‘Espacio con métrica lineal’’,

CrorTiLpr Bura, ‘‘Sobre ciertos polinomios de dos variables andlogos a los
de Laguerre’’,

Erfas pm CfiSARE, ¢ Sobre la Teoria do Segre de los puntos imaginarios en
la Geometria Proyectiva’’. .

Apurio CICHINI, “Ecuaciones_ del movimiento de un electrén en un eampo
magnético’’.

MISCHA CoTLAR, ‘‘Una generalizacién de factoriales y su aplicacién a los
nfimeros de Bermoulli’’,

— ¢‘Sobre una posible extensién del prineipio de conservac16n de dominios’’.
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ErNEsTO COROMINAS, ‘‘Sobre las derivadas generalizadas’’.

CArros DimurmrArr, ‘‘Nota sobre los desarrollos de las funciones monégenas’’.

AgustiN DURAfONA Y VEDIA, ‘‘Ampliacién de espaecios’’.

Aporro I'ArRrNGo DEL CORRO, ‘‘Sobre las colineaciones en X

EsTurr FERRARI, ‘‘Sobre los espacios' topolbgicos’ generales’’.

MArfA A, FERRARI, ‘‘Algunas propiedades de las funeiomes D’’.

YANNY FRENKEL, ‘‘Una teorfa general de limites e integracién abstracta ba-
sada en ella’’,

EDpUARDO GASPAR, ‘‘Sobre las variedades racionales normales’’.

FERNANDO L. GAsPAR, ‘‘Sobre la existoncia de infinitos sistemas de polino-
mios de Hermite’’.

Aiprrro GoNzALEz Dominauez (No recibida todavia).

JuaN CARLOS GRIMBEIRG, ‘‘Acerca del isomorfismo entre las 4lgebras de Boole
y las flgebras de clases’’. .

"ANGEL J. GUARNERI, ‘‘Nomogramas sobre problemas viales”’.

BoGUMIL JASSINOWSEI, ‘‘Naturaleza del razonamiento matemético’’.

JuAx KERVOR, ‘‘Sobre el método de sumacién de Borel’’.

GREGORIO KLIMOVSKY, ‘‘Inclusién de las flgebras de Boole en la Aritmética
ordinaria’’, ° -

GuiLLERMo Knim, ‘‘Algebra del mesén en tres dimensiones’’. .

EpuArDo LABIN, ‘‘Problemas y tareas especiales de las matemAticas apli-
cadas’’. '

'LUucIANO0 ALLENDE LtzAMA, ¢ Sobre un sistema de coordenadas. Espacio teérico’’.

Jusro PAsoAnl, ‘‘Generacién Proyectiva de las curvas W.

Pepro Pr CALLEs4, ‘‘iAnotaciones sobre las integrales de Iourier - Titch-
margh,

Erss RATMONDI, ‘‘Sobre las funciones eontinuas no derivables’’.

OeLINA ReprrTo, ‘‘Transformaciones generalizadas de. Laplace-Stieltjes’’.

Jurio Rey PASTOR, ‘‘Series de Schwatt’’.

— f‘‘Topologia combinatoria abstracta’’.

EMIiuio RoxIN, ‘‘Axiomética de la Topologia Combinatoria*’.

ALBERTO SAGASTUME (No reeibida todavia).

Lois A. SANTALG, ‘‘Superficies cuyas curvas D son geodésicas o trayectorias
isogoanles de las lineas de ecurvatura.

ATEJANDRO TERRAOINI, ‘‘Para la Geometria de los polinomios monodifricos?’’.

TAUsTO TORANZOS, ‘‘Demostracién del teorema de Jord4n en' el plano pro-
yectivo. Colineaciones en el espacio de Hilbert’’.

ANDRES VALEIRAS, ‘‘Resolucién de algunos tipos de ecuaciones funcionales?’’.

ANTONIO VALEIRAS, ‘‘Sobre los potenciales de Humbert’’,

CesirEo VILLEGAS MARNE, ¢‘Generalizaciones de algunos teoremas de Anilisis
a ‘los espacios multidimensionales’’. ’

MixiMo VALENTINUZzZI, ‘‘Aplicacién de la teorfa de grupos al estudio de
las moléeulas’?, '

— ‘‘Sobre las figurag cariocinéticas’’.

EpuirDo ZARANTONELLO, ‘‘Sobre las topologias de un espacio lineal’’,
En nuestro préximo ntGmero haremos una resefia de estas’ Primeras Jor-

nadas Matematicas Argentinas, ‘ '
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Ademis han aparecido tres cuadernos de Misceldnea inatemdliva.
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