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SISTEMAS MULTI-ISOTERMOS (*)

por ‘
Epwarp Kasnzr ¥ Jorn Dr Croco

’

1.-Sumario de resultados. —La teoria de las funciones de
una variable compleja es esencialmente idéntica a la geomeiria
conforme del plano real (o complejo). Sin embargo, esto no
sucede en la teoria de las funciones de dos o mds variables com-
plejas. Cualquier conjunto de n=2 funciones de n variables
complejas que no anulan al jacobiano induee una corresponden-
cia-entre los puntos de un espacio euclidiano 2n-dimensional real
(o complejo) R,,. El grupo infinito G de tales correspondencias
no ¢s el grupo conforme de R,,, el cual es simplemente el gru-
po de las inversiones de (n+4-1)(2n+41) pardmetros (). Poin-
caré, en su fundamental trabajo publicado en los Rendiconti
de Palermo (1907), llamé a G el grupo de transformaciones re-
gulares. En 1908, Kasner encontr6 més apropiado designarlo el
grupo pseudo-conforme G. Esta es ahora la terminologia co-
rriente.

En su trabajo de 1908, que fué publicado completo mas
- tarde, en 1940, Kasner mostré que el grupo pseudo-conforme G de
R, esta caracterizado por la conservacién del pseudo-ingulo entre
cualquier curva y una hipersuperficie, en su punto comin de in-
terseccion (2). Esto es una generalizacién directa del resultado

"(*) Presentado a la American Mathematical Society, 1945.

(*) LIouviLLE probé que el grupo conforme del espacio euclidianc E , de
cualquier dimensién m>2, par o impar, es el grupo inverso de (m--1) (m--2)/2
parimetros. I'ialkow ha estudiado la geometria conforme de una curva o su-
perficie no solamente en un espacio euclidiano B, sino también en cualquier
espacio riemaniano V, . Ver las memorias, Conformal geometry of curves,
Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 54 (1942), y Con-
formal geometry of surfaces, Transactions of the American Mathematical So-
ciety, Vol. 56 (1944). o
. "(“) KASNER, Conformality in connection with funotions of two complex
variables, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 48, pigs. -

'
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bien conocido que el grupo de funciones de una variable com-
pleja es idéntico con el grupo conforme (directo) del plano. En
1945, De Cicco probd este teorema para el caso del espacio eu-~
clidiano 2n-dimensional R,, (3).

En R,, hay una clase de superficies bi-dimensionales, la
cual es transformada en si misma bajo el grupo pseudo-confor-

me infinito G, tal que la correspondencia inducida entre cualquier

par correspondiente de -tal superficie es conforme. Una superfi-
cie 1al es dicha ser una superficie analitica o conforme.
*  Proyectando ortogonalmente una superficie conformé sobre

un conjunto elegido de n planos coordenados, las (ri—1) corres- -

pondencias inducidas son cada una conformes. De este modo
cualquier superficie conforme puede ser definida por (n—1)
correspondencias conformes entre el conjunto elegu:lo de n pla-

. n0os _coordenados. ‘ ,
" Diremos que es un sistema multl—zsotermo de 21 curvas
en R,,, cualquier sistema que es equivalente pseudo-conforme-

mente a un haz de ®2n-1 rectas paralelas en R,,. Cualquier sis-

‘tema tal -consiste de o022 familias isotermas de o1 curvas, ca-
- da . familia contenida en una superficie conforme.

Definimos un sistema multi-isotermo de w1 hipersuperficies

‘en Ry, -como " cualquier sistéema que es pseudo—oonformemmbe
‘equivalente a un haz de oot hiperplanos paralelos en R,,. ‘Cual-

quier- sistema isotermo de hipersuperficies (2n—1) dimensiona-
les puede ser definido estableciendo igual a una-constante arbi-
traria una funcién multiarménica. En ese caso, la constante ar-
bitraria“es llamada el pardmelro_isotermo. En. general, una fa-
milia isoterma de ool hipersuperficies puede ser definida escri-

biendo igual d una constante arbitraria una funcién de una fun-

ci6on multiarménica. .
Enunciaremos y. demostraremos los swulentes teoremas, que
son fundamentales en la teoria de funclones de n vamables com-

pleJas (4) . .

50-62 (1940). También KAsNER y DE CICCO, Pseudo-conformal geometry: Fum-
ctions of two. complex .variables, Bulletin of the Amencan Mathematlcal So-
clety, Vol. 48, phgs. 317-328 (1942). R '

K (3) Dx Cicco, The- pseudo-angle in space of. 2n dtmenswnes, Bulletin of

the American Mathematical Society, Vol. 51, phgs, 162 168. (1945)

(Y. En esta memoria, generalizamos al espacio de.2n. dlmensmnes, ciertos -

. teoremas .en el espacm cuatri-diniensional sobie funcmnes de dos vanables com-
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4
1. El pseudo-angulo enire cualquier sistema multi-isobermo
de hipersuperficies y cualquier sistema multi-isotermo’ de curvas
es una funcién multiarménica. Este puede. ser considerado como -
una exfensién de un teorema de Lie referente 'a sistemas isoler-
mos en el plano. )

2. Cualqu1er sistema mulu—lsotermo de lnpersuperﬁcms es
seccionado por una superficie conforme en un sistema isotermo de
curvas.

3. Si una superficie es seccionada por'cada sistema multi-
isotermo de hipersuperficies en un sistema isotermo, de curvaa.
entonces la superficie es.conforme.

4. Si un sistema dado de ! hipersuperficiestes seccionado
por. cada superficie conforme en un sistema isolermo de curvas,
‘entonces el sistema dado de o hipersuperficies es* multi-iso-
termo. - o ¢

2. -.-Coord’enadas,minimas.~Sean_ (By, T, .0 Tps Vio Yoo
.ty ¥n) = (24, ¥o) las coordenadas cartesianas de un espacio eu-
clidiano o complejo 2n-dimensional R,,. IHallaremos conveniente
introducir las coordenadas minimas (ul, Ugy ooy Ups Uy Vgy oo

v,) = (Uq, V), definidas por -

(1) A ua:xu+ Wa UV :w;"—ifym
paraﬁd: 1, .2; ..., n. La inversa ci.e esta qorres‘pond'encia es
1 T
(2) N (u F V), Fa=mr (Uy—Vy).
‘ 21

"Las relaciones siguientes son notadas entre las derivadas
parciales en coordenadas minimas y coordenadas carlesianas

0 1,0 0 0 1,.0 R B
3 2o B3 . U o
) du, 2 \o lc)ya) ov, 2 + l,()ya)

También es notado que

plejas q'ue'hemos ya considerado en la memoria, Bi-isothermal systems, Bu-
letin of the American Mathematical Society, Vol. 51, pigs. 169-174 (1045).
.Ver también KASNER, B@hamnonw functions, and certain gencralizations, Ame-
rican- Joumul of . M'lthemutlcs, Vol 58, pags. 377-390 (1936). .

)

/
/
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0 0,0 0 .0 B
o = ) @
Tg, o o Yo u Vg

Los operadores ¢/ du, son llamados las derivddas medias,
y los operadores 0/dv, son designados las . derivadas de fase.
Ellos son importantes en la teoria de las funciones poligenas (5).
En coordenadas minimas, el cuadrado del elemento lineal ds

es . . \
() C dst=3du, dv,
. . a=1

El angulo ¢ entre dos elementos curvos cualesquiera (du W,
dv, V) y (dug(®,dvy(®) en un punto somdn es

Z[du (1) dg(® 4 (2 dvg(v]
(6) cos § = 2=1

[(g‘du v (1)) (Zdu (2)dv (2)\]1’2

a=1 a==1

3.~ El grupo pseudo-conforme continuo infinito G. — Este
es dado en coordenadas minimas por

(7 Upg=Uy(uy,uy,...,1,), Vo=Vy(v4,0...,0,),

para a=1,2,...;n, donde los jacobianos [0U,/dug| y |0V ,/ovg|
son no nulos en una regién dada del espacio_2n-dimensional R,,.
Nuestro problema es iniciar el estudio de la geomeiria de este
grupo en detalle. .

En lo siguiente, omitiremos la cons1dera016n de los minimos
n-planos (n-flats) especiales u,=const. yv,=const. Nuestro
grupo, pseudo-confiorme puede ser definido como la parte di-
recfa del grupo mixto (mixed) total de transformaciones pun-
tuales de R,, que conservan estas 2coi n-planos (n-flats) mini-
mos especiales. o

(®) XKAsNmr, The second derivative of a polygenic function, Transactions
of the American Mathematical Society, Vol. 30, paigs. 803-818 (1928). KAsSNER
'y DE Cioco, The deriative circular congruence-representation of a polygenic
‘function, American Journal of Mathematies, Vol. 61, phgs. '995-1003 (1939).
"Ver también la memoria préxima a apavecer, The geometry of polygenic fum-
otions, Revista de la Universidad Nacional de Tueumin (1943).

\
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4. - Pseudo-dngulo de Kasner. —Una hipersuperficie S, ,
definida por la ecuacion F(uy,u,, ..., 0,5 vq,0s,...,0,)=0, ¥y
una curva C definida por las ecuaciones i, =uy(t),v,=v,(t) pa-
ra a=1, 2, ..., n, posee el invariante diferencial fundamental
de primer orden

1‘ ‘ Zlf;vadvq
' $— = log | —2=
(8) 57 108 i ,
Eli'uddua
a=

respecto al grupo pseudo-!conforme continuo infinito G. Este
representa el angulo efectivo 9 entre.la curva dada C y la
curva de interseccién C’ entre la hipersuperficie S,, , y la super-
ficie conforme tnica determinada por la curva C.

Este pseudo-angulo sirve para caracterizar el grupo pseudo-
conforme continuo infinito G dentro del grupo de las transfor-
maciones puntualés en el espacio euclidiano 2n-dimensional R,
En coordenadas cartesianas este pseudo-ingulo es

_ 3(F,,dag+F,, dy,)
9 . $ =arctang a:_l
’ Z(andyu F da:a)

a=1

donde la ecuacién de la hipersuperficie (2n—1)-dimensional

Son—1 €8 F(@1, @g, .. s B3 Y15 ¥es- - 5 ¥,) =0, y las ecuaciones pa-
ramétricas de la curva C son z,=,(1), y,=y(t), para a=1, 2,
o I

4. - Sistemas multi-isotermos de o201 curvas. — Un siste-

ma de ooff*~1 curvas es multi-isotermo si es equivalente pseudo-
conformemente a un haz de o271 rectas paralelas en R,,.-Por
medio de (7), es visto que cualquier sistema multi-isotermo de

w21 curvas puede estar dado por un sistema de (2n—1) ecua-
ciones de la forma

(10) AY(izl, Uy, . .., U,) = const. Hy(v1, Vg, .« . ., V) = comst.
v(uy, Ugy e . ., Up) + (g, Vg, . . .;v,) = const.,
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donde y=1, 2, ..., n—1, y los.dos jacobianos |d\y/ du,| y
|Opy/0v,| son cada uno de caraeteristica (rank) (n—1). Por lo
tanto, sigue que cualquier sistema tal de o?»~1 curvas puede ser
definido por un sistema de (2n—1) ecuaciones diferenciales!or-
dinarjas de la forma

du, o du,, o du,
Ay(ug,u,, ..., u,) C o Ag(ug,ug, .. uy) An(uy, ug, ..., 0y),
(11) dvy =...= dvq I
B, (vy, 09y . .., 0) B, (vy,vg, . .., 0) B, (vy, v, - - - v,)
dv, ‘ = du

5(vy, Vg, -« - V) Bo(vy, 05+ -1, V) V(U Uy - -, Uy) Ag(By, Us, - - 1y Uy)

Reciprocamente -las w2~1 curvas integrales de cualquier
sistema de ecuaciones diferenciales reducibles a la forma (11) es
un sistema mulli-isotermo, -

Puesto que cualqu1er superficie conforme pmede ser defi-
nida por ecuaciones de la forma fy(uy, u,, ..., u,) =0, gy(vy, vy,
.. 0,)=0, para y=1, 2, ..., n—1, donde los dos jacobianos-
|0fy/0uy| y |0gy/dvy| son de .caracteristica (n—1), sigue por
(10). que cualquier sistema multi-isotermo de ©?2r~1 curvas con-

‘siste de o0 2n-2 familias de ol curvas, cada famlha yacente so-
bre una superflcw conforme.
- 11. - Sistemas 'maulti-isotermos de o1 hipersuperficies. —
‘ Cualquier sistema de oo! hipersuperficies, €l cual es equivalente
pseudo-conformemente a un haz paralelo-de o hiperplanos de
(2n—1) dimensiones es dicho ser multi-isotermo. La ecuacion

- (12) f(ug,ug, .. u,) + g(vg, v, . .., v,) =const.,

define un sistema multi-isotermo de oo hipersuperficies. En esta
forma, la constante es dicha ser un pardmetro mulli-isotermo.
El primer miembro de la ecuacién anterior representa una fun-
cién multiarménica la cual puede ser définida como la parte
real (o imaginaria) de una funcién analitica simple de n.varia-
bles complejas.
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Reciprocamente, sea F(uy,u,,...,u,, v;,vs,...,0,) =const.,
que representa un sistema multi-isotermo de oo! hipersuperficies.
Debe existir una funcién ¢(F) la cual es funcién multlarmomca
de (1, v,). Por lo tanto las n? fracciones

Rta 'IJB

13
(18) ﬂLaI’ v

que representan (n?—1) ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de segundo orden, deben representar la misma cantidad

A(uy, Uy, .., u,; V3,0, ..., 0,), para todos los valores de o,B=

1, 2, 3, ..., n. También esta funcién simple A debe ser una
funcién de F solamente. Por lo tanto A satisface las (2n—1)
adicionales ecuaciones diferenciales en derivadas parcidles de ter-
cer orden

A“l u ‘ A
(14) b =:A": vl-:_..:A”_n. ]
. Rtl Fu:" F’Ul 'ln'”n =

Teorema 1. — Las condiciones necesarias 'y suficientes para
que F(uy,u,,...,u,; vy,0,,...,9,) =const. defina un sistema

‘multi-isotermo de hipersuperficies es que F wverifique -el sistema.

de (n2+2n—2) ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
de tercer orden, dddo por (13) y (14).

Sustituyendo (11) y (12) en la “férmula (8) que define el
pseudo-dngulo 9, obtenemos el resultado siguiente.

Teorema 2. - El pseudo-dngulo enire cualquier sistema multi-
isolermo de o1 hipersuperficies y cualquier sistema multi-iso-
termo de o201 curvas es una funcién maultiarmdnica de (uy, v,);
esto es, & es de la forma $=h(uy,u,,..., n)—l—/c(vl, Vgy o v oy Up).

-En la parte siguiente, darémos ciertos teoremas los cuales
pueden ser considerados como extensiones de ciertos teoremas de
Kasner que caracterizan funciones multiarménicas.

7. - Sistemas multi-isotermos de o1 hipersuperficiés y super-
ficies conformes. — Una superficie’ conforme S, induce (n—1)
correspondencias conformes entre el conjunto elegido de n- pla-
nos -coordenados cuyas coordenadas cartesianas son (%, ¥,)
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para =1, 2, ..., n. Asi, cualquier S, tal puede ser definido
por las (2n—2) ecuaciones uy=uy(u,), vy=vy(vy), donde y=2,
8, ..., n. Por las correspondencias conformes inducidas, es
visto que un sistema isotermo en el plano coordenado (z,,y;) co-
rresponde a un sistema isotermo en el plano (zy, yy), para Y=
2, 8, ..., n; y a un sistema isotermo sopre.la superficie con-
forme Sg.

Teorema 3. - Cualquier sistema multi-isotermo. de ol hi-
persuperficies de R,, es seccionado por una superficié confor-
me en un sistema- isotermo.

Este resultado es obtenido sustituyendo en la ecuacién (12),
que define un sistema multi-isotermo .de hipersuperficies, las
ecuaciones de una superficie conforme. '

Teorema 4.-Si una superficie es seccionada por cada sis-

tema multi-isotermo de o1 hipersuperficies en un sistema iso-
termo de curvas, entonces la superficie es una superficie con-
forme.
i Gualquier ‘superficie S, puede ser dada por las ecuaciones
uy=uy(uy,vy), Vy=uy(u,,v;), para y=2, 8, ..., n. Sustituyen-
do ésta en la ecuacién (12) que define cualquier sistema multi-
isotermo, el sistema resultante de ool curvas debe ser isolermo.
Por lo tanto

C)IJY

W 2 w v
15 & ! Lﬁ(fT +970ul)
(16) duy Ovy °8. n

g += (g”‘ron + fu—,ouY)

\ T=2

=0. -

La anterior debe ser una identidad para todos los valores
de las derivadas parciales de f y g.

La ecuacién precedente contiene derivadas parciales de ter-
cer orden en f y g. Poniendo iguales a cero los coeficientes de
funway Y Gunwvy, enconiramos que Ouy/dv; =0y Ovy/du, =0.
Esto prueba que la superficie 'S, es conforme. De este modo
el Teorema 4 estd completamente demostrado.

Teorema 5.-Si un sistema dado de oot lupersuperfwzes es
seccionado por cada superficie conforme en una familia iso-
terma de curvas, entonces el sistema dé o1 hipersuperficies es
malti-isotermo.
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Sea F(uy,uy,...,u,; v4,0y...,v,)=const. el sistema dado
de oot hipersuperficies. Sustituyendo en él las ecuaciones de cual-
. quier superficie conforme uy=uy(u,), vy=uvy(v,), donde y=2,
8, ..., n, la familia resultante debe ser isoterma. De 'este modo
tenemos

n ' qu
" v 1’,,,+ o .
log =0.

: 4 ()ul ()Ul Fvl—f‘EPvijY

La anterior es una ecuacién diferencial de segundo orden
en las derivadas totales de uy=uy(u;), vy= vy(v;), debiendo ser
idénticamente cero. Poniendo iguales a cero los coeflclenbes
de d?uy/du?; y d?vy/dv?,, hallamos

0 Cl\ll*f
F. =0,
o Foa/ (P, + 2P ) | =0

an) 9 d
~ S|Pl 27, 50 [ =0

duy =2

Estas identidades dan las (n2 1) ecuaciones (13).
Sustituyendo las ecuaciones (13) en la condicién (16) te-
nemos

(18) o(l)zl [F.vl—}-ZFvYZvY]/\ J 2 [ru, +2rmd_]A

(=2 Uy vy 1=2 Uy

Poniendo iguales a cero los varios coeficientes de duy/du, y
dvy/dv; en la ecuacién anterior, obtenemos las condiciones (14).

Asi la hipélesis del Teorema 5 nos ha conducido a las con-
diciones (13) y (14) para un sistema multi-isotermo de ool
hipersuperficies. Esto completa nuestra demostracién: del Teo-
rema b.

Columbia University Illinois Institute of Technology
New York, New York Chicago, Illinois



MOVIMIENTO DE FOTONES EN UN MEDIO
MATERIAL

por

A, BarTia
Instituto de Tisica; Universidad Nacional de TueumAn

i B
SuMMARY. — The well-known transformation properties of energy, mo-
mentum, frequency and wave vector of particles and electromagnetic radiation
can be systematically derived from the transformation properties of the energy-
momentum veetor entering the relation
D — p* = m*c.

\

While real values of m correspond to material particles and photons (m=0)
in vacuum, imaginary values of m correspond to photons in a continously distri-
buted medium of refracting index a. The particle pieture of radiation cean - be
maintained even in a .material medium and remains compatible with energy
and momentum e\plessmns resulting from Maxwell’s theory. Applied to the
Cherenkov effect (R. T. Cox) the particle picture permits to account for the
recoil of Cherenkov’s electrons. The quantised expressions for emergy and mo-
mentum of a photon in a material medium refer, however, not to total energy
and momentum of the system,; Lut rather to free emergy (aud momentum) in
the sense of thermodynamies.

Introduccién. — El _descubrimiento del  efecto de Cherenlcov
motiv6 un estudio mdés profundo de' los fenémenos electromagné-

‘ticos en” medios materiales. Recién, R. T. Cox (2) mosird que

el concepto de fotén' se presta para ser empleado con éxito, in-
cluso el caso del mencionado efecto. Por otra parte, J. Wiir-
schmidt (1) acaba de estudiar en un interesante articulo, las for-
mulas del efecto Doppler, de la aberracién de la luz y de la
presién luminosa, desde el punto de vista de la imagen de los
fotones.

El propésito del presente trabajo es vincular las férmulas
obtenidas, con las correspondientes del campo electromagnético
y las de las particulas materiales estudiando en detalle el signi-
ficado fisico de las magnitudes introducidas.

§ 1. Defmwzones generales. — Sabemos por el dualismo on-
dulatorio corpuscular que a una particula material de masa m,



.
— 127 —
\
que se mueve con velocidad constante v, debemos asignarle una
onda que se propaga en la direccién de movimiento y cuyas ca-

* racteristicas fisicas son las siguientes:

-

>
: , , 5 - .
. (por la.;tca.orla de la wo_me? p= my_ op=2
Relatividad) V1—pe Y1—p2 ¢

. —
donde W es la energia de la particula y p es el impulso. Por el

concepto dualista tenemos:

(por la teoria . > _hv 7
endulatoria) o o P=Ted

siendo v la frecuencia de la onda asociada, j el vector unitario de
direccién y V la velocidad de fase.

Una onda plana monocromética se expresa por la ecuacién
51gu1ente

4

T >
g E= Dei(’cacl—kr) ' -

—_
donde E, es un vector constante que mide la amplitud

de la onda. El frente de onda estd determinado por el exponente,
-

en el cual ky, & constituye el cuadrivector de onda. Por el dua-

lismo. ondulatorio-corpuscular definimos las siguientes magnitu-
des:

h
poz_ko

(I) cuadrivector feq cuadrivector de energia 2m
de onda 7 impulso de una particula |»  p -
¢ p= 2—’17

T

Observamos que las magnitudes kj, Ic estan relacionadas con
h

las magmludes Po. P por. medio de la constante o de modo que
T

toda relacién establecida entre las primeras nos. determina la re-
lacién entre las dltimas. De las magnitudes definidas en (I) po-
demos escribir:
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=P V_k -

r
c po ¢ k’

luego, de estas dos expresiones, oblenemos inmediatamente:
(A) : V.v=c

Por las relaciones generales que existen entre las cantidades
dadas por la teoria corpuscular (I) podemos escribir:

(1) - p? —p?=m2c?, .

esta ecuacién determina la masa m que es invariante respecto .a
una transformacion de Lorentz.

De la'ecuacién (1) podemos considerar dos casos:

a) Particulas de masa m>0.-Este caso corresponde a par-
ticulas como ser electrones, protones, etc. Sabemos que la veloci-
dad de fase V es mayor que la velocidad de la luz
y que la velocidad de grupo v es menor. Si se considera el mo-
vimiento de electrones, las ondas electronicas asociadas tienen ve-
locidad de fase V>c. Para el caso de electrones en reposo co-
rresponde V=oo.

b) Particulas de masa m=0. - Este caso corresponde a «fo-
tones». La velocidad' de propagacién de fotones en el vacio es
y por lo-tanto la velocidad de fase serd ¥V =c. Hacemos notar
que en este caso las ondas asociadas son las ondas electromagnc—
ticas en el vacio.

Los casos a) y b) han sido estudiados en detalle y constitu-
yen aplicaciones particulares ‘de la ecuacién general |(1). De esta
misma ecuacién deduciremos otro caso, que es el que nos inte-
resa, correspondiente a fotones en un medio material, en la apro-
ximacién para la- cual el medio puede ser esquematizado por un
continuo y caracterizado por un indice de refracciéon n>1.

§ 2. Fotones en un medio material de -indice de refraccidn
n. Angulo de aberracion. Efecto Doppler. — Consideremos nue-
vamente la ecuacién general (1). Por medio del cuadrivector
ko, k delinimos el indice de refraccién .n en un medio material
en reposo, por la siguiente relacion: )

4
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Iy’

n=—

O sea que )
n2k02—k2=0

luego

.(1 a)  kZ—k2= (1 __nz) Feo?3, po? —pi= (1'_ nz) Po®

pero por ser (1—n?) una magnitud negativa, podemos escri-
bir la relaci6n antérior como sigue: .

kg — 2= — x2, (¥).

2nme

siendo — %2 = ( ) . La ecuacién (1) es invariante, y se cum-

ple en este caso para la masa imaginaria m=i. p. Observamos,
pues, que a fotones en un medio material de indice n>1, debe-
mos asignarle una masa imaginaria. De este modo tenemos los
casos posibles comprendidos en la ecuacién (1) y.los agrupamos
de la manera siguiente: :

0 : 0 po—__:pl m=0
g2 — k2= %2 pp?—pi= m2c:  py>p m>0

—x2 —p2.c?  po<p m=i.pm

Los dos primeros casos corresponden a los mencionados en
el § 1. El dltimo corresponde al encabezamiento de este para-
grafo. - '

Hemos dicho que a una particula de energia W .debemos

asignarle una onda asociada de frecuencia v. La velocidad de la

. 4 Ly, :
luz en el medio material es —, luego, por la ecuacién (A) de-
n .

bemos asignarle a la particula asociada al fotén la velocidad

(*) Esta invariante es equivalente a la Gltima relacién del trabajo citado
del Dr. Wiirschmidt (esta revista, p. 68) y aclara su significado fisico.
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v= %, siendo V=7cl—; la energia y el impulso del fotén serén:
> he >
W=h.v, p:—l;/lt:n 1; =n. po(**)
> hwv

siendo py=——. Si consideramos un medio material . no-disper-
¢

sivo, la velocidad -de grupo serd V<ec.

Observamos, entonces, que un folén al pasar del vacio al
medio material de-indice n varia su impulso de p, a n. pg.

Pasaremos, ahora, a considerar expresiones que nos ‘daran
el 4ngulo de aberracién y el efecto Doppler. Para ello conside-
remos dos sistemas de referencia, S y §’. Sea el primero fijo
al medio material y el segundo se mueve respecto al primero con
una velocidad constante u, de, modo tal, que los ejes z—2’ per-
“manecen superpuestos y los otros dos paralelos entre si. Un. ob-
servador de S’ observard un angulo 'de aberracién y, ademds, un
efecto Doppler. Llamaremos V', v/, 9, ¢’ lis magnitudes - defi-
nidas ¢n el sistema S’ y cuyo significado es el siguiente:

X :
2y Vi=c¢ fl_o velocidad de fase.de la onda
c - .
) ’ ] ’ . .
(3) v'=¢ —B, =c l—c~ velocidad de la particula
Po ‘o : ’
(4) -cos¥’ -——;—, = % dngulo de aberracion,
. ‘. ' v .

(**) Segin esta relaci6n 1esulta. siempre, aunque. pequeiio sea el valor de V,
Ja expmsnén de MAXWELL, - R
P =2D (D = densidad de emergia) -~
para la presién P de luz reflejada perpendicularmente por un espejo perfecto

- al reposo on_el medio, de acuerdo con la electrodinfimica, Bfectivamente, inclu-
so en ol caso V/c << 1, los cmpuscu]os asocindos obedecen férmulas relativistas,

.;lch - .i|L—';'
yi-z’ T U/6=.C/V>, L
1—F :

Do=
2 . L L
cualquiera sea el valor de V. El Dr. Wiirsehmidt, 1.e. pag. 64 férmula (1,8),
llega formalmenté a una relacién distinta, la de NEwrON, porque define, en

este: easo paltlculm, otra densidad de energia, consldemndo la ene1gi-1. em€t1-
ca p°/2m para particulas de masa recal m.

3

'
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ky / A . .
(5) ‘tgo'=-% = &7 dngulo de direccién de movimiento.
La transformacién de Lorentz para el cuadrivector de ener-

gia-impulso nos da:

, ,_ P—B = —B
C Pe=pss py=py, P/= Pz —FPo Pz

Vizpz® V1

\ Reemplazando en la férmula (2) los valores anteriores ob-
tenidos de la transformacién de Lorentz, encontramos después
de algunas s1mp11f10a01ones el siguiente resultado: ‘

—nB cos &

]/112(1 32 sen? 9) Zn[i cds 942

©® V=

. Por las formulas (4)y (5) tenemos:

(7 . COba, n cos 9B Q' =0..

l/n2(1 B2 sen? 9)-—2nB cbs 9—]—[32 .

Para el efecto Doppler' ‘obtenemos inmedia‘tamente: : : I

1

1—n|3 cos S

(8) o . -V’:‘
‘ | Vl —p2 -
- El.impulso p’ es: -
P
. - ‘ ﬂ }
Teniendo presenle que pc_] / n/_n_) _ (h_u), ol valor do-
c

po determinado anteriormente, obtenemos

Las - férmulas (6)~(9) presentan partmular interés para
1—nBcos®=0 ~

A (9) = ]/112(1—132 sen2 3)—211[3 cos 3—]—[32 o ""
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(6) V'=0

o, 11/1—p2

(7) cos & _E‘/iﬂ—l
@ v=o

(9) . p'=p/n2—1.

Concluimes que en S’ la onda electromagnética tiene una ve-
locidad nula, a pesar que el observador se desplaza con respecto
al sistema S en una direccién que forma un 4ngulo 9 con la
- normal de la onda. Ademds, en el sistema S’ se anula la fre-
cuencia v’ y, en consecuencia, la energia h.v'. No se anula, sin
-embargo, el impulso p’. El cono,

cos U= L.
. A . nf3

sobre el cual se anula la velocidad V’, determina la direccién de
la radiacion de Cherenkov emitida por un electrén en reposo en-
este sistema, como se verd, més en detalle, en el parigrafo 4.
, Las foérmulas (6), (7) y (8) corresponden a las férmulas
{2,2) y (2,5)- dadas por el Prof. J. Wiirschmidt, 1. c. pag. 55.

- § 8. Cdlculo de la densidad. de energia e impulso de la ra-

diacién. —Un campo electromagnético caracterizado por las in-
> > :

tensidades E, H, por'la densidad de carga p y por la densidad

-5
de corriente i, estd completamente determinado por las ecua-
ciones de Mazwell-Loréntz en un sistema S(z,y,z) respecto
al cual el medio estd en reposo:

S
> 1 0D_4n

(10) rOt[I-—-'—; —(ﬁ— c i
> 197 .
' 10
E4+— —=
(11)  rotE+ ol 0

: ->
(12) divB=0 -

L
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->
(13) div D =4np
) > >
(14) ’ + B =pH
> -
> >
(16) i=pv.

> -
. Multiplicando escalarmente (10) por E y (11) por H y
simplificando tenemos:

— - > > -> >
(17) Zi—([{ 2§—|—E @)-{—dw%—[ﬂ,l‘i]-l—p.v.E:O:

El primer sumando de la ecuacién (17) ,representf; el cam-

bio de la energia electromagnética. Si consideramos variaciones
-> >

de B y D infinitesimales, podemos escribir el incremento de la
energia electromagnética por unidad de volumen:

1. > > > >
+ (H.dB+E.dD),

o, en forma integral:

B
1!
(18) o H dB + f E. dD
0
Por las relaciones (14), (15) tenemos:
2 1 > > > >
(19) jdr fH dH+—fE aE ) =g [(E.D+H B

T

Determinaremos, ahora, en forma breve, el impulso electro-
magnético. La fuerza que actia sobre todas las cargas contenidas
en el volumen t se expresa por la ecuacion de Lorentz:

(20) _fp(E—{— [s, B]) d-.
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Reemplazando los valores de p y —% dados por (13) y (10)

se obtiene

- - - D ->
‘—:ll—f{ﬂ div D +[rot ,B] l[%; BJ!d

de las ecuaciones (11) —(12) tenemos:
> > T -> )
f{[l div B+ [rot B, D]+ 10 [%—B;,D”dr,

y sumando estas dos tltimas ecuaciones::

5> > ->

21) dnF— f {E .divD +[rot B, D]+ [rot E, D]

9

1
¢ Ot

[5,13]} .

La integral sobre los términos que contienen derivadas espa-

-—
ciales corresponde a las tensiones de Mazwell, f divT .dz, y se

—> ->
anula en e] caso de un sistema finito. El valor de—— f B)dx

T
se interpreta como.impulso electromagnético contenido en el vo-
lumen t. La densidad de impulso serd entonces

1->->

(22) | g=7_[D.B]

Demostraremos, ahora, la equivalencia entre la imagen ‘cor-
puscular adoptada y la imagen ondulatoria clésica. Consideremos
la propagacién de una onda electromagnética plana- que forma
con el eje zun 4ngulo 9. Admitamos que el dieléctrico en el
cual se propaga la perturbacién electromagnética es homogéneo
Y que no contiene cargas libres. En estas condiciones, se obliene
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de las ecuaciones (10) — (15) con un vector A convenientemente
introducido:’ ‘ Sy

> E_ > >
E=7 D=1
(11) .o
Ed "A ‘ > >
B SR R S 2

-> .
donde j es el versor de direccién. Si,-en particular, el plano de
, polarizacion de la onda es (z —z), se tiene:
\

je=sen ¥ jy=0 j.=cos ¥

) .
' A=A .cos% A,=0 A,=—A.sen?d
siendo A2=¢(E2+E2+E2)=p(H2+H2+Hz2). .
Las ecuaciones (II) se refieren al sistema S, fijo en el me-
dio material. Para el sistema S’ que se mueve respecto a S con

. velocidad constante u, los vectores eléctrico y magnético se trans-
forman segtn:-

E’,c fond &.—iBl DI,’D — D'E—BIIIY

T Y12 ' yi—pe2

 — BtBBs , _ D/HBH,
Ey=—"r o it

F1-p2 yi—p

E,z — Ez D,z — Dz
() -

BI.’B frned M }:I’:z; — [Im+BDy

yi—pe . Y1—p2
B’{, pownd BV_—& I{/v . HV_BD'I)

y1i—p2 T 1—pe
B,=BR, H,=H,.
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| Reemplazando en (IV) las respéctivas componentes dadas
por las relaciones (II)—(III), obtenemos las componentes de
la densidad de impulso electromagnético transformada

4 . ’ 74 A2
92= [D:B]m—m(n—ﬁqosﬁ).sen&

1 [D,, BI]Y———‘ 0

9’124_7“;
> >

1 A2
fy—=— ’ B' =
gZ 471:0[D’ ]z

4men(1—B2) (n—PBcos?d). (n.cos$—B)

B
' Az(l—; cos %)
g =

Vn2 (1 —pB2sen?d) — 2
4nc(1—p2) /n (1 —B?sen 9? 2nB cos ¥ + B
y para la densidad de energia:

’

w :W (1 —nBcos®) (n— B cos 9)

Si consideramos un volumen t de radiacién y observando
que: :

= T, _Vl_B?
1—£

3
L S.
” Co8

obtenemos para el impulso y la energia:

G=|gdv= ﬁ Vn2(1—[32 sen?¥)—2nBcos9+P2 G R

n . /12 T n Y1—p2

w ::fw' Sdt = W___—l—nB cos &
- y1—p2

con

R= Vnz( 1—B2 sen? &)—2nf cos 9-B2
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y mediante las ecuaciones (II)—(III):

, n.A%.z

G:—4nc
A2.1:.

W= e

Calculando las mismas magnitudes por medio de la imagen
corpuscular, adoptada anteriormente, tenemos para el sistema S':

(segin (9)) '
p Vn2(1—[32 sen? 9)—2nB cos 9-4-2 E R
n

ot

El Ji—pe

1—p2
(segén (8)) c —h 1—nﬁ/cos€} Wl—nBcos&
segun . =AYV = _—
¢ Po Vip Vip
y para el sistema S:
hv
p:n?:G
c.pp=h.v= w.

Comparando, entonces, los resultados obtenidos parh el 1m-
pulso eleciromagnético y la energia por medio de la imagen
ondulatoria clésica y la corpuscular, observamos que existe iden-
tidad entre G’ con p’, y entre W’ con ¢. p’,. Esto nos demuestra
la compatibilidad entre las dos imagenes adoptadas. -

§-4. Cdlculo del retroceso del electrén (2). — Admitiendo que
que el electrén (bajo ciertas condiciones) emite espontineamente
un fotén, podemos calcular el retroceso que sufre a causa de la
emisién, partiendo de las ecuaciones de conservaciéon de energia
y de impulso del electrén y del fotén. En el sistema de refie-
rencia &', en el cual el elecirén est4 inicialmente en reposo, la
conservaci6n de energia e 1mpu1so se expresa resp(,ctwamente'

\

por las.ecuaciones ;

’
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m.c=Py+pls
- P12 :prg
mc?
donde cPy = e y ¢py’ = hv' representan respectivamente la

energia del electrén y del fotdn, después de la emision, en el sis-
tema §’. P’ y p’ representan los impulsos después de la emision.
Se observa inmediatamente que las dos ecuaciones no pueden te-
ner solucién si no podemos atribuir un valor negativo a p’y. Tal
signo de la energia puede ocurrir solamente en un medio mate-
rial en las condiciones determinadas por la relacién (8).

i Tomando el cuadrado de la primera ecuacién y restando
la segunda obtenemos ficilmente

m2e2—2.m.c.py +py?—p2=Py2—P2=m?c?
-y dado que segin (1a),
P'o* —p?=(1—n?).pe

(cpo—=-energia del fot6n en el sistema de reposo S del medio),
concluimos )

(1—n?).p2=2.m.c. py.
Recordando que, segin (8),

, __ l—nBcos?¥
Po—PoW

obtenemos la férmula de Coz para el efecto de Cherenkov:

1 1y Poy1—p2
csd=——+ (n——). —/—F— .
:gn[ﬂ ( n) 2m.B.c :
La emisién espontinea del fotén se efectia, pues, en una .
direcci6n muy préxima a la del cono de Cherenkov. El segundo
término, que representa la correccion de Cox, debido al retroceso
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del electrén, es précticamente despreciable frente al primero,

‘puesto que po/m.c=hv/me? <<1 para fotones de luz visible.

§ 5. Algunas observaciones sobre la energLa —La interpre-
tac1on de las expresiones : '

1 > > > >
(23) o | (E.D+H.B).dv
24 L (1D, Bd
(24) 2o | [D-B]

~

como energia e impulso.del sistema, se justifica por las relacio-
-nes (17)'y (21), segln las cuales la derivada de las cantidades
mencionadas equivalen a la potencia y a la fuerza eJerCLdas por
el sistema. Como observé R. Becker (%), no s univoca si no
f1]amos simultineamente las caracteristicas termodinamicas del
. medio material. Becker muestra, en el caso festringido de la elec-
tro y magnetostatica, que las relaciones (17) y (21) pueden ser .
aplicadas univocamente s6lo a procesos isotérmicos, es decir, que
la expresién (23) representa la energia libre del sistema,

(E.D+H.B).dv=U—TS=F

(U =-energia interna, T=temperatura absoluta, S=entropia).

Los procesos que hemos discutido més arriba, permiten afia-
dir que un folén que entra en un medio material, cambia en
general su energia y su impulso (*) e intercambia, pues, energia
¢ impulso con el medio. Luego las expresiones (23) y (24) no
representan la energia y el impulso tolal del sistema y tienen,
maés bien, que ser interpretadas como generalizaciones relativistas
de la energia libre.

Notamos, en particular, que el tensor de energia e impulso
"«libre» deja de ser simétrico y que el flujo de energia libre no
es igual al «impulso libre».

'

(*) En el caso particular de un medio material en reposo, la energia y la
frecuencia del fotén no sufren cambio, sin embargo el impulso aumenta en
un faetor nm.
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-
. ' . . hv
Concluimos, entonces, que la energia hv y el impulso n.—

que tenemos que atribuir a un fotén en un medio material, no
representan Ja energia y el impulso total, sino energia e 1mpulso
«libre» del sistema. Este resultado aclara el hecho, a primera
vista sorprendente, que tenemos que atribuir, en ciertos casos, a
un campo electromagnético en un medio material valores negati-

vos de la energia (libre). ‘

CONCLUSIONES

1.-El movimiento de una particula material, de un fot6n
enel vacio y de un fotén en un medio material, pueden ser con-~
siderados desde un punto de vista uniforme, correspondienda
respectivamente a una masa positiva, cero e imaginaria.

2.-Las férmulas de transformacién de Lorentz aplicadas a
los cuadrivectores de onda y de energia-impulso, nos conduocen in-
mediatamente a las férmulas del efecto Doppler, de la aberra-
ci6n y del impulso de la radiacién.” Estas formulas han sido,
obtenidas recientemente por el Prof. J. Wiirschmidt.

8.~ Aplicados a ondas emitidas por una carga en movimiento
rapido u>V, los fotones definidos anteriormente permiten dar
una interpretacién corpuscular del efecto de Cherenkov y tener
en cuenta, ademads, el retroceso del electrén emisor (Cox).

4.-Las cantidades de energia e impulso atribuidas a los fo-
tones en un medio material, se refieren a la energia e impulso
«libre» y no a la energia e impulso total.
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SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI

(Primera Parte)
1

por J. V. USPENSEY

1. — Juan Bernoulli referido en el titulo no era aquel ma-
temético famoso que tanto contribuyé al desarrollo del calculo
infinitesimal, sino su nieto Juan Bernoulli IIT (1744-1807), so-
cio de la Real Academia-de Berlin en catedra de Astromomfa.
Enel afio 1772 él publicé un libro, Recueil pour les Astronomes,
donde se trata principalmente de cuestiones astronémicas. Lo
que nos interesa particularmente es el capitulo Sur une nouvelle
espéce de calcul, donde encontramos un problema matemaético .
muy curioso y util.

Sea & un numero real y positivo. Muy a menudo se nece-
sita construir una tabla de los enteros préximos a miltiplos de z:

z, 2z, 3z, 4o,

Llamando a a la parte entera de x se ve ficilmente que al
pasar de un miiltiplo al multiplo siguiente el aumento del entero
préximo es @ o a+41. Si tuviéramos reglas expeditas para
juzgar cuinde ¢l tal aumento es a o @+ 1, podriamos cons-
truir rapidamente la tabla requerida empleando s6lo adiciones.
Con tal objeto Juan Bernoulli propone, sélo para z racional,
reglas muy cémodas, pero sin demostracién. La demostracién
de estas réglas con algunas consideraciones generales y muy
importantes sobre el problema de Bernoulli se halla en un ar-
ticulo interesante de A. Markoff: Sur une guestion de Jean
Bernoulli (*), el unico trabajo sobre dicho problema que co-
nocemos. Como la solucién del problema de Bernoulli propor-
ciona' una aplicacién hermosa de las fracciones continuas no
juzgamos sin interés presentar en este articulo la solucion
detallada principalmente interesante en caso de x irracional o
racional, pero expresado como razon de grandes nimeros.

\

(*) 'Mathematische Annalen 19 (1882), p. 26-36.
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2. —Segtn costumbre designaremos con [£] la parte entera
de un nimero real §, es decir el tnico entero tal que

[E]=E<[E]+1. ' (

El entero préximo.a E, para lo cual emplearemos el signo
[€], estd Gnicamente determinado por dos desigualdades

B—p <E<f+3

de donde sigue que “siempre Lo o

a=lerg]

Consideremos ahoi‘a la funcién lineal
mz-b

de un entero variable m, donde x y b son ntimeros reales dados.
"Tenemos ‘

mz +b=[mz+b]+%
donde oy
0=9%<1.

Llamando a a la parte entera de x tenemos también

Cz=a+o, 0<oXl.

Puesto que | - o
(m+1)z+b=[mz+b] +a+¥+o

.y la parte enter;’e; de 9+ o, por ser ‘ o

O§&+m:<2,

no tiene otro valor sino 0 o 1, concluimos que la icantidad
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Kyp=[(m+1) x—{—b]—[mw—[—B]
tiene uno de dos valores: a o a-41. A la serie
| K, K, K, ..

compuesta s6lo de niimeros a o a1 llamaremos en lo sucesivo
serie de Bernoulli (x,b).
Ganaremos en simplicidad de escritura sin ‘perder nada en
generalidad suponiendo de ahora en adelante que
o<z,
Entonces la serie de Bernoulli (z,b)

K, K, K, ...

aparece como una sucesién déterminada de ceros y unidades.
Puede ser que cero se repite sucesivamente, por ejemplo, 7
veoes. En vez de escribirlo 7 veces, escribiremos 07 y lo mismo
haremos con unidades que ocurren en sucesién. También puede
ser que un grupo de ceros y unidades se repite sucesivamente,
por ejemplo el grupo 031021 se repite tres veces. En {al
caso en vez de escribir _
0810210%810210%1021 '

escribiremos

(081021)8,

Con tal convenio presentaremos la estructura de una serie
de Bernoulli con mayor simplicidad. Por ejemplo

021 (01)2 (021 (01)8)

19
representa 43 términos de la serie de Bernoulli (4—3,0)-

8. —Para z racional representado por una fraccién irredu-

cible %— la serie de Bernoulli (»,b) tiene algunas propiedades

que vale la pena de mencionar.
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P
i 1. La serie (61)) es periédica y su periodo consta de Q
términos

Ky Ky, ..., Koy
En efecto, para cada valor entero de m tenemos

P ‘
—+4b]+P,
o I

[m+®§+m=w

de lo que sigue
Kopg=K,; m=0, 1,2, ...
20, En el periodo
Ky, K, ..., Ko,

hay siempre P unidades y, por consiguiente, Q — P ceros, pues
de la definicién misma de K, se deduce
/

%—]—b]—[b]—_—P. i

30. Sea p la parte entera de Qb de modo que

Ko+ Ky +...+Ko_y=[0.

Entonces
' P o &
____I_b___. —_—
"oTTTeT e e

y como S

| P »p P p. 1y
m——+-—=m—+—|+ -
oto=I"gtolt

donde
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Oérméo"“l,
tendremos
P p P r_+9%
m—-+b= [m——l—-—]—!— .,
Q Q Q Q
Pero siempre ‘
.y .Oél‘m-{—&<Q

Y por consiguiente

gl

para cada valor entero de m, y ello significa que la serie

p p
(6, b) dualquiera que sea b es idéntica con alguna serie (6 ,—5—)
donde el entero p estid convenientemente elegido.

40, Sea !

Co, 01, ey 00_1

el periodo de la serie de Bernoulli (E,O)que debe considerarse

Q
como més sencilla. Una vez conocido este periodo el periodo
p . .
de cada serie (6 ,%) se hallara casi inmediatamente. En efecto,

sea v el mimero no negativo y menor de Q 'Ghicamente deter-
minado por la congruencia

Pyv=p (mod Q).

Entonces

Poo_ i nE
me o=t

con h cierto entero fijo y por consiguiente
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gl o]

de donde resulta

K= Cmtv

y ello quiere decir que el periodo de la serie (

:%) sera

D~

i

cv, c’V‘I‘i’ . e CQ__l, Co, Cl,' ey Oyq

Yy se obtiene del periodo

00, 01, s ey CV—l’ C‘V’ .oy 00_1

trasponiendo v primeros términos a la derecha sin alterar su
orden.

5o. El perfodo
Co, fC]_, ooy 00_1

de la serie ( ,0) se empieza en O y se acaba en 1 y la parte

Q
. Ciy Cyy +vvy CO_gy

que existe sélo cuando Q>2, es simétrica, es decir

€Q—1—p= Cp

para p=1, 2, ..., Q—2. En efecto, tenemos primero

P P
o= [@—]:0 por ser O<Z)—<1v

00;1:[%,P]~ [(Q——l)%}:P-(P-D:i.

I



Luego
=715
—p)—=|=P—|o—]|-1.
[(e-0)5 °
P P.
—1— —]:P—[ —{-1—] -1
[(Q 20 (P15
por r.10 ser ninguno de los dos ntimeros
- P P
el 1) —
&0 (p+1) 0
entero, de donde ‘ _ '.

co-i-p-—[(Q P)Q] [Q-—l—P) ]

P
-feenB]-f 5]
[(P ol T [P gl=0%
lo’ que queriamos demostrar.

4. —Para investigar la estructura del periodo’ de la serie
P
(b—,O)empecemos con el caso mas sencillo P=1, Q=s. En-

tonces

: e
para m=0, 1, 2, ..., s—1, pero [;] =1 y por tanto el pe-

riodo buscado sera
011

Sea luego P>1; siendo s la parte entera del cociente %
L /
poderhos escribir ' : '
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P '1

0] st

donde 0<a’<1. El nimero racional «’ tendrd P por denomi-
" nador como se ve ficilmente y el periodo de la serie (',0):

Co €4y ovuy C'py
constard de P térnlinos. Vamos a ver cémo, (conociendo este

periodo, se halla el de la serie (x,0). Al variar m.de 0 a Q —1
la parte. entera de

toma valores’ 0, 1, 2, ..., P—1. Sea h uno de :estos niimeros
y m; el miximo entero tal que todavia tenemos

P
' [,m,, 6] =h.
Conociendo la sucesién '
mg, My, ..., Mp_y

conoceremos inmediatamente el periodo de la serie (z,0) el. cual
seré

Omo 1 Oml—mo—-l 1 07n2—m1—1 1 L Om p_1—Mp_g -1 1.
De la definicién de m,, sigue
myz<h+1, (my+1)z=h+1

de donde - i
" h41
m<——=(h+1)s+(h+1)a"

el

my, ZT —

1=(h+1)s+ (h+1)z' —1.
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'

El producto (h+1)2’ no es entero para h=0, 1, 2,
P —2 y entonces

my,=(h+1)s+[(h+1) 2]
de modo que ' oo
mp — mh—l —1l=s5-1 + [(h + 1) m,] - [hm’]
o bi_en

m,—my_y—1l=s—1+4¢

en tanto que h=1, 2, ..., P—2. Al contrario para h=P —1
tenemos : ‘

mp_,; =Ps +[Pz']—1
siendo Pz’ entero y
mp_y—mp_g—1=8s—2+4[Px']—[(P—1)2']=s—1.
Ademas o
| my=s+[z']=s '
y por lo tanto el periodo buscado de la serie (z,0) serd o
0°10°~then 1o ttenl, 00T r2 100 ] |
o bien i
0°10°~1+ep2100 s3], 001001
teniendo en cuenta la simetria del grupo

4 4
0«1, 0’2, Y CP___2-

Presentado el periodo buscado en segunda forma resulta,
como se ve ficilmente, del periodo de la serie (a’,0) segtn la
regla siguiente:

Siguiendo los términos del periodo ' S

? v v
c’o,. 0’1, .oy 02__1 o . L
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de derecha a izquierda se sustituye 01 para cada unidad y
0s~11 para cada cero y se escriben dichos grupos de 1zqu1erda
a derecha.

Sentado esto sea

1

fv=—+
s +_—
84 .. +'—

n

el desarrollo del niimero =z en una fraccion continua. Saliendo:

1
del perfodo correspondiente a — que es
n

°

0%'1
segin la regla hallamos el periodo correspondiente a

1 1
Sp—1 + ‘—s_
n

Més adelante, con ayuda de la misma regla encontraremos
el periodo correspondiente a

y asi sucesivamente hasta que Ilegamos al periodo buscado.

5. — Consideremos ahora algunos ejemplos numeéricos
Ejemplo 1. Encontrar el periodo de la serie (?;) O) Tene-

mos

sT_1 4
50 1+?+_i_

1
te4l
=g
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y haciendo uso de la regla se encuentra sucesivamente

Periodo "~ correspondiente a
01 3
2
1 .
051041 , B+l
2
1.1
5016 14—
015016 | 5 +_L
2
S
(021)601(021)501 SR T
5+— ’
2
LR
1 "—T ’ ]_
012(018)5012(018)¢ 2 +—1—|--1— .
, b +—
+ 2
de modo que
012 (018)5012 (018)

es el periodo buscado.

.Ejemplo 2. Deseamos construir la tabla de enteros préximos

a los muiltiplos del numero % Busquemos en primer lugar el

13
periodo de la serie (ﬁ, 0). Tenemos

13 1

Z== 1
17 1 4+~— -
3 +-i—
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y hallamos sucésivamente
01
031 (021)3
(018)301¢4 .
lo que es el periodo deseado. Ahora debemos buscar el periodo
L (183 1y
de la serie (ﬁ: E) Tenemos

e=[3]=s

=~

13v=8 (mod17)
donde . o

vE—=—==—2=15 (mod17).

Separando en
(018)301¢

1€ primeros términos (018)3012 y escribiéndolos detras de dos
términos 12 que quedan logramos por fin el periodo deseado

12(018)3012

y la tabla de enteros préximos se construye empleando sélo adi-
ciones como se ve:

m=01234567891011121314151617
1101110111 011101 1 o

| ‘{%m}:o,‘l, 2,2,8,4,5,5,6,7,8,8,9,10, 11,'11, 12, 13-

6. ——La solucién expuesta del problema de Bernoulli es
bastante sencilla y cémoda si deseamos hallar el periodo com-
pleto. Pero, aunque sea 2 racional, puede ser que necesitamos
mucho menos términos de lo que contiene este periodo. En tal
caso y atin en caso de x irracional ‘el problema debe plantearse
de otro modo. En aplicaciones précticas el niimero de términos
que es preciso encontrar es siempre dado de antemano, sea NN.



— 153 —

Entonces necesitamos buscar medios mas expeditos para hallar
N términos

I(o, I{ 3 e ey I(N—].

de la propuesta serie de Bernoulli (z, b) Con tal proposito in-
troducimos ‘el concepto del periodo minimo de la dada seccién

K, Ky, ..., K,

de la serie de Bernoulli. Llamamos el periodo minimo a la mas
corta parte de ella

K, Kppy . K

w

que, repetida periédicamente, cubre todos los términos K,,
Kyiyp -.. K. '

Una vez que tengamos reglas para hallar el periodo minimo
de la seccion

I(o, I{l’ DY) I(N-—l

el problema planteado estard resuelto. En el estudio de propie-
dades del periodo minimo podemos limitarnos al caso de z
racional. En efecto, sea z irracional, b6 un ndmero real cual-
quiera y : '

mz 4+ b=[mz+ b]+ 9,
donde 0<9,,<1. Sea ® el méximo de los ndmeros %, 9,

, Oy y ﬂuna convergente (*) del orden parala fraccién con-

Q

tinua
XT=—
s +—1— 1
8y +—
52
de modo que
P
—=rt—, 0<e<l.

Q Q‘)J

(*5 El autor llama convergente prinecipal y convergente intermedia a la re-
ducida prineipal y reducida intercalada, respectivamente.

\
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Entonces

P me
m—-+b=[mz+b]+%,+ ~
0 [ ] -I-QH

Pero ! !

e mi
O + <

] @:m-l—@

y eligiendo Q bastante largo para que sea o

tendremos o

[m—% + b]=[mz + b]

para m=0, 1, .., ¥ de modo que N términos de ambas

series (x,b) y ( )son idénticos. La tltima serie serd idén-

tica con la serie

,LTZ;,’OW-.“’

%) donde p estd convenientemente elegido
o con la serie

(5 25

Q 20
. por ser
. P p . P p 1
[m.,——l———] [m6 6_]_@]

para cada valor de m. Por razones tedricas conviene considerar

. (P 2p+1
la serie (6, 20,

)en vez de ( porque nunca

0
mP—I- +——
Q020

es un numero entero. i



e
X

SOBRE LOS GRUPOS DE AUTOMORFISMOS
por

GARRETT BIRKHOFF

Es bien conocido que los automorfismos de cada dlgebra
abstracta forman un grupo. Nuestro objeto es demostrar tres
reciprocas de esta proposicidn.

Recordamos el teorema de Cayley, que dice que cada grupo
G es isomorfo al grupo de sus traslaciones a la derecha

(1) - Ty 2 —aT =za.

Recordamos también que las traslaciones a la derecha de
G son las transformaciones permutables() con las traslaciones a
la_izquierda x — bz de G. Es decir, que son los automporfismos
del algebra abstracta G, cuyos elementos son los elementos de
G, y cuyas operaciones son las operaciones unitarias

2 . ‘ Up: z— bz

Porque decir que 9 es homomérfico con respecto a Uy,
es decir que 9(xUp)=9(x)U;, que es decir que § y Up son
permutables. Obtenemos de esta manera casi trivial, el teorema
siguiente :

Teorema 1.-Cada grupo abstracto G con =z elementos es
isomorfo con el grupo de todos los automorfismos de un dlgebra
abstracta G de o elementos y o operaciones unitarias.

Entonces construiremos de G un sistea parcialmente orde-
nado X con a? 4o elementos, y con un grupo de automorfismos
isomorfo a G. Los elementos de X son los geG y los pares (g, g,)
con geGr, g.£G. Para ordenar X, supondremos que los elemen-
tos de G son «bien ordenados»:

(*) OCr. por ejemplo Miller, Blichfeldt y Dickson, ‘‘Theory and Applica-
tions of Finite Groups’’. Para los conceptos de Algebra abstracta, sistema par-®
cialmente ordenado, y ¢‘red’’ er. el ¢‘Lattice Theory’’ del autor, pp. 2, 5, 16.
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G={e:gi’ Jos 935 +++5 GJos Jwtts }

y escribiremos, para cada g¢eG,

(3)  9>(9.90>(9:95)> > (9:90) > (9 Jors) > - - -

Asi subdividimos X en o cadenas maximales sin elementos
comunes. Escribiremos también

(4) 9> (949 9x) > (99> Jer1) > (99 Jrra) > - - -

de manera que (g,9;) % (h, gy) si g/~h. Es facil ver que X es
un sistema parcialmente ordenado con respecto a (3) y (4).
Es facil ver también que las transformaciones

(6) % g—>9a, (g,g:)— (99, gr)

y sus inversas a,—1 conservan (3) y (4). De donde se sigue
que el grupo A de los a,, que es isomorfo con G, es un sub-
grupo del grupo de todos los automorfismos de G. Reciproca-
mente, sea o algin automorfismo de X, y sea a=a(e). Es facil
demostrar que o permuta las cadenas maximales (8). En efecto,
permuta los elementos g maximales; ya que (g,g;) es el TGnico
elemento 2 <<¢ y no menor que ningin otro elemento, u(g,q,) =
(a(g),gy); engeneral, puesto que (g, esel elemento z << (g, ¢)
"mis grande; se demuestra por induccién transfinita que a(g, )=
(a(g9),g:). Falta por demostrar que o(g)=ga. Pero (e, g 1)
es por (4) el elemento mas grande de la cadena (e, g,) conte-
nido en (e,g:); sigue que (a(e) g-)= (a,9:%) es el elemento
més grande de la cadena (a,g,) contenido en (a(e,g.), y por.
(4) queda a=g,1a(g) o a(g:) =g.a. Asi se completa la demos-
tracién, y podemos afirmar el teorema siguiente:

Teorema 2.-Cada grupo abstracto G con o elementos es
isomorfo con el grupo de todos los automorfismos de un Siste-
ma parcialmente ordenado X de a2+« elementos.

" Esta construccién tiene la ventaja de que X no posee més
que una relacién y ninguna operacién. Sin embargo X no es
«8lgebra_absfracta» en el sentido usual (1), y la demostracién
usa el Axioma de. Seleccién. Vamos a ver. como podemos elimi-
nar la primera desventaja.
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Teorema 3.-Cada grupo abstracto G con o elementos es
isomorfo con el grupo de todos los automorfismos de una red
. distributiva («distributive lattice») B* con a lo mds 2%+s

elementos. ' .

Demostracién. Sea B* .el conjunto de todas las funciones
univocas con dominio X y valores 0 o 1, tales que z<z" en X -
implica f(z) <f(«’) (es decir, funciones no decrecientes). Es
facil ver que si definimos

’

(6), -f=g significa f(z) <g(z) para toda z,

este BX llega a ser una red distributiva (2). Ya que la definicién
de B* es abstracta, es evidente que cada automorfismo a:
z—za. de X induce un automorfismo f(z)— f(za) sobre BX.
A causa del Teorema 2, el Teorema 3 estard demostrado si pode-
mos demostrar que B* no tiene ningtn otro automorfismo.
Consideremos la clase X* <B* de todas las funciones

. oy J1 si z=a
(7) ' fak’“)“{o si no z=a.

Son las Ginicas funciones tales que la unién g de todas las
f<f. de B¥ satisface g<f, (en efecto, g(z)=1 si z>a,
g(z)=0 si £X>a). Se sigue de aqui que cada automorfismo «
de B* permuta los elementos de X isomérficamente — es decir,
ya que X* es dualmente isomérfico con X, como un automor-

fismo o de B* inducido por un automorfismo de X. Ademsis.
cada feB* puede ser represenlado tnicamente como una unién

(8) f=V/f, para las a tales que f(a):l,

de eclementos de X*. De aqui se “sigue que o permuta los.

feB* de la misma manera que o, lo que completa la demostra-
cion. ,

Seria interesante demostrar los Teoremas 2-3 sin usar el
Axioma de Seleccion, y también de reducir las constantes
a, a24o, y 2¢®+a gp los Teoremas 1, 2, 3 respectivamente

HARVARD UNIVERSITY

(*) Cr. ‘“An egtended Arithmetic’’, por G. Birkhoff, Duke Jour. Math.
3 (1937), 311-16. :




a JOSE WURSCHMIDT R

Nos es grato presentar nuestras felicitaciones al Profesor
José Wiirschmidt con motivo del 60° aniversario de su naci-
miento, que se cumple el 5 de febrero de 1946, y aprovechar
tal oportunidad para recordar la importante obra realizada por
él, durante una actividad de maés de 20 afios en este pais.

El Dr. Wiirschmidt nacié en 1886, en Bayreuth (Alemania).
Estudi6 Fisica y Matemdtica en Erlangen, bajo la direccion de
E. Wiedemann. Se doctoré en la Universidad de FErlangen en
1909, con una tesis sobre «descargas discontinuas y la asi llamada
capacidad de tubos de descargan».
~ La actividad cientifica del Dr. Wiirschmidt se refleja en
unas cien publicaciones, en aleméin y en castellano, sobre varios
problemas experimentales, tedricos, histéricos y didéacticos: tubos
de descarga, voltimen de las aleaciones, pruebas por métodos mag-
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néticos, teoria del factor de demagnetizacion, propagaciéon de la
luz segun la teoria de la relatividad, problemas de actstica, etc.,
etc. Le permiti6 hacer una carrera académica brillante: 1911
«Privatdozent» (Erlangen), 1916 Profesor Extraordinario (Er-
langen), 1919 Profesor de la «Handelshochschule» (Nurem-
berg), 1924 Profesor Extraordinario (Colonia). Durante la pri-
mera guerra mundial dirigi6 una seccion del Instituto Central
Climalolégico en Estambul y, en 1921, fué jefe de seccion en el
Departamento de Investigaciones de Krupp, Essen.

Vino en 1925 a Tucumén, llamado por R. Gans, entonces di-
rector del Instituto de Fisica de La Plata. Hizo una obra que
los norteamericanos llaman «pioneering». Es debido a él, que la

_ Universidad de Tucumén alcanz6 en el dominio da la fisica, un
nivel mas elevado que las otras universidades del interior del
pais. Aprecié correctamente la situacién y, sus publicaciones se
dedicaron, después de su llegada al pais, especialmente a las ne-
cesidades de la ensefianza. Desde un punto de vista personal
fué, seguramente, un sacrificio, restringir, aunque temporaria-
mente, la serie de sus investigaciones cientificas. El provecho lo
tiene la Universidad de Tucuméin y la ensefianza secundaria del
norte del pais. Lo que significa tal trabajo, probablemente toda-
via no es suficientemente apreciado en este pais. El curso de
Fisica Experimental, 12 y 22 parte, publicado en Tucumaén, per-
tenece a lo mejor que tiene, en este dominio, la literatura en idio-
ma castellano. Seria sumamente deseable que estos libros en-
cuentren en el futuro, mucho més atencién por parte de los
estudiantes de fisica'y por parte de los ‘docentes universitarios.
Ademas, el Dr. Wiirschmidt publicé tres fasciculos interesantes
-de apuntes de fisica tedrica. Con ello y los trabajos de labora-
torio se tiene todo el equipo bésico necesario para la ensefianza
de la fisica para ingenieros y profesores de ensefianza secun-
daria. )

‘Una vez alcanzado este nivel, el Dr. Wiirschmidt se dedico
més a la investigacién. Un nimero de conferencias informé so-
bre resultados importantes de los ultimos afios. Junto con F.
Cernuschi empez6 a organizar la ensefianza superior. De sus
ultimos trabajos queremos mencionar, en particular, uno (Abe-
rracién, efecto Doppler y presiéon de luz) que continda trabajos
anteriores del autor y permite aplicaciones importantes a pro-
blemas nuevos (efecto de Cherenkov, termodinimica relativista).

»
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El Dr. Wiirschmidt ya tiene en Tucumin estudiantes que quie-
ren seguir la carrera del doctorado y desean dedicarse a traba-
jos de investigacién en fisica. Podemos esperar ver al Dr.
Wiirschmidt organizar, dentro de pocos afios, la carrera del doc-
torado en fisica en Tucumén. . .

La dltima etapa, la organizacién de la investigacién junto
con la ensefianza, es, en este pafs, una experiencia nueva. La
investigacién moderna necesita una base mis amplia que la de
una sola universidad. Goordinar las fuerzas vivas disponibles es
una tarea dificil y no estd libre de peligro. Confiamos en la
personalidad y en la experiencia del Dr. Wiirschmidt para al-
canzar el altimo fin.

Enrique Gaviola - Guido Becl:

CRONICA
SEGUNDAS JORNADAS MATEMA'i‘ICAS ARGENTINAS,
. (Congreso de Matemdtica, Fisica y Astronomia)

Después de vencer diversas dificultades de organizacién, se realizarom, del
17 al 23 de septiembre de 1945, en Buenos Aires y Rosario, las Segundas Jor-
nadas Matemdticas Argentinas que, conjuntamente inanguradas con la Sexta
Reunién de la Asociacidn Fisica Argenting, han constituide un primer Congreso
‘de Matcm;itica, Pisica y Astronomia. )

La Unidn Matemdtioa Argenting, organizadora de estas Jornadas Mate-
mdticas, patrociné al mismo tiempo dos Coloquios, uno sobre Ensciianza de las
Matemdticas Flementales, dirigido por el Dr. A. Durafiona y Vedia, y otro,
conjuntamente eon la Institucién Cutmal EBspaiiola, sobrve Historia-y Iilosofia
de las Ciencias, dirigido por el Dr. J. Rey Pastor.

Las representaciones nacionales y extranjeras estuvieron const1tu1das por
los siguientes delegados:

—I“Lcult'ul de Cienciag Fisieas y Matemiticas de la Universidad del Pamguay,

', Sergio Sispéinov.

—I‘acultftd de Ciehcias Matemiticas de la Universidad de Quito, Eeuador, Dr.
Peter Thullen.

—Tacultad de Ingenierfa de la Universidad del Urnguay, Ing. Juho Vales,
Ing. José L. Massera, Ing. Celestino Galli, y bachiller Antonio Petracea,
estos dos dltimos, juntamente con el Ing. Mario Coppetti, también delegados
de Enseiianza Secundaria de dicha Facultad.

—Facultad de Ciencias Exactas de la Universidad de Tucumén, Dr. Alejandro
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Terracini, Dr. José Wiirsechmidt (también delegado al Co’lqu’o de Historia
y Filosofia de las ciencias) y Dr. Desiderio Papp (delegado. al Coloquio de
Historia y Filosoffa de las Ciencias).

—Tacultad de Ciencias Fisicomatemiticas de la Universidad de La Plata, Dr.
Alberto E. Sagastume y Dr. Rafael Grinfeld.

—TFacultad de T'ilosofia y Letras de la Universidad de Cuyo, Dr. Horacio J.
A. Rimoldi. _

-—TFacultad de Ciencias Exactas, T'isicas y Naturales de la Universidad de Coér-
doba, Ing. Juan Jagsich, Ing. Mario Ninei, Ing. Fernando Esteban e Ing.
Pedro Luis Checchi.

—TFacultad de Ciencias Mateméiticas de la Universidad del Litoral, Dr. Beppo
Levi, Dr. Luis A. Santalé, Agrimensor Eduardo Gaspar e Ing. Pedro I.
Zadunaiski.

—~Colegio Nacional ‘‘Manuel Belgrano’’. de Buenos Aires, Prof. Pedro Isidro
Pauletto (delegado al Cologquio de Matemdticas Elementales).

—Facultad de Ciencias Econémicas de la Universidad de Buenos Aires, Dr. En-
rique Dias de Quijarro, Dr. Martiniano Leguizamén Pondal e Ing. Antonio .
Lascurain, ) i

E! Dr. Peter Thullen no pudo estar presente a causa de no haber podido
realizar el el viaje en avién a Gltimo momento. Nos hizo llegar, sin embargo,
el titulo de su trabajo (‘‘Generalidades sobre la teorta de las funciomes anali-

ticas de dos o mds wvariables complejas’’). .

Un grupo de profesores de San Luis envi6 el siguiente telegrama: ¢‘Im-
posibilitados de asistir por' obligaciones docentes, hacemos llegar nuestra adhe-
sién y los mejores deseos de éxito a ese. Congreso. Manuel Balanzat, Carlos

Carletti, Manuela Cuello, Pascual Colavita, Fermin Crespo, Obdulio Ferrari,

Modesto Gonzdlez, Felisa Vitale de Lucero, Fermin Miguez Ifiarra, Pedro Pa-

sinetti, Marfa Tula’’.

Las Jornadas desarrollironse en la siguiente forma:

El lunes 17, a las 18, se llevé a cabo, en la Facultad de Ciencias Exactas,
TPisicas y Naturales, el acto de inauguraei6n, conjuntamente con la Asociacién Fi-
sica Argentina. Hablé el Sr. Decano de la Facultdd, Ing. Pedro Mendiondo, quien
destac6é la importancia del acontecimiento que reunia a fisicos, mateméticos y
astrénomos llevados por un mismo anhelo de superacién cientifica. A continua-
cién, el Dr. Tebfilo Isnardi, en representacién de la Asociacién IFisica Argen-
tina, di6 una conferencia sobre Las investigaciones fisicas en muestro pais; y
el Dr. Alberto Gonzélez Dominguez, en nombre de la Unidn Matemdilica Argen-
tina, se ocupé de Los estudios matemdticos en el pafs. Tl Dr. Isnardi hizo
hineapié en la orientacién cientifica de las Universidades y en la contraccién
al estudio de los hombres dedicados a la ciencia. El Dr. Gonzfilez Domfinguez
esbozé la evoluei6n del cultivo de la matemética en la Argentina y subrayé
la importante actuacién del doetor Claro O. Dassen, asi como la influencia fun-
damental ejercida por el Dr. Julio Rey Pastor desde hace un cuarto de siglo.
El movimiento ascendente y extensivo se acentGa con la mcorpomclén reciente -
‘al pais del Dr. Beppo Levi.

~ Terminadas las exposiciones, se pasé al despacho del Sefior Decano, donde
“se sirvi6 un vino de homor que di6 ocasi6n, en amabilisimo ambiente, a que
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se cambiagen ideas y se estrechasen vinculos de amistad entre caballeros y
damas venidos de distintos lugares.

El martes 18, a las 18 y en la misma Tacultad, como todas las siguientes )
sesiones, se inici6 la reunién tratando una moeién del Dr. Fausto Toranzos en
el sentido de dar una declaracién de cardcter democritico, teniendo en cuenta
el estado politico en que.se encuentra la Reptblica. Después de una discusién
que insumié algo m#s de una hora, durante la cual hablaron diferentes perso-
nas, no sin llegarse hasta la exaltacién de algunos espiritus, se acordé formu-
lar y publicar la siguiente declaracién: ‘‘Las segundas Jornadas Matemiticas
Argentinas suspenden sus actividades durante la tarde del dia 19 de septiembre
de 1945 en adliesién a la Marcha de la Constitucién y de la Libertad y dispo-
nen hacer piblica esta declaracién’’. Por su parte, la Asociacién Fisica Argen-
tina adopté una determinacién semejante.

Se pasé enseguida a las comunicaciones cientificas. E1 Dr. Alejandro Te-
rracini, de Tueumin, se ocupé de ‘‘La geometria proyectiva diferencial y los
ecuaciowes lineales en derivadas parciales’’. Bl Dr. Sergio Sispfinov, de Asun-
cién (Paraguay), se ocupd de ‘‘Curvas de Darboux sobre superficies de rota-
cion’’,

A la noche hubo una cena de camaraderia en el Olub Universitario, que
congregb a astrénomos, fisicos, matemiticos y distinguidas damas. Hablaron
entusiastamente ol Dr. J. Costa Ribeiro, de Rio de Janeiro, el Dr. Enrique
‘Gaviola, de Cérdoba, y el Dr. Agustin Durafiona y Vedia, de Buenos Aires.

Bl Jueves 20, a las 15, el Dr. Horacio J. A. Rimoldi, de Mendoza, expuso
un trabajo sobre ‘‘Aplicacién del cdlculo de matrices a la psicologia’’, que
motim6 un interesante cambio de ideas con algunos de los asistentes, el Dr.
Alexander Wilkens, de La Plata, se ocupé de ‘‘El fenémeno de la libracién de
los asteroides del sistema solar y su estabilidad’’, dejando planteadas algunas
sugestiones puramente mateméiticas; y ol Dr. Alberto Gonzélez Dominguez, de
Buenos Aires, hablé sobre ‘‘La Matemdiica y la Técnica Moderna’’, destacan-
do e6mo los problemas téenicos promueven profundas invetsigaciones matemé-
ticas.

Bste mismo dfa tuvo lugar, a las 17, el Coloquio de Matemdticas Elemen-
tales, presidido por el Dr. Agustin Durafiona y Vedia. En primer término, el
Dr. Beppo Levi dié una hermosa y sélida conferencia titulads ‘¢ Pensamientos y
recuerdos de wm hombre de la escuela media’’, Exponiendo en su caracteristica ma-
nera, evoeando dias lejanos de iniciacién y experiencia como profesor en Italia,
el Dr. Levi dijo cosas de gran valor didéctico. Se abrié luego una animada
discusién sobre la ensefianga de las matemdticas elementales en la que parti-
ciparon el Dr. B. Levi, el Dr. F. Toranzos, el Dr. Durafiona y Vedia y algunos
de los numerosos profesores de colegios y escuelas que habian coneurrido a la
reunién. .

Tl viernes 21 continuaron las Jornadas en Rosario, en la Facultad de Cien-
cias Mateméticas, formando parte de los actos plepmados para celebrar el 259
aniversario de su-fundacién.

Contfindose, por una parte, con quince pnsa;]es y alojamientos pagados por
la Tacultad de Ciencias Matemfticas de Rosario ¥y, por otra parte, con una
rebaja de pasajes obtenidos en el TFerrocarril Central Argentino por el Dr,
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Manuel Sadoéky, viajaron de Buenos Aires a Rosario el Dr. Sergio Sispinov,
el Prof. Mischa Cotlar, ¢l Sr. Gregorio Klimovsky, el Dr. Miximo Valentinuzzi,
el Sr. Juan O. Grimberg, el Sr. Emilio O. Roxin, el Ing. Mario Coppetti, el
Sr. Adolfo Ricabarra, el Dr. Emilio A. Machado, el Dr. Héctor A. Pérsico,
la Lie. Estrella Mazzolli de Mathov, la Lie. Cecilia Mossin Kottin de Lapzeson,
el Dr. Guido Beck, la Sra. Pastora Nogués Acuila, el Dr. Alejandro Terracini,
el Lic. I"élix BE. IHerrera, el Dr. Ricardo Platzeck, la Dra. Celina Repetto, la
Prof. Juana Maria Cardoso, el Dr. Agustin Durafiona y Vedia y sefiora, el
Dr. Manuel Sadosky, el Sr. Abraham REidliez, el Dr. Beppo Levi y seiiora, la
Dra. Laura Levi, el Sr. Rolando Gareia, la Prof. Fanny Aisenberg, el Dr. Faus-
to Toranzos, el Ing. José P. Lombardi, el Ing. Luis A. Bonet, el Prof. Salomén
Selzer y sefiora, el Dr. Alberto E. Sagastume Berra y sefiora, el Dr. Pi Calleja,
el Prof. Antonio Valeiras e hija y el Sr. J. Cohen.

Después de un viaje en que menudearon los mfs variados temas de eon-
versacién, presididos por el buen humor, la comitiva fué reeibida en Rosario
por varios profesores de la Faeultad.

A las 15 un grupo de visitantes recorrié la ciudad, bajo una lluvia torren-
cial, en el 6mnibus de la Facultad.

A las 17 fueron recibidos en su despacho por el Sr. Decano, Ing. Cortés
Pli. De inmediato se pasé al salén de actos, donde aquel abrié la sesién con
un eflido discurso. A continuaci6én, el Dr. Sergio Sispinov relat6 el trabajo
del Dr. Nieolds Krivoshein, de Asuncién, sobre ‘‘Condiciones de aplicabilidad
de las eccuaciones de Dawiel Bernoulli’’ y expuso-el suyo propio ‘‘ Teoria ezacta
de los puentes colgantes’’. Tl Prof. Mischa Cotlar, de Buenos Aires, di6 un
““‘Panorama de las principales tcorias de la integral’’, el Prof. 8. Selzer, de
Buenos Aires, se ocupé de ‘‘La inlegracion en los espacios absiractos’’ y el
Dr. Alberto E. Sagastume Berra, de La Plata, habl6 de ‘‘ El Algebra Moderna’’,
A propuesta del Dr, A. Durafiona y Vedia se acordé enviar un telegrama al
Dr. J. Rey Pastor lamentando su ausencia en Rosario. Se anuncié que el Dr.
Juan C. Vignaux, no pudiendo viajar a Rosario, habfa remitido un telegrama
disculpando su inasistencia. .

Bl sabado 22, a las 10, el Dr. Beppo Levi, de Rosario, se ocup6 de ‘‘Teo-
ritas y problemas sobre geometria algebrdica’’, el Dr. Luis A. Santal6, de Ro-
sario, hizo una “¢ Ea/;posicién de algunos resultados en geometria algebraica’’,
y el Dr. A. Duraiiona y Vedia, de Buenos Aires, hablé sobre ‘‘Lu Topologia
Modearna’. .

Terminada la reunién, el Sr. Deeano, Ing. Cortés Pl4, y los sefiores pro-
fesores, agasajaron o los congresales con un animado almuerzo criollo en uno
de los talleres de la Faeultad.

A lah 15, un grupo de congresales fué llevado en el émnibus de la Facul-
tad a San Lorenzo. Recibidos en el famoso Convento por el Padre Tebfilo
Luque, éste les brindé amplins explicaciones sobre el histérico combate' desde
la terraza del edificio, les mostré la vieja capilla, hoy substraida a los oficios
reiigiosos phblicos, y la antigua biblioteca, que posee una monumental ¢¢Pa~
trologia’’ para consulta de los seminaristas que alli estudian. Al despedirlos,
se interes6 por las actividades de lag Jornadas y les solicité el envio de algunas
publicaciones de mateméticas, ’
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A las .17, de nuevo en Rosario, la Unién Matemdtica Argentina, aprove-
chindose la presencia de todos los miembros de la nueva Junta Directiva, rea-
liz6 una sesién presidida por el Dr. A. Terracini, para tratar diversos asuntos.

A las 18 se asistié, en la Facultad de Ciencias Matem4iticas, al acto alusivo
~al 25° aniversario de su fundacién, consistente en el descubrimiento de placas
de bronee ofrecidas por los egresados y el Centro de Estudiantes. Tl Sr. Deeca-
mo, Ing. Cortés Pl4, pronuncié un vibrante diseurso pleno .de f& republicana.
También hablaron el Ing. Arturo Roceca y el Sr. Enrique F. Spangenberg.

A lag 19, contAndose con la presemcia de numerdso piiblico, se realizé la
Gltima sesién. La Lie. Cecilin Mossin Kottin de Lapzeson pronuncié una erudita
conferencia sobre ‘‘La desintegracion del dtomo’’. De inmediato ocupé la tri-
buna el ‘Dr. Guido Beek quien, con frases concisas y vehementes, insté a la
labor cientifica tesonera. Se di6 luego lectura a la lista de las deiegaeiones y
a algunos informes de secretaria relacionados con el desarrollo del Congreso
Yy las innovaciones que hubo que introducir en los programas. Finalmente el
Dr. Alejandro Terracini cerré las Jornadas con un conceptuoso diseurso.

El dia 23 se regresé a Buenos Aires. .

En los diarios ‘‘La Capital’’, de Rosario, y en ¢‘Critica’’, ‘‘La Prensa’’,
ete., de Buenos Aires, asf como en la revista ‘‘Ciencia e Investigaoién’’ (ntme-
ro de noviembre) lhay noticias y crénicas de los diversos actos de este impor-
tante certamen cientifico.

‘M. VALENTINUZZI
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PUBLICACIONES DE LA U. M. A.

VoLuvmeN I (1936-1937), VoruMeEn II (1938-1939)
Notas y memorias de J. BABINI, C. Biggerl, C. A. Bura, F. CERNUSCH],
J. A. pEL PrrAL, J. FAYET, Y. FRENKEL, F. L. GASPAR, A. GoNzALEz DomiNaurz,
T. Levi-CrvitA, M. PETROVICH, J. REY PASTOR, S. Rios, I'. TORANZOS.
_ Bibliografia, Extractos, Crénica, Revista de revistas, etec..

Vor. III (1938-1939). Vob. IV (1939). Vorn. V (1940). Vor. VI (1940-1942)
Taseiculos separados '

N¢ 1.— GiNo Loria. Le Matematiche in Ispagna e in Argentina.

> 2.— A. GonziLez DoMiNGUEz. Sobre las series de funciones de Hermite.

» 3.— MioHLL PETROVICH. Remarques arithmétiques sur une équation diffe-
rentielle du premier ordre.

» 4.— A, GoNziLEz DoMINGUEzZ. Una nuevae demostracién del teorema lmita
del Cdlculo de Probabilidades. Condiciones necesarias y suficienles pa-
ra que una funcion sea integral de Laplace.

» 5.— Nigona OBRECEKOFF. Sur la sommation absolue par la transformation
a’Buler des séries divergentes. .

> 6.—Ricarpo SAN JUAN. Derivacidn e integracién de series asintdticas,

» 7.— Resolucién adoptada por la U. M. A. en la cuestlén promovida pox '
el Sr. Carlos' Biggeri.
» 8.— F. AMopro. Origen y desarrollo de la Geometria Proyectiva.
> 9.— CLOTILDE ‘A. BULA. Teoria y cdleulo de los momentos dobles.
» 10.— OoriLpr A. BuLA. Cdleculo de superficies de frecuencia.
» 11.—R. FRrUcHT. Zur'Geomelria auf einer Fldiche mit indefiniter Metrik
(Sobre la Geomelria de una superficie con méirica indefinida).
12.— A, GonzArLez DoMiN@uEpz. Sobre una memoria del Prof. J. C. Vignaux.
13. — F. ToraNzos. Sobre las singularidades de las curvas de Jordan.
14.— M. BALANZAT. Férmulas integrales de.la intersecoidn de conguntoa
15.— @, XNie. El problema de varios eleotrones en la mecdnica cuantistu.
16. — A. TERRACINI. Sobre la exislencia de superficies cuyas lineas prinoi-

pales son dadas.

» 17.— L. A. SaNTALG. Valor, medio del nimero de partes en que una figura
conveza es dividida por n rectas arbitrarias.

» 18.— A. WINTNER. On the iteration of distribution functions in the calculus
of probability (Sobre la iteracién de funciones de distribucién en ol
cdloulo de probabilidades). -

» 19. — E. FurrARL. Sobre la paradoja de Berirand.

» 20.—J. BaBINI. Sobre algunas propiedades-de las derivadas y oiertas pri-

. mitivas de los polinomios de Legendre.

» 21.—R. SAN JUAN. Un algoritmo de sumacidn de series divergenies.

» 22.— A. TERRACINI. Sobre algunos lugares geomélricos.

» 23.— V. y A, FraiLE y C. CrEspo. Bl lugar geoméirico y lugares de puntos
dreas en el plano.

> 24, —R. FruoHT. Coronas de grupos y sus subgrupos, con una aplwaozon
a los determinantes.

» 25.—IE. R. RAIMONDI. Un problema de probabilidades  geométricas aobra
los conjuntos de iridngulos.

VorL. VII (1940-1941). Vor. VIII (1942). Vor. IX (1943). VoL. X (1944-1945)

Notas y memorias de J. BABINI, M. BALANzZAT, J. BARRAL SouTO, G. BECK,

M. BuNGE, H. E. CALcAGNO, BE. A, DE CESARE, Il. FERRARI, V. y A. FRAILE ¥ C,

Crespo, Y. I'RENKEL, R. FRUCHT, E. GASPAR, I, L. GASPAR, A. J. GUARNIERJ,

J. B, HERRERA, G, KNIE, N. KRIVOSHEIN, W MACHLER, E. R RAIMONDI, J, J

REprLLA, J. Rey Pastor, S. Rros, P. ROSsSmLL SoLEr, M. SADOSKY, R. SaN

JUAN, L A, SanTALG, S. SispANov, A. TERRACINI

Informes de lag reuniones de la Asociacién I'isica Argentina.
Soluciones: de temas propuestos, Bibliografia, Crénica, ete.

Bn 1942 la U. M. A. ha iniciado la publicacién de una nueva serie de
¢¢Memorias y monografiuns’’ de las que han apareceido hasta ahora las siguientes:

N? 1.— GuiLLERMO KNIE, Mecdnica ondulatoria en el espacio ourvo.

Ne¢ 2,— Guipo BEcx, El espacio fisico.

N° 3. — Jurio Ruy PAsrmor, Integrales parciales de las funcwnes de dos
variables en intervalo infinito.
N¢ 4. — Jurio REY PASTOR. Los @ltimos teoremas geométricos de Poincaré

y sus aplicaciones. Homenaje péstumo al Prof. G. D. BIRKEOFF.

Ademés han aparecido tres cuadernos de Misceldnea matemdtica.
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