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SISTEMAS MULTI-ISOTERMOS (*) 

por 

EDWARD KASNER y JOHN DE 0rooo 

1. - Sumario de nesultados. - La teoría de, las funciones de 
una variable compleja es esencialmente idéntica a la geometría 
éonforme del plarío real (o complejo). ,Sin embargo, esto no 
suoede en la teoría de las funciones de dos o más variables com
plejas. Cualquier conjunto de n > 2 funciones de re variables 
complejas que no anulan al jacobiano induce una corresponden
cia' entre los puntos de un espacio euclidiano 2n-dimensional real 
(o complejo) R2n• El grupo infinito G' de tales correspondencias 
no -és -el grupo conforme de R2n , el cuales simplemente el gru- _ 
po de las inversiones de (n+1) (2n+1) parámetros (1). Poin
caré, en su fundamental trabajo publicado en los Rendiconti 
de Palermo (1907), llamó a G el grupo de transformaciones 1'e
gulares. En 1908, Kasner encontró más apropiado designarlo el, 
grupo pseudo-conforme G. Esta es ahora la terminología co-
rriente. ' 

En su trabajo de 1908, que fué pub'licado 'completo más 
tarde, en 1940, Kasner mostró q,ue el grupo pseudo-conforme G de 
Rt 'está caracterizado por la conservación del pseudo-ángulo 'Cntre 
cualquier curva y una hipersuperficie,. en su punto común de in
tersecciónX2). Esto es una generalización directa del resultado 

'(*) Presentado a la America~ Mathematical Society, 1945. 

(') LIOUVILLE prob6 que el grupo conforme del espacio euclidiano Em de 
cualquier dimensi6n m>2, par o impar, es el grupo inverso de (m+1) (m+2)/2 
parámetros. Fialkow ha estudiado la geometría conforme de una curva o su
perficie no solamente en un espacio euclidiano Em sino también en cualquier 
espacio riemaniano V m' Ver las memorias, Conformal geornetry of owrves, 
TransaCtions of the American Mathematical Society, Vol. 54 (1942), Y Con
formal geometry, of surfaoes, Transactions of the American Mathematical So-
ciety, Vol. 56 (1944). . 
- ''(9) KASNER, Confol'mality in o01~neotion wit71 funotions of t-ziJo oomplea: 

'variables, Transactions of the American Mathematical Society, Vol. 48, págs. ' 



t,' . 
'1 

-118-

bien co.no.cido. que el grupo. de funcio.nes de una' variable cóm
pleja 'es idéntico. co.n el ,grupo. co.nfo.rme ( directo.) del plano.. En 
1945, De Cicco. pro.bó 'este teo.rema para el caso. del espacio. eu
clidiano. 2n-diniensio.nal R2n (3). 

En R2n hay una clase de superficies bi-dimensio.nales, la 
cual es tramlfo.rmada el). ~í, misma bajo. el grupo. pseudo.~co.nfor
me infinito. G, tal que la co.rrespo.ndencia inducida mitre cualqu~er 
par co.rrespo.ndiente de tal supílrficie,es co.nforme. Una superfi
cie tal es dicha ser una superficie analítica ~ conforme, ' 

Pro.yectando.o.rto.go.nalmente una superficie co.nfo.rmé so.bre 
unco.njup.to elegid'o. de' n plano.s co.o.rdenado.s, las (n -1) co.rres-' 
po.ndencias inducidas so.n cada una co.nfprmes. De este mo.do. 
cualquier superficie co.nfo.rme,' pu~de' ser definida po.r (n -1) 
co.rrespo.ndencias co.nfo.rmes entre el co.njunto. elegido. de n pla-

,no.s ,co.o.rdenado.s. ' ' 
, '. 
", Diremo.s ,que es un sistema mulli-isotermo de 00 2n-l CUrlJa8 

.en R2n, cualquier sistema que es ,equiva1entepseudo.-po.~lfo.rllle
mente a un hai de 00 2n-l rectas paralelas en R2n' Cualquier sis
. tema talco.nsiste de 00 2n-2 familias iSo.ternlas de 00 1 curvas', ca
. da, familia co.ntenida en una. superficie confo.rme. 
. , Definimos, un sistema mulli-iso,termo de 00 ~ hipersuperficie8 
'en R2n co.mo.' cualquier sistéma que es pseudo.-oo.nfo.rmemente 
equivalente a: un haz de, dA hiperplanos paralelo.s en R2;¡. 'Cual
quier sistema iSo.termo. de hipersuperficies (2n "":""1) dimensiona
les puede ser d~finido ,estableciendo. igual a uqa 'co.nstante arbi-

',traria una función multiarmónica. En ese caso., la co.nstante ar
bitrariae~ . llamada el parámetro iso.t~rmo.. En, general, un,a' fa
milia iSo.terma de 00 l' hipe~superficies puede ser defi!nida escri
biendo. igual ti una co.nstante tli'bitraria una función de una fun-
ción muItiarmónica. " 

Enul1,ciareniós y demostraremo.s lo.s siguientes teo.remas,' que 
so.n fundamentales en la teo.ría ele funcio.nes den variabl¡:ls com
plejas (4)' 

50·62 (1940). También KASNER y DE CICOO, Pseudo-C01~fof'lnaZ geo.metry: Fwn· 
ctions Of two. compZea:, v(J/riables, Bulletj.n of the A1ll.eriean: Mathematical Só· 
ciety, Vol. 48, págs. 317-328 (1942). 

',' (3)' 'DE Crcoo,The pseudo-angZe iil; ;paóe of, 2n diménsione~, Bulletill of 
the American Matnematical Society, Vol. ~1, p¿gs, i62:168 (1945). , ' 

(')", En .esta memoria, generalizamos ,al espacio de 2n, dimen~iones, ciértos' 
. , teo~enías ,en ¡¡l ~spacio, cuatri~diníensional sobí'e f]'ll:lciones de dQs variábles como 
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1. .EI pseudo-ángulo ,entre cualquier sistema multi-isoLermo 
de hipersuperficies y cualquier sistema multi-isotermp' de curvas 
es una función multiarmóni~a. Este puede ser .considerado como, 
uná extensIón de un teorema de Líe ref,erente 'a sistelnas 5soOOr-
mos en" el . plano. . . J' . 

. 2. CuaÚI~ie~ sistema m~lti-isotermó . de hiper~uperficies .es 
seccionado por una superficie conforme en un sistm;na isotermo de 
curv1l$. 

3. Si' u,na superficie es seccionada por' cada sistema multi
isotermo de hipersuperficies en. un sistema' isotermo, e}e curvas .• 
entonoes la superficie es. conforme. 

4. Si un sistema dado de 00 1 hipersuperficies ¡ es seccionudo 
por cada superficie cO¡1forme en un sistmna isotefin~ decurv.as~ 
'entonces el sistema dado de 00 1 h~persuperficies es" multi-iso:-
termo. 

2. -Coor:denadas. mínimas. - Sean (Xl' X2, •• :, Xn ; Yi> Y2' 
... , Yn) = (XG , " YG) las coordenadas cartesianas de un espacio eu
clidiano o comple jo 2n-dimen~ional R 2T!" Hallaremos convmiiente 
inLroducir las coordenadas mínimas (Ul~ U2"'" Un; Vi> V2, •• ',' 

vn) = (uG , vG), definidas por 

(1) V~ =x~ - iYG', 

para a. = 1, 2; ... , n. La inversa de esta sorrespondi:mcia es 

(2) 

'Las relaciones siguientes son l10tádas entre las derivadas 
parciales ,en coordenadas mínimas y coordenadas cartesianas 

(3) 

También es notado' que 

plejas que. hemos ya . considerado en la memoria, Bi·isothcr'/lwl systC'/l!S, Bu
lletin o~ the American Mathematical Society, VoTo 51, págs. 169·174 (1945)': 
V~r ,tl1mbi6n KASNER, Bihar1noni9 funotions, ana :ocl·tain DCncraligation~, Ame
ricáll Journal of ,MatheU1atics, Vol. 58, págs. 377·390 (1936). 

I .' 
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(4) 

Los operador,es i) / i)ua. son llamados las derivadas medias, 
y los operador,es i) / i)va. Son designados las, derivadas de fase. 
Ellos son importantes en la teoría de las funciones polígenas (5). 

En coordenadas mínimas, el cuadrado del elemento lineal ds 
es 

n 

(5) ds2 =~ dua. dva.. 
a=l -, 

El ángulo & entre dos elementos curvos cualesquiera (dua.(tJ. 
dva.W) y (dUa.(2),dva.(2)) en un punto ~omúnes 

w 
~ [dua.W dVa.(2) + dUa.(2) dVa.(l)] 

cos &'= _--,a:-:--_l-;-____ -;-_____ _ 
'n, n 

2[ (~dua.W dva.W) (~dlla.(2) clVa.(2))']1/2 
a-l a=l 

3. - El, grupo pseudo-conforme continuo infinito G. -'- Este 
es dado en coordenadas mínimas por 

(7) U", = U a.(Ul' u2' .. . "un), V a.= 'Va.(vv v2' ... , vn), 

para a = 1, 2, ... ,. n, donde los j acobianos Ti) U a./ i)Ui31 y [i) V a./ i)vi31 
son no nulos en una región dada del espacio. 2n-dimensional R2n• 
Nuestro problema es iniciar el estudio de la ,g,eomMría de este 
grupo en detalle.' ' 

En lo siguiente, omitiremos la consideración de los mínimos 
n-planos ( n-flats) especiales u", = consto y Va. = consto Nuestr:'d 
grupo. pseudo-¡contfprme puede ser definido como la parte di
recta del grupo mixto (mixed) total de trans:lbrmaciones pun
tuales de 1l.2n que conservan estas 200ín n-planos (n-flats) míni-
mos .especiales. " 

(G) KASNER, T7Ie seoona aerivative 01 a' polygenio lunotion, Transactions 
ol tile .American Mathematical Society, Vol. 30" págs. 803-818 (1928). KASNEli 
'y DE ClOCO, The derivative oircular oongruenoe-representation 01 a polygenio 
,!unotion, .American Journal ol MathematicB, Vol. 61, págs. '995-1003 (1939). 
'Ver también la memoria próxima a aparecer, The geometry 01 polygenio lun
ctions, Revista de la Universidad Nacional de Tucumán (1943). 
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,4; - Pseudo-ángulo de [(asner. - Una hipersuperficie S2n-t 
definida por la 'ecuación F(u1, u2, •• • , Un; Vi' V 2' ••• , Vn) = 0, y 
una curva C definida por las ecuaciones ua.=ua.(t),va.=va.(t) pa
ra a, = 1, 2, " .. , n, posee el invariante diferencial fund;amental 
de primer, orden 

; (8) 

respecto' al g:r;upo pseudo-:-'conforme continuo infinito G. Este 
repI'esenta el ángulo efectivo 3· ,entre, la curva da¡;},a' C y la 
curva de intersección C' entre la hipersuperficie S2n-l y lá ,super
ficie conforme única determinada por la curva C. 

Este pseudo-ángulo sirve para ,caracterizar el grupo pseudó
conforme continuo, infinito G dentro del grupo de fas transfor-, 
maciones puntuales en el espacio @clidiano 2n-dimensional R2n" 
En coordenadas cartesianas este pseudo-ángulo es 

n 

, ~(F Xa dxt!. +Fyadya.) 
(9) ,& = arc tan!]' _a-_1 ______ _ 

t;J 11, -

~ (F xa dya. -F"a dx~) 
a=l 

donde la ecuación de la hipersuperficie (2n -l)-diÍnensional 
S2n-l es F(x1>x2, ••• ,xn ; Y1>Y2' ... 'YII)=0, y las ecuaciones pa
ra:métricas'de la curva C sonxa.=xa.(t), Ya.=Ya.(t), para 0,=1,2, 
... , n. 

4. - Sistemas multi-isotermos de 00 2¡¡.-1 curvas. - Un siste..; 
ma de (0)2ri-l curvas es multi-isotermo si es equivalente pseudo
conflOrmemente a un haz de 00,211-1 rectas paralelas ,en R 211 • • Por 
me,dio de, (7), es visto que cualquier sistema multi-iso1iermo de 
00"2n-1 curvas puede estar dado por un 'sistema de (2n -1) ecua':" 
ciones de la forma ' 

(10) 

• 
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donde 1'=1, 2, ... , n-1, y los\dos jacobianos 10Ay/oua ! y' 
I,O/-lY/ UVa I son cada uno de caraeterística ( rank) (n -1). Por lo 
tanto, sigue que cualquier s~stema tal de oo'2n-1 curvas puede ser 
definido por un sistema de (2n -1) ecuaciones diferenciales lor
dillarias de la forma 

dUa 

_ dVa _ dVn 

••• - Ba(Vl, V2',' .• , vn ) - •.• -B~(vv V2,· . ,., vn ) 

Recíprocamente . las . 00 2n-l curvas integrales de cualquier 
sistema de ecuaciones diferenciales reducibles a la forma (11) es' 
un sistemamulti-isotermo., 

Puesto que cualquier superficie ,conforme puede ser defi-
nida por ecuaciones qe la forma fy(uv u2' ',' ., un) =0, gy(v¡, V 2' 

... , vn) = 0, para 1'=1, 2, ... , n -1, donde los dos jacobianos ' 
la/y/oual y logyjc{val son de . característica (n-·1), sigue por 
(10), que cualqu~er sistema multi-isotermo de oo'2n-l curvas con-

'siste de 00 2n-2 familias de 00 1 curvas, cada familia yaoente so-
bre una superficie conforme. \ 

11. - Sistemas multi-isotermos de 00 1 hipersuperficies. 
Cualquier sistema de 00 1 hipersuperficies,el cual es equivalente 
pseudo,con.formementea un haz paralelo' de 00 1 hiperplanos de 
(2n -1) dimensiones es dicho ser muIti-isotermo. La ecuación 

, 
(12) f( U¡, u;, ... , un) + g( V¡, V2' ••• , Vn) = const., . 

define un sistema muIti-isotermo de 00 1 hipersuperfici!es. En est~ 
forma, la constante es dicha ser WI parámetro 'multi-isotenno. 
El primer miembro de la ecuación anterior representa unafun
ción ,multiarmónica la cual puede ser definida como la parte 
real (o imaginaria) ele una función analítica simple de n. var~a
blescompl,ejas. 

';' , 
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Recíprocamente, sea F(U1' U2, ... , Un' V1' V:l' .' •• , Vn) = const., 
que representa un sistema multi-isotermo de 00 1 hipersuperficies. 
Debe existir una función q>(F) la cual es función multiarmónica 
de (ll~, v~). Por lo tanto las n 2 fracciones 

(13) F"o:v~ 
F"rJ.Fv~ 

f. 

que representan (n2 -1) ,ecuaciones diferenciales en derivadas 
parciales de segundo orden, deben representar la misma cantidad 

: iA( Ul' U'2' ••• , Un; Vi> V2' ••• , vn), para todos los valores de a,'~ = 
1, 2, 3, ... , n. También esta función simple L.\ debe .ser una 
función de F solamente. Por lo tanto L.\ satisfa~e las .(2n -1) 
adicionales -ecuaciones' diferenciales en derivadas parciales de lier:' , 
oor orden ' 

(14) 

Teorema 1. - Las condiciones necesarias y suficientes para 
que F(ui> U2, ... , Un; Vi> V2' ... , vn) = consto defina un sistema 
'mullí-isotermo de hipersuperficies es que F verifique el sistema 
{le (n2 +2n - 2) ,ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 
de tercer orden, dado por (13) y (14). ' , 

SustiLu)'lendo (11) y (12) 'en la -fórmula (8) que define el 
pseudo-ángulo .'¡:¡', obtenemos el resultado siguiente. 

Teorema 2, - El pseudo-ángulo entre cualquier sistema multi
isotermo de 00 1 hi persuperficies y cualquier sistema multi-iso
termo de 00 2n-1 curvas es una, función multiarmón'ica de (u~, v".) ; 
esto es, & es de la forma .¡:¡.~ h(U1' u2, ••• , un) + k(v1, V2' ••• , Vn)' 

. En la parte siguiente, darémos ciertos teor,emas los cuales 
. pueden ser considerados como extensiones de cie:ctos teoremas de

Kasner que caracterizan funciones multiarmónicas. 

7. - Sistemas multi-isotermos de 00 1 hipersuperfici;s y super
ficies conformes. - Una superficie conforme S2 induce (n~ 1) 
correspondencias conformes entre el conjunto 'elegido de n pla
nos 'coordenados cuyas coordenadas cartesianas son (x~, Ya) 

-, 
'\ 
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para a = 1, 2" ... , n. Así, cualquier 8 2 tal puede ser definido 
por las (2n-2) ecuaciones uy=Uy(u1), Vy=Vy(v1), donde 1'=2, 
'3, ... , n. Por Jas correspondencias conformes inducidas, es 
visto que un sistema isotermo en el plano coordenado (xv Y1) co
rresponde a un sistema isotermo en el plano (Xy, Yy), para 1'= 
2, 3, ... , n; y a un sistema isobermo sdJlre)a superficie con-
forme 8 2, - , 

Teorema 3. - Cualquier sistema multi-isotermo, de 00 1 hi
persuperficies de R 2n es seccionad:o por una supet'ficiil confor
meen un sistema isotermo. 

Este l'esultado es obtenido sustituyendo 'en la ecuación (12). 
que define un sistema multi-iso~ermode hipersuperfides, las 
ecuaciones de una superficie conforme. ' 

Teol'ema 4. - 8i una superficie es seccionada por cada sis
tema multi-isotermo de 00 1 hipersuperficies .en un sistema iso
termo de curvas, entonces la superficie es una superficie con
forme. 

Cualquier superficie 8 2 puede ser dada por las ,ecuaciones 
Uy = uy( U1' v1), Vy = Uy( Uv v1), para 'Y = 2, 3, ... , n. Sustituyen'";. 
do ésta en la ecuación (12) que define cualquier sistema multi
isotermo, d sistema resultante de 00 1 curvas debe ser isotermo. 
Por 'lo tanto 

(15) 

La anterior debe ser una identidad para todos los valores 
de la1l derivadas parciales de f y g. 

La ecuación precedente contiene derivadas parciales de ter
cer orden en f y g. Poniendo iguales a cero los coeficientes de 
fu, u, "T y Uv¡ V¡ VT' encontramos que UoUy/ UV1 = O Y UVy/OU1 = O. 
Esto prueba que 'la superficie '82 es conforme. De este modo 
el T'eorema 4 está completamente demostrado. , 

Teorema 5. - 8i un sistema dado de 00 1 hipersuperficies es 
seccionado por c~da superficie conforme en una" familia iso
terma de curvas, entonces el sistema de 00 1 hipersl1!perficies es 
multi-isotermo. 
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Sea F( Ui> U2' ••• , un; V1' V 2, ••• , Vn) = consto el sistema dado 
de 00 1 hipersuperficies. Sustituyendo en él las ecuaciones de cual
quier superficie conforme Uy = Uy( Ui)' Vy = Vy( v1.), donde y = 2, 
3, ... , n, la familia resultante debe· ser isoterma. De I,este modo 
tenemos 

(16) 

La anterior es una ecuación diferencial de segundo orden 
en las derivadas totales de Uy = Uy( U1), Vy = tly( Vi)' debiendo ser 
idénticamente cero. Poniendo iguales a cero los co'eficientes 
de d2uy/du21 y d2vy/dv2i> hallamos 

(17) 

Estas identidades dan las (n2 -1) ecuaciones (13). 
Sustituy,endo las ecuaciones (13) en la condición (16), te

nemos 

(18) 

Poniendo iguales a cero los varios coeficientes de duy/du1 y 
dvy/dv,3. en lae,r::uación anterior, obtenemos las condiciones ,(14). 

Así la hipótesis del Teorema 5 nos ha conducido a l,as con
diciones (lB) y. (14) para un sist'ema multi-isotermo de 001 

hipersuperficies. Esto completa nuestra demostración· del Teo
rflmá 5. 

Columbia University 
New York, New York 

Illinois Institute of Teehnology 
Chieago, Illinois 
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MOVIMIENTO DE FOTONES EN UN MEDIO 
MATERIAL 

por 

A. BATTIG 

Instituto de Física; Universidad Nacional de Tucumán 

S,UMMAJ.l.Y; - The well-known trunsformation properties of energy, mo
mentum, frequency and wave vector of particles and electromagnetic rudiation 
can be systematically derived from the trunsformation properties of the energy
momentum vector entering the relation 

Po' - p' = 1n'0". 

While real values of m correspond to material particles and photons ('/11=0) 
in vacuum, imaginary vulues of 111 correspond to photons in a continously distri
butod medium of refructing index n. The particle picture of radiation can' bo 
maintained oven in a material mcdium und remains compatible with energy 
and momentum expressions resulting from Maxwell's theory. Applied, to the' 
Cheronkov effect (n.. T.' Cox) tllc partiele picture permits to account for the 
rocoil of Cherenkov's electrons. TIte quuntised expressions for energy and mo
mentum of a photon in a ~aterial medium refer,-howevei, not to total energy 
and momentum of tlle systelll, but rutller to [¡'ee energy (aud mOlllentum) in 
the sense of ther'lllodynamies. 

Introducción. '- El descubrimiento, del' efecto 'de Chel'enlwv 
"-

motivó ~n 'estudio más profundo de' los fenómenos electroma,gné- ' 
'ticos 'en medios materiales. Recién, R.' T. Cox (2) mostró que 
el concepto de fotón' se presta para ser empleado con éxito, in
cluso el caso del mencionado efecto. Por' otra parte, J. WÜ1"

schmidt (1) acaba de estudiar en un interesante artículo, las fór
mulas del efecto Dopplel', de la aberración de la luz y de la 
presión luminosa, desde el punto de vista de la imagen de los 
fotones. 

El propósito del presente trabajo es vincular las fórmulas 
obtenidas, con las correspondientes del campo el,ectromagnético 
y las de las partículas materiales estudiando en detalle el' signi
ficado físico de las magnitudes introducidas. 

§ 1.' I?efiniciones genel'ale~. - Sabemos por el dualismo on
dulatorio corpuscular que a una partícula material de masa m,. 
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que se mueve con veloyidad constante. v, debemos as~gnarle .una 
~)llda que se ,propaga en la dirección de movimiento y cuyas ca
racterísticas físicas son las siguientes: 

(por la teoría de la 
R,elatividad) W 

I lnc2 

"""* donde W es la energía de la partícula y p es 'el impulso. Por el 
'concepto . dualista tenemos: 

(por la teoría 
ondulatoria) 

W=h.v, 
-r h.v-+: 
P=V,] 

-r 
siendo v la frecuencia de la onda asociada, j el vector unitario de 
dir,ección y V la velocidad de fase. 

Una onda plana monooromática se expresa por la ecuación 
siguiente: 

" , 

"""* 

-r -r -r-r 
E = Ef) ei(kool-lcr) 

donde Eo es un vector constante que mide la amplitud 
de la onda. El frente de onda está determinado por el exponente,. 

-+ , 

en el cual Ji:o, Ji: constituye el cuadrivector de onda. Por el dua-
lismo. ondulatorio-corpuscular definimos las siguientes magnitu
des: 

{I) cuadrivector 
de onda { 

~o 
lí: 

cuadriv,ector de ,energía 
impulso de una partícula 

-r 

h 
P =-Ji:o o 2n 

~ h-+ 
P= -Ji: 

2n 

Observamos que las magnitudes Ji:o, k e1;itán relacionadas con 
, -+ . . h 

las magnitudes Po, P por meClio de la constante -- -, de modo que 
2n 

toda relación establecida entre las primeras nos determina la re
lación 'entre las últimas. De las magnitudes definidas' en (1) po
.a'emos escribir: 

.,.," 

i :.; 

, . ~. 
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~=L !.=ko• 
c Po" e k' 

lüego, de estas dos expresiones, obtenemos inmediatamente: 

(A) 

Por las relaciones generales que lexisten entre las cantidades 
dadas por la teoría corpuscular (1) podemos escribir: 

(1) 

esta ecuación determina la masa m que es invariante respecto .a 
una transformación de Lorentz. 

De la'. ecuación (1) podemos considerar dos casos: 
a) Partículas de masa m> O. - Este caso corresponde a par

tículas como ser dectrones, protones, etc. Sabemos que la veloci
dad de fase V es mayor que la velocidad de la lui 
y que la velocidad de grupo v es menor. Si se considera el mo
vimiento de electrones, las ondas electrónicas asociadas tienen ve
locidad de fase V> c. Para el caso de ele,ctrones en reposo co:-
rresponde V = 00 • ' • . • 

b) Partículas de masa m = O. - Este caso corres.ponde a do
tones». La velocidad' de propagación de fotones en el vacío esc 
y por lo -tanto la velocidad de fase será V = c. Hacemos notar 
que en este caso las o¡1das asociadas son las ondas electromagné-
ticasen el' vaCÍo. . 

Los casos a) y b) "han sido es Ludiados en detalle y constitu
yen aplicaciones particulares 'de la ecuación general -(1). De esta 
misma 'ecuación deduciremos otro caso, que es el que nos inte
resa, correspondiente a fotones en un medio material, en la apro
ximación para la cuf,l1 d medio puede ser esquematizado por un 
continuo y caracterizado' por un Índice de refracción n> 1. . 

§ 2. Fotones en un medio material de ·índice de refracción 
n. Angulo de aberración. Efec~o Doppler. - Consideremos nue
vaménte la ecuación general (1). Por' medio del cuadrivector 
ko, le definimos el Índice de refracción n en un medio material 
en reposo, por la siguiente relación: 
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le 
n=-, 

lco 

o sea que . 

luego 

(1 a) 

pero por ser (1- n2) una magnitud negativa, podemos escri
bir la relación anterior como sigue: , 

(
21tmC) 2 

,siendo - x.2 = '-h- .. La ~cuación (1) es invariante, y se :cum-

ple en. este caso para la masa imaginaria m = i . f1. Obs1ervamos, 
pues, que a fotones en un medio material de índice n> 1, de~e
mos asignarle una masa imaginaria. De este modo tenemos los 
casos posibles comprendidos en la ecuación (1) y, los agrupamos 
de la manera sigúiente: . --, '. 

Po=P m=ü 

Po>P m>ü 

Po < P 1lI- = l . f1. 

Los dos primeros casos corresponden a los mencionados en . 
el § 1. El último corresponde al encabezamiento, de este pará
grafo. 

Hemos dicho que a una partícula de energía W.· debemos 
asignade una onda asociada d~ frecuencia v. La velocidad de la 

luz ,en el medio material es ~: luego, por la ecuación (A) de-
"n . 

" bemos asignarle a la partícula asociada al fotón la velocidad 

(*) Esta invariante es equivalente a la última . relaci6n del trabajo citado 
del Dr. Würschmidt (esta revista, p. 68) Y aclara su significado fisico., 
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0 2 e 
v = J¡, siendo V = -; la energía' y el impulso del fotón ,seráu: 

r 11 

W=h.y, 
-+ 'hY h" '-+ 
P = V = 11 • --;; += n . Po (**) 

'd -+ h.y Sl"1 1'1 d' sien o Po =-' -. con SIC eramos un mec io materia ,no- ~sper-
e 

sivo, la velocidad -de grupo será V < p. 
Observamos, entonces, que un fotón al pasar del vacío al 

medio material de, índice n varía su impulso de Po a n . Po' 
Pasar~mos, ahora, a consider,ar expresiones que nos darán 

el ángulo de aberración y el efecto Doppler. Para ello conside
remos dos sistemas de referencia, S y S'. Sea el primero fijo 
al medio material 'y el segundo se mueve respecto al primero con 
una velocidad constante u, de modo tal, que los ejes z- 2:' per-
manecen superpuestos y los otros dos paralelos entre sÍ. Un, ob
servador qe S' obser'vará un ángulo' de aberración y, además, un 
efecto Doppler. Llamaremos V', v', B" ,ep' las magnitudes defi:" 
nirlas en el sistema S, y cuyo significado es el siguient'e: 

(2) V "ko' '-e-- ",le' velocidad ele' fase, ele la onela 

(3) 
, P' le' 

velocidad de Ía partícula v =(J-=e--
Po' Ico' 

- le ' pz' ,\ 
(4) ·cosB.I=,~ ángulo de aberración, , le" 'p' 

(**) Según esta relación. i'esul~a siempre, aunque, pequeño sea el valor de V, 
.In. expresión de M.AX,yE~L, \ 

J;'=2.D (D,=densidad de energía), 

para la presión P de luz reflejada perpendicularmente por nn espejo perfecto 
al reposo en _el medio, de 'ac)lerdo con la electro(linámic:L Efectivamente, inclu
so en el caso V/e « 1"los corpúsculos asociados obedecen fórmulas rolativista's, 

" "í 11 e ' 
Pó= / .' . 1 l-~ r, c', 

v/e = e/V> 1 

cualquiera sea el valor de V. El Dr. Würschmidt, 1. c. pág. l:Í4 fórmula, (1,8), 
llega formalmente a una relación distinta, la de' NEWTON, porque define, en 
este, caso particular, otra densidad de energía, 'considerando, la ,energía: cméti-
ca 1J'/21n para partí(Julas de masa roal ?n. ' , 

, I ' 
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(5) t I kv' - p/. gep =----
ka;' , Pa;' 

án~ulo de 'dirección ~e movimiento. 

La transformación de' LOrentt para el cuadrivector de ener
'gía-impulso nos da: 

. pa; = pi, Pr = pv', ,_ Po-~Pz: 
Po - Vl-r:l2 • 

\ Heemplazando en la fórmula (2) los valor~s anteriores ob
tenidos de la transformaciól~ de Lor,enü, encon:tramos después 
de algunas simplificaciones el siguiente resultado: 

(6)' 

Por la~ f6rmulas (4)'y (5) tenemos: 

(7) 'Q I neos B'-~ . cos \!' = , 
V n2(1-~2 sen2 B}'-2n~ cbsH+~2 

ep' = ep •. 

Para defecto Dopplerobtenemos. inmediatamente: 

l-n[3 cos B/ 
.v' = y --===--

. El. impulso p'.es: 

p' = V p' 02 + ¡..t.2 C~ 

T'enlendo presente que /-lC = 1/ (n l~V)·:..- ('~v/ y 'el valor de' 

Po' determinado anteriormente,obtenemos: 

(9) 

Las·fórmulas (6).,- (9) presentan particular interés para 
1 - n~ cos& ---= O 

", 

/. 

1, 

" :¡' 

.' 1;: 

.. , 
'.1. 

.~. ", 
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(6') V'=o 

(7') - v-] 1- 2 
COS &' = ---.:. --~-

~ 11.2-1 

(8') 
I 

/ 

v'=0' 

(9') . p' = Po V n2 . 1. 

Concluímos que en S' la onda electrom~gnética tiene una ve
locidad nula, a pesar que el observador se desplaza con respecto 
al sistema S en una direcció.n que forma un ángulo & con la 

- normal de la onda. Además, en el sistema S' se. anula la fne
cuencia v' y, en consecuencia, la energía h. v'. No se anula, SID 

. embargo, el impulso p'. El cono, 

1 
cosB,=-' 

n~ 

sobre el cual se anula la velocidad V', determina la dirección de 
la radiación de Cherenkov emitida por un electrón en reposo en, 
este sistema, como se verá, más en detalle, en el parágrafo 4. 

Las fórmulas· (6), (7) Y (8) corresponden a las fórmulas 
'12,2) Y (2,5) dadas por el Prof. J.. Würschmidt, 1. c. pág. 55. 

I \ -

, § 3. Cála,ulo de la densidad, de energía e impulso de la ra
, diación . ....:.. Un campo electromagnético caracterizado por las in':' 

~ ~ . 

tensidades E, H, por 'la densidad de carga p y por la densidad 
~ 

de corriente i, está completamente determinado por las ecua-
ciones de Maxwell-Lor.entz en un sistema S.C x, y, z, t) respecto 
al cual el medio está en reposo: 

(10) 

(11) 

(12) 

+ 
-+ ' 1 aD 41t-+ 

rotl! -- -=- i 
e at e' 

-+ 
,+ 1 dB 
rQtE+- - =0 

e al 
-+ 

divB=O , , 

, .,";';.'.' 
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(14) , 

(15) 

(16) 

-.,.133 .:..... 

-+ 
div D=41tp 

-+ -+ 
B =flH 
+ -+ 

D=EE 
-+ -+ 
i=pv. 

+ -+ 

. Multiplicando escalarmente (10) por E y (11) por H y 
simplificando tenemos: 

-+ -+ 

(17) 
1 -+ oB -+ oD 41t + -+ -+ -+ --(H. -+E .-)+div-· [E,H]+p .v.E~O; 

41t . ol (Jt e' 

El primer sumando de la ecuación (17) representa el cam
bio de la energía electromagnética. Si consideramos variaciones 

-+ + 
de B y D infinitesimales, podemos escribir el incremento de la 
energía electromagnética por unidad de volum~n: 

1,-+ + -+-+ 
41t (H. dB + E . dD), 

o, 'en forma integral: 
.B D 

(18) -' H.dB+ E.dD. l' J-+ ,-+ J+ -+ 
41t . 

o o 

Por las relaciones (14),' (15) tenemos: 

Determinaremos, ahora, en forma breve, el impulso electro
magnético. La fuerza que actúa sobre todas las cargas contenidas 
en el volumen -c se expresa por la' ecuación de Lorentz: 

(20) 
-+ J ~ 1 +-)-
F= p(E+ e [v,B])d-c. 
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v 
Reemplazando los valores de p y -; dados por (13) y. (10) 

se obtiene 

; ~J{E. div D +[rot ii, 8] -~ [~f¿, BJ} d.; 
4n C ot J 

't 

de las ecuaciones (11) - (i2) tenemos: 

J{ -+ -+ -+ -+ 1 [OB -+]) 
0= H: div B + [rot E, D] +~-g¡' D jel., 

't 

y sumando estas dos últimas ecuaciones:· 

1 ° ~-+} ---o [D,B] 
C' ot . 

La integral sobre los términos que contienen derivadas espa

ciales corresponde a las tensiones de. lIfaxwell, J ¿fu; T . d., Y se 

. , . 1J-+-+ 
anula en eJ caso de un sistema finito. El valor de- [D, B] d. 

4nc 
't 

se interpreta como impulso electromagnético contenido en el vo
lumen •. La densidad de impulso será entonces 

(22) 
-+ 1 -+.-+ 
g=--[D,B]. 

4nc 

_ Demostraremos, ahora, la' equivalencia entre la imag·encor
puscular . adoptada y la imagen. OJ;ldulatoria clásica, Consideremos 
la propagación de una onda electromagnética plana~ que forma 
con ,el eje z un ángulo &. Admitamos .que el dieléctrico en el 
cual se propaga la perturbación electromagnética es homogéneo 
y que no contiene cargas libres. En estas condiciones, 8'e obl;ie~e 

'. , 
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-+ 
de las ecuaciones (LO) - (15) con un vector A convenientemente 
introducido: ' 

(11)' 

-+ 

-+ 
-+ A 
B= ,/

ye 

-+-+ 
-+' [. A] 
H=+~ 

-Vil 
-+ -+-+ 

B= j- i¡'; [j, A], 

donde i es el versor de dirección. Si,en particular, el plano de 
. polarización de la' onda es (x - z), se tiene: 

(111) , 
ix=sen 3· 

Ax ' A. cos 3· 

iz=cos 3-

Az=-A. sen 3-

siendo A2=e (Ea;2 +Ei + Ez2) =1-" (Hx2 +Hi +Hz2). 
Las ,ecuaciones (11) se refieren al sistema S, fijo en el me

dio material. Para el sistema S'gue se mueve respecto a S con 
velocidad constante u, los vectores eléctrico y magnético se trans-, 
!orman según:' 

(IV) 

B' _ Bx+~Ey 
x- VI ~2 

13', _ By-~Ex 
y- Vl-~2 

D( _ Dx-~FI. .. 
x- -Vl-~2 

D' _Dy+~Hx 
y- VI ~2 

JI' = Hx+~Dy 
x Vl-~2 

H',\,= Hy-~Dx 
, VI ~2 

'" 
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Reemplazando en (IV) las respectivas componentes dadas 
por las relaciones (11)-(111), obtenemos las componentes de 
la densidad de impulso electromagnético transform,ada 

, 1 -+ -+ Al! 
g'a;=-[D',B']a;= 4 / (n-~cosa') . sen & 

. 4rto' ,rtO 11-~2 ' 

l -+-+ 
g'y,= 4rtq [D',B']y= O 

l -+--+ A2 
g'z=-[D',B']z= (n-~cos&). (n.cos&-~) 

4rto 4rtcn(I-~2) 

~ , 

A2(1-- cos &) , 

g' =, 4rtO(I':'P2) V n2 
• (l - ~2 sen2 a-) - 2n~ cos & + ~l! 

y para la densidad de energía: 

A2 
W' 4 ( 2) (l-n~cosa') (n-~cosa') 

rt11; l-~ 

Si consideramos un volumen L de radiación y observando 
que: 

L'=-~ VI-~2 
, --'~~ --'--, 
l---cosan 

obtenemos para el impulso y la energía: 

't 

W' f ' 'd' Wl-n~cos& -- W L-
. -, . - VI-~2 

't 

con 

.' ' 

G R 
n VI 132 
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y mediante las ecuaciones (11)-(111): 

A2.1: 
W=--. 

4n 

Calculando, las mismas magnitudes por medio de la imagen 
corpuscular, adoptada anteriormente, tenemos para el sistema S': 

(según (9)) 

, . p Vn2(1-~2 sen2 B')-2n~ co~ B+~2 
p = n' Vl-~2 

(según (8) ) 

y para el sistema S: 

hv 
p=n-=G 

C; 

c. Po=h. v= W. 

G R 
--;;. Vl ~2 

Comparando, ,entonces, los resultados obtenidos para el im
pulso electromagnético y la energía por medio de la imagen 
ondulatoria clásica y la corpuscular, observamos que existe iden
tidad entre G' con p', y entre 'w' con c. p'o' Esto nos demuestra 
la compatibilidad entre las dos imágenes adoptadas. 

§ ·4. Cálculo del retroceso del electrón (2). - Admitiendo que 
que el electrón (bajo ciertas condiciones) emite espontáneamente 
un fotón, podemos calcular el ret.roceso que sufre a causa de la 
emisión, partiendo de las ecuaciones de' cons'ervación de energía 
y de impulso del electrón y del fotón.' En el sistema de re~e
l1encia S', en el cual el electrón está inicialmente' en reposo, la 
conservación de energía e impulso se expresa respectivamerite 
por las, ecuaciones 
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m, e=P'o + p'o 

- P'2=p'2 

me2 

donde eP o' = ,1 Y epo' = hv' representan respectivamente la 
r1-~2 

energía del electrón y del fotón, después de la emisión, en el sis
tema S' ,p' y p' representan los impulsos después de la emisión. 
Se o.bserva inmediatamente que las dos ecua~iones no pueden te
ner solución si no podemos atribuir un valor negativo. a p' o' Tal 
signo de la energía puede o.currir solamente en un med.io mabe
rial en las condiciones determinadas "por la relación (8), 

To.mando el cuadrado de la primera ecuación y restando. 
la segunda obtenemos fácilmente 

m2 e2 - 2 , m ,-e, Po' + PO'2 - p'2 = P 0'2 - P'2 = m2 e2 

-y dado que según ,(1 a), 

p'02 - p'2 = (1- n2) . P02 

( epo = ,energía del fotón en el sistema de reposo S del medio)., 
concluímos 

\ 

Hecordando que, según (8), 

1-n13 co,s 3-
p'o=Po -VI ~2 

o.btenemos la fórmula de Cox para el efecto de Cherenkov: 

1 ( 1) P -VI r.l2 cos3-==\-+ n---"-. o IJ. 
'n~ n 2m.~,e 

La .emisión espontánea del fotón se ef.ectúa, pues, en una, 
dirección muy próxima a la del cono de Cherenkov. El segundo 
término, que representa la corrección de. Cox, debido al retroceso. 
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del electrón, es prácticamente despreciable frente al primero, 
puesto que po/m. c=hv/mc2 «1 para fotónes de -luz visible. 

§ 5. Algunas observaciones sobre lcienergía. - La interpre
tación de las expreslOnes, 

(23) r J + + + + 
8n (E . D + H . B) . d. 

(24) 1J+-+ -4 [D,B]d. 
ne 

como 'energía e irripulso, del sistema, se justifica por las relacio-
,nes (17) y (21), según las cuales la derivada de las cantidades 
mencionadas e.quivalen a la potencia y a la fuerza ejercidas por. 
e! sistema. Como observó R. Beclcer (3), no ,les unívoca si no 
fijamos simultáneamente las características termodinámicas del 

, medio material. Becker muestra, en el caso i:estringido de laelec
tro y magnetostática, que las relaciones (17) Y (21) pueden ser 
aplicadas unívocamente sólo a procesos isotérmicos, es decir, que, 
la ,expresión (23) representa la energía libre del sistema, 

1J+-+ ++ ' - (E . D + H . B) . d. = U - TS= F 
8n 

(U = 'energía interna, T'= temperatura absoluta, S = entropía). 
Los prooesos que hemos discutido más arriba,permiten añ-a

oir que l,ln fotón que entra en un medio material, cambia en, 
g,eneral su energía y su impulso (*) e intercambia, pues, energí1li 
e impulso con el medio. Luego las expresiones (23) y (24) no 
vepresentan la energía y el iID;pulso total del sistema y tienen, 
más bien, que ser interpretadas como generalizaciones relativistas 
de la energía libre. " 

Notamos, ,en ,particular, que el tensor de energía e impulso 
'«libre» deja de ser simétrico y que el flujo de energía libre no 
es igual al «impulso libre». ' 

(*) En el caso particular de un medio material en reposo, la energía y la 
frecuencia del fotón no sufren cambio, sin embargo el impulso aumenta en 
un factor n. . 
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hv 
Concluímos, entonoes, que la energía hv y el impulso n .. -, . o· 

que tenemos que atribuir a un fotón en un medio material, no 
representan-ia energía y el' impulso total, sino energía e impulso 
«~ibre» del sistema'. Este resultado aclara el hecho, a primera 
vista sorprendente, que tenemos que atribuir, en cierlos casos, a 
un campo electromagnético en un medio material valores negati
vos de la energía (libre). 

CONCLUSIONES 

1. - El movimiento de una partícula material, de un fotón 
en e 1 vaCÍo y de un fotón en un medio material, pueden ser con ... 
siderados desde un punto de vista uniforme, corr,~pondiendo 

respectivamente a una masa positiva, cero e imaginaria. 

2 .. - Las fórmulas de transformación de Lorentz aplicadas a 
los cuadrivectores de onda y de energía-impulso, nos conduoen in
mediatamente a las fórmulas del efecto Dopp;ler, de la aberra
ción y del impulso de. la radiación. - Estas fórmulas han sido, 
obtenidas recientemente por el Prof. J. Würschmidt. 

3. - Aplicados a ondas ,emitidas por una carga en movimiento 
rápido u> V, los fotones definidos anteriormente permiten dar 
una interpretación corpuscular del efecto de Cherenkov y tener 
en cuenta, además, el retroceso del electrón emisor (Cox). 

4. - Las cantidades de energía e impulso atribuídas a los fo
tones en un medio matedal, se refieren a la energía e impulso 
«libre» y no a la energía e impulso total. ' 
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SOBRE UN PROBLEMA DE JUAN BERNOULLI 
(Primera Parte) , 

por J. V. USPENSKY 

1. - Juan Bernoulli referido en el título no era aquel ma
temáti~o famoso que ta~to contribuyó al desarrollo del cálculo 
infinitesimal,. sino su nieto Juan Bernoulli: III _(1744'- 1807), so
cio de la Heal Academia· de Berlín en cátedra de Astropomía. 
En ,e 1 año 1772 él publicó un libro, Recueil pour les Astronomes, 
donde se trata principalmente de cuestio~,es astronómicas. Lo 
q~e nos interesa particularmente es el capítulo Sur WM nouvelle 
espeoe de calcul, donde encontramos un problema matemático 
muy curioso y útil. 

Sea x un número real y positivo. Muy a me:nudo se -11e.oe
sita construir una tabla de los enteros próximos a múltiplos de x: 

x, 2x, 3x, 4w, ... 

Llamando a a la parte entera de x se ve fácilmente que al 
pasar de un múltiplo ,'11 múltiplo siguiente el aument0 del entero 
próximo es a o· a + 1. Si tuviéramos reglas expeditas para 
juzgar cuándo el tal aumento es a o a + 1, podríamos .cons-· 
truir rápidamente la tabla requerida empleando sólo adiciones. 
Con tal obJeto Juan Bemoulli propone, sólo para x racional, 
reglas muy cómodas, pero sin demostración. La demostración 
de 'estas reglas con algunas consideraciones generales y muy 
importantes sobre el problema de Bernoulli se halla en un ar-. 
tí culo inteI1esante de A. Markoff: Sur une guestion d~ lean. 
Bernoulli (*), el único trabajo sobre dicho problema que co-

. nooemos. Como la solución del problema de Bernoulli propor
ciona' una aplicación hermosa de las fraéciones continuas no 
juzgamos sin interés presentar en este ~rtículo la solución 
detallada principalmente interesante en caso de' x irracional o 
racional, pero expresado como razon de grandes números. 

(*) 'Mathematische .A.nnalen 19 (1882), p. 26-36. 
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2. - Según costumbDe designaremos' con [~J la parte entera 
de un número real ~, es decir' el único entero tal que 

[~J < ~ < [~J + l. 
I 

El entero próximo, a ~, para lo cualemplear,emos el signo 
{~}, está únicamente determinado por dos desigualdades 

de doride sigue que' siempre 

ConsideDemos ahora la función lineal 

mx+b 

de un, entero variable m, donde x y b son números ,r,eales dados. 
'¡,enemos 

donde 

Llamando a a la parte entera de x tenemos también 

Puesto que 

, 
,y la paite enter~ de & + ro, por ser 

no tiene otro valor sino O o 1, cQ'ncluimos' que la '\cantidad 
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[(m=[(m+ 1) x+ b] - [mx+ b] 
, - . 

tiene uno de dos valores: a o a + 1. A la serie 

[(0' [(1) [(2"· .. 

compuesta sólo de números a o a + 1 llamaremos en lo suoesivo 
serie de Bern,oulli (x, b). 

Ganar,emos ,en simplicidad de escritura sin perder nada ,en 
g,eneralidad suponiendo de ahora en adelante que 

- O<x<1. 

Entonces la serie de Bernoulli (x, b) 

[(0' _ [(1' [(2' '" 

apareoe como una sucesión déterminada de ceros y unidades. 
Puede ser que cero se vepite suoesivamente, por ,ej¡emplo, 7, 
veoes. En vez de escribirlo 7 v,eoes, escribil'lemos 07 y lo Lmism:o 
haremos con unidades que ocurren en suoesión. También pllede 
ser que un grupo de ceros y unIdades l'e repite suoesiV:ainente, 
por ej'eniplo el grupo 031021 se repite tres veoes. En tal 
caso en vez de .l3~cribir 

03 1 02 1 03 1 02 1 03 1 02 1 

escribiremos 

Con tal conv,enio presentaremos la estructura de una serie 
de Bernoulli con mayor simplicidad. Por ejemplo 

021 (01)2 (021 (01)3)4 

representa 43 términos de la serie de Bernoulli (~~, O) . 

3. - P,ara x racional representado por una fracción irredu

cible ~ la ~erie de Bernoulli (x, b) tiene algunas propiedades 

que vale la pena de. mencionar. 
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: 1. La )ierie ( ~ _, b ) es periódic~ y su período consta de .Q 

términos 

... , /(0_1 

En efecto, para cad~ valor entero de m tenemos 
" 

pp. 
[(m+Q)Q+b]=[m Q+b]+ P, 

de lo que sigue 

2°. En el perí<?do 

hay siempre P unidades y, por consiguiente, Q - P oeros, pUJes 
de la definición misma de [(m se deduoe' 

I 

. P 
[(0+[(1 +.,. +[(0-1 = [Q, Q +b]- [b]=P. 

30. 'Sea p la parte entera de Qb de modo que 

Entonces 

y c~mo 

donde 

p P p & 
m-+b-m-+-+-Q - Q Q Q 

Pp. Pp' rm m-+-=[m-. +-]+-, 
Q.Q .Q Q Q 
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tendremos 

p. [p p 1 r m+& m-¡¡+b= .m-¡¡+c¡ +Q' 

Pero siempre 

y por consiguiente 

[ -p ] r· p 'P] m-+b = m-+-
Q . Q Q 

para cada valor entero de m, y ello significa que la serie 

( ~, b) Qualquiera que sea b es idéntica con alguna serie (~ , ~) 
donde el entero p está convenientemente elegido. 

4°. Sea 

el períod~ de la serie de Bernoulli (~ ,O) que debe considerarse 

como más sencilla. Una ve.z conocido este período el período 

de cada serie (~ '.~) se hallará casi inmediatamente. En efecto, 

sea v el número no negativo y melllor d!e Q J·úinicamente deter
minado por la congruencia 

Pv = P (\llod Q). 

, Entonces 

p p - p 
m-+-=(m+v)-+h 

Q Q .Q 

con h cierto entero fijo y por consiguiente 
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de donde resulta 

" 

, y ello quiere decir que el período de la serie (~, ~) será 

y se obtiene del período 

trasponiendo v prImeros términos a la der,echa sin alterar su 
orden. 

50. El período 

de la serie (~ ,O) se empieza ep. O y se acaba en 1 y la parte 
" 

que existe sólo cuando Q> 2, es simétrica, es decir 

CQ_l_P= Cp 

para p=l, 2, ... , Q - 2. En ,efecto, tenemos primero 

CI} = [~] = O por ser 0< ~ < 1 

- ,[Q. ] [ P] . 
CQ_l ' QP - (Q-1) Q ~P- (P-l) =1. 

\ 

. ... ," 



". '¡ 

, I 

-147-

Luego 

[ (Q - p )~ ] = P - [ p ~] --1. 

[(Q-1-P) ~] =P-[(P+1)~] --1 

por no ser ninguno da los dos números 

entero, de donde 

lo que queríamos demostrar. 

4. - Para investigar la estructura del período' de la serie 

(~ ,O )empeoemos con el.caso más sencillo P=l, 'Q=s. En

tonces 

[:J =0 

para m = O, 1, 2, ... , s - 1, pero [-;] = 1 Y por ,t¡mto ,el pe

ríodo buscado será. 

Os-11 

Sea luego P > 1;- siendo s la parte entera del cociente ~ 
I . 

podemos escribir 
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P '1 
-=x=--
Q s+x' 

donde O < x'< 1. El número racional x' tendrá P por denomi
nador como se ve fácilmente y el período 'de la serie (x', O): 

e'o, e'l' ... , e'p_l 

constará de P térm\in¡os. Vamos a ver cómo, ¡conociendo este 
período, se halla el de la serie (x, O). Al variar 'm ,de O a Q-1 
la parte 'entera de . 

P 
m-

Q 

toma valores O, 1, 2, ... , P -1. Sea h uno de ;estos números 
y mh el máXimo éntero tal que todavía. tenemos 

[mil ~] =h. 

Conociendo la sucesión 

conooeremos inmediatamente el período de la serie (x, O) el cual 
será 

De la definición de mil sigue 

mh x < h + 1, (mI¡ + 1) x > h + 1 

de donde 

. h'+-1 
mI¡ < -¿- = (h + 1) s + (h + 1) x' \ 

h+1 . 
mI¡ >-:-. -1 = (h+ 1) s+ (h+ 1) x'-1. 

x .' 
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El producto (h+1)x' no 'es entero' para h , 0, 1, 2, ... , 
P - 2 Y entonces 

mh = (h + 1) s + [( h + 1) x'] 

de modo que , ' 

m¡¡.-mh_l :"'-l=s-l + [(h+ 1) x'] - [hx'] 

o bien 

en tanto que h = 1, 2, ... , P -'-2. Al contrario para h = P-1 
tenemos 

mp_l = Ps + [Px']-l 

siendo Px' entero y I 

mp-l- mp_2-1=s~2+ [Px'] - [(P-1) x']=s-l. 

Además 

mo=s+[x'] s 

y por lo tanto el período buscado de la serie (x, O) será 

o bien I : 

teniendo en cuenta la simetría del gru.po 

Presentado el período busc~do en segunda forma l1esulta, 
como se ve ,fácilmente, del período de la' seri,e ,.(x', O) según la 
regla siguiente: 

Siguiendo los términos del período 

e' 0,- e'l, •.. , e'p_l 
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de derecha a izquierda se sustituy,e Os 1 para cada unidad y 
Os-1 1 para cada cero y se escriben dichos grupos de izquierda 
a derecha. 

Sentado esto sea 

1 
x=- 1 

s +- 1 
s1 + ... +-

- sn 

el desarrollo del número x en una fracción continua. Saliendo· 
1 

del período correspondiente a - que es 
Sil 

según la regla hallamos el período correspondiente a 

Más adelante, con ayuda de la misma regla encontraremos 
,el pedodocorresponcl:iente a 

y así sucesivamente hasta que llegamos al período busaado. 

mos 

5. - Consideremos ahora algunos ejemplos numéricos 

Ejemplo 1. EncontraJ; el 'período de la serie (~~:ó) Ten e-

37 1 -=- 1 
50 1 +2 +~ 1 

1+- 1 
5+-

2 

" 



? 

-151-

y haciendo uso de la regla se. encuentra suoesivamente 

Período 

01 

de modo que 

correspondiente a 

"1 

1 

1 
2 

1 
5+~ 

2 

- 1 
1+- 1 5+-

2 

- 1 
2+- 1 

1+- 1 " 5+-
2 

1 1 

1+~ '1' 
2+--;- 1 

1+- 1 5+-
2 

o 12 (O 13)5 O 12 (O 13)6 

es el período buscado. 

/ 

,Ejemplo 2. Deseamos construir la tabla de enteros próximos 

a los múltiplos del número ~~'~ Busquemos en primer lugar el 

(
13 

período de la serie "17' O). Tenemos 

13 1 
-=- 1 
17 1 +- . 1" 

.3 +-4 . 
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031 
031(021)3 
(O 13)3 O 14 

.. ' 

lo que es el período' deseado. Ahora debemos buscar el período 

( 13 1)' de la serie 17' 2'" . Tenemos 

donde 

r=[17]=8 
- 2 

13 v=8 (mod 17) 

8 -8 
v:=¡-=:-=-2 =15 (mod17). 

13 4 

Separando en 

(O 13)3 O 14 

lE primeros término~ (O 13)3 O 12 Y escribiéndolos detrás de dos 
términos 12 que quedan logramos por 'fin el período deseado 

/' 

12 (O 13)3 O 12 

Y la tabla de -enteros próximos se construye ,empl,eando sóló adi
ciones ,como se ve: 

m=01234567891011121314151617 

11011101110 111 011 

:{ 13 } " " 
, 17 m = 0,'1,2,2,3,4,5,5,6,7,8,8,9,10, Ü, 11, 1~,:1~., 

r 6. - La solución expuesta del problema de Bernoulli es 
bastante sencilla y cómoda si deseamos hallar el perIodP cOm:" 
pleto. Pero, aunque se,a :c racional, puede ser que ne,cesitamos 
mucho menos términos de lo que contiene este ,período. En tal 
caso y aún en paso de :c irracional 'el problema debe plantearse 
de otro modo. En aplicaciones prácticas el número de términos 
que es preCiso encontrar es siempre dado de antemano, sea N. 
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Entonces necesitamos buscar medios más expeditos . para hallar 
N térmillos 

Ko, /(1' ... , I(N_1 

de la ,propuesta serie de Bernoulli (x, b). Con tal propósito in
troducimos 'el conoepto del período mípimo ,de la dada seccióin 

KA' [(A+1> .,', Kv 

de la serie de Bernoulli. Llamamos el período m~nimo a 'la más 
corta parte de ella 

KA' KA+1> "', Ku. 

que, repetida periódicamente, cubre t040s los términos . KA' 

[(1..+1' •• " /(v· 
Una vez que tengamos reglas para hallar el período mínimo 

de la sección 

Ko, [{1> "., KN_1 

el problema planteado estará resuelto. En el estudio de propie~ 
dades del períodomíniÍno podemos limitarnos al caso de x 
racional. En e:l)ecto, sea x irracional, b un número real cual
quiera y 

donde O < .& m '< 1. Sea ro el máximo de los números .&0' .&1' 
P 

••• , .&,iV Y ([una conv'ergente (*) del orden par a la fracci6n con-

tinua 

de modo que 

1 
x=- 1 

s+- 1 
S1 +

S2+" • 

(*) El autor llama convergente principal y convergente intermedia a la re
ducida principal y reducida intercalada, respectivamente. 
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Entonces 

Pero 

y eligiendo Q bastante largo para que sea 

Nlf:. 
(0-/--<1 Q2 . 

tendremos 

[m ~ +b)' [mx+b] 

para ,m~O, 1, Z, "" N de modo que N términos de ,ambas 

series (x, b) Y ( ~ , b) son idénticos, La ú!tima serie. será idéh-

tica con la serie ( G ' ~) donde p está convenientemente elegido 

o con la serie 

. por ser 

, [ . p p]. [,~. p PI] 
mQ+',Q =m Q+Q + 2Q 

para cada valor de m, Por razones teóricas conviene considerar 

( P 2P+1) ( P p ) la serie Q' 2Qr en v,ez de Q 'Q porque nunca 

P P 1 
mQ +Q +2Q 

es un número entero, I , 



SOBRE LOS GRUPOS DE. AUTOMORFISMOS 

por 

GARRETT BIRKHOFF 

Es bien conocido . que los automorfismos de cdda álgebra 
abstracta formJan un grupo. Nuestro opjeto es demostrar tres 
recíprocas de esta proposición. , 

Recordamos el teorema deCayley, que Clioa que cada grupo 
G es isomorfo al grupo de sus traslaciones a la derecb,a 

(1) 

Recordamos también que las traslaciones a la derecha de 
G son las transformaciones permutables (1 ) con las traslaciones a 
la_ izquierda x ~ bx de G. Es decir, que son los au;tomprfismos 
del álgebra abstracta G, cuyos elementos son los elementos de 
G, y. cuyas operaciones son las operaciones unitarias 

(2) 

Porque decir que & es homomórfico con respecto a U b, 

es decir que 3o(x Ub) = {l·(x) Ub, que es decir que {l. y Ub son 
permutables. Obtenemos de esta manera casi trivial, el teorema 
siguiente: 

Teorema 1. - Cada grupo abstracto G con x elementos es 
isomorfo con el grupo de todos los automorfism:os de un álgebra 
abstracta G de a. elementos y a operaciones unitarias. 

Entonoes construiremos de G un sistema parcialmente orde
nado X con 0.2 + a. elementos, y con un grupo de automorfismos 
isomorfo a G. Los elementos de X son los geG y Io"s pares (g, g:t) 
con geG, g,;eG. Para ordenar X, supoIidremos que los elemen
tos de G son «bien ordenados»: 

(') Or. por ejemplo Miller, Blichfeldt y Dickson, "Tlteo'l'y anil Applica
tions 01 P'inite G'I'OUps". Paro. los conceptos de álgebra abstracta, sistema par- ' 
cialmente ordenado, y "red" cr. el "La:ttice Tlteo'l"lJ" del autor, pp. 2, 5, 16. 

~ ': 

" '.! 

-. ,." 

i. 
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y escribiremos, para cada gEG, 

Así subdividimos X en a cadenas maximales sin elementos 
comunes. Escribiremos también 

de manera que (g, gl) R (h, g2) si g-=-/=h. Es fácil ver que X es 
un sistema parcialmente ordenado con respecto a (3) y (4). 

Es fácil ver también que las transformaciones 

(5) 

y sus inversas aa -1 conservan (3) y (4). De donde se sigue 
que d grupo A de los aa' que les isomorfo 'Con G, es un sub
grupo del grupo de todos los automorfismos de G. H.ecíproca
mente, sea a algú~ automorfismo de X, y sea a = a(e) .Es fácil 
demostrar que a permuta las cadenas maximales (3). 'En efecto, ' 
permuta los elementos g maximales; ya que (g, gl) ~s el 'único 
elemento x < g y no menor que ningún otro ,elemento, a(g, gl) = 
(a(g) , gl); en general, puesto que (g,g-r-i-l les el demento x < (g, g-r) 

, más grande; se demuestra por inducción transfinita que a(g, gT)= 
(a(g),gT)' Falta por demostrar que a(g)=ga. Pero(e,gT-1) 

es por (4) el elemento más grande de la cadena (e, gd) ;conte
nido en (e,gT); sigue que (a(e) g-r-1) = (a,gT-1) es el elemento 
m'ás grande de la cadena (a, gd) contenido e'n (a(e, g~), y por. 
(4) queda a = g-r -1 a(g) o a(gT) = gTa. Así se completa la demos-
tración, y podemos afirmar el teorema siguiente: , 

Teor,ema 2. - Cada grupo abstracto G con a elementos es 
isomorfo con el grupo de todos los automorfism'Os 'de un siste
ma parcialmente ordenado X 'de 0.2 + a elementos. 

, Esta construcción tiene la ventaja de que X no posee más 
que una relación y ninguna operación. Sin embargo X no es 
«álgebra, abEJ;racta'» en el sentido usual (1), y la demostración 
usa el Axioma de Selección. Vamos a v,er. cómo podemos 'elimiM 

nar la primera desventaja. 
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Teovema 3. - Cada grupo abstracto G con a elementos es 
isomorfo con el grl1,po de todos los automorfism'os de una red 
distributiva e «distributive lattice») B X con a lo más 2a2+a 

elementos. 
Demostración. Sea B x . el conjunto de todas las funciones 

unívocas con dominio X y valores O o 1, tales que x <x' en X . 
implica fe x) < fe x') (es decir, funciones no decrecientes). Es 
fácH ver que si definimos 

(6), . f<g significa ¡(x) <g(x) para toda x, 

.este B X llega a ser una red distributiva (2). Ya que la definición 
de BX es abstracta, es evidente que cada auliomorfismo .a: 
x --+:va de X induc!" un au(omorfismo f(x) --+ f(xa) sobre EX. 
A causa del Teorema 2, el-Teorema 3 estará demostrado si pode
mos demostrar que B X no tIene ningún otro automorfismo. 

Consideremos la clase X* < BX de todas las funciones 

(7) I {1 si x:;::::a . 
fa~x)= O si no -x>a. 

Son las únicas f\,lnciones tales que la umon 9 de todas las 
f < fa de B X satisface 9 < fa (en efecto, g(x) = 1 si x> a, 
g(x) =0 si x::(>a). Se sigue de aquí que cada automorfismo a 
de B X permuta los elementos de X isomórficamente - es decir .. 
ya que X* es dualmente iSOInórfico con X, comá un automor
fismo ~ de B X inducido por un automorfismo de X. Además. 
cada feB x puede ser representado únicamente como una unión 

(8) f=v fa para las a tales que fea) =1, 

de elementos de X*. De áquí se' sigue que a permuta los 
feB x de la misma manera que ~, lo que completa la demostra
ción. 

Sería interesante demostrar los Teoremas 2 - 3 sin usar el 
Axioma . de Selección, y también de reducir las constantes 
a, a2 + a, y 2a2+a en los Teoremas 1, '2, 3 respectivamente 

lliRv.Á1lJ) UNlVERSITY 

(') Or." An eictended Arithmetie", por G. Birkhoff,' Duke Jour. Math. 
3 (1937), 3li~16. 

.. J~i 

.1 

'·1 



JOSÉ WÜRSCHMIDT 

Nos es grato presentar nuestras felicitaciones al Profesor 
José Würschmidt con motivo del 60° aniversario de su· naci
miento, que se cumple el 5 de. f,ebrero de 1946, y aprov1echar 
tal oportunidad para recordar la importante obra realizada Jlor 
él, durante una actividad de más de 20 años ·en este país. 

El Dr. Würschmidt nació en 1886, en Bayreuth (Alemania). 
Estudió Física y Matemática en Erlangen, bajo 'la dirección de 
E. Wiedemann. Se doctoró en la Universidad de Erlangen en 
1909, con una tesis sobre «descargas discontinuas y la así llamada 
capacidad de tubos de descarga». 

La activi~ad científica del Dr. Würsehmidt se refleja en 
unas cien publicaciones, en alemán y en castellano, sobve varios 
problemas experimentales, teóricos, históricos y didácticos: tubos 
de descarga, volúmen de las aleaciones, pi'ueb~s por métodos mag-
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néticos, teoría del factor de demagnetización, propagación de la 
luz s~gún la teoría de la relatividad, problemas 9.e acústica, etc., 
etc. Le' permitió hacer una carrera académica brillante: 1911 
«Privatdozent» (Erlangen), 1916 Profesor Extraordinario (Er
langen), 1919 Profesor de la «Handelshochschule» (Nurem
berg) , 1924 Profesor Extraordinario (Colonia). Durante la pri
mera guerra mundial dirigió una sección del Instituto Central 
Climatológico en Estambul y, en 1921, fué jefe de sección en el 
Departamento de Investigaciones de Krupp, Essen. 

Vino en 1925 a Tucumán, llamado por R. Gans, entonces, di
rector del Instituto de Frsica de La Plata. Hizo una obta que 
los norteamericanos llaman «pioneering». Es debido a él. que la 
Universidad de Tucumán alcanzó en el dóminiode la: física, un 
nivel más elevado que las otras universidades del, interior del 
país. Apreció correctamente la situación y, sus publicaciones se 
dedicaron, después de su llegada al país, especialmente a las ne
oesidades de la enaeñanza. Desde un punto de vista "personal 
fué, seguramente, un sacrificio, restringir, aunque temporaria
mente, la serie de sus investigacione'S científicas: 'El provecho lo 
tiene la Universidad de Tucumán y la enseñanza secundaria del 
norte del país. Lo que significa tal trabajo, probablemente toda
vía no es suficientemente apreciado en este país. El curso de 
Física Experimental, 1 a y 2a parte, publicado en Tucumán, per
tenece a lo mejor que tiene, en este dominio, la literatura en idio
ma castellano. Sería sumamente deseable que estos libros en
cuentren en el futuro, mucho más atencióri por parte de los 
estudiantes de física'y por parte de los 'docentes universitarios. 
Además, el Dr. Würschmidt publicó tres fascículos interesantes 

-de apuntes de física teórica. Con ello y los trabajos de labora
torio se tiene todo el equipo básico necesario para la enseñanza 
de la física para ingenIeros y profesores de enseñanza secun
daria . 

. Una vez alcanzado este nivel, el Dr. Würschmidt' se dedicó 
más a la investigación. Un número de conferencias informó so
bre resultados importantes ele los últimos años. Junto con F. 
Cernuschi empezÓ a organizar la enseñanza superior. De sus 
'Últimos trabajos queremos mencionar, en particular, uno (Abe
rración, efecto Doppler y presión ele luz) que continúa trabajos 
anteriores del autor y permite aplicaciones importantes a pro
blemas nuevos (efecto ele Cheren'lwv, termodinámica relativista). 
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El br. Würschmidt ya tiene en Tucumán estudiantes' que quie
ren seguir la carrera del doctorado y desean dedicarse a traba
jos de investigación en física. Podemos esperar v'er al Dr .. 
Würschmidt organizar, dentro de pocos años, la carrera del doc
toradoen física en Tucumán. 

La última ,etapa, la organización de la iiIvesqgación junto 
con la ,enseñanza, es,en este país, una experiencia nueva. La 
imestigación moderna necesita una base más amplia que la de 
una sola univerE\idad. Coordinar las fuerzas vivas disponibles es 
unn tarea difícil y no está libre de peUgro. Confiamosell la 
personalidad yen la experiencia del Dr. Würschmidt para al
canzar d último fin. 

Enrique Gaviola - Guido Beclc 

CRONICA 

SEGUNDAS JORNADAS MATEMATICAS ARGENTINAS. 

(Oongreso ae Matemática, Física 'y Ast¡'onomía) 

Después de vencer diversas dificultades de organización, se realizaron; del 
17 al 23 de septiembre de 1945, en Buenos Aires y Rosario, las Segmulas Jor
'Il.aclas Matemáiicas A¡'gentinas. que, conjuntamente ina~guradas. con la, Sexta 
RC1tni6n d~ la Asociaci6n Fígica A¡'gel~tina, han constituido un: primer Congreso 
'elc :Matemá"tica, F'Ísica ?J Ast1'Onomía, 

Ln Uni6n Matemátioa .LI1'gen:tina, orgnnizaelora ele estas J01'nacZas Mate
¡Itálicas, patrocinó nI mismo tiempo elos COloQltios, uno sobre Enseñanza ae las 
j¡o[atemáticas Elcmentaleg, dirigido por el DI', A. Durañonn y Veilin, y otro, 
conjuntamente con In' Institl¿ci6n Cutl¿ml Egpañola, sobre Hist01'ia' y Filosofía 
ele las Cie'l!cia,~, (lirigido por el DI', J. Rey Pnstor. 

Laa representaciones nacionales' y extranjeras estuvieron constituídas. por 
los siguientes delegados: 
-Facultad de Ciencias Físicas y Matemúticas de la Universidad del Paraguay, 

DI', Sergio Sispánov. '" 
-Facultad de Ciencias Matemúticas de la Universidad de Quito, Ecuador, Dr. 

Pe ter Thullen, 
-Fa~ultad de Ingeniería de la Universidad del UruguaY, Ing, Julio Vnles, 

Ing, José. L. M;assera, Ing, Celestino Gnlli, y bachiller Antonio Petracca, 
estos dos últimos, juntnmente con 01 Ing, Mario Coppetti, también delegados 
de Enseñanza Secltnaaria de diclll1 Facultad. 

-Facultad de Ciencias .Exactas de la Universidad de Tucumán, Dr. Alejandro 
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Terracini, Dr. José Würschmidt (también delegado al Coloquio de Historia 
y Filosofía (le las ciencias) y Dr. Desiderio Papp (delegado. al Coloquio de 
HistOtria y Filosofía de las Ciencias). 

-Facultad de Oillllcias Físicomatemáticas de la Universid'ad de La Plata, Dr. 
Alberto E. S,agastume y Dr. Rafael Grinfeld. 

--'-Facultad de Filosofía y Letras de la Universidad de Cuyo; Dr. Horacio J. 
A. Rimoldi. 

--Facultad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales de la Universidad de C6r
doba, Ing. Juan Jagsieh, Ing. Mario Ninci, Ing. Fernando Esteban e Ing. 
Pedro' Luis Checchi. 

-Fac~ltad de Ciencias Matemáticas de la Universidad del Litoral, Dr. Beppo 
Levi, Dr. Luis A. Santal6, Agrimensor Eduardo Gaspar e Ing. Pedro E. 
Zadunaiski. 

-Oolegio Nacional "Manuel Belgrano"- de Buenos Aires, Prof. Pedro Isidro 
Pauletto (delegado al Coloq~¿io ele Matemáticas Eleme'llfl;ales). 

-Facultad de Ciencias Económicas de la Universidad de Buenos Aires, Dr. En
rique Días de QuiJarro, Dr. Martiniano Leguizam6n Pondal e Ing. Antonio 
Lascurain. 

El 'Dr. Peter Thullell no pudo estar presente a causa de no haber podido 
realizar el el viaje en avión a último momento. Nos hizo llegar, sin embargo, 
el' título de su trabajo (" Generalielades sobl·e la teoría ele las funcioq¡cst analí
ticas de dos o ?nás variables complejas"). 

Un grupo de profesores de San Luisl envió el siguiente telegrama: "Im
posibilitados de asistir por' obligaciones docentes, hacemos llegar nuestra adhe
si6n y los mejores deseos de éxito a ese, Oongreso. Manuel Balanzat, Carlos 
Carletti, Manuela Cuello, Pascual Colavita, Fermín Orespo, Obdulio Ferrari, 
Modesto González, Felisa Vítale de Lucero, Fermin Míguez Iñarra, Pedro Pa
sinetti, María Tula". 

Las Jornadas desarrolláronse en la siguiente forma: 

El lunes 17, a las 18, se llevó a cabo, en la Facultad de Ciencias Exactas, 
Físicas y Naturales, el acto de inauguraci6n, conjuntamente con. la Asociación Fí
sica Al·gentina. Hab16 el Sr. Decano de la Facult~d, Ing. Pedro Mendiondo, quien 
destacó la importancia del acontecimiento que reunía a físicos, matemáticos y 
astr6nomos llevados por un mismo anhelo de superación científica. A continua-

'ci6n, el Dr. Teófilo' Isnardi, en representación de la Asociaci6n Física Al·gen
tina, di6 una conferencia sobre Las investigaciones físicas en' '/lIUestlro país; y 
el Dr. Alberto González Domínguez, en nombre de la Uni6n Matemática Argen
Una, se ocup6 de Los estudios matemáticos en el país. El Dr. Isnardi hizo 
hincapié en la orientación científica de las Universidades y en la contracci6n 
al estudio de los hombres dedicados a la ciencia. El Dr. González Domínguez 
esboz6 la evoluci6n del cultivo de la matemática en la Argentina y subray6 
la importante actuación del doctor Olaro O. Dassen, así como la influencia fun
damental ejercida por el Dr. Julio Rey Pastor desde hace un cuarto de siglo. 
El movimiento ascendente y extensivo se acentúa con la ineorporaci6n reciente 
'al país del Dr. Beppo Levi. 

Terminadas las exposiciones, se pasó al despacho del Señor Decano, donde 
'se sirvió un vino de honor que dió ocasión, en amabilísimo ambiente, a que 
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se cambiasen ideas y se estreclmsen vínculos de amistad entre caballeros. y 
damas venidos de distintos lugares. 

El martes 18, a las 18 y en la misma Facultad, como todas las siguientes 
sesiones, se inició la reunión tratando una moción del Dr. Fausto Toranzos en 
el sentido de dar una declaración de carácter democrático, teniendo en cuenta 
el estado político en que. se encuentra la República. Después de una discusión 
que insumió algo más de una hora, durante la cual hablaron diferentes perso
nas, no sin llegm'se hasta la exaltación de algunos espíritus, se acordó formu
lar y publicar la siguiente declaración: "Las segundas Jornadas Matemáticas 
Argentinas suspenden sus actividades durante la ~arde del día 19 de septiembre 
de. 1945 en adhesión a la Marclla de la Constitución y de la Libertad y dispo
nen hacer pública esta declaración' '. Por su parte, la Asociación Física Al'gew
tina adoptó una determinación semejante. 

Se pasó enseguida a las comunicaciones científicas. El Dr. Alejandro Te
rraciI¡i, de Tucumán, se ocupó de "La geometría proyectiva eliferencial y las 
eC1¿aci01ves l'ineale,~ en dewivadas pal'ciales", El DI', Sergio Sispánov, de Asun
ción (Paraguay), se ocupó de "Cu.rvas de DOIl'b07¿X sobre 87¿pm"{ícies de l'ota
ción", 

A la noche hubo una cena de camaradería en el Olub Universitario,' que 
congregó a astrónomos, físicos, matemáticos y distinguidas damas; Hablaron 
entusiastamente el Dr. J. Costa Ribeiro, de Río de Janeiro, el DI'. Enrique 

IGaviola, de Córdoba, y el Dr. Agustín Durañona y Yedia, de Buenos Aires. 
El Jueves 20, a las 15, el Dr. Roracio J. A. Rimoldi, de Mendoza; expuso 

un trabajo sobre "Aplicación del cálO1tlo (le lnatl'ices a la psicología", que 
motimó un intereslllltc camoio de ideas con algunos de los asistentcs, el Dr. 
Alexander Wilkens, de La Plata, se ocupó de "El fenómeno de la libmeión de 
los aste¡'oides elel sistema solar y B7t estabiliclad", dejando planteadas algunas 
sugestiones puramente matemáticas; y el DI'. Alberto González Domínguez, de 
Buenos Aircs, habló sobre "La Matelnática y lal TéC1VÍCa Model'na", destacan
do cómo los problemas técnicos promueven profundas invetsigaCiones matemá
ticas. 

Este mismo día tuvo' lugar, a las 17, el COlOQ1¿io (le Matemáticas Elemen
tales, presidido por el Dr. Agustín Durañona y Yedia. En primer término, el 
Dr. Beppo Levi dió una hermosa y sólida conferencia titulada¡ "Pensamientos y 
recuerdos ele lM11 hombll'e de la escncla mcelia". Exponiendo en su característica ma
ncra, evocando días lejanos de iniciación y experiencia como profesor, en Italia, 
el Dr. Levi dijo cosas de gran valor didáctico. Se abrió luego una animada 
discusión sobre la 1!'1Ise'iíanza de las lnatemáticas elementales en la que parti
ciparon el Dr. B. Levi,. el Dr. F. TorallZos, el Dr. Durañona y Yedia y algunos 
de los numeros~s profesores de colegios y escuelas que habían concurrido a 'la 
reunión. 

El viernes 21 continuaron las Jornadas en Rosario, .en la FacuItad de Cien
cil.!s Matemáticas, formando parte de los actos preparados para celebrar el 259 
aniversario de su' fundaci6n. 

Contfmdpse, por una parte, con quince pasajes y alojamientos pagados por 
la Facultad de Cienci~s Matemáticas de Rosario y, por otra parte, con una 
rebaja de pasajes obtenidos en el Ferrocarril Central Argentino por el Dr. 
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Manuel Sadosky, VIaJaron de Buenos Aires a Rosario el Dr. S,ergio Sispánov, 
el Prof. Mischa Cotlar, el Sr. Gregorio Klimovsky, el Dr. Máximo Valentinuzzi, 
el Sr. Juan O. Grimberg, el Sr. Emilio O. Roxin, el rng. Mario Coppetti, el 
Sr. Adolfo Ricabarra, el Dr. Emilio A. Machado, el Dr. Héctor A. Pérsico, 
la Lic. Estrella Mazzolli de Mathov, la Lic. Cecilia Mossin Kottin de Lapzeson¡ 
el Dr. Guido Beck, la Sra. Pastora Nogués Acuña, el Dr. Alejandro Terracini, 
el Lic. Félix E. Herrera, el DI'. Ricardo Platzeck, la Dra. Celina Repetto, la 
Prof. Juana María Oardoso, el Dr. Agustín Dumñona y Vedia y señora, el 
Dr. Manuel Sadosky, el S,r. Apraham Eidlicz, el Dr. Beppo Levi y señora, la 
Dra. Laura Levi, el Sr. Rolando García, la Prof. Fanny Aisenberg, el Dr. Faus
to Toranzos, el rng. José P. Lombardi, el rng. Luis A.Bonet, el Prof. S,alom6n 
Selzer y señora, el Dr. Alberto E. Sagastume Berra y señora, el Dr. Pi Calleja, 
el Prof. Antonio Valeiras e hija y el Sr. J. Cohen. 

Despnés de nn viaje en que menuelearon los mús variados temas de con
versaci6n, presididos por el buen humor, la comitiva fué recibida en Rosario 
por varios pr,ofesores de la Facultad. 

A las 15 un grupo de yisitantes record6 la ciudad, bajo una !Juvia torren
cial, en el 6mnibus de la Facultad. 

A las 17 fueron recibidos en su despacho por el Sr. Decano, rng. Cortés 
Plá. De inmeeliato se pas6 al salón de actos, elonde aquel abrió la sesión con 
un cálido discurso, A continuaci6n, el Dr. Sergio Sispánov relató el trabajo 
del Dr. Nicolús Krivoshein, de Asunci6n, sobre "Condiciones de aplicabilidad 
ele las ecuaciones de Da1viel Bernmtlli" y expuso· el suyo propio" Te01'ía exacta 
de los p1temltes colga1~tes". El Prof. Mischa Cotlar, de Buenos Aires, di6 un 
"Pwnoml1la de las principales teo1"ía.s ele la integml", el Prof. S. Selzer; de 
Buenos Aires, se ocup6 ele "La integmci6n en los espacios abstmclos" y el 
Dr. Alberto E. Sagastume Berra, de La Plata, habl6 de "El Alge.bm M:oclerna". 
A propuesta del Dr. A. Durañona y Ved:a se acord6 enviar un telegmma al 
Dr. J. Rey Pastor lamentando su ausencia en Rosario. ~e anunci6 que el Dr. 
Juan C. Vignaux, no pudiendo viajar a Rosario, había remitido un telegrama 
disculpando su inasistencia. 

El sábado 22, a las 10, el Dr. Beppo Levi, de Rosario, se ocup6 de "Teo
rías y p1'oblemas sob1'e geol1wtría algeb1'úica", el Dr. Luis A. Santal6, de Ro
sario, hizo una "E~posici6n ele alg1t1!os 1'esultaelos e1~ geomet1'ía algebmica", ' 
y el Dr. A. Durañona y Vedia, de Buenos Aires, habl6 sobre "La Topologfa 
M oilell'na ' '. 

Terminada la, reuni6n, el Sr. Decano, rng. Cortés PI á, y los señores pro
fesores, agasajaron a los congresales con un animado almuerzo' criollo en uno 
de los talleres de la Facultad. 

A lah 15, un grupo de congresales fué llevado en el 6mnibus de la Facul
tad a San Loren¡w. Recibidos en el famoso Convento por el Pa(lre TeMilo 
Luque, éste les brind6 amplias explicaciones sobre el hist6rico combate' desde 
la terraza del eelificio, les mostr6 la vieja capilla, hoy substraída a los oficios 
religiosos públicos, y la antigua biblioteca, que posee una monumental "Pa
trología" para consulta de los seminaristas que allí estudian. Al despedirlos, 
se interes6 por las activ:dades de la!; Jornadas y les solicit6 el envío ele algunas 
publicaciones de matemáticas. 
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A las ,17, de nuevo en' Rosario, la Uni&n Matmnática Argentina, aprove
chándose la presencia de todos los miembros de la nueva Junta Directiva, rea
liz6 una sesi6n presidida por el Dr. A.' Terracini, para tratar diversos asuntos. 

A las 18 se asisti6, en la Facultaa de Ciencias Matemáticas, al acto alusivo 
.al 259 aniversario de su fundaci6n, consistente en el descubrimiento de placas 
de bronce ofrecidas por los egresados y el Centro de Estudiantes. ,El Sr. Deca
'no, Ing. Cortés Plá, pronunci6 un vibrante discurso pleno ,de fé republicana. 
También hablaron el Ing. Arturo Rocca y el Sr. Enrique F. Spangenberg. 

A las 19, contándose con la presencia de numeroso público, se realiz6 la 
última sesi6n. La Lic. Cecilia Mossin Kottin de Lapzeson pronunció una erudita 
conferencia sobre "La desintegraci6n de~ átomo". De inmediato ocup6 la tri
buna el 'Dr. Guido Beck quien, con frases concisas y vehementes, inst6 a la 
labor eientífica tesonera. Se di6 luego lectura a la lista de las deíegaciones y 
a algunos informes de secretaría relacionados con el desarrollo del Congreso 
y las innovaciones que hubo que introducir en los programas. Finalmente el 
Dr. Alejandro Terracini cerr6 las Jornadas éon un conceptuoso discurso. 

El día 23 se regres6 a Buenos Aires. 
En los diarios "La Capital", de Rosario, y en "Crítica", "La Prensa", 

etc., de Buenos Aires, así como en la. revista" Ciencia e Investigaoi6n" (núme
ro de noviembre) hay noticias y cr6nicas de los diversos actos de este impor
tante certamen científico. 

':M. V ALENTINUZZI 

" 
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PUBLICACIONES DE LA U. M. A. 
VOLUMEN I (1936-1937), VOLUMEN II (1938-1939) 

Notas 'y memorias ele J. BABINI, C. BIGGERI, C. A. BULA, F_ CERNUSOHl, 
J_ A. DEL PERAL, J. FAYET, Y. FRENK.EL, F. L. GASPAR, A. GONZÁLEZ DOMíNGUEZ, 
T. LEVI-CIVITA, M.,PETROVlOH, J. REY PASTOR, S. RlOS, F. ToRANzoS • 

. Bibiiografía, Extractos, Cr6nica, Revista de revistas, etc •. 
VOL. III (1938-1939). VOL. IV (1939). VOL. V (1940). VOL. VI G940-1942) 

Fascículos separaelos 
N9 1. - GINO LoRrA. Le Matematiche in Ispagna e in A.rgentina. 
" 2. -lA. GONZÁLEZ DOMíNGUEZ. Sobre las series de funciones de Hermit". 
" 3. -.MlOHEL PETROVlOH. Remarques arithmétiques sur une équation diffe- I 

renUelle du premier ordre. 
». 4. - A. GONZÁLEZ DOMíNGUEZ. Una nueva demostmci6n del teorema límita 

del Cálculo' de Probabilidades. Condiciones necesarias ysufioientes pa· 
ra que una función sea integral de Laplace. 

" 5. - NIKOLA ODREOHKOFF. Sur la sommation absolue par la transformatio'l 
d 'Euler des séries divergentes. 

) 6. - RlOARDO SAN JUAN. Derivaoión e integraci"ón de series asint6ticas. 
" 7. - Resoluci6n aeloptaela por la U. M. A. en la cuesti6n promovida. pOl" 

el Sr. Carlos' Biggeri. 1,:' 

" 8. - F. AMODEO. Origen 'JI desarrollo de la Geometría Proyectiva • 
. )'> 9. - CtOTILDEA. BULA. Teoría y oálculo de los 'momentos dobles. 
" 10. - COTlLDE Á. BULA. Cálculo de s1¿pe7'ficies de frecuenoia. 
)'> 11. - R. FRUOHT. Z1¿r 1 Geometria a1¿f einer Flaohe mit indefiniter Metrfk 

(Sobre la Geometría de una s1¿perficie con 'métrica indefinida). 
" ;12. - A. GONzÁLEZ DOMíNGUEZ. Sobre 1¿na memoria del Prof. J. C. Vignaux. 
" 13. - F. TORANZOS. Sobre las singularidades de las curvas de Jordan. 
" 14. - M. BALANZAT. Fórmulas integrales de. la intersecoión de conjuntos. 
" 15. - G. KNlE. El problema de varios eleotrones en la mecánica c1¿antistcl. 

, " 16. - A. TERRAOlNI. Sobre la existencia de superfioies c1¿yas líneas prinoi· 
pales' son dadas. . 

" 17. - L'. A. SANTALÓ. Valor, medio del número de partes en que una figura 
C07wexa es dividida por n rectas arbitrarias. 

" 18; - A. WINTNER. On the iteration of distrib1¿tion funotions in the calculll" 
of probability (Sobre la iteración de funciones de distribuci6n en ui 
cálculo de probabilidades). 

" 19. - E. FERRARl. Sobre la paradoja de Bertrand. 
" 20. - J. BADINI. Sobre algunas propiedades de las derivadas y oiertas lIri· 

mitivas de los polinomios de Legendre. 
" 21. - R. SAN JUAN. Un algoritmo de sumaoi6n de series divergente •• 
" . 22. - A. TERRAOINI. Sobre algunos lugares geométricos. 
" 23. - V. y A. FRAILE Y C. CRESPO. El hlgar geométriiJo y lugares de punto. 

áreas en el plano. 
" 24. - R. . FRUOHT. Coronas de grupos y sus 'subgrupos) con una aplicaoiÓII 

a los determinantes. 
" 25.,- E. R. RAIMONDI. Un problema de probabilidades geométrioa. sobre 

los conj1¿ntos de triángulos. 
VOL. VII (1940-1941). VOL. VIII (1942). VOL. IX (1943). VOL. X (1944-1945) 

Notas y memorias ele J. BABINI, M. BALANZAT, J. BARRAL SOUTO, G. BEOK, 
M;.BuNGE, H. E. CALOAGNO; E. A. DE CESARE, E. FERRARr, V. y A. FRAILE Y C. 
CRESPO, Y. FRENKEL, R. FRUCHT, E. GASPAR, F. L. GASPAR, A. J. GUARNIERr, 
J. E. HERRER .. ..\, G. 'KNIE, N. KmVOSHEIN, W. MXOHLER, E. R. RAIMONDI, J. J. 
REBELLA, J. REY PASTOR, S. Rros, P. ROSSELLS9LER, M. SADOSKY, R. SAN 

) JUAN, L. A. SANTALÓ, S. SISPÁ,NOV, A. TERRAOINI. 
Informes de las reuniones ele la Asociación Física Argentina. 
Soluciones de temas propuestos, Bibliografía, Cr6nica, etc. 

En 1942 la U. M. A. ha iniciaelo 'la publicaci6n ele una nueva serie de 
, 'Memorias y monografías" ele las que hall aparecido hasta ahora las siguientes: 

N? 1. - GUILLERMO KNIE, Mecái¡ica on,dulat07'ia en el espacio ourvo. 
N? 2. - GUIDO BEOIe, El espacio físico. 
NQ 3. - JULIO REY PASTOR, Integrales parciales de las funciones de dos 

variables en intervalo infinito. 
NQ 4. - JULIO REY PASTOR. Los últi1nos teorlJ1nas geon¡ét7'icos c1'e Poincaré 

y sus aplicaciones. Homenaje p6stumo al Prot. G. D. BIRKHOE'F. 

Además han aparecielo tres cuaelerllos ele Miscelánea matemática. 
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