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SOBRE UN PROBLEMA, DE JUAN BERNOULLI 
(Segunda Parte) 

por J. V. USPENSKY 

7. - N O perdemos nada en generalidad si en vez de una s·ec-

1 d . (p 2P+1) ción cua quiera ada de la serie de Bernoulh Q' 2Q , 

consideramos la sección 

(A) 

lo cual se obtiene con cambiJo de p. También está permitido su
poner O < P < Q. Las partes enteras 

[mx_L2P+1].. x=!...
I 2Q . " Q 

I 

al recorrer m los valores O, 1, 2" ... , 9 crecen desde 

hasta 

'[ 2 +1] Ox+ ~Q' =0. 

[ gx + 2p+ 1] = g' 
2Q 

(B) 

Y será g'"> 2 si la sección (A) tiene al menos dos unidades. V,ea
mos ahora cuántas partes 'enteras sean O, cuántas sean g' y cuán
tas iguales a un número dado h, donde O<h.<g'. 

Para ,que sea 

es preciso que 

[ 2P+1] m:v+-- =0 
2Q. 

2p+1 ' 
mx+--<l 2Q , 



de donde 

puesto que 

Ya que 
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1 2p-j-l , 2p+l 
m<----=s+x ---

x 2P 2'P 

1 
x-- -- O<x' <1. . - s+x" 

, 2p+l 
x ----

2P 

no es entero la desigualdad precedente equivale a 

m < s + [x' _ 2~;1 ] 

Y por tanto hay precisamente 

a+l=s+l+ x -----,--, . [, 2P+l1 
'. 2P 

partes enteras (B) iguales a gero. Para que sea 

es preciso tIue 

.--

[ 
2P-I-l] 

m;v+ 2Q . =g' 

2p+l 
g'<m;¡:+-O 

2, 

por no ser la parte derecha entera, de donde 

"J' 2p+l 2p+l 
rn>----=g's+g'x'--- . 

x 2P 2P 

o bien 

[ 
2P-¡"1] 

m>g's+ g'x'- 2P +1. 

Ya que por otra parte ~~ < g hay 
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. [ . 2P-

'

-1 l' 
~+1=9-9's- g'x'~ 2P . 

partes 'enteras (B), iguales a g'. Sea ahora 0< h< g'. Para que 
sea 

es preciso que 

2p+l . 
h <mx -1--- é' h.-L 1 

• I 2Q '- I 

o bien 

2p+1 2p+l 
hs+ hx'-~</lt< (h + l)s+ (h+ l)x' - 2P 

y, no siendo ni la parte izquierda ni la parte der,echa :enteros, 
vemos que hay 

s + [(h + l)x' "- 2~~11- [ha:' _ 2~;1] 

partes enteras (B) iguales a h. Designando con 

términos de la serIe ele Bernoulli (x'-- 2Ptl) conocidos dada , 2P 
la sección (A) vemos que ella posee la' estructura siguiente 

O a 1 O Si 1 O S2 1 ... O Sg'-l 1 O f;' 

donde 

Sy = s - 1 o Sy = s 

según que 

[(' y = O o ' 1(' y = 1. 

Es fácil ver que en el caso CJ, = s conocer,emos [('o' 1; lo' 
mismo en el caso ~ =,s conoceremos [(, q = 1. 
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De tal manera dada la sección (A) podemos distinguir cua
tro casos: 

1°. En el caso a=s, ~=s con la s~cción (A) está determi
nada la sección 

, (' 2P+1) de la serie x', -~ . 

2°. Eh el caso a - s, ~ < s está determinada la sección 

[{'o = 1, [('v· .. , [('9'-1' 

3°. En el caso a<s, ~=s está determinada la sección 

4°. En el caso a < s, ~ < s está determinada la sección 

8. - Sentado 'esto ya podemos proceder a la demostración 
del teorema siguiente: 

Teorema 1 (*). El período mínimo de cada sección dada de la 

serie (x,b )és el período de alguna s~rie de Bernoulli- (~ , 2<5+1) . 
, q 2q 

Demostración. Si la sección considerada no tiene más de, 
una unidad el teorema es cierto. -En efecto, para una sección 
del tipo oa o 1 a el período mínimo es O o 1 y en ambos casos 
período de una serie, de Bernoulli. Si la sección es del tipo oa 1 o 
loa con a> O el período .mínimo que es oa 1 o loa otra vez 
es período de una serie de Bernoulli. Si la sección es del t~p.0 

0a.1O~ con a> O, ~ > O distinguimos dos casos: 

(*) Véase A. MARKOFF, loe. cit., pág. 32-34. 
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Según que tiene . lugar el primer o el segundo caso' los pe
.ríodos mínimos de la sección son Oa 1·0 00: 10~-a.y correspon
den ambos a ciertas ser~es' de Bernoulli. Aho~a vamos a ~os

,trar que suponiendo el teOI1ema cierto para cada .sección de 
cada serie de Bernoulli de menos de g términos quedará cierto ' 
para sección de g términos. 

Sea una tal sección 

( 2p+1) . 
perteneciente a la serie x'2Q. Entonces, puesto 

1 
x--- O<x'<l ,- s+x" 

(A) 

tenemos los cuatro casos discutidos en el párrafo precedente. 

l°. a=s, ~=s. Enton~es conocemos la sección 

de la serie (x', _ 2~;1) . 

2°. a=s, ~ <s. Entonces conocemos la sección 

lC o = 1, le l' ... , [(, g'-l 

de la misma serie. Ambas secciones (Al) y (A2) tienen menos 
de g términos y por tanto, según la hipótesis, el período mínimo 
de una u otra ' 

[('0=1, [('1' ... , Iep_ 1 (B) 

es período de cierta serie de Bernoulli. Sea primero p = 1. En
tonces el período mínimo de la sección ( A) es Os 1 y el teo
rema es cierto. En c~so.P > 1 se ve fácilmenbte ,que 
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es el período mínimo de. la- sección (A) Y qUeda por ,mostrar 
que es también período de. cierta serie ae Bernoulli. Según hi-

pótesis e s (B)' período de ci,erta serie ( ~,', ~) donde ~' =~ < 1 

Y O < p' < p de· modo que . 

[ ~,+L],_ [L] = [x1- 2P+1]._ [_2P+1] =1 
P -p 2P 2P 

[2~'+ ~] - [~'+ ~] == [2X'- 2~;1] - [v,_2~t1] =[('1 

[3~; + ~] - [2~! + ~] = [3X' - 2~t~] - [2X' - 2~~1 J =[('2 

••• l •••••••••••••• ' ••••••••••••••••••••••••••••••• l •••• 

En los dos casos que consideramos debe ser 2p + 1 < 2P. En 
ef.ecto a = S se verifica sólo cuando 

[ .,_2P+1] =0 
x np 

4 

de "donde sigue, poniendo x' = ; , R < P, 

Por consiguiente 

Sea 

entonces O < c5 < p, 

'2p+1<2R<2P. 

l-.,2P+1] --2,P _ - 1. 

c5=p- P' -1; 

--.- =-1 [
. 2c5+1] . 

~p . 
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y además 

[ (h + 1)~'- 20+1] - [h'f,''':'''' 20+1], -:-[('h 
,2p 2p 

para h=O, 1, 2, ... , p-l. Sea 

1 p, P 
)::--------
.,~ s+~' - sp+r - q 

Siendo 

de la serie 

será 

O<o<q se 

( 'f" 20+1) 
2q' 

ve como en párrafo 7 que <el período 

es decir el mismo período mínimo de la sección .(A). 
Consideremos ahora dos otros casos que quedan. 

. 3°. a, < s, ~ = s. Entonces conocemos la sección 

d 1 . ( 2P+1) e a sene x',.- --p- . 
, 2 

4°. a, < s, ~ < s. Conocemos la sección 

{(' 1> IC 2' ... , K' g'-l 

de la misma serie. Ambas secciones tienen menos de g términos; 
luego, por la hipótesis, el período mínimo de una u 9tra 

,es período de cierta serie de Bernoulli. El período mínimo de la 
sección (A) será, 
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"y el teorema es evidentemente cierto en caso p = 1. En caso , , 

; p>l sea (~',L), ·donde ~'=~<1, O<p'<p serie de " Ber-
p. " p"" 

noulli con pe~íodo 

de modo que 

[2~' + ~] -l ~' + ~] == [2X' - 2~! 1] - [ x' - 2~; 11 = [('1 

[3~' + ~] - [2~' + ~'] == [3X' - 2~1]"_ [2X' - 2~t1] =[('2 

" Ya que ahora eI.::::: s debe ser 

[
X' _ 2P+1] 

:4P 

un número negativo. Sea" 

y 

C1 + 1 =[{p- p'. 

Entonces t{)nemos 

[g _ 2C1+1] ~ [x1 - ~P!-l] 
2p ~P 

y 

[ (h+1)~'''':''' 2C1+1] _ [M'~ 2C1+1]-:-[('h 
" "2-;p 2p 

para h = 1, 2, ., .,' p. Ya que [{ es entero positivo y p' < p 
será C1 + 1> O o C1 > O. Por otra parte 
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, [, p/1 [Q-Ps 2P+1] es+1=p ~ +- _p/-p ----- ;:-:' 
p ,'P '(.p . 

[ ~I PI}, [Q '2P+1] 
=1[1' <, +-p -p +ps-p -P-2F . 

Pero 

[ 
r p' '[ p '-+- '-p'+ps<r+p'-p'+ps=q 
p p' 

y 2Q> 2p+'l; es cierto luego que 

d d d - P' '.. 1 'd dI' (P2es+1) e on e es < q. or conslgmente e perlo o e a sene -, -2-
q q 

.es 'el mismo período mínimo 

O~ 1 O Si 1 ... O Sp-l 1 Osp-a 

de la sección CA) y el teorema queda demostrado. 
QUizás no sería inútil ilustrar la demostración ,que acabamos 

de presentar con ejemplos numéricos. 
Ejemplo 1. Sea dada la sección 

de la serie (9 19) 
,31 ' 31 . 

(
4 -20) 9'T ,es 

O 1 02 1 03 1 02 1 O O 

La sección correspondiente de la serie 

y su período mÍnlmo O 1 'es período de la serle (!,!) de 

modo que p=2, p'=1. Ya que 0.=1, 5=3 hallamos 

K = [~+l] - [.!- 20] =3 
2 2 9 9, 

/ 
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tY cr + 1 = 6 -1 == 5, 0=4. El período mIlllmo de la sección 

propuesta será período de. la serie (~ ,~) : 
7 7 

0102 102 

lo que se verifica inmédiatamente. 
Ejemplo 2. Sea dada la sección 

de la serie 
9 1-

(- -) La sección correspondiente de la serie 31 '31 . 

. (.! -2) 
9 • 9. 

será 

[('0=1, [('1 =0, [('2=1, [('a=O, [('4=1 

y su período mínimo 1 O corresponde a la serie (~ • ~) de 

modo que p = 2, p' = 1. 
, 

Luego 

'0=2-1-1=0 

y el período mínimo de la sección propuesta es período de la ' 

serie (~ , O ) el cual es 

lo que se ve inmediatamente. 

9.- Teorema 2. Sea 

[(o, [(1.> ..• , [(q:-l 

. . p o 
una sección de la serie (x, b) Y sea la serie (--, -) f.Iue cn-

. q q 
gendra su período mínimo. 
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Digo que ~ es una convergente principal Q intermedia a 
. q 

la fracción continua que representa x. 
Demostración. El teorema es cierto si el período no tiene 

m~de una unidad, puesto que en tal caso el dicho período Ino 
p~e ser otro que \ 

0, 1, ° a 1, 1 Oa, Oa 1 O ~-a 

donde a :s;;, {s, a <:'~ « S y la: correspondiente fracción ~ ~s 1 
q O 

. 1 
o del tIpo - con n < s + 1 Y por tanto es 

n ... 
principal o intermedia ala fracción continua 

1 
x=- 1 

s+- 1 
8.1 +-

S2 +"" 

ulla iconvergenbe 

Ahora puesto que el teorema sea válido en caso ,que el nú
mero de términos en el período mínimo sea < l vamos a de
mostrar que quedará válido cuando. este número sea l. 

Ya hemos visto que puesto 

1 
x=-

s+x' 

será determinada cierta seCClOn de la serie del tipo (x', b') cuyo 
período mínimo tiene menos de l términos. Por lo tanto si , 
(~', ~) es la serie que le engendra será ~' una convergente prin-
" P 

{:ipal o intermedia a la fracción continua 

Pero 

. , 1 1 x=-
S1 +-s;¡+ ... 

P 1 
~--~-

- q - S+~' 
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de donde sigue que ~ es una conv,ergente principal o intermedia a 
la fracción continua' 

1 
x=- 1 

s +-, 1 
sl +-

82 + ... 
lo que se quería demostrar. 

10. - Al riúmero racional ~ = L llamemos aproximación 
q 

óptima respecto a la serie (x, b) si con v apropiadamente ele-

gido la serie/ ( ~, ~). tiene más términos comunes con (x, b) que 
(J 

v' p' 
,cada otra serie (~', -,) donde ~'= -, tiene el clepominador 

. q, q 
menor que el de ~. Acerca de las aproximaciones óptimas tene
mos los siguientes teoremas:' 

T eOl1ema 3. Si la serie (L, ~) engendra el período mílli
q q 

mo de la sección 

de la serie "(x, b) será L una aproximación óptima. 
q 

D t ·, S' • f 'd ' ,. (P' V') em08 racwn. 1 no 'uera aSl ten rIamos otra serIe - ,-
" . " q' q" 

que tiene con (x, b) al menos, g términos en común mientras 
q' < q; Pero entonces el período mínimo de la sección conside
rada tendría < q' términos, lo que es imposible. 

Teorema 4. Si L es una aproxi~ación óptima y la serie 
q , 

(L,~) tiene g términos en común con .(x,b) será g>q. 
q <¡ 

pemosiración . . Sea g < q. El período mínimo de la sección 

~. , 
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i t ~ 
tiene q' < g' términos y la serie que le engendra (-, ,-,) tiene 

, . -q q 

con (x, b) al menos g términos, luego P no puede ser una 
q 

aproximación óptima. 

Teorema 5. Si .E.. es una aproximación óptima y la serie 
q 

(_p ,_V) 
q 9 

tiene g términos en cor:p.ún con (x, b) la misma serie 

engendra el período mínimo de la sección 

p' v' 
Demostración. Sea (-.- , -) la' serie que 'engendra dicho pe-

q' q' -
ríocto mínimo. Ella tiene al menos g términos en común con 
(x, b) Y por' tanto no puede ser 9.' < q. Tampoco puede ser 
q' > q; luego q' = q ,es decir el período mínimo tiene q tér-

minos y es idéntico con .el período de la serie (.E..,~). Lueg;o 
, . q q 

tenemós además p' = p y, como se ve fácilmente, v' = v. 

Corolario. Cada aproximación óptima es una convergente 
principal o intermedia a la fracción continua que representa_ x. 
Sigue de teoremas 5 y 2. ; 

Sea.E.. una aproximación óptima y sea 'L -1 el máximo 
q 

. p v 
número de términos que la serie (-, -) tiene en común con 

q q . 
(x, b) de modo que los L-ésimos términos de dichas series son di
ferentes. Al número L por razón obvia llamaremos .el ,punto de 

divergencia correspondiente a la aproximación óptima.E... 
q 

Sean 

todas las aproximaciones· óptimas ,colocadas en orden de denomi-
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nacTores crecientes y Lv L2, L g, ••• sus pwllos de divergencia. 
Entonces se ve fácilmente que_ 

Ahora si deseamos encontrar un número dado· N de tér
minos de la serie (x, b) de manera más expedita debemos bus
carel período-mínimo de la sección 

Con tal objéto busquemos el mínimo n tal que 

y el período de la correspondiente serie (Pn , vJ!) será el perío
qn qn 

do mínimo deseado. En efecto, el período mínimo buscado se-

gún Teorema 3 es idéntico con el período de alguna serie 

- donde 111, < n. No puede ser m < n porque entonaes 

y la serie tiene sólo Lm -1 < N términos en común con (.r, b). 
Así la solución completa del problema de Bernoulli nece

sita la investigaci,ón de todas las aproximaciones óptimas con 
sus puntos de divergencia, lo que haremos en lo suoesivo para 

1 
dos casos p¡U'licularmente importan Les : b = O Y b = '2 . 

11. - Sea 

1 
x=- 1 

Q, +- 1 
a~+-
". Qa+··· 

el desarrollo de x. en fracción continua y 
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sus convergentes principales. Se sabe que 

y 

Además llamando Xn al cociente completo que engendra 
an tenemos \ 

I 

x = P n xn+Pn- 1 

QnXn+Qn-l 

E . . 1 Pn Pn+1 
'n cuanto an,> 1 entre convergentes prmClpa es Qn y --

Qn+l 
intercal~mos convergentes, intermedias 

R ¡..t.Pn+Pn--1 

S= ¡..t.Qn+QIl-1 

tomando ¡..t. = 1, 2, ... , an - L Se encuentra fácilmente 

P n '( -l)/d 
X - --- -~- -~---

QIl - Qn(QnXn+QII-i) 

R (-l)n(xll-~l) x - - - ---'---'---'---'-'---'-
S - S(Qnxn+QII_l) 

V ' . • . 1 Pn amos a examitlar ahora SI una convergente prmclpa -Q 
II 

puede ser aproximación óptima respecto a la serie (x, O). Si 

, 1 (p II f{ ) 1 . 1 T.( 1 1 . . es, aSl a serie -Q' -Q ,e eglc o l' ce moc o convCluente, tiene 
11 II 

al menos Qn términos en común con (x, O). Ajustado [( del tal 
modo que 

I 
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tendr,emos 

i)ara m=O, 1, 2, ... , Qn -1. Sea n impar de modo que. 

Entonces debe ser 

para m=O, 1, 2, ... , Qn-1. Ya ,que c,ntonces 

tendN:1mos 

y así 

1 
mm < Qn 

[ mOJ+ R} =0 

[
rm . [{] 
Qn + Qn .=0; m=O, 1, 2, : .. , Qn-1. 

En particular para m=O 

de donde O <[( < Qn. Por otra parte al variar m de O a Qn-1 
el resto r m recorre todos los números O, 1, 2, ... , Qn -1 Y 
para algún m tendremos r m':- Qn -1 Y por tanto 
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[ 
[(-1 ' 

, 1+--) =0 
Qn ' 

lo gue 'necesita [( < 1. Luego necesariamente [{ = O. VaJ;llos a 

ver "ahora cuántos té~~inos tiene la serie (~:' O) en común ,con 

(x, O), lo que equivale. a buscar el mínimo valor m tal que 

no sea O o, lo que es lo mismo, tal que 

Escribiendo' r1l1;=Qn-i, donde'i=l, 2, 

lo que necesita . 

o 

mPn=-i '(modQn) 

Qn-1Pn=-1 (modQn) 

... , Qn' tenemos 

Ladesigualdad que deseamos satisfacer se pr~senta así 

y equivale a 

hQn+iQn-l > . 
QnXn+Qn-l = t 

Tendremos el mínimo valor de m tomando i=l y el mí
nimo h tal que h > xn• Si en caso dex racional desarrollando 
siempre en fracción' continua con número impar de elementos 

\ 



-182-

será siempre xn > an para n impar y hay que tomar h = al! +1 .. 
ele donde resulta 

Tal será ,el punto'de divergencia de la serie 

Sea ahora n un número par. Entonces 

y, ajustado [( de .modo conv,eniente; será 

para m=O, 1, 2,. " .. , Qn' Tqmando rm=O (lo que corresponde 
.. . 1 

a m=O y m=Qn) y rm=l y teniendo en cuenta que mro<-Q 
11 

para valores de m que consideramos tenemos. que satisfaoer las 
condiciones 

[~J =0, [[{~lJ =0, [~~] =-1 

de las cual,es la prinlera contradice la tercera. En cuanto a la 
segunda y tercera ellas están satisfechas sólo para [( = -1. Así 

1 , .. lPn d para -n par en rigor a convergente prlllClpa -Q no pue e ser 
/1 

aproximación óptima; pero la serie 

por cierto tendrá términos 

en común con (x, O). Veamos cuál es su punto 'de cliverg,encia. 
Sea rm=i, donde i=l, 2; ... , Q/I-1: Entonces 
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mPn= i (mod Qn) 

"Qn-l Pn= 1 (mod Qn) 

corresponderá r m = l. El valor mínimo m para cual 

no sea O es tal_ que 

lo que equivale a 

l 
mro>-

Q/l 

I Para que m resulte mínimo hay que tomar i = 1, h = an + 1 
Y por tanto 

Por otra parte se ve fácilmente que jamás tendremos 

l 
-mco+-<-l 

. Qn 

para valores menores de m :Y ello significa que se verifique la 
igualdad· 

para 

m= 1, 2, .... , Qn + Qn-tli-1 

y no se verifique ya paú m= Qn + Qn-tl' 



CONDICIONES DE APLICABILIDAD 
'DE LA ECUACION DE DANIEL BERNOULLI ('*) 

por 

NICOLÁS KRIVOSHEIN, 

SUMM;ARY. - The conditions of applicability of the Daniel Bernoulli 'B 

equation to the movement of a perfect eompressible fluid are discussed. 
a) All that conditions may be deduced from the consideration of the 

vecto,r-field 2m;\ V (Ul- angular velocity, V - linear velocity) , taken from 
the equations of hydrodynamiés in the Lamb-Gromeko form_ 

b) In the potential movement, stationary or not, the Daniel Bernoulli 's 
equation holds in the whole space occupied by the fluid.' For the stationary 

movement, it takes the classic form; for the non-stationary, the term 1> <l> 
I iJt 

must be jointed to the left side. 
e) In the stationary vortex-motion, the Daniel Bernoulli 's equation 

in its classic form holds for each of the sudaces E = Const, where 
grad E = -2Ul ;\ V; E is the specific energy or differs in a constant from it. 

d) If tlle vortex-lines follow the stream-lines, the Daniel Bernoulli 's equation 
llOlds in the whole space occupied by tlle fluid. 

e) The case when vortex-lines and stream-lines form a right-angled network, 
adds nothing -to the general' case. 

A condition for the possibility of such' a movement are established, where 
from thl'ee special forms and one more general may be deduced. 

f) Cases of applicability of the Daniel Bernoulli 's equation Oto the non
stationary vortex motion are ,discussed, too. They are all of a very special 
character and of doubtfull use in practice. 

But in the most general' case, always may be witten an equation similar 
to the Daniel Bernoulli 's, that holds on each one of the stream Ol' vortex-lines. 

It is shown that a temporal distortion (such as a solitary wave etc.) 
of a 'stationary motion, can produce a change in the distribution of the vortices, 
and whence, the motion after the passage of the wave etc., not always will 
remaill staMonary. 

(*) Relatado, en la sesión del Congreso de Matemática, Física y Astro
nomía, celebrado en Rosario el 21 de setiembre de 1945. 

'/ 

.' o,· 
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1. --:- Exposición d,el problema. 
La ecuación de Daniel Bernoulli 

v2
, P 

-+-+ +z=const. 
29 y 

( donde: v = velocidad del fluido 

9 = aceleración terrestre' 

p=presión 

'Y = peso específico 

z = altura,' del punto) 

(1) 

se usa en Hidráulica en esta forma (que se considera clásica)' o 
en unas formas algo modificadas y se aplica exclusivamente a 
p,luntos que se encuentl~an sobre el misnw filete. 

En los textos de Hidrodinámica se cita generalmente otro 
caso de aplicación de la n~isma ecuación: cuando el movimiento 
es polencial, ella se aplica enloda la extensión del fluido (*). 
H.especto "al primer caso de aplicación, se impone entonces otra 
condición m,As: que el movimiento debe ser estacionario. 

H.esulta que estos no son los únicos casos de aplicabilidad de 
, dicha ecuación" y que, aparte de eso, se puede extender el campo 
de sus aplicaciones variando la constante del segundo miembro. 

De esto y de algunos detane~ más, nos, ocuparemos en la 
exposición que sigúe. 

Previamente es menester observar lo siguiente: 

a) Notaciones vectoriales 

Emplearemos las que usa el prof.Butty, con pequeñas mo
dificaciones. En vez de las letras negritas usaremos los siguien
tes tipos: 

Escalares: a, A; vectores n" A 
Vector unitario a; valor absoluto la I 

(*) Unicamente en la Hidráulica de Fordeheimer (traducción, castellana 
de la 3<' edición alemana) llay mención de un caso algo más general. Véa!!e 
más a(1elante:-

" , 

• 
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Producto 'escalar a X b 
» vectorial a 1\ h-

grad A, div A, rot A, \72 A como de costumbre; a \7 b 
en veoz .ele (a gracÍ) b. 
• Las reglas de 1\ y rot: concordantes con el sistema de coor
denadas (en las figuras, )zquierdas) ; 

b) En lo sucesivo vamos a emplear el sistema absoluto de 

medidas, siendo p = ~ la densidad del fluido; 
g o o 

c) Salvo casos especiales, vamos a tratar con· fluido com
presible, siendo entonces el trabajo específico (por unidad de 

masa) p _f dp ¡m vez de L; 
J p P 

d) En vez del potencial + gz de la gravedad pondremos 
8 - f R x:; ds (R = fuerza específica, ds o elemento del Jilete); 

en el caso de fuerzas potenciales (R = - grad U) pondremos U; 
e) El fluído consi(lerar,emos perfecoto (sin visc'osidad ni 

turbulencia) . 

2. - Ecuación de Lamb y Gromeko. 
Una forma de las ecuaciones de hidrodinámica, deducida in

dependientemente por varios auLores (*), pero más conocida bajo 
estos dos nombres, es muy propicia para _hacer investigaciones 
acerca del carácter de movimiento de los fluídos. Se la deduce 
fácilmente .de las clásicas ecuaciones de Euler. 

He aquí las ecuaciones ele Lamb y Gromeko: 
En forma analítica' 

é}u o U2+V2+w2 
o (OU OV ) ((}W OU) 1 op 

d't+ ox 2 +v oy - ox - w 'd;- oz +p 'd; -X =0 

()v o U 2+V2+w2 (OV OW (OU OV 1 op -+- o +w ----)-u ---)+-:---Y=O at oy 2 o OZ oy o oy ox p oy 

~Wt + "ozo u2+V;+W2 +u (OW _,OU) _v(OV _r2~) +~ op -Z=O 
u u ox oz oz oy p oz 

(*) Apareció en l::t-primera edición (1879) de Hidrodinámica de H. Lamh. 
1. S. Groméko (profesor de la Universidad de Kuzaú) la dedujo en el aúo 
1881 o siguientes. Luego sigue Minchin (1889). Véase A. Satkwich. Aerorli
námica. 

,(2) 

".:. 
". -::-. 
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En. forma vectorial . 

. av v2 1 . - + grad -- + rot v !\ v + - grad p - R = o. (2') al 2 P . 
-

Donde v (u, v, w) es la velocidaid y R (X,Y, Z) la fuerza 
exterior. 

En adelante usaremos 200 = rot v para indicar la doble velo
cidad angular de las partículas. 

\ 

Significado físico de los términos. 

~: = variación ~l campo d~ velocidades con el tiempo (*) 

~ 

~ . energía cinética específica (por unidad. de ma~a) 
2 . 
rot v !\ v = 200 !\ v = un vector que más adelante estudia

remps y que ,desempeña el papel principal en el fenómeno. 

~ grad p = empuje ejercido sobre el fluí do p,or la diferen
P 

cia de presiones. 
R=empuje ejercido por las fuerzas exteriores (gravedad, 

etc.). I 

3. - Vector 200!\ v y su significado . 

. Por la conocida propiedad del producto vectorial, este vector 
debe ser perpendicular tanto a v como a 00 '(fig. 1). Sucediendo 

Fig. 1 

(*) No es aceleración, la cual se ·expres:i por %'i' ~: + v.\lv 

.. 
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así en todos los puntos del espacio ocupado por el fluído, debeit 
los vectores' 200 1\ v formar un campo vectorial cuyas líneas 
son normales tanto a los filetes como a las líneas de vórtice. 

Este campo en el caso general no es solenoidal, es decir 
div (200 ¡\ v) ~/=.o, lo que se comprueba por un 'ejemplo sen
cillo (fig. 2). En un chorro cilíndrico que se mueve a través de 

Fíg, 2 

un líquido en reposo, los vórtices forman una envoltura alre
dedor del chorro. Los vectores 200 ¡\ v se dirigen entonces hacia 
afuera de dicha envoltura,' siendo adentro (por el teorema de 
Gauss) div(2oo/\v»O. 

En un movimiento rectilíneo 200 /\ v siempre se dirige desde 
la región de velocidades grandes hacia la de velocidades menores. 
Este hecho es de importancia y lll,ás adelante volveremos a ana
lizarlo. 

En el caso de un movimiento curvilíheocuya velocidad no 
crece hacia el centro de curvatura ele los filetes, 200 ¡\ v se dir~ge 
~omoen la fig. 3, es decir, hacia aquel.centro. -

En las ecuaciones (2) o (2') los términos tienen. la. di
mensión de fuerza específica. (referida a la unidad de masa) (*). 
Por eso el vector 200 /\ v debe también tener carácter de fuerza 
o por lo menos elebe poder interpretarse como tal. 

C') La dimensión de la fuerza especifica es igual a la de la accelera.ci6n. , 
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dv. V2 

- - y - grad - son fuerzas de inercia. 
al 2 
1 

- - grad p es la fuerza resultan te debida a la desigualdad 
p 

de las fuerzas interiores p; 
R es la fuerza exterior. 

Fig. 3 

Si se vuelve a seguir, paso a paso, 'la deducción de las ecua
ciones de Lamb y Gromeko, se verá que 2m 1\ v es también 
una parte de las fuerzas de inercia. En efecto: 

dv 1 --+- grad p - R=ü 
dt p 

(ecuación de Euler en forma resumida) 

. , 

dv av 
-=--+vVY 
dt al 

(3) 

(4) 
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dv 
dt = aceleración total 

ch-
dt = parte de la aceleración, debida a la variación. del campo 

vvv = parte debida al traslado de las partículas en el campo. 
Luego, por la conocida fórmula vectorial: 

v2 
v vv=grad-+rotv 1\ v 

2 
(5) 

descomponiéndose la· segunda parte de la aceleración, a su vez, 
v2 ' 

en dos partes, a saber: grad ? - debida a la desigualdad de 
'-' 

los valor,es absolutos de la velooidad (nótese que v2 :-1"1 2) en 
dif,er·entes ' puntos; rot v 1\ v - 'debida a dos causas: 1) a la des
igualdad de las direcciones de la velocidad y 2) a la 'parte de la 
desigualdad de los valores absolutos que distinguen el movi
miento con vórtices del movimiento potencial. 

De todo lo dicho se ve que 200 /\ v = rot v 1\ v tiene también 
el carácter de fuerza específica y que esta fuerza es debida 11 la 
presencia de los vórtices' en el campo· de velocidades. Llamare~ 
mos por eso dicho vector «empuje de los vórtices» (*) y atri
buirémosl'e otro signo. como en las otras partes de la fuerza de 
inercia: 

(*) Parece' sorprendente la analogía de este empuje con el empuje de 
lós vórtices adheridos a un cuerpo que se mueve en el fluido, y definido tal 
empuje por el teorema de Yukovsky cm =rv cZn (fig. a). r es la circulación 
alrededor del cuerpo. +dR actúa sobre el cuerpo y -dR sobre el fluido. 

A 

- Pero esto es nada. más que una analogía. 1) La fuerza -dR de la fig. a 
es de otro signo que In. fuerza Q de la fórmulu (6). 2) Los vórtices adheddos 
al cuerpo se despiazan en el fluído, mientras que los vórtices verdaderos «(O ) 
,flotan COll éi (según el 2Q teorema de Helmholtz). 
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(6) 

En resumen puede decirse que el movimiento del fluído se 
/ produce de tal manera como, si sobre él act,uara una fuerza adi

cional - 2eo 1\ v (*). 

4. - Caso cuando el movimiento Pll.ede permanecer poetncial. . 

En el movimiento potencial eo = O Y por lo tanto 2eo 1\ v = O; 
la ecuación (2') s~ convierte entonces en . 

, 
ov v2 1 ' 
--+grad -+-gradp-R=O. 
ol 2 P 

(7) 

Para que el movimiento permanezca potencial (y, no sola-

1 ) - . 1 '" oeo O mente o sea instantáneamente es' preClso que tam )18n-;)7 = . 

Para cumplir esta condición hay que anular el rotor de "(7): 

oru v2 1 
2 -- +rot grad -+ -rotgrad p=-rot R =0 (8) 

01. 2 P 

lo que conduce a 

..,-R=grad U . (10) 

es decir que bis fuerzasext~rior,es deben tener potencial (teore-. 
ma de Lagrange). 

Siendo mÍtIy raros los casos cuando R carezca de poten
cial (**) vamos a limitar núeslra consideración al caso de fuer-

(*) N ótese otra analogía: con lo. aeeleraci6n de Gariolis. Aquella es 
igual a 2 w 1\ v donde w es la velocidad angular del movimiento de arrastre 
y v, lo. velocidad relativa (aquí es al revés). Hay por eso una plena coinci
dencia de las fórmulas, pero el signo de lo. fuerza de inereia es otro. 

(**) Por ejemplo, fuerzas electromagnéticas. Las fuerzas de gravedad en 
un fluído heterogéneo (termosifón, etc.) representan un caso distinto: el teo
rema de Lagrauge ,tampoco vale pero por otra causa (p =l= f (p) ). 
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zas potencia~es, tanto para el movimiento potencial como tam
bié.n para el de vórtices. Se impone pues que 

- R grad U (10) 

donde U es el potencial de las fuerzas 'exteriores. 
Teniendo. también en cuenta lo dicho en 1, b) se transfor

ma la (7) en 

La expresión entre paréntesis es la energía específica total 
del fluído, a saber: 

v2 
- = energía cinética 
2 
P = energía de presión 

U = energía de las· fuerzas 'exteriores. 

I Ahora podemos establecer las condiciones de aplicabilidad 
de la ecuación de Daniel Bernoulli pará este caso. 

) S· 1 .. .. UV O 1 . , a 1 e mOVImiento es estacwnarw - = , a expreslOn 
. ot 

entre paréntesis da directamente el 'primer miembro de la ecua ... 
ción de Daniel Bernoulli: 

que en 

b) 

menos 

v2 

-+ P+ U = Cons!; 2 . (12) 

tal caso es válida en toda la exlelJsión del fluído. 

Si el movimiento es (OV ) variable ~t =-¡- O debe por lo 

UOJ 
decir 

OV 
siendo ser-=O es rot --=0' por 'eso, ot I ol ' 

·v=grad q) (13) 

" 

" • ~'¡ 
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donde <!> es el potencial de las velocidades, resulta 

av C>q> 
-=grad -at al 

(14) 

y la ecuación de Daniel Bernoulli recibe un término adicional 

0(1) v2 

-+ -+ P + U = Const al 2 

aplicable también en toda la extensión ,del fluído. 
Las formas (12) y (15) son conqcidas y clásicas. 

5. - Movimientos estacionar.ios con vórtices. 

(15) 

Esta es la clase más importante de movimientos porque en 
ella ya se manifiestan las propiedades básicas de los movimien
tos en general, los que no se ven todavía en el movimiento po
tencial. Los mpvimientos más' complicados agregan poco a es
tas propiedades. 

La ecuación de un movimiento' estacionario se deduoe de la 
av 

(2') poniendo ~t=O; vamos a manten,er también la condición 

R = - grad U. Entonces resulta 

.(16) 

Ante todo, de esta ecuación se. deduoe que en un movimiento 
estacionario rot v /\ v debe formar un campo potencial, condi
ción conocida como necesaria para que pueda ser estacionario 
el movimiento (*). Entonces resulta que la fuerzaQ definida 
en (6) tendrá un potencial; denominarémoslo - E: 

Q . -rotv /\ v=+gradE. (17) 

(*) Véase H. LAMB, Hydrodynamics (1924), pág. 226. 

, ¡ 
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Sustituyendo esto en (16): 

.. (V2 
grad -+P+ U) =+gradE 2 . 

(18) 

o bien 

v2 

?"+P+U=Const+E. 
""' 

(19) 

que es la forma de la ecuación de Daniel Bernoulli para el mo
vimiento estacionario. 

La cantidad E puede expresar la energía total de una par
tícula eliferiendo de ella. en una constante de· integración. 

Siendo el vector' grad E = - 2m /\ v perpendicular tanto a 
m como a v, las superficies E = Const están formadas por re
des de filetes y de líneas de vórtice (fig. 4). 

Fig. 4 

Por consiguiente, las condiciones ele aplicabil:i:dad de la ecua
ción de Daniel Bernoulli en este caso son las sigu~$tes: 

a) En cada una de las superficies formadas por la red de 
, filetes y líneas de vórtioe, la ecuación s,e aplica en su forma 

primitiva ' 

v2 

2"+P+U=Const 

,/ 

(20) 
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. b) Para punto.s que están so.bre diferentes superficies, lwy 
que introducir una variación de la co.nstante 'del' segundo. miem
bro., de acoordo. a (19). 

Esta variación puede calcularse así: 

(2) 

E2 -El =-f2(O /\ vxdd 
(1) 

donde dd es un elemento del camino de integración. Siendo 
2(0 /\ v un vectOr potencial, el resultado no depende del eammo. 

6. - Aplicacio.nes. 

En los textos de Hidráulica se suele aplicar la ecuaClOn de 
Daniel Bernoulli a un solo filete, omitiendo los casos a) y b) 
del párrafo anterior. Mientras tanto, esos casos presentan un in
terés práctico. 

Mo.vimiento. r,ectilíneo. en un canal (fig. 5) 

En este caso, como fácilmente se demuestra, las isótacas de 
una sección transversal representan líneas de vórtice (en la fig. 

Fig. 5 

5 las terminaciones de los vórtices se representan simbólica'?lente 
con circulitos, aunque sea continua su distribución), y 

/ 
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(22) 

donde an es un elemento de la nor~al a las isótacas. Entonces 
de (21) sale 

(\!) (2) 

f JOU. 12 U2 E2 -E1 = 2lroludn= -.u.dn= -
. 'dn 1 2 (23)* 
'(1) (1) 

Sustituyéndolo en (19) y teniendo en cuenta que Ivl= U" 

se obtiene 

p + U . eonst (24) 

lo que constituye una demostración sencilla de que en este caso 
la distribución de 'las presione'S será igual a la hidrostática. 

,:;. 

Canal convergente o divergente (fig. 6) 
\ . 

En este caso puede deterqlinarse previamente la distribución 
de la función E en una de las secciones (por ejemplo en 1) (**). 

Fig. 6 

(*) . Esto constituye una demostración de lo dicho en el párrafo 3 sobre la 
relación entre E y las velocidades. . 

(**) Es ventajoso elegir la constante de integración de tal mantlra que E 
sea igual a la energía total de las partículas. . 

.. 

.";'. 
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Si la convergencla no es demasiado brUsca, (24) vale con 
aproximación para cada sección. Aplicando entone.es· (19) a las 

. secciones l'y Il,. resulta: 

(25) 

, 
La diferencia de las energías cinéticas se compone pues de 

dos partes: a) de la diferencia de los valores (P + U) (con signo'· 
invertido); \J) de la diferencia E\ -E2 pasando de punto a punto 

.. en la misma sección (*). 
De esta manera se tiene una ecuación general para todo 

el canal· (la (19)). 

De ella se ve que si se toman puntos sobre dos "filetes en 
dos secciones (fig. 7), resulta E4-E3=E2-..E\·, y siendo 

Fig. 7 

p + U = Const. en cada sección, 

de la función E y por lo tanto, 

se deduce que las diferencias 
I v!l 

también las diferencias de -. 2 
son las mismas en ambas secciones. Pero como v2 crece más 
rápidamente que v, se deduce el conocido resultado que en la 
sección donde las velocidades son mayores, sus diferencias son 
menones. 

7. - JI{ ovimiento con. vórtices estacionarios. 

Según el segundo teorema. de .Helmholtz, los vórtices se 
.desplazan juntos con el fluído (empleando el lenguaje prác-

(*) Sienc70 E = cont. en cada filete y en cada línea de vórtice. 

\ .. 
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tico, «flotan a la deriva») (*). Por lo tanto, en el movimiento 
estacionario, siendo una . superficie E = Const ,enteramente cu
bierta 'de líneas de vórtice, estas líneas no permanecen en sus' 
posiciones, snio se desplazan en el sentido dé V, des~izando ¿obre 
dicha superficie. 

Por eso se debe crear constantemente nuevos vórtices allí 
donde comienzan los filetes, para cubrir la falta ocasoinadapor 
la fuga de los vórtices anteriormente creados. 

Resulta, pues, que la red de vórtices está en constante movi
miento. Si el movimiento del fluí do es laminar, el movimiento de 
los vórtices es invisible por ser continua su dis:trIDución, pero en 
el movimiento turbulento a veces se res puede individualizar y 
percibir su desplazaíniento (**). 

Ahora bien, puede encontrarse una subclase de movimientos· 
donde los vórtices permanecen inmóviles. Esto implica que las 
líneas ele vórtice coincidan con los fiI,etes (ro Ilv), fig. 8 . 

Fig. 8 

En este caso también dehe· lefectuarse 'continuamente el 
proceso de creaci~n de vórtices, pero se lo. realiza ele otro modo·: 
no se crean nuevos vórtices sino se alargan los exis!tentes. 

(*) La numeración de los teorenias de Helmholtz no es igual en todos 
los libros. 

(**) :Ea ejemplo, el más elocuente, representa la doble fila de vórtices 
estudiad!\' por von Kármán. 

.. 
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En lo que se refiere a la ecuación de Daniel Bernolli para 
este caso, siendo 

2m /\ v= O (26)' 

es también gra~ E = O ·es decir E = Const, y la ecuacwn (20) 
, va a vále¡' en ·todo el espacio, igual como en el caso de un mo

vimiento . potencial (*). 

8. - Al oviml:ento con vórtices normales. 

Consideremos ahora el caso contrario: líneas de, vórtice nor
males a los filetes (m.l v) fig. 9. 

Fig. 9 

,. En lo que se refiere a la aplicabilidad de la ecuación de 
'Daniel Bernoulli, este caso no difiere en nada del caso general 
del párrafo 5, porque el vector 2m 1\ v no se anula. 

Interesante ·es solamente la condición de existencia de esta 
subclase. ue movimientos. 

Teniendo en cuenta lo dicho en el pár,rafo anterior respecto 
del segundo teorema de Helmholtz, podemos formular la con
dición de existencia como sigue: el movimiento debe ser tal que 
una línea ·a - b - c, que es una línea de vórtice, normal a 10Sl 

filetes, después de desplazarse con el fluí do a nuevas posiciones 

(*) En los textos de Hidráulica este easo no se eonsidera. Solamente Foreh
, hemer' 10 menciOlIU. Al cambio, se lo usa mucho en Aerodinámiea, partieu

larmellte en la teoría de las alas. 
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a' -.: b' - -c', a" - b" - c", etc., sea allí también normal a los 
filetes. 

Ahora bien, todos los vórtices están en la superficie a b e, 
a' b' c', a" b" c" ,(fig. 8) no habiendo componente normal a 
ella, y por lo tanto, en cf,icha: superficie el movimiento es 'po
tencial, pudiendo trazarse una red ele filetes y.líneas equipo ten
cial'es (fig. 10, ~íneas negras gruesas y finas) (*). 

Fig. 10 

Tracemos ahora una línea ele vórtice a b que coincide con la 
primera línea equipotencial a b. Al cabo de un tiempo dt este 
vórtice se desplazará a una nueva posición a' b' -tal que 

aa'=lvaldl; b b'=lvbldt 

pero, según la regla del movimiento potencial, 

(27) 

(28) 

(*) La red (salvo caso lJ:1rticuliar dn=const) 110 será cliadrl1da sino 
solamente octogoilal, por ser val'iable el espesor dn de una capa infinitamente 
delgada entre dos superfici~s vecinas. ' 

" 
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y sustituyendo en (27), 

d(pdt 
aa'=--; 

aal 

a(!>dt 
bb'= -

bb l 

(29) 

Las líneas isopotenciales son normales a los filetes; por 
eso, para cumplir la éondición puesta en el 'comienzo, las línéas 

. de vórtice deben coincidir con ellos, es decir 

a a' = a al; b b' = b b1 (30) 

Entonces, de la (29) sigue, que a al = b bl , es decir, que las 
.líneas equipotenciales deben ser eqllidistantes. 

Ahora bien, de (28) resulta que IVdl=lvbl, o bien 

rovvxv=o .(31) 

es decir que la velocidad no debe variar a lo largo de una línea 
de vórtice. 

Se pU,ede ver que esta condición se cumple en los tres 
casos siguientes: 

a) Movimiento rectilíneo uniforme (cmo en la fig. 5); 
b) Movimiento plano (como en la fig. 9); 
c) Movimiento con eje de simetría y vórtices circulares 

(fig. 11), y que hay un caso más general. 

Fig. 11 
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9. - Movimientos variables. 

En los tex;tos de Hidráulica se los menciona como imposi
bles para aplica~ la ecuación de Daniel Bernoulli, salvo el. mo
vImiento ya considerado en el párrafo 4 (ecuación 15). 

Mientras tanto, se pueden encontrar algunos casos de su 
aplicación: 

Tomando el rotor de la eCjlación (2') 

d~v ~ 1 
-.-+rotgrad- +rot (rot v A-V) +-rotgradp-rotR=O 
ot2 p'-v-' 

=0 . 

o bien 
I 

oro 
2- +rot (2 ro A v) -:-rotR =0. , ot . _ (31) 

\ 

Se pueden distinguir los siguientes casos: 

a') 2to A v es· un campo aro 
R tiene -=0 

potencial (rot ro A v) = O) dt 
a) potencial 

a") aro (rotR=O) 2ro A v es un campo 
-' 0-/=0 

arbitrario al 

b') 2ro 1\ v es un campo deo 
potencial (rot (ro 1\ v) =0) -=:/:::0 

•.. at 
Rno tiene 

b"). 2ro 1\ v es un campo aro 
b) potencial '-:-:/::0 

(rot R =;1=0) 
arbitrario al 

b"') Caso particular aro . 
-=0 

rot (2ro 1\ v) =rotR at 

a') rotR= O; R=-gradU;rot(2roA v)=O. 

E's un caso muy frecuente en la práctica: cuando el movi-: 
miento 'era dUl'ante un cierto tiempo estacionario, y luego, por un 
cambio en las fuerzas exteriores, se convi-erte en variable. Como 
ejemplo pueden, citarse olas largas en los canales con corriente. 

La config.!ll'ación de los vórtices antes del cambio ocurrido 
era tal que satisfacía a la condición rot (2ro AV) = O. 

\ . 

"';l<"," 

':,' 
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C d d 1 b l
·, ()a)' 

uan o se pro uce e cam io, en e pnmer lnstanteTt = 0._ 

es decir,. no cambia el campo de vórtices. Pero en -el instante 
uy 

siguiente, por camb~arse el campo de velocidades (1 di:-/=O!), 

d h 'd" 1 uro, se rompe ic a con lClón y por o tanto dt ::-/= Q. 

En resúmen, los cambios en el' campo de vórtices aparecen 
concierto atraso en comparación con los camblos en, el campo 

'de velocidades. POI,' ejemplo, si v cambia proporc~onalmente a t, 
ro cambiará proporcionalmente a t2 (*). 
, Todo esto indica que la eClW.ción de Daniel Bemoulli puede 

aplicarse en la forma (19) solamente a la fase inicial del movi
miento variable, mientras que para las fases más avanzadas es 
inaplicable, por carecer de 'potenial el vector 2ro /\ y. (véase el 
caso sigoiente). 

, Esto induce a una interesante suposición sobre la estabilidad 
de los movimientos: 'si se perturba un movimiento estacionado .. 
aunque la perturbación fuese causada por fuerzas potenciales, di
fícilmente se establezca otra vez un movimiento estacionario des
pués de la desap~rición de las fuerzas perturbadolias. 

Con esto de ninguna manera se quiere decir que las fuerzas 
perturbadoras, siendo potenciales, pueden crear vórtices: el se-' 
gundo teorema de Helmholtz es siempre válido en el fluído 
perfecto, de manera que los vórtices son los mismos que untes 
de la perturbación, y sólo se ha cambiadó su distribución en 
el fluído; la nueva distribución, ya no puede producir movi
miento 'estacionario. 

Resulta que las fases avanzadas del movimiento (a') son de 
carácter (a"),. al que pasamos ahora. 

a") rotR O; R=-gradU;1 rot(2ro'/\ v)c-/=O 

La ecuación de movimiento toma la' forma 

UY. d 
dt"+gra (32) 

" (*) Con esas proporcionalidades el autor no pretende expresar resoluciones 
exactas: es simplemente una manera de' describir el om'áoter de los fen6menos. 

/'," 



-204-

donde rot (200 /\ v) ~/~ O Y por lo tanto, las líneas de vórtice con 
los filetes ya no forman superficies (fig. 12), salvo un caso 
particular (véase más· adelante) . 

.... 

C-d i:1Crepllncia. 

Fig. 12 

Por· eso, es imposible aplicar la ecuaClOn de Daniel Ber-
. noulii en toda una superficie. Pero se puede pensar en su apli
cación en los filetes aparte y en las líneas de vórtice aparte. 

P : 1" 1': lJov l ara eso es precIso agregar e un termmo ac IClona -;)t X (cr para 

tener en cuenta las fuerzas de inercia debidas al cambio del 
campo de velocidades. El procedimiento es análogo al del párrafo 
4, caso b), ecuación (15), pero aquí no se puede expresar el tér-

. 0:(1) . ()v 
mino adicional en la forma ¿ por ser ro t -:.\ ~ l: O, Y por lo 

. ül ul 

tanto, la aplicaéión práctica sería más difícil. 
El caso particular que se ha mencionado, es cuando 

rol (200 /\ v) es coplanar con to y v. Entonces los filetes y lí
neas de vórtice for~an supeJ1ficies. Pero en este caso la fun
ción cuyas superficies de nivel son estas superficies, no es energía .. 
neoesitándose por lo tanto introducir un factor integrante para 
poder establecer .una acuación análoga a la de Daniel Hernoulli. 

b') rotR:-¡~O; r:ot(2oo/\ v)=O. 
Para este c~so se puede repetir todo lo dicho respecto al 

caso a') con la sola modificación que en vez de U figurar{t 

- f Rxdcr .. 
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También aquí, solamente al instante inicial se puede' apli
car la ecuación de Daniel BernouUi. 

b") rot R "t O; rot (2m /\ v) c;-/= O. 
Es análogo al caso al!) con la modificación introducida 

en b') (*). 
b"') rot (2m /\ v) =rot R. 
Es un caso muy particular. Hay que elegir 'las fuerzas R 

de tal manera que compensen el efecto de la mala' distribucióil . 

de los vórtices, consiguiendo' um = O. Esto debería hacers,e aparte 
ul '" 

para cada caso de movimiento y difícilmente se realizaría en 
la práctica. 

10. - Resumen. 

a. Los criterios de aplicabilidad' de la ecuaClOn ele Daniel 
Bernoulli se forman por medio del vector 2m /\ v ele las ecu.a
ciones de Lamb y Gromeko. 

b. En el movimiento potencial, sea estacionario o no, la ecua
ción ele Daniel Bernoulli es aplicable en toda la extensión del 

f'l 'd dI' . .. u~l) 
"Ul o; cuan o e mOV1l11lento no es estacIOnano, se agrega -;s¡ . 

c. En el movimiento estacionario con, vórtices, la ecuación de 
paniel Bernoulli es aplicable en las su,perficies E = Const (siendo 
grad E = - 2m /\ v; E. = energía específica total o difiere de ella 
en una constante). 

d. En el movimiento con vórtices estacionarios ( que coindden 
con los filetes), la ecuación de Daniel Bernoulli es aplicable, en 
toda la extensión del fluído. 

e. El movimiento con vórtices normales a los filetes no di
fiere del caso general. Hay tres subclases particulares de este 
movimeinto y un caso más general. ' 

f. Entre los movimientos variables con vórtices hay pOClOS 
casos de aplicabilidad do la ecuación de Daniel Bernoulli,' y es
tos son muy particulares. 

Asulllción, 8 de Setiembre 1945. 

(*) 'En todos los casos donde roto R::j:: 0, es de utilidad el uso del teorema 
de Bjorlmes sobre la variación de la circulación. Pero esto no tiene relación 
directa con la ecuación de Daniel Berlloulli. 
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SOBRE LA ECUACION FUNCIONAL f(f(x)) =-,x 

por 

J. L. MASSERA y A.. PETRAcCA 

Nos proponemos resolver el tema No. 50 (esta Revista, vol. 
X, pág. 154) propuesto por L. A. Santaló y gue decía: \ 

Estudiar la eClJ¡ación funcional 

1 
f(f(x» = x' (1) 

Observando que la inversión l/x en el .plano complejo está 
dada por el producto de dos simetrías, una respecto del circulo 
de centro en el origen y radio unidad y otra r,especto .. del eje 
real, y que la transformación involutoria 

z = el - ~) / (1 + x) . 

conserva las simetrías y transforma la circunferencia y el eje, 
real del plano x en el eje real y··el eje imaginario del plano z, 
se v'e que el problema de resolver ·la ecuación (1) es ~qUlva
lente al de resolver la ecuación 

f(f(x» =-x. 

,Por ejemplo,' la ecuación (2) se satisiace, inmediatamente 
por f( x) = ix. DI3 aquí se deduce qué una solución de 'la ecua
ción funcional propuesta será 

l-x. 
1--* l, (l+i)x+(l-i) 

f(x) = 1 +l-x i = (1-i)x+C1+i) 
, l+x 

como es fácil' comprobar. 
Probaremos el siguiente teorema: 

:\ 



.", ':. .. 

, .... , 

~ .' 

.~ .' 

.' .' , , 

-207-
-..... ~, 

La solJUcióf1 ge,wral de la (2) está dada implícitamente por 
la relación 

(3) " 

en qué F es una función simétrica arbitraria . 

. Debe entenderse que este enunciad1 significa lo siguiente: 
1°. Toda solución y=f(x) de la (2) es una función implícita 
definida por una relación del tipo (3) ; 2°. Si una relación del 
tipo (3) define por lo menos una función implícita uniforme, hay 
por lo menos una de estas funciones implícitas que es solución 
de la (2). ' 

He a,quÍ la demostración: 
1 0. Sea'y = f( x) una solución de la (2). Se tiene 

y=f(x), f(y)='-x, -y=f(-x), f(-y)-=x, 

y multiplicando estas igualdades se obtiene la relación 

y2f(y)f(-y) =x2f(x) f(-x) (3') 

que 'es del tipo (3). 
2°. Sea una relación del tipo (3) que defina gor lo menos 

una función implícita~ Entonces la ecuación 

F(u,v)=O ' (4) 

tiene por lo menos una solución v = cp (u) (uniforme) definida 
en un conjunto U. No hacemos ninguna hipótesis acerca de la 
naturaleza de esta función ni del conjunto U; pero si la fl\in
ción es continua admitiremos que U es un recinto. Sea V la 
imagen de U dada por la función cp. 

Supongamos primero que U y V no tienen puntos comunes. 
Reduciendo si es necesario el conjunto U, podemos suponer que 
la correspondencia entre U y V es biunÍvQca. En virtud de la 
simetría de F, la inversa de cp es también una función implícita 
,definida p' or (4). Entonces queda, definida en, el conJ'unt:o 
W = U + V una función implícita de (4) que tiene carácter in- nf 
volutorio. I , , ' ' ' 

Si U y 11 tuvieran una parte común W, a cada punto 10 de 
W corresponde, por pertenecer a 0., el punto v de 'V, \Y por 
pertenecer a V, un punto u de U, dados por las relaciones I 

'.- " 
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v=cp(w), w=ep(u). 

Se tiene entonces: 

F(w,v)=O y F(u,w) =0, 

y también, por la simetría de F, 

F(lO, u)=O. 

Pueden ocurrir ahora dos cosas: 

a) u = v para todo w de W o de una parte de W, que lla
maríamos W de ahora en adelante. Como u :-- V perteneoe a 
W tenemos también en este caso definida una correspondencia· 
involutoria ~n W dada por una función implícita de (4). 

b) Si u =/= v; es posible entonces, por reducción del conjunto 
U, obtener dos conj~ltos U y V separados, y quedamos reducidos 
al caso ya indicado. 

Definida así, por cualquiera de los caminos indioados una 
correspondencia involutoria en w, vamos a distinguir dos casos: 

A) Dos puntos correspondientes de W, o de una parte de 
W, no están nunca sobre una misma ·semirrecta que parte del 
origen. Definimos entonces la función y= f(x) 'como aquella 
determinación de y ep(x2) que cumple la condición 

O<Arg(yjx)<n. (5) 
., , 

Esta f!lnción es una implícita de las definidas por (3). 
Además, si z=/(f(x»=/(y), se tendrá 

z= yep(y2) =YX2=±X 

que, junto con las condiciones (5) y 

0< Arg (zjy) < n 

demuestra que z = - x, de modo que f es una solución de la 
(2). . 

B) Dos puntos corresl?ondientes . están siempre sobre una 
misma semirrecta que parte del- origen. Suprimiendo entonces 
en W los puntos dobles de la involución, si los hubiera, se puede 
descomponer, _ de infinitas maneras,· el conjunto restante en dos. 
conjjuntos W' y W" sin puntos comunes, tales que cada uno de 



-209-

ellos sea imagen del otro en la correspondencia invohi.toria. Si 
W es un conjunto abierto y ep es continua, se .puedé .obtener dos 
conjuntos G>W' y W" que sean ,ambos recintos . 

. Sean X', X'" los conjuntos que se obtienen de W' poi' me
.dio de la transformación x = y-;;' y"X", X',,, los que se obtie!len 
de W". L()s conjuntos de cada par son simétricos respecto del 

"origen. Podemos suponer que todos estos conjuntos carecen de' 
puntos' comunes. Definimos ahora en el conjunto 

X =X' + X" + X'" + X:'" 

la función uniforme' y = f( x) = yep (x2), tomando las siguien-, 
tes determinaciones del radical: 

Si x pertenece a X', 
)\ X » » X"', 

Si x pertenece a X", 
¡¡' x » » X"", 

y pertenece a.X" 
y » » X"" 
y pertenece a X'" 
y » » X'. 

Entonces f( x) es una implícita definida por (3) que satia-' 
face a la (2). 

Es claro que podría haberse considerado, a los efectos, de la 
demostración de la segunda parte del teorema, solamente el caso 
B. Pero entonces se perdería la posibilidad, especialmente intere
sante, de definir la funció'n f en un recinto, posibilidad que, si 
la función cp lo permite, está brindada por las construcciones ele 
los sub casos a) y A~. ' 

Ejemplos. ' 
1 0. La función xi que satisface a la (1), se transforma co

mo hemos dicho en una solución y = f( x) de la (2) que está 
dada por la ecuació~ , 

( 
\'1 __ :1,)2 ( 1_y)2 

Log -,,- + Lag -- =0 
l+x 1+,Y 

que es del tipo (3). 
2°. La función lX, solución de lQ- (2), satisface a la ecua-

ció n 

X 2 +y2=0. 
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3°. La ecuación 

x2 +y2=1 

define la funciÓn JI 1- x2, cuyas dos ramas, que pueden sepa
rarseen el plano tajeado según el se,gmento (-1, 1), son ~olu
ciones de la (2). 

4°. En el plano tajeado según los diámetros horizontal y i 

vertical del círculo de radio }l4!3, pueden definirse,( de 'acuerdo 
al criterio expuesto en A), ramas uniformes de la función 

, y= -x2+Y4-3x4 

2 

dada¡ implícitamente po~ la ecuación 

X4+X2 y2 + y4= 1, 

que son soluciones de la (2). 
50. Sea la ecuación 

(6) 

No puedeencotitrarse ningún recinto en que pueda definirse 
una ~ama ,continua y uniforme' que verifique la condición A). 
Para encontrar una solución de la .(2) "'1t- partir de esta ecuación" 
se puede, por ejemplo, definir y=[(!x en el primer y tercer 
,cuadrantes" (abiertos) y y=-[(!x en el segundo y cuarto, . 

Este ejemplo permite' resolver una pe,queña dificultad. Po
dría ocurrir que la ecuación (3') fuera una iqentidad, es decir 
que sus' dos' miembros fueran constantes. Entonces la (3') no 
define a f( x) como función implícita. En este caso la (3') se 
reduce a la (6). . 

6°. La ecuación ([( real) 

)'2 x'1 1 _+_=[(2+-. 
X2),2 [(2 

tiene las soluciones y=±[(x, y=±xlJ(, y está en el caso 13). 
Sean los anillos circulares' An del plano (u) 

[(2n < I u I < [(2( n+1) (-00 <n <+(0). 

,f 
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tajeados .a los largo del semieje real positivo, y sea 
+00 / 

W" =.E Ajln+1' 
-00 

Se ve inmediatamente que si u pertenece a lV', v=[(u y 
v = u I [{ pertenecen a W". Sea ahora Sn la parte del anillo, del 
plano (x) 

[(n<lxl<I(n+l 

situada en el semiplano superior y S'n la parte situada en el se
miplano inferior. Los conjuntos X del caso B) pueden tomarse 
!entonces de la siguiente manera, 

Basta ahora definir 

y=[{x en X, y X'" 

y=-x/[{ en X" y X"". 

Esa función satisface a (2). Se ve, en este caso, que puede 
incluso ampliarse los recintos X suprimiendo el tajo a lo largo 
del 'eje real. 

INSTlTU'l'O DE MATEMÁTICA y ESTADisTICA, 

I M-oNTEVIDEO. 

CRONICA 

PRIMER COLOQUIO DE HISTORIA Y FILOSOFIA DE LA CIENCIA , 

Los días 18 y 20 de septicmbre de 1945 se realizó en Buenos Aires, con 
el patrocinio ae la Uni6n ]Jlatemática Al'oentina y .la InstU~tci6n C~tUural Es
paliola, en la seae de esta última, el PI'VJIWlI' Coloq~¿io de Historia y Filosofía 
de la Ciencia. Se tuvo así el placer ae ver reunWos a filósofos, físicos, mate
máticos, químicos, etc., para tratar cuestiones científicas desae el punto de 
vista histórico-filosófico. El entusiasmo, la coraiali(lac1, el número y la calidad 
ae los asistentes contribuyeron al éxito compieto ae estas reuniones. De su im-
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portáncia, de sns posibles consecuencias, de sn necesidad huelga hablar. La cri
tica del conocimielito es ineluditle; el anúlisis epistemológico de 'los métodos 
científicos es tan valioso como la investigación misma de los hechos. 

El tema central de estas discusiones fué "El ol'igen de las leyes cien tí· 
ficaN", propuesto y tratado en primer término por el Dr. Julio Rey Pastor. 
Hecha' la comparación entre el método aristotélico y el baconiano, examinó el 
método seguido por Arquímeeles para llegar a la ley ele la palanca, por 
Stevin para llegar a las leyes ele la. hiclrostática y del plano inclinado, por Ga
lileo en la caíela ele graves y por Ruyghens para deelucir la ley elel pénelulo 
,compuesto. En toelos estos casos y en otr()s 'muchos el métoelo seguielo, muy 
distinto del baconiano, se esquematiza. así : observación o oxperimento·hipótesis- \ 
eleelucción lógica·comprobación experimental. 

El DI'. Desielerio Pa pp hizo un documentaelo análisis elel O1'igen y el signi
ficado de la ?necánica newtoniana. Es esencial aquí el proceelimiento hipotético· 
eleductivo, que el expositor consielera como únieo ,método obsm;v:mdo el Dr. Rey 
Pastor que en algunos casos no ha acontecido así. An{tloga posición aelopta el 
'DI'. Mieli, que asiste a las sesiones y presenta una comunicación escl'Íta. 

El Dr. Carlos Prelat estudió la. ley ele las P¡'op01'ciones definidas y la ley 
de las pll'opol'ciones múltiples. La primera. equivale a una elefiniciÓJl implícita 
del concepto de sltbstanci,a; en la segunela interviene la hipótesis ató'/1!~ca. 

El Dr. Reberto P~ente se ocupó ele las leyes de la crioscopia, la tonometría 
y la pl'esión Qsmó'tica. Estas leyes también son el fruto de generalizaciones 
,lógicas. 

El DI'. Ernesto SálÍato disertó sobre leyes gelwmles de la. f'ísica., especial
'mente las dos p¡·hne'/'a.~ leyes de la 'tC1·mocUnám'ica. 

Ademlts del origen de las leyes científicas, fueron tratados otro~ temas. El 
Dr. Desielerio Papp habló de la necesielael ele ilvt1"Oclltci¡' en, la, micro física el 
co,nccpto de tiempo discont-ínlw, entablúndose discusión en que intervinieron los 
doctores Wi\rschmidt, Valentinuzzi, Sábato ... El Dr. Rans Lindema.nn se ocupó 
de conceptos ele lóg-ica moderna, siendo impugnaelo por el Dr. Sábato. El DI'. 
Francisco Vera habló sobre la publicación ele obms científicas ámbes ?neelio
cvales en lenglw castellana, proyecto que ya está en estudio por iniciativa 
del DI'. Rey Pastor. 

El Dr. Pi Callej¡¡, expuso el estado ele preparación de ID, E'llciclopeelia Di
¡'táctica ele Matemáticas 'Sltperiores, patrocinada por la Institución cultural es
pañola. 

Además de las personas ya mencionadas hallábanse. entre los ~sistentes el 
Dr. JoséWürsclunidt, de 'rncumán, el Dr. Alejandro Terracini, de Tucumáll, 
el rng. Celestino Galli, delegado de la Universidad de Montevideo, el Ing. Luis 
A. Massera, también delegado de Montevideo, el bachiller ,Antonio Petracca, 
de Montevideo, el Dr. Beppo Levi, de Rosario, el Dr. Sergio Sis,Pánov, de Asun
ción, etc., etc. así como numerosos estudiantes ele diversas facultades. 

El martes 18 se realizó, en el Restaurant "Lo Prete ", un amable al
muerzo de call1araclería. 

'M. Valentinltzzi 
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