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DIRECTIONS DE JULIA ET DIRECTIONS DE PICARD
DES FONCTIONS ENTIERES (*)

par GEORGES VALIRON,
Professeur 3 la Faculté des Sciences de Paris

G. Julia a montré qu’étant donnée une fonction entiére f(z),
ou plus généralement une fonction holomorphe autour du point
a 'infini qui est point singulier essentiel, il existe au moins une '
direction, ou demi-droite A définic par argz=¢,=const., telle
que le théoréme de Picard reste vrai dans tout angle A de sommet
origine et de bissectrice A. G'est dire que, dans un tel angle A,-
f(z) prend une infinité de fois toute valeur finie sauf au plus
une seule valeur exceptionnelle. Ce théoréme ‘de Julia s’applique
aussi & la plupart des fonclions méromorphes autour du point &
l'infini lorsque ce point est point limite de péles. Les démonstra-
tions de Julia s’appuyent sur la théorie’ da2s familles normales de
Montel. Ostrowski a apporté d’imporlants compléments aux ré-
sultats de Julia: il a déterminé complétement la classe des Tonc-
tions méromorphes qui font exception au’théoréme; il a montré
que: . ‘
Il existe sur A une suile de points z, s’éloignant indéfiniment
lorsque n croit indéfiniment qui jouissent de la propriélé sui-
vante. A tout couple’de nombres ¢, d correspond un entier N (e, d)
tel que f(z) prend dans lout cercle |z —z,|<e|z,,, de rang supé-
rieur & N(e,d), toute valeur représentée sur la sphére de rayon
1 & Pextérieur de deux cercles de rayon d (ces cercles ' dépen-
dent de n).

Ce sont de tels cercles que Milloux appelle cercles de rem-
plissage. ‘

. [
(*) Trabajo expuesto por el Prof. G. Valiron en la sesién realizada en su
honor, €l 2 de agosto de 1946, por la Unién Matemitica Argentina.

\
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J’ai proposé (Journal de math., 1928) de réserver le nom
de directions de Julia aux directions A jouissant de la propriété
qui vient d’étre donnée et d’appeler d’une facon générale direc-
‘tions de Picard toute direction A possédant la propriété donnée au
début: le théoréme de Picard s’applique dans tout angle de
bissectrice A. Les fonctions méromorphes sauf & l'origina et au
point. & I'infini qui restent invariantes par la substitution’ _(z,,sz),
ot |s|>1, donnent des exemples de directions de Picard qui ne
sonl pas directions de Julia: si Pargument de s est incommen-
surable & =, toute direction est direction de Picard et il-n’y a pas
de direction de Julia.* Mais je n’avais pas su moptrer qu'il
existe des fonctions holomorphes autour du point & l'infini qui
'possédent des directions de Plicard qui me sont pas directions de
Julia. C’est cette lacune que je me propose de combler ici.

Considérons les deux fonctions entiéres d’ordre nul

g(z)zlzi (1 —ain) , h(z):'lf’[ (1_b—)

. Les nombres a, sont pris réels positifs, on suppose

an .
a, =2r, . =a?, n=12,..., on entier.
L

Les nombreés b, ont tous le méme argument o compris entre
i . \ P .
0 et — et incommensurable & =. On a, en général |b,|=ua,, mais,

pour une suite infinie de valeurs de n, qui seront définies plus
loin, on aura seulement

.8 lb,| B
58 <
2 n
Si T'on suppose
a
(1) \ —;-<|z|< 20tni1s

on trouve facilement que l'on a

g(z) = (— 1=t Eain:i—_(l ) (=) (14 0(1)')

9+« +Op—g n” N Oy
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)

(0(1) désignant' un nombre qui reste borné lorsque |z| croit
indéfiniment) et l'on a la méme égalité pour h(z), les b, rem=
placant les a,. Il s’ensuit que, dans la couronne (1) la fonction
méromorphe ‘ )

- est égale a

ay Qg 0y 2Dy 2—-bpyy Qnyy ¢ 1 L 0(1) )

2 . .
(2) by by...b, z—a, z~-ap4y bpiy ) VW

( :
Si l'on’ suppose |b,|=a, et si l'on prend z=a,c®, F(z) prend
la valeur ‘ \

n=a1 Qg...0p, ei‘l?—eim( '1 N O(.l)‘ ) _
‘ bl bz...bn C’q’-——l , an_l

®) " F
Supposons maintenant que 2’ appartienne & une couronne (1)

' - . 3 . n
quelconque, son argument ¢ étant fixe et cor'npns entre o et

~ n. D’aprés I'expression (2), lorsque z décrit le cercle

|z—z|<e|z|
on a ’

| F(z)=F(z)er

avec ' _

2'—-b, z—a, 2—bpy 2—aniyy , 0(1)

4 A==1Io 27,
(4) g (z—bn 2'—a, z—l—b,,, i 2l 1/ |2'|
‘11 s’ensuit ‘facilement que

'A|<0(1) e
et ) o

F(z)=F() (1+20(1)).

Cette, égalité permet d’affirmer que la- direction ‘d’argument ¢ -+



considéré n’est pas direction de Julia: la famille de fonctions
F(iz) ot t est.réel positif arbitraire est normale pour tous les
points z d’argument .

D’autre part, lorsque le point z décrit le cercle

-

(5) |z_aﬂeiq)|<eam b, |=ay,

la méme égalité (4) montre que les valeurs de Z=IF(z) cou-
vrent’ toul un cercle 4

(6) ' |Z'_Fn|<ke|Fn|x
le nombre % étant indépendant de n qui est supposé assez grand. -

Supposons que l'on ait choisi les |b,| de telle fagon que
les .nombres

a; Gy 0, b :
=, = ,
bn = byd, | 00IT
soient denses dans toute couronne
, ) - 1 E
<7) , ' 'E<|,“'n!<“4-

si grand que soit le nombre donné A. D’aprés 1'égalité (3), les
nombres I, seront aussi denses dans une couronne analogue et
d’aprés (6)+la fonction .F(z) prendra une infinité de fois foute
valeur Z telle que 1

1 .
—<|Z|l< A
A<| |<

dans la suite des cercles (5) ol € esl arbitrariement petit. La
direction ¢ sera direction de Picard de F(z). La fonction F(z)
est méromorphe, mais la fonction

&) =F() (1—e)

est une fonclion entiére d’aprés la définition des a,. Comme ¢
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I

Tt N ! . K - . .
esl pris entre > et 7, le second facteur dans 1'expression de f(z)

est de la forme - oY '

1+0(1) e~ ledsing

et tout ce qui a été dit pour F(z) vaut pour f(z). Les directions
¢ comprises entr'e? et = sont directions de Picard pour f(z)

sans étre directions de Julia. La valeur 0O est exceptionnelle. On
verra: facilement comment on pourra s’ arranger pour qu il n'y
ail pas de 'valeur exceptlonnelle et aussi qu’'on peut obtenir des
directions de Picard pour une fonction entiére qui ne sont pas
directions de Pjcard pour la dérivée.

Il reste a établir-que 'on peut choisir les |b, | pour: que les
Mp soient denses dans foute couronne (7). On prendra d’abord

|ba|=a, pour n=1,2,...,N;—1

-de sorte que |p,|=1 pour n <N et comme! I'argument de g,
est —nw, on peut supposer N, assez grand pour que I'écart
maximum-de ces W, soit inférieur 4 un nombre donné n. Prenons

alors ’

'\i b,\r‘ !_—_— ay, (1‘ + %).

pris de nouveau |b,|=a, Jusqu A& n=Ny—1, N, étant pris
assez grand pour que I'écart maximum des points u, obtenus sur

5
le cercle de rayon, - soit inférieur & n. Nous prenons alors
\

by, |1=an, (1 +%)

pum de nouvéau |b,|=a, pour n=N,+1,...,Ng—1,N, , Gtant
. pris assez grand pour que l’écart des pomts 1, obtenus sur le

. 5 . . .
cercle de rayon — soit inférieur 4 n. Et nous continuons ces
' {

|



.

opérations alternées jusqu'a ce qu’on arrivé a |p,|=—, obtenu

Do

.
-partir de n =N;. Nous prenons alors

C |bwl=an, -\1—1"

et ainsi de suite, en alternant toujours, jusqu'a .obtenir |p |=2
On recommence alors i faire décroitre |p,| jusqu'a 74—,.>puis
croitre jusqu'a 4, mais en remplacant dans cette série nouvelle

Jonérati " Dans la série suivante. ob | .
opérations n par 5. Dans la série suivante, on |w,| variera

1
entre 4 et ) puis entre —é—et 8, on remplacem1 par Z Et

ainsi de suite. Les p, seront denses dans la couronne (7), si grand
que soit A, méme lorsqu’on écarte ceux pour lesquels |0,|7/=a,.

y
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PARA LA GEOMETRIA DE LOS POLINOMIOS
. MONODIFRICOS (*)

por ALETANDRO TERRACINI
(Universidad Nacional de Tucumén)

Ha sido: estudiada recientemente por el sefior Rufus P.
Isaacs (1) una clase de funciones f(z) de una variable compleja ¢z,
que él llamé monodifricas, las cuales constituyen algo anilogo a
Tas funciones analiticas, en cuanto se reemplace la unicidad de la
‘derivada por la igualdad de las razones incrementales correspon-
dientes a incrementos unitarios en las d1recc1ones positivas, real ¢
imaginaria pura, del plano de Gauss:

1) — () =TT pyey),

Si en lugar de los incrementos 1 e i se tomaran & e ih, siendo
h una constante compleja arbitraria, que puede: llamarse abertura,
se obtendrian las funciones h-monodifricas, cuya teoria se reduce
a la de las, funciones monodifricas mediante un cambio de va-
riable. N

En particular pueden considerarse. polmomu\)s monodifricos.
El seiior Isaacs ha dado a conocer la forma més general de un
polinomio monodifrico de grado n, a saber:

ag2m +a, 2+ ta,  2ta,.

(*) Trabajo presentado en las -Primeras Jornadas Matemdtioas Argentinas,
realizadas en Buenos Aires y La Plata del 27 al 29 de julio de 1945.

(*) 4 Iinite Difference Function Theory, Rev. de Mat. y Fis. teor. de la
Universidad Nacional de Tucumén, vol. 2, 1941, '
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Las ag,4a,,...,a, indican constantes complejas arbitrarias (la
primera no nula, si el polmomlo debe tener efectivamente grado
n). En cuanto a z(®), que desempefia un papel anilogo al de la
la potencm n-ésima de z, y puede por eJemplo definirse por
recurrencia por las condiciones

Aem)=nzn"1)  (nz1); 20=1; (=0 (n=1),

-~

su expresion explicita es o

$23

n .‘ .
.‘z(")—]:d(j) irix(z—1)...
(=i +1)yy=1) ... (y=n+j+1)

No es dificil demostrar que una ecuacién monodifrica de
grado n siempre admite cierfo numero ¢ de raices complejas;
no menos que n, Pero a veces més: y precisamente,’ -

/

n<o<n?

Es éste un ejemplo de las distorsiones que sufre la teoria de
las funciones analiticas al pasar a la’ de las monodifricas. Creo
que el estudio de las ecuaciones monodifricas puede dar lugar a
algunos resultados interesantes. Expondré brevemente a continua-
cién algunos de los méas elementalés (1).

Aunque se trate de cosas muy elementales, mi curloSLdad
geométrica ha sido estimulada en primer término por el deseo
de darme cuenta de qué son y de cémo estin distribuidos en el
plano de Gauss los grupos G, de cuatro puntos representativos de
una ecuacién monodifrica de segundo grado ~

’

224 Bzy=0, (L)

) .
en cuanto por supuesto se trate de una ecuacién que admite efec-
tivamente cuatro raices. La expresion explicita de 22 permite

(*) TUna exposicién més_completa de la mayor parte de los resultados que
exponemos a continuacién apareeerf, con el titulo ‘‘Un primer aporte a la
geometria de los polinomios monodifricos’’ en las Actas de ln Academia Na-
cional de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales de Lima.
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sacar de inmediato. la conclusién que los cuatro puntos de cada G,
son siempre vértices de un cuadrangulo ortogonal (cuadringulo
completo ABCD, cuyos pares de lados opuestos son perpendicu-
lares, -es decir cuyos vértices son vérlices y ortocentro de un
tridngulo). Sin embargo los- cuadringulos ortogonales son o6,
mientras que los G, son % De modo que se comprende que los
cuadréngulos ortogonales correspondientes a los G, cumplen con
clertas condiciones ulteriores. Pues bien, dichas condiciones ne-

cesarias y suficientes pueden expresarse en la forma siguiente. -

La primera condicién vincula, por decirlo asi, el tamafio de

los cuadrangulos ortogonales representativos, en el sentido de'que -

para cada uno de ellos el circulo circunscripto al tridngulo dia-

gonal, o circulo de Feuerbach, debe tener radio igual a V;/il'
en forma equivalente puede decirse que el circulo - cu'cunqcnpto
. p. e. al tridngulo ABC debe tener radio ]’[5/2 Es claro que esta
primera limitacién encuentra su razén de ser en la abertura, 1rrua1
a 1, de los polinomios monodifricos considerados.

La segunda limitacién, en cambio, tiene un alcance, diré asi.
angular, y depende en definitiva del papel privilegiado que desem-
peiia la direccién del eje = en la definicion de las funciones mo-
nodifricas. Para enunciarla, conviene partir de la observacién que
en cualquier cuadringulo ortegonal, si se llaman M 45, etc., los
puntos medios de los 6 lados, y se fija una recta orientada cual-
quiera r, las seis sumas'de angulos '

2(r, AB) + (r,Map Mop);  2(r, AC) + (r, Mac Mpp);
] 2(7‘,AD) + (7', M.AD ZMBC');

2(r, CD)+ (r,Mop Map) 5 2(r, BD) 4 (r,Mpp Mac); .
2(r, BC) + (r. Mo Mup)
son todos congruas entr(; si mod 360°: se entiende que la recta

M 5 Mcp se orienta desde el primer punto hacia el segundo, etc.
Rara entendernos, podemos llamar al valor comin de esas sumas

anomalia del cuadrdngulo ortogonal respecto al eje r. Pues bien,

la segunda condicién consiste en que, con respecto al eje x, cada

G, brinda un cuadringulo ortogonal cuya anomalia es constan-

temente de 1350,
N
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A la descripcién de nuestros ot cuadréngulos. ortogonales
puede darse una forma mas sintética, si para cada cuadringulo
ortogonal, se introduce la correspondiente hipocicloide trictspide
de Steiner (hipocicloide inscripta en el cuadringulo, es decir,
tangente a sus seis lados). Las hipocicloides de Steiner son o4
(lo .mismo como los tridngulos equilateros T integrados por sus
ctispides) y a cada una pueden circunscribirsele 2 cuadringulos
ortogonales. Pues bien, los cuadringulos orfogonales corrcspon-

“‘dientes a las ecuaciones monodifricas pueden caracterizarse en

base @nicamerite a sus hipocicloides de Steiner, en cuanto es nece-
sario y suficiente que el tridngulo equilitero T tenga cierto ta-
maiio bien determinado (el radio del circulo circunscripto debe

ser 3V2/4 ) ¥ esté colocado de manera que la semirecta que va
de su centro a un vértice tenga una anomalia de —1350. Se tienen
asi o2 h1pocwlmdes de Steiner ¢, que se deducen todas una de
otra por traslacién: sus cuadringulos ortogonales circunscriplos
son' los oo# representativos de las ecuaciones monodifricas. El
resultado es sencillo también desde el punto de vista algebraico,
debido a que las o2 hipocicloides ¢, como envolventes, integran
un sistema lineal.

También he conseguido algunos resultados relativos a las in-
voluciones cuadraticas monodifricas, logradas al combmar lineal~
mente la (1) y otra ecuacién ‘andloga:

A(2®+ Bz +7) + (2 + Biz +11) =

Una involucién I.es por lo tanto cierto conjunto o2 de

- cuadréngulos- ortogonales .(completado por los pares de punlos

representados por la ecuacién anterior, para los valores de A/p
que -llevan a dos solas raices). Prescindiendo del caso trivial en
el cual el punto impropio es punto base, se encuentran esencial-

-mente dos tipos de involuciones monodifricas. Hay un tipo. par-

ticular cuando, el punto impropio es unido: en tal caso los
cuadréngulos ortogonales que integran la involucién son los &ir-
cunscriptos a una misma hipocicloide ¢. En cambio, en el casd
general, cuadringulos distintos de la involucién llevan a hipoci-
cloides ¢ igualmente distintas. La posicién mutua de los cua-
dréngulos ortogonales - de la involucién puede describirse asi. En
general, dos "cuadrangulos ortogonales Q, Q' no circunscriptos a

=\
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una miisma  hipocicloide de Steiner dan lugar a un punto que
puede llamarse central, el cual resulta de la forma siguiente: dos
hipérbolas equilateras circunscriptas a Q, Q' y con asintotas pa-
ralelas, tienen en comun una cuerda propia, que al variar esas
asintotas, pasa por un punto fijo: es ése el punto que llamamos
central. Pues bien, los w2 cuadringulos de la involucién I tie-
nen, dos a dos, un mismo punto central. .
En una involucién cuadratica monodifrica I siempre exis-
ten ol Gy, cada uno de los cuales tiene un punto por lo menos
doble. En el caso que hemos llamado particular, el lugar de los
puntos dobles propios se reduce al circulo de Feuerbach comin
a los o2 cuadringulds ortogonales de la involucién. En cambio,
en el caso general ese lugar es una cuirtica E4 (con infinitos
puntos reales) bitangente a la recta impropia. Su género es ge-
neralmente igual a 3, aunque en casos especiales puede adquirir
valores menores, lo que ocurre en el ejemplo particularmente
sencillo brindado por una involucién cuadratica: monodifrica con’
un punto base O (es decir por el conjunto de los =2 G, enire
cuyos puntos figura el punto dado O). En este cago la curva Et
tiene un punto triple en O, y es la «rosa de tres hojas» que al
tomar O como polo tiene la ecuacién polar

| ) p:lfgsen3(75'°——8');
\ 0
esta curva, junto con su simétrica J4 respecto a O (la cual es el
lugar de los puntos ulteriores de los G, del plano de Gauss que
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aceptan. O como punto por lo menos doble), permite formarse
una idea de conjunto de la distribucién de las ternas de puntos
que, junto con O, integran los =2 G,. Considerando también el
circulo @, de centro O. circunscripto a las curvas Ety Jt, y lla-
mando, como en la fig. 1, Q,, Qy, €} los tres 6valos que integran
E4, Ay, Ay, A3 los que integran.J%, y v, la regién comprendida
entre ©, ) e A, ([,m=1,2,8; l7/=m), resulta que para cada
G, integrado por A y tres puntos ulteriores distintos de A y
entre si, dichos tres puntos ulteriores pueden dar lugar tnica-
mente a uno de los dos casos siguientes: a) un punto estA situadp

.
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dentro de un 6valo €, y los dos restantes. uno en cada uno de
. las regiones vy, adyacentes; b) los tres puntos estin situados
dentro de las tres regiones Ay, A,, Aj, uno en cada regién.
Terminaré con unos resultados sobre el niméro de las raices
n-ésimas monodifricas de un dado némero complejo M, es decir,
sobre las raices de la ecuaci6n |

z(n.) = M’

para n=2 o n=3. ¢Cémo depende de M el nimero o de esas
raices? Para n=2, resulta que cuando el punto M, en el plano

'
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de Gauss, es exterior a cierta hipocicloide de Steiner _perfecta-
mente determinada (de tamafio y posicién distintas de las hi-
pocicloides ¢ de las cuales he hablado anteriormente (1)), existen
tan s6lo dos raices cuadradas monodifricas de -M; cuando es in-
terior, existen cuatro distintas entre si. Para n=3, el resultado
depende de la posicién del punto M respecto a la  linea repre-
sentada en la figura 2, (en donde los numeros indican centégsi-
mos): la linea divide el plano de Gauss en ocho regiones: si el
punto M pertenece a la més interior, la que contiene el origen, se
tiene 6=9; para M comprendido dentro, cada una de las .4
regiones (rayadas) colindantes con la anterior s="7; en las dos
restanfes regiones no completamente exteriores respecto a la curva
se tiene o=>5; y finalmente en el exterior de la curva se tiene
6=3. | ‘ '

(*) Dicha hipocicloide es la que tiene sus cfspides en los puntos represen-
tativos de los valores & =i/2; &= (43)3—1)/16.

’
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1. Introduccién. — KASNER y el autor han estudiado la geo-
melria de las curvas de escala en una cartografia general. Vamos

S, , P
a presentar aqui un resimen de nuestra obra precedente y de los
nuevos resultados obtenidos sobre el mismo tema. Véase la biblio-

grafia al findl del articulo. ’ ‘

Indicaremos por (x,y) las coordenadas curvilineas generales
de un punto sobre una superficie & y también las coordenadas
cartesianas sobre un plano =n. El cuadrado del elemento lineal dS

de X es
dS2 = E(z, y) do? - 2F(z, y) dody + Gz, y) dy® (1)

‘donde H2=FEG—F2>01y el cuadrado del elemento lineal ds
de 7 es ds?=dx2+4dy2. Esto define una transformacién T en-
tre los puntos de & y los de = tal que puntos correspondientes
son aquellos y solamente aquellos representados por las mismas
coordenadas: A toda representacion particular de la superficie X
sobre el plano n le llamaremos un cartograma. Por tanto, un
" cartograma depende no sélo de la superficie X sino también
de la transformacién T. El cartograma se_dird conforme o no -
conforme, segun lo sea la transformacién T.

La funcidn -de escala 6=ds/dS es la razén entre los ele-
mentos de arco de curvas correspondientes en’ 7 y en X respec-
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tivamente, respecto la transformacién T. Esta definida por la
foérmula

62 — (ﬁ)g_% o ()
- "~ E4+2Fy Gy - s
donde el &pice indica la derivada respecto z. En general, ¢ de-
pende no solamente del punto (z, y) sino también de la pendiente
y'. Unicamente es independiente de la direccién si T es conforme. . -
La escala o se reduce a una constante Gnicamente en el caso en
que & es desarrollable y'la transformacién T es el desarrollo
de .2 sobre 7 seguido de una semejanza en . -

Una curva de escala es un lugar de puntos de X o de =
para los cuales la escala o toma un mismo valor. La totalidad
de las curvas de escala para un cartograma dado estd definida
por c=constante. Para un cartograma no conforme existen o2
curvas de escala. Para un cartograma conforme existen ! curvas
de escala, excepto en el caso de degeneracion ya mencionado en
que cualquier curva es una curva de escala. En lo sucesivo omiti-
remos este caso degenerado, de manera que Supondremos que G
ec siempre una funcién no constante. . !

Este articulo se refiere al estudio de la geometria de las

, curvas de escala en el plano n. Consideraremos teoremas generales

referentes a curvas de escala para los dos casos de carlogramas
conformes .y no conformes

CARTOGRAMAS . NO . CONFORMES

2. La ecuacion diferencial de las =2 curvas de escala. —
Puesto 'que la representacion T de X sobre = no es conforme,
se deduce que la funcién de escala ¢ es una funcién del elemento
lineal (z,y,y’), donde y’ estd presente exphmtamente Por tanto,
en los cartogramas no conformes hay szempre o2 curvas de
escala.

Eliminando la constante o de la ecuacién (2) por derivacién,
encontramos que la ecuacién diferencial de nuestras o2 curvas
de ‘escala es )

o,":<1+y’2>fEm+y'<Es'+2Fm>+y'2<2Fy+Gw>+.y'3Gy], 3)

2[—F+y (E—G)+yF] ,
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No todo sistema de 2 curvas puede representar las curvas
de escala ‘de un cartograma no 'conforme, puesto que segtn (3)
debe existir una relac1on algcbrmca especial entre sus primeras
derivadas.

De (3) se observa que hay tres direcciones de inflexidn y
dos direcciones casplclales para las curvas de escala. Las direc-
ciones cuspidales son siempre orlogonales y coinciden con las
direcciones. caracteristicas. Segtin un teorema de TISSOT las di-
recciones caracleristicas son las de la anica red ortogonal sobre =
que por una transformacion no conforme T se convierte en una
red‘ ortogonal sobre X.

8. Caracterizacion del sistema de «? curvas de escala. —-
Sean (X,Y) las coordenadas cartesianas relativas-al punto {z,y),
del centro de curvatura de una curva de escala en el punto (z,y).
Para un punto fijo (x, y), los centros de curvatura correspondien-'
tes (lugar de los centros) de las ! curvas de escala que pasan
por el punto fijo, describen la cibica ’
G, X8 — (2F,+ G,)X?Y + (E,+ 2F.)XY? —E, Y3

+2[—FX2 4+ (E— G)XY 4 FY?]=0. x (4)

El lugar de los centros de curvatura (lugar de los cenlros) es
una cibica general que tiene un podo en el punto fijo (x,v) y las
direcciones de las tangentes en el nodo coinciden con las direc-
ciones caracteristicas.

Esta propiedad pertencce no solamente a toda familia de o2
curvas de escala, sino también a familias mas generales ds cur-
vas. Si una familia de curvas posee la prop1edad prececlente, debe
ser definida por una tcuacién diferencial de la forma

gr = (LAY (et By byt )
2(—n+-ey'+ny’?)
Esta familia representard curvas de escala unicamente si las

seis funciones «, B, v, d,.¢, n de (x,y) satisfacen las dos ecua-
ciones dlferencmles de segundo orden

M,=N,
+Nu—6 +ely+Ne +eN, +M(6+8y+sN) (6)
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donde M y N estan definidos por

(52 + 4"12)M = E(“‘_ 'Y) + 271([3 —9) —4nn, +2en, — g€p— 2ney,
(e2 +4n2)N = — 2n(a — ) +&(B — 8) —2en, — 4nn, +2ne, —8e,.
M
)

Ezisten esencialmente o2 superficies que poseen la misma
familia de oo® curvas de escala. Si la superficie X con el ele-
" mento lineal (1) estd representada sobre el plano = de manera
que la ecuacién diferencial (3) representa las curvas de escala,
el elemento lineal dS’ de cualguier superficie £’ con las misnas
curvas de escala debe estar dado por

dS2 = adS? + bds? " ‘ (8)

donde a*/-0 y b son constanles.

La clase de las curvas de escala es convertida en si misma
tnicamente por el grupo conforme. -Esto vale también para las
clases de curvas definidas por ecuaciones diferenciales del ti-
po (5).

Obsérvese que los resultados de esta seccidén son validos so-
lamente para el caso- general en que la.ctubica (4) no es dege-
nerada.

4. Curvas de escala del tipo de velocidades. Si'las curvas
pararriétficas de X no son ortogonales, es decir, F /=0, la cibica
lugar geoméirico (4) puede degenerar en tres rectas, dos de las
cuales son las tangentes a las curvas caracteristicas correspon-
dientes al punto fijo y la otra es la recta general

G, X + E-Y — 2F =0. . {9)

- "En esle caso las =2 curvas de escala forman un sistema de
velocidadés. (Un sistema de velocidades se define en general por
una ecuacién diferencial de la forma y”= (14 y2) (b —y'D),
donde ¢ y ¥ son funciones arbitrarias de x,y). Las 2 curvas
de escala (3) forman un sistema de veloc1dades Sl y unicamente si

- se verifica
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G(E— G)=F(E,+G,+2F,)

, (10).
——Ez(E——G,)zF(EY—l—Gy—l—ZFm)._ ‘
La -ecuagién diferencial de las o2 curvas de escala es en-

tonces
. §

1,. . A N
" — ﬁ (1 + y'2) (—Em + y'Gy). (11)

Si las curvas de escala forman una familia natural, las cur-
vas caracleristicas constituyen una red isoterma. Si la familia
de curvas de escala es un sistema completo de trayectorias iso-
gonales de una familia isoterma (conformal rectilinear wex), las
curvas F — G=constante y F =constante forman una red iso-
terma. ~ :

~ Un sistema de o2 curvas de escala puede ser del tipo cibico
(Lie-Liouville) cuando y unicamente cuando sea un sistema dé’
velocidades. . ,

Si las curvas paramétricas son ortogonales, o sea F =0, la
ctbica (4) unicamente puede degenerar si G,=0 o Ez=0. En
tal caso la ctibica estd formada por la tangente a una de las curvas
caracteristicas y por una cénica tangente a la otra curva caracte-
ristica en el punto dado. Este caso puede también presentarse si
las curvas paramétricas no son ortogonales.

Para el caso en que =0, las o2 curvas de escala forman
un sistema de velocidades cuando G,=E;=0. La ecuaci6n di-
ferencial (3) es entonces

N
'
. \

1 \
' L — 2 ) Y. (12
y 2(E—G) (1+y%) (By+yGz)- (12)
En este caso la ctibica (4) consta de las tangentes a las cur-
vas caracteristicas correspondientes al punto fijo y de la recta

—GX+EY+2E—=G)=0. - (13)

5. Cartogramas con escalas rectilineas. — Vamos a determi-
nar la clase de superficies & para.las cuales existe un mapa de
2 sobre el plano = tal que las curvas de escala coincidan con
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la totalidad de las o2 rectas. Esta clase de superficies X es

dS? = ag(ydz — zdy)? + 2(ayde+ bydy) (ydz — ady) +
+ a,dx? + 2codady + bydy?. (14)

Para esta clase de superficies se encuentra

H? = (ay0, — a,2)x? + 2(aocy —asby)zy ‘+ (agbs — by2)y?

+ 2((110'2 — azbl)m + 2(a1b2 —_ blcz)y + (a2b2 —_— 022)\. (15)

La curvatura de Gauss G estd dada por

H4G = 2a0H2 + 00(022 - a2b2) “I‘ agblz - 2alblc2'+ alzbz. (16)

por consiguiente, la curvatura de Gauss G resulta ser una funcién
racional de x,y. | .

En el caso general (14), las o1 rectas de escala correspon-

dientes a una escala dada son tangentes a una conica. Variando
¢ se encuentra que estas conicas forman un sistema de cbnicas
homofocales, compuesto por cénicas con centro o por paréibolas,
segin que sea a,-/=0, 0 ay=0.
. Si'la curvatura de Gauss G es eonstante, ella debe ser cero.
En tal caso es ay=a;=>0,=0. Esto significa que si la superficie
= es de curvatura constante y las curvas de escala son todas li-
neas rectas, X es una superficie desarrollable y la representacién
de X sobre w es el desarrollo de = sobre = seguido de una
transformaci6n afin. A una escala dada o corresponde un haz de
rectas paralelas. .

Por consiguiente, no existe una representacién no conforme
de la esfera o pseudoesfera sobre un plano tal que. las curvas de
escala. coincidan con la totalidad de las 2 rectas del plano. De
aqui se deduce que el tnico mapa, conforme o no, de una esfera
sobre un plano tal que las curvas de escala sean lineas rectas en
la proyeccién de Mercator en cuyo caso se tiene una simple in-
finidad de rectas paralelas como curvas de escala.

CARTOGRAMAS CONFORMES

6. Familios casi-isotermas. —Si el mapa T de X sobre el
plano 7 es conforme, se obtiene que la funcidn de escala o es una
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funcién del punto z,y tnicamente. El cuadrado del elemento li-
neal dS de X es de la forma

dS2 = eNey) (dz? + dy?). (17)

La funcién de escala s =ds/dS est4d dada por o=eXNzy),
La curvatura de Gauss G de X vale

G=—e 2@ (\p+\yy) ' (18)

y la curvatura geodésica & de una curva de = es

. y”—(l—i—y’2) ()‘ ”—y')‘m) \
- ex(1+y'2)va/2 ) (19)

Como o se supone que no es una constante, se deduce que
en los cartogramas conformes hay siempre ot curvas de escala.

Toda familia de ! curvas en © o en. & puede representar
las curvas de escala de un mapa conforme T sobre el plano =
de cualquier superficie =" de una cierta clase. Diremos que una
familia de ool curvas es casi-isolerma si ella representa las cur-
vas de escala de un mapa conforme de.una superficie = sobre
un plano = de manera ‘jue la curvatura de Gauss G sea constante
a lo largo de las curvas de escala:

Una famzlza de curvas f(=, y)_ctv es casi isolerma si y
solamente si f satisface la ecuacion en derivadas parciales de
cuarto orden

(Fras — o) ((Fazt 1) )
(Fvas —foz) ((Fa2 1))

) y
(Frg—te 3) =0.  (20)

En este caso es posible encontrar una funcién X=X\(f) tal
que \ satisfaga a una ecuacién en derlvadas parciales de segundo
orden de la forma

o A0, (21)

’

lo cual justifica el nombre adoptado de familias casi-isotermas.
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E} logaritmo de la funcién de escala o satisface también a una

ecuacion diferencial de la misma forma.

Si X satisface a una ecuacién diferencial de la -forma (21),

X z,y)=c define una familia casi-isoterma de curvas y ¢ se
- llama el pardmetro casi-isotermo.
7. Familias. isotermas y familias paralelas de tipo casi-
isotérmico. Toda familia isoterma es casi-isoterma, pero no toda
familia casi-isoterma es isoterma. Por ejemplo la familia de
elipses semejantes 2+ 2y?=cle. es casi-isoterma, pero no es
isoterma.

Si las 1 curvas de escala de un mapa conforme de una
superficie X sobre un plano © forma un sistema isotermo tal que
la curvatura de Gauss G sea constante a lo largo de toda curva
de escala, X es o bien desarrollable, o bien aplicable sobre una
superficie de revolucion.

En el primer caso las curvas de escala pueden ser cualquier
familia isoterma (y el mapa conforme es de cardcter perfecta-
menle general), mientras qus en ‘el segundo caso las curvas de
escala deben ser o rectas paralelas o circulos concéntricos (y el
mapa conforme es de caracter especial). .

Una familia casi-isolerma en el.plano m estd formada por
‘curvas paralelas unicamente cuando consiste en rectas paralelas o
en circulos concéniricos. La superficie asociada X debe ser o
desarrollable o aplicable sobre una superficie de revolucidn.

Si una superficie desarrollable X' esti representada confor-

memente sobre un plano = con curvas de escala paralelas, la re--

presentacién o mapa T es igual al producto del desarrollo de

2 sobre m por una de.las transformaciones U=ur, U=logu.

U=ev (donde u=z+1y, v=2—iy son las coordenadas mini-

mas de un punto), seguido de una semejanza. Esto es completa- -

mente diferente a lo que ocurre en el caso isotermo donde la
. representacién conforme es completamente arbitraria.

Si una superficie X de curvatura de Gauss G constante, dis-
tinta de cero, estd representada conformemente sobre el plano =
con curvas de escala isotermas o paralelas, estas curvas de escala

- deben ser rectas paralelas o circulos concéntricos. Por tanto los

unicos mapas conformes dz la esfera sobre un plano con curvas -

de escala paralelas o isotermas son la proyeccion de Mercator
(con curvas de escala rectilineas), y las proyecciones estereogrd-
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ficas y de Lambert (con escalas circulares) sequidas de una se-
mejanza. :

8. Representacidn conforme parczalmente geodésica. — Un fa-
moso teorema de Beltrami establece que si una superficie &' se
puede representar biunivocamente sobre un plano de manera que
sus o2 geodésicas se representen sobre las o2 rectas del plano,
la superficie X tiene curvatura de Gauss constante. Vamos ahora
a estudiar lo que ocurre cuando no todas las geodésicas estin re-
presentadas por rectas.

KASNER ha demostrado queen cualquier'representacién biu-
nivoca de una superficie &' sobre un plano = (o, méas generalmen-
te, sobre otra superficie X’), existen a lo sumo 3 ! geodésicas
que estén representadas por rectas (o por geodésicas de '), a
no ser que lo estén todas.

En una representacién o mapa conforme, hay a lo sumo
ol geodésicas de X a las que corresponden rectas de = (puesto
que a las 2 ool lineas minimas de X ya corresponden las 2 o1
lineas minimas de 7). KASNER ha demostrado que un mapa con-
forme transforma exactamente ! geodésicas de X en rectas de
n, las curvas de escala de la representaciéon deben formar una
familia de curvas paralelas y la familia de sus curvas ortogonales.
es la familia de geodésicas mencionada.

Si una superficie & de curvatura de Gauss constante esld
‘representada conformemente sobre un plano n de manera que
ol geodésicas de X estén representadas por rectas de m, las
curvas de escala son rectas paralelas o circulos concéntricos.

Para el caso de una superficie desarrollable o de una esfera,
estos mapas son los descritos en el n.o 7.

Es imposible representar conformemente una esfera sobre un
plano de manera que los 2 circulos maximos se transformen
en rectas. Las tres representaciones clisicas, estereografica (de
Ptolomeo), Mercator y de Lamberl son las dnicas representacio-
nes conformes que transforman el méximo numero posible (oo1):
de geodésicas en lineas rectas.

9. .Familids casi-isotermas de rectas y circulos. — Lagrange;
demostré que las tnicas familias de ! rectas o eirculos que son;
isotermas -son los haces. Nuestra generahzacmn de este resultado.
es la siguiente:
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" Las dnicas familias de ! rectas, o »! circulos, que son
de tipo casi-isotermo son los haces. La superficie asociada X
debe ser o desarrollable oo aplicable sobre una superi'lcm de re-
volucién.

Si una superficie desarrollable X estéd representada confor-
memente sobre un plano = de manera que las curvas de escala
sean rectas o circulos, la representacién es el producto de un
desarrollo de X sobre = seguido de una de las transformacio-
nes U=un, U=logu, U=e* y de una semejanza.

El unico mapa conforme de la esfera sobre el plano cuyas
curvas de escala son recias, es la proyeccion de Mercator (segui-
da de una semejanza). Los mapas conformesde la esfera sobre el
plano con curvas de escala circulares son la proyeccion. estereo-
grdfica (Ptolomeo) ylade Lambert (seguidas de una semejanza).

10. Caracterizacién de las superficies aplicables sobre su-
perficies de revolucién. —Puesto que vamos a ocuparnos ahora
principalmente de las superficies de revolucién, es conveniente
introducir la sigujente terminologia. Una superficie esferiforme
(sphere-like surface) seri una superflcle de curvatura de Gauss
constante, diferente de cero. Una superficie vasiforme (vase-like
surface) serd cualquier superficie aplicable sobre una superficie
de revolucién con curvatura de Gauss variable. Por tanto, toda
superficie aplicable sobre una superficie de revolucién puedas ser
desarrollable, esferiforme o vasiforme. Estas tres clases se ex-
cluyen mutuamente. .

Adoptando coordenadas minimas u=x-1iy, v=x—1y, se
ve facilmente que si una superficie = estd representada confor-
- memente sobre un plano 7, el cuadrado de su elemento lineal es-

ta dado por : L ‘

dS2? =2eMuv) dy do. (22)

La escala o =ds/dS esté. dada por oc=¢N2/}2 Y2 y1a curva-
tura de Gauss vale

G=—e),,, (28)

La condicién para que la superficie sea desarrollable es
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Apw=0 y las condiciories para que sea esferiforme son X\, —
)‘u }\uv:O y Xu'uv v Lw O

Una superficie = con el elemento lineal (22) es vasiforme
cuando y dnicamentz cuando se salisfa¢e idénticamente el si-
gquiente sistema de dos. ecuaciones en derivadas parciales de cuar-
to orden.

G.u!l va__. 1 Gu!l Guv —_ A )‘11 ’
6 e ale e)Ta & @

Lsta es, esencialmente, la forma analitica de un teorema de
KASNER que afirma que las tinicas superficies con un sistema iso-
termo de geodésicas son aquellas aplicables sobre una superficie
de revolucidn. En tal caso, el sistema isotermo de geodeswas es
v'=G,/G,.

En toda superfww vasiforme X representada conformemente
sobre un plano =, si las curvas de escala = cte. coinciden con la
familia G=cte., las curvas de escala son rectas paralelas o circu-
los concéntricos. Si las curvas’ G=cte. forman una familia de
curvas paralelas del plano =, ellas coinciden con las curvas de es-
cala A=cte. y por consiquiente son lineas rectas o circulos con-
céniricos.

Este teorema es una consecuencia de las condiciones (24)
para superficies vasiformes y de los teoremas mencionados en
el n. 7.

11. Superficies* vasiformes paro las cuales existen mapas
conformes tales. que las curvas de escala formas sistemas isoter-
mos que no son ni rectas paralelas ni circulos concéntricos. —
Las razones por las cuales nos vamos a restringir a superficies
vasiformes son las siguifates. Sea = una superficie aplicable so-
bre una superficie de revolucion; ella serd desarrollable, esferi-
forme o vasiforme. '

Si X es desarrollable, en cualquier mapa de la misma so-
bre un plano las curvas de escala forman una familia isoterma.
Inversamente, cualquier sistema isotermo de curvas puede servir
como sistema de curvas de escala de un mapa conforme de al-
guna superficie desarrollable sobre un plano.

Hemos demostrado que si una superficie esferiforme estd
representada conformemente sobre un plano de manera que las

\]
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curvas de escala formen una familia isolerma, estas curvas de
escala deben ser o rectas paralelas o circulos concéntricos.

Queda asi justificada nuestra limitacién a superficies vasi-
formes. El sistema isotermo de las curvas de escala no debe con-
sistir en rectas paralelas ni.en circulos concéntricos, pues es bien:
conocido que toda superficie aplicable sobre una superficiz de
revolucién puede representarse conformemente sobre un plano
de manera que las curvas de escala sean rectas paralelas o circu-
los concéntrigos.

Los .elementos lineales de todas las superficies vasiformes

para las cuales existen mapas de las mismas tales que las curvas
de escala formen sistemas isotermos que no sean rectas paralelas
ni circulos concéntricos, pueden ser reducidos, mediante conve-
nientes transformaciones, a los siguientes. tipos:

§

ceuv

dS?= (avys du dv | (25.1)
dSz = —%ﬁ udv (25. 2)
82 = [(&uJ’Z&(:Z;d)]("—z) dudv, donde n--02  (25,8)
dSz= (ij:;n du dv, dc;nde n % 0,2 . (25. 4)
.:lS"2 = %‘du dv, donde n-/-0,2 ; (25.5)
dSz= % dudv, . donde k-0, n— é, (25 6)
Sz = s i-yo-s dudv, 'donde b0 (25.7)

(utv)n

En el campo real hay esencialmente siete tipos de tales su-
perficies vasiformes, pero en el campo imaginario inicamente hay
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seis tipos: los dos wltimos (25.6) y (25.7) son equivalentes por
una transformacién conforme imaginaria.

Columbia Uﬁversity

\

New York, New York (U.S A.)
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PLAZOS OPTIMOS PARA PRESTAMOS CON |
SEGURO DE VIDA (%)

por el Prof. Josﬁ BARRAL SouTo
De la Facultad de Ciencias Econfmicas de Buenos Aires

‘

Facilitar la adquisicién de la vivienda propia es una preocu-
pacién de caricter econdmico-social y con esa finalidad se han
generalizado proced1m1ento ligeramente distintos, consistentes en
acordar préstamos combinados con un seguro de vida, que en sus
lineas fundamentales pueden esquematizarse de la manera si-
guiente:, . .

Se trata de una operacién en la que intervienen :

a) El prestatario, solicitante del préstamo, que contrae la
obligacién de abonar una cuota periddica, equivalente a un peso
anual, durante n afios.

b) El prestamista, que facilita el capital o préstamo igual al
valor actual representado por las cuotas periédicas que abonara el
prestatano durante n afios.

c) El asequrador, que a cambio de una cuota, o prima, whi-
ca, se obliga a pagar de .inmediato el saldo de la deuda, en caso
de fallecimiento del prestatario. ' \

La combinacién del préstamo con el seguro de vida se re-
suelve, sencillamente, entregando al prestatario el monto del prés-
tamo con deduccién de la prima tunica, o coste, del seguro
pertinente. v

El prestatano queda asi obligado a pagar el equwalente de
$ 1.— anual si vive y por un plazo no mayor de n afios. Y a
cambio de ello recibe un cierto valor efectivo ¢ (n) igual al ca-
pital facilitado por el prestamista menos la parte de capital que
debe ‘cederse al asegurador como coste del seguro para respon-
der por el saldo de la deuda en caso de fallecimiento.

(*) Comunicacién hecha en las Primeras Jornadas Matemdiicas Argentinas
realizadas en julio de 1945, en las ciudades de La Plata y Buenos Aires.
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Si x es la edad del prestatario y n el plazo, el mencionado
valor efectivo, utilizando las funciones biométricas y financieras
conocidas, se expresa pues, asi:

1 E(n)= o2 dz — \ Po Bope Tt dt [ e~ dz
([ erde[ e

siendo 3 el tipo de interés continuo por el cual se rige el presta-
mista y Y el. que rige para el asegurador; e la base de los
logaritmos neperianos; ,p, la probabilidlad para un individuo de
edad x de sobrevivir a la edad z+4ty P‘aH:t la tasa instantinea
de mortalidad a la edad +1.

Esa expresion, invirtiendo el orden de integracidn de las va-
riables de acuerdo a la regla de Dlrlchlet puede transformarse
en:

@) &(n) /—f» (1— / oy L) dz

y su derivada vale:

n

(3) (S’(n) :c—bn (1 —-/ lp.t "’I'.’L‘-i-[ .6—(Y—6)l dt) .

0

La integral contenica en el paréntesis del segundo miembro
representa, formalmente, el costo tnico de un seguro de vida por
un capital unitario, valuado a un tipo de interés continuo que
puede ser negativo o positivo, segtin sean los valores d y v.

Generalmente el tipo de interés d por el que se rige él prés-
famista es superior al y que rige para el asegurador, y en tal
caso resulta negatlivo e igual a — (5 —v) el tipo de interés, con
lo cual el factor descuento resulta mayor que la unidad, -asig-
nando mas valor a los pagos futuros que a los actuales, contraria-
mente a lo que ocurre con la generalidad de las operaciones.

Ahora bien, designando con @ la edad limite es

v ”
/ 1Pz Py dt=1

0 .

y por lo tanto la posibilidad de que la integral contenida en (3)
supere o0 no el valor uno depende de si el tipo de interés (d—),
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es positivo o negativo, como se desprende de una simple aplica-
<ién del valor medio.

De aqui, la observacién interesante que hasta ahora, que se
sepa, no ha sido hecha, y es la de que la funcién & (n) admite
un méximo, determinado por el valor n, que anula su primera
derivada. En ese sentido n, es un plazo éptimo y es mteresante,
sefialar que depende tnicamente de la tabla de mortalidad y de la
diferencia entre los tipos anuales de interés (interés conlinuo)
(8—7); y no de los valores aislados, d y v.

Para la tabla de mortalidad Hm corresponden, con suficiente
aproximacién, los siguientes valores:

PLAZOS OPTIMOS {en afios)

Edaag_}es (') Diferencia entro las taens, (3) del préstamo y \(T) del seguro: 100 (B — T)

preste- 09 | 096 % 1,91 9, 2,84 3,77 9
30 71,3 46,3 40,8 - ‘ 37,0 34,1
40 61,3 38,6 34,1 30,9 28,56
50 51,3 31,2 274 24,9 23,0
60 413 24,1 21,1 19,2 17,7
70 31,3 17,5 15,3 13,9 12,9
80 21,3 11,8 10,3 9,3 8,7
90 11,3 73 6,3 5,7 5,3

|

P

—_— \

(Y Las tasas se rofieren a los tipos anuales de interés continuo. Siendo
los tipos anuales de interés, ¢ del préstamo y j del seguro, la diferencia y—3o es-

b—1 1+7,‘
14

t4 determinada por la relacién ¢ 3 La diferencia 35—+ coincide,

aproximadamente, con la diferencia ¢-j.



- UNAS FORMULAS INTEGRALES REFERENTES
- A CUERPOS CGONVEXOS

. por L. A. SANTALG

I

1. RESUMEN DE RESULTADOS. — Fijada una esfera de radio
‘unidad . con centro el origen de coordenadas, una direccién cual-
quiera del espacio queda determinada dando las coordenadas
9, ¢ (colatitud y longitud) del punto P de la esfera que es ex-
tremo del radio paralelo a dicha direccién. El elemento de 4rea
de la esfera, correspondiente a este punto vale

dP =sen % d9 de. : (1.1)

Una recta G del espacio puede determinarse por el punto

(%, 9) que fija su direccién, mas las coordenadas z,y del pun-

to en que G es cortada por un plano- normal a la misma; las

coordenadas x,y se refieren a un sistema cartesiano ortogonal

de dicho plano.normal. Entonces, para «medir» conjuntos de

rectas G del espacio, es sabido que sc toma la integral, exten-
dida al conjunto, de la forma diferencial

dG=sen $d% dop dvdy=dP dzdy , (1.2)

quée se llama «denmdad» para conjuntos de rectas *).

Sea K un cuerpo convexo del espacio. Se llama «plano
de apoyo» de K a todo plano que tiene algin punto comin
con K sin atravesarlo, es decir, dejando a K todo de un mismo
lado. Por cada recta G que no corta a K, pasan dos planos de
apoyo de K. Las rectas G para las cuales estos planos de apoyo
tienen con K méas de un punto de contacto, forman un con-

:(‘) Ver, fyor ejemplo, R. DELTHEIL, Probabilités géoméirigues, Paris, 1926,
phig. 89. W. BLASCHKE, Vorlesungen iber Integralgeometrie, Leipzig und Berlin,
1937', phg. 66.
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junto de medida nula (entendida la medida como la integral de

(1.2)) y no influirAn en nuestras consideraciones. Para las de-

mas rectas, cada plano de apoyo de K que pasa por ellas liene
: un punto de contacto tnico. Llamemos T; y T, a las distan-
h cias de los puntos de contacto de los dos planos de apoyo de K
que pasan por G a la misma recta G. Llamemos, ademés, o
o al angulo que forman estos dos planos de apoyo de K que pa-
san por G, tomando el 4ngulo que comprende a K en JSu in-
o terior (fig. 1).

.! o o Lo - Fig. 1.

Las féormulas que queremos demostrar en esta nota son,
con las notaciones dichas, las siguientes, en todas las cuales la
integracién se considera exiendida a todas las rectas del espacio
que no cortan a K

.~

dG = 871

]‘senm

(a) T T

\

que se generaliza, para m>1, en las siguientes

J'sen2 ®© 1G—3g (2m—2) (2m—4) ... 4.2 ”

(b) |

- T, T, (2m—1) (2m—3) ... 3.1
sen2m+1&>_ (2m-1) (2m—3)
©) J T, =t am2)..
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\

. las cuales pueden condensarse en la f6rmula dnica

/2 147
[171 dG 47[ F(u+1) ¢

J sentm ( n)

Llamando M a la integral de curvalura media de K (Ver

no, 2), vale también
[}

@) j (20—sen2 o) (711,—+T)dG 167 M.

, Si K tiene curvatura.de Gauss % distinta de cero en cada
punto, -llamando k;, k, a los valores de esta curvatura en los:
puntos de contacto de los planos de apoyo de K que pasan por
G, siendo F el 4rea de K, se tiene también

() J(Zco seni 2 o) (Tlhl+T2 ) dG=4MF.

, /
Ademas de estas, en el n°. 3, II, obtenemos todavia olras
férmulas del mismo tipo, como las (3.10) y (3.11).
Todas estas férmulas vienen a ser la generalizacion al es-
pacio de otras conocidas para figuras convexas del plano, ob- -
tenidas por Crofton y por Lebesgue (2).

2. F6rMULAS coNocIDAS. — Para la demostracién de las for-
B mulas enunciadas, -necesitaremos algunas férmulas auxiliares co-
nocidas, que vamos a enunciar.

Sean P, P, dos puntos de la superficie de la. esfera uni-
dad. Ellos determinaran un circulo miximo C, cuyo polo re-
presentaremos por P. Para determinar el conjunto de- los ‘dos
puntos Py, P,, en lugar de las cuatro coordenadas %;, ¢ (i=1,2),
se pueden dar las coordenadas 9, ¢ de P, més los 4dngulos «, ay
que fijan la posicién de Py y P2 sobre el circulo C, es decir,
las distancias angulares de dichos puntos a un punto fijo de

v
i

v

o (* H. LesEseUE, Ezposition. d'un mémoire de M W. Crofton, Nouvelles
Annales de mathématiques, vol. 12, 1912, phgs. 481-502.
(®) Ver W. BLASCHKE, loc. cit.,, pig. 78.

"




— 81 — -
i_‘.
C. 'Se demuestra entonces que vale la sngulente formula dife-
rencial (3)

i

v
f
2
d

b ' dP, dP,= |sen (a; = &) |da; doy dP, - (2. 1)}

. donde los dP; tienen los valores (1.1).
Otra férmula que necesitaremos es la siguiente, que. pue-
de obtenerse como simple ejercicio de -célculo integral ,

T Ao e

(2m—1) (2m—3) ... 3
2m  (2m—2)...2
(2771.——2) (2m—4) ..
(2m—1) (2m——3)

72, si n=2m
(2.2)

n, sin=2m—1L.

< RIS s ey

ch—-—sﬁ -

ks
j |sen (ay — az) |nda, da,=
0

Para la obtencién de las férmulas (d) y (e) necesitaremos
recordar -como debe tomarse la «medida» de un conjunto de
planos del espacio. Fijado un punto O, un plano E del espa-
cio queda determinado dando su distancia h al punto O y la
direccién de’su normal, la cual estard determinada por el pun-

Cto Py correspondlente de la esfera de radio unidad.
’ Para medir un conjunto de planos, se toma entonces la in-
tegral, extendlda al conJunto de la expresién diferencial

dE=dP,dh . N )

siendo dP; el elemento de drea (1.1) de la esfera unidad co-
rrespondiente- a la direccion de la normal al plano E.

La medida del conjunto de todos los planos que cortan a
un cuerpo convexo I, es un invariante M del mismo que, cuan-
do K tiene,radios principales de curvatura R,, R, distintos de
cero en. cada punto, coincide con la integral de curvatura me-

dia, o sea, [

JdL‘ M:lJ(R—14 i)d | (2.4)

E.EZ=0 K

siendo ds el elemento de 4rea de K (4). Cuando K tiene pun-

(‘) . Vet DELTHELL, loc. cii., pig. 95. BLASCHEE, loc. cif., pig. 65 y 72.
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tos o lineas con radios principales de curvatura no -definidos o
iguales a cero, M no puede definirse por la tltima integral
(2.4), pero lo seguiremos llamando integral de curvatura me-
dia de K.

3. DEMOSTRACION DE LAS FORMULAS ENUNCIADAS EN EL N® 1.— .
I. Consideremos una figura convexa plana K* y un' punto ex-
terior Q. Sean A y B los puntos de contacto de las rectas de
apoyo de K que pasan por Q y o el 4ngulo.que estas rectas
forman entre si. Pongamos T;=QA,T,=QB (fig. 2). Las rec-

tas de apoyo que pasan por Q, y por tanto también este punto
Q, quedan determinadas daundo las direcciones oy, a; de sus.nor-
males; suponiendo Q determinado por ¢;, @, queremos hallar
la expresién del elemento ‘de 4rea del plano, correspondiente al
punto Q. Basta observar para ello que al variar o’ a o, -+ day,
el punto Q pasa a un punto Q' sobre QB tal que

QQ".senw=T, da,. ‘ (8.1) -

Analogamente, éupuesta la recta QA fija y haciendo va-
riar ay a ay+day, el punto Q pasa al punio Q" (no dibujado
en la figura) sobre’ QA tal que

Q0" sen =T, da,. (8.2)
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'Como el elemento -de érea del plano correspondiente al

punto Q vale. dQ=0Q0Q .QQ"senw, de (3.1) y (8.2) se deduce

\

d Ty d . ‘ )
Q= senw da N (3:8)
y también S
. sen '
dd, do, = T.T, dQ. (3. 4)

\

Supongamos ahora un cuerpo convexo K del espacio y una
"recta G que no lo corta. Consideremos los planos de apoyo
de K que pasan por G. Proyectemos toda la figura sobre un
plano -perpendicular a G; sea K* la proyeccién de K y Q el
punto en que se proyecta la recta G. Las distancias T,,T,
que figuran en las férmulas del no. 1, son ahora las longitudes
Ty, T, de las rectas de apoyo de K* que pasan por Q.

Los puntos P; y P, de la esfera unidad, correspondientes
"a las direcciones de las normales a K en los puntos de contacto
de los planos de apoyo-que pasan por G, pueden determinarse,
(no. 2), por el punto P, polo del circulo méximo que ellos de-
terminan y que coincide con la direcgion de G, mas los éngu-
los ay,d, que son' ahora los mismos que en la proyeccién deter-
minan las normales a las rectas de apoyo de K* trazallas por Q.

De (2.1)'y (8.4) se deduce por tanto (puesLo que sen =

|sen (a; —as)|),

senZm

dP,dP, = ——~
P, dP,= T.T,

d0 dP.

Pero, segun (1.2), fmesto que drxdy=dQ, se tiene

sen2o

7.7, 46 , (3.5)

< dP, dP,—

JIntegremos ambos miembros de esta expresion a todos.
los pares de puntos Py, P, de la esfera unidad. El primer miem-
bro, siendo [dPy= dP2__47r nos da 1672, Si el segundo miem-
bro lo integramos a. todas las rectas G del espacio que no cor-
tan a If puesto que permutando entre si P; y P, se obtiene
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la misma recta G, el resultado serd igual al del primer miem-
bro dividido por 2, o sea, igual a 872, Queda, por tanto,

sen? ’
2
jTlT dG—=8x (3.6)

extendida la integracién a todas las rectas G exteriores a K.
Es la formula (a). '

Para obtener las férmulas (b) y (c), basta mu1t1p11car am-
bos miembros de (3.5) por sen»lw, e integrar a todos los pa-
res de puntos Py, P, de laresfera unidad. En‘el primer miem-
bro, teniendo en cuenta que senw=[sen (a;—a,)| y (2.1),
resulta

21 21
J. J[sen (ai—uq)lndaldaz dP =

o
2n4j
.0

habiendo integrado dP sobre una semjesfera, puesto que a pun-
tos opuestos. corresponde ‘el mismo circulo maximo C. Divi-
- diendo por 2, como antes, la expresién (3.7). para tener en
cuenta que al permutar entre si los puntos P,,P, se obtiene

0 0 ,

T
Jlsen (0 — o) |rdogda, ~ (3.7)
0 : :

la misma recta. G, resulta .
l T T .
.I_
J s;,nr;’, © ch 4 J J'|sen (oy —ay) |nday day
00

estando la primera mtegracxon extendida a todas las rectas G
que no cortan a K. Aplicando (2.2) resultan -de aqui inmedia-
tamente las férmulas (b) y (¢).

II.  Si el cuerpo convexo K tiene en todos sus puntos cur-
vatura de Gauss k distinta de cero, llamando ds al elemento de
drea de la superficie de K y siendo dP el clemento de 4rea de
la esfera unidad en el punto correspondiente a la normal a K
en P, es

dP =l ds. (8.8)
"y
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Por tanto, llamando Ik, a los valores de la curvatura
de Gauss de K en los puntos de contacto de los planos de apoyo
que pasan por G y ds;,ds, a los elementos de drea correspon-
dientes a los mismos puntos, en lugar de (8.5) se puede poner

senZm

ds, ds; =

De aqui, integrando ds,,ds, a toda el area F de K y divi-
diendo por 2 para tener en cuenta que al permutar los puntos
entre si resulta la misma G, se tiene

senZm 1 : '
[ — ——F2. .
jkihzTiTsz 2 7 (3.10)

‘estando la integracién, como siempre, extendida a todas las rec-
tas G exteriores a K.

Si en (3.5) se sustituye unicamente dP; por kyds; y se
mantiene dP,, al integrar ds, a toda la superficie de K y dP,
a toda. la esfera unidad, y permutando luego Py y P, para
mantener la simetria en el segundo miembro, resulta

j(i+ ! )se‘”’da 4nF, ‘ (3.1.1)‘ |

Iy " ky/T,T,
extendida la integracién a todas las G que no cortan a K.

"III.  Para démostrar las formulas (d) y (e) supongamos
el conjunto de un plano secante E; y un plano de apoyo E,
- de K. Sea G la recta en que ambos planos se cortan y Ty la
distancia del punto de contacto de E, a la'recta G.

Proyectemos toda la figura sobre un plano perpendicular‘

a G. Como antes, sea Q el punto en que G corta a este pla-
no seccién y K* la proyeccién de K (fig. 3). Sea O* la pro-
yeccion del punto fijo O que sirve para medir la distancia h
al plano E; (n°. 2). La recta QA, seccion del plano E,, queda
determmada por el angulo o, que forma su normal con una
direccion fija. La recta QB, seccién del plano E, queda deter-
minada por la direccién oy de su normal y la distancia h a O*.:
Al variar o, a o, do,, manteniéndose fijos h y a,, el punto
Q pasard a un punto Q’ tal que

\
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Ty day =QQ’senr, (3.12)

siendo © el dngulo de los dos planos E; y E, Si se suponen '
fijos @y y o, y varia h a h+dh, el punto Q pasa al punto Q”
(no dibujado en la figura) situado sobre QA, tal que

dh=,00Q"sent, - (3.183)

Yy si h y a; se mantienen fijos y se hace variar o, a a,-+da,,
es 5 O .
day, =dr. , (3.14)

De (3.12), (8.13) y (8.14) se deduce, siendo el ‘elemento,
de area del plano dQ=0QQ .QQ".senr,

dh do, doy = f;_“—‘ dQ dr. (3.15) "
- |

Multipliquemos ahora ambos miembros de (3.15) por el
elemento de area de la esfera unidad dP, correspondiente a la
direccion de la recta G. Siendo sent=sen (a;—a,), segin
(2.1) y (1.2), resulta :

dhdP, dPy = S;“"’ dG dv (3.16)
1

siendo ﬁl el punto de la esfera unidad correspondiente a la nor-
mal a E, y P, el correspondiente.a la normal a E.

e
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" De (3.16) y (2.3) se deduce

Sell T RN

dG dr. S (3.17)

{

dP, . dE, =

1

Integremos finalmente estas expresiones equivalentes, a to-
dos ‘los planos E; que cortan a K y a todos los puntos P, de
la esfera unidad. El primer miembro, segin (2 4);-da

'dP, dE,= [ dP, [dE,— 4= M. (3.18)
JaPdE,= dp, |

En cuanto al segundo miembro de (8.17), habrd que in-
tegrarlo a todas las rectas -G exteriores a K y, para cada G, a
los valores de t© comprendidos entre 0 y , siendo como anies”
@ el dngulo que forman entre si los dos planos de apoyo de K
que pasan por G. Siendo

. W
1
o J sen2t dt = y (20 — sen 2w), ~ (3.19)
: 10 .

resulta que la integral del segundo miembro de (3.17) exten-
_dida a todas las rectas G exteriores a K, poniendo de mani-
 fiesto para cada G los valores T; y T, corréspondientes a sus
dos planos de apoyo, vale

" j (200 — sen 20) ( T+ Tz) dG (2. zo).

extendida la integracién a todas las rectas G que no cortan a K.

Igualando (3. 18) y (3.20) se obtiene la férmula (d).

Si en (8.17) se pone dP;=k, ds, (segin (8.8)), se pue-
de escribir ] _ .

sen2t
‘ dsydB;=—— =P dG dr,

e mtegrando ambos miembros a todos los planos E; que cortan - .
a Ky atoda el drea F de K, resulta, teniendo en cuenta (8.19),

- la Gltima formula (e) enunciada.

INSTITUTO DE MATEMATIOA
ROsARIO .



' SOBRE DERIVADAS GENERALIZADAS DE
PEANO (*) .

-

por ErNEsTo CoroMINAS (Mendoza) B

La historia de las derivadas de Peapo se remonta casi a los
fundamentos del célculo infinitesimal; pero mejor serd limi-
tarse a Lagrange. Lagrange en su Teoria de las funciones anali-
ticas decia que si se queria justificar r1gurosamer1te el célculo
infinitesimal debia introducirse el concepto de derivada ‘partiendo
del desarrollo de Taylor, sin embargo, la evolucién histérica -
posterior sigui6.un camino muy diverso al definir Cauchy la
derivada como el limite del cociente incremental; con ello pudo
introducirse el rigor ;que deseaba Lagrange dunque el desarrolio
de Taylor pasaba a ser una consecuencia, o teorema, deducida -
de los principios y nociones fundamentales del célculo. A pesar
de todo, las ideas de Lagrange no quedaron del todo olyidadas, ya
- que en las funciones de variable compleja ‘el desarrollo de Taylor
volvié a jugar un papel preponderante. :

Cuando se reconoci6 el caricter intrinseco de las funcmnes
analiticas qued6 patentizado que si las derivadas se introduciam
mediante ‘el desarrollo de Taylor se réducia enormemente el
concepto de derivada, al quedar reducido el campo de aplicacién
a las funciones analiticas. De este modo quedaban excluidas del
célculo, no solamente las funciones casi analiticas sino también las.
clases mas reducidas de las funciones infinitamente derivables y
hasta las funciones con una sola derivada; la definicién de Cau-
chy era mucho més amplia que-la de Lagrange.

A pesar .de todo, la idea de utilizar el desarrollo en serie de
potencias del incremento para defmlr a las derivadas sucesivas

(*) Trabajo presentado en las Primeras Jornadas Maiemdticas Argentinas
realizadas en Buenos Aires y La Plata del 27 al 29 de julio de 1945.
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era buena si previamente se introducian algunas variantes, por
ejemplo, tomando un nimero finito de términos y dando una
expresién del resto independiente de las mismas derivadas. Esta
“aguda modificacién fué propuesta por el genial matematlco ita-
liano Peano, demostrando previamente que el resto es' de la
forma o(hn), esto es, un infinitésimo de orden superior a n.
En definitiva tenemos que si una funcién admite n derivadas
‘sucesivas ordinarias en un punto x se verifica que

f(zth) =f(z) +f (@) h+ f”(x) -+ -+ f(")(w)~ ¥ O(h") (1)

es decir, que en el entorno de un punto la funcién coincide con
un polinomio del incremento de grado n, cuando se prescmde de
infinitésimos de orden superior, esto es, de orden superior a n.

Peano invirti6 los términos de la cuestion tomadno ‘esta
propiedad, que era un teorema para las derivadas de Cauchy, co-
mo definidora de las derivadas. Asi, siempre que una funci6p
‘en el entorno de un punto coincida con un, polmomm de grado n
del incremento, salvo infinitésimos de orden superior, diremos
que la funcién tiene n derivadas sucesivas que son precisamente
los coeficientes del desarrollo multiplicdos por las'respectivas fac-
toriales. En una palabra, la igualdad (1) es la misma definicién
de las derivadas.

Evidentemente cuando existan las n derivadas ordinarias la
definicion de Peano serd equivalente a la .de Cauchy, lo que‘
no siempre sucede, segtin veremos después. Es interesante destacar
que para la pnmera derivada ambas defm;,cmnes son equivalentes

pues, en’ efecto, si |

f(z4h) = f(z) +f(z) h+o(h)

se deduce (

|  Heth)—f(@)
‘ h

/4

— f(2) - (h0)

y reclprocamente.
Con la definicién de Peano dejamos de definir las deriva-
das sucesivas reiterando la definicién "de derivada primera, ya
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que definimos las n derivadas simultineamente a partir de la fun-
cién; dejando de ser necesariamente cada una de ellas la derivada
de la anterior. Por lo demés, cuando se habla de derivada n-ésima,
aunque se defina directamente a partir de la funci6n, existen to-
das las anteriores, puesto que se han definido simultdncamente
con ella. Estas consideraciones, inmanentes. en la misma defini- -
cién, son las’ que méas caracterizan y dlstmguen a estas deriva-
das de las corrientes.’ ‘
Con un ejemplo veremos mejor lo antedicho a la vez que se
apreciara bien claramente la mayor generalidad de estas derivadas,
: 1 1 . .
Sea f(x)=e " senez, para /=0, y nula en el origen. El pri-
mer factor de la funcién, y por lo tanto la funcidn toda, es
un infinitésimo de tipo exponencial, siendo por consiguiente de
orden mayor que n arbitrario. Asi resulta que la funcién coin-
cide, con un pélinomio idénticamente nulo, cuando se prescinde
de infinitésimos de orden superior; la funcién admite, pues,
infinitas derivadas y todas son nulas. Por otro-lado la funcién
2 1 - 1 2 1 .
derivada f'(x)= o & msen. s’ —— cos. ez es discontinua en el
origen (con oscilacién infinita) y por consiguiente f\(x) no ad-
mite derivada segunda; ademas ninguna de las infinitas derivadas
de Peano es derivable P (Peano) por ser todas discontinuas.

Peano mismo estudié facilmente las propiedades formales
de sus derivadas que, naturalmente son las mismas que para las
corrientes. Después para ‘encontrarnos con un progreso real debe-
mos llegar hasta el afio 1935 en que el matemaético francés Den-
joy publica un trabajo fundamental sobre el problema de la
nueva derivacién donde sienta las bases para su ulterior estudio.

-Denjoy comenzé estudiando el punto..basmo para toda deri-
vada, a saber, si ella determina la primitiva o funcién de la
cual procede. A tal efecto ide6 un proceso transfinito y comstruc-
tivo que permitiera el célculo efectivo de la primitiva, generali-
zando su conocida totalizacién; de este modo soluciond de un
golpe dos problemas: por un lado daba ‘directamente la primi-
tiva con lo cual quedaba resuelto por el otro, el problema de si
la derivada determinaba a la primitiva, en una palabra, demostré
también el teorema fundamental del célculo integral. Sometidas
a esta prueba esencial las nuevas derivadas dejaban de ser una
mera curiosidad, ya que sobre ellas: podia construirse una:.teoria '
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anfloga y paralela a la de nuestro cilculo; gomo en la inlegra-
cién se podia,ampliar el campo dé aplicacién manteniendo en
pi€ las ideas fundamentales.

Para ‘profundizar Jlas- analogias se nos plante6 de un modo
natural indagar si se podia demostrar el teorema fundamental
del célculo integral correlativamente a como se hace en calculo.
Por otro lado como la demostracion ‘de Denjoy utilizaba los
nimeros transﬁmtos también nos propusimos eliminarios para
satisfacer a los que todavia mantienen escripulos o repugnancia
" hacia tal método de razonar que, ademis de comodo y seguro,
es de una eficacia extraordinaria. La pauta es bien conocida: co-
mepzar por los teoremas del valor medio, y asi lo hicimos.

En anteriores comunicaciones a la Unién Matematica Argen-
tina, ya dimos cuenta de que todos los teoremas del valor me-
dio ‘pueden generalizagse para las derivadas.de Peano; con ello
la analogia con las derivadas ordinarias quedé definitivamente
coufirmada. No volveremos sobre la cuestion y pasaremos ade-
lante.

. Como consecuencia del teorema. del incremento finito genera-
lizado hemos demostrado la propiedad distributiva para la deri-
vacion, es decir, que. la derivada m-ésima de la derivada n- ésima
es precisamente la derivada (n--m)-ésima de la funcién, o de
ofra .manera - '

.

' [fn)(x)}(m) = fntm)(z) o Dm Dn f(z) = Dmin f(z)

pero en cambio, como ya dijimos antes pueden existir Dnf(z) y
Dn+mf(w) sin que la primera admita derivada m-ésima; esta es
la tnica caracteristica de la derivacién ordinaria que se pierde. La
mayor gene alidad de las derivadas (P) -se obtiene, pues, a un
precio b1en§nod1co.

* Y ahora viene algo muy ‘curioso. Aun en el caso en que
fr+)(z) no sea la derivada de f()(x), siguen en pie los teoremas
del valor medio, por ejemplo, fm)(z-+h) — fr)(z) = hfirt1)(z+h)
a pesar de que la funcién del segundo miembro no sea la derivada
de la del primer miembro. Lo mismo acontece cuando las deri-
vadas, sin relacién entre ellas, no son consecutivas. Una generali-
za¢ién se presenta. naturalmente después’ de eso; definiremos a
frim)(z) como derivada m-ésima de. fn)(z). :
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Si aplicamos la anterior definicion a la funcién f’(x) ==
9 ‘ 1 : '
i’—e"ﬁsen.é%—-;}z—'cos.eﬁ (derivada de e~ assen . emn) resulta tener
infinitas derivadas todas nulas y en carnbio no'és derivable (P)
por ser discontinua. Este nuevo concepto permite derivar funcio-
nes discontinuas (no todas) mantemendo en pie los teoremas de
la media.

La mayor generahdad de la derivacion de Peano es evidente
cuando se considera un solo punto, pero para un solo punto y
hasta para un con]unto numerable de puntos no mereceria la -
pena preocuparse de ninguna innovacién. Serd necesario estudiar
si puede darse un ejemplo de funcién derivable (P) y no diferen- .
ciable en ningén punto. Referente a este punto hemos obtenido
el siguiente teorema:

Cuando™ una derivada n-ésima de Peano es acotada en todo
un segmento se confunde en todo él con la correspondiente deri-
vada ordinaria. : .

El mismo teorema se puede dar en forma puntual conside-
rando acotada a una funcién en un punto cuando lo es en todo
un entorno del mismo. Para derivadas acotadas las definiciones
de Cauchy y de Peano.son equivalentes, luego la novedad de la
derivacién (P) se circunscribe a las derivadas no acotadas. Para
las derivadas finitas, sabemos por un razonamiento de Baire; que
son puntualmente no’acotadas, esto es, que en el interior de un
segmento cualquiera se puede encontrar otro en que la funcién
es acotada y, en eptos segmentos, se confundirdn las dos deri-

- vadas. Resulta, pues, que las derivadas finitas se confunden para

conjuntos, abiertos densos topoldgicamente, lo que no es Otice
para que dicho conjunto sea de medida infinitamente pequefia.

La demostracién del anterior teorema, principal motivo de
la com\unicacic’)n,-presenta analogias con la demostragion de - cier-
tos teoremas de cardcter tauberianos o inversos, xe como es
bien sabido pertenecen a la teoria de la sumacién de series di-
vergentes. En particular el paremdo es notable con el teorema de
Hardy que afirma la convergencia de las series sumables Cesaro

(Cy) cuando el {érmino general es de la forma O(l) . Una {tal
n

analogia con un criterio de convergencia induce a pensar que serd
dificil dar una condicién necesaria y suficiente para dilucidan
cuando las dos derivaciones coincidirdn, piénsese solamenie en
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que nunca se da un criterio definitivo, lo que obliga a formular
una sucesién de criterios cada vez més afmados En nuestro
caso la condicién dada es 51mple1nente suficiente, puesto que exis-
ten derivadas ordinarias no acotadas. '

La semejanza con los teoremas tauberianos no termina aqui.
ya que la generalizacién debida a Landau del teorema de Hardy
tiene correlativo en nuestra teoria. El teorema de. Landau se li-

1
mita a reemplazar la doble acotacion de Hardy u= 0( ) por

1 1
una acotacién S1mp1e un<0( )0 u >O( n) Asi, si se substi_

tuye la hii)(’)tesis de la doble acotacién de la derivada (P) por la
acotacion superior, o inferior, de la misma manera se puede con-
cluir que ambas derivaciones coinciden.

Son muchas las analogias y contactos que se pueden esta-
blecer entre estos estudios de la derivacién y otros capltulos de la
Matematica. Aparte de la sumacién de series, de lo que ya hemos
hablado, se nos han presentado esirechas relaciones con el algebra
y ¢l célculo de diferencias finitas y, dentro de este cilculo, espe-

cialmente con las écuaciones a diferencias finitas y el teorema

de Poincaré. Con ello se confirma una vez més las miltiples
aplicaciones que puede tener la fecunda teoria. de funciones de
variable real en el resto. de la matematica.

. . \
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UN RECONOCIMIENTO DE ESTRELLAS DOBLES
~ QUE TIENEN COMPONENTES
. ENANAS BLANCAS (*#)

por WILLEM J. LUYTEN —
(Universidad de Minnesota, Estados Unidos)

Mucho es lo que se ha trabajado en afios recientes en el
problema de la constitucién. interna: de las estrellas y, en particu-
lar, de las enanas blancas, pero la cantidad decisiva es siempre
la masa y hasta ahora sélo:se conocen las masas de dos ena-
nas blancas. Por esto se pensd que era importante buscar: enanas
blancas entre las componentes de estrellas binarias. Ya que pocas
enanas blancas, si es que hay alguna, son mdis luminosas {que
magnitud absoluta 10, no tiene mucho sentido el buscarlas entre
estrellas dobles ‘visuales, la mayor parte de las cuales son .estrellas

gigantes o estrellas brillantes de la secuencia principal, y nuestra.

mejor posibilidad para descubrirlas parece encontrarse entre los
pares débiles con movimiento propio grande.
Como primer paso, se observaron con el reflector de 91 cm.

"del Observatorio Steward de la Universidad de Arizona, todos los

parcs débiles contenidos en el catilogo LDS, con declinaciones
al norte de —48° y con movimientos que exceden 0”.1 por afio.
Para cada estrella se tomaron dos placas, una azul ordinaria, de
emulsién 103 a-O, y una amarilla, de emulsion 103 ,a-E, usan-
do filtro «minus blue» Ne. 12. Esta tarea fué cumplida me-
diante la colaboraciéon entre el Dr. P. D. Jose y el autor;
alrededor de la mitad de las placas fueron tomadas por los dos
juntos -durante las tres visitas por intervalos de diez dias que el

L]

(*) Comunieagién presentada a la 8% Reunién -de I3 A F A, en Cérdoba,
el 20 de septiembre de 1946.° (Traducida por J. Sahade) -
(*) Pronto serf publicado el detalle eompleto de estas observaciones.

\
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autor hizo a Tucson en septiembre de 1944, marzo de 1945 y
marzo de 1946, y el resto por Jose en 1945 y 1946. El indice .
de color diferencial entre las componentes fué estimado de la
manera usual, directamente al décimo y relativamente a 5 o 10
estrellas de comparacién de mds o menos la’ misma mwmtud
aparente, aplicindose una correccién, creciente con la magmtud
y con la latitud galdctica, para tener en cuenta el color promedio
de las estrellas de comparacion.

En. total, han sido observadas, asi, 327 estrellas binarias (1)
'y, entre éstas, se- encontraron 8 binarias nuevas cada una de las
cuales posee una componente blanca. Si a éstas agregamos las
cinco binarias semejantes anunciadas hace algn tiempo y que
fueran descubiertas por el autor ent_re estrellas del, hemisferio
Sud:- con movimientos que exceden 0”.3 por adio, las dos descubier-
tas por ‘Jose y el autor entre pares similares del hemisferio
Norte, y las tres compaiieras de estrellas binarias, cuyo cardc-
ter de enanas blancas fuera descubierto por Kuip@r, se tiene un
total de 18. Los datos relativos a estas estrellas se consignan
en la Tabla 1, cuyas diferentes columnas dan, sucesivamente, -
la de51gnac1on de la estrella, su posiciébn para 1900, el movi-
miento propio total por aifio, la direccién de este movimiento, las
magnitudes folograflcas y los indices de color de cada com-
ponente, la separacion y el dngulo de posicidon del par, la época
de la medicién, y, finalmente, el movimiento orbital a esperarse.

Si bien puede resultar que no todas las estrellas incluidas
en la lista sean enanas blancas genuinas, es casi seguro que
‘todas ellas deben ‘estar situadas considerablemente por debajo de
la secuencia principal y deben ser degeneradas en grado marcado,

Las magnitudes fotograficas de muchas de estas estrellas han
sido determinadas por el autor con el telescopio de Tucson, me-
diante comparaciones con magnitudes de las «Selected Areas»
de Mount Wilson. Para facilitar una posterior normalizacién con
el trabajo similar que se ha emprendido para las'enanas blancas
" muy australes, sblo se utilizaron « Selected Areas» en el ecuador
celeste. En la tabla, A designa s1empre la- cornponente foto-
graficamente més brillante; las magnitudes determinadas fotomé-
tricamente estin dadas al centésimo. Sin embargo, para estre-
llas. tales como. las componentes de LDS 826, que ya cuando
pasan por el meridiano de Tucson alcanzan una altura de sélo
230y los valores dados pueden muy bien ser inciertos en cerca
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de media magnitud porque la correccién por extincién resulta
extremadamente incierta y, si bien las determinaciones indivi-
duales de magnitud son suficienteiente concordantes, no hay que
desechar la posibilidad de un error sistematico en la extincion; los
errores internos de estas magnitudes no han de exceder 0,06. Ya
que el espejo de 91 cm. estd aluminizado, es dudoso que estas
magnitudes puedan realmente ser consideradas como magnitudes

_fotograficas en la escala internacional. Las magnitudes indicadas

para binarias recientemente descubiertas y para las muy austra-
les, son siempre estimaciones; estin dadas al décimo méas préximo
y deben ser exactas dentro de media magnitud.

Cuando estas estrellas dobles fueron publicadas por primera
vez en el catilogo LDS sélo se indico el cuadrante y la separa-
cién aproxnnada al. segundo de arco més proximo. Mediciones
més precisas han sido hechas ahora en placas tomadas con el
reflector de 152 cm. de Bosque Alegre y con el de 91 cm. de
Tucson. Pero %a que las determinaciones futuras de movimiento
orbital relativo deben ser hechas en cualquier caso mediante mé-
todos diferenciales y ya que no se disponia de trazos de orien-
tacién, se pensd que por el momento bastaria expresar las distan-
cias al décimo de segundo de arco mds préximo y los 4dngulos
de posicién al grado mas préximo. Se ha consignado también
la época de la observacién, a los- fines de- referencias futuras.
Los movimientos -orbitales a esperarse han sido calculados con
la-férmula deducida con anterioridad (2), pero adaptada.al he-

-cho de que las masas de estas enanas blancas son probablemente

mayores que las de las estrellas de la secuencia principal que
tienen la, misma luminosidad. Los valores asi obtenidos se dan
en la dltima columna. Quizas pueda afiadirse aqui que una com-
paracién entre placas tomadas.en Tucson y en McDonald indi-
caron, para LDS 275, un movimiento orbital de alrededor de
30 en 2 afios lo que corresponde a casi 0”.1 por afio (movi-
miento orbital aparente. N. del T.); por otra parte, para LDS
410, una comparacién entre placas tomadas comn el telescopio de
152 cm. de Harvard y con el de igual abertura de Boscque
Alegre_da un movimiento orbital de 0”.0244-0.009 en ascen-

'sibn recta y de —0”,021 40,009 en declinacién. Estos ultimos

valores estdn basados en placas tomadas con reflectores d1st1ntos

(*) W. J. Luyren, M. N., 93, 196, 1032. : C



CATALOGO DE ENANAS DOBLES (W. J. Luyten)

o3 E'g. Comp, A Comp, B o ° s ° -
§s2| L& ] =g | of | §°¢8
DESIGNACION a(oooy | Spoooy |Ee: | 25 | B2 | S TE | % g 22 | T4 | EZ%
SEE| BE | BR | gf | ER | gE | 5 | 3R | & | ZEf
= |88 | E3 | 27 | 28| 2° H

L 587—77 AB | 3h24m7 | —27°447(07781 | 649 |13.88 |—0.1 [15.61 | 4+1.7 | 77'7 | 226° |44.72 | 077015
L 745—46 AB | 735 8| —1710 |1 20 |117 -[12.84 |—0.1 |16.88 | 41.8 | 21 0 276 |44.91'| 0 014 [p—0’"117:
LDS 285 843 0| —1837 [0 15 (287 |12.65 | 410 |14.63 |—0.1 | 30 0 |236 |45.68| 0 002
LDS 275 932 9| —3654 |0 35299 |[14.87 |01 [1515| 0.0 | 30 9 |-38 |44.24 |0 02
L 1405—40/1 | 1145 1| 42552 10 29 (250 |15.35 | 401 |16.18 | +1.3 | 36 2 |250 [46.24 | 0 002
LDS 410 12 22 8(~—7056 |1 17 |839 (157 |411 [17.7 |41.0 | 15 3 |108 |[45.61| 0 008 | p—0.152 4 0.047
1LDS 455 1331 6| —1549 [0 09 |253 [14.90 | 0.0 |1518 |41.6 | 14 0 |241 |4551] 0 001 | _ -
L 619—49/50 | 13 45 3| —2704 |0 24 [168 |139 |414 150 |y01! 8 2 (234 [46.29 |0 003
LDS 539 1538 6| —3800 |0 13 |165 |14.7 [411 |149 | 403 | 10 3 |265 |46.09 |0 002
—37°6571 AB | 15 41 | —3736 |0 52 (242 | 6.8 | 40.8[132 |[—0.1 | 14 7 [130 |45.10 | 0 030 | p=0.076 - 0,006
W 672 1713 6| 4+ 204 [0 56 {230 [14.27 | 0.0 |1557 | 41.5 | 12 3 137 |4596 ! 0 007 -
LDS 678 - | 1915 2 — 751 (0 20 (108 |11.89 |—0.3 |13.72 | 4 1.8 | 27 2 308 [45.47 | 0 022
LDS 6883 1930 1| —1342 |0 14 (189 [151 | 412 |154 [—0.1 | 28 2 (205 [45.85|0 009
1LDS 749 2127 0| — 013 [0 41! 87 |11.00'|4+1.0 1418 | 0.0 | 132 8| 28 |45.75| 0 003
LDS 766 2151 7| —4356 |0 22| 43 [14.0 |401 |154 | 413 | 9 0320 (45850 004
LDS 785 22 21 7| —3442 |0.19| 99 |147 |402 |147 | 415 9 4|197 {4598 0 003 |
L 1512—34/5 | 23 38 9| 43159 |0 22 |358 [13.01 {401 1841 | 413 [ 174 0| 9 (45200 o01 |
LDS 826 23 48 8| —3350(0 50 |217 |14.60 | 0.0 |15.04 | 41.3 7 0(859 |4550| 0 008

El movimiento de LDS 410 ha sido medido en base a placas tomadas en Harvard y en Cérdoba con un intervalo de 9 afios;
resulté- ser de +0”024i0,009 en aseensién recta, y de —077021 4-0.009 en declinacién.

El carseter de enanas blancas de las componentes —387°6571, W 672 y LDS 749 fué descubierto por Kuiper. Bl de todas las
otras por Luyten. ’ . ;
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de modo que la incertidumbre real quizds sea mucho mayor

que la indicada por los errores medios dados aqui. De cualquier
modo, en los dos casos mencionados los valores medidos son
considerablemente mayores que las estimaciones calculadas. Si
esto resulta ser eierto siempre, podemos tener confianza en que
dentro de 10 o 25 afios dispondremos de determinaciones sufi-
cientemente exactas de los movimientos orbitales de la mayor
parte de estas estrellas, para permitir, por lo menos, una evalua-
cién estadistica de sus masas.

.Puede destacarse el hecho de que en dos pares, ambas com-
ponentes son degeneradas; para LDS 275, los espectros que se
obtuvieron, aunque de cualidad muy pobre, parecen ser continuos,
probablemente DG 20, en el sistema del autor, mientras que las
componentes de LDS 410, que en la placa tomada en Bosque
Alegre resultaran ser més blancas que lo que se esperaba, parecen
ser dos estrellas degeneradas cuyas magnitudes absolutas son
las menores que se conocen, alrededor de 16 y 18.

Acaban de obtenerse, con el reflector de 208 cm. de McDo-
nald y la cdmara Schmidt £/1, dos hermosos espectros de las
componentes de LDS 678. Ll de la componente més débil pa-
rece corresponder al de una estrella normal de tipo M2 o M3,
lo que indicarfa, para el sistema, una paralaje de alrededor de
0”.05. Esto significaria. que la magnitud absoluta de la complo—
nente mas brillante es mis o menos 11. Ahora bien, su espectro
es continuo y la distribucién de energia en éste indica una tem-
peratura superficial de alrededor de 18000° K, que concuerda
con lo que indica el indice de color de —0.3. Esto, a su vez,
implicaria, que el radio de la estrella es mis o menos: un tér-
mino medio enire el de la Tierra y el de la Luna, resultando,
entonces, una densidad media de 5.000.000' en la escala CGS.



SOBRE LA RADIACION COSMIGA GENERADORA DE
- LOS GRUPOS DE PARTICULAS PENETRANTES

por G. WATAGHIN
Departamento de Fisica, Sio Paulo (Brasil)

La existencia de chaparrones (showers) que contienen mas
de una particula capaz de atravesar espesores de Pb mayores
de 20 cm., fué demostrada por medio.de experiencias con con-
tadores de Geiger efectuadas en Sdo Paulo en 1939. Estos cha-
parrones, hallados independientemente por Janossy e Ingle-
by, en Inglaterra en 1940, fueron motivo de varios trabajos en
el periodo comprendido entre 1939 y 1946. En julio del afio
1946, determinaciones de la frecuencia de estos chaparrones, en
el Brasil, fueron realizadas en avién, a una altura de cerca de
7 km. (presién atmosférica de ~34 cm. de Ig). Los resultados
obtenidos en tres vuelos (que tuvieron buen.éxilo) pueden ser
resumidos .de la siguiente manera. '

Adoplamos un disposilivo, andlogo al usado desde 1939 en
Sdo Paulo y Campos de Jorddo (altura 1750 m.), de cualro
contadores dispuestos a lo largo de las cuatro aristas horizontales,
y paralelas entre si, de un paralelepipedo rectangular, y protegidos
de todos los lados con 10,6 cm. de Pb, por lo menos. El cir-
cuito cuédruple poseia un poder resolvente de 2 microsegundos
y una eficiéncia de 100 op. La eficiencia de los contadores era
superior al 98 0.

La frecuencia observada a tres alturas diferentes estd indi-
cada en la tabla siguiente: o

Presién Ne de coin.
Altura 4-ples y N° . Frecuencia
atm. a .
e minutos
8o Paulo 750m | 700mm Hg | 335 |(2,0 + 0,3) 10~ min
66540
Oamp. de Jordio| 1750m | 615mm Hg | _ 229 | (7,1 £ 0,5)+10-2min
- 21830
avién 7000m | 340mm Hg ozg (160 £ 27)-10- min
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Las experiencias en avién fueron hechas en colaboracion con

el sefior Oscar Salas; las experiencias iniciales en colaboracion
con- ¢l Dr. M. D. de Souza Santos y del Dr. P. A. Pompeia.

En la tabla se ve que la frecuencia de los chaparrones pene-
trantes aumenta 80 veces con el aumento de altura desde 750 m.
hasta 7000 m. Parece que la interpretacién mds plausible
de este resultado se obtiene, suponiendo una ley exponencial de
absorcién de la radiacién que genera los chaparrones de parti-

culas penetrantes, del tipo ae— 7, donde z indica la presién atmos-

férica en gr/cm® y [ es la reciproca del coeficiente de absorci6n,
que resulta ser de ~100 gr/cm?. Este valor corresponde a una
seccion eficaz para la produccién - de estos chaparrones de
2,3.107% cm?. Janossy y Rochester hallaron un coe-
ficiente de absorcién del mismo orden de magnitud, observando
el «efecto de transicion» en Pb, al nivel del mar.

Un analisis preliminar del reducido material experimental
referente a los chaparrones de particulas penetrantes, del. cual
disponemos, permite concluir que la multiplicidad y la extension
de estos chaparrones y la distribucién angular de las particulas,
varia mucho. (Fueron observados chaparrones que cubren 100
m? y que seguramente contienen millones de particulas pene-
trantes). Extrapolando la curva exponencml de absorci6n se halla
que la frecuencia aumenta con la altura por un factor ~2.10%
al pasar del nivel del mar a la parte superior de la atmésfera.
La frecuencia de los mesones, medida en un telescopio, varia en
relacién a }a misma variacién de altura solamente por un factor
12. Se puede explicar este, hecho, recordando la diferencia del
poder penetrante de los mesones y de los protones, que consti-
tuyen probablemente las principales causas de la produccién de
los chaparrones aqui estudiados, y observando que un telescopio
formado con contadores de Geiger puede registrar los mesones a
cualquier altura encima del mismo, pero dentro del angulo sé-
lido definido por la geometria del telescopio, integrando el
efecto de todos los centros de produccion dentro de este dngulo
s()hdo Al contrario, un dispositivo del tipo usado en Sdo Paulo
para los chaparrones, tiene un alcance mucho mas limitado por
causa de la distribucién angular de las particulas del chaparrén, s
y, por lo tanto, la frecuencia medida con este dispositivo indica
el namero de protones enérgicos existentes cerca del aparato.
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En opinién del autor, la mayor parte de los mesones es

producida en las capas supenores de la atmésfera (a la profun-
didad correspondmnte ala presién de 100 gr./cm?), por medio
del mecanismo de la produccién de chaparrones del tipo aqui
estudiados, o sea, de chaparrones de mijesones generados en las
colisiones de los protones primarios con los nicleos y acompaiiados
de nucleones y, tal vez, de otras particulas.

!

o ' CRONICA

N LA ESTADA EN LA ARGENTINA DEL PROFESOR GEORGES VALIRON

/

’

Con ‘motivo de la visita al pafs del dlstmgmdo mateméitico francés pro-

fesor Georges Valiron, la Unién Matem4tica Argentina realiz6 el 2 de agosto
hltimo una reunifn de comunicaciones cientificas en su honor, la que se des-
arrolls’ de acuerdo al siguiente programa:

T L

2.

H
|

4. Duranona. K} Vedia: Palabras de homena;je al Prof. Georges Valiron y
entrega del nombramiento de miembro honorario.

L. A, Santalé: Sobre un complejo lineal ligado a toda curva cerrada. del
espacio. o

4. Durafona y Vedia: Ca,ractenzac16n de espacios topolégmos

A. Gongdlez Dominguez: Sobre la distribueién limite de la media geomé-
trica.

Horacio B. Calcagno (Montevideo): La methda. en el campo complejo. (In-
formado por M. Cotlar).

M. 00tlar Una defini¢ién general de limite.

Yanny Frenkel: Criterio de bicompacidad y H— completldnd de un espacio
topolégico T,

@. Valiron: a) Un problema simple de eileulo de variaciomes; b) Direceio-
nes de Julia y direcciones de Picard.

La segunda comunicacién presentada por el profesor Valiron aparece en

este mismo nimero de la Revista.

A continuacién de la reunién, los miembros de la Unién Matemética Argen-

tina ofrecieron una cena en honor del distinguido huésped en el Club Universi-
tario. Hablaron el Prof. Rey Pastor, destacando el espiritu latino y la influen-
- ¢ia de los matemétidos franceses en la Argentida, y el Prof. Valiron, agra-
deciendo el homenaje. Asistieron a esta lucida y gratisima cita L. A. Santal6
¥y Sra., A. Durafiona y Sra.,” A. Cicchini, Y. Frenkel de Cotlar, M. Cotlar, G.
Dominguez 'y Sra., M. Sadosky, J. B. Souto, C. Berra, C. A. Trejo, J. C. Vig-
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naux, Juana M. Cardoso, J. Giambiagi, Sra. de Balanzat, Tstrella Mazzolli,
Coecilin Mossin Kottin, Sr. Scotto, Sr. Yanzi Oro, Sra. Rey Pastor de Yanzi
Oro, Celina Repetto, M. Valentinuzzi y Sra., Sr. R. Searfiello, Sr. Zadunaiski
y Sra., Susana Ferndndez Long, Luisa Uranga, Marfa J. Erramuspe, Sres. La-
guardia y Vales (de Montevideo) y Sr. Machado y Sra.
Los dias 7 y 8 de agosto el profesor Valiron visité Rosario en euya opor- .
tunidad di6 dos conferencias en la Tacultad de Ciencias Matemfticas: una so-
bre los irabajos mateméiticos publicados en Francia durante la ocupacién, y
otra, on el Instituto de Matemitica de diecha TFacultad, sobre algunos proble-
mas actuales de la teorfa de funciomes analiticas.
El 27 de agosto el profesor Valiron di6 una conferencia en el Instituto
Podagégico de San Luis sobre el tema: ‘‘Lugar de la teoria de funciones de
variable compleja en las mateméticas superiores’’., En esa conferencia el pro-
" fesor Valiron resefi¢ los problemas que condujeron 2 la creacién de los ni-
meros complejos, primero, y a las funciones de variable compleja, después;
_ resumiendo las diferentes formas de encarar esta teoria y las ecaracteristicas
de cada una de ellas, Estudi6 luego el problema de la uniformacién de las
funciones algebraicas y explic6 los resultados de Poincaré mostrando la cone-
xién de este problema con el estudio de las geometrias no euclideas. Finalmente
estudi6 la conexién de la teoria de funciones de variable compleja con la mo-
derna teoria de ntmeros.

Antes de la conferencia, el profesor Valiron tuvo una charla con los pro-
fesores y alumnos del Instituto Pedagégico sobre la organizacién y tenden-
cias actuales de la investigacién cientifica en Irancia. Al terminar. la confe-
rencia el profesor Valiron fué obsequiado con un vino de homor por el pro-
fesorado del Instituto de San Luis.

I"malmente, el 13 de setiembre, la Unién Mateméitica Argentina realizé
una sésién pfibliea extraordinaria, a las 18.30 en un aula de la Facultad
de Cienciag Exactas, Fisicas' y Naturales de Buenos Aires y en la que el
profesor Valiron hablé sobre ‘‘Un teorema de Sergio Bernstein’’ y luego so-
‘bre ‘‘Los trabajos de Anflisis Matemébtico en Francia durante la ocupacién’’.

EL FALLECIMIENTO DEL PROFESOR ENRIQUES

Itn respuesta a la nota de pésame que las autoridades de la Unién Mate-
mdtica Argentina remitieron al profesor G. Castelnuovo, econ motivo del falle-
cimiento del.profesor I'. Enriques, apareeida. en el nfimero anterior de esta
Revista, el scerctario de la Unidn, doctor M. Valentinuzzi recibié la siguiente
earta:

Adocademia Nazionale dei Lincei =
Presidenza -
Roma, 6 agosto 46

Egr. Sig. Dr. Valentinuzzi, Segretario de 1’Union Matematica Argentina.
Ringrazio vivamente Lei e, col Suo mezzo, 1’Union Mat. Argentina e il
suo Presidente Prof. Terracini delle gentili parole di comdoglianza che mi ri-

.
.
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volgono, nwlla lettera del 12 luglio, a proposito della morte del Prof. F. En-
riques, mio cognato .e oarissimo amico. e

La improvvisa scomparsa del Prof. Enrigues & certo una gravissima sven-
twra per la scienza ¢ la Scuola Ttaliana. Rivedendo oggi la sua opera mate-
matica, storica e filosofica, si scorge guanto essa sia vasta € quale influenza
egli abbia esercitato sul pensiero contemporaneo. T'witi gli amici ne piangono
la morte ed i discepoli, che egli amava e guidava con i suoi consigli, sono deso-
lati. )

La famiglia & vivamente grata a codesta Uwnion 'della parte ¢he ha preso
al suo dolove, et io rinnovo le espressioni della mia gratitudine ed inwvio dis-
tinti saluti. ObDI,

@. CASTELNUOVO

FUNDACION TFEDERIGO ENRIQUES

En homenaje al gran geémetra y filésofo recientemente desaparecido, el
Dr. Julio Rey Pastor instituye a'sug expensas esta fundaeién para el fomento
de los estudios epistemolégicos en Italia e Ibero-américa con las condieiones
siguientes: ’.

19) Cada afio se concederd un premio de 300 délares, con publicacién del
trabajo y entrega de 100 ejemplares, al autor del mejor estudio de cardcter
epistemolégico, residente en Italin o pais ibero-americano, sobre el tema pro-
puesto por la fundaci6n.

20) La fundacién’ serfi administrada por la Inmstitueién Cultural Argenti-
na' (I. C. A.) subvencionada por el Dr. Rey Pastor o por sus herederos y con-
cedord cada afio el premio al trabajo propuesto por una comisién téemica for-
mada por dos jurados: uno elegido por la Accademia dei Lincei; el otro por el
Instituto de Historia y Tilosofia de la ciencia (que -actualmente dirige el Dr.
Aldo Mieli) y, en caso de disclueién, por la Unién MatemAtica Argentina.

39) El citado jurado téenico propondri el tema de concurso en el mes de
septiembre 'de cada afio y la ICA se enlmrgaré, de hacerlo publicar en” Ibero-
América ¢ Italia fijando como plazo de admisién hasta el 31 de-diciembre si-
guiente; log trabajos, de extensi 6n comprendida entre 30.000 y 60.000 pala-
bras, se presentarin en ejemplar triple meca.nogmfiﬂdo, escrito en castellano. ita-
liano o portugués. T

El jurado podri elegir un tercer miembro si lo cree conveniente y se ex-
pedird lo antes posible, comunicando su fallo a la ICA que procederi inme-
diatamente al pago do los 300 délares y a la publicacién. Mientras no se en- )
cuentre editor en italiano o portugués para los trabajos escritos en estas len-
guas, la ediei6n serd hecha en eastellano.

4¢) Por esta primera vez, ante la imposibilidad de cumplir este afio la
cliusula anterior, se fija como tema de concurso para 1947:
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Exposicion elemental accesible a piblico no especializado de la Semdniica
cientifica

Los trabajos pueden dirigirse al Instituto de Historia y Filosofia de la
Ciencia: B. Irigoyen 672; o a la Unién Mateméstica Argentina. Perfi 222,
Buenos Aires,

CONFERENCIA DEL DOCTOR GROSS *

Bajo los auspicios de la Unién Matemética Argéntina, el doctor Bernardo
Gross, fisico del Instituto de Tecnologia de Rio de Janeiro, pronuncié en uno
de los salones de la Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales el miér-
coles 25 de setiembre de 1946, a las 18,30, una conferencia sobre el tema:
‘“La ecuacién de Volterra’’. ‘

CONTERENCIA DEL DOCTOR SCHUNBERG

Tl 27 de setiembre de 1946, el dockor Mario Schonberg, de la Universidad .
de San Pablo (Brasil), pronunci6, bajo los auspicios de la Unién Matemética
Argentina, una conferencia sobre el tema: ‘‘La ecuacién de Klein-Gordon’’.

14
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Notas y memorias de J. BABINI, M. BALANZAT, J. BARRAL SouTo, A. BATTIG,
G. BEck, C. Biggerl, &. Birxuorr, C. A. Buna, M. Bunge, . I, CALCAGNO,
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J. A. pEL PprAL, J. PAvET, E. FERRARI, V. y A. I'RAILE, Y. FRENKEL, R.
Fruomr, B. GASPAR, B. GavioLA, A. GonNzAvrz DoMiNGuez, A. J. GUARNIERI,
J. B. IHERRERA, I, KASNER, G, Kyig, N. KrivesHEIN, 1. Lpvi-Cirrd, W, MicH-
LER, J. L. MassErA, M. Perrovics, M. M. Prixorro, A. PerrAcca, B. R. RA1-
MONDI, J. J. ReseLL4, J. REY PAswor, S. Rios, P. RoSSELL SoLER, M. SApos-
XY, R. SAN JuaN, L. A. SANTALG, S. SispANov, A. TERRACINI, P. THUILLEN,
F. TorANzos, J. ‘V USPltNSkY J. WirscmninT.

Informes de las reuniones ()lc In Asociacién I'isieca Argentina.

Soluciones de temas propuestos. Bibliogratia, Créniea, ete.
Vol. IIT 1938-1930). Vol. IV (1939). Vol. V (1940). Vol. VI (1940-1942)

Traseiculog separados

Ne¢ 1.— GiNo LoriA. Le Matematiche in Ispagna e in Argentina.

» 2.— A, GoNzALEZ DoMINGUEZ. Sobre las series de funciones de Hermite.

» 3.— MicHziL PErrovicm. Remarques arithmétiques sur une équation diffe-
rentielle du premier ordre.

> 4.— A. GoNzALEZ DOMINGUEz. Una nucva demostracion del teorema limita
del Cdlculo de Probabilidades. Condiciones necesarias y suficientes pa-
ra que una funcidn sea inlegral de Laplace. i

> 5.— NixonA OBRECHKOFF. Sur la sommation absolue par la transformation
a’Buler des séries divergentes. |

» 6.— RicArDO SAN JUAN. Dérivacién e integmo(ién de series asintéticas.

» 7.-—Resolucién adoptada por la U. M. A. en la cuestién promovida por
el Sr. Carlos Biggeri.

> 8.— . Amobpxro. Origen y desarrollo de la Geometria Proycctiva.

~» 9.—CroriLpE A. BurA. T'eoria y cdleulo de los momentos dobles.

» 10.— Corirpe A. BULA. Cdlculo de supmfwws de frecuencia.

» 11.—R. Trucur. Zur Geomclria auf einer Fliche mit indefiniter Metrik
(Sobre la Geomelria de una superficie con métrica indefinida).

> 12.— A, GoNzirLpz DoMINGUEZ. Sobre una memoria del Prof. J. C. Vignaus.

» 13.— P. TorANz0s. Sobre las singularidades de las curvas de Jordan.

» 14.— M. BALANzAT, Formulas integrales de la interseccidn de conjuntos.

» 15.— G. ENiE. El problema de warios electrones en la meednica cuantistu.

» 16.— A. TErrAcINI. Sobre la ewistencia de superficics cuyas lineas pmuu
pales son dadas.

» 17.— L. A. SanNwaré. Valor medio del nimero de partes en que una figura
conveza es dividida por n rectas arbitrarias.

» 18.— A. WINTNER. On the iteration of distribution fumnciions in the calculus
of probability (Sobre la iteracién de funciones de distribucidn en ol
cdleulo de probabilidades).

» 19.— B. FErrarI Sobre la paradoja de Bertrand.

» 20.—J. BABINI. Sobre algunas propiedades de las derivadas y ciertas pri-
milivas de los polinomios de Legendre.

» 21, —R. SaN JUuaN. Un algoritmo de sumacién de series divergentes.

» 22.— A, TERRACINI. Sobre algunos lugares geomdéiricos.

» 23.—V.y A, Fraiug y C..Crisro. El lugar geométrico y lugares de punios
dreas en el plano.

> 24.—R. Frucur. Coronas de grupos y sus subgrupos, con una aplicacion
a los determinantes.

» 25— E. R. RammoNpI. Un problema de probabilidades geoméiricas sobre
los conjunios de tridngulos.

In 1942 la U. M. A. ha inicindo la publicacién de una nueva serie de
¢‘Memorias y monografins’’ de las que han aparceido hasta ahora las siguientes:

N¢ 1. — GuinLirao KNIE, Mecdnica ondulatoria en el espacio curvo.

Ne 2. — Guibo BECK, El cspacio fisico.

N? 3. — Junio Rey PAsTOR, Inleg;ales parciales de las funciones .de dos
variables en intervalo infinito.
N* 4, — Jurio Roy PASTOR. Los dllimos teoremas geoméiricos de Poincaré

y sus aplicaciones. Homenaje péstumo al Prof. G. D. BIRKHOIP.

" AdemAs han aparecido tres cuadernos de Misceldnea matemdtica.
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