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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ENTIERES (*) 

por GEQRGES VALIRON 
Pl'of~sseur a la Faculté des Sciences de Paris 

On appelle fonction entiere une fonction holomorphe, en tout 
point a distanoe finie, qui ne' se reduit pas a un p~lynome. Ell~ 
est déterminée par s.on dével.oppement en série entiere 

qiIi doit oonv,erger quel que s.oit z, ce qui entraiJn~ que l'.on d.oit 
'. • I • aVOlr ' : 

, lim V'lcnl=O; 
n-oc 

e'est une c.ondition nécessaire et suffisante. Weier:strass a étendu 
a ces foncti.ons le thé.oreme de la 'déoomp.ositi.on eI~ facteurs 
des p.olynomes. Si la f.oncti.on fez) n'a pas de zér.os, c',est une 
exp.onentielle eg(z) , .011 g(z) est un p.olynome .oU une f.onction 'en­
tiere. Si fez) a un n.ombre fini de zéros, elle est le pr.oduit el'un 
p.olyn6me admettant ces zér.os avec le meme 'ordre' de multipli­
cité, et ces zér.os seulement, eL el'une foncti.on entiere sans zér.os, 
elle est ele la .f.orme 

P(z}eg(z). 

L.orsque fez)' a une infinité'.ele zéros, ces zér.os ,n'.ont aucun p.oint I 

el' accumulatio;n a distanoe finie, on peut les classer par .ordre de 
m.odules non, elécroiSE¡ants . en faisant figurer chaque zéro un nom­
bre de f.ois ,égal a son orilie de multiplicité. S.oit 

al> a2, ••• , an, ••. ; lanük:;;;lonl, liml,anl ' 00, 

la suite ele ,ees zéros n.on nuL'l. Si f(O)=O, .on peut mettre en 
facteur dans fez) une puissa¡nce de z, .on a 

fez) ==zm fl(z), fl(O) =-/=0, 

"(*) Primera clase (27 de mayo de 1946) del cursillo sobre Funciones en­
teras dictado on el Instituto de Matemática de la Universidad de Buenos Airos. 

\ ' 
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ce qui ramene au cas d';une fO\llction différente de zéro a l'origine. 
W,eierstrass forme' une fonctio¡n entiere ,admettant les zéros an ; gé­
neralisant u;n procédé, d'E.uler, il prend comme facteur s'annulant 
pour z = an' l' expression 

: . :,' , ' - Z z 'ZPn' 

E,( ):"-(1 -) -+ ... +-z, an, Pn - -. . Can pnanPn , 
, an 

. OU Pn ·est un entier dépe.ndant en '.g~néral de n. L'exposant est 

formé des Pn pre~ie~s te~~~ du développ,ement de log ( 1 ~ : ) , 
n 

(en supposant I ~ I ~ 1)' de telIe sorte' q~e, ,lorsque I ~ I ,est 
an , an 

inférieur a 1, on peut 6crire l' expression sous forineex;ponentiele ' 
et le premier terme dansl'exposant est alors 

, , 

, On en déduit ,que le produitinfini 

e~t absolument convergent quel que soit z et (J.éfinit ,une fonc.tiqn . 
entierc s'annulan,t aux points an pourvu que la sé,ríe 

converge quel que soit r. On peut :toujourS' s':arra¡nger pour qu'il 
en soit ainsi, on pourra prenclre par exemple Pn = n. 
(Voir Goursat, 11, chapo XV, Valiron 1, nO. 209). 

On a dans 'ce cas 

Un cassimple est celui ou ·l'es Pn peuvent etre pris égaux a 
un nombre fixe et ou g(z} est u;n pol)?16ine, on 'rut alors av'cc 
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Laguerre que la fonction est de genre fini, le genre étant le plus 
grand des nombres Pn et dudegré :de g(z) lorsque ces nombres' 
sont pris ~ussi petits que possible. Poincarédonna des conditions 
nécessaires que doivent vérifier les, coefficients en du dévdoppe­
ment taylorien pour que l'e genre soit ,fini; Hadan;wrd donna les 
réciproques, ce qui lui permit d' étudier une fonction introduit par 
Riemann et d'obtenir ultérieurement la formule donnant la valeur 

I 

asymptotique du n-ieme nombre premier, 
Il est aujourd'hui commodc cl'introduire la notion d'ordre 

due a Borel. SOlt M(z) le maximum de If(reiCf') / )lorsque ep 
varie de O a 2n; on écrira aussi M(r,f) lorsqu'on aura a spéci­
fier que cette fonctíon est relative a f(z), On' sait d'apres Cauchy" 

'qui M(r) est une fonction de z qui croit av,ec r et quí Croit 
plus vite que toute' puissance de l' (G0ursat, II,XIV;Vall.ron, 
1, nO. U34).' Borel compare llt/(r) a el', donc log. M(r) a r'c ; 
L'ordre p de fez) est le nombre 

-1' -log(log M(r) 
p=lffi , 

T=aJ log r 

il, p'eut etre nul, fini positif ou infini, n ne' éq.ange pas si' 1'on 
ajoute a fez) une constante ou meme un polynÓme,ou si 1(0) 

't t 1 1 f() fez) S' 't f" 't'f can nu, on remp ace 'z par ---, , 1 P es' 'mI pOSI'I', on a, 
'" 

si petit que soit E posiLif 

M(r) <erP+E 

M(r) > erp- e 

pOllr r>rE, 

pour des r aussi grand que l' on veut. 

Le nombre des zéros d'une fonction entiere s'étudie au moyen 
de la formule de Jensen, Si feO) ,-/=0, on a 

, 21t 

, n r 1 J' (1) 10g/f(0) /+f log lajl = 2rr 10g/f(r,eiCP)/dcp, 
o 

Cette formule peut s'obtenir par le calculdes 'tésidus (Voir Gom­
sat, 11, XIV, ou Valirdn 1, nO, 207), On peut aussi la déeluire 
de la formule de Cauchy elo;Imant le ,nombre des ,zéros d\me 
fonction holomorphe elansun contoUr. Si n(x) est le nombre eles 

• • • j ~ 

, I 

1/ 
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zéros de fez} dans le,cercle I,z!<x; on obtient la formule (1) en 

intégrant de O a r la fonction n( x) on a 
x ' 

'1' 

n r Jn(x) f log lajl = 'X- dx (f(O) ~/:::.O), 
o 

Ja formule de Jensen s'é,crit donc assi .. , 

" 21t 

(2) 10glf(0) I + Jn~) dx= ~1tJloglf(r'l3iCP)ldCf'1 
o o 

, 
De la formule de Jensen (1), on décluit l'inégalíté de Jensen 

If(O)lrn <M(r) 
la1 a2 ••• anl 

dans laquelle il n'est plus nécessaire de supposer r Icrunpris entre 
lanl et lant1 1, elle a lieu quels que soient r ,et. n. Cette. inégalité, 
ou eeUe déduite de (2)' , 

r 

j n(X)dX 
If(O)le o- x - <M(r), 

donne, ~e b~rne de I~nl " (ou de n(x).dans la seconde inégalité). 

On 'en déduit que, si fez)' est d'ordre fini p, la série 

es\: .convergente pourvu que f. >0, si petit que soít E. On peut " 
prenc1re pour Pn un nombre fixe; Si p ¡n'est pas entier, 011 peut 
prenc1re Pn=partie entiere de p, soít p=E(p); ~,si p est entier~ . 

. onpeut prenc1re Pn -:- P = P ou Pn = P = p -1 suivant que 
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divergeou converg,e. Alórs 

(3) fez) = eg(z) TI (1---=-) e:n + ... + P:P. 
an ' 

En particulier, si p < 1, on a 

(4) fez) =eg(zJ:IT (1-~). 
1 an 

Hadamard a montré que g(z) est un poly;nome de ,degré au .plus 
égal a l'ordre p. Sa méthode consistaita tésoudre l'~galité (3). 
par rapport a eg(z) et a cherdler le miriimum de produit Icano­
nique du second membre de (3) sur lcertains cercleslzl=const. 
JI en ,déduisait une bor;l1ie du module d~ l'exponentieleeg(z), done 
de la partíe reélle de g{z) , puis (de Ig'(z) 1 (Vom Borel, Lello.ns 
sur les fonctions entieres). 

On peut, en utilisaP:l un procédé de L~ndau (Math. Z, 1926), 
ne pas recourir au théoceme sur le ,minimum du module. Üin. 
s'appuy,era uniquement sur le théoreme sur la partie réelle d'une 
fonction ho~omorphe (Voir Valiron 1, nO. 184). 

Si g(z) est holomorphe pour Izl<R; g(O) =0, ,et si la partie' 
réelle de g(z)' est inférieure a A dans ce cercle, on a 

(5) M 
,2.41' 

(1') =max Ig(l'etrp ) 1< R ,.' r :<: R, 

l'égalité n'ayant lieu que si g(z) est de la forme 

2Ahi 
R+hz' Ih l=1. 

On le voit en faisant une transformation ,con:forme du plan Z 
ou l'on représente l'es valeurs de g(z), tels 'que le demi-plan 
C'f2 Z <: A soit représenté sur un cerde de rayon 1 centré a l' ori­
gine: on' pose donc 

g(z) 
G(z) = 2A-g(z) . 

'La fonction G(z) est holomorphepour Izl<R, G(O) =0, et son 

.¡. 
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module' est au plus égal a 1. On applique a cette fooction le 
lemme de Schwarz, ce qui conduit au résultat indiqué. 

La formule précise (5) est due a Cal1athéodory. SiJ'on sup­
pose maintena;nt que A(r) désignant le maximum de la pattie ;réel­
le d'une fonction enticre g(z) pourl,zl=r, onait 

A(r) 
lim--=O, 
r=x> r1c 

le positif fixe, 

la formule (5) mQntre que g(z) est un polynom~ de degi6 
'inférieur a le .(Valiron, 1, nO. 184). 

R'evenons alors a la clémonstration clu théoreme cl'Haclamard . 
. Supposons d'aborcl l'orclre p inférieur a 1. Résolvons la formule 
(4) par rappod a r.exponentielle et c1éfinissons l'entier m par la 

. condition laml'<2Izl<alTt+l. On peut écrire 

, (6) 
, ' fez) 1· 

eg(~) =----- -----
Vt 00, 

II(l-~) rr(l-~) 
1 ·an' m+l an 

Dans le seconcl fac, teur clu seconcl membre, on á u =1 ~ 1 < ~ an ~ 2' 
et comme clan s ces conditions 

1 ' 
--<1 + 2u < ,e2u, 
1-u 

le logaritme clu module 'de ce facteur est au plus égal a 

POI urvu qu~lzl, clone m 'soit assez grap.cl, puisque le série 
1 . 

.I lanl conv,erge. Le premier ,terme c1u seconcl meITlbre de (6) esl. 

une fonction entiere, le maximum de son module pour !zl=r 
esl inférieur Uu maximum ,cle ce moclule, pour Izl=4r, or pour 

Izl=4r, I!...-I ,est supérieur ou égal a 2, le elénominateur est-
. al! . 

plus ,granel que 1 en moelule. Par suite 
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leg(Z)I< eEr lltI (41') < eEr+I'P <eE'''' 

puisque p < 1. Il en' découle que g(z)est une constánte puisque 

. lim CRg(z) =0. 
1'=00 l' r, • 

Le théoreme d'Ha,Q.amard est· ainsi démontré pour 'p < 1: 
Dans le eas général, on a la formule (3) avee p < p et 

l. 

. . 
il s'agít de montrer que ds=O si s>p. On introduit la fonetion 

2i1t 

F( zs) = f( z) f( zro) ... f(zros-1) , , ro ,= eS: 

C',est une fonetiqu entiere de zs et on voit .qJe. son ordre ast au 

plus ~ < 1, done ds = O. Le théoreme d]Iadamard est démontré 
s. ' ' , 

(Pour plus de détails, Voir Valll:on r, nO. 210). 
Toute fonction" entie~e f( i) d' ordre {lni p f,iyant une infi­

, nité de zéros est de la f.orme 

" "" ( z.) z ,ZP fez) = C zm eQ(z) TI 1-- ean + ... + panP , 
, " . 1 an " 

av'ee .p < p; Q(z) est un polynóme de degré p au plus. 
L',ordre se détermine a partir du dével.oppement taylorien. 

Hadamard a donné .. une méth.ode qu'il a présentée sous f.orme 
géométrique ,(Bulletin de la Soe. Math., t. 24; vQir aussi Borel, 
LeGOns ~ur les sér~es a termes p.ositifs). La traduetio,n aJ,lalytique 
'd~une partie des résultats est, s.ouvent' utile~ , 

"Pos.ons Cn = lenl, Izl=l', la suite des nombres 

aclmet pour· ehaque r un .ou plusieúrs termes maXlma. Si 1-1-(1') 
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est la valeur de oes termes,on a, d',apres les inégalités de Cauchy, 

Posons 

on a 
logCn=-f}n, 

'\ 

l · f}n lm-=+oo 
11=00 n 

"', 

puisque V Cn tend v,ers zéro. I1 s'ensuit que, si l'on marque les 

points An de;coordoIlíIlées n, f}n' on :peut, avec ces points, consLruire 
un polygone de Newton TI(f) convexe vers le bas et laissant les 

o I 2 ., 4 

puints An au-dessus qu sur' ses cotes, ~es sommets étant certams 
des points An.Si n ~t le rang du terme maximum correspon­
dant a ¡.t(r), on a, polir m-=/=n, 

ou 
f}m > f}n + (m-n) logro 

La droite de pente logr passant par An laisse les autres points 
Am au-dessus d'elle (ousur elle), c'est une «tangente» aTI(f). 

Soit Gn le point d'abscisse m de TI(f); on a Gm~f}m' done 

W(r),=i e - Gnrn 
o 
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majore M(r),; pour toutes les fonetions admettánt le meme po­
lygone TI(f), cette majorante est la meme. On peu~ poser . 

R Gn-Gn-l n=e , n=O, 1,' ... ,' (Co~/=O) 

log Rn est la pen~ du coté de TI(f) 'entre les abseiss'8s n et 
n -1, elle ne déeroit pas lorsque n eroit et tend vers l'infini 
ayee n. Si v(r)' désigne le rang, du terme maximum de plus haut 
rang correspondant a la valeur r, on a 

'. ( ) _ C r ver) . 
"" r - o R1 R2 ••• R v(r) 

(si Co-=-/=O) 

done aussi 

Du point de vue géométrique, log ",,(r) est l'ordoDlIlée a l'origirie 
ehangée de' signe de la tangente a TI(f) dont la p~nte est log r. 
D'autre !part, si p> v(r), on peut éerire 

1 

a la condition que 'Rp > r. La somma de la série est R r r . On 
p 

peut prendre ' 

done 

, 
et l'on a finalement, les inégalités 
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. . r 

.log ¡.ter)' fv(x) dx. 
. x 
u 

Dansle,cas de l'ordr,e fini p, l'inégalité ¡.t(r) <M(r) analogue a 
l'inégalité de Jensen donne 

S1 petit que soit e, pourvu que x soit assez .gra~d. On a dans 
ce cas 

¡.t(r) <M(r) < ¡.~(r) rP+E 

et puisque M (1') croit plus "ite que toute puissance de r, on a 
a fortiori 

lim'log M(r) = lo 
r-ao log ¡.t(r) 

Inv·ersement, si v(x) <XP+E si petit ,que soit le nombre positif e, 
pourvu que x soit assez grand, on aura de suite . 

log M(r) < lcrP+E 

le étant fini, l'ordre ser.a p au plus. DQ'nc,pour que l'orclre 
\ soit p, il faut et il su~fit que' 

'. log ver) lun p. 
r-oo logr 

ou, ce qm est la meme chose 

J 
. . log.rt 
lnn-

l 
'R =p. 

n-oo og n. 

'En passant a e Gn = Rl R2 ••• Rri (si Co .-:.1), on Qbtient 

n 
eGn>nP+E¡, ,e>O, n>ne' 
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et, il faut et il suffit que, ,si petit que, soi~ € > 0, on ait, a partir 
d'une valeur de n l'inégalité précédente, tandis que pour une 
pour une suite, infinie de /l, ' 

, n 
cGn <np+e. 

finalement~ pour que l'ordre soit p,el fatit et il suffit que 

1 I cn : > ----,,-- 'pour une suite infinie de, n. 
~(1+e) np 

Autrement, dit, il faut et, il suffit que 

J' ,-loglcnl ,1 
1m ..l-

~nlogn p 

Pour pre,clser, ces inégalités, on' a,cherché a faire une com­
paraison plus serrée entr'e log M(r) 'etles puiSsanoes de r. On 
a supposé d' abord que , 

.' log M(r) hm -, ---=--'--'----
r~oo rP(log r) Pl ... (logq 1') Pi 

esl u.n nombre fini positif. Mais cecí nepeut pas permettre l'étu­
. de de toute fonction d'orme fini. On ,peut introduire l'ordre pré­

cisé. C'est une fonction de r, continue, dérivable agauche et á 
droite, el: telle que 

limp(r) =p, lim p'(r) l' log1'=O. 
'l'-m ?0.o:=(X¡ 

A toute fonctíon d' ordre fini positif p cq,rresp:ond une fonction 
p(r), jouíssant ele ces propríétés et telle que 

-.-logM(r) 
hm 'p(r) = 1. 
1'=>0 r: " 



'.' 

-116-,-

Pour en' obtenir une, il suffit de considérer les nombres r l' r2, ••• , 

r p' ••• 'tels que, par exemp~e, 

. * 
log M (rp-H ) = (1 +.; )log M (rp)' 

quisont indéfiniment croissants, d'associer achaque rp' la fonc­
tion 

et de prendre pour chaque r>r1 le maximum des nombres )'p(r} 
et d'une fonction constante par intervalles tendant vers p par va­
leursmoindres que p et convenablement choisie. On définit ainsi 
p(r) pourr:> r1' on la prend constante pour r<r1, r1 étant par 
exemple le nombre 25. 

Grace a '$es propriétés, la fontion p(r) permet le calcul 
asymptotique d~intégrales de la forme 

r r ~ 

J x~ Jx~ Jx~ -x-dx ; ma+1 dx, (O~a<p); --;rdx, (f3>p+1) 
ro .. ro r 

lors,que r croit indéfiJíiment. Une égalité asymptotique de la 
forme ,.~ 

r 

Jv~) dXrvrpCr) 

o 

OU v( x) est une fonctian non-décroissante, se, résout sous la 
forme 

ver) '" prp(r). 

1l jS'ensuit :que, si, 

(7) logM(r) rvrp(r) 
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, , , 

Si l'on désigne par y=xw(x) la fonction inverse dé x=,.yp(Y) "ona 

lirn ro(x) = ~, lirn ro/(x) x 10gx=O; 
:\:0::000 p~:o 

et l'égalité (8), s'écrit 

nW(n) 

J RIl"'-l-,. 
P-p 

On ·passe de Rn a eGn : Pour que (7) ¿it lieu, il faut el il 
suffiit que 

G (n )01(11) 
en", -

pe 

L'e polygone TI(f) sera 'cornpris entre deux oourbes convexes'. 
. On en déduit finalernent que pour que .(7) ait lieu, il faut el 

. il suffit que ' 

-{:¡-,---:-( n ) W(1I)} 
lirn V len I _. = 1. 
n=oo pe 

n "" 
et qu~, pour une suite de valeurs np telles que p+l tende vers 

np 

1, on ait" l . 

lim ~ 2 =1. 
{

" p (n ) w(np ) } 

p~QO P pe. 

Si l'on ,suppose seulernent que, p(r), étant un ordre précisé, 
01). a 

log M(r)r> "krP('I'), 

on trouve une cO(ricÍition nécessaire et" suffisante ,qui se traduit 
par le bit ,que le polygóne TI(f) est compris ,entre. deux courbes 
conv,exes, mais cette ,conclitio;n 'ne se traduit 'pas facilernent sous 
forme analytique. 

" . 



EN TORNO DEL FOTON EN UN MEDIO MATERIAL 

por J. WÜRSCHMIDT 

Instituto de Física, Universidad de Tucumán 

SUMMARY: It is' confirmed that 'one has to atribute to a photon \n a ma­
terial medium tlle energy hv and the momentum hv/v, where v denotes the 
velocity of light in the medium. - It is not indispensable' to atribute to the 
pllliton a velocity larger than the velocity of light, nor an imaginary mas s, 
if we distinguish between the total energy h v , the "cin~tic" energy E = 4 v :11,0. 

ana. the potential energy hv (l-n'). The apparent mass of the photon bec'omes 
than nO lurger than it is in vacuum, it<velocity being the same as the one of wuve 
propogation in tha madium. 

I. Reflexión 'de un corpúsculo y de un fotán en un espejo 
móvil. 

Inv,estigando la reflexión de una masa m,de granveIocidad 
v, ,en un espejo que se mueve con.Ia velocidad u (ángulo 'entre u 
y la normal de incidencia en'.el ládo del corpúsculo incidente: X), 
se encontró la siguiente ley de reflexión (1) : 

(1,1) , 

significando ,C{' el ángulo de incidencia, C{'i,el ángulo de reflexión 
y Vi la velocidad después de la reflexión. 

Despreciando los términos con c2 en. el ,denominador y 
u 2 ' , 

~:l?= 2.., tenemos la ley balística de reflexión, mientras que 
c2 • , 

para v --+ e resulta la ley de reflexión 'de la luz en él .vacío que 
se puede escribir en la forma de Titow: 
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(1,2), . 
sen Cf' sen epi 

o tambien ·en la forma de Laue: 

(1,~: 

Con respecto a la luz que se propaga en 'un medio material con 
e . 

una velocidad v = - siendo nel íñdice de refrac:ción del mi¡;¡-. . 
, n 

mo, 'encontré en un trabajo del año 1945 (2) en el· cual se estu­
diaba defecto Doppler en su relación· con la aberr.?-ción de la 
luz. y.la presión de la radia~ión,que la v!elocidad V 2 de la luz 
reflejada y el ángulo de reflexión Cf'2 se -determinan :por: 

(1,4) 

La comparaclOn de los dos casos, de una radiación corplls-
- cuZar y de una fotónica, amQas de la misma velocidad 1), las 
cuales, antes de ser reflejadas, llenan un cilindro de la sección 
S yf de la altlll'a l, dió las expresiones análogas para la energía 
reflejada, la densidad de energía y la presión de radiación; men­
cionaré sólo las para la energía reflejada: 

(1,5) 

1.f'2 = 1.f' 
1+ 2 U: v", +r.I 2 . v. IJx 

1~~x2 
(Fot.) 

¡ 

\ -
I 
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Se demostró en el trabajo citado (y .más detalladamente en una 
publicación :en prensa) (3) que el concepto fotónico .es aplicable 
también para la luz <JU:e se. propaga ~n un medio material. En 
el caso de la luz en el \vacío se halla la ley de :refLe;xión, apli .... 
cando sencillamente los teoremas de la conservación de la energía 
y del impulso, escribiéndose: 

• 
hv2 · . hv FA 
- COSCJ'2+-COSCJ'= J.J.t. 

e e 

hV
2 

hv . 
- sen CJ'2 --sen CJ' =0. 

e e 

As 
Con - cos X = u[[;, se elimina F y CJ'2, Y se encuentra inme­

.t.\.t 
diatamente la frecuencia de la luz reflejada: 

(1,6) 

y calculando CJ'2' se halla la ley de la relatividad restringida (1,2) 
o (1,3). 

En 'el caso del corpúsculo: 

E·=me2 

p=mv 

las ecua ClOnes :corresp'ondientes no son suficientes para ,calcular 
m1' V1 Y CJ'1' sino se xieoesita además la ICQnocida invariante de 
la transformación de Lorentz: 

(1,7) 

para 'enoontrar· la masa reflejada m1 Y la ley de reflexión (1,1). 
Finalmente, en el caso del fotón en el medió material, era 

de suponer que la leneJ,'gía del mismo fuera, como en 'el vacío, hv 

, 
I 
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hv 
mientras que su impulso fuera expresado por -, de acuerdo 

v 
con la longitud de onda más corta ~en el medio material; con:. 

E=hv 

hv 
p=­
. .v 

se llegará, apliqmdo los teoremas de conservación, ,a la ley de 
reflexión (1,4), agregal.).do como cq.'arta ecuación: 

(1.,8) 

pudiera llamarse esta magnitud «impulso de reposo», si esta ex­
presión no implicaría una contr:aclicción. 

n. El fotón con una masa de ,reposo imaginaria y una veloci­
dad mayor 'que la luz. 

Relacionando el concepto fotónico y las fórmulas obtenidas 
con las 'expresiones corre,spothdientes de la teoría electromagnética 
de la luz, A. Battig (4) ha publicado ,este año un. estudio sohre 
«,el movimiento de fotOlles, en un medio '.material», llegando a 
la última consecuencia del hecho de que el fotón en el med~o 
material tiene la ,energía, hv y el impulso hv Iv, es decir la de 
atribuir al mismo la masa imagiJwria de reposo: 

(2,1) 

En 'efecto, usando la ca,nocida ,ecuación de la mecánica rela­
tivista: 

(2,2) 

te;nclríamos . que distinguir los tres casos posibles: 

., 

\ 
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1. Corpúsculo: Masa de reposo >0 
2. Fotón en el vacío: ' Masa de reposo =0 
3. Fotón "en el medio material: Masa de reposo imaginaria. 

En consecuencia, Battig se siente obligado a atribuir a este 
fotón una v,elqcidad may;or que la de la luz, igual a nc. El 
autor de la presente comunicación ya en 1938 ha demostrado (5) 
que el efecto Doppler, observ;ado en luz que se propaga en un 
medio material, se explica perfectamente bajo el punto de vista 
quántico, si se admite tal velocidad grande para los fotones, sin 
llegar a la conclusión de la masa de reposo imaginaria. 

Otro resultado interesante de Battig ·es el siguiente, que re­
produciremos en forma simplificada. Suponiendo que v sea la 
veloCidad de la onda luminosa y que forme el ,ángulo & con 
el eje (~), tenemos: 

hv 
Px=-cos3o 

v 

hv 
py=-sen3o, , v 

y en un sistema' S' (x', y') que se mueve oo¡n la velopidad u en 
la ,dirección de (x): 

, es decir: 

,(2,3) _ 

... 

EI=E-upx 
V1-~2 

p'y= Py 

l-~cos3o 
E' 'hv"=hv--=v==--

Y1 ~2 



/ 

. , 

-123-

, a. uv 
hv" hv ros V-2 

p':¡;=-COS&"= _ e, 
v" v -VI ~2 

, hv" 0.11 hv a. py=-senv = -senv'. 
v" v 

La pri.J,nera de las ecuaciones (2, 3) representa el efecto 
Doppler; la magnitud v" de la segunda y tercera \ecuación es la 
vdocidad de la onda en el sistema ,S',_mi~tras que la velocida'd 

2 ' 
del fotón en el mismo será ~. Battig\. considera ahora el caso 

v" 1. 

especial de que la velocidad u del siste~a S' sea igual a_
v
_. Se 

, > cos& 
obtiene no sólo para la velocidad v", sino también para la energía 
'E' d valor cero; además resulta: " 

(2,4) p,=hVV 1 v
2

, 

v c2 

es decir, igual a la invariante (1,8); así la expresión «impulso 
, ' v 

de reposo» parece en cierto sentido justificada. El cono: cos ~.=­
u . . 

sobre el cual se anula la velocidad v" determina la direqción de la 
radiación de Cherenlcow emitida por un electrón en reposo en 
este sistema. 

III. Una nUeva interpretación del fotón en el medio material . 

. Punto de partid~ para una nueva interpretación del fotón en 

-el medio material del Índice de refracción n = ~, que evita' la 
. v 

masa de reposo imaginaria y la velocidad mayor que ,la de la 
luz - que en el caso investigado por Battig se haría infinit~,·-, es 
da analogía <;lntre las ecuacion~s. fundamentales deJa Mecánica 
par~ un punto material que se mueve en, un campo, y las ecua­
ciones fundamentales de la Optica Geométrica de un cuerpo isó­
tropo dispersante para un rayo casi simplemente periódico» que. 
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en su última consecuencia ha conducido a la ya clásica ecnación 
de Schroedinger y sus distintas expresiQnes (relativista, depen­
diente del tiempo, etc.). 

Escribimos una onda monocromáti~a plana en el medio ma-

terial del índice de refracción n = ~ ,;. . 
v 

. .... '. [ aX+f3Y+YZ] <P .a ~ exp. 2rt z v 't - n e ' 

I 

Y tenemos' para la fase: 

las ,dos lecuáciooes: 

(3,1), 
00-

=2rtv ,at 

a3o' . n' 
-=-2rt-v. os e 

Por .otra parte, considerando un punto material ,de la masa 
m y de la velocidad V que se mueve en un campo y cuya energía 
total W es igual 'a lasurilade su energía cinética (más energía de 
reposo) B Y de su erwrgia' potencial U, tenemos, siendo S la 
función de ~ cción de (lamilton: 

(3,2), oS=_w 
at 

'as ' 
-=mV os ' 

siendo p = niVel impulso del punto material. ¡Teniendo S la 
dimensión de una acCión, mientras que & no tiene dimensión, po-
demos poner: ., 

h S=--3o 
.2rt \ 
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. y ganamos así las dos ecua.ciones siguientes: 

(3,3)' 

(3,4) 

W=hv 

hv 
p=­

v 

Por otra parte tenemos:. 

(3,5) 

(3,6) 

(3,7) 

E=mc2 

p,mV. 

, Se deduoen de' estas ecuaClOnes también las siguientes:" 

(3,8) 

(3; 9) 

(3, lO) 

l' , 
p=-V(W -U)2-mo2c!t 

e 

W 

v = c _-V(;......W __ U-,--)_2 _n_1.o,---2_C4 

W-U 

y por lo tanto también: 

(3,11) W 
Vv~C2 __ -

W-U 

Siendo v =~ (N = número de ondas = 2..) la velocidad de 
N A' .' 

fase de la Olida asociac4t a la masa m éon layelocidad (mecáni-

ca)· V, se demuestra fácilmente que su vel~cidadde grupo vg= ~~ 
es igual a V. Especial interés merece (3,11); para p =0, obte:­
nemos la conoCida: relació¡n de las ondas de materia; la· ecuac56n 
enseña ~den1ás que con elección conveniente' de U 'se puede con-

\ 

'1. 
.] 

- .1 
J' 

.J. 
",; 

\ 



" 
~ . 
. ". 

-126-

seguir distintos valores de' la velocidad v de la onda asociada. 
Viceversa, suponiendo dada una onda electromagnética de 

determinada frecueIl(cia v y velocidad v, le podemos asociar ¡una 
partícula de cualquier v·elocidad V; eligiendo conve'I1Íentemente 
el valor de U, Expresando ahora la masa de reposo en fu,nción 
de v, v y V, encontraremos: 

(3,12) 
. hVl~ 
mo=vvV 1-& 

y se ve que con la supbSieión V = c2 
resulta la masa de r_~po's¡() -

v . 
imaginaria de Battig; además: U = O, Suponiendo por !otra parte 
que la velocidad d~ las partículas. sea igual a la velocidad de la 
Olida: V =v, se obiiene: 

(3,13). . hv 1 ¡--:;;2 
mo=- /1--::;-, 

v2 c2 

es decir, la masa del fotón en el medio material es: 

,(3,14) 

además sigue: 

(3,15) 

(3,16): 

hv 
m=-' 

v2 ' 

, c2 
E=hv­

v2 

( 

C2 
U=hv 1--), 

v2 

Al lentrar un fotón del vacío en un medio material, la suma 
c2 

de su « energía cinética» E = hv - y de su «energía potencial» 
v2 

. 2 ' 

, U = hv . ( 1 - :2 ) queda igual a su « energía total» , W = hv, en 

el vaCÍo; - sin PQcler explicar el significado. de U, interpretamos 
así: el fot6n, de la energía hv, absorbe del medio la energía 
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G = - U, y adquiere . así el valor E = W + G .. En este 1Proceso la 
V'elocidad ·del fotón se reduce a la n-ava parte (de c o al valor 
v, la masa aparente será n2 veces . mayor, el impulsjo n veiOeIS'., 
Tle<nemos así: 

(3,17) E=mc2 

px=mvcos & 

py=mvcos &. 

En 'el sistema S' que se mueve con la velocidad u en la di­
r,ección de (x) tendremos con la transformación de Lorenlz:' 

E,I=E-upx 
11-~2 

, U'D 
I p~-&J:i 

P :c = -Y=1=~2=-

llamando el impulso nueV'o e', en vez de p' : 

(3,18) 
1- uv cos& 

E' = m' 'c2 = m c2 _-=C=2 =:--
VI ~2 

v cos &-u 
e' x = m' v' cos &, = m -0==-

VI ~2 

e'y=m' v' sen &'=mvsen &. 

La velocidad del fotón en el sistema S' ,es igual a v'; al im-
pulso e' llamaremos: impulso cinetico. \ 

2 . , 

La energía G = hv (~--1), energía del medio. que en el 
, c2 , 

sistema S se halla en reposo, en el sistema S' posee un impulso 
que llamaremos g', pues posee la velocidad - u. Tendremos' por 
lo tanto en S': 

: ' 

(3,19). 
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" ga; 

g'y=O. 

Formando ahora : 

n" =E' - G' 

p'a;=,e'a;-g'x 

" e' g' P,Y=' y- y 

ganamos las relaciones: 

(3,20). 
1-?:: cos& 

W'=hv v =hv" 
-Vl-~2 

uv 
hv cos &-2" hv" 

p':t:::;=:- e ---cos&" 
V -Vl-~2 u" 

, hv a. hv" 'a." Py=-,-senu' =--sen'-" , 
v ' u" 

es decir, los valores de la energía total y,del impuso total que, 
hemos admiitido en un principio y que correspon'derían a una 
v'elocidad mayor que la de la luz. 

Consideraciones análogas pueden hacerse para 'el aaso de la 
reflexión d~' la ,luz en el e$pejo móvil, poniendo en cuenta el 
irllpulso que recibe la energía ,absorbida del medio por parte elel 
espeJo. 
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SOBRE EL AXIOMA DE LAS SUCESIONES NO 
'CONVERG.ENTES EN ALGUNOS ESPACIOS 

TOPOLOGICOS LINEALES (*) 

,por LEOPOLDO NACHBIN 

I~é,~urné. Parmi les axiomes les plus ÍIllportants de la théoríe des espaces 
topólogiques, ou la notion fondamentale est cell{) ae limite d 'une suite dénom­
brable, on trouve 1 'axiome suivant: si une suite de points ne converge pas vers 
un p'oint, elle, conticnt une certaine sous-suite dont aucune so~s-suite ultérieure 
ne converge vers ce point. En considérant l'en'semble des notions de limite, 
qu 'on peut introdúire dans un meme espace abstrait, comme un systeme par­
tiellement ordonné a la fa~ori usuelle, on trouve que cet axiome est completement 
multiplicatif; ét, toutefois,' qu 'il n 'es't pas additif. J!ln employant un théoreme 
démontre dans un autre article [Référenee (G)], donnant une condition né­
cessaire et suffisante pour que cet axiom~ soit' satisfait par la topologie union 
d 'une suite' dénombrable de topologies normées dans un meme espace linéaire 
[Théoremes 1 et 2], on tl;ouve une condition necéssaire ~t suffisante, (TlIéoreme 
3] et des conditions suffisantes [Th,éoremes 4 et 5] pour que cet axiome soit 
satisfait dans une certaine catégoríe d 'espaces topologiques linéaires dont les 
points sont des suitas de nombres [Cette catégorie comprend 1 'espa~e des fonc­
tions 11Olbmo~'phes sur un cercle fermé donné; l 'espace des fonctiolls entieres 
de type exponentiel plus petit qu 'une valeur positive donllee; 1 'eapace des 
fonctions entieres d 'ordre plus petit qu 'une valeur positive donnée]. On con­
sidere au&si 1 'espace des fonctions holomorphes sur un ensemble fermé ([onné 
[Théoreme 6], 

1. Intro'ducción~ Consideremos un espacio lineal E sobre el 
cuerpo ,de los números \(reales o complejos) (1). Por una norma 
en, E entenderemos una función 4>(x) unívoca, definida en E, 
con valores en el intervalo cerrado 0- + 00 (2), tal que: 

(*) Trabajo recibido por la Uni6n Matemática Argentina el día 22 de Ju­
. lio de 1946. 

(1)' Sobre los axiomas de un tal espacio, ver S. BANACH, Théol'ie des ope­
j'ations Unéaires, p, 26, Warszawa, 1932., 

(') Usualmente (BANACH, loe. cit. p. 53) se consideran nonnas, pj'opias, 
es decir, normas que tonien solamente valores no vegativos finitos. Esta res­
tricci6n es superfl~a para nuestro objeto. 

, ¡ 

\' 
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L <1>(&) =0, '<I>(x) >0 si x~j=&, 

2. </>(x1 + x2 ) < <1>(x1) + <I>(x2), 

3. <J>(ax}=JaJ </>(x) si a=-j=O, x =-j= &, 

donde Xv x 2 , X son puntos de E, &es un origen de E ya es 
Uh número. Toda norma <I>( x) en E induce una topología límite 
T 'en E (es decir, una noción de «una sucesión de puntos ('le E 
tiende según T, hacia un purito de E») definida del modo usual: 
siendo xm'EE (m=0,1,2, .. . ), x'EE, ,entonces Xm~X según T 
si y solamente si <1>( x m - x) -+ ° cuando m -+ oo. U na tal topolo­
gía límite se dioe normable: Una sucesión {xm}, m=O, 1,2, ... de 
puntos de E se dice limitada según la topología normable T, 
definida por la norma </>(x), cuandO. y solamente cuando la su­
cesión numérica {</>(xm )} sea limitada (3). 

Consideremos tres' topologías normables T, T', T" en el 
mismo espacio lineal E, definidas respectivamente por las nor­
mas </>(x) , </>'(x),</>"(x). Diremos entonces que' una topología T 
contiene al par ordenado de topologías T', T", Y escribiremos: 

T>[T', T"] (1) 

siempre que estas topologías satisfagan la condición siguiente: 
toda ;sucesión de puntos del espacio 'Bque es limitada según T' 
y que con,verja hacia el origen 3· según T" es necesariamente con­
v'~rgente hacia el origen según T. Si definimos Cf' ( E) como el 
extremo superior, finito, o no, de </>(x) para todo xif.B tal que 
</>'(x), < 1, </>"(x) < E, donde 0< E < +00, se verifica' inmediata­
mente que la condiéiqn (1) es equivalent~ a la,Cf'(E) ~o para 
E~O. 

Entre !los axiomas más importantes que debe satisfacer una 
tioplOlogía T 'en' E, normable o no, está el siguiente, llamado 
«axioma :de las sucesiones no convergentes» (4): 

(") Un número finito de términos de esta sucesi6n puede ser igual a +00 
Como se sabe, la ll;oci6n de sucesi6n limitada solamente depende de la topo­
logía 'normable y no propiamente ,de la norma que induce esta topología; es 
décir, dos nc;¡rmas inducen la misma topología siempre que ellas definan una 
misma noci6n de sucesi6n limitada. 

(') Ver C., KURA~OWSl{I, Topologie 1, p. 77, Warszawa, 1933. 

\ 
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Si una. suceszon {xm}, m=O, 1, 2, .. '. de puntos de E no 
converge hacia un punto x,tf.E según T, entonces exist~ una cier­
ta :subsuoesión de ella, tal que toda subsucesión ulterior de la 
misma tampoco co,nve!,ge hacia x según T. 

Toda topología límite norinable en E, como toda topología 
límite.matrizable en E, obviamente satisfacen a este axioma. 

Consideremos .una sucesión Tu (n =,0, 1, 2, ... ) de topolo..: 
gíl;\S normables en E, y también una topología . límite unión: 

la cual 'es définida del siguiente modo: siendo xm'EE (m=O, 
1,2, ... ), x'EE, dir,emos que X m ~x según r cuando y solamente 
cuando 'exista por lo menos un entero n > ° tal que Xm ~ x se-. 
gún Tn. 

, Esta topología límite umon T no' es necesariamente norma­
ble, ni tampoco satisface necesariamente al axioma de las suce­
siones no-convergentes. E!ste último aspecto de la cuestión da 
lugar a los dos teoremas siguientes (5) : 

I 
T ,e o r e m a 1. Para que una topología límite unzo n T sa-

tisfaga al axioma de las sucesiones no convergentes es necesario 
y suficiente que a cada entero n > ° sea posible asociar un en­
tero N =N(n) > ° tal que sea 

para r=0,1,2, .... ,n y s=0,1.2, ... ,n, ... 

T'eorema2. Si TnL.Tnti (n=0,1,2, ... )(6), para que 
UTI1a topología lím'ite unión T satisfaga al .axioma de las ~:zice­
siones no convergentes es. necesario ysuficienle que a cada en­
tero n > ° sea posible asociar un entero N = N (n) > n tal que sea 

(") 'Para una demostraci6n ver el articulo del autor: 011, the unían of a se­
guence of n01'1nea topologíes, S1IJmma Brasíliensis Mathematicae, vol. ]j, 1946. 

(0) Esta notaci6n indica que la primera topología es subtopologia de la se­
. gunda, es decir, que a toda sucesi6n de puntos eonvergente según la prim.era 

hacia un punto, es necesariamente eonvergente hacia el mismo punto con la 
segunda. topología. 

.1 
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para s=N+l, N+2, ... 
Una condi~ión suficiente es que sea 

cllJalesquieraque sean los enteros no negativos N, r, S tales qae 
• r<.N<.s (7). 

En este artículo deseamos aplicar estos teoremas ,sobre es­
pacios topológicos lineales a rula cierta categoría de espacios to­
pológicos lineales de sucesiones (§ 2), -que ,comprende como 
casosparticulaves el espacio de las funcionesholomorfas sobre 
un 'círculo cerrado, el espacio de las funCiones enteras' de tipo 
eXPQhencial menor que un cierto valor positivo fijado, y el 
espacio de las funciones enteras de orden menor que un cierto 
valor positivo dado -, así I como al espacio de las funciones ho­
lomorfas sobre un ccnju¡nto .cerrado dado (§ 4). 

2. Una categoría de espacios topológicos lineales de' suce­
siones (8). Designemos con E un espacio euclidiano (real o 
oomplejo) de un11- infinidad numerable de dimensiones, ,es decir, 
un espacio cuyos ipuntos :sean sucesiones numerables ,de números. 
Los puntos de este espacio se indi~arán con una notación del tipo 
{xmJm o simplemente {xm} si no hay lugar a oQnfus!Íóp, o con 
la misma letra x que se usa para sus coordenadas. Consideremos 
E como uñ 'espacio lineal del modo usual, donde se defino 

siendo a un número y x={xm}, Y={Ym} puntos de E'. 

(7) E~ta 'condición' suficiente, aunque no necesaria, es "casi necesaria" en, 
el sentido siguientl': para que una topología unión de una sucesi6n ,mon6to­
na satisfaga a dicho axioma es necesario y suficiente que de la sucesi6n dada 
se pueda extraer una subsucesi6n, necesariamente mon6tona, que satisfaga esta 
condición. 

(8) Un estudio más detallado de esta categoría de espacios, así como de 
otras categorías anú~ogas y de las transformaciones lineales de una infinidad 
de variables en estos espacios, . se encontrarán en un trabajo del autor que va 
a ser publicadó en otra Revista. 
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y un cociente por 

siempre que todas las coordenadas de y fueran distintas de cero. 
Consideremos también la norma siguiente (9), . 

• 

Ilxll =sup IXml 
111>0 

que posee obviamente las propiedades: ,llxYII< Ilxll.llyll, ,excep'to 
cuandQ uno de los dos puntos tenga norma nula y el otro nor­
ma infinita. De esta manera, E es por tanto ~l anillo normaclo 
que· se obtiene como el producto directo numerable de la recta 
euclidiana por sí misma, concebida como un anillo normado de 
la manera usual. 

Evidentemente para todo punto a de E cuyas coordenadas 
sean todas diferentes de cero, la función Ilaxll de x (E: goza de ' 
las propiedades de una norma. Indicar,emos con [a] el subcon­
junto de E constituí do por todos. los ¡puntos x1EE tales que 
Ilaxll <+00. Entonces [a] es un subespacio lineal de E (es decir, 
[a] es cerrado con relación a la suma J de yuntos y a la multipli­
cación de un número por un punto) y Ilaxll es una norma p~opia 
sobre [a J. 

Setl 

,(m, 11.=0,1,2, . .. ). 

una matriz infinita cuyos elementos sean números tfeales posi­
tivos. Pongamos 

a -{a n} 'EE n- m m , 

(0) Con este símbolo indicamos el extremo superior, finito o no, de un 
conjunto numérico o de una sucesión numérica; si el conjunto consta de dos 
númerós u, 'ti usaremos entonces sup (1~, v) ; 'l1l1álognmente para el extremo in­
ferior. 
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donde U indica la 1lllión de los conjuntos [an]; es decir' [A] es 
el conjunto de. todos los puntos x (E. tales que Ilan xii < + 00 por 
lo .menos para un entero n > o. 

[A] es un subespacio lineal de E si y solamente si a todo 
par de enteros p, q > O es posible asociar un entero N = N (p, q) 
>0 ~al que \ 

(2) 

En efecto, [A] es siempre cerrado en relación a la multi­
plicación de un número p0r un punto. Supongamos satisfecha 
la relación expresada por las (2); si x,Y<E[A], es decir, si exis­
ten dos enteros p; q > O tales que 

Ilaq yll<+oo, 

determinando el entero N >0 de acuerdo con (2), tendremos 

y por lo tanto x + y lE [A] Y por consiguiente [A] es lineal. Re­
cíprocamente, . si [A] es lineal, dados dos enteros p, q > O, como 

11 ~p ~ 11 ='[1 aq ~ 11 =1 <+00, 

donde 1 es ~l punto l1nitario de E, esto es, el punto cuyas coor­
cleJladas son todas iguales a la unidad, resulta que .los puntos 
ljap, ljaq perten:ecen a [A]; luego la suma de los mismos tam-

'. bién pertenece a [A], o sea existe Un entero N >0 tal ,que 

relación que equivale a la (2). En particular, la condición (2) 
es satiSfecha toda vez que sea 

W::lll <+~ (n=O, 1, 2, ... ). (3) 
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o, más particularmente, toda vez que 

(m.,n=O, 1,2,.:.) 

puesto que entonces basta tomar N =sup (p, q). Sup@dremos 
siempre· que A satisface a las 'condiciones necesarias y suficientes 
para que [A J sea un subespacio lineal de E. 

Cada Ilan xii es una norma (no necesariamente \propia) . en 
[ A J y por tanto induce una topología norm1:l.ble T n en [A J. Con­
sideremos la topología límite unión: 

en [A]. La cuestión que -vamos ahora a examinar puede ser 
enunciada en los términos siguientes: dada la matriz infinita. A 
que determina un subespacio lineal [A J y sobre éste ,una topo- '1 

logía.límite T, ¿cuál es la condición necesaria y suficie,nte1:l. que 
debe satisfacer A para que T satisfaga al axioma de las suce-
siones . no converg,entes? 

Con este objetivo, consideremos tres enteros po ,negativos 
N, r s y definamos 

lfNri E) =Rup·lla.IV xii 
(m) 

. para, todo x 'E [A J tal que 

donde 0>= E < + C1J. Vamos en primer lugar a probár que 

{
N .IV } . .' am E<Qm 

CJ'Nrs{E) -;--sup. mI. (--, --) . 
- m>O a r a s _ m m 

En efecto, si x={xm}m-EE satisface (5), será 

E 

a s m 

(m. .' 0,1,2, ... ) 

(5) 

(6) 

\ 
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donde 

(m=O, 1, 2, ... ) 

y tomando el extremo superior con relación.a m >0 Y después 
con relación a x, que satisface (5), co:nst~üamos que ,(6) es ver­
dadera con el sigJ;lo <. Por oLro lado, considerando el. punto . 

se ve que II a,. x*ll< 1, 11 as x*lI< e: y por consiguiente x* ([A], y 
lIaN x*1I 'es igual al segundo miembro de (6), de donde se sigue 
que ~6) es verdadera con 'el signo >. Por tanto (6) está probada. 

, Para poder aplicar el Teorema 1, tenemos interés en veri­
ficar cuándo es que la condición 

es satisf.echa. Teniendo en cuenta la fórmula (6) es natural in-
troducir las consic~eraciones que siguen. .. 

Consideremos dos sucesiones {a.m) , {~m} de números positivos 
y definamos 

,J 

donde O < e: <+00. Diremos entonces que la primera I suceSlOll 
es subinfinitésima/ con relación a la segunda si, o bien es impo­
sible extraer de la segunda sucesión otra sucesión que sea con­
vergente hacia cero, o bien, en caso contrario, cualquiera que sea 
la,sucesión creciente {mTc} de enteros no negativos tal que ~mk ~ O , 
cuando 11: ~ 00, necesariamente sea a.mk ~ O cuando lc~ oo. Ob­

servemos que,si a.~i ~ O cuando lc~ 00, entonces {a.mJ es subinfi­
nitésima ,con relación a cualquier otra suce~ión {~m}. Utilizando 
esta noción, vamos a demostrar el lema siguiente: 

L e in a 1. Para que cp ( e:) ~ O cuando e:~ 00 ,es necesario y 
suficiente que {a.m} sea subinfinitésima con relación a {~mJ. Una 
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condición ,suficiente es que {am} sea una sucesión infinitésima. 
En efecto, supon@amos que cP ( e) -+ O cua:ndo e -+ O, Y 

sea. {m¡c} una slJ.cesión creciente, supuesto existente; Ide enteros 
no negativos tal que ~mk -+ O cuando Ii:-+ CXl. Como 

(Ti: -+ CXl) 

~ncluimos que a mk -+ O cuando Ti: -+ CXl: por tanto la primera 
suoesión es subirifinitésima con relación a la segunda. Recíproca­
mente, supongamos que cp(e) no converja hacia cero cuando 
e -+ O. Puesto que cp( e), es monótona, existe el límite. siguiente 

el cual es positivo. Pong,aJ:nos también 
\ 

cpm(e)=sup{inf (IJ.]J[,~).} (m=0,1,2, ... ). 
]JI;:::.'" ~]JI 

. Se reconoce inmediatamente que estas funciones son mOlló­
tonlas y que 

A = lím CPm( e): (m=O, 1,2, ... ). ' 
e-+O 

Eligiendo un b en el intervalo abierto O-A, tendremos 

'\ (e> O; m=O, 1,2, ... ). (7) 

De aquí resulta, por recurrencia, que existe una sucesión 
creciente {m¡J de enteros no negtltivos tal que 

(Ti: = 1, 2, 3, ... ) 

En efecto, basta definir mi = O, Y en seguida, Imponiendo 
ya definido m¡c' definir m1cfl como uno de los valores, por ejem­
ploel menor, del entero M. tal que 

. f ( 1/1~) .... 
lll.\ a ]JI, -- > u; 

~]JI 
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la ,existencia de por lo menos un entero M en estas condicione,s, 
es unla cOnSecuepcia de la deSigualdad (7) cuando en ella se 
hace m -:- mlc + 1 Y E = l/le. Ahora bien, (8) equivale a 

(le=1,2,3, .. . ) 

lo que prueba que {amI no es subinfinitéisima con relación a 
{~n,}: la primera parte del enunciado del Lema está, por con~i­
guiente, ,probada. La segunda parte es, entonces, evidente. 

Compar,ando ahora >el enUlllciado del Teorema 1 con la 
fórmula ,(6) y co;n la primera parte del enunciado del Lema 1, 
ohtencmos el teorema 3, que sigue. El teorema 4 se optiene uti­
lizando la segunda parte del enunciado del Lema 1. El teorema 5 
es una especialización del .teorema 4 obt~ida cuando es posible 
tomar ,>el entero N(n), que figura 'en el enunciado de este último, 
igual a :n¡ + 1. Si len lugar del teorema 1, utilizamos el teo­
rema 2 obtenemos enUlllciados análogos que' suprimimos:: con­
viene I únicamente notar que la monotonía de la sucesión de topo­
logías ¡normables es, en este caso, precisamente expresada por 
la condición (3), o implicada en la condición (4).' 

T ,e o r e m a 3, Para que la topología límite Ten el espa­
cio , lÜ!beal [A] satisfiaga al axioma de las sucesiones no conver­
g,entes es necesario 'Y' suficiente que a c.ada entero n > ° sea po­
sible ',,asociar un entero N = N (n) > ° tal que la sucesión 

{
a Iv} 
:'r/ m (9) 

sBa ,subinfinitésima con relación' a.la sucesión 

, (10) 

para todo' r=O, 1,2, ... , n y s=O, 1,2, ... , n, ... 

T 'e o r e m a 4. Para que la topología T en el espacio liTwal 
[A} satisfaga al axioma de las sucesiO/ws 'no convergentes es su-
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ficiente que I(l cada entero n > ° sea posible. asociar :un entero 
N = N (n) > n tal que • 

a N 
~ -+ ° cllJarido m -+ C1J 
a r 

r;n. 

para 1'=0,1,2, ... ,n. 

T e o r e m a 5. Para que la topologia límite T el'/, el espa­
cio lineal [A] satisfaga al axwma de ,las sucesiones no' conver­

. gentes es suficiente que 

a n+l 
_m __ -+ ° cuan;do m -+ C1J (n -,0,1,2, ... ). 
am

n 

Anfes de terminar este párrafo,' vamos a hacer algunas con­
sderaciones que, aunque no serán utilizadas 'en este artículo, 
tienen un cierto' interés,. 

E~ primer lugar observemos que las condiciones Jlecesllrias 
y suficientes del teorema 3 implican las condiciones (2), nece­
sarias y suficientes para que [A] sea lineal; en efecto, haciendo 
s = 1" ,en el teorema 3, y teniendo en cuenta que una sucesión' 
{a.m} de números positivos es subinf:ipitésima con relación a' 

{l/a.m} si y solamente si {a.m} es limitada, concluimos que 

(1"=0,1,2, ... , n) 

que es una forma equivalente de la condición (2). Esta condi­
ción (2) es, por otra parte, necesaria y suficiente para otras pro­
piedades: en primer lugar ella traduce que Tp.cTN, Tri cTN 
o bien (como se acostumbra a decir en la teoría de los sistemas 
parcialmente ordenados) que la sucesión de topologías {T n} es un 
siStema &irigido (di1"ected system); en segundo lugar, suponien­
do E real e introduciendo un orden parcial x <y entre los pun-' 
tos x={xm}, e Y={Ym} de E, definida por xm<Ym (m=O, 1, 2, 
... ) con lo cual E 'es una estructura (lattice), (2) expresa que ,[A] 
es una subestructura (sub-latti:ce) de K Un tercer hecho expre­
sado por (2) eStá enunciadó más adelante. 
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, 'Consideremos dos· matrices infinitas 
• 

cuyos ,elementos sean números positivos: diremos que ,estas ma­
trioes son equivalentes y escribiremos A '" B siempre que [A] = 
[B], ,es decir, siempre que ellas definan el mismosubco;njunto 
de E. Vamos a demo~trar que, en este caso, las topologías Jí­
mites, que indicaremos ·con T ( A); T (B), obtenidas en Q= [A] = 
[BJ 'por medio de A y B, respectivamente, son idénticas; Para 
esto vamos a probar, primeramente, que A", B cuando y.sola:­
mente cuando, a cada ¡entero n > ° es posible asociar ,dos entero~ 
p=p(n), q=q(n) tales que 

(11) 

En decto, suponiendo estas condiciones satisfechas, y dado 
XIE[A], 'existe un entero n>O tal que Ilanxl!<+oo, de donde 

y por tanto XIE [B]. Por consiguiente [A] c: [BJ. Análogamente se 
demuestra la inclusión contraria, lo que prueba .que debe ser 
A", B. Recíprocamente, si es A "-' B, dado un entero n > 0, como' 
obviamente es l/an 'E [A], será l/an lE [B], lo. que implica la primera 
de las relaciones (11). La segunda se prueb;.t de manera idé'ntica. 

, Supqngamos ahora que sea A '" B. Indicando con .T n (A) 
Y Tn(B) las topologías normables inducidas en Q por Ilanxll y 
Ilbnxll (n=O,l, 2, ... ) respectivamente, de (11) resulta que 

Tn(A):c:TiBy c:T(B) 

Tn(B):c:Tq(A) eT(A) 

de donde T(A):=T(B)~ Este hecho· sirve para aclarar que la 
1lopología T depende del conjunto [A] Y no propiamente de la 
matriz A utilizada 'en la construcción de este conjunto: . 

Vamos _ ahora a probar (que la condición (2) es ~lecesaria y 
suficiente para -.que A sea equivalente a por lo inenos una matriz 
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B que satisfaga la condición (3), o la condición (4) (bien enten­
dido: con la sustitución de los elementos de A por los tle B). 
Como, en efecto, si A "-' B Y B satisface (3), de la relación 

(n=0,1,2, . .. ), 

podemos concluir que [A], como unión de una sucesión monó­
tona de subespacios lineales de E, es también un subespacio lineal. 
Luego (2) es satisfecha. Recíprocamente, supongamos (2) satis­
:flecha e inLrQduzcamos la matriz B cuyos elementos sean defi­
nidos por 

bmn = infaml" 
0<"<,, 

(In, n=O, 1,2, , .. ). 

Esta matriz satisface desde luego a (4). VaInaS ahora u. 
probar que A "-' B, para lo cual bsata 'constatar las-(11). Para 
la primera de las (11), basta tomar ;Ip(n) = n. En cuanto a la 

. segunda, definamos por recurrencia, de acuerdo con (2), 

Poniendo enconces q(n) = N,;, de (2) se deduce por re­
curre¡Ilcia, 

11::11 <+00 (le = 1, 2, .. " n), 

que es pr.ecisamente .equivalente a la segunda de 'las (11); queda, 
por tanto, probado el enunciado. 

, Para probar que el teorema 3 no· es ({ vaCÍo», es decir, para 
probar que#' las condiciones necesarias y suficientes que figuran 
en su enunciado no son obligatoriamente satisfechas, vamos a dar 
un ejemplo de una matriz A que, aun satisfaciendo a la condición 
resLrictiva (4), determina un subespacio lineal [A], y sobre ,éste 
una topología T que no satisface al axioma de las suces~olOes 
no conv1ergentes. Designemos con I el conjunto de los ,enteros 
O,1,2, ... y sea In (n=1,2,3, ... ) una sucesión fija de subcon~ 
juntos. de I tal que cada término de esta sucesión contenga' el 
término siguiente y la diferencia entre estos dos términos sea 
un subconjunto infinito de l. Definamos. los elementos de la 
matriz A por recurrencia del modo siguiente, 
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(n~1,2, .. . ) 
a n-l 
_m_,_ 

m-I-1 
para¡ md -In 

Esta matriz satisface evidentemente la condición (4) y, para 
demostrar que una topología T sobre [A] no satisface a dicho 
axioma; será suficiente, de acuerdo con el teorema 3, demostraD 
que, cualesquiera. que sean los enteros no negativos tales que 
r<N <s, necesariame,nte la sucesión (9) no es subinfinitésima 
con relación a la sucesión (10). En efecto. en este caso, poniendo 
J =lN-Is' como J~ IN- INH, entonces J es un subconjlUlto 
ir,finito de 1 y por tanto tiene sentido hacer que un entero m 
variable en J, tienda a infinito. Ahora bien, si m pertenece a J, 
entonces m no pertenece a ls' de donde 

II s a s-lj(m+1) 1: " 
rn - m s-- ~O (m~oo, mEJ)' 

a N = - a N - n~+l 
m rn 

'1 por otra parte m pertenece a < IN, de donde 

(mEl) 

'lo que prueba la afirmación hecha. 

. i 'Finalmente, para terminar este párrafo, vamos a indicar dos 
cuestiones: :interesantes para ser examinadas y que todavía de­
ja;r<emos i de lado. 

La ; primera es la siguiente. Se verifica fácilmente que, dada 
una matriz A, no siempre' es posible sustituirla por otra ,B 

. equivalente que satisfaga la condición suficiente del teorema 5-; 
ig-ual que una topología T sobre [A] satisfaga al axioma aquí 
discutido. Un ,ejemp~o' está dado por la matriz cuyos .elementos 
sean' todos iguales a la unidad: el espacio y la topología, corres­
pondiente son, en este caso, el espacio I( m) 'de las sucesiones li-

\ 
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mitad as con su topología: métrica usual (10). Además se demues­
tra fácilmente que la condición necesaria y suficiente respecto A 
para que exista una matriz equivalente B que satisfaga a la con-

dición ~uficiente de!" Teorema 5 (sin alterar la' cuestión podemos 
también exigir que B satisfaga la condición (4», es que A sa­
tisfaga la condición suficiente del T,eorema 4. Entonces, ¿ cuál es 
el significado topológico del h echo de' que el espacio [A 1 y su 
topología T í"jean definidos por medio de tilla matriz A que 
satisfaga .la condición suficiente del Teorema 5? 

La segunda cuestión consiste en re-examinar las ¡cuestiones 
abordadas en este párrafo' utilizando, en lugar de la norma intro­
ducida anteriormente en el espacio E" la norma definida del 
siguiente modo 

00 

IIx!! = (:E !:Vm !p)l/p, 
o 

dondep > 1 es un número real. 

3. Algunos ejemplos. En este párrafo vamos a indicar :al­
gunos ejemplos bien con<?cidos de espacios topoló/?icos lineales 
que entran .en la categoría estudiada en el párrafo precedente.~ 

Prinver ejemplo. Espacio de las funciones holomorfas s,obre 
un círculo cernado (11). Sean: R un número no negativo'(;n 
(n = 0,1,2, ... ) una sucesión monótona decr,eciente de números 
positivos que convergen hacia cero, y clefi'¡]amos los elementos 
de la matriz A por: 

(m, n = 0,1 , 2, ... ). 

Se reconoce· inmediatamente que [A] es el conjunto de to­
dos los puntos x = {Xm}E E. tales que 

esto es, tales que el CÍrculo abierto de conv,ergencia de la ,serie dé 
potencias 

('0) , BANACH, loo. oit., p. 11. 
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(12) 

contiene al círculo oerrado ! z! < R en el ,plano de la .variabIEl,: 
compleja z. 

Sea CJJ(R) un conju¡ll.to de estas series de potencias. consi­
derado como un espacio lineal del modo usual. La correspon­
dencia que a cada x ¡E [A] asocia. fez) (; CJJ(R) definida por (12) es 
un isomorfismo, ,en el sentido ele la teoría de los espacios linea­
'les, entre [A] Y CJJ.( R). Introduzcamos ahora en CJJ (R) una to­
pología límite T(R), la llamada topollogía de convergencia uni­
forme, definida del siguiente moclo: si f(z) .. fm(z}(CJJ(R) (m= 
0,1,2, ... ) se dice que fm(z)-)-f(z) según T(R). cuando y sola­
mente cuando existe un l:> positivo tal que las series de potencias¡ 
fez), fm(z) sean convergentes en el círculo !z!<R+l:> y fm(z)-)­
fez) uniformemente en este círculo en el sentido us:ual. Conside-

,rando ,entonces [A] como una topología T y CJJ (R) 'como uno 
topología T(R), ~e ve fácilmente que la' correspondencia así de­
finida {lS bicontinua y por lo tanto [A] con la topología Tes, 
a menos de un isomorfismo en el sentido de la. teoría de los 
,espacios topológicos lineales, el propio espacio de las funciones 
holomorfas sobre un . círculo cerrado con la topología de con­
v·ergencia uniforme. 

Aplicando <el teorema 5 se ve que en el caso actual el axio­
ma de .las ~ucesiones' no convergentes es satis:Eecho. 

Segundo !ejemplo. Espacio de las funciones enteras de tipo 
exponencial menor que un número positivo dado. (Sean: c un 
número positivo, que puede ser igual a +00, Cn (n=O, 1,2, ... ) 
una sucesión monótona creciente de números positivos ¡que. con­
vergen a c y cllefinamos los elemantos de la matriz A por 

(m,n=0,1,2, . .. ). 

- I 
[A] -es el con'jurito de todos los pun'tos x de E tales' que 

, • "1 límsup !m.! xm!1/m<c, 
'1TIoo+OO 

¡'. 
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esto es, tales que la serie de potencias definida por (12) r,epre...: 
senta una función entera de tipo exponencial < e (12). 

ISea e (e) el conjunto de estas series ,de potencias conside­
rado como un espacio lineal de la manera usual. La correspon­
dencia definida por (12) es un isomorfismo ,en el sentido de la 
teoría de los espacios lineales entre [A] Y c:: (e). Definamos en 
e (e) una topología límite T(e) del sguiente modo: si f(z)" 
fm(z),€ e(e) (m=O,1,2, ... ), se dice que 'tm(z)-+f(z) según 
T(e)' si y solamente si fm{z) -+f(z) unifohnemente en el sen­
tido usual en todo conjunto limitado y cerrado del, \plano com­
plejo y, además de esto, las funcion,es {fm(z)} son uniformemente 
de' tipo expol1lencial < e, es decir, existen dos números positivos 
[( y e ~ e tales que ,: ' 

" 

(r=/z/; "m=O,1,2" .. . ). 

Considerando [A] con la topología T y, e (e) con la topolo­
gía T ( e), se verifica que la correspqnclencia así definida es bicOh­
tinua, y por tanto [A] 00;0 la topología T les, a lilenos, de un 
isomorfismo ,'en ,el sentido de los espacios topológicos lineales, el 
propio espacio de las funciones enteras de tipo exponencial men,or 
que unl, número positivo dado con la topología hntes indicada. 

Apliqando ,el teorema 5 se encuentra que el axioma de las 
suoesiones no convergentes es satisfecho en el caso actual. 

T,ereer ejemplo. Espacio de las funciones enteras de orden 
'menor que un número positivo dado. Sean: e un número pisitivo, 
que puede ser +00, Cn (n=O,1,2, ... ) una sucesió;n monótona 
creciente de números positivos que convergen hacia c y defina­
mos loselemen,tos de la matriz A por 

(m,n=O,1,2, .. . ). ' 

: .r A] es el conjunto de todos los puntos x de E tales que 

, loglx I 1 hmsup. m < __ _ 
,¡HCXl ' m log ,m e 

("') Ver. L. BIEBERBACH, Lehrbu.{)h aer Ftm7ctionentheOl'ie, Bd. 2, pág. 234. 
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es decir, tales que la serie de potencias definida por (12) r~pl'e­
sente una función, entera de orden < e (13). 
'! Sea O ( e) el oonjunto de estas series de po:tencias cp;nsiderado 

mmo un espacio lineal del modo usual. La corresp.o;nclencia defi­
nida por (12) es un isomorfismo en el sentido de la teoría de los 
espacios lineales entre [A] Y O (e). Introduzcamos una topolo­
gía T(e) 'enO(e) del siguiente modo: si fez), fm(z)IEO(e) (m= 
0,1,2, ... ), diremos que fm(z)-+f(z) según T(c) si y solamente. 
si fm(z) -+ fez) uniformemente en el sentido usual en todo con­
junto limitado y cerrado del plano complejo y, además de esto, 
las fUnciones {f m (z)} sean uniformemente de orden < e, es decir. 
existen dos números positivos [( y e < e tales que, 

Ifm(z) 1< [(. 'exp. (re) (r=lzl; m=O, 1,2, ... ). 

, Considerando [A ] 'con' la topología T y O (e) con la. topolo­
gía T(c), se demuestra que la correspo'ndencia,definida es blcon­
tinua y, por tanto, [A] oo;n la topología T 'es, a menos de un iso­
morfismo ,en el sentido de la teoría ,de los espacios topológicos 
lnealos, el p.ropio espacio de las funciones enteras de orden menor 
que un número positivo dado con la topología indicada. 

Aplicando .el teorema 5, se demuestra que en el ejemplo ac­
tual el axioma de las suoesioues no convergentes, también es 
satisf'echo. 

I ,Análogamente puede ser ,considerado el espacio de las fun­
ciones de orden dado y de tipo menor que un número dado(1S); 
así como ciertos espacios de funciones analíticas representadas por 
series de Dirichlet quel~satisfacen a la condición de Valirón para 
que las· abscisas de convergencia simple y absoluta sean idén­
ticas. I 

Como los tres ejemplos que acaban de :ser estudiados, así 
como sus respectivas topologías, son espacios no metrizables, se 
Vie que la ~nión de una sucesión monóton,a de topologías norma::" 
bIes puede muy bien satisfacer al axioma ,de las sucesiones no 
convergentes sin con rello ser normable ni metrizable. 

, 4. El ,espacio de las funciones holomorfas sobre "un conjunto 
cernado dado (14). Sea .Q el conjunto de todas las funcionescom-

(1lI) BIEBER!lAOH, loa. cit., p. 234 Y siguientes. 
. ("), El espacio' de las funciones holomorfas ha sido objeto de estud~, des-
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plejas f(z), finitas y unívocas, de la variable compleja iZ, cada 
una definida y holomorfa en un conjuO:to abierto sil (f), no va­
cío, de la esfera de Gauss de ,esta variable compleja. Indiquemos 
oon F un subconjunto¡ propio no vaCÍo, oerrado, de esta esfera: si 
el punto z=oo pertenece a F, efe.ctuaremos el cambio de Ya­
riable definido por z' = lj(z-'1;),donde '!; indica un punto de la 
esfera de z nQ perteneciente a F, y entonces F se cambia ,topo­
lógicamente en un conjunto cerrado F' ele la esfera de z' que 
no contiene z' = 00 • . 

Podemos, por tanto, sin perder la generalidad, .suponer que 
el conju,nto dado,F. no contiene z=oo, ,es decir, es un subco:n­
junto limitado y 'oerrado del plano de la variable ,z. Design'e­
mos con Q(F) el conjunto de todas las f(z) 'E Q tales que sIl(f):J 
P, es decir, el conjunto de todas las fli!pciQnes de Q holomorfas 
sobre F. Vamos a intl10dupir en Q(F) una relación de equiva­
lencia '" módulo F definida del siguiente modo: si" fl(Z), f2(Z).~ 
Q(F), diremos : que fl(Z) '" f2(Z) (mód. F)' cuando y solamente 
cuando exista un conjunto abierto sil tal que 

1.' F c.gtc.sIl(fl) ~sIl(f2)' 

2. fl(z) ~f2(z) para ZEsIl. 

Esta definición de equivalencia es evidentemenLe reflexiva, 
simétrica y transitiva. Sea Q[F] el espa.cio cociente de Q[F] 

. por esta '.relación de equivalencia, es decir. el conjunto de las 
clases de equivalencia determinadas en Q(F) por "'. Para rndicar 

. que dos funciones de Q( F) pertenece.u a la misma clase de 
equivalencia módulo F, es costumbre decir que .una es la pro­
longación analítica de la otra módulo F; además de esto, dada 
fl(z) d2(F) y dado un conjunto abierto de la esf,era sil que 
contiene F, diremos que fl(Z) es prolülngable ¡,analíticamente en 
sil, módulo F, siempre que exista f2(Z) ,E.Q(F) tal que sea 

·fl(Z) '" f2(Z) (mód. F) y sil (12) ;;;sIl.' , 
Podemos convertir .Q[F] en un espacio lineal de la manera 

usual: si a indica un número y :r d'l[F] , indicaremos con a:r 

de varios puntos de vista, por parte de distintos autores. Ver principalmente: 
L. FANTAPPlE: a) 1 f1tnzionali analitioi, Mem. R. Aeead. dei Lincei, vol. 3, 
Serie 6, fase. 11, 1930; b) V'bc¡'blio7c übe¡' die Thcorie der analytisohern lJ'urn7c­
tionalern 1md iMe Anwendnngen, Jahresber. del' Deutsehen Matl1'em. Ver Bd. 
43, pp. 1·25, 1933; e) Lo spazio funzionale analitico oome spazio topologieo' 
To, Renc1. Mat. R. Univcrsita di Roma, vol. 1, Serie 5, pp. 84·90, 1940 . 

... 

, :: 
:.'.' 
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la' clase de equivalencia módulo F. determinada por la función 
af(z), Zl€ sil (f), donde f(z) es una función de la clase 9:, y si 
c:Jl , :f2 'E.o.[F], indicaremos con ~ + :f2 la clase de ,equivalencia 
módulo F determinada por la función f 1 ( z) + f'J (z),~ 'E sil (f 1) ,.., 

sil (f2)' donde f1(z) y f2(Z) son funciones de las .clases c:J1 y 
C;¡:2 respectiv,amente. Es obvio que estas operaciones lineales están 
«bien definidas módulo F». 

Podemos también introducir u:n'a topología límite T(F) en. 
Q[F] del siguiente modo: si ':J, c:Jm'E Q[F] (111=0,1,2, ... ) di­
remos que c:Jm -+ c;¡: según T(F) si y solamente si existen fun­
ciones f(z) lE C;¡:; fm(z) E C;¡:m (111= 0,1,2, ... ) y un conju;nto 
abierto sil tales que: 

¡ 1. Fcsilcsll(f). 

2. F.csll csll(fm) (111.=0,1,2, ... ). 

I 3. fm(z) -+ f(z) uniformemente para ZrE sil. 

. ( De' esta manera .o.[F] pasa a ser un espacio topológico lineal 
(en. el sentido de la teoría de los espaciqs límites) no metrizabl,c. 

, Para cada b > 0, sea F(b) el conjunto de los puntos z del 
plano complejo tales que: disto (z. F) < b. Además :dl:1 eso, 
para cada b > ° 'y cada :f lE Q[ F] definamos <1>( :f; b) del si­

'guiente modo: 

1. <l>(:f; b) = + 00 SI no existe f( z) E :f tal 'que sil (f);;J 
F(b). 

2. <l>(:f; b) = supo I f( x) I si 'existe por lo menos una t( z) f. 
, .zEF(8) 

:ftal que sil (f);:JF(b). , 
, \ E,videntemente cada <l>(:f; b) es una norma en ,el espacio 
lineal Q[F], sobre el cual ella induce la topoogía límite T(b) .. 
Para simplificar lá notación, no está indicado que <I>(:f; b) Y 
T (b) dependen de F. Es también inmediato que: 

T(F)=UT(b), 
bo 

<> también que: 

(13) 
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donde ~n (n = 0, 1,2, ... ) indica una sucesión decreciente. de nú-, 
meros positivos tales que ~'> ~ > ~", V amos a probar que 

T(~) > [T(~'), T(~")]. (14) 

, En ,efecto, en virtud del teorema de los tres círculos de Ha- ' 
damard (15), tenemos 

donde 

_ log(~'/~) 

el --log(~' /~")' 
log(~/~") 

10g(~' /~") 

, Inclica~do con q> ( e ) el extremo superior de ,C/>(~'; ~) para 
'todo r::J ~.Q[F] tal que C/>( r::J; ~') 2:: 1, 9>( r::J; ~") < e, donde 0< e < 
+ 00, obtenemos 

" q>(e)<ej3~O (e~O) 

lo que prueba (14). Las relaciones (13) y (14), el hecho dI:) 
que las topologías que figuraJIl en el segundo miembro de (18). 
constituyen una sucesión monótona y el Teorema 2 permite afir­
mar que el espacio .Q[F] con la ,topología T(F) satisface al axio-
ma de las sucesiones no convergentes. , 
, Una circunstancia curiosa ,es que el teorema de los tres círcu-

los de H~damard m¡ exactamente el instrumento 'necesario para 
constatar la relación ternaria entre topologías normables :üxpre­
sada por '<mna togología contil:\ne el par orae'nado de otras dos 
topologías» . 

Podemm¡, por tanto, concluir con el siguiente, 

Teorema 6. Sean fez), fm(z) I€.Q(F) (m =.0, 1,2, ..• ). Si 
de toda sucesión de esta sucesión es posible extraer una sub­
suoesión ulterior .4 tal que exista un con junto abierto sil con­
tenieooo F. para el cual fez) y los términos de .4 puedcm ser' 
prolongados analítioamente módulo F de manera que las pro-

('") 'BIEBERBACH, loo. cit., p. 126. Siendo fez) ,una funci,6n holomorfa so­
bre el conjunto cerrado F, 1· un número positivo menor que la distancia de este 
conjunto a la frontera del conjunto abierto en que esta funci6n está definida, 
y M(r) el m6dulo' múximo de fez) en F(?·) entonces M(r) satisface a la misma 
desigualdad que en el caso en que F se reduce a un punto. 
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~ong¡aciones 'de los términos de ..:E' sean uniformemente conver­
g,entes en sil hacia la prolongación de f(z), entonces existe un 
conjunto I(1bierto fijo sil * conteniendo P para el cual f( z) y los 
términos ¡de la sucesión dada pueden ser prolongados analítica­
mente módulo F de modo que las prolongaciones de estos lér­
minos 'sean uniformemente convergentes en sIl* hacia la prolon­
gación de' f(z). 

,NÚCLEO DE MATEMÁTICA 
FUNDAQA.o GETULIO VARGAS 
RIO DE J ANE1RO, BRASIL. 

BIBLIOGRAFIA 

PEDRIO Pi CALLEJA. Int1"ocl11.()oión al áluebm vcotol"ial. Publicación de la Facul· 
tad de Ciencias de la Universidad Nacional de Cuyo. Buenos Aires 1945. 

Como dice muy bien el Dr. Rey Pastor, en el breve y jugoso prólogo, del 
libro que c'omentamos, el profesor Pí Calleja da en él mucho más de lo que 
promete con su titulo, no sólo 'por que hace un estudio casi completo del álge· 
bra vectorial, e incluye también el álgebra tensorial, sino por que en todo él 
se abren ventanas hacia las más elevadas especulaciones de fa matemática y 
de la física con~emporáneas. 

La idea esencial del libro es, según las propias palabras del autor: "au· 
nar la interpretación 'física y geométrica del concepto de vector que da una 
visión sintética y directa de grUln parte de la Matemática útil a la Física ele· 
mQntal,y a la Técnica" con el profundo significado que para la Matemática 
pura y la Eisica teórica moderna tiene el.concepto abstracto de v.ector". 

El capitulo I, dedicado al, concepto de vector, se inicia con un estudio de 
los sistemas 'd~ coordenadds cartesianas, definiendo con precisión no habitual 
las orientaciones de los ejes; sigue con un estudio preciso y riguroso del con­
cepto de igualdad, y da lri. definición clásica de vector en el espacio ordinarió, 
así como la distinción entre vectores libres, axiales' y. fijos. Entra a continua­
ción: ,en la definición a,. .. domática de los vectores, dando en una introducción,' 
en forma concisa y clara, la esencia y sentido, de la axiomatizació~ de una 
teoría matemática, y de la interpretación concreta y aplicación de la misma; 
Ell, espacio vectorial abstracto se define mediante catorce axiomas, dando las 
int~J:pretaciones de algunos de ellos para la anterior definición de los vecto· 
res,' e igualmente se dan ejemplos de operaciones matemáticas que no verifican 

,algunos de esos a,.'{iom~s. Define a continuación la 'independencia lineal de los 
velltores, para poder introducir los axiomas de la dimensión para la recta, el 
Plallo, el espacio ordinario y el espacio n-dimensional. A partir de ese momento 
tóuo el cálculo vectorial se desarrolla como una serie de consecuencias lógicas 
de"clos axiomas: Define después las coordenadas vectoriales mediante vectores 
linealmente independientes, e introduce axiomáticamente el espacio puntual 'y 
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las relaciones entre puntos y vectores. El capítulo t'ermina con un estudio de 
las multiplicidades vectoriales lineales, limitándose a la recta y al, plano del' 
espacio multidimensionaI. Las cualidades de claridad y precisión 'en el len­
guaje, características de la obra que analizamos, alcanzan su máximo en la 
exposición de 'este primer capítulo. 

El capítulo II está dedicado al producto interno o escalar. Se inicia' con 
la definicióu a partir de los axiomas y' de los conceptos de distancia y án­
gulo; luego se define el producto escalar y se estudian su~ propiedad,es. A 
continuación se estudian las transformaciones ortogonales, probando, la inva-' 
riancia del producto escalar, de la distancia y del (mgulo en todos los sistcmas 01'­

togollales de coordenadas. Estudia después la ortogonalización de vectores, y ter­
milla el capítulo con el estudio le las ecuaciones normales de la 'recta y del plano. 

E! capítulo III se, tlenomina área y volumen: se def~ne, mediante suá pro­
piedades características, el volumen determinado en el espacio n"-dimensional 
por un grupo de n vectores. En este capítulo se utiliza el concepto de deter­
minante y se muestra como éstos pueclen estudiarse, sea partiendo de la clá­
sica definición polinómica, sea de su definición mediante sus propiedades ca­
racterísticas. Se estudia taD:lbién con mucho cuidado y precisión - el signo de 
las areas y volúmenes. 

El capítulo IV está dedicado al producto vectorial o externo, y a los pro· 
duetos compuestos o mixtos; el estudio, se limita al caso del espacio tridimen­
sional y se dan una serie de aplicaciones de estos conceptos a la geometría \ y a 
la física. Entre estas aplicaciones figura el resultado' clásico de que un' sis­
tema de vectores deslizantes se reduce a un vector y a un par. Creemos que, 
dada su importancia, est~ punto debiera haber merecido un examen más de­
tallado. 

El capítulo V, titulado: l' Los espacios lineales y las multiplicidades vec­
toriales en el estudio de las magnitudes físicas", se inicia con un estudio muy 
resumido y elegante de los espacios abstractos y de la utilidad y necesidad de 
estos en la física contemporánea. Es claro que al dar en ocho páginas tal resue 

men ticlUen que presentarse forzosamente algunas lagunas, e~l particular nos 
parece que no 11a sido puesto suficientemente en relieve la importancia básica 
del concepto de punto de acumulación. Creemos, por otra parte que hubiera 
sido conveniente estudiar en este capítulo, con mayor detalle los ~jemplos de 
espacios vectoriales de infinitas dimensiones con 10 que se hubiera puesto más 
en clar'o el interés ,del método axiomático. Sigue después el capítulo con el es­
tudio de las multiplicidades v.ectoriales de 'In dimensiones en el espacio vecto­
rial n-dimensional; estudia a continuación, utilizando la interpretación vecto­
tial de los sistemas de ecuaciones lineales, la referencia de las m~tiplicidade8 
a bases distintas. Termina el capítulo con un estudio del álgebra vectorial de 
las magnitudes físicas de gran interés por la forma muy clara, y rigurosa en 
que se trata el problema de los sistemas de unidádes en física. 

El capitulo VI S6 titula Tensores; se inicia con la definición del tensor en 
el cspacio tridimensional como una, función vectorial lineal homogénea de, la 
dirección, y se muestra el origen de este concepto en los problemas de la re­
sistenria de materiales; se definen a continuación la suma de tensores, el pro­
ducto de un e~calarpor un 'tensor y el prodncto de un tensor por un vector, 

• 
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de acá se muestra como puede también definirse el tensor como un operador 
lineal entre vectores. Luego se estudia el tensor obtenido mediante la. deriva­
ción en. un campo v·ectorial y se pasa a la definición de tensor de rango n. Se 
trata después la forma bilineal correspondiente a un tensor y se demuestra la 
descomposición· de un tensor cualquiera en la suma de un tensor simétrico y 
otro' antisimétrico. Se estudia luego el tensor en el espacio n-dimensional, co­
mo operador lineal y ,se da para ello un estudio elegante y resumido del cálcu­
lo de matrices. Termina el capítulo con un breve resumen de la sistemati­
zación de la geometría mediante la teoría de grupos, estudiándose en particu­
lar las geometrías métrica, afín y proyectiva en el, espacio n-dimensional. 

Al final de cada uno de los capítulos hay un, grupo de ejercicios que, en 
muchos casos, no son solo aplicaciones de las teorías expuestas sino amplia­
ciones' y complementos de las mism'as. Termina el libro con una completa y 
bien ordenada bibliografía. Se debe también hacer resaltar la ventaja de haber 
adoptado una notación vectol'Íal muy sencilla. 

En resumen se trata de una obra, cuya lectura es recomendable aún \ para 
aquellos que ya conozcan ampliamente el tema y de indiscutible interés, científico. 

Pero si el interés científico del libro es iIidiscutible, es posible que sea 
discutido por algunos su valor didáctico. El autor es profesor universitarió en 
la Escdela de Ingeniería de San Juan, y se trasluce .claramente que ha e~crito 
el libro con una fínalidad esencialmente didáctica. 

Es posible que el libro sea considerado difícil por esa parte del estudian­
tado que desea únicamente conocer ,lo menos posible con el mín~o de esfuer­
zo, y que, al estudiar una teoría, sólo les ínteresa el saber si será o no pre­
gunta de exámen es posible también que no sea adecuado para aquellos profe­
sionales que sólti quieren conocer lo inmediatamente utilizable en problemas 

'técnicos de menor cuantía, pero, en cambio, es útil, adecuado e interesante 
para los estudiantes universitarios que vayan a las aulas movidos esencialmente 
por el afán de aprender y para aquellos profesionales que se den cuenta de 
la necesidad de ampliar su bagaje de conocimientos matemáticos para poder 
profundizar en los problemas, cada vez más íntrincados, de 'la técnica moder­
na. Para los qué creemos que la misión esencial de la enseñanza universitaria 
es la de' selección y nó la nivelación por lo bajo, el libro del profeosr Pí Ca­
lleja cumple su finalidad didáctica. 

Los lectores que ya tengan conocimientos de matemática universitaria, po­
drán perfectamente abordar el libro en lectura, aislada. En cambio es posible 
que esta lectura sea difícil para los alumnos que se inicien en la enseñanza 
universitaria, y desde luego no sirve para aquellos que asisten rara vez a 
las aulas y "preparan" el exámen en quince días de lecturas precipitadas, 
pero puede muy bien servir de libro de iniciación si, se lo estudia 'simultánea­
mente con las explicaciones del profesor, y como ésta es la única forma seria 
de trabajar en la Universidad, esto nos afirma en la idea de que el libro 
cumple plenamente su finalidad didáctica de carácter formativo y no infor­
mativo. 

Sólo nos queda felicitar al autor y a la Universidad de Cuyo por la apa­
rici6n de_ esta obra, una de las aportaciones más serias a la bibliografía ma­
temática en lengua castellana de los últimos. tiempos. 

'( , 

Manuet Balanzat 
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