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GENERALITES SUR LES FONCTIONS ENTIERES (*)

por GEOrRGES VALIRON
Professeur & la Faculté des Seiences de Paris

\

On appélle fonction entiére une fonction holomorphe.en tout
point i distance finie, qui ne se reduit pas & un polynéme. Elle
est déterminée par son développement en série entiére

f(z):co—]-clz—{—. e,z

qui doit converger quel que soit z, ce qm entrame que "Yon doit
avoir :

R n
limy|e,|=0;
T 20

c’est une condition nécessaire et suffisante. Weierstrass a étenda
a ces fonctions le théoréme de la ‘décomposition en facteurs
des polynémes. Si la fonction f(z) n'a pas de zéros, c’est une
exponentielle eg(?), olt g(z) est un polynéme ou une fonction en-
tiére. Si f(z) a un nombre fini de zéros, elle est le produit d'un
polynéme admettant ces zéros avec le méme ordre de multipli-
cité, et ces zéros seulement, et d'une fonction entiére sans zéros,
_clle est de la forme

b P(z2) eyl

Lorsque f(z) a une infinité:de zéros, ces zéros n’ont aucun point
d’accumulation & distance finie, on peut les classer par ordre de
modules non décroissants ‘en faisant figurer chaque zéro un nom-

bre de fois .égal & son ordre de multiplicité. Soit
Qy, Qg5 vvey Qpy ovoi |0y |2|ay],  lim|a,|=o,

la suite de .ces zéros non nuls. Si f(0)=0, on peut mettre en
facteur dans f(z) une puissapce de 2, on a

f(2)=zmfi(2),  11(0)F=0,

“(*) Primera clase (27 de mayo de 1946) del cursillo sobre Funciones en-
teras dictado cn el Instituto de Mateméitica de la Universidad de Buenos Aires.
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ce qui raméne au cas d’une fonction différente de zéro a 1'origine.
Weierstrass forme une fonctiop entiére admettant les zéros a,; gé-
neralisant un procédé d’Euler, il prend comme facteur s’annulant
pour. z=a,, l'expression

U N - z 20n
E(z,van, pn)=(1—7) can T +pnanpn,

n .
‘ou p, est un enner depe,nclanl: en 'général de n. L’ exposant est

formé des p, prermers termes du dcveloppementde log (1———)
n
(en supposant |

<1) do telle sorte que lorsque - est

n
inférieur a 1, on- peut écrire 1’expression sous forme exponentiele

et le premier terme dans l'exposant est alors

2P -+ 1
(Pot1) apPrt L

" On en d’é&uit,que le produit infini
TUE (200 pr)

est absolument convergent quel que soit z et définit une fonction .
entiére s’annulant aux points a, pourvu que la série

2(.|”)

|

pn+1

converge quel que soit . On peut :toujours s’arranger pour qu’il
en soit ainsi, on pourra prendre par exemple p,=n.
(Voir Goursat, II, chap. XV, Valiron I, no. 209)

On a dans ‘ce cas -

f(z) =ey I E (z’ Qp, pn)'
1 ‘

Un cas simple est celui ou les p, peuvent étre pris égaux a
un nombre fixe et ou g(z) est un polyndme, on -dit alors avec
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Laguerre que la fonction est de genre fini, le genre étant le plus

grand des nombres p, et du degré .de g(z) lorsque ces nombres -

sont pris aussi petits que possible. Poincaré donna des conditions
nécessaires que doivent. vérifier les.coefficients ¢, du développe-
ment taylorien pour que le genre soit fini; Hadamard donna les
réciproques, ce qui lui permit d’étudier une fonction introduil par
Riemann et d’oblenir ultérieurement la formule donnantla valeur
asymptotique du n-iéme nombre premier. :

Il est aujourd’hui commode d’introduire la notion d’ordre
due 3 Borel. Soit M (z) le maximum de | f(rel‘P)l lorsque P
varie de 0 & 2n; on écrira aussi M(r, f) lorsqu'on aura a spéci-

fier que cette fonction est relative & f(z). On sait d’aprés Cauchy

qui M(r) est une fonction de z qui croit avec r et qui croit

plus vite que toute puissance de r (Goursat, II, XIV; 'Valiron -

I, no. 184). Borel compare ‘M(r) 4 er, donc log M(r) A rk;
L’ordre p de f(z) est le nombre . .

:l——log(log M(r))

re—oo log r

il- peut étre nul, fini positif ou infini. 11 ne'change pas si ’on
ajoute & f(z) une constante ou méme un polyndme, ou si f(0)

f()

étant nul, on remplace f(z) par =—. Si p est fini positif, on a,

si petit que soit € positif,

M(ry<e®™  pour r>r,

M(r)y>e?™®  pour des r aussi grand que 'on veut.

Le nombre des zéros d'une fonction entiére s’étudie au moyen
de la formule de Jensen. Si f(0)-/=0, on a

(1) Toglf0) 4+ 3 g [ f logl(ri%) de, |an|<r <larn.

Cette formule peut s’obtenir par le calcul des résidus (Voir Gour-
sat, II, XIV, ou Valiron I, no. 207). On peut aussi la déduire
de la formule de Cauchy donnant le nombre des zéros d’une
fonction holomorphe dans un contour. Si n(z) est le nombre des
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zéros de f(z) dans le cercle |z|<z, on obtient la formule (1) en

(%)

. ., ' . . n
intégrant de 0 a r la fonction g s ona

t

n

log 7= f "0 4o (f0)0),

.la formule de Jensen s’écrit donc assi .

21t

n(x
@ lglfO)]+ f ©) o 1 [1oglf(romlde,
i
De la formule de Jensen (1), on déduit 'inégalité de Jensen

O™y

ll‘alaz ...anl

dans laquelle il n’est plus nécessaire de supposer r lCO«IﬁPI‘ib entre
la,| et |a,iq], elle a lieu quels que soient r et. n. Cette. inégalité,
ou celle déduite de (2), ‘

r

n(x)dx

o)l 5 <M,

ﬂonne une borne de |3 B (ou de n(z)- dans la seconde inégalité).
n

On en déduit que, si (z) est d’ordre fini p, la série

est convergente pourvu que €>0, si petit que soit . On peut .

prendre pour p, un nombre fixe: Si p jn’est pas entier, on peut
prendre p,=partie entiére de p, soit p=_E(p); !si p est entier,.
- on peut prendre p,=p=p ou p,=p=p—1 suivant que

1'
I'Gnl P

o
N\
1



—109 — .

diverge ou converge. Alors

3) f(Z)—eg“’lT(l— =) eat +panp.

n

En particulier, si p<1, ona R

@) fe)=es T (1~2).

n

Hadamard a moniré que g(z) est un polynéme de-degré au plus
égal & l'ordre p. Sa méthode consistait a résoudre 1’égalité (3)
par rapport i eg® et A chercher le minimum de produit cano-
nique du second membre de (8) sur,certains cercles .|z|=const.
- Il en déduisait une borne du module de I'exponentiele eg(2), donc
de la partie reélle de g(z), puis .de | g(z)| (Vou: Borel Legons
sur les fonctions entiéres).

On peut, en utilisant un procédé de Landau (Math. Z, 1926),
ne pas recourir au théoréme sur le minimum du module. On
s’appuyera uniquement sur le théoréme sur. la partie réelle d'une
fonction holomorphe  (Voir Valiron I, no. 184).

Si g(z) est holomorphe pour |z|<R, g(0) =0, et si la partie-
réelle de g(z) est inférieure 4 A dans ce cercle, on a

(5) M(r) =max g(re) < 20, 7R,

—p
Iégalité n’ayant lieu que si g(z) est de la forme

24hz ,

On le voit en faisant une transformation :conforme du plan Z
ot Lon représente les valeurs de g(z), tels ‘que le deml-plan
CR Z < A soit représenté sur un cercle de rayon 1 centré a Lori-

me: on pose donc
: p )

g(2)
. G(Z) = M.

La fonction G(z) est holomorphe pour |z|< R, G(0)=0, et son
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module est au plus égal & 1. On applique & cette fonction le
lemme de Schwarz, ce qui conduit au résultat indiqué.

La formule précise (5) est due & Carathéodory. Si 'on sup-
pose maintenant que A(r) désignant le maximum de la partie réel-
le d'une fonction entiere g(z) pour |z|=r, on ait

A(r
lim —Q: , Lk positif. fixe,
r=2 r

la- formule (5) montre que g(z) est un polynéme de defrre
tinférieur & k (Valiron, I, no. 184).

Revenons alors 4 la démonstration du théoréme d"Hadamard.
- Supposons d’abord l'ordre p inférieur a 1. Résolvons la formule
(4) par rapport & I'exponentielle et définissons I'entier m par la
condition |a,[<2|z|<a,4. On peut écrire

(6) ey =1 1
1‘[(1——\ ]'I(l——
: -1
Dans le second facteur du second membre, on a u= . “<Tz_’
' ! ‘ n

et comme dans ces conditions

1
1—<1—I—2u<c2u

le logaritme du module *de ce facteur est au plus égal a

-3

2.y
m-|—1

1
=2|z |Zﬁ<8| 2|
pourvu  que ||, donc m ‘Soit assez grand, puisque le série

1
*Ta

une fonction entiére, le maximum de son module pour lz]=r

converge. Le premier terme du second membre de (8) esu

est inférieur au maximum .de ce module pour |z|=4r, or pour

|z|=4r,
n .
plus grand que 1 en module. Par suite

z ;. ’ \ 13 .
“_l est supérieur ou égal a 2, le dénominateur est
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. |‘e'_¢}(z)"<' esr ﬂ/[(/_h) < eErdrp <L ee'r
puisque p<1. Il en’'découle que g(z) est'une constante puisque

- lim %g(z)_ =0.

re== oo 6
»

Le théoréme d'Hadamard est' ainsi démontré pour p<<1.
Dans le cas général, on a la formule (3) avec p=p et

N

9(@)=dotdizt...+dp ...

il s’agit de montrer que d;=0 si s>§. On introduit la fonction

F(z)=f(2) f(z0) .. f(zmﬂ) m,'=eT.
; eSdsz . 1;[ (]_ __) (0)3

C’est une fonction entiére de zs et on voit que son ordre est au
plus —<1 donc d;=0. Le théoréme & Hadamard est démontré

(Pour plus de detalls, Voir Valiron I, no. 210)
Toute fonction entidre f(z) d'ordre flm p ayant une infi-
nité de zéros est de la forme

2 ' 2P )
(Z>_ -7IneQ(Z)]I(1-——-';—') Bd_,‘.+“'.+2)anP:

n

avec p=p; Q(z) est un polynome de degre p au plus

L'ordre se détermine A particr du développement taylorien.
Hadamard a donné une méthode qu’il a présentée sous forme
géomélrique (Bulletin de la Soc. Math., t. 24; voir aussi Borel,
Lecons sur les séries 4 termes positifs). La traduction analyuque
d'une partie des résultats est. souvent’ utile.

Posons C,=|¢,|, |z|=r, la suite des nombres

Gy, Cir, ..., C,rn,

admet pour' chaque r un ou plusietirs termes maxima. Si p(r)
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est la valeur de ces termes, .on a, d’aprés les inégalités de Cauchy,

M) <M E C.
0
Posons
L log C,=—ga, .
on a e N R '

cIn
Bm S =

puisque ]/C_n tend vers zéro. Il s’ensuit que, si 'on marque les
points A, dejcoordonnées n, g,, on peut, avec ces points, conslruire
un polygone de Newton TI(f) convexe vers le bas et laissant les

o

x

puints A, au-dessus qu sur ses cotes, les sommets étant certains
des points ‘A,. Si n est le rang du terme maximum correspon-
dant A u(r), on a, pour m==n,

"gp—mlogr=g,—nlogr,
ou

g+ (m—n)logr.

La droite de pente logr passant par.A, laisse les autres points
A,, au-dessus d’elle (ou sur elle), c’est une «tangente» a II(f).
Soit G, le point d’abscisse m de II(f); on a G, < gy, donc

W(r):.g' e " Gnpn
0

AN
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majore M(r); pour toutes les fonctions admettant le méme po-
lygone TI(f) cette majorante est la méme. On peut poser

Ry—eC0n-1 50,1, (Co7-0)

log R, est la pente du cdté de II(f) enire les abscisses n et
n—1, elle ne décroit pas lorsque n croit et tend vers I'infini
avec n..5i v(r) désigne le rang du terme maximum de plus haut
rang correspondant a la valeur r, on a

. _ Ty(r) . . =0V
p.(r) _‘GO Rle L. Rv('r) (SI CO / 0)

donc aussi S E
log u(r)=log GOI—{—-/ @d’n
¢

Du point de vue géométrique, log p(r) est I'ordonnée a l'origine
changée de signe de la tangente & TI(f) dont la pente est logr.
D’autre ‘part, si p>v(r), on peut écrire

1 o ) q—p+1
W(r)=-2e~%m + X6~ m <pp(r)+u(r) = (g-)
, 0 ) P i q=p p

a la condition que 'R,,>Ar. La sommé de la série est I r o On
—

peut prendre -

. r

p=v (r + ;—(r—)) +1

donc

r
HETE
L)

et I'on a finalement, les inégalités

KOYZM () <) v (r o) +1]
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. o TM
.lobp(l)_bf . dz.

Dans le.cas de l'ordre fini e, l'ﬁlégalité p(r) <M-(r") analogue a
I'inégalité de Jensen donne

£

N

v(x) < et

si pelit que soit €, pourvu que z soit assez .grand. On a dans
ce cas '

p(r) <M(ry<p(r)rete

et puisque M(r) croit plus vite que toute puissance de r, on a
a fortiori .

lim log M(r) _
r—o log p(r)

Inversement, si v(z) <zf+*¢ si pelit que soit le nombre positif e,
pourvu que x soit assez grand, on aura de suite

log M(r) <lkrete

t

It étant fini, l'ordre sera p au plus. Do;nc pour que l'ordre
soit p, il faut et il suffit que

1

‘ li]n I_Og_\@:

r=e Jogr

ou, ce qui est la méme chose

2
logn

Ihn

== o0 ].OgR
"En passant & e@»=R;R,... R; (si Cy==1), on obtient

n

' eG”>nP+E, g0, n>n



'
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et, il faut et il suffit que, si petit que soit € >0, on ait, & partir
d’une valeur de n V'inégalité preccdente tandis que pour une
pour une suite infinie de n,

n

eGn < np__|.5.

finalement, pour que l'ordre soit p, el faut et il suffit que

|Cn!<~n—' si n>ng,
‘ n—(1—e) .
p
| 1 P T
|¢,|>————pour une suite infinie de n. ‘

Autrement, dit, il faut et il suffit que

lim —loglen| 1
w=w nlogn p

Pour préciser ces inégalités, on’ a.cherché a faire une com-
paraison plus serrée entre log M(r) et les puissances de r. On
a supposé d’abord que

'

o logM(r)
row 1P(logT) ... (log, r)Pr

ést un nombre fini positif. Mais ceci ne peut pas permettre 1'étu-

. de de toute fonction d'ordre fini. On peut introduire I'ordre pré-
cisé. C’est une fonction de r, continue, dérivable a gauche et i
droite, et telle que

limp(ry=p,  limp'(r)rlogr=0.

A toute fonction d’ordre fini positif p correspond une fonction
p(r), jouissant ce ces propriétés et telle que -

£ —log M (r)
lim — ——5— )

P=w

=1
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Pour en-obtenir une, il suffit de considérer les nombres ry, s, . . .,
ry, ... tels que, par exemple,

log M(rp) = (1 +_%)log M(r,)

ui sont indéfiniment croissants, d’associer & chaque r,, la fonc-
D’
tion

log M
¥p(7) _—_ﬁ%.—’(_r—”l—}—logzr—logz.rp pour ri<r=rp
yp(r) = 10?0 ;Er,, ) +log,r,—log.r  pour r=r,

et de prendre pour chaque r=r, le maximum des nombres y,(r),
et d’'une fonction constante par intervalles tendant vers p par va-
leurs .moindres que p et convenablement choisie. On définit ainsi
p(r) pour r=r;, on la prend constante pour r<ry, r; étant par
exemple le nombre 25.

Grace i ses propriétés, la fontion p(r) permet le calcul
asymptotique d’intégrales de la forme

r r
2P 0= i
f ~ dx’fwaﬂ dz, (O<.a<p),
r

To -~ To

mw P(") ,
po de, B>p-+1)

lorsque r croit indéfiniment. Une égalité asymptotique de la
forme - -

e
r

fV(w) dz ~rem |
T

0

ot v(z) est une fonction non-décroissante, se .résout sous la
forme

. ¥(r) ~pre,
Il s’ensuit que, si
(7) o log M(r) ~re®

/
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on a ' : ' P
(8) ' n~op R, PE

Si I'on désigne par y=x® la fonction inverse de z=y¢", ona

lim o(z) = —3;— , limo'(z) zlogx=0;

et I'égalité (8) s’écrit ) ; 1

,n(n (n)

JRN
Po

On -passe de R, a e% . Pour que (7) ait lieu, il faut et il
suffiit que -

1n\"®
e ~ ()
pe

Le polygone TI(f) sera compris entre deux courbes convexes.
On en déduit finalement que pour que /(7) ait lieu, il faut et

. il suffit que
lim {V—I (:e)"f(”)}zl.

MN=uwo

nyi
et que pour une suite de valeurs np telles que —— n ! tende vers
P /

1, on ait ' - - ) !

lim {np lcnp |_(:'_Z) w(np)}:l.

Pp=c

Si I'on suppose seulement que, p(r), étant un ordre précisé,
on a

log M(r)r > kre®, k<1, r>r,,

- on trouve une copdition nécessaue ot ‘suffisante .qui se traduit
par le fait. .que le polygéne TI(f) est compris entre deux courbes
convexes, mais cette condition ne se traduit ‘pas facilement sous
forme analytique. , ] L ,
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EN TORNO DEL FOTON EN UN MEDIO MATERIAL

por J. WURSCHMIDT
Instituto de Fisica, Universidad de Tucumin

SuMMARY: It is confirmed that one has to atribute to a photon in a ma-
terial medium the emergy hv and the momentum 7v/v, where v denotes the
velocity of light in the medium. — It is not indispensable to atribute to the
photon a velocity larger than the velocity of light, nor an imaginary mass,
if we distinguish between the total energy kv , the ‘‘cinetic’’.energy B = hv 2°,
and the potential energy hv (1-—n?). The apparent mass of the photon becomes
than #* larger than it is in vacuum, 1ts/veloclty being the same as the one of wave
propagation in the medium.

I. Reflexion de un corpisculo y de un fotén en un espejo
mdvil.

Investigando la reflexién de una masa m, de gran velocidad
v, en un espejo que se mueve con la velocidad u (4ngulo entre u
y la normal de incidencia en'el lado del corpisculo incidente: x),
se encontr6 la siguiente ley de reflexion (1):

' 2
L,1) (V1)g =01 €08 Py = V20 By Uy
' Ve 2 um Vs
1+ —5— +B,?
v, (1—PB,2
(U1)y:”1 sen ¢ — ;(uwim )

significando ¢ el 4ngulo de incidencia, ¢, el 4ngulo de reflexién
y vy la velocidad después de la reflexion.

‘Despreciando los términos con ¢2 en el .denominador y

2 .
[3,;2.:9% , tenemos la ley balistica de reflexién, mientras que
e - A A

para v—»¢ resulta la ley de reflexién'de la luz en 6l vacio que
se puede escribir en la forma de Titow:

AC
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<1, 2) : 1+B’v cos @ — I’Bz COS Py -
: e sengp sen ¢y

o también en la forma de Laue: C

% R =

Con respecto a la luz que se propaga en ‘un medio material con

una velocidad v= > siendo n el fndice de refraccion del mis-
r n . ’ B !

mo, encontré en un trabajo del afio 1945 (2) en el cual se estu-

diaba el efecto Doppler en su relacién -con la aberracién de la

luz. y la presién de la radiacién, que la velocidad v, de la luz

reflejada y el dngulo de reflexién ¢, se ‘determinan 'por:

2ux

(1’ 4) \Uz)a: -' €08 g = ’02 + c? +B1’ e
o2 o 2’1&':: Vz 9
£ b RN
(v)y _ 1 7 (1%
2 Sen g = 2 ’ltm Vm
v v TIPS

La comparacion de los dos casos, de una radiacion corpus-
"cular y de una fotdnica, ambas de la misma velocidad v, las
cuales, antes de ser reflejadas, llenan un cilindro de la seccién
S yide la altura [, di6 las expresiones analogas para la energia
refleJada, la densidad de energia y la presién de radiacién; men-
cionaré s6lo las para la energia reflejada:

()Um’v'n

14

+B,2

(1,5) W, =W 1'—[3:1; - (Corp.)

2 Ua Ve

,U:Z +|30)2
1—B,?

1+
W,=W

(Fot.)
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Se demostré en el trabajo citado (y mas detalladamente en una
publicacién en prensa) (3) que el concepto fotdnico .es aplicable
también para la luz que se propaga en un medio material. En
el caso de la luz en el wacio se halla la ley de reflexién, apli-
cando sencillamente los teoremas de la conservacién de la energm
y del impulso, escribiéndose:

-
ot

hvg—hv=F Ascosy !

hvs. 'cos‘cpz—l—ﬂcosq):FAt'
¢ ¢

hv hv
"2 sen o, — ' sen @ =0.
c c
As . e .
Con — cosy=u,, se elimina F y @,, y se encuentra inme-

diatamente la frecuencia de la luz reflejada:

(1,6) oy 1H2Bp 00 ¢t B,?
A 1-—B,2

) calculando ¢,, se halla la ley de la relatividad restringida (1, 2)
o (L3).
En el caso del corpusculo:

E=mc? N
p=mv

las ecuaciones correspondientes no son suficientes para :calcular
my, v; Y ¢4, sino se necesita ademds la (conocida invariante de
la transformacién de Loreniz: '

2 2
(1,7) m 1‘_2;’=m1 _v—1=m0,
¢? c?

para enconirar- la masa reflejada m; y la ley de reflexién (1,1).
Finalmente, en el caso del fotdn en el medio material, era
de suponer que la energia del mismo fuera, como en el vacio, hv
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hv
mientras que su impulso fuera expresado por —, de acuerdo
v’

con la longitud de onda més corta.en el medio material; con:.

. E=hv
hv
v

se llegara, aplicando los teoremas de conservac1on, ala ley de
reflexién (1 4), agregando como cuarta ecuacion:

2
(1.8) hv. l_v___hv2l/

pudiera llamarse esta magnitud «impulso de rep’oso », si esta ex-
presion no implicaria una contradiccion.

}
|

I1. El fotén con una masa de reposo imaginaria y una veloci-
dad mayor que la lyz.

Relacionando el concepto fotbnico y las férmulas obtlenidas
con las expresiones correspondientes de la teoria electromagnética
de la luz, A. Battig () ha publicado este afio un estudio sobre
«el movimiento de fotones, en un medio ‘material», llegando a
la ullima consecuencia del hecho de que el fotén en el medij
material tiene la energia hv y el impulso hv/v, es decir la de
atribuir al mismo la masa imaginaria de reposo:

' .hv
<2’1) mozﬂzg— nz—1.

En efecto, usando la conocida ecuacién de la mecéanica rela-

tivista: ‘

2
(2, 2) | i—z—-p2:m0 02

tendriamos que distinguir los tres casos posibles:
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I 1. Corptsculo: Masa de reposo >0
g 2. Fotén en el vacio: Masa de reposo =0
3. Fotén en el medio malerial: Masa de reposo imaginaria.

En consecuencia, Battig se siente obligado a atribuir a este
fotén una velocidad mayor que la de la luz, igual a nc. El
autor de la presente comunicacién ya en 1938 ha demostrado (®)
que el efecto Doppler, observado en luz que se propaga en un
medio material, se explica perfectamente bajo el punto de vista
quéintico, si se admite tal velocidad grande para los fotones, sin
llegar a la conclusién de la masa de reposo imaginaria.

Otro resultado interesante de Battig -es el siguiente, que re-
produciremos en forma simplificada. Suponiendo que v sea la
velocidad de la onda luminosa y que forme el éngulo § con
el eje (z), tenemos: '

E—=hv

hv
Pz= ’; cos ¥

h hv
Py= —v— sen 9,

y en un sistema S'(z’,y') que se mueve ocon la velocidad u en
la direccién de (x):

B — E——up_,,,
3 Y1—pe
) =
P V T_p
L p,y — py >
es decir:
: 1— L cos &

(2,8) . B =hv"=hv—2

¥1—p2




R v '
’ h‘V" ” v €08 b— 2
Pe=—pcosd'=— —n—
v v ]/1_[32 -
hv" hv N
p’y——— —- sen 9”7 = —_sen?d.

v’ i)

La primera de las ecuaciones (2,3) representa el efecto
Doppler; la magnitud v” de la segunda y tercera jecuacién es la
velocidad de la onda en el sistema §’, mientras que la velocidad

, . . C? . .
del fotén en el mismo serd —. -Battig considera ahora el caso
v N

. Se

especial de que la velocidad u del sistema S’ sea igual a Y
: Cos

obtiene no s6lo para la velocidad v”, sino también para la energia
E’ el valor cero; ademés resulta:

' 2
(2,4) pP==|/1-=.

es decir, igual a la invariante (1,8); asi la expresién «impulso

~ . . e - v

de reposo» parece en cierto sentido justificada. El cono: cos 9= —

u

sobre el cual se anula la velocidad v” determina la direccién de la

radiacién de Cherenkow emitida por un electron en Teposo en
este sistema.

III. Una nueva interpretacion del foton en el medio material.

‘Punto de partida para una nueva interpretacién .del fotén en

. . . ;1. .y 4 :
el medio material del indice de refraccién n=—, que evita Ia
‘ v

masa de reposo imaginaria y la velocidad mayor que la de la
luz — que en el caso 1nvesl1gad0 por Batlig se haria mhmta —, &%
«la analogia entre las ecuaciones fundamentales de la Mecamca
para un punto material que se mueve en un campo, y las ecua-
ciones fundamentales de la Optica Geomélrica de un cuerpo is6-
tropo dispersante para un rayo casi simplemente periédico» que -
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‘en su ultima consecuencia ha conducido a la ya clasica ecuacion
de Schroedinger y sus distintas expresiones (relativista, depen-
diente del tiempo, etc.).

Escribimos una onda monocromitica plana en el medio' ma-

) . 1. s c
terial del indice de refraccién n= - -

v
ﬂ):é'u.exp'. 2niv [t—ngx——l—ﬁﬂ]
' ‘ c
yA tenemos’ para la fase:
$=2nv [t —n W]
i _ c :
las .dos ecudciones:
0% '
3,1 — =2nv
®1) o
gi = ZTC.V._n_.V.
0s c

Por ofra parte, .considerando un punto material de la masa
m y de la velocidad V que se mueve en un campo y cuya cnergia
total W es igual -a la suma de su energia cinéfica (més encrgia de
reposo) E y de su energia polencial U, tenemos, siendo S la
funcién de pccidn de !Iamilton:

oS
3,2 =W
( ) ' ot .
§ =mV,
os

siendo p=mV el impulso del punto material. Teniendo S la
dimensién de una accidén, mientras que 9 no tiene dimensién, po-
demos ponmer: ‘ -

S=—_T3

ZTC \

s
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Y ganamos asi las dos ecuaciones siguientes:

(3,3) . W=hv ,
. . hv
(3,4) P= o

\

Por otra parte tenemos:

(3,5) W=E4+U
(3,6) . E=me?
(3,7) - . p=mb. : j

- Se deducen de-estas ecuaciones también las siguientes:”

(8,8) \ P=lcV(W—U)2~;mo2c4

w
V(W —=U)2—mg2 ct

(3,9) v=c

w— U)2.—mo2 ct

3,10) V=
(8.10) ‘ W—U
y por lo tanto también:

7
(3,11) Yv=c2 W—ﬁ—U_

Siendo v.—_}% (N =nimero de ondas.—_-%) la velocidad de
fase de la orida asociada a la masa m con la velocidad (mecéni-
, . . ' d

ca) V, se demuestra facilmente que su velocidad de grupo Dg:c_l%’
. es igual a V. Especial interés merece (3,11); para U=0, obvte'—
nemos la conocida relacion de las ondas de materia; la ecuacion
ensefia ademas que con eleccién conveniente: de U :se puede .con-
\ .
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seguir distintos valores de’la velocidad v de Ja onda asociada.

Viceversa, suponiendo dada una onda electromagnética de
determinada frecuencia v y velocidad v, le podemos asociar uma
particula de cualquier velocidad V; eligiendo convenientemente
el valor de U. Expresando ahora la masa de reposo en funcién
de v, vy V, encontraremos:

‘ g hv v2
3,12 _ _
( \ ) o 1% 1 c?

‘ ' D c? -
y se ve que con la suposicion ¥V =— resulta la masa de reposo
» .

imaginaria de Battig; ademas: U=0. Suponiendo por otra parte
que la velocidad de las particulas sea igual a la velocidad de la
onda: V=v, s¢ obtiene:

‘ 2
(8,183), mO:ﬁ_v_] 1— v s
v2 c?

‘

es decir, la masa del fotén en el medio material es:

: . hv
. (3, 141) ':'E' b
ademds sigue: | '
. ° | c..
(3; 15) ' E == h\' u2
y 2
(8,16), U=hv (1—_“?)

Al entrar un fotén del vacio en un medio material, la suma

(e g c? - o, .
de su «energia cinética» E:hv_? y de su «energia potencial»
v

. . . .
U=hv (1 —c—o) queda igual a su « energl’a totaly W=hv, en
’ v?

el vacio;-sin poder explicar el significado de U, interpretamos
“asi: el fotén, de la energia hv, absorbe del medio la energia
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.
X

G=—U, y adquiere asi el valor E=W 4 G. En este proceso la
velocidad -del fotén se reduce a la n-ava parte de ¢ o al valor
v, la masa aparente serd n? veces -mayor, el impulso n veces..
Tenemos asi: : )

(3,17) E=mc?
' ‘pz=mv cos ¥

py=muv cos I.

En el sistema S’ que se mueve con la velocidad u en la di-
reccion de () tendremos con la transformacién de Loreniz:

7 E—ups
Y1—p2

, _PigE
s =
P'y=Dy
llamando el 1mpulso nuevo ¢/, en vez de p’: 1»
1— %—’ cos &
i
v cos ¥—u

11—p2

e’y =m' v sen ¥ =muvsen 9.

(3,18) - E'=m'ct=mec?

e,=m'vcos¥=m

La velocidad del fotén en el sistema S’ es igual a o'; al im-
pulso e’ llamaremos: impulso cinético. )

L K
La energia G=hv (—v;_l), energfa del medio que en el
. c ‘

sistema S se halla en reposo, en el sistema S’ posee un impulso
que llamaremos ¢’, pues posee la velocidad —u. Tendremos por
lo tanto en S’: , o
‘ 2
= — =NV -
, Vi—p:  Y1-pe
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; ——G__ 5 (1—%)
© Yi—pe J1—pe
Formando ahora:
W =FE—-G

R 4
Pa=€z—0%

Py=¢€y—gly
ganamos las relaciones:
1—% cos &
(3, 20) W=hv— 2 —h
‘ Y1—p2

uv
hy ©088—F  py
Po=——F——— cos &
v J1—p2 v

/"

hv :
ply=—send = send”,
v

vll

es decir, los valores de la energia ‘total y -del impuso total que
hemos admiitido en un principio y que corpespondenan a una
velocidad mayor que la de la luz.

Consideraciones anélogas pueden hacerse para ‘el caso de la
reflexion de la luz en el espejo mévil, poniendo en cuenta el
impulso que recibe la energia absorbida del medio por parte dlel
espejo.
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SOBRE EL AXIOMA DE LAS SUCESIONES NO
CONVERGENTES EN ALGUNOS ESPACIOS
TOPOLOGICOS LINEALES (*)

.por I,wororLno NACHBIN

Résumé. Parmi les axiomes les plus importants de la théorie des espaces
topologiques, ol la notion fondamentale est cello 8o limite d’une snite dénom-
brable, on trouve ’axiome suivant: si une suite de points me converge pas vers
un point, elle. conticnt une certaine sous-suite dont aucune sous-suite ultérieure
ne converge vers ce point. En considérant l’ensemble des notions de limite,
qu’on peut introduire dans un méme espace abstrait, comme un systdme par-
tiellement ordonné A la fagon usuelle, on trouve que cet axiome est compldtement
multiplieatif ; et toutefois, "'qu’il n’est pas additif. En employant un théordme
démontré dans un autre article [Référence ®1 donnant une condition né-
cessaire ot suffisante pour que cet axmme soit satisfait par la topologie union
d’une suite' dénombrable de topologies normées dans un méme espace linéaire
[Théordmes 1 et 2], on trouve une condition neeéssaire et suffisanto. (’.I.‘héoléme
3] ot des conditions suffisantes [Théordmes 4 et 5] pour que cet axiome soit
satigfait dans ume ecertaine catégoric d’espaces topologiques linéaires dont les
points sont des suites de nombres [Cette catégorie comprend 1’espage des fone-
tions holomorphes sur un cercle fermé donné; 1’espace des fonctions entidres
de type exponentiel plus petit qu’une valeur positive donnée ; l’espace des
fonetions entidres d’ordre plus petit qu’une valeur positive donnée]. On con-
sidére aussi 1’espace des fonctions holomorphes sur un ensemble fermé donné
[Théoréme 6].

1. Introduccwn Consideremos un espacio lineal E sobre el
cuerpo ‘de los niimeros (reales o complejos) (*). Por una norma
en I entenderemos una funcién ¢{x) univoca, definida en E,
con valores en el intervalo cerrado 0—-o (2), tal que:

) (*) Trabajo recibido por la Umnién Matemética Argentina el dia 22 de Ju-

"lio de 1946.

(*) Sobre los axiomas de un tal espacio, ver S. BANACH, Théorie des ope-
rations linéaires, p. 26, Warszawa, 1932..

(*) TUsualmente (BANACH, lo¢. cit. p. 53) se consideran normas  propias,
es decir, normas que tomen solamente valores mo vegativos finitos. Esta res-
tricci6n es superflua para nuestro objeto.
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1. ¢(%)=0, O(x)>0 si z7/=9,
20 (2 20) =0(2) + (),
3. ¢(az) =|a| §(z) si a0, z=9

donde x,, x,, x son puntos de E, & es un origen de F y a es
un naumero. Toda norma ¢(x) en E induce una topologia limite
T en E (es decir, una nocién de «una sucesion de puntos de E
tiende -segtin T hacia un punto de E») definida del modo usual:
siendo z,€E (m=0,1,2,...), z¢k, entonces z,,— z segin T
si y solamente s1 ¢(x,, —z) — 0 cuando m —co. Una tal topolo-
gia limite se dice normable. Una sucesién {z,,}, m=0,1,2,... de
puntos de E se dice limitada segtn la topologia normable T,
definida por la norma ¢(z), cuando y solamente cuando la su-
cesién numérica {{(z,,)} sea limitada (3).

Consideremos tres topologias normables T, T, T” en el
mismo espacio lineal E, definidas respectivamente por las nor-
mas ¢(z),d'(x),¢"(z). Diremos entonces que una topologia T
contiene al par ordenado de topologias T, T”, y escribiremos:

>, 17] (1)

siempre que estas topologias satisfagan la condicién siguiente:
toda ;sucesién de puntos del espacio E qué es limitada segun 1"
¥ que converja hacia el origen 9 segiin 7” es necesariamente con-
vergente hacia el origen segim T'. Si definimos ¢(¢) como el
extremo superior, finito 0. no, de ¢(z) para todo xzekE tal que
®'(z) <1, ¢"(z)<e, donde 0<e< oo, se verifica inmediata-
mente que la condicion (1) es equlvalenta ala @(e) —0 para
. e—0.

Entre Jos axiomas més 1mportantes que debe satisfacer una
fopologia T en E, normable o no, esti el siguiente, llamado
«axioma ;de las sucesiones no convergentes» (%):

(*) TUn ntGmero finito de términos de esta sucesién puede ser igual 2 oo
Como se sabe, la nocién de sucesién limitada solamente depende de la topo-
logiu, 'normable Y no propiamente de la morma que induce esta topologia; es
decir, dos normas inducen la misma topologia siempre que ellas definan una
misma nocién de sucesién limitada.

(*) Ver C. Kuranowskr, Topologie I, p. 77, Warszawa, 1933.

\
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Si una sucesién {xp}, m=0,1,2,... de puntos de E no
converge hacia un punto mck sequn T, entonces existe una cier-
ta subsucesion de ella, tal que toda subsucesién ulterior de la
misma tampoco converge hacia x segin T. ‘

Toda topologia limite normable en E, como toda topologia
limite .matrizable en E, obviamente satisfacen a este axioma.

Consideremos una sucesién T, (n=0,1,2,...) de topolo-
gias normables en F, y también una topologia - limite union:

, T:UOVT

n

la cual es definida del siguiente modo: siendo z,¢E (m=0,
L2,.. .'), w ek, diremos que z,, — z segin T' cuando y solamente
cuando exista por lo menos un entero n=0 tal que z,,—> = seo-
gan T,,. .

. Esta topologia limite unién T' noes necesariamente norma-
ble, ni tampoco satisface necesariamente al axioma de las suce-
siones no-convergentes. Este dltimo aspecto de la cuestién da
lugar a los dos teoremas siguientes (5): C

Teorema 1. Para ‘que una topologia limite unién T sa-
tisfaga al axioma de las sucesiones no convergentes es necesario
y suficiente que a cada entero n=0 sea poszble asocigr un en-
tero N=N(n)=0 tal que sea :

Ty>[T,,T,]

para r=0,1,2,...,n y s=0,1,2,...,n,... j
Teorema2. Si T,cT,,, (n=0,1,2,...)(%), para que
una topologia limite union T satisfaga al axioma de las suce-
siones no convergentes es necesario y suficienie que a cadn en-
tero n=0 sea posible asociar un entero N=N(n)>n tal que sea

(°) 'Para una demostraci6n ver el articulo del autor: On the union of a se-
quence of normed topologies, Swmma Brasiliensis Mathematicae, vol. 11, 1946.
(®) Esta notaci6n indiea que la primera topologia es subfopologia de la se-
" gunda, es deeir, que a toda sucesién de puntos convergente segfin la primera
hacia un punto, es necesariamente convergente hacia el mismo punto con la
segunda- topologia.
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Ty>[T,T]

para s:N-+1,1N+2,.|.. ! '

Una condicidn suficiente es que sea
‘ TN > [Tr: Ts]

cualesquiera que sean los enteros no negativos N,r,s tales que
r<N<s(). : '

En este articulo deseamos aplicar estos teoremas .sobre es-
pacios topoldgicos lineales a una cierta categoria de espacios 1o-
poldgicos lineales de -sucesiones (§ 2); —que comprende como
casos particulares el espacio de las funciones holomorfas sobre
un "circulo cerrado, el espacio de las funciones enteras'de tipo
exponencial menor que un cierto valor positivo fijado, y el
espacio de las funciones enteras de orden menor que un cierto
valor positivo dado—, asilcomo al espacio de las funciones ho-
lomorfas sobre un cenjunto .cerrado dado (§ 4).

2. Una categoria de espacios topoldgicos lineales de suce-
siones (8). Designemos con E un espacio euclidiano (real o
complejo) de una infinidad numerable de dimensiones, es decir,
un espacio cuyos puntos:sean sucesiones numerables de niimeros,
Los puntos de este espacio se indi8aran con una notacién del tipo
{#m}n 0 simplemente {r,] si no hay lugar a canfusion, o con
la misma letra x que se usa para sus coordenadas. Consideremos
E como un espacio lineal del modo usual, donde se define

x+y = [Zm + Vb ax =lax,],

siendo @ un n@mero y x={z,}, y=[y,} puntos de E.

(") Esta ‘condicién suficiente, aunque no necesaria, es ‘‘casi necesaria’’ en.
el sentido siguiente: para que una topologia unién de una sucesién monéto-
na satisfaga a dicho axioma es mecesario y suficiente que de la sucesién dada
se pueda extraer una subsucesién, necesariamente monétona, que satisfaga esta
condicién. . o

(®) TUn estudio méis detallado de esta categoria de espacios, asi como de
otras categorias anfilogas y de las transformaciones lineales de una infinidad
de variables en estos espacios, se encontrarfn en un trabajo del autor que va
a ser publicado en otra Revista.

\
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Definiremos también un producto entre los puntos de L
por:
\

Xy ={Zm ym}

x {w_m_} \
y o )’

siempre que todas las coordenadas de y fueran distintas de ccro.
Consideremos también la norma siguiente (9)

'

y un cociente por

que posee obviamenie las propiedades: . -yl excepto
cuando uno de los dos puntos tenga norma nula y el otro nor-
ma infinita. De esta manera, E es por tanto el anillo norimado
que se obtiene como el producto directo numerable de la recta
euclidiana por si misma, concebida como un anillo normaco de
la. manera usual. - |

Evidentemente para todo punto a de E cuyas coordenadas
sean todas diferentes de cero, la Funcién |ax| de x¢E goza de
las propiedades de una norma. Indicaremos con [a] el subcon-
junto de E constituido por todos. los puntos xe¢E tales que
|ax|| < +4-oo. Entonces [a] es un subespacio lineal de E (es decir,
[a] es cerrado con relacién a la suma’de puntos y a la multipli-
cacién de un ndmero por un punio) y ||ax|| es una norma propm
sobre [a].

Sen

A=} (m,n=0,1,2,...)

una matriz infinita cuyos elemenlos sean niumeros reales posi-
tivos. Pongamos

: a ”}m kg, [A] = UOY [an]’

(°) Con este simbolo indicamos el extremo superior, finito o mo, de un
conjunto numérico o de una sueesién numérica; si el conjunto consta de dos
nimeros %, usaremos entonces sup (u,v); anilogamente para el extremo in-
ferior.
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donde U indica la unién de los conjuntos [a,]; es decir [A] es
el conjunto de todos los puntos x¢E tales que |a, x| <+ por
lo menos para un entero n=0.
[A] es un subespacio lineal de E si y solamente si a todo
par de enteros p,q=0 es posible asociar un entero N=N(p,q)
=0 tal que )

ay
ap

ay
: 3

<t o,

<+, (2)

En efecto, [A] es siempre cerrado en relacién a la multi-
plicacién de un ntéimero per un punto. Supongamos satisfecha
la relacién expresada por las (2); si x,ye€[A], es decir, si exis-
ten dos enteros p; q=0 tales que

Japxl<toe,  Jagyl<toe,

determinando el entero N =0 de acuerdo con (2), tendremos

ay

ay|
aq

+agx] .

lay (x+y)lI=lapx] - <o,

p

y por lo tanto x+ye[A] y por consiguiente [A] es lineal. IRe-
ciprocamente, si [A] es lineal, dados dos enteros p,q=0, como

a 1
»—
ap

1
ag —
T a,

donde 1 es-el punto tnitario de E, esto es, el punto cuyas coor-
denadas son todas iguales a la- unidad, resulta que los puntos
1/a,, 1/aq pertenecen a [A]; luego la suma de los mismos tam-
" bién pertenece a [A], o sea existe un entero N =0 tal que

ay (i + i)

ap a4

<+m1'

relacién que equivale a la (2). En particular, la condicion (2)
es satisfecha toda vez que sea

\
iy

<t® (n=0,1,2,...) (3)

n
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o, més particularmente, toda vez que ‘
a," = a, ' (m,n=0,1,2,...) ) (4)

puesto que entonces basta tomar N =sup (p, q) Supondremos
siempre -que A satisface a las condiciones necesarias y suficientes
para que [A] sea un subespacio lineal de E. ‘

Cada |a,x| es una norma (no necesariamente propia) eén
[A] y por tanto induce una topologia normable T, en [A]. Con-
sideremos la topologia limite unién:

T=U,T,

en [A]. La cuestion que -vamos ahora a examinar puede ser
enunciada en los términos siguientes: dada la matriz infinita A
que determina un subespacio lineal [A] y sobre éste una topo-
logia limite T, gcudl es la condicién mecesaria y suficiente a que
debe satisfacer A para que T satisfaga al axioma de las suce-
siones no convergentes?

Con este objetivo, consideremos tres enteros no negatwos
N, rsy defmamos :

Pun(e) =sup-fana| -
. para, todo x €[A] tal que
la, x[=1 - flax]=e (5)

donde 0<e<-+o. Vamos en primer lugar a probar que

: o N eayV
_Pps(®) =Sup, {mf- (==, )} - (6)

a,’  aps

' En efecto, si x=[z,},¢E satisface (5), serd

o=, -5 (m=0,1,2,...)
a
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donde

. anN  eap!V:
|amN @p|<inl. (-2, 22) (m=0,1,2,...)
, a,’ Ay
y tomando el extremo superior con relacién a m=0 y después
con relacién a x, que satisface (5), constatamos que .(6) es ver-
dadera con el signo <. Por olro lado, considerando el punto

x* ={z,,*], donde xm*::inf.'.'( L I ) (m=0,1,2,...)

a,” Qs

se ve que [la,x*|<1, |a,x*|<e y por consiguiente x*e[A], y
lay x*| es igual al segundo miembro de (6), de donde se sigue
que (6) es verdadera con ‘el signo =. Por tanto (6) esta probada

Para podér aplicar el Teorema 1, tenemos interés en veri-
ficar cuindo es que la cond1c1on

Ty>I[T,, Ts], o sea, Qp,s(e) — 0 para e —0

es salisfecha. Temendo en cuenta la férmula (6) es natural in-
troducir las consideraciones que siguen.

Consideremos dos sucesiones { m), (B} de nimeros positivos
y definamos - )

?(c) =sup {in"f o mmé)} ,

H

donde 0<e<+4o. Diremos entonces que la primera ;sucesion
es subinfinitésima’ con relacion a la segunda si, o bien es impo-
sible extraer de la segunda sucesién otra sucesiOn que sea con-
vergente hacia cero, o bien, en caso conlrario, cualquiera que sea
la, sucesion creciente {m;} de enteros no negativos tal que B, —0
cuando k — oo, necesariamente sea ¢, — 0 cuando k— . Gb-
servemos que, si o . — 0 cuando k— oo, entonces {x,] es subinfi-
nitésima -con relacién a cualquier otra sucesién {B,). Utilizando
esta nocién, vamos a demostrar el lema siguiente:

Lemal. Para que ¢(e) —0 cuando e— o es necesario y
suficiente que {a,} sea subinfinitésima con relacion a {8} Una
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condicidn suficiente es que. [e,,] sea una sucesion infinitésima.

En efecto, supongamos que ¢(g) —0 cuando e—0, y
sea {my} una sucesi6n creciente, supuesto existente, \de enteros
no negativos tal que f,, —0 cuando k— . Como

inf (d,, 1)< (Bm,) =0 (k— )

oconcluimos que o, —0 cuando l;—rm: por tanto la primera
sucesi6n es subinfinitésima con relacion a la segunda. Reciproca-

mente, supongamos que cp(e) no converja hacia cero cuando
e—0. Puesto que ¢(¢) es mondtona, existe el limite siguiente

A=lim ¢(¢)
e=>»0

el cual es positivo. Pongamos también ~
\

cPm(ﬁ)=8up{inf (aM, Bi)} (m=0, 12)

bis [>m mn

Se reconoce inmediatamente que estas funciones son moné-
tonas y que

A=lm cpm<e): (m=0,1,2,...).
>0
Eligiendo un ® en el intervalo abjerto 0-A, tendremos
N opm(e)>d  (e>0; m=0,1,2,...). (7

De aqui resulta, por recurrencia, que existe una sucesion
creciente {m;} de enteros no negativos tal que

1/k
)

Ty>b (k=1,238,...)
Brmg

inf] (amk,

En efecto, basta definir m,;=0, y en seguida, suponiendo

ya definido my, definir m,;, como uno de los valores, por ejem-~
plo el menor, del entero M tal que

1/k

M>mk, inf., (ClvM, ) }6;
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la existencia de por lo menos un entero M en estas condiciones.
es uma consecuencia de la desigualdad (7) cuando en ella se
hace m=my+1y e=1/k. Ahora bien, (8) equivale a

‘ 1

Bri<izs  em>d  (k=123,..)

lo que prueba qtfe [a,} no es subinfinitésima con relacién a
{Ps}: la primera parte del enunciado del Lema esta, por consi-
guiente, probada. La segunda parte es, entonces, evidente.

Comparando ahora el enunciado del Teorema 1 con la
Térmula (6) y con la primera parte del enunciado del Lema 1,
obtenemos el teorema 3. que sigue. El teorema 4 se obtiene uti-
lizando la segunda parte del enunciado del Lema 1. El teorema 5
es una especializaciéon del teorema 4 obtenida cuando es posible
tomar .el entero N(n), que figura-en el enunciado de este ultimo,
igual a W+1. Si en lugar del teorema 1, utilizamos el teo-
rema 2 oblenemos enunciados anilogos que suprnmmos con-
viene inicamente notar que la monotonia de la sucesion de topo-
logias inormables es, en este caso, precisamente .expresada por

L‘
la condicién (3), o implicada en la condicién (4). "

Teoremad. Para que la topologia limite T .en el espa-
cio lineal [A] satisfaga al axioma de las sucesiones no conver-

gentes es necesario y sufitienie que a cada entero n=0 sex po-
sible \asociar un entero N=N(n)=0 tal que la sucesidn

: anl :
fou| )
) Q" Im
sea subinfinitésima con relacion « la sucesion
Uy ‘
f o] (10)
aV ), ‘

para todo r=0,1,2,...,n y s=0, 1,2;. .on,

\

Teorema 4. Para que la topologza T en el espacio lineal
[A] satisfaga al azioma de las sucesiones no convergentes cs su-
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ficienle que a cada entero n=0 sea posible asociar un entero
N= N(n)>n tal que .

a, N .
- 50 cuando m— o
a,’ ‘

para r=0,1,2,...,n
Teorema 5. Para que la topologia limite T en el espa-

cio lineal [A] salisfaga al axioma de las sucesiones no conver-
"gentes es suficiente que '

q. n+l ' ]
™ —0 cuando m—o (n=0,1,2,...).

n
am.

Antes de terminar este parrafo, vamos a hacer algunas con-
sderaciones que, aunque no seran utilizadas en este articulo.
tienen un cierto interés. _

En primer lugar observemos que las condiciones necesarias
y suficientes del teorema 3 implican las condiciones (2), nece-
sarias y suficientes para que [A] sea lineal; en efecto, haciendo
s=r en el teorema 3, y teniendo en cuenta que una sucesién’
{#,,} de nameros positivos es subinfinitésima con relacién a
{1/a,,} si y solamente si {a,,} es limitada, concluimos que

\

- <+m (r:O:]-:z: AR ] n)

r

que es una forma equivalente de la condicién (2). Esta condi-
cién (2) es, por otra parte, necesaria y suficiente para otras pro-
piedades: en primer lugar ella traduce que T,CTy, Ty CTy
o bien (como se acostumbra a decir en la teoria de los sistemas
parcialmente ordenados) que la sucesién de topologias {T';} es un
sistema Girigido (directed system); en segundo lugar, suponien-
do E real e introduciendo un orden parcial x <y entre los pun-'
tos x=[z,}, ¢ y={y,,} de E, definida por z,<vy,, (m=0, 1, 2,

.) con lo cual E es una estructura (lattice), (2) expresa que [A]
es una subestructura (sub- lattwc) de E. Un tercer hecho expre-
sado por (2) estd enunciado més adelante
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"+ Considerémos dos matrices infinitas
L

A=fa,"), B={,7} (mn=0,12,...) :

cuyos elementos sean numeros positivos: diremos que estas ma-
trices son equivalentes y escribiremos A ~B siempre que [A]=
[B], es decir, siempre que ellas definan el mismo subconjunto
de E. Vamos a demogtrar que, en este caso, las topologias li-
mites, que indicaremos ‘con T'(A); T(B), obtenidas en Q =[A]=
[B] por medio de A y B, respectivamente, son idénticas. Para
esto vamos a probar, primeramente, que A ~B cuando y sola-
menle cuando, a cada entero n=0 es posible asociar dos enteros,
p=p(n), q=g(n) tales que

Pl <toon,

an

<}, (11).

o'l
n

En efecto, suponiendo estas condiciones satisfechas, y dado
x€[A], existe un entero n=0 tal que |a,x||<+o, de donde

<to,

by x[<llan x]| -

P
n

y por tanto x«¢[B]. Por consiguiente [A]<[B]. Anilogamente se
demuestra la inclusién contraria, lo que prueba que debe ser
A ~ B. Reciprocamente, si es A ~ B, dado un entero n=0, como’
obviamente es 1/a,€[A], sera 1/a, €[B], lo que implica la primera
de las relaciones (11). La segunda se prueba de manera idéntica.

Supongamos ahora que sea A~ B. Indicando con T,(A)
y T.(B) las topologias normables inducidas en { por Han x|| y
|byx|| (n=0,1,2,...) respectivamente, de (11) resulta que

T,(A)CT,(B) <T(B)
T,(B)CTy(A) ST(A)

de donde T'(A)=T(B). Este hecho sirve para aclarar que la
topologia T depende del conjunto [A] y no propiamente de la
matriz A ulilizada en la construccién de este conjunto.

Vamos ahora a probar que la condicién (2) es necesaria y
suficiente para que A sea equivalente a por lo menos una matriz
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B que satisfaga la condicién (8), o la condicion (4) (bien enten-
dido: con la sustitucién de los elementos de A por los de B).
Como, en efecto, si A ~B y B satisface (8), de la relacion

[A] =Uy” [bn]: ! [bn']' C,[bnﬂ] (n =0,1,2,.. -):

podemos concluir que [A], como unién de una sucesiéon mon6-
tona de subespacios lineales de E, es también un subespacio lineal.
Luego (2) es satisfecha. Reciprocamente, supongamos (2) salis-
fecha e intraduzcamos la matriz B cuyos elementos sean defi-
nicos por

b ?i?i'gm" (m,n=0,1,2,...).

Esta matriz satisface desde luego a (4). Vamos ahora a
probar que A ~B, para lo cual bsata constatar las-(11). Para
la primera de las (11), basta tomar ;p(n)=n. En cuanto a la
‘segunda, definamos por recurrencia, de acuerdo con (2),

No=0, N=N(Npy.k), (k=1,2,...,n).

Poniendo enconces g(n)=N,, de (2) se deduce por re-
currencia,

g

a

<+ (1621,2,...,17.),

que es precisamente equlvalente a la segunda de’las (11) queda,
por tanto, probado el enunciado.

Para probar que el teorema 3 no.es «vacio», es decir, para
probar qué” las condiciones necesarias y suficientes que figuran
en su enunciado no son obligatoriamente satisfechas, vamos a dar
un cjerriplo de una matriz A que, aun satisfaciendo a la condicion
restrictiva (4), determina un subespacio lineal [A], y sobre éste
una topologia T que no satisface al axioma de las sucesiones
no convergentes. Designemos con [ el conJunto de los enteros
0,1,2,...ysea I, (n=1,2,3,...) una sucesi6n flJa de subcon-
juntos.de I tal que cada térmmo de esta sucesion contenga el
término siguiente y la diferencia entre estos dos términos sea
un subconjunto infinito de I. Definamos los elementos de la
matriz A por recurrencia del modo siguiente.
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S . ap,0=1 para mel Lo

a,"1 para mel,
' n (.n=1,2,...)
' a n—1 C
m paray mel —1I,
m--1

Esta matriz satisface evidentemente la condicién (4) y, para
demostrar que una topologia T sobre [A] no satisface a dicho
axioma," serd suficiente, de acuerdo con el teorema 3, demostran
que, cualesquiera. que sean los enteros no negativos tales que
r<N <s, necesariamente la sucesion (9) no es subinfinitésima
con relacién a la sucesién (10). En efecto. en este caso, poniendo
J=Iy—1I, como JO Iy— Iy,;, entonces J es un subconjunto
irfinito de I y por tanto tiene sentido hacer que un entero m
variable en J, tienda a infinito. Ahora bien, si m pertenece a J,
entonces m no pertenece a I, de donde

VA , l . oS 1/(m+1) - L

—0 (m—w, meJ
amN oa,N Tmtl ( )

o y por otra parte m pertenece a Iy, de donde '

’

.
Im_—1 (meJd)

an"

3
H

'lo que prueba la afirmacién hecha.

i + i Finalmente, para terminar este parrafo, vamos a indicar dos
' cuestiones ',interesantes para ser examinadas y que todavia de-
‘jaremos;de lado.
La .primera es la siguiente. Se verifica facilmente que, dada
una matriz A, no siempre es posible sustituirla por otra B
* equivalente que satisfaga la condicién suficiente del teorema 55
igual que una topologia T sobre [A] satisfaga al axioma aqui
discutido. Un ejemplo estd dado por la matriz cuyos .elementos
sean todos iguales a la unidad: el espacio y la topologia- corres-
pondiente son, en este caso, el espacio (m) de las sucesiones li-

1

\
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mitadas con su topologia métrica usual (19). Ademis se demues-
tra facilmente que la condicién necesaria y suficiente respecto A
para que exisla una matriz equivalente B que satisfaga a la ‘con-
.dicién guficiente del Teorema 5 (sin alterar la cuestién podemos
también exigir que B satisfaga la condicion (4)), es que A sa-
tisfaga la condicién suficiente cel Teorema 4. Entonces, ¢cudl es
el significado topolégico del hecho de que el espacio [A]y su
topologia T sean definidos por medio de una matriz A que
satisfaga la condicién suficiente del Teorema 59

La segunda cuesti6n consiste en re-examinar las rcuestiones
abordadas en este parrafo utilizando, en lugar de la norma intro-
ducida anteriormente en el espacio E, la norma definida del
siguiente modo

fes) h
= (Z|aulry,

X

donde p=1 es un nimero real.

3. Algunos ejemplos. En este parrafo vamos a indicar ‘al-
gunos ejemplos bien conocidos de espacios topolégiéos lineales
‘que entran .en la categoria estudiada en el parrafc precedente.~

Primer ejemplo. Espacio de las funciones holomorfas sobre
un circulo cernado (1t). Sean: R un ndtmero no negalivo, d,
(n=0,1,2,...) una sucesién mondtona decreciente de ntimeros
positivos que convergen hacia cero, y definamos los elementos
de la matriz A por:

a,t= (R+ 6n)m (m,.n:(),l 22 .. )

Se reconoce inmediatamente que [A] es el conjunto de to-
dos los puntos x={z,}cE tales que '

lim sup |z, |/m<1/R,

Mm=>»-00

ml

esto es, tales que el circulo abierto de convergencia de la serie dé
potencias : :

(*) BawnAcH, loc. oit., p. 11,
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fe)=Zapem (12]

contiene al circulo cerrado [z|<R en el plano de la .variable,

compleja z.

Sea “Y(R) un conjunto de estas series de potencias. consi-
derado como un espacio lineal del modo usual. La correspon-
dencia que a cada x ¢[A] asocia f(z)€ V(R) definida por (12) es
un isomorfismo, en el sentido de la teoria de los espacios linea-
les, entre [A] y V(R). Introduzcamos ahora en <V(R) una to-
pologia limite T'(R), la llamada topologia de convergencia uni-
forme, definida del siguiente modo: si f(z), f,,(z)¢V(R) (m=
0,1,2,...) se dice que f,(z) —f(z) segin T(R) cuando y sola-
mente cuando existe un ® positivo tal que las series de potenciag
f(2), fm(2) sean convergentes en el circulo |z|<R+3 y fn(2)—

f(z) uniformemente en este circulo en el sentido usual. Conside-
.rando entonces [A] como una topologia T y V(R) como una
topologia T'(R), se ve facilmente que la” correspondencia asi de-
finida es bicontinua y por lo tanto [A] con la topologia T es,
a menos de un isomorfismo en el sentido de la.teoria de los
espacios topoldgicos lineales, el propio espacio de las funciones
holomorfas sobre un circulo cerrado con la topologia de con-
vergencia uniforme.

Aplicando el teorema 5 se ve que en el caso actual el axio-
ma de las sucesiones no convergentes es satisfecho.

' Sequndo .ejemplo. Espacio de las funciones enteras de tipo
exponencial menor que un numero positivo dado. Sean: ¢ un
nimero posmvo que puede ser igual a +o, ¢, (n=0,1,2,...)
una sucesién mondtona creciente de nimeros positivos ique con-
vergen a ¢ y definamos los elementos de la matriz A por

- m! ‘
= (mn=01,2,...)

. i [A] es el conjunto de todos los puntos z de E tales' que

lim sup |m! z,,|im <e¢,
m=»00
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esto es, tales que la serie de potencias definida por (12) repre-
senta una funcién entera de tipo exponencial <ec (12). -

Sea € (c) el conjunto de estas series de potencias conside-
rado como un espacio lineal de la manera usual. La correspon-
dencia definida por (12) es un isomorfismo .en el sentido de la
teorfa de los espacios lineales entre [A] y € (c). Definamos en
€ (¢) una topologia limite T(c) del sguiente modo: si f(z),
fm(z)e C(c) (m=0,1,2,...), se dice que f,,(2) —f(z) segin
T(c) siy solamente si f,,(z) — f(z) uniformemente en el sen-
tido usual en todo conjunto limitado y cerrado del plano com-
plejo y, ademés de esto, las Tunciones {f,,(z)} son uniformemente
de tipo exponencial <e¢, es decir, existen dos nameros positivos
Ky C<c tales que ‘

[fm(z)|< Kexp. (Cr)  (r=|2|; %‘m=0, 1,2,...).

Considerando [A] con la topologia T y & (¢) con la topolo-
gia T(c), se verifica que la correspondencia asi definida es bicon-
tinua, y por tanto [A] con la topologia T es, a menos_de un
isomorfismo .en .el sentido de los espacios topolégicos lineales, el
propio espacio de las funciones enteras de tipo ?xponencial menor
que un, nimero positivo dado con la topologia antes indicada.

Aplicando el teorema 5 se encuentra que el axioma de las
sucesiones no convergenles es satisfecho en el caso actual.

Tercer ejemplo. Espacio de las funciones enteras de orden
‘menor que un numero positivo dado. Sean: ¢ un numero pisilivo,
que puede ser 4o, ¢; (n=0,1,2,...) una sucesién mondtona
creciente de numeros positivos que convergen hacia ¢ y defina-
mos los elementos de la matriz A por

a,,n = mm/en (m,n=0,1,2,...). -

. |
. [A] es el conjunto de todos los puntos z de E tales que

lim sup.M <-— 1
maoo - mlogm c

(#) Ver. L. BIEBERBACH, Lelrbuch der Fumltionentheorie, Bd. 2, pig. 234.

’
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es decir, tales que la serie de potencias definida por (12) repre-
sente una funcién entera de orden <c (13).

1 Sea O(c) el conjunto de estas series de potencias cpnsulcrado
como un espacio lineal del modo usual. La correspondencia defi-
nida por (12) es un isomorfismo en el sentido de la teorfa de los
espacms lineales entre [A]y O (¢). Introduzcamos una 1opolo—
gid T(c) enO.(¢) del siguiente modo: si f(z), fu(z) e O(c) (m=
0,1,2,...), diremos que f,,(z) — f(z) segin T(c) si y solamente
sl fm(z) ~— f(z) uniformemente en el sentido usual en todo con-.
junto limitado y cerrado del plano complejo y, ademés de esto,
las funciones {f,,(z)} sean uniformemente de orden <¢, es decir.
existen dos nameros positivos K y € <c tales que

[fm(2)|=K .exp. (re) (r=|z]; m=0,1,2,...).

Considerando [A] con la topologia Ty O (c) con la. topolo-
gia T(c), se demuestra que la correspondencia definida es bicon-
tinua y, por tanto, [A] con la topologia T' es, a menos de un iso-
morfismo en el sentido de la teoria .de los espacios topolégicos
Ineales, el propio espacio de las funciones enteras de orden menor
que un namero positivo dado con la topologia indicada.

Aplicando el teorema 5, se demuestra que en el ejemplo ac-
tual el axioma de las sucesiones no convergentes, también es
satisfecho. )

' Anélogamente puede ser considerado el espacio de las fum-
ciones de orden dado y de tipo menor que un nimero dado(13);
asi como cierlos espacios de funciones analiticas representadas por
series de Dirichlet quesatisfacen a la condicién de Valirén para
que las- abscisas de convergencm simple y absoluta sean idén-
ticas.

Como los tres ejemplos que acaban de ser éstudiados, asi
como sus respectivas topologias, son espacios no metrizables, se
ve que la unién de una sucesién mondtona de topologias norma-
bles puede muy bien satisfacer al axioma ,de fas sucesiones no
-convergentes sin con ello ser normable ni metrizable.

4. Bl espacio de las funciones holomorfas sobre un conjunto
cerrado dado (£). Sea Q) el conjunto de todas las funciones com-

(**) BIEBERBACH, loc. ¢il., p. 234 y siguientes.
(). El espacio’ de las funciones holomorfas ha sido- objeto de estudio, des-
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plejas f(z), finitas y univocas, de la variable compleja 2z, cada

una definida y holomorfa en un conjunto abierto & (f), no va-

cio, de la esfera de Gauss de esta variable compleja. Indiquemos -
con F un subconjunto, propio no vacio, cerrado, de esta esfera: si

el punto z=o pertenece a F, efectuaremos el cambio de va-

riable definido por z’=1/(z—7%), donde % indica un punto de la-
esfera de z no perteneciente a F, ¥ entonces F. se cambia .topo-

légicamente en un conjunto cerrado F’ de la esfera de 2/ que

no contiene z’'=oo.

Podemos, por tanto, sin p_ercler la generalidad, .suponer que
el conjunto dado F. no contiene z=o, :es decir, es un subcon-
junto limitado y ‘cerrado del plano de la variable z. Designe-
mos con Q(F) el conjunto de todas las f(z) € Q tales que <A (f) 2
F, es decir, el conjunto de todas las funciones de Q holomorfas
sobre F. Vamos a introducir en Q(F) una relacién .de equiva-
lencia ~ modulo F definida del siguiente modo: si’ f,(z), fo(2) €
Q(F), diremos :que f,(z) ~fs(z) (méd. F) cuando y solamente
cuando exista un conjunto abierto < tal que

1. Fecdcd(f) ~Afs)-
2. fi(z) =71s(2) para ze oA

Esta definicién de equivalencia es evidentemente reflexiva,
simélrica y transitiva. Sea Q[F] el espacio cociente de O[F]
por esta 'relacion de equivalencia, es decir, el conjunto de las
clases de equivalencia delerminadas en Q(F) por ~. Para indicar
‘que dos funciones de ((F) pertenecen a la misma clase de
equivalencia médulo F, es costumbre decir que una es la pro-
longacién analitica de la otra médulo F; ademas de esto, dada
f1(z) «Q(F) y dado un conjunto abierto de la esfera 521 que
contiene F, diremos que f,(z) es prolongable ,analiticamente en
2, médulo F, siempre que exista- f5(2) CQ(F ) tal que sea
Ja(z) ~fa(2) (méd. F)y A (fs)=>oA
: Podemos convertir [F] en un espamo lineal de la manera
usual: sia indica un nimero y F¢Q[F], indicaremos con a F

de varios puntos de vista, por parte de distintos autores. Ver principalmente:
L. FANTAPPIE: a) I funzionali analitici, Mem, R. Accad. dei Lincei, vol. 3,
Serie 6, fase. 11, 1930; b) Uberblick wber die Theorie der analytischem Funl-
tionalen wnd ihre Anwendungen, Jahresber. der Deutschen MatWem, Ver Bd.
43, pp. 1-25, 1933; ¢) Lo spazio funzionale analitico come spazio topologico
Ty Rend. Mat. R. Universita di Roma, vol. 1, Serie 5, pp. 84-90, 1940.
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la’ clase de equivalencia médulo F determinada por la funcidn
af(z), zeA(f), donde f(z) es una funcién de la clase F ysi
Fy, Fore Q[F], indicaremos con (:7 + %, la clase de equivalencia
moédulo I/ determinada por la func1on f1(2) +1s(2), zel(f,) ~
A (f;), donde f,(z) y fo(z) son funciomes de las .clases F; y
F, respectivamente. Es obvio que estas operacmnes lineales estan
«bien definidas médulo F».

Podemos también intreducir una topologia limite T(F) en
Q[F] del siguiente modo: si F. T € QF] (m=0,1,2,...) di-
remos que %, — F segin T(F) siy solamente si emslen fun-
ciones f(z)e F, fn(z)e F, (m=0,1,2,...) y un conjunto
abierto A tales que:

¢ 2. Fedcd(f,) (m=0,1,2,...).

' 8. fm(z) —f(2) uniformemente para ze .
.{ De esta manera QF] pasa a ser un espacio topolégico lineal
(en. el sentido de la teoria de los espacios limiles) no metrizable.
Para cada §>0, sea F(5) el conjunto de los puntos z del
plano complejo tales que: dist. (z.F)=<5%. Ademds :de eso,
para cada >0y cada F eQF j definamos O(F;d) del si-
.guiente modo:

Lo o(F 6)=.¥|—oo si no existe f(z)e F tal que A (f)>. .
Fe). '

zel
Ftal que o (f)2 F(5). .
, Evidentemente cada ¢( ;%) es una norma en .l espacio
lineal Q[F], sobre el cual ella induce la topoogia limite T'(3)..
Para simplificar la notacién, no estd indicado que ¢(F;5) y
T'(3) dependen de F. Es también inmediato que:

T(F) :agoT@)’

2. ([)(‘.‘7 6)_sup |]‘(.'1:)| si-existe por lo menos una f(z) e
I (3)

o también que: - : : o

T(F)=Ug T(3,), (13)
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donde 8, (n=0,1,2,...) indica una sucesién decreciente de nui-
meros posmvos tales que & >%>?%". Vamos a probar que

T(6}>[T(6 ), T(®")]. - (14)

En efecto, en virtud del teorema de los tres circulos de Ha-
damard (15), tenemos

C W(F =T RGP, Felr],
donde

_ Jog(¥/0) 5 log(b/%")
~log(®¥/3) T log(®f")
Indicando con ¢(e) el extremo supenor de ¢(F; d) para

todo FeQ[F] tal que O(F; &) =1, ¢( F; 8”) e, donde 0<e<
+ oo, thenemos .

p(e)<eB—0 (£—0)

t

lo que prueba (14). Las relaciones (13) y (14), el hecho dg
que las topologias que figuran en el segundo miembro de (13),
constituyen una sucesién monétona y el Teorema 2 permite afir-
mar que el espacio Q[F] con la topologia T'(F) satisface al axio-
ma de las sucesiones no convergentes.

" Una circunstancia curiosa es que el teorema de los tres circu-
los de Hg damard es exactamente el instrumento ‘necesario para
constatar la relacién ternaria entre topologfas normables :expre-
sada por ‘«una topologia contiene el par ordenado de otras dos
topologias».

Podemos, por tanto, -concluir con el siguiente

Teorema 6. Sean f(z), f,(2) ¢Q(F) (m=0,1,2,...). Si
de toda sucesion de esta sucesion es posible extraer una sub-
sucesién ulterior X tal que exisla un conjunto abierto < con-
teniendo F. para el cual f(z) y los términos de X puedmn ser-
prolongados analiticamente médulo F de manera que las pro-

(**) 'BIEBERBACH, loc. cit., p. 126. Siendo f(2) .una funeifn holomorfa so-
bre el conjunto cerrado I,  un nimero positivo menor que la distancia de este
conjunto a la frontera del conjunto abierto en que esta funci6n ests definida,
y M (r) el mbédulo miximo de f(z) en F(r) entonces M (r) satisface a la misma,
desigualdad que en el caso en que F se reduce a un punto. B
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longaciones de los términos de X sean uniformemente conver-
gentes en' A hacia la prolongacién de f(z), entonces existe un
conjunto wbierto fijo HA* conteniendo F para el cual f(z) v los
términos .de la sucesion dada pueden ser prolongados analitica-
mente mddulo F de modo que las prolongaciones de estos lér-
minos -sean uniformemente convergentes en S* hacia la prolon-
gacion de f(z).

NUCLEO DE MATEMATICA

FUNDAGAO GETULIO VARGAS
RIO DE JANEIRO, BRASIL,

BIBLIOGRAFIA

PeEpro Pf CALLETA. Introduccion al dlgebra wectorial. Publicacién de la Facul-
tad de Ciencias de la Universidad Nacional de Cuyo. Buenos Aires 1945.

Como dice muy bien el Dr. Rey Pastor, en el breve y jugoso prélogo del
libro que comentamos, el profesor Pi Calleja da en 61 mueho méis de lo que
promete econ su titulo, no sélo por que hace un estudio casi completo del flge-
bra vectorial, e incluye también el flgebra temsorial, sino por que en todo &l
se abren ventanas hacia las mis elevadas especulaciones de Ta matemética y
de lao fisica contemporineas. :

La idea esencial del libro es, segin las propias palabras del autor: ‘‘au-
nar la interpretacién fisica y geométrica del concepto de vector que da una
visién sintética y directa de gran parte de la Matemética dtil a la Fisica ele-
mental y a la Técniea, con el profundo significado que para la Matemitica
pura y la Efsica tebrica moderna tiene el concepto abstracto de vector’’.

El capitulo I, dedicado al concepto de vector, se inicia con un estudio de
los sistemas de coordenadss eartesionas, definiendo con precisién no habitual
las orientaciones de los ejes; sigue con un estudio preciso y riguroso del con-
cepto de igualdad, y da la definicién clisica de vector en el espacio ordinarig,
asi como la distineién entre vectores libres, axiales y fijos. Entra a continua-
cién -en la definicién axiomitica de los vectores, dando en una introduccién,
en forma concisa y clara, la esencia y sentido, de la axiomatizacién de una
teorfa matemébtica, y de la interpretacién concreta y aplicacién de la misma;
gl. espacio vectorial abstracto se define mediante catorce axiomas, dando las
iﬁfg}pretaciones de algunos de ellos para la anterior definicién de los vecto-
res, o igualmente se dan ejemplos de operaciones matem4ticas que no verifican
.algunos do esos axiomas. Define a continuacién la independencia lineal de los
veetores, para poder introducir los axiomas de la dimensién para la recta, el
plano, el espacio ordinario y el espacio n-dimensional. A partir de eso momento
tolto el cfileulo vectorial se desarrolla como una serie de consecuencias légicas
detlos axiomas. Define después las coordenadas vectoriales mediante vectores
linealmente independientes, e introduce axiomiticamente el espacio puntual 'y
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las relaciones entre puntos y vectores. Tl capitulo fermina con un estudio de

las multiplicidades vectoriales lineales, limitindose a la recta y al. plano del’

espacio multidimensional. Las cualidades de claridad y precisién en el len-
guaje, caraecteristicas de la obra que analizamos, aleanzan su méiximo en la
exposicién de ‘este primer capitulo.

El capitulo II estd dedicado al produeto interno o escalar. Se inicia, con
la definieién a partir de los axiomas v-de los conceptos de distancia y &n-

gulo; luego se define el producto esecalar y se estudian sug propiedades. A

continuacién se estudian las transformaciones ortogonales, probando la inva-’

rianeia del produeto esealar, de la distaneia y del dngulo en todos los sistemas ox-
togonales de coordenadas. Istudia después la ortogonalizacién de vectores, y ter-
mina el capitulo eon el estudio le las ecuaciones normales de la reeta y del plano.

Bl capitulo ITI se Qenomina 4rea y volumen: se define, mediante sug pro-
piedades ecaracteristicas, €l volumen determinado en el espacio n-dimensional
por un grupo de 7 vectores. En este capitulo se utiliza el concepto de deter-
minante y se muestra como- éstos pueden estudiarse, sea partiendo de la cl4-
sica definicién polinémica, sea de su definicién mediante sus propiedades ca-
racteristicas. Se estudia también con mucho cuidado y precisién-el signo de
las %reas y volimenes. ’

El capitulo IV esti dedicado al produeto vectorial o externo, y a los pro-
ductos compuestos o mixtos; el estudio se limita al caso del espacio tridimen-
sional y se dan una serie de aplicaciones de estos conceptos a la geometria ya
la fisica. Iintre estas aplicaciones figura el resultado’ clasico de que un sis-
tema de vectores deshzantes se reduce a un vector y a un par. Creemos que,
dada su importancia, esto punto debiera haber merecido un examen méis de-

“tallado.’

El eapitulo V, titulado: ‘‘Los espacios lineales y las multiplicidades vee-
toriales en ol estudio de las magnitudes fisicas’’, se inicia con un estudio muy
resumido y elegante de los espacios abstractos y de la utilidad y necesidad de
estos en la fisica contempordnea. Es claro que al dar en ocho péiginas tal resu-
men tienen que presentarse forzosamente algunas lagunas, en pafticular nos
parece que no ha sido puesto suficientemente en relieve la importancia bésica
del concepto de punto de acumulacién. Creemos, por otra parte que hubiera
sido conveniente estudiar en este capitulo, con mayor detalle los gjemplos de
espacios vectoriales de infinitas dimensiones con lo que se hubiera puesto més
en claro el interés .del método axiomAtico. Sigue después. el capitulo con el es-
tudio de las multiplicidades veectoriales de m dimensiones en el espacio vecto-
rial n-dimensional; estudia a continnacién, utilizando la interpretacién veeto-
rial de los sistemas de ecuaciones lineales, la referencia de las multiplicidades
a bases distintas. Termina el capitulo con un estudio del 4lgebra vectorial de
las magnitudes fisicas de gran interés por la forma, muy eclara y rigurosa en
que se trata el problema de los sistemas de unidddes en fisica.

El capitulo VI se titula Tonsores; se inicia con la definicién del tensor en
el espacio tridimensional ecomo una. func16n vectorial lineal homogénea de- la
dirveccién, y se muestra el origen de este concepto en los problemas de la re-
sistenria de materiales; se definen a continuacién la suma de tensores, el pro-
ducto de un egealar por un temsor y el prodneto de un temsor por um veector,
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de aci se muestra como ﬁuede también definirse el tensor como un operador
lineal entre vectores. Luego se estudia el tensor obtenido mediante la deriva-
cién en un eampo vectorial y se pasa a la definicién de tensor de rango n. Se
trata después la forma bilineal correspondiente a un tensor y se demuestra la
descomposicién ‘de un tensor cualquiera en la suma de un tensor simétrico y
otro antisimétrico. Se estudia luego el tensor en el espacio m-dimensional, co-
mo operador lineal y -se da para ello un estudio elegante y resumido del chleu-
lo de matrices, Termina el capitulo con un breve resumen de la sistemati-
zacién de la geometria mediante la teoria de grupos, estudidndose en particu-
lar las gcéometrins métrien, afin y proyectiva en el espacio n-dimensional,

Al final de cada uno de los capitulos hay un grupo de ejercicios que, en
muchos casos, no son solo aplicaciones de las teorias expuestas sino amplia-
ciones’ y complementos de las mismas. Termina el libro con una completa y
bien ordenada bibliografia. Se debe también hacer resaltar la ventaja de haber
adoptado una notacién veetorial muy sencilla.

En resumen se trata de una obra, cuya lectura es recomendable afin para
aquellos que ya conozean ampliamente el tema y de indiseutible interés. cientifico.

Poro ai el interés cientifico del libro es indiscutible, es posible que sea
diseutido por algunos su valor didictico. El autor es profesor universitariv en
la Tsetela de Ingenierfa de San Juan, y se trasluce claramente que ha esecrito
el libro con una finalidad esencialmente did4ctica. .

Es posible que el libro sea considerado dificil por esa parte del estudian-
tado que desea tGnicamente conocer lo menos posible econ el minimo de esfuer-
20, y que, al estudiar una teorfa, s6lo les interesa el saber si serd o mo pre-
gunta de exfimen es posible también que no sea adectado para aquellos profe-

* gionales que s6lo quieten conocer lo inmediatamente utilizable en problemas

téenicos de menor cuantia, pero, en cambio, es fitil, adecuado e interesante
para los estudiantes universitarios que vayan a las aulas movidos esencialmento
por el afin de aprender y para aquellos profesionales que se den cuenta de
1a necesidad de ampliar su bagaje de conocimientos mateméticos para poder
profundizar en los problemas, cada vez mis intrincados, de 1la técnica moder-
na. Para los qué creemos que la misién esencial de la ensefianza universitaria
es la de- seleccién y no la nivelacién por lo bajo, el libro dol profecsr Pi Ca-
lleja cumple su finalidad didActiea.

Los lectores que ya tengan conocimientos de matemética universitaria, po-
drin perfectamenfe abordar el libro en lectura, aislada. En eambio es posible
que esta lectura sea difieil para los alummnos que se inicien en la ensefianza
universitaria, y desde luego no sirve para aquellos que asisten rara vez a
lag aulas y ¢ ‘prepa.rn.n’ ’ el eximen en quince dias de lecturas precipitadas,
pero puede muy bien servir de libro de iniciacién si se lo estudia simultinea-
mente con las explicaciones del profesor, y como ésta es la dnica forma serih
de trabajar en la TUniversidad, esto nos afirma en la idea de que el libro
cumple plenamente su finalidad didéectica de ecarfeter formativo y mno infor-
mativo.

S6lo nos queda felicitar al autor y a la Universidad de Cuyo por la apa-
ricién de. esta obra, una de las aportaciones mis serias a la bibliografia ma-
temAtica en lengua castellana de los Gltimos tiempos.

' ‘ Manuel Balanzat
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