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IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO DE RADIACION

ijor Josk. A. BALsr.mo
Observatorio Astronémico. - " Cérdoba’
(Entregado ‘el 6 de marzo de 1947)

II. CAMPG MESOTRONICO VEOTORIAL
§ 8. — Introduccidn.

El formahsmo aplicado al campo de radiacién electromag-
nético - puede ser ‘extendido inmediatamente al campo mesotrd-

. nico vectorial, que aparece como una generalizacién del primero,

en el sentido que le estd asociado una particula de masa en. re-
poso no nula (7) Las ecuaciones de campo:

>

- - -> . -
~rotG-|—%2U=~(E divG=0
. 0z «
->. .
2 0G - = . :
rOtF:_()T divF +%2U=0 con z,=ct -(8.1)
20 \

. 2nme
se reducen a las ecuaciones de Maxwell con %=

=0. Las

Cs :
funciones' U y U, corresponden, respectivamente, a los poten-

—ey - . !
ciales vector y escalar y- F y G estin dados como en el caso
del campo electromagnético por: -

\azrot[—j F—::f—O—U'—gl‘adUo (8.2)

0xy

(") A. ProcA. J. Phys. ¢t Radium, 7, 347 (1936). 8, 23 (1937).
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cumpliéndose, ademaés,

> oU A
dir U 4+ -—2 =0, (8.3)
\ 92, 4 ‘
La tegria general de los campos_ de las p-articul?s elementa-
les da como: expresién de la energia total del campo:

W= fr*ﬁ G*G’}"‘z<U*U+Uo*Uo)JdT (84)
y del impulso angular total: '

> 1 ~> > - -> : ’

J:‘%I[I'X(F*XG—}—%’*U.UO—}—conj)]dr. ' (8.5)

‘ -

La representacién matricial de W y J puede hacerse en for-
ma andloga a la expuesta en I § 2 usande. las soluciones es-
féricas de las ecuaciones de campo. Existen, sin embargo, di-
ferencias entre. ambos casos: En ‘primer término- porque las
ecuaciones’ (8.1) admiten como solucién-ondas longitudinales
(div FF=/=0), ademés de las ‘dos soluciones de ondas transversales .
equivalentes a las (E) y (M) del campo electromagnético. En -
segundo lugar,” debido a que es posible definir el impulso de
espin del campo.

Si se considera al impulse orbital en l'orma que sea la ge-
nerahzac;on cuadrivectorial del 1mpulso orbital del campo escalar,
se obfiene para el impulso de espin una expresién que es in-
tegral de movimiento.

§ 9. — Soluciones esféricas de las ecuaciones de campo.

Las ecuaciones de campo -(8.1) admiten, para un sistema
de referencia da‘do, ‘tres 'clases de soluciones Dos transversales

con Uy=0 (div F 0) y una longlludmal (G 0) que en on-
das planas se derivan de:

U(l) = ‘ZI: a, 3(1) B'i(lc,l—komo) -UO(1> —0
> > o ‘ .
. U = X B, &) gilkar—ltoze) Uy®=0 : (9.1)
D 3, 20 i i
Ul=2%, Yy ellk) giller=leazo) ],) _ 2] e el(k’ —keymy) -
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»> . > . .
e y e® son dos vectores compléjos unitarios (que dan las
. >

L > -> ‘ . > -k
soluciones U .y U® polarizadas. circularmente) y e)= I
. PR ‘:

N .
(solucién Uk polarizada linealmente) que -cumplen: -

ey

> 1 > -> > > : > > o
et — E (e 4 ie®) gHVe2)=0 : e(1) ¢ ell) =i e)
. e - > -

-> ’ E - 5 - > > .
e( )—-— —_—_ <e(1)_. 13(2)) e*(l) 16("): eXx(2) e(’t):O ;6(2) X 16(1):'—‘ 1 g(’c)'

~En \ofldas" esféricas las dos prilﬁeras son andlogas a las so-
lu01ones (E) y (M) de las ecuaciones de Maxwell (Apén. II
(T. 1) y (T. 2)). La solucién longitudinal se obtiene teniendo-

' presente que rot Ul:G 0 con

l_}::ilcograd]\’ Uy,=kzN

N es un escalar que satisface a la ecuacién

AN+ E2N=0.

- cuya solucion en’ coordenadas esféricas es:

N =X;(kr) Py(cos 9) eim®

T .
Xy(kr) = V_r‘-]1+1/2(k")- :
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Las soluciones esféricas del campo (Apén. II (T. 1), (T.2)
y (L) estdn normalizadas. de modo a obtener para el campo de
una particula descripta por cada .una de ellas el valor de. la
energia (8.4):

W:‘koé%c:E__ (9.3)

Las soluciones son ortogonales en el espacm, de modo que
no existen elementos de transicién de energla entre las distintas
-soluciones. Ademis, la matriz de energia es diagonal.

§ 10. —Impulsos angulares.-

Los elementos de transicién de impulso angular total (8. 5)
entre- las distintas solucionss son nulos. ‘Para una particula des-
cripta ‘'por cada una de ellas se encuentra que el impulso an-
gular total admite una representaciéon matricial idéntica a la
obtenida en el caso del campo electromagnético. Se encuentra, -
también, en igual forma, el impulso angular del campo de un
namero arbitrario de mesotrones.

' El formalismo general desarrollado por Bellnfante(g)
y Pauli() conduce a una divisién del impulso angular total
en-impulso orbital e impulso de espin de la forma: :

> > > 3 ’
J=L+ij[2 Fs*(_;x grad) U, 4 conj]dr +

=

] [F%x U -+ conj] d-. (10.1)

El impulso orbital, asi definido, no es la generalizacién
cuadrivectorial det que se obtiene para el campo escalar:

Z:—f[ (;IJ* (-;xgrad) 1} -+ conj ] dr. ’ (10.2)
To

Sin embargo, puede obtenerse una expres1on del impulso
orbital- generalizaicién cuadrivectorial de la (10.2), a partir del
ltensor energia impulso del campo que estamos considerando:
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% =Ui* Up, + 2 UF Up, + conj — By,

(%U* Un+x2U*U, ) (10.38)

en d/onde} '

R ir— - .
Y Uy=iF; Up=G,, etc. - 0z Oz,

r

Mediante las ecuaciones de campo es expresable en la for-
ma:

()U .
s # U;) + conj — by

IL‘I ().'l'

(% Urs* Urs + x'é Ur,k Ur ) (10 4)

Se. obtiene de aqui la forma (10.1).

Teniendo presente la definicién de U, y (8.3), integran-
do por_partes y considerando que en el limite de integracién las
funciones de- campo se anulan ‘se llega a:

Mi;.-i: i (31314—“’1 9y dr=[ X

Te=]

[OU*( 0

oz,
O 1, [[oU,, o
__;p] g)U,+OODJ]dT—|—/[()m4 "-Ew_]._

— xj %)Uﬁ-}* conj ] dr+ f[U4* Uj+ c()r/lj]d'c

XTs —
' O

El tensor de impulso angular total puede escribirse, pues:

aU* 0 S0y o
.14_—“[‘7“1[ ()xl laaj_j—'—w] Ew—;.)-,U,.-I—COIl:] } dT+

+ f [U4i*'Uf +Uj*U;—U;* U, + conjldr. (10. 5)
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El espin total del campo es también expresable en la forma:

Sij,4=f[U4i* Uj+Uj* Ui+ Uji* Uy + conj]do= ’
o : U U
f[()x U]——c)—U + conj de.

La dens1dad de impulsp de espin es la parte temporal de
un tensor de tercer rango: '

()U:'- ()U] oU; " )
Sij = U;— U Ui Uk — —1 U ok {
T o T o o m o

que por las ecuaciones de ‘campo’ satisface la ecuacién de con-
tinuidad: N

o

6377, =0.
.0y, ik

En la separacion (10.5) el espln total del campo . aparece-
como integral de movimiento.-

El impulso orbital y el de- espin. expresados vectonalmenle
tienen la forma: :

> e [oU * o ' N
L:—fZ i (r xgrad) U, + conj } (10.6)
) P | .().130 ' ‘ '

!
>

S= [[?«‘*xU.— G U, + conj] de =

. ‘
:f [U*xlg—g—-k conj|dx. (10.7)

0

>
En la representacién matricial de S, mediante las solucio-

- nes esféricas, los elementos de matriz corres,pondlentes a la so- ,
lucién (L) son nulos. Existen, ademds, elementos de transicién
no nulos entre las soluciones (T 1(y (T. 2), (T. 1) y (L)

- (T. 2) y ().
En esta representacmn el impulso total esta sobre ejes’ prm-
cipales; no asi, el nnpulso orbital y el impulso de espin.

0




—o15—

El factor 70 afecta a los elementos de trans1ci6n entre las

soluciones (T 1) y (L) y (T. 2) y (L), y su aparicién- se debe

a las prop1edades de transformacién de las componentes de S
Este factor desapareqe si (L) se da en la aproximacién no
- relat1v1sta - , \

-

-> ’ .
Fe—ixU U:grgd]V' \

8n2mob

A N=0. .

) AN+

8§ 11.——.Operador de espin.

.Si el campo es cuantificado la (10. 7):-permitle definir el
operador de espin del campo. Resulta, ahora, mis simple em-
plear las soluciones dadas en ondas planas (9.1). Normaliza-

dos los operadores de amplitud
] / 2
Brs .= I_%ch'
To

4nlk, b dnk,
= —_— ak’ =
he he.
o @yt — @t @ = by byt — byt b= b ot — et =3y, (11.1)

cumpliéndose

Considerando, ahora, la solucién: o .

> "1 —_— 2
UZ&W“’" U(1)+} ko U(2)+ I/ : w(zc)]
L V3 re . ko .

'se obtiene el operador de energia: -

W =2 (a,+ a,+ bk” br+ ¢t o) By o (1L2).
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De (10.7 ) se obtiene el operador de espin
- h . \
S=— & (@t a,— by by) oy Lo = (bt o — ot @) €+

: k . ’
_*_._969_ (ck+ bk - 'al;+ Ck) e . (11' 3)

> > >
cuyas componentes segin e®), e1) y &2 son:

.. h
S/c o 2/: (ak a— bl+ bk)
) h 1 k '
S = 2— "S"k V_—é— _%9 (clc+ blc —arte -+ bk+ e — Gt al‘)
] N (11.4)
o h Lk
S2) = 2 (bk+ ¢, — ot a— ¢t b+ ait ¢y

~2:' kﬁ

S, es dlagonal y tiéne los valores propios +1, —1 y 0.
" El factor

‘ lfo 1"

PR
Vl—?

aparecer en las componentes transversales deb1do a las propie-
-> -

dades de transformacmn relatw]sta de S.

’

Teniendo presente las reglas de conmutacién (11.1) se ob-
tiene inmediatamente de (11.2) y (11.3) que

) > - ->
w. S]:WS—SW—_—O. .

Nuevamente, se llega d que el espin total es integral de
movimiento.

Calculando el impulso orbital (10.6) se comprueba, igual- -

mente, que conmuta’ con las componentes (11. 4) de S Ade-
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k
més, se comprueba, que en la aproximacién —>z5 1, se cum-
%

plen las reglas de conmutacién:

. . h
[Su Sz]=.l-2;S_sf

. h- .
[Ss, S1] ;'I%Sz , -

ho .
[S, S5]=1 z—nSr

Considerando el campo de una particula en aproximacién
no relativista se obtienen la represeéntacién matricial de las
(11.4) : '

1
1 0 0 0 ——
° LT
2n 2n 1
0 0'0 _Lioy
Y272
0 0 —
© 2¢ ) :
8, = 0 0 —|. 11.
h S.Y .V2 ( 5)
_d 4
V2 2
Mediante 15 transformacién unitaria
. N .
o1 1 0 ) e(1) e
T 1 g 0 T #(2) A *(2)
== 1 l e=1ée €= € e=1| € i
ﬁ " : - - : >
0 0 V)2 \ gl ell)
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se..obtiene: .- = ‘ . . , ., "
> > . . .
¢=TST ' “T 0 (11.6)

> : . .
donde Z son las matrices dadas por Proca (") y Yukawa (8)

0 0 0| 0 0 —i
2 ' 2
ThL=|0. 0 i| =g=[0 .0 o
—1 0 ) 0 0
. ) O l .
2TC : . . B R
Ze=|-i o o - (11.7)

mediante las cuales se escribe:

XU=—1

0:1:0 ()-'L'o ' Lo

l ‘ U, '. .
'%:(%). (11.9)
\Us | -

0 G2 (L gy vy

’

"La' transformacién . T permite pasar de la nepresentamén
de polarizacion lineal a la de polarizaci6n cmaular Las" funcio-
nes propias se. transforman:

1
V,=—(U;+iU
C 71 VE(VI\ 2) . -
v=TU . . = Va=U; . (10:10)
::U_.U .
V2(1 iU,)

En la aproximacién no relativista Uy20, -y por ello pue-
>

den considerarse las matrices G o S como el operador de espin
equivalente al de la teoria del espin del electron de ‘Pavli.

(*) H. YuxAwa, Proc. Phys. Math. Soc. Japan, 20, 720, (1938).
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§ 12. — Influencia de un campo magnético.
Consideremos 'un mesotrén en un campo magnético cons-
- ’ . ,
‘tante” H.

Las ecuaciones de. campo se Obtienen sustltuyendo el ope-
+ rador (1) : :

donde " A, es el cuadrivector. potenmal del campo exterior. Se
cumple

. Zme c)A 04; :
D;D;,— Dy Dy=— fz/:  fa=t- ()—'- - (12.1)
:Bk "
Las ecuaciones . (8.2) se ':esc1"1ben g
) . zk D Uk ch l : | . (12‘ 2) .
y las.(8.1) A '
'ch Uik—[—-%z Ul=0 ' (12 2')
De aqui se :obtien‘e- la equivalente a la (8 3):
1 2mie . .
‘Di Ul 2 o 7 ohcfllc ‘ (12 3)

.. 'Aplicando a (12.2) D;,y sumando sobre i, mediante la
(12 1) y (12.3) se obtiene:

Zme
o £fDl ”2] U = 1. [fzh lll.] f!k Ulc

La transicion a la aproximacién no relativista se logra
- sustituyendo \ '

4zim (‘c) Onie

D‘f por **+ R \ot ke

q>) d=—i4,
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obteniéndose _pafa &=0 y H = (fos> f31; fi2)
ho . o K ke 2 >
E’t—gt— z=[ 8ﬂ2m2Dh U]—}- [HXU],

4dmme

expresiones que mediante las matrices (11.7) y la representa-
cién (11.8) pueden darse en la forma:

ih 9 P Ssps_h H.OWU. (2.4

om0t =[- 8nem iy ¢ 4mme

Los términos ‘entre corchetes representa el hamiltoniano,
en el cual aparece el término adicional

‘eh

4mnc

> > > >
(H.CQ)=p(H.%)
atribuible a la energla pobencml debida al espin del ‘mesotron.

En el caso particular en que H=H,, H,=0, Hy=0, me-
diante la transformacién T, el espin se transfor;ma sobre ejes
principales. :

En el caso general en que H forme un éngulo ¢ con la
direccion z' se logra expresar al espin sobre ejes principales
mediante una rotacién de coordenadas dada por los éngulos 9,
@, b siendo los dos tltimos los otros dos dngulos .de Euler.
Referidos al nuevo sistema serdn:

H—=RH H, _H' —0 H,__H- - (12:5) -

H=RH Hmzs'encpsen%H; Hy=—cos psen &-H

(12.6)
H,=cos%H ( )

donde R eés la matriz- unitaria:

/ ©08@ cosp —sen @ senp cos I
. RR=| — cos'¢p sen'p —sen ¢ cos P cos &

sen'p sen &
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“-sen ¢ cos P I} cos ¢ sen P cos & sen b sen &
. .
—sengsenptcosepcospcosd - cospsend

—cospsend - . © cos ¥

- Sustituyendo (12.6) en (12.4) se obtiene:-

ih o b2
om0t _[ 8nZm ka N PH%]CM

donde
53 = E ts R i h

Aplicando la transformacién

i

TR
| zh 0 h2
59T (TRT)TCM 1= Sﬂzmdpk\

. —wHTRo,RT)(TRT)T U
th 0 _, h? ) '
Saar V=g = Di? —HH S,V (12.7)

V'—FRT.V siendo V=T L. (12.8)

Las ‘componentes de -V’ estdn dadas por las combinacio-
nes lineales que resultan de (12.8). El cuadrado de los coe-
ficientes @ de estas combinaciones lineales dan la probabi-
lidad que estando orientado el espin segin V) por efecto de
" un campo magnético H=H, H,=Hy,=0, se oriente por ac-
cion del un nuevo campo magnético que sustituye al primero
"y cuya direccién forma un angulo 9 con z, segun la compo-
nente V;: : :
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1 . , 1 - . N .
V1=ﬁ (U1+1U2)\ I"zzﬁ(lh—le) L V3'== U3 .
. ' 1
V'_l © sent 5 cost — 5 sen2 &
V', cost 5 " sent— ) sen?
' 1 1 ~
Vg 5 sen? & 5 sen? & cos2 &

Los valores propios de la energia dados por (12. 7) segun
(11.5) son: : -

Eleo,— wH
E2 = EO —l" }J‘ H-
Ea =,Eo

donde E es la energia en ausencia del campo magnético y H
el valor absoluto del campo magnético. Hay una adicién de
energia F-pH segin las componente V’; y V’,. La energia
segn la componente ¥’; permanece invariable.

Deseo expresar ani reconocimiento al Prof. Dr. G. Beck
por haberme propuesto el fema, por su permanente asesora-
miento, y ‘por sus utiles discusiones; y al Prof. Dr. E. Ga-
viola, por haber hecho: posible la realizacién de este trabajo.

APENDICE ‘II

Soluciones esféricas del campo mesotrénico vectorial:

(T. 1) .
U‘, =0. . v
G,=—iC,lm l(l 1—1) 1I:l(lcr) le(cos 9) elm‘P
'U{}_ 01 m llal(ln) pm (cos D) eime

rs
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Gy=—iClm l— i ¢l(kr) 75 sz(cos 9) eim®

' i d .
Uy= C,lm - by(kr) Y le(cos &) eme

G,P_ C,bm tbz(lcr) le(cos ) e‘m‘f’

r sen& dr

. N ,
. Ft—ikoU ‘U0=0.

(T. 2)
U,.: Cylm ( +1) Lb,(kr) P{n(cos ) eim?
G,=0

r

C1.d d .
Up=C,lm @ Tl),(kr) Py Pym(cos %) eim?

t ik?m . .
o G{) : Gghm r se;ia- Py(fer) Pym(cos 9) eim®
[P :
U‘P —=C 2l,m

zmd

rsend dr tbl(k") Pym(cos ¥) eime

=G, tm 22 1|Jl(lcr) Pz (cos 9) eim®

?”:—ikoU U0=0.
(L)

U, = Cyimiky G X(hr) Pr{eos ) e

2 >
m

| P CL LkoU_
Up=Cybmik, l—rX,(In ) g5 Prm(eos?) eim?

G=0
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kym - .
)P0
U= Grbm k2 X (kr) Pym(cos ) eim®;

Con:

i

o - e
o bilr) =V er Jogya(hr), X;(kr>=_V—rJz+1,2<kr;>

Clnm.: [ he  (2l1)(l=m)! ] ir2

8x2Rk, " I(I+1)(I+m)!

C l,m_;[ hek?  (2l14+1)(l—m)! 1/2
= G ()G T

cl [ he | 1 (2H1)(l—m)! ]1/2
Lm= —

8n2R ° ke2x2leq T (Hm)!t

Los elementos de matriz del espin se calculan en la repre-
sentacién dada por las soluc1ones esféricas teniendo presente
las relaciones: ‘

d X l .. I+1
7 by(kr) =— - llnj(lcl:) + kb (kr)= — by(kr) — kb, (kr)

% Xi(hkr)=— H—Tl Xugler) + k Xy (kr) = Lr Xo(kry —k X (kr)

d -
pry lel(cos 9)=— Pl

sen & Pmi(cos 8) = [Pryqm (cos 9) — P;_ym(cos9)]

.1
Zl—{—l

cos & le(cés ) =‘l'_m+1

H-m .
T2l+1 Pyyym(cos $)+ o Pl_1 (cos 9).

2l+1

N
..,



, NOTAS SOBRE FUNCIONES DETERMINANTES
por el Prof. Dr. T_Jgo Broaat -
' .
I.—Una generalizacion de la funcidn logaritmo

1. Demoslraba 'en un trabajo anterior (1), entre otras co-
sas, que, si \ o :

#() ~ 2 0, (1) ol
donde 't es 'una variable real positiva y : t

el dv y
= —— (e tlin
Lalt) nl din (e7ttr)

es el polinomio de Laguerre de orden n, y

(o]
2;<CO+01+"'+011)2_<°° [2]
Se verifica:
A) la serie (1) converge y la serie

";3,; (eo+ei+...4¢,) [Ly(t) — Ly (t)]

converge uniformemente en' todo intervalo completo finito de.
(0,0)y es '

(1) Contributo allo studio degli sviluppi in serie di polinomi di LAGUERRE.
Amnali di Matematica pura e applieata, IV, XIX. (1940), pp. 141-150.
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Z e L= (e e+ .4 o) n) — Lyi(0)]
La propiedad' (4) y la limitacién de Szegé:.

Lo(t)|<et® si ¢>0
ST/ LAIASTAN ZAVOIOVUT SAE08 EATOV

asi como

1opond OuU A ot In woq
v .
X (cot 01t - 60) [Lalt) — Lna(8)]=
-osedsmpol nofpsY oY ah ndion: \Sms\mQ ngJ — A
=6, La(t) — (cotos+ .- +en) Lvaa(?)
-00 eslo aulne (I) soi1al s opsdsd my no sdsdeorus(l L

permiten afirmar que si N es-bastante grande paraﬁué”ﬁue’d‘:ﬁ

suponerse
i O pEe e

12(co+c1+ +c3[n(t) Ly, (1)]]<

v sviligoq Inot o dBIlﬁV Iy 1(2 2o\ ohuob -

eT/~Lco—[-ci\\\:}- M. te
( 3) ot Lo Jﬂ 2

en correspo,ndencm de valores } Jerber{ecirsntes al r1.ntm[valcw
0<t <t<T es taIﬁIb (ﬁl mobro oh’ g QUPY 9l ()I(II():II 9 R9
o_

o

I °°> 5((&22*"1&,; L.(7) P.’é"'goﬁ) Z

‘ spoilitov od
donde e >0 es cualqulera o
Anilogamente, si 2i12z il ¢ syrovney (I) siwe sl (h

o

l?(‘\‘)i-}-n‘\'—() Eqﬁ:ﬁ]<m 'l— L') - 0)> - e

n=( .

§b todigide Qebgtiesiendlo @l intdivhle comiplens [(ehcll] PRSI
suponer V' tal que - . A 0)

-

arargohld ¥ nu(mﬂm\z} Pt s(t)(t \éy?/g\\\yr\[cmrs{\emﬂn afudittined  (Y)
OBIEED g 0T A T by o g retdsmodsll ib il mf/

v
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‘v whollsesigy eotmonilog eol sisibulzo sveupnd LA, oup b
:oadenon
20 Ln(t)
s J—2
&fnuerge umfomzén’f’g)l)e er“D M&zﬁ mibrl{a'ﬁ) on}pl)zr fuuto de
[0, ) si los coeficientes {cn) &atzsfacén auna par lo menos

dfg das dos' condiciones

—- & sime sl sb smue sl ob wslugnie olnuq es I omod .8
“\
B ) O =

Ay, o st[oslai]saﬁ(@giu]g@fm. 104-¢, J2<o0lzonquz 20 shoh

¢ )

@i-._ ey L | =00

n==0

i 2. Sigue de A que, si o es real;obg‘i@éﬁlﬂfén“a wluguie 29
- e
e®I*Jy (o V1)= .x:(— L (1)
WH ¥l \J’““\ —2_—)(

donde o
%) \shﬂ s‘nomx\san“& sb olnsletioo sl 20

1%:

I =2 ok

(0<c2fl) . iy bed) ( )“\

es la funcion de Bessel de orden 0, ﬂesde que

1 s L e 5 %1 51y
' ;Ie - ° (125) ( )
f”<ﬂ)s (=

L-—

= estJ af)dt (Rs>0)

‘ I
ob of102 mo 1 ———(I)"[ ob Ism10l ollorigesh Io 20 (M)l —-
s

Yaroptog¥a R dburphyphgsryabad8) quarenta;ynauatpe EB}%&HIGQI
s shmogeorioo sup sl onp 10y &0 o (2).\ sevrqxe oup [mgsj
20 o+ DErseBfLadayTyle g diricars sy reinogthdh, LA?HDR&&EM%H“\

. Lincei 6 (22) (1935), pp. 300-304, y Theorie und An wendung der Laplacey
T1 ansformatmfm@ﬁafiﬂ pagh 18Blse Hinitoohodedugir oformalmariie’ ol e¥prosién
de 1/3 e ¢ ?[as por medio de un integral de Laplace.

(" R. Murrry, § J— elﬁon,on t{m velse(nbet}iod of definite integrals,
Trans. Cambr. phil. Socialy, (1&8?7‘ PP il% 48,

W

?

en oLt
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. . N . 4 . . " i
de que E. Laguerre estudiara los polinomios que llevan su
nombre :

1 /s—1\» ;-
LEY = [enpa ®s0 @
- . 0 ' B v '
N - oo -
3. Como 1 es punto smgular de la suma de la serie & —
=12

donde es supuesto r>1 y por consiguiente -satlsfecha A,,
1.(s)= / e s X ;Ln(t) dt (4)
n=1 ) o
0 ~

es singular en el: infinito.
Si
[} .
(1) = [ etintde

0
es la constante de Mascheroni-Euler, es

") _Ins
s s

='/ elntdt  (Rs>0)
/]

‘mientras

’ 1 %1 51 . 1y
T 2 () (Reg)
Z%Ln(t) es el desarrollo formal de IY(1) —int en serie d&

polinomios de Laguerre: la abscisa de convergencia -dela’in-
tegral que expresa. f.(s) no es mayor que la que corresponde a

f e~sIntdt ni, como se ve sin mds, menor que O: és por

tamo 0 la abscisa de convergencia de (4) y llamando

,@~%m—“1€4y

—1 N2 S

n
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o . o 1
es en el semiplano Rs> rh

Cb

,(1+s)_ —sn (1+s)—n
Y por Ip tanto, en un cierto entorno de s_—_‘-O,'

F, (145) '=§<—1>"{1~— (Dat(3)g-

(=)

o L

y en un cierto entorno de s=1:

r=E | 1—(3)—2%(’;);—

L ] 1
(_ )n( +1)r} (s—l)n+

Si
H,=1— (’]1.)%+"‘+(_1)n(n—;1)’ :
es también, cualquiera 'sea r positivo y entero
H.>0
mientras que
- limH, =1
700

se tiene en realidad, si 0<t=<1,r=2,8,.

1(t)———/(1—t)”dt H (t)_—/ H,_i(t)di

H =H,(1)>0 |

1 /[/nh1 n+1 1 1
=) = OB+ e G =2

F(14-s) =In (1+s).
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radio de convergencia 1. Y como Oges punfd gslﬂ{g{x%rsdéwlr%%
lo es también de r(s), cualquiéclc"a que sea r, jpositivo entero:
el teorema de Vivan(ie _,_Qt;adée}q@ H> H.a independientementé
de él el hecho de que F,(s) %omo 7‘,(3) es regular en Rs>0
permiten afirmarlo. Sobre el circulo de convergencia |s—1|=1
del desarrollo de %) b PERHKR A HANAHs DoP 18! r¥bnT3Tuk
punto singular de lx swma dp Il .serie,] regulam en todos los
demds puntos, ; inferigreg %@(pﬁa}xo— cie} “&frrl—l\lrértgg‘ﬁﬁa‘l‘l) M\
La pregunta: Si O e oo son los unicos puntos singulares de
7.(s) asi_comolellos lp son de Ins, exige que se prolongue ana-
ﬁfcamﬁi&{‘({ﬁs—)—n()n(%szl}(): o .
‘ El desarrollo en “serie de Taylor de f.(s) nos permitird
alcanzar todos los puntos de Rsk02nebpemeissenteiinlngerfifeje
real negativo y demostrpr f‘u\ regplaridad. | } )

(6) generaliza la serie’ lo,gau'i'yniic‘a< ;Riene, como ésta, el

Es sabido que sa:—e%— }ﬂ-E )L ([T =(2)\

Q=n
1
1(L4-s1)

Hei([—2) { s(IEd) = f.oe:’s o(t) dt

es también en el mismo semiplano, idénticamente I‘BSP{BCI;OI?&G n:

I ' ool ¢ 5 -
W ([—=) ... —I=1
T2 iy s e @
otaimy Y ovitizoq 1 sez’ swiuplswo mdidmst a9

Y por consiguiente- que el desarrgjlo en serie de Taylor resulta
- ser SRR .
oup esUnsi

5 e
B s Xegnl [
f(S) :EU(—l)_n’(ﬁn—'g)(__T‘/‘ e~ts, fn (P(t) dt
. 8 8=nJI=%>=0 iz bshilsst a9 omoLl 92
-idépticamente ens Rs > . ‘ 3 [ - \
3h (3 _.‘“ """" =)0 sghs(\—I[ ;}e—'-—: (3), W :

Es in'glgesant ! he(cl)l-(‘) de )qu(c el) 0sirr’olio)lde Q(t) en
serie de polinomios de. Laguerre permite reemplazar las inte-
grales del segundo miefhbré! pdh=seMes de polinomios de las
poterjcias megativas enteras de sq; de mane f-|—i.ﬂl' tiga si, como
vanygs s on?f{xi: q@ﬁr()sﬁ—Bsngé y_gpl)svia u ’I}'r?ﬂamﬁ_‘ans—
formlacion ‘de variable en caso contrario. Si Rs>0, m=0,1,2,
..,k real’es: - LoD sd= (41N | : ‘



M\ssbno’ 297100 e ol sh 4q nivsopeenos ob ofhnt IR
f et sj:zk*fi\ 4+ IV 29 A ob ofwouidm olisi) olny sus
I oup olesuq - IV <49 102 stiboq on oup slmobivo zH '
f N . \[kt/tm\ﬁ oinsulug®lle 1oq sroul i€ .aslugnie es O olmuq
2o 4q lsoo faT b {s4ikt)mibiiaso sh sibnogrevioo ob ofuotio
olf z2otolsv 5 es moﬂmoq%'uoo eolwotio- 2ol 5 T0in8lrti sitoe .oibst
usftuslirger pitoe smoan 5lp b1 51 I&E ni*( 2ohmgtg otmmiesd ||
eteiit n(t) d t_"" hj R RS [— 2| ob otauq obol
*I4h eolawq eol o xﬁam,)lﬁ.oummoo ls 10¢] 0 dx?oq s)lueor oVl
sup staugorq sl uoiostedifk)s aie sbeup v ovilsgom, [sor sjoimoe
T (Ll .bﬁbi’m[ugsq D2 £ SIr19Id Moo

o]

. J _te_lk\\w UY?)X dt()b aombmﬁot Ty Y5 mﬂ—l ?(mflsm:‘\_— A\
1l X rf[%orl

> m+1
ase r,moxoaj Is (I) 16&)})[1:; slor sl (o oy e

-[100 ﬁxﬂn\.\}X oh eoirrortilog ﬂ{) ﬂIlOf ol Isfo [
(e O)Hf (212(.15( m; ‘bfﬁotlbﬁb(ojfﬁ)rn)J(ﬂﬂo)t ; n}
. 00 > x\j' e

() faivioPd sh ((Ll@é‘xooj uff, s 'lax‘[ isbo-tldjmibnoo sl i8
} 3 %n’ (1+ik),+ E( Qﬁ @quh)ufi-lnouhsb alirr1aq

m n
'”n,{l— (") IIJE*T MW*

m--n L o
o+ () é )( n)(l_,_i]f)n H
<o) 1 (1) o Zn \:< 2\
El radio de oonvergencm del desarrolls de f(s) es

- ]£> m - 1/m

G S ((mn)a?d) 14& IR fm§ [y 1 13}:.‘

=1 1% 1+ . (L4-25)n
olnompdIng o 200q 2
. (1+’€%)_lm s .
4. o0 i‘\B )) m
Jim zl%{l-—(m;ﬂ) mlﬂ,ﬁ B T
Og df)—>-_\'{g§)n — (E (1 'Z_ 2\ 0\ ' | I
+HIT j ‘ ‘
3:‘;<—£‘:3;>|ﬁ n~{1 I ~

.04 ¥itngol uummr\ ]S+{'\ nbmmﬂmsm; ond ()

(02eL) woitoe siimilei g \rosdd, of R ch lmorwlpd® )
U S i
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El radio de convergencia pj, de la serie, correspondiente a.
un valor finito arbitrario de k es ¥ 1+ k2.

Es evidente que no podria ser pj> }{ 1+ k2, puesto que el
punto O es singular. Si fuera por el contrario p, <V 14k el
circulo de convergencia de ceniro 1-+ik y del cual p; es el
radio, seria interior a los :‘chulos correspondlentes a valores .de
|k| bastante- grandes, y la” suma de la serie seria regular en
todo punto de |s —1— ik|=py.

No resulta posible por el contrario alcanzar a los puntos del
emleJe real negativo, y queda sin contestacion la pregunta, que
concierne a su regularidad.

1I. — Funciones de Bessel y polinomios de Laguerre.

Formulaba yo en la nota ‘anterior (1) el teorema segun
el cual Ja serie de polinomios de Laguerre X c¢,Ln(t) con-
verge uniformemente en todo intervalo cerrado finito de (0,),
si Zlen|<oo. i

Si la condicién estd satisfecha, un teorema de Bromwich (2)
permite deducir de ella y de

o

[ lesldt<e  (Rs>0)

0

que

j‘(s) = f :_[sg euLu(t)dt  (Rs>0)

f(s)z_ﬁ (5 1) (Rs>%).
Es pues, no tnicamente

_!-_ e a2/4s= i_ —a?/4 a2/4 u =e,—a2/4

S S

-]

) m' o ‘1n1 - . .
) /e—/sz (E) . La(t) dt (Rs>0).
0 . ,

n=0
.(‘ ‘TUna genemlzzaozén de la funcién logaritmo.
(®) BromwicH, An Introduction ta the theory of infinite series (1926)
(p 409 y 500);
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sino también, desde que, como es sabido, el desarrollo (1 — z)#
converge absolutamente en todo punto de |z|=1 si RM>O (3). .
y converge:absolutamente la serie producto de dos series abso-

lutamente convergentes, si v >0,

. Ty 1 '211 1 _1 n
e =G M ER HE

CEE () ED) =) e EE [5)
(@) +er >]<:1>

=]

~(5) ez [F ><f;—>2“’"’] L

<

n

0, .51 a:ZV;c

p=0 “r=0 (n—r)!

1 ~ “ n—r-
sl+v_efm/s__-efmf w3 (3 (1) =) Ly de (Rs>0)
0 k ’
La funéién de Bessel‘ de orden 0 o
_ ()
To@)=Z2 75 )
y t2J, (2 Vat), donde \

. ( )k ':L' e
V( ) ki ok'I(v+lc—{—1) ( )

es la funciéon de Bessel de orden v, siendo Jas funciones ge-

. . 1 . . 1
neratrices de las determinantes’ — e~@/s respectivamente ———e~3/s,
: S SI-I-V
se tiene, por el teorema de unicidad de la -teoria de las fun-

, O -
ciqn'es determinantes, que si ( 8 ) =1 y sir>0, ( (7) ) =0,v=0,

,tv/2.l,,(21/——) 2(2( (" )(_)) Ly(t), * (I)

(*) Cfr. p. e. X. KNorp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen
(1922), p. 410.
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donde si v>0, & ( )|<oo la serig
30 .

v [N S | () =

e Oén
Lyt — (7)1 Lo 4.
\(S~aa iz 0
converge uniformemente en todo 1nterv.alo c(:errado finito de

—Siy, o> I
(@<a 5h (8) nJ(( )( )(_> ) a\s\m o — 2w >

Ozt

La(t) = Eé%’fsﬁ;ollgr; (oeaei( ab) ko (m\ ol

- es el polinomio gqne z)*s, ‘_cievlgﬂe]‘r@ y, por consiguiente

r 1) 1 /s=1\"
@ [ everon dtJ““—”Jr%@;v (f)e) Lem ¢

0 iQ 3\(___) ( \,
————— L= (§
la serie de poLenc(ag—a (f{l A Y E R o £)v
-0y eanoidaul esl, ohrmx)é,'v‘—ﬂsbéé)—slmf&aaasﬂ ob nmoionwl sl 29
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0 0= (i itan et B Ebi e

' tegr, gﬁrﬁii‘atr AR @ PRGS ) nyerge v . 1 que-

da 1?2:; dl) )fl; ¢ )10& e

sin tb@kac;é)n ogs,fla ’éubsﬂtu tam-
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ries, Tirst Note, Proc. Nat. Acad. U. 8. A. (1926) phg. 261- 26(91951&‘133@1-



I
e B e .

111 soibtawriciohdd ﬁiﬂsz@ﬁﬁ%‘a)lt@-lim)'masia ~ =25\ slog1 sl 91doe
1. Sea p la abs(ﬁa_c)e ymmrgp}\cea fela funcion defermm

nante: . }

2 omoo ies I ?taxj[gng)‘mo? {t)(ch[tbn (ﬁ oﬂo)nsaob oy oditbg

ol cionogrovioo ob oibst lo I 29 u:f_)—T?-
y v=p si esta es singular en el fnfmllgf V=M si es regu ar,
Puesto ({[ﬁ‘e‘m(qa_nffmqm’)l_cle{w:@llgaante: e -uia—r) dn=dks jiifinito es
singular por Jo menos éir“un purHS de s Tecta de convergencia
Ror—qup (1\)0&ffés9slnmseqmndg‘1ﬂaﬂ)aoxmuhx=mﬁm cnlmﬂu'ngnfﬂﬁlto y

IR broi
c:goll%e{ég Q88D (II% 1 Pse 19131 om[mm ob 01q10nuq {o obmoii

-z nonul sl eb zorslugnie iojuuq agllsd o2 omiolnoo [s oxdoz
. 1 2 1 > s—1 )"= e e-—x/s . (Q) 5291
-5\ Bl s sto Soske to\isus s )cgl ¥ an\\m 23 ()¢ ¥l

bobidoos piteko niw sio \ 0< 2 _of sup AIBYRPIR § gz /-%) épm
29 (D oh olioibrogeb) ostolnos IBh Y oy obod SH. oses
Avisis @D, ddeismol nirowsd shorpudbavi spolibbui |§i Jepguorye, sRentlh Bihgz )(6(

Blish383, - (§§%133s’u\)(}n5’?€tﬁ"6’n Tl\‘}ms%s\?“@ms’s‘\‘ge”@x‘} L der, TRplasaty

eTxl;a?Sformatlon (1937), O%p I%:ﬂ'l[[ﬂ‘: D]IHdHOLI OLIO ML 1¢f 0%163 alg&m.“n.
sten

reateh % ﬂomm’\ n& ob nis )m\m\sus\m ob neivedn nd 4y 29 ¥8»

-5 DAL DI *r-q'_hﬁf\ 6 @ Migr | (2)X] . o(2)\ olsom

0 NIDFDPIAHOD dbb onﬂk\i’m%u Pyst "ﬁ‘sl?ﬁ\m J=2 oh bobis

y-susidentifichaitn o W >|(2)\] 20 \v——aﬂ sdoz Wi>|(2))]
w((%ﬁf‘(&@\&'}ﬂ()s 2ot v<<ezfl moid o

o eodrunq 2ol o lﬁﬁrﬂgﬂ/ Frziad h‘(vm'f"é o (2) i@

-0110i Lmﬂsnoomoo AL 29 LfUOlOJJ Iq oluu'lm fa 1o ’ v =2f\

.Jlmocc 5 °1f08‘31]f"” & hmﬁ?g\ghnif %L?%Q‘]l“\%% aab 1d(aj(}g(}glfé% o 1191) idy -

muie érmino de orinaci ace mos 1arse en
¥ P IRl 5o D) o HALOH bl ). chiibhciond® Fakk
tints ?an@liﬂz{qﬁﬂfﬁbshh signo(mp\ edistd ihwhnobeoreina [pedas quartiense
todos los casopy 3 gf ffdnedifidulfal\ eviitupds |deﬂxsdqabum'lilmbna§el(m)&ﬁe1@a
fuigrecdgmogtrar 88 eppupppraciyrusierida ea)egedx%ﬂzwblema 1oq ie
Son problemas de esta naturaleza gue me he J l]?.uesto * G %st'(l) £

. ) ﬁusq TS 9 s

¥ en alguna otra de este trabajo.

" (*) El teorema, segin (es u ILB biﬁ'_[f ie de convelgencm de una fun-
ciétn determinante regular ‘1.\ {16 Kol ha1lu lo menos un punto singular
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sobre la’ recta Rs=v. Si v—= (e—B), (¢>0,8=0) la° funci(m

§—a
s+B)f(s —20
=2 ()

admite un desarrollo de radm de convergencia 1, asi como si

. S—o

s+

=u, es 1 el radio de convergencia de

a--Bu 1
F(u)= f( u}"a+[3

El principio de minimo de Phragmen-Lindelsf, que ex-
tiende el .principio de minimo "de Cauchy al caso en el cual
sobre el conlorno se hallan puntos singulares de la funcmn ex-
presa (2)

«Si $(z) es reqular y |b(z)| uniforme en un domuuo fi-
nito D 'y, cualquiera que sea € >0 y en una cierta, vecindod
interior de todo punto ¢ del contorzio (dependiente de ¢C) es
[b(2)|[<M--e es |[b(2)|=M en todo punto interior'y la igual-
dad en cualquwr punto interior significa que b (z) s constante
en D». Este principio permite afirmar que ;

«Si es w la abscisa de convergencia de la funcidn determi-
nante f(s), y.|f(s)|<M +¢ sobre Rs=p y en una cierla ve-
cindad de Rs—=p, .interior al semiplano de conbergcncia,' o
|f(s)|<M sobre Rs=v>p, es |f(s)|<M en el semiplano Rs>u
o bwn Rs>v respectivamentes.

' f(s), no es regular al mismo hempo en los puntos de
Rs—v y en el infinito, el teorema es una consecuencia inme-
diata del principio de;Phragmen-Lindeléf; a u=1 corresponde
 §=0, a |u|=1 Rs=v, mientras F(u) nos da la representacién
conforme sobre el circulo ‘|u|<1 de f(s) en el semlplano Rs>w.
" 8i F(u) es limitada en |u|<1, f(s) lo es en Rs>v.

Si por el contrario f(s) es regular en el ® y es v>p, y
k>0 es bastante grande para que

d(s) :s—l—ilc In(s+k)

tenga una abscisa de convergencia meénor que v, el teorema sub- -

[co ‘|‘ 2 (Cn — Cn 1) urt]

(®) E. PupAGMEN Er E. LINDELOF. Sur une extension d’un principe clas-
sique de 1’analyse et sur quelques plopnétés des fonectidns monogénes dans le
voisinage d’un point singulier.,’ Acta Math. v. 31 pag. 381-406.
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siste para f(s) 4+ ¢(s) y para ¢(s) y por lo tanto también para la
diferencia de las dos funciones, de médulo a.lo més igual a
la suma de los médulos de éstas (3).

2. El teorema de Nevanlinna (4) que da las condiciones ne-
cesarias y suficientes para que  sea: |e(z)|<1 en el circulo
|z|<1, a saber: \ :

lpa(0)|<1 "(n=0,1,...)

donde (si @ es el nimero complejo conjugado de a)

q5,-l_1(2)—-q)n~1(0) _]_-_
l_L(?n—l(O)(Pn—-l(z) z

da al mismo tiempo las condiciones para que la funcién deter-
minante f(s), de abscisa de convergencia p sea de médulo menor
que 1 en Rs>v=yp, si ]‘(s) no es regular en el infinito y para
que sea de médulo menor ‘que 1 en Rs>p, 31 f(s), es regulan
en el infinito.

Si es

) ~a' n il o
= s+[3m = n (:+—B) (Rs>v=3 (o—f)

Po(z)=w(2), u(2)=

a-Bz

1—=z

) - [c0+2, (en—Cp-1) 2]

71 =%(3 atB

es también , .
’ I£(s)]<1 en Rs>v
sl es
le(2)|<1 en |z|<1.

(®) Si, como hace G. Dorscr (Theorie und Anwendungen der Laplace-Trans-
formation), se prescinde de la representacién del semiplano sobre el cireulo y
8o opera anflogamente con el tema de Phrangmen-Lindeldf, concerniente a las
funciones 7(s) regulares en un Angulo 2a=<2r, queda excluida la posibili-
dad de la consideracién de funciomes limitadas en los puntos-de la recta de
convergeneia y se preeisa ademds, para la demostracién de la proposicién con-
cerniente a funciones limitadas en los puntos de una reeta paralela a la recta
de convergeneia e interior al semlplano de convergeneia, recurrir a otros te-
‘mas de carficter més particular.

-(*) R. NEVANLINNA, Ueber beschrinkite Funktionen, Ann. Soc. Fennicon v.
13 pag. 1-71.
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soluciones; y otros tipos de funciones que estin relacionadas.
con las funciones de Green, tales como la solucién fundamental
~definida de acuerdo al método general de Hadamard y la fun-
cién que aparece en el método de integracion de Riesz (7). Se
examinan las relaciones entre las funciones de Grieen y las dife-
rentes funciones mencionadas, y se demuestra que algunas de
ellas pueden ser consideradas como funciones de Green en el
domlmo de la integracién compleja.

" Se discuten las- soluciones de la ecuacién de Klein-Gordcn
que describen el campo ‘mesénico creado por densidades de nu-
cleones que vibran con frecuencias inferiores a la que correspon-
de & la masa del mesén. Estas soluciones ya fueron consideradas
por Schrédinger (5), pero la comparacién que hace de las fuer-
zas nucleares y las fuerzas de Coulomb, no estd completamente
justificada y no conduce a una interpretacién satisfactoria de
aquellas soluciones. Las vibraciones de una distribucién nucled-
nica, con frecuencias menores que la correspondiente a la masa en
reposo del mesén, son muy interesantes porque estin relacio-
nadas con la teoria de los tisobaros de los nucleones. Lla-
mamos a estas frecuencia, frecuencias isobaricas y a ‘las vi-
-braciones correspondientes, vibraciones isobaricas. La conidera-
cién de las vibraciones isobéaricas nos permite describir satisfacto- ~
riamente la transicién de un campo mesdnico general a uno esté-
tico; esta transicién presenta algunos aspectos nuevos en el caso
en el cual la masa en reposo del cuanto de campo no es cero.

Cuando se considera la ecuacion de Klein-Gordon referida
a un campo de ondas de electrones, es conveniente examinar la
parte que desempefian las ondas de energia positiva y negativa.,
Este punto de vista conduce a la consideraciéon de dos funciones
que indicaremos con D) y D-), Estas "funciones estin rela-
cionadas con la bien conocida funcién D, que es tan importan-:
te en la teoria de las reglas de conmutacién relativistas; y estd
también estrechamente relacmnada con la funcién de Green de la
ecuacién de Klein-Gordon. Por combinacién lineal de las fun-
ciones D(+) y D), obtenemos olra funcién D,, bien conocida,
que esti relacionada con la solucién fundamental de la ecuacion
de Klein-Gordon V. Tanto V' como Dy, pueden ser usados para
deducir las soluciones avanzadas y retardadas de la ecuacion de
Klein-Gordon; basta tratar el tiempo como una variable com-
pleja. Demostraremos que es posible obtener estas formas de -
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la solucién partiendo de la ecuacién diferencial da derivadas par-
ciales eliptica

“\ v

02 ,
|;|.-=0‘ dxuz ) '49 = 4“9* ) - (7)

La consideracién de las ondas con energia positiva y nega-
tiva es también importante en la teoria del campo mesoénico. Pau-
. 1i (8) extendi6 el método de-Dirac de la cuantizacién del campo
con fotones negativos, a los campos mesénicos. Schonberg (%) de-
mostr6é que. los fotones con energia negativa que fueran introdu-
cidos por Dirac, pueden. ser obtenidos sin ningéin método espe-
.-cial de cuantizacion, teniendo presente que el campo de radiacidon
de un sistema de partlculas eléctricas . contiene ondas retar-
dadas y avanzadas, que dan .origen a fotones posilivos y nega~
tivos, respectivamente. Las mismas consideraciones pueden ser
extendidas al campo mesénico, como se demostrard en ofra
parte. El anahs1s de las funciones D(+) y D(=) indica inmediata-
" mente que el campo de 1'adla01on contierie ondas ,con energias
posmva Y negativa. b :

" Las relaciones entre las funciones de Green y los campos”
creados por fuentes puntuales, se examinaran en la seccién 18;
se demuestra allf que es equivalente conocer la funcién de Green
para un tipo dado de solucién o la solucidn de este tipo creado
por una fuenle puntual en movimiento. En el caso de un campo
estdtico, no hay diferencia entre la funcién de Green y el campo
de una fuente puntual, pero esto no sigue siendo cierto en &l caso
dindmico general. Es interesante hacer notar que las funciones
de Green dindmicas son funciones simbdlicas, pero las soluciones
correspondientes a fuentes puntuales son funciones comunes.

‘Las funciones de Green de-los campos retardados y avan-
zados G, fz, %) y G,(x,2'), desaparecen cuando el punto de
universo (z') estd fuera del cono de luz de (z); hay otras fun-
ciones de Green que no desaparecen en este caso. Hay también
una funciéon de Green que desaparece cuando (') estd dentro
del cono de luz de (x); esta funciéon de Green permite formar.
soluciones que describen acciones con velocidad de propagacion
mayor que c. Llamaremos funciones de Green externas a las
funciones de Green que no desaparecen cuando (') esti fuera
‘del cono de luz de (z). Séran estudiadas en las secciones 21
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y 22. Es notable que las funciones de Green que desaparecen en

el interior.del cono de luz, no son las més simples.

En la .definicién usual de la solucién fundamental, no -es
necesario tratar por separado las ecuaciones diferenciales de deri-
vadas parciales eh"ptica e hiperbé]ica de segundo orden. Sin em-
bargo es dudoso si esto es siempre conveniente. La funcién =D,
tiene todas las propiedades esenciales de la solucién fundamenlal
de Hadamard, y es una generalizacién més adecuada de la so-
lucién fundamental de D’Alembert. Parece més satisfactorio to-
mar nD; como la solucién fundamental de la ecuacion de Klein-

Gordon, en lugar de la funcién de Hadamard V(z,"). Tal vez

el tnico .inconveniente de esta eleccién seria la pérdida de la
relacién con la solucién fundamental de la ecuacién eliptica (7).

2. — Relacidn entre las funciones de Green, de Bhabha y Schén-
beryg.

Dirac (19) introdujo en la teoria del positrén una funcién
D(z), definida por las condiciones

(O+ X2) D(:L‘) =0 - (8)
D(z)=0 para 2,=0 ' (9)
%D(x) ;“Fz“ d(my) 8(,) E’(mg,) para x,=0. (10)

Se ve facilmente que

o0
> > . .
D(z) :Zi_z f exp. [i (K . 1) kj’ 4. K (11)
r— p 11;12 _I" m22 + $32
e V} 2, < (12)

Dirac di6 también una expresmn de D(z) en funcion de
funciones de Bessel
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10 . ' .
Da=— T2 Frey 19
1 - N
E'IO(X Va2 —r2) Lo >T

Fra)=1 0 o r>xe>—r (14)

_—JO(XP“’O —rt) - —r>ug

Podemos obtener una expresién més «condensada» de F(r, xo)
usando la funcién discontinua sgn(u)

+1 u>0

Sgn(_u) = (15)

—1 | u<0
F(" o) = =2 [sgn (%g+r) —|—sgn (z—1)]Jo (X V 24 —"2) (16)

Teniendo presente que

2 son(wy=25() - an

%@:i l‘
(18)

J'5(0) =— J4(0)

obfeulemos

D(ay= b(mo—r)—f)(xo—{—r') _ sgn(a:o—r)—}—sgn(wo—l—r)
T 2r 47 w02—r2 :

Ji(x Vag?—r?). . (19)
El método de Schénberg () conduce a la funcién de Green

G(z,x') = sgn(zy—a'y) D(z~a'). (20)
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([]+X2), G(w, x') : 26’(%—90'0) D(a:—w’) ~+
.+ 46'(:1:0——:3’0‘ ) b(;_o D(w—x’). <21) !

‘Teniendo presente la identidad .

b/(u—ay f(u) =¥'(u—a) . f(a)—f’(lH?) f'(a) (22)
que es vahda para cualquier funcién continua f(u) con derivada
coptinua, obtenemos de (21)

, (23)
(O+x2) G(=, ) =4”5(“70~33'0),‘_6($1“3"1) d (“’2,—‘”'2) 6(“’3”‘-w'3)j .
Por lo tanto G(x,2’) es una funciéh de Green de la ecua-

cién de Klein-Gordon.
De (13) y (16) resulta que

G(a, ) =((zt — 2}, — o)) —

— xJo (xV (eh—2¥) (2,—2',))

2 ogn(oy—ea -7 ])—sgr oy )l BN
ay (zh—a'™) (z,~a’ ) :

En el .caso particular de masa en reposo nula del cuanta de
campo, x=0y '

G(z, o) =3 (fz,—2"}{z,— 2'.}) = (2, 2). (25),

Como d(z,z’) es la funcion de Green para las soluciones
semi-retardada semi-avanzada de la ecuacién inhomogénea de
D’Alembert, vemos que G(x, ') es la funcién de Green para las /
soluciones semi-retardada semi-avanzada de Ia ecuaciéon inhomo-
génea de Klein-Gordon. Esto se ve también en la expresion de
G(z,«’) derivada de (11)
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G(x, w):—[ exp [i )] %ﬂ% K. (26)

que muesira la simetrfa'de G(z,z') con respecto al pasado y al
futuro.

Las funciones de Green para las solucmnes avanzada y re-
“tardada son

Gro(s, @y=G(m, @) + D(z—z). (28)
G(z, «') =G(z, 2') — D(z—a'). (27)
.G¢ (%, ') desaparece salvo que ‘el” punto de universo (w')
- esté dentro o sobre el cono del pasado de (z); Ggy(z,a') desa-

‘parece salvo que- (') esté dentro o sobre el cono del futuro de
(). Obtenemos de las ecuaciones (19) y (24),

Grey(, “"') = [1 +sgn (“f'o—‘w'o)]?’(‘” @) —

1+sgn(.'z;0—.'z;0 |r r|) ], T :c.—w .
Ve xJ1 (¥ (at ")(v{ w)-  (29)

\ av(“’: z ) =[1— sgn (mo—a'0)] 3(, @) —

. 1—sgn(zy—a' 0—{—|r r|) y m"——a:' —
B 2V(:w_~ o) (2,—a) XJ2 (x ¥ (ak—a¥) (3, —@ )) (:30)

Estas son las funciones de Green obtenidas por Bhabha.
Gye y Gy pueden ser expresadas como integrales

> >

. TS
G ei(z, w')lsz exp [i (K.r—r')]

sen ko |@o—2' 5| Fsen keo(Ze—2'o) dy £ (31);
o, ko '
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sen ke |2o—2'y | —sen kg (i,

.[co

)y K (32)

3. — El campo de radiacién del mesdn.

De las definiciones de G,, y G,, resulta que

Gz, o) = 13 [G,oi(, @) + (3, )] (33)
D(o—) =% [Gru(2, ) — Gn(,)]. )

Consideremos un campo mesoénico pseudoescalar creado . por
ima distribucién nuclednica. El campo ¥ del mesén esti deter-
minado por una ecuaciéon ‘'de la siguiente forma

(O+x2) b =4mp, ' (35)

donde p estd definido por la distribucién nuclednica. Las canti-
dades 1bli? Yy ’lb\frr:'

+°o . .
bug(e) = [+ Ga.) (o) dy C.(368)
o . | ,
binl)=, | Dlo—a)o(@) dist (31)

son respectivamente anélogos a los potenciales ligado e irradiado
introducidos por Leite Lopes y 80116nberg (11) en la teoria del
electrén. Las Hamaremos campos mesénicos ligado e irradiado.
‘bz es una solucion de la ecuacién (35) y ;. una solucién de
la ecuacién homogénea de Klein-Gordon: '

(Q+X7) hygg = dmp ~(38)
(D + Xg) b, =0. (39)

Consideremos -las integrales de Fourier que representan ..
sen Iy |2y | - y sen kg 2,
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dK,

e o (40),

sen ley| o= —f —iKom

sen kg m(,:‘? j e—i Koo 8 (Jg—Ko) — O(kg-Ko) | dKy.  (41)

Introduciendo ‘estas expresiones en las integrales que repre-
sentan G(x,2’) y D(z,2’), obienemos

4 y |
G(m m)-——-—f exp [— iK* (x )]k d_iK - o (42)
. (49)
D(.’v——.’n)_— exp [— k¥ (z—2,)] Bkt Ho) 2ot Ke) 4 g

k,

-—C0

Las expresmnes baJo el signo integral en el mlembro de—
recho de la ecuacién (43) se anulan, salvo que

- . ’ .
Ko=-+|/ K2+ %2 ,(44).
" Pero esta es precisamente la condicién a que debe satisfacer

h
K, para que — cK; sea la energia de-un mesén con impul#o
\ 27[

> '
z—ﬂK (K es el trivector con comp’onentes K1, K2, K3).

Con ayuda de (42) y (43) podemos obtener las mtegrales
de Fourier para 1y y ¥y :

Fowyd

+o ‘ _ ,
d, ' Jo-
mw>fmhmum%4” (45)
N (46),
qai,,(w),:?i f exp [_LKuw Jo(K) (ko— Ko)k 6(ko+Ko) d K.
0

.—ao‘ \
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¢(K) es la transformada de Fourier de p()

e _
exp[iKta' Jp(2') . d, o' (47)

1
?(K) =7

—0c0

Las ecuaciones (45) y (46) .muestran ‘claramente las di-
ferencias esenciales entre los campos mesoénicos ligado e irra-
diado; las frecuencias y los nimeros de onda de las ondas pla-
nas que aparecen en el .desarrollo de Fourier de ¥;,,. estin corre-
. lacionados, mientras .que no existe una tal correlacién para las
frecuencias y los ntmeros de onda de las ondas del campo
ligado. '

Resulta de (44) que

| Ko|Z x- o (48);

Por lo tanto: . : :

«En el desarrollo de Fourier del campo de radiacién no
hay ondas con frecuencias isobaricas». )

Llamaremos frecuencias isobdricas aquellas que correspon-
den a energias con valor absoluto menor que la.masa en reposo
del cuanto de campo

‘ h . ‘ - (49)
02—ﬂ|K0|<mc~ '

| Ko|<x. . (50),

4. — Andlisis de Fourier de las soluctones de la ecuacidn de
Klein-Gordon.

Consideremos las soluciones de la ecuacién de Klem—Gordonj, :
de forma

>

pe=e' u(z) (51)

en la cual & depende solamente de las coordenadas espaciales
Ty, Ty, T3. u es una solucidon de la' ecuacidn -

1

~
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“Au+ (K2 —y2) u=0. (62)

Si K, no corresponde a una frecuencia isobarica, la ecua-.
cién (52) es la bien conocida ecuacién de oscilacién (Schwin-
gungsgleichung)

Mt KPu=0 (K¥=K.?—y2). L (63)

Cuando K, corresponde a una frecuencia isobérica, obtene-
mos, enlugar de (53), la ecuacién estitica de Yukawa

Au—K2u=0, (K2=y2—K?). ' (54)

Ahora podemos entender por qué las ondas con frecuen-
cias isobaricas mo aparecen en la expresién del campo de radia-
-ci6n: .estas:ondas estan relacionadas con el campo estatico y per-
tenecen al campo ligado, que es la generalizacion relativista - del
campo estético. i '

La ecuacién (53) admite las dos soluciones elementales

. il
eikr e
V 1= " V2 = .

(65)

AV KOV = — 4 (z) 6_(:»2)‘6(:1;3), (56)

‘que son ambas oscilatorias y tienden--hacia cero en el infinito.
Por medio de V; y V, formamos' las funciones V) y V(=)

V(+)— 1 (V1+V2) _ cos kr (57)
1 sen kr
V= 2% (Vi—V,)= 5 '<58)}

" V@) es también una solucién elemental de (53), es decir,
una solucién de (56); V(=) es finita en el origen. Necesitaremos
a V(#) para formar G(z,z') y V& para formar D(z—=a').

La solucién elemental de (54) que corresponde alVyy Vz‘

. BOD Wy Y Wy

—Ko" . elﬁ' . -
wy = _’)' , Wyg=—— (59)
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AwtKrw=—dnd(z;)b(z)3(a;).  (60)

w; tiende hacia cero en el infinito, pero w, diverge en el
infinito. Por esto es inutil .considerar las funciones w() y w(=)

w(*) : % (’.wl.-{—wz) (61)
w— = % (wi—w,), . (62)

ya que ambas divergen en el infinito. Podemos pues .obtener
una soluci6n elemental w; de (54), que tiende hacia cero en el
infinito, pero :no una solucién similar a V(=) que estd limitada
en el infinito. Esto es en esencia la razén matemética para ex-
cluir las frecuencias isobaricas del campo de radiacién, como
veremos. P

Consideremos la ecuacién (35). Para obtener la solucién
retardada representemos p(x) por la integral de Fourier

+°° > —Z'Knﬂ:'u ’ -
p(x) :f o(z, Ko)e dK,, , (63)

—00

-

Y b, (z) por la integral de Fourier

+

s ,. . . .
lb,.el(x) = f (PI"GI- (:1), [{0) e dI(o’. (64)

> . :
La -funcién ¢,, (2, K;) es una solucién de la ecuacién
5 > -
(A+K2) o, (.:c, Ky) =—4no (z, K,) |Kolzx = (65)
' K2=K,2—y2 - .(65a)

o de la ecuacion

> > '
(A—K2) ¢,0:(x, Ky) =— 4mo(z, Ko)'; | Ko|<x (66)

K=y —Kp. ° (66a)
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Por razones obvias debemos usar “la solu016n elemental w,

para resolver ,(66), de manera que

i —_ F o '-i—i?d . - |
cPrel(w: KO) - d(m ’ KO) y 3% ‘K0|< X (67).

=

Para obtener la solucién retardada de (35) debemos “usar
la solucién elemental V; para valores positivos de K,y V, para
valores negativos

cp,el(a: Ko) /c(m Ko) 3:v Kozy (69a)
. . oo . _
- g —iKr -> i
Prer(2, Ko).zj o(z, Koy dyzr Ky<—x (69b)

porque la solucién retardada estd formada por ondas emer-
gentes. \ ‘
" En forma similar podemos obtener la solucién avanzada de
(35) considerando su, integral de Fourier

- o .
oy f o3, Kg) e~ dE,, - (70)

-
La ¢,,(x, K,) de una frecuencia isobarica es

g
>

> : e—Ekr -~ . . - )
Par(: Ko) = [ o(a', Ko)——dga’;  |Ko|<x. (T1).

El mismo razonamiento que nos condujo a (67) y (69) nos
da ahora
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"* ‘ —t.K'r -> -
‘Puu(m Ko) / o(z’ Ko) dyz’  Ky=x (72a)
-0 ) .
> -—1Kr >
Pan(®, Ko) = / o(z, Ko) d; Ky=S—x. (72b) -

: Se ve de (67) y (71) que las frecuencias isobdricas dan
la misma contribucién al campo retardado como al avanzado,

ya que

- -> .

Pre:(% Ko) = 9us(, Ko) | Ko|<x. (73)

Esto es una consecuéncia ‘de la necesidad de usar-la solu-

cién elemental w; para obtener la contribucion de las frecuen-

cias .isobéricas tanto en el campo avanzado como en el retar-
dado. Por lo tanto tenemos

. 4o ‘
._) .
lbirr(w)-: I cPir‘-r(x’ K,O) c_lKomod KO (74).
. -+ '
CPirr(-"’: Ko)=0 | Ko|<x (75a)
- -r|-no' . I( N ‘ ,
A [P L G e (75b),
N A LG \

. - s€

i Ky =—i | (@', Kp) = T4 Ky=—v. (75¢)

—_—n

Para los potenciales ligados obtenemos
~f-00 .
() = j cphg(x K,) e_lK"m“ dK, (76)

—0

o o - .
P (@ Ko) =00 (0. Ko) =@, Ks) | Kol<x  (6a)
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. o
B
P Ky) = | oK)

—to

c0s Kr

b7 |Kol=x (T6bY

Schrodmger (5). observé que la divisién' en dos partes del
campo del mesén creado por una distribucién nucleénica, una
de- las cuales corresponderia a una masa en reposo nula del
cuanto de campo y la otra que se anula cuando =0, no tiene
sentido fisico, porque’ no separa, las acciones a corto alcance de
las de largo alcance. Una divisién tal se obtiene de las expre-
siones (29) y (30) de las funciones de Green para los campos
retardados, y de la expresion (19) de D(z). La férmula (19)
no indica en forma exphmta que realmente no hay ,una parte
_corr,espo;ndlenﬂe a acciones de¢ corto alcance en el campo de
radiacién, como resulta de la ecuacidn (75a) (véase seccién 7).
‘ Un caso muy unportante es aquél en el cual -

' da:,K =0 para lKogx. T7
0 P i X

Este caso incluye como otro particular el campo estético
que corresponde a

o(z, ) —o(z).5(K,). (78)

Resulta de (7’7) que | o T

‘Plny(“’ KO) Pre: (.':6 K,) —cPav(w Ko) =
C e
= j cs(w’, K,)
by () = b () = () =
-0
> >
J o2, Ky) exp. [—iKzy—V 2 — KO ] 1 dK,ds ' (80),

—oo

——K? >

dy ' (79),

LY

gai,.,.(w) =0. _ (si)

Cuando
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(@, Ko) = 5(2) b (Ko=) ‘ (82)

-0

o bw@= @) e

—

e " (83)

Xr:]/xz_f“_._ .o (84);
\ / 2 . |

La ecuacién (83) contiene como caso particular la expre-
sion de Yukawa de los campos estéticos. C|onduce a una con-
" clusién interesante:

«El alcance del campo estatico debido a un isobaro ex01—
tado ‘aumenta con la excitacién del isobaro».

En realidad el alcarice del campo es (x')7%, y la excita-

cién del isdbaro es 2~co. '
T

5. — Apliquemos las' férmulas (67)-(69) y (71) y (72) al
" caso en el cual

p(z) ="d(xy—a'y) d(z,—a'y) ‘b(wz“""fa) d(zg—a's). (85)
Ahora
-> i T .., :
o(w, Ko) = z_ne'xoxu:é(mr‘mﬁ) d(wy—a's) d(wg—1'5) (86)
> -> ‘
(Pr.el(w’ Ko) = (Pav(x’ KO) = -

1 SR s .
oy OXP [iKoax'o—Vx2—K?7r],  [Kol<x (87),

> 1i . . . )
@rey(, Ko) = o exp [iKya'y -1 1’[{92 —x27]
> P | Kozx — (89)
(Pav(a’, Ky) = Eexp [iKga'o—1i VK2 —x2T]
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e 1 . ]
Pres(T, Ko) = o OXP [(Kyax'y—1i VK2 —x2T) l .
: . . _ Ky=—x. (89)
‘Pau(?‘”'lfo),=§;exp [iKox'y+1 VK2 —x27] ] '

Las funciones de Green de la ecuacién de Klein-Gordon Son_
las soluciones de (35) con

T p(@) = d(wg—a) (m—y), d(me—'y) B(zy—a's).

Por lo tanto las partes de las funciones de Green G(z, "),
Gz, 2) y Ga,,(:z: #') que provienen de las frecuencias isobi-
ricas son las mismas; designaremos estas partes con Gz, '):

+x ' . ' )
,s,(w x') = 2LJ exp [— iKo(zg—a's) — VX2 — K2 ¥l dKy=
L7 <
—~X ° N )
(90)
+X . .
1o N , Vor _Tean dK,
=T J exp [— iKy(xg—a'y) — VX2 — K2 7] ——X?—Koz

Las partes de G(z,2'), G,.(2,2) y Gz, ) que provie-
nen de (las frecuencias no isobaras las designaremos con I'(z, z’),
Loz, @) y Top(m, @), respectivamente.

1

F(@, =5 [Tiu@ ®) + (@ )] (o)

-X .
T, (2, 2') = % J exp [—iKo(zo—a's) — i VK — x2 7] dK, +

—oc0

| +2_71r;,[ exp [—iKo(zo—a's) +i VK2 —x?7] dK,. (92)
X
1 o . '
Pu(e, ) = 5| oxp [—iKio(zy—2 o>+LVKo e dk+

~—00
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+2%rj exp [—iKo(z—a'p) ~ i VK2 —x27] dK,. . (93)
X ’ '

Evidentemente tenemos

Loz, @)= .
=2%%:7 { rexp [—ifo(m—'s) +i VK2 — 7] %’
t. ‘ \ .
- I e [fi’fo<wc;-w’o> — iV = ¢ %} .
f (2, @)= |
_%%:_r { f exp [—f‘KO.(mO—m’o) — VR — 7] %

X

i _ o dE, )
—f exp [—iKo(zg—a'o) +1 VK — r]m}- (95).

—=n

La division de las funciones de Green en partes provenientes
de las frecuencias isobaras y no isobaras no es relativisticamente
invariante, . pero es muy convenienie para muchos fines, como
veremos. Los desarrollos. de Fourier de las funciones de Green

nos permite computarlas facilmente. Asi, por ejemplo, calcule-
" mos G, (z,2') para valores positivos de s?

s2= (ah-— 2'V) (z, — a:’u) = (:x;o—a:’o)2 — 2, ‘ (96)

Podemos elegir el sistema de referencia de Lorentz de. tal
manera que ’ |

P=0,  s2=(me—ao)? (97)
Como G,,(z,2') es invariante, puede depender solamente

de s?y del signo de (zy—a’y). porque suponemos que s2:>0.
Por lo .tanto, si fijamos el signo de la diferencia (zy—z’y),
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Gy (2;2') serd una funcién de la variable s,'de manera que ob-
“tenemos de (90) y (94) '

1_ .
Grel(w: .’l}') =" rcl(s) (98)

1 ! | dk |

L, (s)= P J exp [— iKy(zg—a'o) — Vx2— KO ]m

.
-l-iJ'ex [— iKo(zg—a'y) + VK 2;X2F] dy _
o - P HolTo—2' 0 0 ]/1(02;)(2
XL
¢ dK,

L . , N .
o J exp [— il o(wp—%'o) — i VKy? —'on] m - (99),

—w

En el sistema de referencia especificado por (97), I,.(s) es

o dK,
Lo(s) = 5;‘[ exp [— lKo(wo—m o] m;—l-

\ z

i -] . . I

+2—Tc J- exp{— il{y(zy—x'y) ] Kz—__xz—
/ P
l_x X 1 : ’ ﬂ -
T 2n j exp [— iKo(zo—a'o)] ]/m . (100),

. .0

Cambiemos las variables en las integrales del mlembro de-
recho de la ecuacién (100). Poniendo

Ky=xz (101

en estas-integrales obtenemos

F aK, (" ' dz
iR (i’ ) ] = J — — =
J exP[ l o(wo X O)]V—_X?——KOZ —lexp[ lX(mo T o)Z] ]/—1_22

X

— 2, (K(z0—2")) | (102)
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ro K, [ oy
j exp [—iKo(2—'o)] VKz—(;(fz= J exp [—iy(zo—a')z] —Z;€_1=

: 0 H Va2

_% H®) (X(mo—m'o)) paral Tyg—x'y>0
=1 . ' (103)
%H&MWWWU)Pma%—WﬂO :

o Ak, [ e
J- exp [—iK o(2o—a o)]m= [ exp [—ix(zg—a'y)z] o
— [V ! ' ’

% H,Q) (x(mg—a'y)) para z5—2/q>0 _
=1 . | (104)
— L—;r— Hy®) (x(mq—ay)) para zp—a',<O0.

HMWy H (2) son funciones ‘de Hankel de orden .cero. Por
lo tanto :

La(5)= 5 9o (X(20—2/0)) TS ulo—) +

+HE) (x(0—0'9))] = (a—e/e)) TELLTD - (o)

(105)
De donde .
. X ' _
Grel(w’ “") :—";'Jl (XS): x>y, $2>0
) (108)
Grefz, 2')=0 Ty <xy, $2>0 ’

Cuando s? es negativo, elegimos un sistema de referencia
en el cual ‘ '

Ty—1x'y=0, s=ir. - (107)

En este sistema de referencia
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-x

' . dK
m(s)_—j exp[— sz—Ko2r]V 0
» Ky
i T dK,
= ]/(2__ 2 o -
+2n1. exp [t VES X r]VK———_)ZE
s dK,
v VK2 _ 2y 0.. 10R)
o J exp[—i VK2 —x r]m. (108),

Ahora no es mdas necesario fijar el signo de z—a’, por-
que no es més inyariante. Introduciendo la variable z de-la ecua-

~ cién (101) obtenemos

dK, j
ex —]/ 2 K2 =] exp[— Vl—zzr 109
L pl—Vx2—K, r]sz_‘KO2 | p—x ]1_z2 (109)
T 4K, T — - dz o
VK2 —y2 7] ———2 =j exp [ix Vz2—17 110
1 = =
=X : —1 .
dK, J ) Z dz '
— VK — 27 = —iyVz2—1 . (111
Jexp[ iVK, X ]m exp [—ix z r]Vz2—1 (111)_

— —0

Resulta de (109), (110) y (111) que Im(s) puede ser ex-
presado como ‘una integral comple]a

. " | L ‘
§) == — —vr¥l1—z2] —— 2 . (
!,et(s) _ .2“i exp [—xrV1 Z]Vi:z—‘a;' s2 <0. (112)

L es el camino' de integracion representado en la figura 1.
Se ve féacilmente que la 1ntegral compleJa (112) se. anula

L,(z,a)=0, s2<0. - (113)

La funcién de Green G, (w z') puede ser estlmada en la
misma manera que Gm(m a'), introduciendo la integral (@, z')
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Gu(, w)"—— Ioy(s ) (114)
) X
1, =—J — K o (@y— 1/2 Ky r] +
U<s). “9n —Xexp[ l 0(‘”0 mO) X 0 r VX—'—KO_
P s o dEy
i
+2—ﬂj exp [— i (z—2’ O)—l—z K 2—x?2 ,]VKO —xzv_
'__iT exp [— iKo( —;c");z VR —0 . (115)
2‘11 exp Ui o(To 0 0—X m' .
X
p— &/ ' \E&/ —

Fig. 1.

© Se ve inmediatamente, comparando (115) y (99) que

Go(z, 2') =0, Ty >xy, $2>0
oy o (116)
Goo(, ') =~ " Jy(xs), zo<aly, $2>0 .
Io(s) =1,0:(s)=0, s2<0. . (117)
Por lo tanto
Gro(2,2) =Gz, @) =0, $2<0. (118)

" Resulta de (108), (116) y (118) que
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G(x,.w'.)-———zx—s.ll'(xs), s2>0 ‘ S (119)

G(z,2')=0, . s2<0. . (120) .

Como las frecuencias isobaras dan la misma contnbucmn a
G, y G, tenemos

D(w»—a:’) = % [i’,el(m, &) — X (z, )] (121)

Y por lo tanto, la diferencia entre I'y,; y I’y es invariante.

Ahora debemos investigar el comportamiento de las funcio-
- nes de Green cuando (z') esta sobre el cono de luz del punto (z).
Esto se puede hacer ficilmente investigando el comportamiento
de 1.,(s) e I(sy sobre este cono de luz. I,,(s) tiene una
discontinuidad simple sobre el semicono del pasado e I,(s) tie-
ne una dlscontmmdad similar sobre el semicono del-futuro. Por
lo tanto ‘

d(xg—a'y—r)

Gz, @) = e % Jo(xs), 20, zo>w, (122)
Groi(z, @) =0, . o zy—a'g<r. (123)
y . y _
Gan(, ) = BTN X g (1), w0, mesry (124
G(z,2) =0, : ' zo— 2o <r. (125)

Asi hemos obtenido todos los resultados de la seccion 2
por medio. de los desarrollos de Fourier. {
6. — Gy(z,2') es una solucién de la ecuacién
sen ¥ (z,—2',)
(O+ 1) Ga(m, ) — 4 LB 20)
Zo—2', . )
d(z;—a'y) d(2y—a'5) 6("’3—90 3)- (126)

Esto resulta del hecho que la parte de
" 43 (mp-2'o) 3 (w,— ') B(w—'y) O(m4—0)

que proviene de las frecuen-ias isobaras es la cantidad ‘que estd
en el miembro derecho de (126) ya que
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. _|_m . .
. . 1‘ . -
.5(:1}0, w’o)-—_—z_n' J' exp [-—ZKO(:EO—(L"O)] dl{o. (127)

—0

La funcién ()

oo
bua)= | Gulm) (@) du (128)

es una solucién de la ecuacién

(O —{—'X?) bz, ') =4n ;(:1;) (129)

1 sen x(—o) |

- . sen X (&,— , , L
p(z)= — I '# p (2o, Ty, T, T3) ', {130)

E(w) se obtiene de p(x) por tna especie de promedio en el .
. . o , 2n /
tiempo en un intervalo aproximadamente igual a C—X Llamaremos

* distribuciones nucleénicas cuasiestiticas a aquellas cuyos desa-
rrollos de Fourier contienen solamente frecuencias isobaras. Pa-
ra estas distribuciones :

() = a0 =0 (3), (181)
b =0. (132)

La ecuacion (181) muestra que Gy(z,x’) puede ser consi-
derada como una funcién de Green para los campos creados .
por distribuciones cuasiestaticas.

7.fAloan;;e y velocidad de propagacién de las acciones.

Las singularidades de las funciones de Green sobre el cono
de luz del punto (z) son muy 1mp0rtantes, porque dan origen
a acclones con velocidad de propagacion igual a ¢. Efectivamente;,
obtenemos de (122) y (123) la i'ormula de Stuckelberg (%) -y
Bhabha (3)
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;

(]
: : d
-¢w@=]@wmwﬁwiﬂ—

r

o

T Vo |
—xj dd:'oj o(a) T Vwy—o)*r? ) .. (183)

V( To—® 0)2—"2

—x —20

La existencia de acciones con velocidad de propagacién igual
a cen un campo cuyo cuanto tiene una masa en reposo [inita
es muy notable. Estas acciones estdn representadas por la pri-
mera integral del miembro .derecho de (133), la segunda integral
no depende de los valores de p(2’) sobre el cono de luz, que es una
variedad tridimensional. Las acciones que provienen de la pri-
mera integral de (133) son de largo alcance, ya que son de la
misma forma que las acciones retardadas en'un campo con cuan-
to de masa cero. Schrodmger (5) ‘ha criticado "la separacién de
las dos clses de acciones dadas por (133), que no muesiran
dlaramente el efecto del alcance. La férmula de Schrédinger-

bpi(z) = rdw 0 J_J C?-r- [re(@)]Jo (x sz) d (134)

(dQ es el angulo solido elemental referido al punto (z))
no presenta el mismo inconveniente. .(134) resulta inmediata-
mente de (13)y (20). Tenemos
G(z, ') =—sgn (x'y — ) —j—oiF (r, my—a'y) (185)
r
de donde
e ’ 4 ’ 10 = ’ i
Gie(e, ) =—[tsgn (2—0)] = = T (F,zg—a)  (136)

. 10
Gp(z, @) =—~[—1-+ sgn (2'—2y) ] parm F (%, my—,). (13’7_)

Teniendo presente .(136) obtenemos
<o

B () = J p(a") Gooyw, x') dya’' = '

—0
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(134) resulta de (188) por integracién parcial de la integral
del miembro derecho con respecto a r. De (137) obtenemos. una
expresién de tbav(x) similar a la (134)
~f=o0 2g'—xp

%u(’b‘)—deOJ d'[ : [’P(w)]fo(x (@007 —12) dQ. (139)

X0

En el caso dinimico, los efectos del alcance no son tan ni-
tidos como en el caso estdtico o en el de una vibracién isobérica
de densidad p(z). Hemos visto en la seccién 4 que las vibra-
ciones con k, mayor que ¥ generan campos que no ,presentan
efecto de alcance, pero todas las vibraciones isobaras con /k,>0
generan campos con alcances mayores que el alcance estitico
X1y que tienden hacia o cuando k, tiende a x. Es fisicamente
evidente que no hay efecto de alcance para el campo total cuando
hay emision de ondas mesOnicas: Para obtener un flujo sa-
liente de energia las cantidades del campo mesbnico que corres-:
ponden a las intensidades del campo electromagnético, deben va-
riar como r~! en el infinito, siendo r la distancia -del punto” don-
de se calcula el .campo, a un punto fijo en el interior de la
distribucién nuclednica (suponemos que la distribuciéon nucles-
nica tiene una extension espacm] flmta) Las formulas (69) y

- (72) muestran que’ cp,ct(m Ko) y cpav(a: K,) varian realmente co-
mo r1 en el infinito.

Es interesante hacer notar que las frecuencias no isobaras
‘también pueden contribuir a la existencia de efectos de alcance.
Esto se ve ficilmente si consideramos un punto fuente que estd
en reposo en un sistema’ de referencia de Lorentz. En cualquier
otro sistema de referencia del mismo tipo, el punto fuente se
mueve con movimiento rectilineo y uniforme y la correspondien-
te densidad puede ‘tomarse proporcidnal a d (z,—V 2,), siendo V
una constante, por una conveniente eleccién del sistema de coor-
denadas espacial. El desarrollo de Fourier de p(x) en este sis-
tema de referencia de Lorentz, no contiene frecuencias-isobaras,
como resulta del desarrollo de Fourier de la funcidn-d de Di-
rac (véase ecuacién (127)). Asi tenemos un campo con efectos
de alcance que no contiene frecuencias isobaras.

(Continuard).
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¥ -



S UMARTIO

Impulso angular del campo de radiacién. II. Campo mesofrénico
veetorial, por J. A. Balseiro .................. e 209

Notas sobre funciones determinantes, por U. Broggi .............. 225

Las funciones de Green de la ecuaciéon de Klein-Gordon, por M.
Schonberg ........ e e e 238

~

Contribuyeﬁ especialmente al sostenimiento de las publicaciones de
la UNION MATEMATICA ARGENTINA los siguientes

MIEMBROS PROTECTORES

COMPANfA INDUSTRIAL DEL NORTE DE SANTA FE. INGENIO AZUCARERO ‘‘ARNO’’

s g (Villa Ocampo. T, C. 8..F.). — JuLio REY PAsror (Buenos Aires)., — T. G.

-BERLENGIERT y CrA. (Rosario). — Tricerrl Hwos. (Rosario). — MANuUCL GUl-
14RTE (Buenos Aires). — Croricpe A. Bura (Rosario), — ErBA R, RAIMONDI
(Buenos Aires). — FErNANDO L. GASPAR (Rosario). — Carros Isrrna. (Ro-

sario). — Pobro J. TrIcERrI (Rosario).

.



