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IMPULSO ANGULAR DEL CAMPO' DE RADIACION 
., 
por JOSE A. BALSEJEO 

Observatorio Astron6mico. .' C6rdoba ' 
(Entregado el 6 de, marzo de 1947) 

II. ,CAMPO MESOTR6NICO VECTORIAL 

§ 8. - Introducción. 

El formalismo aplicado al campo de :ra-diación electrqmag- . 
nético 'puede ser, extendido inmediatamente al campo mesotró
.nico vectorial, qúe apareoe como una genera~iz,a¡ción del prime~oj 
en el sentido que le está asociado una partícula de masa en re
poso no nula (7). Las ecuacioneS' de campo : 

-+ 
'-.. -+, uF -.. 

-rotG+,,2U=- divG=O , uXo' 

-+. 
-+ uG 

rotF=--
, , . uXo 

-.. -+ 
,div F + ,,2 U = O con Xo = et 

2nmc 
se reducen a las ,ecuaciones de 'Maxwell con ,,=--= o. Las h ' 

-+ 
funciones U y'Uo corresponden, respectivament~, a los poten-

-+- -+ . 
ciales vector y escalar y F Y G están dados como en el caso 
del campo electr,omagnético por:-

-+ ~ 

G=rotU 
" 

-+ 
-+ uU . 
F=- -' -gradUo 

. uXo 

(') A. PEOCA. J: Phys. et Railimn, '1, 347 (1936). 8, 23 (1937)., 

(8.2) 
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cumpliéndose, además, 

~ oUo 
dirU+-'-' =0. oXo 

(8.3) 

La teQría general de los campos de las partículas elementa- ' 
I 

les da como expresióncle la energía total del campo : 

w .. f(F* ~ + 0* 0+x2 (U* U+ Uo* Uo)] d-c (8.4) 

Y del impulso angular total: 

~ 1 f'~ ~ -+ ~ , 
J='2c ,[rx(F*xG+x2 U. Uo+conj)]d-c. (8.5) , 

~ , 

La representación matr~cial de W y J pu'ede hacerse en for
ma análoga a la expuesta en l' § 2 usando, las' 'soluciones es"' 
féricas de las ec~aciones de campo. Existen, sin embargo, 'di-, ' 
ferencias entve ambos casos: Enprjm'er térmi,no' porque las 
ecuaciones· (8.1) admiten como solución' o,ndas longitudinales' 
(divF:i=O),aderriás de las 'dos 'soluciones de ondas transversal~s 
equi~alentes a las (E) Y '(M) del campo dectro;magnético. En 
segundo lugar; debido a que ,es posible' definir el impulso de 
espín del campo. ' 

, ,Si se considera al impulsf!> orbital en forma que sea la 'ge
neralizac~ón cuadfivedorial del impulso orbital del campo escalar, 
se obtiene paú d impulso de espín una expresión que es in
tegral de IllOvimiento. 

§ 9. - Soluciones esféricas de las ecuaciones de campo. 

- Las ecuaqibnes de campo -(8.1) admiten, para un sistema 
de refer'encia dado, tres claseS de soluciones. Dos transV'ersales 

-+ ~ 

con Uo=O (div F=O) y una longitqdinal (G':....-O) qu~ en on-
das planas se derivan de: 

~ ~ ~~ 

U(l) = ;E le ah e(l) e,i( /¡,,-/coxo) 

~ ~ ~~ 

U(2) =;E /1 ~/c e(2) ei(JI.¡-I¡o:t'o) 

~ ~ ~~' 

U(/c)" ;Elel/e e(hlei(J¡,,--:-/eaxo) 

\ , 
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een· . ~ .' • 'o ~.' 

l " , . 
-+ 21t: . ..1.).: . ',' '21t1nc 
le='- P"".lt='-h-' , h', " , ' 

0+" -+ 
e(1)·' y 'e(2) son dos vectones compl€josunitarios (que dan ,las 

-+ 
-+ -+ -+ 'le 

soluciones V(l) ,y U(2) polarizadas. circulannimte) y e(lc)=
,lle I 

-+ 
(sQlución V("> polarizada linealmen~e) que' cumplen: 

(9.2) 

-+' 1 -+ -+ -+ +' 
e(t) = --= ( e(l) + i e(2» e*(l) le(2) = O . .y2' . 
'. \ . 

-+ -)- -+ 
e(l) X eae) = i e(l) 

. -+ -+ -+ -) .-+ 
e*(l) ,e(19 = 1 , e(2) X leC'e) = "'- i e(2) , 

. En ,ondas esféricas las' dos primeras son análogas a las so
luciones ,,(E) y (M) de las ecuaciones de MaxweU (Apén. 11 
(T~ 1) y (T. 2». 'La solución longitudüial se obtiene teniendo 

-+, -+ , 
'presente que rot V = G = O con 

-+ 
V = i 11:0 grad N Uo = k2 N 

:N es un escalar que satisfaoe a la ecuación 

. AN +11:2 N=O . 

. cuya solución en' coordenadas esféricas ¡es: 

\ ' 
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Las soluciones esféricas del campo (Apén. 11 (T. 1), (T.2) 
Y (L) están normalizadas_ de modo a obtener para el campo de 
una partícula descripta por cada . una de ellas ¡el· valor de. la 
e~ergía (8.4): ' 

h 
W=ko-· c=E. 211: . (9.3) 

Las soluciones son ortogonales en ,el espacio, de modo, que 
no existen elementos de transición de energía entre las distintas 
soluciones. Además, la. matriz de 'energía es diagonal. 

§ 10. - Impu'lsos angulares. 

Los elementos de transición de impulso angular total (8.5) 
entre- las distintas soluc~o.nes sOn nulos .. Para una partícula des
cripta ·por cada· una de ellas se lencuentra que" el impulso, an
gular total admite uri~ repr'8S1entadón matricial idéntica. a la 
obtenida en. el caso del campo electrO',mag,nético. St;l :encuElntra, . 

. también, en igual forma, el impulso angular del campo de un 
número arbitrario de mesotrones. 

El formalismo general desarrollado por Be 1 i n fa n te (2) 
y . P a u 1 i (1) conduce a· una división del impulso angular total 
en· impulso· orbital e iinpulso de lespín de la forma:. 

-+ -+ -+f3 -+- . 
J=L+S.-:. [.I Fs*(l' X grad) Us+Gonj]d-r+ 

8=1 

f
+ -+ . 

-. [F* X U + conj] d-( (10.1) 

El impulso orbital, á~í definido, no es la generalización 
ouadrivectorial de} que se qb't1ene para el campo. escalar: 

-+ f [O'-P* -+ ; J L=- oX
o 

(l'xgrad)'-PtconJ de. (10.2) 

Sin embargo, puede obtenerse una expresión .. del impulso 
orbital· generaliz8ición cuac1rivectorial de ··la (10. 2), a· partir· del 
·ltensor energía impulso del ca'mpo que esta;mos co.nsiderando: 
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~¡" =D¡/ U¡,r + ,,2 U¡* U" + conj - '6;" 

( 1 U' * U 2 U * U' ) 2 r8 1'8+".!,.r (10~3) 

en donde 

Mediante JasecuacioIlJes de campo es expresable en la for-
lDa: 

. - u· * c)Ur . (j (U * U) . \ ~¡¡,- "1' -. -~ ¡,ri + conJ - uil, 
c)X¡. uXr . 

.' (10.4) 

Se obtiene de aquí la forma' (10. 1). 
Teniendo presente la definición de U4r y (8.3), integran

do pOI'... partes y considerando que-len el límite de integración las' 
funciones de· campo se anulan se llega a: 

El tensor de impul::;o angular total puede escribirse, pues: 

'r' 4 r c)U * . c) . c)' '} M¡i,4 . .. .s i ._1'_ (Xi-. -:- Xj -. ) V/'+ conj . leh + 
~ 1'-1 l c)X4 . c)x] c)x¡ . . 

+f [U4i*Uj+ Uj4* U¡- Uij* U4 + conj] d •. . (10.5) 

.. 



El espín tátal del campo es ,también lexpresable en la forma: 

S¡j,'4:""'" J [U4.i* Uj+ UJ4*U¡+ Uji* U4 + conj] d.= 

J [oUl Uj- oUj* Ui+'conJ] d • .' 
oX4 oX4 

La densidad de impulsp de ·espín es la ,parte temporal de 
un tensor de tero'er rango: 

oU·~' oT).*· oU· 'oU- .".' ,¡, 
eJ.,', =-'-U._-'-U.+,-. -~ UJ·* ___ l U·* 

, ,le ,\ ',\ "'\ ,\' 
UXTe UXTe 'UXTe UXTe 

que por las ecuaciones de 'campo' satis¡face la ecuac~ón de con
tinuidad: 

o 
-·eJij.;T¡=O. 

'OXTe 

En la separaclOn (10. 5) el espín total del campo, aparece' 
como integral de movimiento.· " 

El impulso orbital' y el de· espín lexpresados vectorialmente 
tienen la forma: " '. ' 

+ f 4 (oU *~. \ ' } . 
L=- ~ ~-" '-' (l'xgrad) Ur+conj d •. 

, . 1'=lL OXo 

(10.7) 

+ 
En la Depresentación ~atricial de S, mediante las solucio-

. nes esféricas, los. eLementos de matriz corr:es,pon;d.i!entes a 'la: 80- , 

lución (L) son nulos. Existen, además, el,ementos ,de transición 
no nulos entre las. soluciones (T. 1( Y (T. 2), XT. 1) y eL), 
(T. 2) Y (L). 

En lesta r~presentaciónel impulso' total esta sob~ ejes' prin
cipaLes; no así, el impulso orbital y el impulso de espín. 

, ' 

-',..,. .... 

" i' 



-215-

El factor ko afecta a los elementos de transición entre his 
, -

soluciones (T. 1) Y (L) Y (T. 2) Y (L),' Y su aparición'se debe 
, , ,l ,,' -+ 

a las propiedades de, tran.."formación de las componentes de S. 
Este factor desapareQe SI (L)' se, da ,en 'la ap!¡oximaciótl, no 
relativista 

, ' 

E ,P2,' , . 
~03mc (1+2m2c2) ",mc 

" ' 

-+ -+-+ 
F=-iy,U U=gr~dN 

" 8n2;n E " 
AN+' "o N~'O. h ' " 

§ 11. - Operador de espín. 

Si el campo es cuantificado la (10.7) 'permite definir el 
operador de espín del campo. Resulta, ahora, más' simple em.:. 
plear las sbluCiones dadas en ondas planas (9. 1). Normaliza
dos los operadores de amplitud 

a,~= b V41tkO h= -- ~l~, 
hc, 

cumpliéndose' 

Considerando, ahora, la solución: " 

se obVeneeloperador ~e energÍ11.: ' 

,W '=,Z,X a,/ alc '+ b,/ bh+ 'c,/ Clc) Elc' ' 
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De (10.7) se obtiene el operador de espí? 

-+, h' ' -+, ko " ,-+ , 
S= 21t :E'c(a,/ a,c- b,/ b,J e(/c)+-; (b,/elc,- e'c-t:a,,) e(l) + 

:ko ' -+ 
+-; ( e,/ b,c - ,a,/ e,c) e(2) (11.3) 

+ -+ -+ 
cuyas componentes según e(Jc), e(1) y f/2) son: 

'h 1 lco ' 
S(l)=-.I,' -- (e¡+b, - a,+c¡ -t b,+c, - c,+a,) 21t, e 1'2" e, c IC e ,le IC IC IC 

(11.4) , 

S,eeS ,diagonal y tiene los valol1es propios + 1, -ly O. 
El factor 

aparecer en las componentes tralllSversal,es debido a las propie-
, + 

dades de transformación relativista de S; 

Tt;miendo presente las reglas de conmutación (11.1) se ob
tiene inmediatamente de (11.2)' Y (11.3) que 

+ -+-+ 
IW, S] = W S - S W = O. 

, Nuevamente, se llega a que el espín totales integral de 
movimiento. ' 

Calculando el impulso orbital (10. 6) se comprueba, igual:
, -+ 

mente, que conmuta" con las componJentes (11.4) de S. Ade- '-

'-
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ko _ 
más, se comprueba, que en la aproximación -, (7j 1, se cuni

% 

plen las reglás de conmutación.: 

. h 
[Si' S2] =.i 2rc S3 

Considerando el campo de una partíCula en aproximacIón 
no relativista se obti¡en¡en la repreSenta'ción 'matricial de las 
(U. 4). ' 

2rc . 
- Sz= 
h 

1 O O 

0-1 O 

O O' O 

2rc S _ 
h y-

O 

2rc· S = 
h :z; 

, . i 
. 0-
'i2 

O O 

O O' 

. 1,1 

- .12 V2 

1 
-i2 

1 

i2 
O 

(11.5) 

Mediante la transformación unitaria 

+ .~ 

1 1 O 

e') e') .T=~ ;-~ i . O E=l'e ,= !,'). . e= !",. , i2 
O o '~ . Ea,) e({') 
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se obtiene : ,-

(11.6)' 
+ 

donde t; son las matr.i,ces dadas por Pro c a (7) y y u k a w a (8) , 

o O O O O -t 
2n 2n 
h t;:v= O, O t -t;y= O O O 

h 
O .' O O O ,-t 

O t ' O 
2n . ' 

-t; - -t O O h ,z- (11.7) 

O O O 

medÍante las cuales se escribe: 

(11.8), 

" La trfjnsform~;cióD" T permite pasar de la I'Iepresentación 
d~ p'olarizacióJi lineal a 'la de polarización cmQUlar. Las' funcio-
n~s propias se, transforman: " 

- 00.'10) 

En la aproximaci6n no relativista Uo ~ O, -Y 'por ello pue- ' 
+ + 

den considerarse~as matrioes 't; o S como el operador de' espín 
equivalente al de la teoría del espín del electrón dePabli. 

(a) H. YUKAWA, Proa. PhYs. Math. 800, Japa1~, 20, 720" (1938). 

, ( 
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§ 12. - Influencia de un campo magnético.' 

CÓllsiderem~s 'un mesotrón ,en un campo magnético cons-
~ 

tante' H. 

Las ecuaCiones d,e campo' se óbtiimen sustit'pY'~ndo el ope,~ 
rador (1): 

donde' Ak es el c~adrivlector, p~tencial del campo ,exterior. Se 
cumple: 

, ' 21tie ' 
Di D'e - D'e Di = - -h' filc , c' 

Lásecuaciones ' (8.2) se '¡escriben: 

y las, (8. 1) . 

De aquí se obtiene la equivalente a la, (8. 3) : 

1 21tie 
,D¡V¡'=-2 .--:;-" fi/cVile' 
, " .. )t=< le 

(12.1) 

(12.2) 

(12.2') 

(12.3) 

. 'Aplicando- a (12.2) Di; Y sq!llando sobre i;' mediante la 
,(12. 1) Y (12.3) se obtiene: 

La transición a la aproximación no relativista ,se l()gra 
sustit:uyendo 

" , 41tim ('a 21tie ) D~2 por )t2+---- -----<1> 
, , "h al he 
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, , 

obteniéndose para ,ql, = ° y ll= (f 28,1:01' f 12) 

'ih ()' , h2 8 ~ ihe 4 + 

2n "dlVi = [ - 8n2m =-1 D,,2 Vi] +. 4nmc [H X V]i 

expresiones que mediante las matrices (11. 7}y la representa
ción (1l.8} pueden darse en la forma: 

ih o ,h2 3 eh -+ -+' , 
--CJ1=[--~ D,2 __ (H. 'C,)]CJ1. 
2n iJt ' ' 8n2m k=l e 4nmc 

(12.4) 

Los términos entre corchetes representa el hamiltoniano, 
en el cual aparece el término adiCional 

~h ,+-+ 4-+ 
-(H.'C,)=fJ-(H.'C,) 
4mnc 

atribuible a la en(;lrgíapotep.cial 'debida al espín del mesotrón. 
En el caso particular en que H = Hz, H:r;=O, Hy=O, me

diante la transformación T, el espín se transfor;ma sobre ejes . 
principales. 

En el caso general en que H forme un ángulo, & con la 
dir,ección z se logra expresar al espín sobre ejes principales 
mediante un~ rotación de coordenadas dada 'por los ángulos &, 
cp, tP siendo los dos últimos los otros dos ángulos ,de Euler. ' 
Referidos al nuevo sistema serán: ' 

.~ 

H'=RH H':r;=H'j 'O H'z=H, 

H = R H' H:r; = sen cp sen & H; 

Hz=cos&H 

donde R es la matrÍz unitaria: 

H y = - cos cp sen &8 

( 

coscp cos tP - sen cp sen tP cos &, 

" il = '- cos,~ sen'tP - sen cp cos tP cos & 

sen cp sen & ' ': , 

,(12,: 5) , 

, (12.6) 
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, . s!ln q> cos tP :.¡.- cos q> sen tP cos & 

- sen q> sen tP + cos q> cos tP cos & 

-.: cos q> sen & 

,Sustituyendo (12. 6) en (12. 4)' se obt1ene: 

sen tP sen & )' 

CdS~) sen & . 

cos& " 

ih o h2 3 
-, - C)1= [ -;---,I D,l- ,..,HI:13] C)1 
21t, al 81t2m k-l' . 

donde 

1:13 =R~3 R. 

.Aplicando la' transformación 

ih o' - " - h2 3 , 
--' (T RT) TC)I ....... ] = --,I D,c2 ....... 
21t ot ", 81t2m k-l . 

ih o h2 .' 
'--V'=[ ---I Dl,2_,..,H .S3]V' 

21t al , 81t2m ," I , . 
(12.7) 

V' =1' R T . V siendo 'V = l' C)1. (12.8) 

Las 'componentes de V' están dadas por las combinacio
nes lineales que resultan de (12. 8). ,El ,cuadrado de los coc
ficientes dile de, estas combinaciones lineales dan la probabi
lidad que estando orientado el espín según V'e por efecto de 
un campo magnético H = Hz, Hx ,IIy=O, se oriente por. a9-
ción dél un nuevo campo magnético que sustituye al primcro 
'y cuya dirección forma un ángulo' 3, con i, según la compo:: 
nente Vi': ' 
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Vl = ~ (Ul+iU2), 
2 . 

r 1 -(U -U r 
'2= 12 l-l 2 . V3=U3 

I 
& & 1 

V' sen4 - cos4 - - sen2 & 1 2 2 2 

& & 1 
V'2 cos4 - sen4 - ,- sen2 & 

2 : 2 2 

V'3 
1 1 

cos2 & - sen2 & - sen2 & 2 . 2 ~ 

Los valores propios de la .energía dados por (12.7)' según 
(11.5) son: 

El=Eo·~f.lJr 

E2=Eo+f.l H-

E3=.Eo· 

donde E es la energía en ausencia del campo magnético y' H 
el valor absoluto del campo· maghético~ Hay una adición 4e 
energía :=F f.l H según las componente V'l Y V' 2' La energía 
según la comppnente V' 3 . permanece invariable. 

Deseo expr.esar 11l1i reconocimiento al Prof. D¡'. G. Beck· 
por haberme propuesto el tema, por su pel!I11anente asesora
miento, y por 1¡US útiles discusiones; y' al Prof. Dr. E. Ga
viola, por haber hech.o~ posible la. r·ealización de este trabajo. _ 

ApÉNDICE II 

Soluciones esféricas del campo mesolTónico vectorial:. 
, 

G::= - i Cl/,m l(l-~l) tP¡(lcr) Pr( cos a') eimc¡> 
r _. ' 

m· . 
U f}=Cl¡,m._.- tP¡(lCl') Pr( cosa') eimc¡> 

.. l'sen& 

-., .... 

• 
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7' 7 

',. F:#:::-ikoU ' 'Uo=O. 

(T. 2) 

, 'l(l+l) , . 
~/' = C2Z,rn r

2
' <!Jz(/er) pzrn( cos 3o) e!rncp 

G -O r-

, 1, d 'd ) , 
U!} = e l,m -,-' <!Jz(l~r) - p¡m( cos & e1mcp 

2, r dl' ,dB' , 

, ik2m' ,', " 
Gf} , C2Z,m --'- <!Jz(lel') Pr( cos B') e1mCP 

, " r senB' 
\ " 

U'fl=C2¡,m~ dd, <!Ji/er
' 

p¡m(cos3o) éincp 
,rsen3o r ,{ , 

k2 'd ' ,o 

G'fl ~ C2¡,rn r <!JZ(/er) dB' p¡m( COS &) e!mcp 

(L) 

-+' %2 + 
F=CLZ,m-.-U 

l/eo 
, , 

Uo-=CLI,m i ko ~Xl(lr.l') dd Plm(r.:,Os 3o) ~imcp 
, 1, & ' 
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. ~m . . 
V =- CL1,m_. -X1(kr) p¡m(cos&)C1mq> 

cP ", r sen,& 

Vo':"-- CL1,m k2 X¡(kr) ,p¡m( cos &) eimq>,; 

Con: 

. . [he (2l+1) (l-m) !] 1t2 
C/,m.= 8n2Rko' l(l+l) (l+m) I 

. l he/c2 . (2l+1) (l-,m) ! 11/2 : 

C21,m~ 8n2Rko3 • l(l+l) (l+m) ! , 

, [ he 1· (2l+1) (l-m) 1] 1/2 , 
CL',m- --' --- 8n2 R . /c2y.2/cO . (l+m) l. .' , • 

. Los el~mentos de matriz del espín se calculan en la repre
sentación dada por las soluciones esféricas teniendo presente 
las relaciones: 

d l· 'l+l . 
. d,. lJ?¡(lcr) ~ -7lJ?¡(kr) + /c lJ?,-~ (la·) = -,-, lJ?¡(ler) - k'lJ?I+l(ler) 

dd X¡(ler) =_l+l XI~/cr) + le X1_1(ler) = ~X¡(kr) - k X¡_l(kr) , 
r . r r 

d, cos&. I 

- p¡m(cos &) =- P¡m+1(COS &) + m--p¡m(cos &) . 
d&, . ',sen 3· * 

'. l-m+1 l+m -
cos3·p¡m(cos&)=· 1 PI+1m(coS&)+-l-' P1_1m(cos&). 

, ' 2 +1 . 2 +1 . 
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/ 
NOTAS SOBRE FUNCIONES DETERM'INANTES 

por el Prof. Dr. UGO BMGGI 

, 
l. - Urva generalización de la función logaritmo 

1. Demostraba ,'en un trabajo anterior (1), entre otras co-
sas, que, si \ " 

00 

cp(t) ",I cn L~(t) 
n-O 

donde I t es una variable real positiva y 

el dn ',', 
L (l) = -- (e- l tn ) ,n , nI dtn 

es el polinomio de Laguerre de orden n, y 

00 

I (co + Cl + ... + Cn)2 <00 
n-O . 

Se verifica: 

A) la' serIe (1) converge y la serie 

00' 

I (co + Cl + ... + cn) [Ln(t) - Ln+l(t)] 
n=O 

[1] 

[2] 

converge unifo~'memente en' todo intervnlo compl,eto finito de ' 
(.0,00) 'y es 

(') Cont¡·'ib7tto allo st71dio clegU svil71lJlJi in, sc¡·ie di lJolinomi di LAGUERRE. 

Annuli di Matematica pura e applicatu, IV, XIX. (1940), pp. 141-150. 
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00 00 

.:E Cn Ln(t) =.:E (co + Cl +, , ,+ cn)[Ln(t) - Ln+l(t)] 
n=O . n=O . . 

La propiedad' (A) y la limitación de Szego: 

/Ln(t)I<,el/2 sit>O 

83TVI}'\I1UIlH8"T3a 83vr018VIlJ'>I 3JIH08 811T0\l1 
así como· . 

N • 

.:E(co + ci+, , ,+ cn) [Ln(t) - Ln+l(t)]= 
n=O 

. ()m~h!')~o~ nOl:)Im\ d sh nOl:)\):::\\l)'\8\\<)~ nHU - J 
=.:EcnLn(t) - (co+ Cl +, , ,+ eN) LN+1(t) 

n=O 
-0:) cH'lJo S'l.lfW • (1) 'lOÍ19JrlB oi.nc!w11. JUj !JD Sc!WIJéloIflDa .1 

permiten afirmar que si N es bastante grande para Í'quefJ.{lutfuá 

s[u1Ponerse ce' 
j (~)¡)l\:)z..",,(~)cp 

0=" 
00 • . E 

/.:E(co·+ cl +, ., + c,J,[Ln(t) -L,ntl,(t)]I<-
.N+l 'f. fl'flfléOq lFW1 oldfll'lJlV JJ~1l2 P.D \ ohflob 

[2] 

donde E > O es cualquiera, 
A,nálog¡amente, si ~1'!9~ d '( Gi:rw'lI1o~~ (1) a~'w" III (1\ 

00 ro 

W)I+II'-\ - (\)!\~~1éAI;l::::.oo· -1- 1~ -:- o~)) '!.... 
n=O I . (1,-~n • 

~ t osigi1e q?tl~fíiWnefiJf~nalIIÍintth(+hlóU) c&~~rpl{¡ft5' ,,[riJ} qy~ . F\!i~eili.COs 
suponer N' ta,l que .... '.. l. flD:( (00 .. 0). 
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. H2 lf9M1IISe4l'itp 8oifflOIJiloq 801 f:'IÚbuJ8o ~'\"3t1\?Jk.\. ,a .. oup oh 

00 . . . : o'ldfJJof! 
~cn Ln(t) 00' . 

Mrtverge unifoffAGrrihte eA~ióiW th~~am "l;TIJ:;~~ finito de 
[O, 00). si los coeficientes {cn} slatisfacen a:una par lo menos 
dt& chis dos' condiciones .' 
~ .. -3... ohoa nI no nf11ua nI nL 'IHlu'gnia oJrruq ea 1 OfflOJ .8 
~J.~,\, ex: 

.s.A JÜbola.iJna;.!l{f4!8iUf8~. :IP4 ~IJ2«::txlOJ20uqna 80 ohnob 
n=O , 
.. 100 co\ 
~)J~~¿ - ,z.. ~\-:) = ('f\), \ 

~ .z'j' 00'1' , n 1·I~··n 
n=O ¡j 

A)' 
1 '. 

i8 

eu.2¡-4 Jo (a 1;7)=; (:!'.-.fn ~. Ln(t) 
~b ~ .f\\\Jl¡rU~ .21. (I)~l 

u 
donae I 

ao ,,\3~Ua-lnO'\3¡bGl) \f\ttb oJIH;JaIioo nI 20 

'. . 00 (-1~ t 2k 

(O < afl.) , üh",f\i ~I'-'--~ ~;- - ---
. a ~ 

Jo(t) =~ (1.')\( 'A )n\ (1)"[ 

es la función de Bessel de orden 0, Iáesde que 

anTln.o-inl 
..!.. e-u.Z/4s =..!.. e-:,u.2/4 . ..E (:!'.-. J 2ri ~ C-11 n 

, (;~ < afl.)· s "( ~="?'.·~l ~4.!.. ~ 1 
?, .I~_ 

~ .?!\ 1=" a a' 
00 =[ e-s~Jo (a Yt) dt (Rs>O) I (2). . . 1 

oL 01'1Oa no ~ ~ - (1) "I oh Iüfl1'Jol oIloTwaoh lo 29 (~)n\..l -_.3.. 
.f\ 

)!nfoOJj1IoQfjl n~lMgr.::pbJf,r~j.¡Jp.fulq~) IJlUa;r~mJ~l)!!laJfP iMí~dl»t~~ . 
n ohfIlo,qao'l'Io:l oup nI OIJp 'Io'(f:m 20 OH (;>, ).,\ nco'lqzo oup InTgo.J ---- . co 
'10m ag· J?(5jrsffiíJjLQ.J'fl.lrlW:le · gbrTticFrYai 8?Jt P?Jl~n°dfrl6bLA~JlEnm:'1Vt~ll¿~fc~ 
Na2. Lincei 6 (22J (1935), pp. '300·304, Y Theol'ie una An wdnaung del' Laplaceo 

Tj'ansf~j'mat~f1¡.rruUllEb1 ~a~!, t8~br~e m!Jit9/~Dil~fuJ.9ir of9r~~WJ8d~ll' Jn.I ~~Ii\M 
ele l/s e -U.

2
/48 por medio de un integral de Laplace. 

(") R. MURPHY, Ef~JñU~~~i;'on tJl!lJi1f.~e!.~e(~e~~Od of definite integrala, 
Trans, Cambr. phil. S~ci~y~ )(1~3IitJlP' \fI3-'í18. (,1'1 
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de que E. Laguerre· estudiara 1 los polinomios q~elle.v'a:n su 
nombre: . 

00 

1 (s-l),n f ,-; -s- = .,' e-ls Ln(t) dt, 
o ' 

(Rs>O) , ,(3) 

\ I 

,.. ',00 zn 
3. Como 1 es puntq singular de la suma de la serie ~

.ri=lf1,r 

donde es supuesto r> 1 Y por consiguiente satisfecha A2, 

es singular en el infin,ito. 

Si 
00 

1"(1) , f e-lln t dt 
o ' 

es la constante de Mascheroni-Euler, es 

'mientras 

00 

1"(1) . lns ·r . . ----'= e-lslntdt 
s s ' 

U 

1 1 00·1 (S-l)1t 
-lns=-~- - , 
's : S n":l n ' s 

(Rs>O) 

(4), 

~~ Ln(t) 'es el desarrollo 'formal de 1"(1) -in t en serie d~ 
fI; 

poliJnomios de Laguerre: la absCisa de convergencia· de, , la J in
tegral que expresa ¡r( s), no es mayor que la que corresppnde a 
00, . ' ' 

f e-ls in tdt ni, como se ve sin más, menor que O: es por 
o 
tanto O la abscisa de convergencia de (4)' Y llamando 
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. '.' . " 1 
es el}.' el se~iplano Rs > 2 : 

, 00 1 - , 
Fr(1+s)=.I-sn(1+s)~n ' 

n-l nZ , 

y PO! 10 tanto, en un cierto entorn\) de s =0,' 

" 00 '{ (n)1 (n)1 Fr(l+.s)=~1)(-l)n 1.- ·1 2"'+ 23"-" 

, ,. 

_ ... + (-1)n 1 /} sn+1" (5,) 
, r(n+1)r , 

" y en un cierto entorno de s = 1 : 

Fr(S!=~O(-1)n{ 1- (~) ~,.+ (~)~,.-, 

- ... + (..:-1)n (n:~)r } (S~1)n+1 
. ,Si 

es también, cualquiera 'sea l' positivo y e(ntero 

Hr>O 
mientras que· 

HmH,.=1 

se tiene en realidad, si 0<t<1, 1'=2,3, ... 
t t 

1 f 1 f . H1(t).=-; (1-t)1I dt, Hr(t) = t H,_i(t)dt 
o' u 

H,.=Hr(1) >0 

- 1'{(n+1) (n+1) . (n+1)} 1 
.91= n+1 1 - 2 .+ ... +(-1)n, n+1 =n+1 

Fl(l+s) = ln (1+s). 



,(5) generaliza la s¡erie' logarí~nüca Y..:tiene'I ',como {ésta, el 
d' 'd ' 1 Y 'fh" -:::::'iJ\. oon OIffl88 9dnal8~ ra 10 e convergencia. como ~ es punto ·smgUlar e n s 

lo 'es también de .r(s), cualqt!iera que sea r, ,pos.itiyO e,ntero: 
el teorema de Viv(N1,~+<1~~e~~..H~~~f».,~ independientementé 
de él el hecho de que F,.( s) ~,M:mo f,.( s) es regular en Rs > O ' 
permiten ,afirmarlo. Sobre el círculo d,e convergencia 1 s-ll = 1 
del desarrollo de '~lJ 1tb ~gmnP Rd'IqftlllgP'sf!I1?oF;tn~1 rB!no~quYi 
punto singular, de 1, l"rrt'a dll (l~ \serie,l r~gulaJ.Xl en todos, los 
demás puntos, jnrer~~fE. ¡Jrts~~~la1toJflídñVdrkIICi~~+I) "('>\ 

La prtunta: I Si O e 00 son los únicos puntos, singulares ,de 
P'a.( s) apj.lIf moIello~(lp_ Sf>~ ~~. ~~ s, exige que se ,prolongue ana~ 
Ht1~amente NJs1-1\~n Ri ~ O.' -' 

El desarrollo, ,en -se:r;ie de' Taylor de t,.(s) - nos permitfra 
alcanzar todos los puntos de Rs~~nW:>ptitl{ili~efi;teiiQJ.l~rfl~j'é 
real negativo y clemostrjlr ,fiu regplffidad. \ } '00 

Es sabido ,que si-'m!~**""n (r) -1, II(I-)~=(~),,'i\ 
ú';" (J=n 

. J:+ri(I-?) {..r II(I#~)-F. f~ g=ls cp(t) dt 
, ' '(1+1\)0 

es también en el mismo semiplano, idénticamente resprectd1?ae n: 

1 ' (x,[(1\) / 
"(I-Hfl~)t;) ) t~i)n1 '1~-\s~ cp(t{ dt .,\\ 

0'IstO¡9 y; oviti8oep 'ln~8' B'wiuplnu::l, ,cwidmnJ as 

f por cons~guiente que el dtJ'l~~vllo en serie de Taylor resulta 
, s'er 

sup aS1Jcwüu 

·"' ...... 

, 1, 
'/ 
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'El radio de convergencia Ph de la serie, correspondiente a· 

u¡n valor finito arbitrario de Ti': es -V 1 + Tc2• 

Es evidente que no podría ser PI, > l'-1-+-k:-2-, puesto que ,el 

punto O es singular. Si fuera. por el contrario Pie < Y 1 + lc2 el 
círculo ele convergencia de centro 1 + iTc y del cual PIe es el 
radio, sería interior a los ~.irculos 'correspondientes a valores. de 

Jol}:." ~ . 

Ikl bastante- grandes, y la 'suma de la. serie sería regular en 
todo punto de I s -1- i~ I = PTe" . 

No resulta posible por el contrario alcanzar a los puntos del 
semieje real ,negativo, y queda sin contestación la pregunta., que 
cQl1cierne a su regularidad.. . 

Il.- Funciones de Bessel y p~linomios de Laguerre. 

Formulab~ yo en la hota "anterior (1) el teorema según 
el cual :la serie de polihomios de Laguerre .4 cn Ln( t) ,oon
v~rge uniformemente en todo intervalo e,errado finito de (0,00), 
.si.4lcnl<oo. . . 

Si la condición está satisfecha, un teorema de Bromwieh (2) 
permite deducfr de ella y de 

que 

ca 

J le-Isldt<oo 
o 

ce 

(Rs > O)' 

fes) = J e-lsi CnLn(t) dt 
. o ~~o 

(Rs > O) 

Es pues,no únicamente 

1 1 8-1 
-: a2j48 . -:-a2j4 q.2j 4 - ~a2j4 

-re =-e e 8 =·e· 
s s 

oc .. 

f '" ex. \ln1 
e-Is~' (-) -Ln(t)dt 

n=O 2 'nI , 
.0 

(') 'Una gei¡eralizaoi61t de la !1¿nci6n logaritmo. 

(Rs>O). 

. (') BRJOM:VICH, An Introduction ta the theol'y of infinite series (1926) 
(p. 499 Y 500); 
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~ino también, desde que, como e~ sabido, el des.arrollo· (1-'- x)fL 
coiJ.Voerge absolutamente en todo punto de I~I= 1 si Rf-l > ° (3) .• 
Y converge: abs()lutamente la serie producto de dos· series abso .... 
lutamente ,converg,entes, si v> 0, .. 

.~e-u.2/4S= (~')v e-u.2/4~ii (~):211~·(S; l)n). 
2vs1tv 2 \ ~ 'n-O 2 n! S 

a:> 

a v f 00 l n v a 2(1'-1')] =.(-) e-.u.
2
/4 e-1s;E '2'(-l)r( . )(-,-) Ln(t)dt 

2 n-O r-O 1 2 
O 

'. 

(Rs> O) 

La función de Bessel de orden ° 
. '" (_)h X 2k 
Jo(x) -::- to'(ld? ("2) 

.. 00 (_ )'c , . x 2k 

·JvCx):-k~olc!I'(v+k+l) ("2) 
es la función de Bessel de orden v, ~iendo t,las funciones ge-

"d' 1 d . 1". 1 / neratnces e as etermmantes' - e-x's r.es¡pecbvamente -1- e-x s, 
. S s~ 

se tiene, por el teorem'a de unicidad ,de la ,teoría de las fun-
, O(;.,YI} O, 

ciones determinantes, que si (O ) = 1 Y si r> 0, ( ,. ) = 0, v >0,. 

Itv/2Jv(2Vxt)=2-(.i·(-y(V )~=--)Ln(t), . (1) 
n-O -o r (n-l')! 

(3) Cfr. p. e. K. KNOPP. Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen 
(1922), p. 410 •. 
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Se obtiene finalmente si sQ -'6r'deIÍ.a ,aoJnog'I9VfIo:J oJfIoffInJul. 

.. 
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IlI.AAiJ1rmOOioh~~ fi'&í'el(1nU'bY1~t#H~m'jtad:a~.8 .v- zH. sb01 sr 01doa 

1. Sea ~ la aHsétsa~e\\~ptiwr~~c~~ 4e¿.ia función defermi..¡ 
nante: " . 2¡+z 0-" , ' ¡ 

i2 ocno~ [2S ,1 lfsy8Jlf~º?s cFt1{lil)fl'I (ks g!'~~Í1S20b .HU oJi:rh: 

.' . oJlJ ni~fL(')¿povnoo ob oif)fl'r lo 1 20 ,11 = --~_. 
y' v >¡..t si esta es ,singuwr en el lnfini to ~_ .Y.)) ¡..t si es reguql&~i 

. ~uesto t[ú'e'l,!l(qa.nfH;R@>')1'&l~t~i~a~te= {e~ulap ) ~n=~ Jílfinito ~s 
sIngular por.lo menos clir"uil puaffi de su retta de convergenCl¡a 
~p (¡\P~~s~JBo~s~m:íeguIatb a olliÍnlJimnpg (6hli~i~fifiilto' y 
flUJO 1 In, no t02.G~ r" IV smpC) oh orrünim' oh oiqi~rú'Iq ID ohnoiJ 
coml a {lCmO~1 raCIón ae di ) ~e reduce a '" 
-Z') IlOWflU1 nI oh 201fl UEI1I2 2oüwq. nJ;;IfncI 02 omoJnoo la oldoa 
:_1_~ ~ (x (8-1)) n = ~ e-xls= " ':: (S:) fl20'rq 

-5\, ·~¿trtl!'m9~~'m! m S~,mlo\lsl~fl1rrs,)c~1 'f. 'l1)hJ\~~'1 Z~ es}\! l6» 
,hl.l\)IÜ:)~~' n\'\~ú~ lJHU sm '\ 0< 3 lJ'iJ;1 ~'(J e~~j¡l2.\P~12>.J~~14i) Jt\lS,\ 

?'iJ (~ ~\b ~HI~)\hfl'J(\~h) OSl'IO \ IIOD ~d\) ~ O~S\uC\ obo~ ~~ '\Ol'\~\m 
;}1\Í?iJt~ ~ ,'(.A~MI\~ün\tomr.(mr~~)@\li .lp.yli\b.lili 1~i.i~~$uw'e,::l:apn\1li. J>i~ .. )(~~ 

. g!~'ír(VtgM~, ;lli?' (%~~~\?GD~'\\.1~, ~\lSP\'ffiS\'tn~~~1!t1fell{Y!~\B~fu If&l~SIlit" 
, Transformation (1937), .P, 182, Trj,Ulomi] ,admite sin .demostraci6n al!!una ~a ,', onp 'Ihffl'UIG O Iffl'lOll OlqIOnl'lq Ojea ,«'\..1 .f\.) 

eXlstenlllll de" \ I I • \'.\ I 'C) . 
-Hn,\~j~n SlO,!~.\\lJ lJ~ :~J) Dl~)S\~~\mIS\OD. ~J; rlZ\DZuD l)~ Ji ZD SC,» 

-~/S n~'\~:\D mm Slf '~ "T{'=iifrf\. .2'\úT:lIl,~v) ót}l-l~Jt, I (z)\ I 'f. ,( ~.) \ ~'Jm." 
o ,lJSDS\~~'\~(j'S\OD /)}\) O(\l'I~!s>SM0 r~~st-ncli'slh\ríi ,J{ = z'i\ ~\h hl)\)niD 

»í<~H-H!dM~~WJl\ . ~o,n JI') \'~ > I ( ? ) \ I ?'l, J{ < Y = zH. ~'IÚOZ t~ > I ( Z ).\ I 

. . ' m <X> -t! ";,« ~~~~ímsi\:)~qz~'\ V < G'il ,~~iú O 

oh 20jIUJ.cl 201 no l\Wr[~iJ cftn?r~ -'r'ty=¡a;J1Aty.pn~b, OH (z)\ 18 
, m.+lJ n=O u n=O ' , 

-o!fIni fji~lfI9oIJOOUlO~ J.lflU 20 nffl::l'looJ 10 ,oJirúlnl lo no 'h y'= z'i\ 
rJ h 11 §8W~J!J.'?83erlad_~.ü Df?TS

i
, <V7, \ &1)1~:i>:f':aVf~(\) ~ \I\tt~idth~ida~ cr1grlr,J,Plio =t~i6AJ ¿ft;-

rnVlli :1. termmo e la tral s'fOrmaCllhn de LtíNace ebe s~jjr~re d~moBtrarse en 
BRl'ii? l:iJrtéa;::1illiI~(!'ul!if" tj) a ~\!ll1¡do) iAed1~í51\!O~fffemplmr ?ifd cbñiii~!l\'~cfun& "6á~
tlinte zampuBJo¡:i:ip®lsIre f@.e(\I\1>\ é1'h)¡t¡[ )li~'gfmohr~tID~I%<fit~kla qñijl'tíli'htiJ\qilll 

todos los cas0lo/ <J:.. ~ Haa29i:iMu~ª~\ er!ltjufj1Id,,*odq§f9J¡rA'ij.QiIlD2gleI(~ )lNei~ 
@m.q~e~f!m2!3tl'f Ill@ eru:uppjr'\fl1r.~*rWJL ~ ~ed1i¡Jj~Jlll(9Blema'10q i8 ' 

Son problemas de esta naturaleza gue me he J}ro&uesto Nalftr (In ~stl) ~t~, 
yen' alguna. otra de este trabajo. m p ,D'lnq r )[ ,1& (') ff~' 2S ;::, J . 

, (') El teorema, según fll jlla\ s~brJ ~ 2e9to.., de convergencia de una fun
ei6n determinante regular \di lñ:hbffo :Ae¡-lp11ñ. \~bP lo menos un punto singular 
d~L~a fu.nci6n, alJmite Ulla demostraci(¡n inniediata (v~ase ¡ni. nota. S~tlle fun-
z~lM~ &ifW~íU1t?ittb~'eOolaHralí¡qfl~~fto'Fé~fffilli1?m9'M&lPle,a~Ó~,ClP, fá{!Pl ~M'O; 

, independiente de la teoría de los' diagramas conjugados y de la teoría ae las 
·do&1lilDipg,ruoqvllNd¡f¡ dcolIlSPllmlle8f1G.'IiRblymi.isU!!p'lcG, ,::DotlmhmufidMllélin,meY('fas
o4lomillfiosoollÍgllmD1lr dm6j¡ID1W'hles f.G BilfiDaJq1O'lIIlsps lQlJdi)pt~ 1O~ dolitiaam' r OD OfJ pía 

Rey Pa:stol'üíli&lMrllg.dl¡1mJOl¡trnci6Í1nMlIlFh;ellcilliÚr~rria ~crioq rlfJ' D o~nfli~iov 
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, . 
sobre la recta Rs=v. Si v=(a.-~), (a,>O,~>O) la-función 

. (s+~)f(s)=..i:cnC-a,f 
. ,n-O s+~ 

admite un desarr:ol1o de radio de convergencia 1, así como si 

. . s-~ = u, 'es 1.el radio de coÍlvergencia de 
S+I . 

(a,+~U\ 1 ., . 
F(u)~f '-l-.J =-(.l [co+~.(Cn-Cn_l)un+1] 

-u,· a,+IJ n-O 

El principio de mínimo de Phragmen-LindelOf, que ex
tiende el .principio de mínimo' de Cauchy al caso en el cual 
sobr,e el, contorno S\'l .hallan puntos singulares de la función 'ex:'" 
pr,esa (2): 

«Si tlJ(z) es regular y ItlJ(z) 1 uniforme en un dominio fi
nito D .y, cualquiera que Siea E > O Y en una cierta. vecindad 
interior de todo punto t; del conlorno (depeiidiente 'de 'c;) es 
:jtP(z) 1<111 +E es ItlJ(z)I<·lI1 en todo punto interior y la igual..., 
dad ·en cualquier punto interior significa que tlJ( z) e,s constan/e ' 
en D». Este principio permite afirmar que : 

«Si es /-l la abscisa de convergencia de la función determi
nante fes), y. If(s) 1< 111 + E sobre Rs'- /-l y en una cierta ve
cindad de Rs = /-l, . interior al semiplano '. de convergencia,' o 
If(s) 1<111 sobre Rs=v > /-l, es If(s) 1<111 en el semiplano RS>/-l 
o bien Bs > v l'espe~tivamente». . 

Si f( s), no 'es regular al mismo tiempo en los puntos de 
Rs = v yén el infinito, el teorema es una consecuencia inme

'diata del principio de ,¡Phragmen-Lindelof; a u = 1 corresponde 
,s = 00, a 1 u 1 1 Rs = v', mie¡llras F (u) nos da la representación 
co¡nforme sobre ,el círculo 1 u 1 < 1 de f( s) en el semiplano Rs > v. 
Si F(u) ,es limitada enlul<l, fes) lo es en Rs>v .. 

. Si por el contrario f( s) es regular 'en el 00 y es v > ~L, Y 
k> O e~bastante grande para que 

. 1 
<p(s) = s+k [n (s + k) 

.tenga una abscisa de convergen~cia menor .que v., el teorema sub-' 
,,--"-

. (') E. P:m.I.AGMENET E: LINDELOF. Sur une extension d 'un pi:ineipe elas" 
sique de 1 'analyse . et sur quelques pl'opriétéá des fonetiólJs mOllogtllleS dalls le 
voisinage d 'Ull point singuliel'.· Aeta Math. v. 31 pago 381-406. . . . 
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siste para fes) + <P(s) '/ para <P(s) y por lo tanto también para la 
diferencia de las dos funcion,es, de módulo a .10 más igual a 
la suma de los módulos de éstas (3). 

I 2. El teorema de Nevanlinna (4) 
,oesarias y s,uficiemtes para que pea: 

que da las condiciones ne
I er ( z) I < 1 en el círculoi 

Izl<l, a saber: 

lern(O) 1< 1 (n=O, 1, ... ) 

donde (si a es el número complejo conjugado de a) 

Cpo(z) = (p(z), 
1 
z 

da al mismo tiempo las condiciones para que la función deter
minante f( s), de abscisa de convergencia ¡..t sea de módulo menor 
que 1 en. Rs > v >¡..t, si f( s) no es. regular en el ~nfínito y para 
que sea de módulo menor' que 1 en Rs> ¡..t, , SI· f( s), es regulaI1 
m cl infi~~. ' 

Si es 

1 '" (s-a)1' 
f(s)=-.-~cn .-. s+~ m-O s+~ 

¡ 1 
(Rs>v=-(a-~) 

2 

, ( a+~z ) 1 "', er(z)=f -- ==-- [Co+¿;(cn-cn_1)zn] 
l-Z! a+~ . n=l 

es también 

I f( s) 1< 1 en Rs > v 
SI es 

ler(z)l<l 'en I zl<1. 

(') Si, como hace G. Do'rscn (Theo1'ie 1wa Anwencl1(.1!gen am' Laplace-T1'ans
t Ol'mation) , se prescinde de la representación del semipláno. sobre el circulo y 
se opera análogamente con el tema de Ph1'angmen-LinaelOf, concerniente a las 
funciones f (s) regulares en un ángulo 2 ex ::;: 2 1t, queda excluida la posibili- . 
dad de la consideración de funciones limitadas en los puntos de la recta de 
convergencia y se precisa además, para la demostración de la proposición con
cerniente a funciones limitadas en los puntos de una recta paralela a la r~cta 
de convergencia e interior al semiplano de convergencia, recuúir a otros· te
'mas de car(LCter más particular . 

. (1) R. NEVANLINNA, Uebel' besch1'iin7cte F1m7ctionen, Ann. Soco Fennicoo v. 
13 pago 1-71. 
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13. IJ3IJ'8I aiHfI 01 G oIuhofIl oh . ,2D'llOloIlJJl wI) 81;1 ah GÍoIItnolib 

.(8) 8E';;?! oh w1uhoffI 201 ob GfflIJ8 61 
-OH 2!:lnoioibnoo anI ilb oup (!~) nHH\~Hntm '(\ ob GffIO'IOO) 13: :~, 

;ofu::nio 10 HO 1> I (s)qJ I .: n08 OJJp fl'InCf 80Jmioi'±JJ.El y. 8Jll'W8DO 

LAS FUNCIONES DE GB.EE~))E LAECtACí~lsl 
(DEJI~rN - OO.ttíjONI .. 

(l) ob obfrgu i,fIO:J oi.o~b~100 O'WfflrJfl 10 20 l} i8) obnoh 

~. (O)[-II~-=-_(2N~~1~=$~~~~I~ERG,(s)(I}=--= (s)oCjJ 
s. (s. W.Il.l\I!J'(áh).qIlW:File-JFíaica, San Pablo (Brasil) 

I(Recibido elIde- noviembre de,. 1946) , -'wJob flOÍoflUI n -tWP 1;'WCj WIJOJOWflOO enl OqrtWIJ OffI2IffI In no 
'JO'nOffl ofJJborn 00 n08 J-1 nÍOf!9-g'lO'fflO::> ob ncI::>8dn ob ,( l'.)\ oJwmim 
A'BJ3~T(;)Jlrjia.dir~11flUM1¡i6I11'Bwf t?l:!:e dile~~~rd!ln,-"1CWt.ioU.:: a$ n!Jhef fJJ:Pp
trnI JtfJIfl e~a ~oil);¡;O i~le,4f~e~\fuN§;ioFslSlifjl ~&!IJH~d\l}IWP.J1¡lfJnso!JfYioBa,ge~BT~ 

accorcling to' :8:adamard 'a general method and the Riesz me.thod~of. m.teln'.p/ 
. . OJlfIL.llTJ W '1U 

that which correspond to the meso n mass are· discussec1, and tJ¡a conai-
deI'ed as Green functions for complex integration. . 80 1 

The solutioms which describe th~J)me¡:¡,n fiéld v,tth frecuencies below 
that, whf¿n-rédrwspunli <t<1~l}e mesJn; IP(ls}lat'e ~~a~u¡¡~ecr;= hfiJi\ the cansi-

, ;::,.. '(J-'~. O~I' cIa . . , . 
deratlOl1 of these solutlOns allow to descl'lbe SatIS actol'lly the transItlon 
from a general meson ,fieId to a ::ratic onQ., f~!S transition presents' sorne 
new f~n1i~'r~I~ª -thel1g~Sl ... wlle/l'.\~he-I'e8t mitf'óf-tl~e) !ie.l{l ('1.u~ta is not zero, 

Finally, the behaviour of the Gllee11 functinuJ OI the retarded and advan
ced fields in relation· to the value of the variable in regard to ¡the light 
cone is discussed. . flore [HU! ?'~j, 

1. - ]ullroducción .. 80 18 

En la mecánic;J :>ch~l1tfg Y~bÜ'~iW~a, la relación entre la 
enerS-Ía y el impulso de una partícula lib~,e , -_.-. 
-?,.I\l)'\T-~'lIlS(\Il.l '!'lb Jt~I',!I\líH\')Ur\¡h_ íllm ~nCl~iI'~.) H~)8'I'Oa .0 ODJlJ! OlTlOa ,[a {C) 

'C olunb 19 O'lÚOa oHJJ[qirno"¡¡t~J~J[~b?ff'l~9'HPi JiÁ DI) ofJIfino'HI ea ,( J\Oj'¡,lJm;I'\ 
8r:! n otflOiIl'ID[JHOD ,\ohíllfi.lt:Jhlll'l',i1)'\I\<R ot Hlt!9Y w

PY !lOO o:lnoJ([J;'¡jo!J:IlJ~ J1'!oqo~ Dé 

'fl3~~dg JJf J:!¡jubz~ Jlfwlfp ,;¡ ~ ~ l) ~ o[nglfi: JIU 1[0 89'!ufug<J'! V')\ B9IlO¡')~[IJl 
sIl _ n:lao'l JJ[ ofJ 80tHJJfI Bol H9 8J1ÍJr:tifllf! ¡mrobIwl of) II'J¡'¡fl'!'~I¡j2Ir'OD ni of¡ f¡J:fi 

-LID a IIOIaiaocIO'Hfr'JlI DI) HUf9mtaOff!oÍJ JI! J:'IJ:cl ,ÚlllIOfJf: J:abO'HI~ea 'C JJioJ[og'[Q-{JfO~ 

Jljoo'r JJf J: Jlfo!np':q=JtciMecliútrolilewimpulgolfo RJJbntÍrCIH 20H bnu'f JJ otHoirmJ~ 
-ot - ao'do J: '1i'!'flWO'C ,üiOJl'Jg'W'fllO') flf) OfIJ:!cliJUoa [Jl 'lOi'1'Jlni ) cf~IWg'I9'II!O" 9k 

m = masa en reposo ele la putmula¡, af:frr 'j91,I':-cm uf) ~tir1 
.'l ro~lmwr1 ,0013 ,JIfIA ,lt~\to'II,\m¡''1 ~!;,\llii'\I\o~~Ó '\')<l~íJ ,H!l1Ir~A'faM ,SI (')-

E =e;nergía ele la partícula J .[\'-1 ,'¡jJ:fr C[ 
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58 .(í) 1\a~üfI oh IloionTgoJIIÍ eb ohoJDm b fW SOS'JSCJH oup IIOÍo 
-olibw'~sy;elsli>l-3I~QID:¡tiJlD.f}ul ad O'jjnD ~slIoion1~n 8nI llnrúffln:w 

'oh i?JHurgln oup f.l1tasuffiah ea -f. ,2nbnnoÍ:Jllof!I E:ofIoÍo!wl astna'! 
la !¡.fl, ..!!Oa1.rn2o~_ glfilfIoionrJ.l !or«t~) 8nbr.~sbÍauo:;¡ ;J,DP.3{IfobouCj 8~~' 

. LJ - , ClV graa - . J.'\w>rr ~.- U, 1, ¡::¡, 'l' ,. . . c2 iJt2 . '@~""'}"Uoo ! owsTgoJm no) Olf(lff o ) 
(J}:.lJnoD-nioDI oh !JoionJJoG nI oh 8DIlOioJJlm: 8DI flsJuoaib s8 
- JI!1 ~) l.1WálI'.ooftIDpbrl!€ltl tp .1.8OOn5'w nireDOlII.cbLCI o'J.(imII~spinliD:?"'Yb DJJp 
-floqaoTIOo aJJp .sI s p..o'lobslnI aÚ)[lOUOO'll noo mncliv sup 8SHoob 
.?¡¡h.l>Tohi:",lIOO no'!oJJ.l n'{ aOflo2WQ asJr;a ,fIOWfrL Ioh nanm nI' Jj(3~ 
-'.ltlul ".!iI oJ)oonrl sup n~bD'!fl(~flO~ nI ,O'IOCj ,('~) 1s-gnihi.'mb8 'loq 
tiJ[[omsJoIqmo::> i;jao oü ,cImolJJoJ oI) aJ,.ywJJl en! '( E:o'1nobJJ[( 2.n1\ 
GJ¡ L.~o:emíMióJa dhlo~iq'Iililtd<mllJe~ ltiniillU':> a J~ '{lsibllJilltlM1i4 . 

. .«~~iwJ:rió:tl!ót:lJlJclMejjnclm;JJ~~J¡jg~~lh 2GJ .2.SHoi::w-Io2 cnlIDupn 
lltl eaÚ!I1 nf ¡¡ oJIloihnoqaoTloc> nl oup 20'1O!Wm anÍorroJJ8o'd nw ,G8in 
-oIoLlhr n];J2o· oup'Íoq 2~JliJr.;~wlre)lÍp =rJl)[,[ nOB ,[[(¡Bom Joh OBO~J 

--nLl .2oflooI:.lJJIl 201 oh 20'lncloe1' 2.01 d) -¡.hooJ nl fJW 2n!)Hn 
q~e tfu!é ffU1~li~dl:tJi;pooi n:H].fiJW.flJ~te\ll!ÍtJi~lilJ'lJG6v.er2¡Ii&1ai!11~mr4h). 
G~u.i1~~-lilller.fe6~Hi .. clb~ ~1;d$9\dQfl{ d,(?,olªo.tQfll,)Í¡1J-2rJlflo~ ~JMi§iiú1 
~6,P1Jj~ni:(~26plim.dPft~ 1ªl1er;;IDlit'liQfu~.il~oJg.~ilj\,6io-rgtlÍlDrj3lJ.E!Ib 
JlJi~~.il(0j®ªgbjtru.1i.ªgl~omO~b').Jl t~(fk H~inºrlj.gU¡:WiÜ~.nt~¡jlci: I Jf!1).II~lli.r; 
m@;o & I~I(}WrJi'Y0!r~&I¡lID ~mbWlj\ jjJM9~iiig:pdfujdp:~m~aIlí!;~~)J;e:. ~.si1T 
Bh6bhru( lb)fJ $.k~ke1h.ái;g«(ftpnNo SWjrQdi.n~f ~p~J: lMi1¡whJl~ tl.ft¡1a~FrJb 
pM<i.l9Í~ ¡fw)'ll}8ef¡~Ó18hd~l~llinG1ilt'dP'J!»f¡i~!Pm.!íl &>It~!1i(j\@ im
pJí~tAintWJ;!'l en f~Wi]~llllJ§rl2~~ eiJ~~tjgªc~~~¡;f.·~~r!lb t~( ftI1ª Q~1¡Ul¡; 
,~Ó!JJH~[(L?iIJMJi}í!!Jl~aepjpj¡í¡~ul¡:{!il Ji.:l!>J1!t:s. p.~sí!JrnP@~Tf_P~,p PJJ~JÁ, 
§!:ln(QbfflJ1JiC/;fulinm~d~t:!H¡¡'].!}JJt~n/,kJ¡l3¡JJfW1~IÍl~!iJJ~) <iJr~~nop~.ll[~le§JYH 
c1rPPl q~ÚJJQeW.n~fffl'tl, ;;:qJfil3:eslt)ü'¡(Cir '(.d(=li-)aref.llJ.J.cl§o!Iru;-JIM1.l!\~iQn~ 

. da¡JI~ftHl.i ~\:t.glawJ lmJtl ~~11~AgJQ6)HrJ.ioOf[m floÍcl El noo é.nhnrrob 
úJ2fJ ~lWhfu1,~j~);[g~ql(Ü~Jm.~T~HJlPi!jl).J.e§r;¡:l~.:j'JG~c~ft¡rpllJ!'}l.,c~ SlJ)l¡.wif9t 
n~&J ffem~€l~l1,\)ry !ql¡YM~Sirll).; [ d&oJadmnM)jºf!r!i!¡!¡lpjjlJn~~JWi! ¡::.yC:} l,JkliWi!t 
GJGlfl:1QD.;.I IeflJ 1MOíü1Jnfl~~lGl1~ílflc©btItJíid4f113M~1~g9qlI'Bi[,6)I~}ill§a 
R<J)nOOfI~Ja:¡Jlm~u,qi:.qnqipópj¡l¡~1i¡-;r~l;:n'fl.I§§mift.~v~B:~dt ,(l~da ~%1fl.:J 
j:j~r.Jilft¡ JU~Ijl-an:r~~ª[lf;Nt:lrnm9fi[oqlWl §Eb lBiMihhbr.c¡1Jl~ll}¡CfH5 o\~ 
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~dJ!oWi>;r¡Jo$c\!i'mJ1~rgrd)Jl(¡'lHb'[ y 2nfJfj:\fIJWD BOlIoÍoJ/lo2. en[ 'ú:lIfhoh 
-ffLooEmc~~t}j,trflhn~oo{%ª,:Vl~~1J~1JOS(Ja!¡d¡l¡lnciJ:ilJ1~~H d~Il.g.fWn-dpJI~ 
§tu~,illWloldE.Bd~~iIk:(Jj:)ff<¡lplhI(J~fe~flOl5iil~ntmri!:)1YNI~n~s~§r.oq\lt 



soluciones; y otros . tipos de funciones que están relacionadas· 
. con las funciones de Green, tales como la solución fundamental 

. 'definida de acuerdo al mé¡todo general de Hadaman.cl y la fun
ción que aparece en el método de integración de Riesz (7). Se 
examinan las relaciones entre las funciones' de Grleen y las dife
r'entes funciones mencionadas, y se demuestra ,que algunas de 
ellas pueden ser consideradas como funciones de Green en el 
dominio de la integración compleja. 

, Se discuten las soluciones' de la ecuación de IGein-Gordcln 
qUe describen el campo 'mesónico creado por densidades de nu
cleones que vibran con frecuencias inferiPres a la que correspon
de a la masa del mesón. Estas soluciones ya fueron consideradas 
por Schrodinger (5), pero la comparación que hace de las fuer-o 
zas nucleares y las fuerzas de Coulomb, no está completamente 
justificada y no con dUde a una interpretación' satisfa;ctoria de 
aquellas soluciones. Las vibraciones de una ,distribución Ímclcó
nica, con frecuencias menores que la correspondiente a la masa eu 
reposo del mesón, son muy in'tere.santes porque están relacio
nadas con la teoría die los ¡isobaros de los nucleones. Lla
mamos a estas frecuencia, frecuencias isobáricas y a ,las vi-' 

,braciones ~orresp!ondientes, vibraciones isobáricas. La conidera
ción de las vibrlrciones isobáricas nos permite describir satisfaeto- ' 
riamente la transición de 1 un campo mesónico general a uno lestá
tico; esta transición presenta algunos aspectos nuevos en el caso' 
en el cual la masa en repqso del cuanto de campo no es Céll,·O. 

Cuando se considera la ecuación de Klein-Gordon ref.erüla 
a un campo de ondas de electr()nes, es conveniente examinar la 
parte que desempeñan ,las ondas de energía po.sitiva y negativa., 
Este punto de vista conduce a la oonsideración de dos funciones 
que indicaremos' cop D,(+) y DH. Estas' funciones están rela
cionadas con la bien conocida función D, que es tan importan
te en la teoría de las reglas de conmutación relatÍlvistas,; y está 

. también estrechamente relacionada con la función de Green de la 
ecuación de Klein-Gordon. Por combinación lineal de las fun,:, 
ciones D(+) y DH, obtenemos otra función Di' bien conodda, 
que está relacionada con la solución fundamental de la ecuacÍón 
de,.Klein-Gordon V. Tanto V como Di' pueden ser usados para 
deducir las soluciones avanzadas y retardadas de la ecuación: de 
Klein-Gordop.; basta tratar el tiempo como una variable co,m
pleja. Demostraremos, que es posible obtener estas formas de 
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la 'Solución partiendo de la ecuación diferencial de derivadas par-
ciales elíptica ' 

. 
3 02 

2; (-2 - X2 ) ljJ = - 4rrp. 
p.-O' oXf1 

La consideración, de las ondas con energía positiva ynega
tiva es también importante en la teoría dyl campo mesónico. Pau ... 
li (8) extendió el método. de -Dirac de la ,cuantización del camplo 
con fotones negativos, a los campos mesónicos. Schonberg (9) de
mostró que, los fotones con energía negativa que fueran intro¡du
cidos 'por Dirac, pueden, ser obtenidos sin ningún método espe-

:' cial de cuantización, teniendo presente que el campo de radiación 
de un sistema de partículas eléctricas:. contiene ondas retar
dadas y avanzadas, que dan:origen a fotones positiv.os y nega
tivos, respectiv,amente. Las mismas cons,ideracionespueden ser 
extendidas. al campomesónico, com.o se demostrará en otra 
parte. El análisis de las funciones D(-h) y DH indica inmecliata~ 

. mente qu~ el campo' de radiación contiene ondas ,con energías 
positiva y negativa. 

, Las relaciones entre las funciones de Green y los campos" 
creados por fuentes puntl,lales, se examinarán en la, sección 18; 
se demuestra allí que es 'equivalente conocer la función de Green 
para un tipo dado de solución .o la solución, de este tipo cread;o 
por up.a fuente puntual en movimiento. En el caso 'de un campo 
estático, no hay diferencia entre la función de Green y el campo 
de una fuente puntual, pero esto np s'ig'ue siendo cierto en el casIO 
dinámico general. Es interesante hacer notar que las funciones 
de Gr·een, dinámicas son funciones simbólicas, pero las soluciones 
correspopdientes a fuentes puntuales son funciones comunes . 

. Las funciones de Green de' los campos retardados y avan
zados G,d,Kx, x') y Gav(x,x' ), desaparecen cuando el punto de 
universo (x') está fuera dal cOl1o de luz ele (x) i ha"yotras fun
ciones - de Green que no desaparecen en este caso. Hay también 
~la función de Green que desaparece~uandQ (x') está dentro 
del cono ,de luz de (x); esta función de Green permite' formar. 
soluciones que describen acciones C()n velocidad de propagación 
mayor que c. Llamaremos fU!l1ciones de Green externas a las' 
funciones de, Green que no <;1esapar~cen cuancl,o (x') está' fuera 

. del cono de luz de (x). S~rán estudiadas en las secciones 21 
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y 22. Es notable que las funciones de Green que desaparecen en . 
el interior.· del cono de luz, no son las inás simples. 

En ia, definición usl.ul.l de la ~olución fundamental, no· es 
neoesario tratar por sep~rado las ecuaciones difer,enciales de deri
vadas p'arciales' ,eIfptica e hiperbólica, de segundo orden. Sin em
bargo es dudoso si esto es siempre conveniente. La ,función rrD1 

tiene todas ,Iaspropiedades esenciales de la soilición fundamental 
de Hadamard" y es una generalización más adecuada de la so
lución fundamentar de D' AlemberL Párece más satisfactorio to
mar rrD1 como la solución fundamental de la ecuación de Klein
Gordon, en lugar de la función de Hadamard V(x, x'). Tal vez 
el único I inconveniente de esta elección sería lá pérdida de la 
relación con la solución fundamental de la ecuación elíptica (7). 

2. - Relación entre las funciones de Oreen, de Bhabha y Schiht
berg~ 

Dirac (10) introdujo en la teoría del positrón una función 
D (x), definida por las condiciones 

(o +X2) D(x) ~O 

D(x) =0 para xo=O 

Se ve fácilmente que 

+00 

1 f . ~ -+- sen ko Xo -+-
D(x)=¡rr2 . exp.[z(ICr)] ko dsI( 

-00 

(8) 

(9) 

(11) 

(12) 

Dirac dió también u,na expresión de D(x), en función de 
fu,nciones de :Bessel 

. \ 

" 
" 



1 o 
P.(x) _ - -; ti; F(1', x~) . (13) 

- - 1- ~ Jo (X 1/ X02 - 1'2)xo > l' 

F(1'-, xo) =.._ - O ,_ l' > xo > - l' (14) 

1- ~ J,(x YXo'-r') -,r>xo 

Podemos obtener u?a expresión más « condensada» de F(1', xo). 
usando la función discontinua sgn( u) 

sgn( u) _ I + 1 , u> O _ (15) 
- -1' u<O 

F(1',xo) =~ [sgn (xo+1') +sgn (xo-1')]Jo (X 1/ x02-1'2). (16) - 4 

Teniendo pre~ente que, 

d 
du sg¡n(u)=2&(u) (17) 

Jo(O)=l . l 
J'o(O) =- J1(0) 

(18) 

obte;nemos 

D(x)' = & ( xo-1' )-b ( xo+r) _ X, sgn( xo-1') +sgn( xo+1') 
_ 21' _ - 4'¡x02-1'2 

J 1 (X 1/ x0
2-1'2). (19) 

El método de Schonberg (6) conduce a ia función de Green 

G(x, x') = sgn(xo-x' o) D(x-x'). (20) 
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Tenemos 

(O+X2) G(X, x') ;=2b'(xo-x'o) D(x-x') + 

') o +4b(xo-x'o ~D(x-x'). 
VXo 

'Teniendo presente la identidad, 

(21)' 

b\U--i(l)f(u)=b'(u-~a) . f(a)-b(u-:a)f'(d) (22), 

que es válida para cualquier función continua fCu) con derivada· 
oojntinua, obtenemos' de (21) 

(23) 

(O+X2) G(x, x') =4nb(xo-x' o):.b(Xl-X'l).b (X2-:-X'2) b(Xs-X's): . 
. , 

• .Por lo tanto G(x, x') es una función de Green de la ecua
ción de· Klein-Gordon. 

De (13) y (16) resulta que 

G( x, x') =~({xI-L - x'I-L}{x~ - X' ~}) -

XJl (X-V (xI-L-x'I-L) (x~-.x'~» 

~.~ ,~ ~ 

2+sgn({xo-x' o}-lr-r'I) -sgn({xo-x'o}h Ir-:-r'l) 

4 -V (XI-L-xiI-L) (xu -'-x' ~) 
(24Y 

En el ,caso particular de masa en reposo nula del cuanta de 
campo, X = o ,y 

G(X, x') = b ({Xu-X'I-L} {xu- x'~}) = b(X, x'). (25): 

. Como b( x, x') es la· función ele Green para las ·solliciooes 
semi-retardada semi-avanzada de la ecuación inhomogénea de 
D'Alembert, vemos que G(x, x') es la función de Green para las' 
soluciones semi-retardada semi-avan1zada de la ecuación inhomo
génea de Klein-Gordon. Esto se ve también en la expresión· de 
G( x, x') derivada de (11) -, 

" ... 
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00 

1 f' -+ -+ -+ k I ' I -+ , . ', sen o Xo-X o 
G(x,x)=-2 exp[z(ICr-r)] k' dglC 

411 • - o' 
(26). 

-00 

que muestra la simetría 'de G(x, x') co¡n respe:cto ál pasado y al 
futuro: I 

Las funCion~s ,de Green para las soh~Ciones avanzada y r~
'tardada son 

Grel(x, x')'= G(x, x') + D(x-x'). 

Gav(x, x') = G(x, x') - D(x-x'). ' 

'28) { 

(27) 

,G;el(X, x') desaparece salvo que 'el' punto de univ'e~so (x') 
esté dentro o 'sobre el cOno del pasado de (x); Gav(x, x') des'a
'parece salvo ,que (x') esté dentro o sobre el cono del futuro de 
(x). Obtenemos de las ecuaciones (19) y (24) 

G,~et(X, x').' , JI + sgn (xo-x'oH>(x, Xl)_' 

-+ -+ 

l+sgn(xo-x'o-lr-r'l) 'J (,/( l-L-"Il)(' _ ',,» - X 1 X r x x ,xu " x u • 
'2Y(xfJ.-x'l-L)(xu-x'u) , " 1, , 

(29) 

Gav( x, x'). = [1- sgn (xo-x' o)] ~(x, x') -

-+ -+ 

l-sgn(xo-x'o+ Ir-r'l) XJ
i 

(X JI (x~\-x'll) (xu -x'"». (30) 
2 JI (xl-L-x'~)(xu-x'u)' , 

Estas son las funciones de Green obtenidas por Bhabha'. 
Grel Y G aV pueden ser expresadas como integrales 

00 

l' f -+- -+- -+-
, G;et(x, x'). = 4112 ' ' exp [i (l( . r-r')] 

, . 

-00 

sen lcoI xo-x' o'ltsen ,co(xo-x'O)d
g 
it (31); 

, Co 
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sen lco I xo-x' o I-¡;sen leo( xo~x' o) 'da K. ~32)¡ 
, o 

3. - El campo ,de radiación del mesón. 
, ' 

De las definiciones de Grel Y Gav resulta que 

(33), 

1 ' 
D(x-x') = j- [Gre;(x, x') - Gav(x, x')]. 

C<?nsideremos un campo mesónico pseudo escalar creado, por 
ima' distribución ,nucleónica. El campo ~ del mesón está deter:.. 
minado por ,una ecuación' de la siguiente forma 

(35) 

donde p está' definido por la distribución nucleónica. Las cap.ti
dades ~li1 y '~'irr:' 

+00 

~li9(X)= J. q(x, x') p(X') d4 x' (36), 
-OC) 

4-00 

~irr(X}-:-~J, D(X-X') p(~")d4 x' (37), 

son respectivamen:te análogos a los pot:enciales ligado e irradiado 
introducidos por Leite Lopes y Sch6,nberg (11) en la teoría del 
electrón. Las llamaremos ca~pos mesónicos ligado e irradiado . 

. ~/i9 es uúa solució,n de la ecuación é35) y ~irr una solución' de 
la ,ec~ación ,homogénea de Klein-Gordon': 

(o + X2) ~lIg = 4rcp 

(O +X2) ~irr=O. 

(38) 

(39) 

CQlJ.sider,emos .las integrales 'de Fourier,que, represe,ntan 
sen lcolxol; Y 'sen leo xo, 
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+., 
k f' d[( , _ o -.Koxo o , 

senh:olxol-- . e /.2 Ir 9 
TI ~o - \.o~ 

(40),: 

,+"" , 
~en lco Xo = ~ I e-iK

•
xo [b (1co~[(o),- b(ko+I(o)] d[{o' (41} 

-00 

Iptro'duciendoestas expresiones en las integrales que repre
sentan G(x, x') y D(x, x'), obtenem~s 

+00 

" G( x, x') = 4~3 I ~xp [- i[(~ (xu-x' u)] kO~~~(02 (42) 

(43) -
+", 

D( ') - ' i I [, 'T7 (' ')] b(lco-[(o)-b(llo+Ko) d T7 x-:-x --2 exp -,- tnY xú-x u 1 4 n.. 
8rc ' ICO ' 

-00 

Las expresiones bajo el signo int~gral en el miembro ',de- ' 
recho de la ec~ación (43) se anulan, salvo que 

, ,(44),. 

Pero esta es precisamente la condición a que debe satisfacer. 
h . 

,,[(o para, que - e [(o sea la energía de' un mesón con impul8tO 
2rc 

h + -+ ' 
2rc [( ([( es el trivector con componentes [(1, [(2, ](3). 

Con' ayuda de (42) Y (43) podemos obtener las integrales 
_de FOm:ier ,para~li9 Y ~i/'/', 

(45) 

+'.0 
(46); 

.t.... ( ) _ ~ J ' [~' T7~ ] (T7) b( kO-[(Q)-b( ko+[(o) d' T7" 
. o/trI' X ,- 2 exp tn. Xu cp n. 1,' 4n.· 

, ' cO ' 
, -oo. 
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q>(K) es la transformada de Fourier de p(x) 

, , +00, 

q>(K)"=~f exp [i K~ x',,] p(x') . d4 x'. 4,," ,~ 
(47) 

Las ecuaciones (45) Y (46) .muestran 'claramente las eli~, 
ferencias esenciales entre los campoS mesónicos ligado, e irra
diado; las frecuencias y los números de ond~ ele las onelas pla
nas que aparecen en el .desarrollo .de Fourier de ,tPirr están corr,e
lacionados, mientras ",que no existe una tal correlación para .las 

,frecuencias y los números de onda de las ondas del campo 
ligadO'. 

Result~ de (44) que 

(48),' 

Por 19 tanto: . 
« En el desarrollo de Fourier del campo de radiación nO' 

hay ondas ,con frecuencias isobáricas». 
Llamaremos frecuelllcias isobáricas, aquellas que .cO'rrespon~ 

den a 'energías cO'n valor absoluto menor que, la· masa en ,reposo 
del cuanto, de campO' ' 

O' 

h ' 
c-\Ko\<mc2 

2" 

\Ko\<x. 

(49) 

~'50). 

\ 
4. ---' Análisis de F ourier de las soluciones ele la ecuación de 

. Kleirt-Gordon., 

Consideremos las sO'luciones de la ecuación de Klein-GO'rdon' 
de ' forma " " '. 

-+ 
lp =eiKoll'O u(x) (51) 

en la cual ú depende solamente de las coordenadas espaciales " 
Xl' x2' x3• u es 'una sO'lución de la' ecuación 
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(52) 

Si 1(0 n.o corresp.o;nde a una frecuenciá -is.obárica, la ecua
ciÓn (52) es la bien c.on.ocida ecuación de oscilación (Schwin-
gungsgleichung) '. 

Au +[(2 u=O (I(2'=[(02 ~ X2). (53) 

Cuando [(o corresponde a una frecuencia is.obárica, .obtene
mos, en ,lugar de (53), la ecuaeión estática de Yukawa. 

AU-[(2U=O, (54) 

. Ah.ora p.odem.os entender p.or qué las .ondas c.on frecuen
cias is.obáricas ,n.o aparecen en la expresión del ca:mpo de radia .... 

,ción: . estas : .ondas están relacionada& c.on el camp.o estátic.oy 'per
tenecen al camp.o ligad.o, que es la generalización ~elativista' del 
camp.o estático. 

La ecuación (53) admite las d.os s.oluci.ones elementales 

e iKr 
V1=-

l' 
(55) 

'que s.on ambas .oscilal'Orias y .tienden, 'haci;l per.o en el infinit.o: 
Por medi.o de V1 y V2 farmam.os' las funci.ones V(+) y VH 

V(I-) = ~ (V
1
+V2) = C.oS ler 

, 2 . - r 
(57) 

(58),; 

V(+) es también una s.olución ~leinental de (53), es decir, 
una s.olución de (56); VH es finita en el .origen. Necesitarem.os 
a V(+) para f.ormar G(x, x') y ve-O) para f.ormar D(x-x'). 

La solución elemental ele (54) que corresp.onde a V1 y V2 -

sop W1 Y W 2 

-1(,' e 
11)1=--' 

l' 

K,' e w--2- r . (59} 
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(60) 

W 1 tiende hacia cero en el infinito, pero W 2 div!erga en el 
infinito. Por esto es inútil .considerar las funciones w(t) y w(-j 

(61) 

(62) 

ya que, ambas divergen en el infinito. Podemos pues obtener 
una solución \elemental wl de (54), que tiende hacia ·cero en el 
infinito, pero "no una solución similar a VH que está limitada 
en el .infinito. Esto es en esencia la razón matemática para ex_o 
cluir las .frecuencias isobáricas del campo de raclinción, cómo 
veremos. 

Cqnsideremos la ecuación (35). Para obtener· la .solución 
r.etardacla representemos p(x) por la .integral de Fourier 

+00 
. p(x)~ f o (;,[(0) e-iKoXOd[(o, (63) 

. '! "'ret(x) po¡. la integral de Fourier 

'+", 

lJJl'et(x) = f CfJ,:et(;,[(o)e-iKOXOd[(o' (64) 

-+ 
La ·función CfJl'et (x, [(o) es tilla solución de la ecuación 

-+ -+ 

(11+[(2) CfJl'et (x, [(o) =-4rco (x, [(o) 

[(2 = [(02 _ X2 

o de la ecuación 

-+ -+ 
(11-[(2) CfJr~:'( x, [(o) = - 4no( x, [(o)'; 

1[(01) X . ,(65) 

.(65a) 

(66) 

(66'af 
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Por razones obvias debemos usar 'la 'solución elemental wl 

para resolver ,:(66), de mrunera que, 

(67) 

(68) 

Para obtener la solución retardada de (35) debemos, usar 
'la solu,ció:n elemental V 1 para valores positivos de [(o Y V 2 para 
valores negativos . 

'. , 

(69a) 
-00 

(69b), 

porque la solución retar'dada está forinada, por ondas 'emer-
ge:ntes. \ 

En' forma similar podemos obtener la solución avanzada de 
(35) considerando su, integral de Fourier ' 

+00 

lJ1all , J 9av(:, [(ó) e-iXoxo' d[(o' ',(70); 
-00 

~ 

La 9all(X, [(o) de una frecuencia isobáric~ es 

I[(ol<x. (71),. 
-00 

El mismo razo:namiento que nos, condujo a (67) y (69). nos 
da ahora " 
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+'" -
-+ f -+ e-iICr -+ 

CJ'av(X, [(o) , a(v', [(0)-,.-' - da x' (72a)' 
-:lO 

+'" -
CJ'av(;, [(o) , r d(;', [(o) e-;Kr da;' [(o<-X. (72b) 

-00 . 

Se ve de (67) Y (71) '. que las frecuencias isobáricas dan 
la misma contribución al campo retardadó como al avanzado, 
ya que, 

-+ -+ 

CJ're;(x, [(o) = CJ'aú(x, [(o) I[(ol<x· (73) 
, 

Esto es una consecuencia 'de la nece'sidad de usar la solu
cióin elemental W 1 para obtener la contribución de las frecuen
ciasisobáricas ,tanto en el campo avanzado como en el retar
d¡ldo. Por oJo t~to tenemos 

. +'" 
tPirl'(X),= f CJ'irl'(;'[(o) e-iKOXOd[(o 

-+ 

CJ'irl' ( x, [(o) = O I l{o 1< X ,(75a) 

(75b), 

(75c) 
-00 

Para los pótEmciales ligados obtenemos 

+00 

tpli~(X) , f . CJ'li9(:" [(o) e-iKOXOd[(o (76)' 
-00 

-+ t+ -+ 

CJ'li~/(x,[(o)~CJ'r~.(x,l{o). CJ'auCx,l{O) IKol<x (76a) ,. . 
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(76bX 
-00 

Schrodmger (5) observó que la división' en dos partes del 
campo del . mesón ,creado por una distribución nucleónica, una 
de - las cuales correspO!Ilderia a una m:asa en reposo nula del 
cuanto de cainpo y la otra que se anula cuando X = 0, ,no tiene 
'sentido físico,' p¡orque' no separa,las acciones. a corto aloance de 
las de largo alcance. Una división tal se .obtiene de las expre
siones (29) y (30) de las funciones de Green para_ los camp:os 
retardados, y de la expresión (19) de D(x). La fórmula (19), 
no indica en forma explícita que realmente no hay ,una parte 
cor~spo¡ndienfu a acciones de corto alc~p.ce en el campo de 
radiación, . éomo resulta dé la ecuación (75a} (véase sección .,7). 

. Un casó muy importante es ,aquél en el cual,' 

+ 
(77) 

Este caso incluye. como otro particular el campo estátioo 
que correspoilde a 

+ + 
d( x, Ko) = d( x) . b( [(o), (78) 

Resulta de (77) que I ' 

+ ~ + 

Cf'zig(X, K o):= Cf'rdX, [(o) ='Cf'av(x, [(o) = 
+'" 

J 
+ e-Kr + 

= d(X' K )--d x' 'o . 3 
, r 

(79), 
-:o 

(80), 

(81) 

CuaÍldo 



-254-

(83) 

(84); 

La ecuación (83) ~ontiene como ~aso partic~lar la expre-· 
sión de Yukawa de los campos es"táticos. ·Oonduce a una con-

- clusión interesante: . 
«El alcance del campo estático debido a un isobaro exci

tadoaumenta con la excitación del isobaro». 
En realidad el alcalice del campo ·es (X'):-l, y la exciLa-

., d 1 ~ 'b h ClOn e ISO aro es -ro. 
21t 

5. - Apliquemos las fórmulas (67)-(69) y (71) Y (72) al 
caso en el cual 

. Ahora 

-+ -+ 

CJ'r~I(X, [(o) = CJ'av( x, [(o) = 

~exp[i[(o-x'o- VX2~[(021']' 
21tl' . 

(87) 

(88) 

-~. 
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Cflre;(;; [(o) = ~exp [i[(o x' 0--' i 1'[(02 ~ X2 rJ 1 
' 2nr, ' _ 

[(o<-x. 

~",(;, Ko)= 2;~exP [iKo"o + i ¡I~o' - x' rj J 

; , 

-
Las funciones de Green ele la ecuación de Klein-Gordon son 

las soluciones de (35) con 

'p(x):- & (xo-x'o) &(x1-x\>. &(X2-X'2) &(xg-x's). 

Por lo tanto las partes de las funáones de Green G( x, x'), 
Gr~t( x, x') y Gav( x, x') que ,pr(n~ienen de las frecuencias' isobá
ricas son las mismas; designaremos estas partes con G¡~( x, x') : 

+X 
'G¡lx, x') = ~'J'exp [-,- i[(o(xo~~'o) - 1\2 - [(02rJ dI{o= 

, 2nt' ' _ . , ' 
-X 

+X ,". ' 
, 11 o f ' ~, 1/ d[(o 
'=--~-:-:- exp[-iKo.(xo-x'o)- rx2 - K02rJ-:r,,==== 

2n r ur rX~-K02 

(90) 

-X 

Las partes de G(x, x'), G;e:(x, x') y Gav(x, x') que provie-
;jo nen de ¡las frecuencias no isobaras las designaTIemos don r(x, x') .. 

rret{x, x') y fav(x, x'); lrespectivamente. 

F(x,x')'= ~, [r;et(x, x') + fav(x, x')] 

-X . 

rrei(x, x') . ~f exp [-i[(o(xo-x'o) - i ]lK02 - X2r] d[(o + 
2nr 

-00 

00 ' 

(91) 

. -+ 2~r f ~xp [-i[(o( Xo~x' o) + i V [(o; - X2r] d[{o· (92) 

X 
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+~JOO'eXP[-i[(O(XO-~'O) ~iY[(02-x2r] dI(o' (93) 
, 21ir . 

"/.. 

Evidentemente tenemos 

r~el'(x, x')= . 
QO 

1 1 o {J [' T/' (" '). • ,/ T/' 2 '2 - '] dI( o , = - - - exp -Z11.0 xo-x o + ¿r ti,o - X r, --;:, ==== 
21ii, r or ' .' y [(02.-'-'1.2 

"/.. 

+"/.. . ' , dIe 
,- J exp [-i[(o( xo-x' o) :...... i Y [(02 - x2 r] y [( 2 o 2 l· (94), 
, 'o -X J 

"-' 

L; 1 o {f . " I • . . d[(o --o -::---:-: ,exp [-z[(o(xo-x o) -zl [(02 - X2 r] -:r==== 
.21iz r or . , Y[(0'J-X2 

"/.. . 
-"/.. ' rlKf'j 

-J eXP'[-i~{0(xo-x'0)+iY[(02-X2r]VK;;2_X2}' (95) 
-:o 

La división de las funcíones de Green en parbes provenientes lIj 

de las frecuencias ,isobaras y no isobaras rioes relativísticamente 
m,variante, _ pero es muy conveniente para muchos fines, como 
veremos. Los desar!,!ollos. de Fourit~r de las' funciones de Gree,n 
nos: permite computarlas fácilmente. Así, por ejemplo, calcule-
mos ,G;:el(X, x') para valores positivos de S2 

Podemos elegir el sÍslema de referencia de. Lor·entz de.' tal 
mm~~ I 

, , 

,;=0, S2 - (", "")2 .. - ""0-·"0 • (97) 

Como G¡:e:(x, x') es invariante, puede depender solamente 
de s2 y del signo de (x o-x' o). porque suponemos que S2 > O. 
Por lo, tanto, si fijamos el signo de la diferencia (xo-x' o), 
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Gret(x;,x') será una función de la variable $, de Il).anera que ob
"tenemos d~ (90) Y (94) 

(98) 

(99) 

En el' sistema de referencia especiflcado por (97), 1 rete s) es 

-1,. ' 
, . 1¡ f ,dl(o ' 

Iret(s)=- exp[-i[(o(xo-'-x'o)] + 
, 2rr", . VX2_[(02 

-'-1 

'i ' -x dl( 
- 2rr I exp [....:.. i[(o( xo~x' o)] JI [(02...;..:2 • (lOO):. 

, .00 

Cambiemos las variables en las integrales del miembro de
recho de la ecuación (100). Poniendo 

[(o = XZ (101;): 

en estas integrales obtenemos 

+1 , 

f 
dz 

exp[-, iX(xo-x'o)z] -VI Z2 
-1 

(102), 
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l1t 
2: Ho(1) (X(xo-x'o))' 

-
~ l; HO(2) (X(xo-x'o)) 

00 

f 
dz 

. exp [-iX(xo-x'o)z] -VZ2 1-
1 

para x()-x'o>O 

(103) 

para xo-x'o>O 

(10,1) 

para xo-x'o<O. 

HO(1) Y Ho(2) son funcionescle Hankel de orden ,oero. Por 
lo' tanto . 

De donde, 

- Grer(x, al) =0 

,'>0 ) 
(106) 

, 

Cuando 82 es negativo, elegimos un sistema de referencia 
en el cual 

xo-x'o=O', -" 
S=lr. (107) 

En este sistema de referencia 

~"'-.. 
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Ahora no es más necesario fijar el signo de x..:.... x'o,. por
que no es más invariante, Introdúciendo la variable z de la 'ecua

, ción (101) obtenemos 

+1 

J [ ,/-. ] . d~ ( ) exp -X r 1-z2 r -- 109 , VI z2 
'-1 , 

"'J [ ,/ '] dKo" 'J~' [' '-1-] dz exp i rKo2-x2r i . = exp txl z2- r--
. . 1 X2_[(2 VZ2 1 x o 1 

(110.) 

Resulta de (10.9), (110.) Y (111)' que ¡retes) púede ser ex-
presado como una integral compleja ' 

[ 
'_',¡-;---;;]' dz ' 

exp -xr y l-z2-- , S2 < O, 
, VI z2 

(112), 

L es el camino de integración representado en la figura 1. 
Se ve fácilmente que la integral co~pleja (112) se anula 

, (113) 

La función' de Green G ave x, x') puede ser estimada en la 
misma manera que G,:et(x, x'), introduciendo la integrallav(.x, x'): 
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r d ' 
Gav(x, x') = ---:--d laves) , s s 

(114) 

(115) 

Fif!. l. 

Se ve inmediatamente, comparando (115) Y (99). que 

Gav(X, x') =0, xo>x'o, S2>0 ) 

Gav(x,x'),=-:- ~ .T¡(xs);. xo<x'o, S2>0 . 
(116) 

. (117) 

Por lo tanto 

Resulta de (106), (116) Y (118) que 
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. . X' 
G(x, x')=- -J1 (XS), 

2s 

.... 

S2>0' 

. ' , 

, (119) 

G(x, x') ...:...0, , S2<0. (120) _ 

Como las frecuencias isobaras dan la misma Contribución a 
G ;~l Y G av tenemos 

, 1 ' 
D(x-x') = 2 [rret(x, x') -Fav(x, x')]. (121) 

y por lo tanto, ,la diferencia entre I';e!Y l'av> es invariante. 

Ahora debemos ,investigar el c,:ompo.rtamiento de .las funcio
nes de Green¡ cuando (x') está sobre el cono de luz del punto (x). 
Esto se puede hacer fáCilmente i,nv,estig&ndo el com,portamiento 
de Iret(s) e ~a~v(s)' sopre este copo de luz. Ir:ed(s)' tiene una 
disco¡ntinuidad siniple sobre el semicono del pasado e 1 ave s) tie:
ne una discontinuidad similar sobre el semicono ,del-futuro. Por 
lo tanto 

G~t(,'x, x')'= 
b(xo-x' o~i-) X ' 

S2>0, 'xo>x'o . (122) -J1,(xs), 
r ,s 

Gr.et(x, x') , O, xo-x'o<r. (123) 

y 

Güv(x, ~') = b (xo-:-x'o+r) X· , ' 
S2<0, xo'<x'o ,(124) - J1 (xs), 

r s 

Gav( x, x') = 0, xo-x'o<r. (125) 

Así hemos obte¡nido todos los resultados de la sección 2 
por medio', de los desarrollos de Fourier. 

, 6. - Gi¡( x, x') .es una solución de la ecuación 

(0+ X2) G{¡(x, x') =4 senx(xv~x'o) 
;1:o-X o 

b(x1-x'1) b(x2---':x'2) b(x3:-x'3)' (126) 

Esto resulta ,del hecho que la parte de 

4n b( xo--x' o) b( Xl-X' 1) b( x2-x' 2) b( x3-x' 3) 

que proviene ,de la5 frecuen~ias i,obaras' es la cantidad que está 
en el ,miembro derecho de (126), ya que ' 

.. 
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. +o . 

. ,h( xo,x'o)· ~ J exp [-i[(o( XO-x' o)] d[(o. 
21t . 

(127) 
-00 

La función-tP¡( x) 

,-1-00 

l·. tPi~(X),= J ~il(X, x') p(x')d4x' (128); 

es una soluclón de la ecuación 

(129) 

(130) 

p (x) se obtiene de. p( x) por -ÚIla especie de promedio en. el 
... 21t ., 
hempo en un mtervalo aproximadamente igual a _. . Llamaremos , , ex ' 
distribuciones n.ucleónicas . cuasiestáticas a· aqUellas cuyos desa':' 
rrollos dé Fourier contienen solamente frecuencias isobaras. Pa
ra estas d~stribuciones 

tPl'et(x) =tPav(x) =tPi:~X), 

: tPil'l'(x) =0. 

(131) 

(132) 

La ecuaClOn (131) muestra que Gil(X, x') puede ser consi
derada como una fu,nción de Green para los campos creados. 
por distribuciones cuasiestáticas. -

7. -:- Aloance Y' velocidad de propagación de las acciones. 

Las singularidades de las funciones de Green sobre el cono 
de luz del punto Cx) son muy importantes, porque dan origen 
a acciones cón velocidad de propagación igual a Có Efe.ctivamente-, 
obt$emos de (122) y (123) la: f6rmula de Stückelberg (4), :y 
Bha,bha (S) . 

., , 
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~"" 

• ljJ ret ( x) = J [p (x') ] (%.o~;<o-7) d;~' -

(l33) 

La existencia de acciones con velocidad de propagación igual 
a e en un campo cuyO· ,cuanto tiíme una masa en reposo finita 
es muy notable. Estas acciones están representadas por la pri
mera integral del' miembro, derecho de (133), la segunda integra:! 
no depende de los valores de p(x') sobI1e el cono de luz, que es una 
variedad tridimensional. Las acciones que provienen de la pri
mera integral de (133) son de largo alcance, ya que son de la 
misma forma que las acciones retardadas en' un campo con cuan
to de masa cero. Schrodinger (5) ha criticado "la separación, de 
las dos clses de' acciones dadas por (133), que no muestran 
claramente el efecto del alcance: ,La fórmula de Schrodinger, 

Xo .1'o-~'o ' . ' '. 

. ljJl~t(X): J ~x' of o; f :r [r p~XI)]J o (x V (xO~~'O)2 - 'r2) dQ (134) 
,', -00 o 

(dO. es 'el 'ángulo sólido elemental re:l)erido al punto (x» 
no presenta el mismo inconveniente. ,(134) resulta inmédiata
mente de (13)')" (20). Tenemos 

, ' 1 o' 
G(x, x') = -sgn (x'o - xo) -:-:-,~ F CF, xo-x'o) (135) 

r ur 

de donde 

Gav(X, x') =-'- [-1 +sgn (x'o-xo)] ;:"~F(r, xo-x'o)' 
, r or 

Teniendo presente ,(136) obtenemos 

-+= 
ljJ¡;CI(x)":",, J p(x') Grcl(x, x') d!lx'= , 

(137) 
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~o 

= - 2 J dx' o J ~. dr J p( x'), :,. F (f, xo-x' o) dO.. (138) . 
-00 U 

(134) resulta de (138) por integración parcial de la integral 
del miembro derecho con .respec,Lo a ~. De (137) obtenemos. una 
expresión det/J ave x) similar a la (134) 

-f-=.o .%0'"-%0 . 

tPalJ(x) . J dx'o Id/' f :r [l'p(x')]Jo (x Y(xO-X'O)2_~2)d.Q. (139) 
~ o . . 

En el caso' dinámioo, los efectos del' alcance no son tan nÍ
tidos com() en el caso' estático o en el de una vibración isobárica 
ele densidad p ( x). Hemos visto en la sección 4 que las' vibra
ciones con leo mayor que X generan campos que no ,presentan 
efecto. de alcance, pero todas las vibraciones isobaras con lco > o 
generan campos ,con alcances mayores que el alcance estático 
X-1 y que tienden hacia ~ cuando leo tien,de a X. Es físicamente 
evidente que no hay efecto de alcance para el' campo total cuando 
hay emisión de ondas mesónicas: Para obtener un flujo :8a-

. lieJ;lte de energía las cantidades del campo mesónico que corres;
pon den a las intensidades del campo electromagnético, deben .va
riar como 1'-1 en el infinito, siendq l' la distancia deL punto don
dese calcula el ,campO¡. a un punto fijo en el interior de la 
distribución nucleónica (suponemos que la distribución nucléó
nica tiene una extensión espacial finita). Las' fórmulas (69) y 

'-+ -+ 
(72) muestran que' CfJrel{ x" [(o) Y CfJ{lv( x, [(o) varían realmente co-
mo 1'-1 en el infinito. 

Es iuteresante ,hacer 'notar que las frecuencias no isobaras 
'también pueden contribuir a la existencia de efectos. de alcanoe. 
Esto se ve fácilmente siconsider;amos un: punto fuente que está 
~n reposo en un sistema de referencia de Lorentz. En cualquier 
otro sistema de referencia del mismo tiJ?o, el punto fuente se 
mueve con movimiento rectilíneo y úniforme y la cornespondien
te densidad puede 'tomarse proporcidrial a b (x1-V xo), siendo V 
una constante, por una conveniente elección del sistema' ele coor
denadal'¡ espacial. El desarrollo de Fourier de p(x) ,en este sis
tema de referencia de Lor.entz, no contiene freouencia$' isobaras, 
como resulta del desarrollo de Fourier de la función' b de Di
rae (véase ecuación (127)). Así ten'emos un campo con efectos 
de alcance que no contiene frecuencias isobaras. 

( Continuará\):, 
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