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ALFREDO ROSENBLATT 

(1880 -1947) 

El 8 de julio de 1947 falleció en Lima (Perú) Alfredo Ilo­
senblatt. Nacido el 22 de junio de 1880 en Cracovia (Polonia), 
descendía de una antigua familia que, a través de seis generaciones, 
se vió honrada por varios intelectuales, habiendo sido su padre, 
José Rosenblatt, catedrático en la Facultad de Derecho de Cra­
covia. Inició sus estudios en el benemérito Colegio de Santa 
Ana. de' su ciudad natal, destacándose en latín, griego y mateJllá­
tiCa. Desde su juventud cultivó con pasión los estudios n;wtemá­
ticos, 'en cuya dirección intervino uno de sus tíos. En Viena cursó 
ingeniería, a instancias de su padre; vuelto .. a Cracovia, se ,espe­
cializó como matemático en la Universidad de Yagiellovska, al 
lado de Radski, a quien admiraba. Doctorado en 1908, con1enzó 
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su carrera docente, en 1910, c()mo jefe de trabajos prácticos de 
ia Fa,cultad' de Ciencias de Cracovia, donde continuó luego como 
profesor hasta '1936. Después de visitar Roma, París, Lieja, 
Belgrado, Sofía, etc., y de haber pronunciado diversas conferen­
cias, se trasladó al Perú, en dicho año, in~itado por Godofredo 

. Garda, ,entonoes decano de la Facultad de Ciencias de San Marcos. 
Ha'llándose en Urbana (Illino~s)., Est~dos Unidos de América del 
Norte, en viaje de estudIO y chn\ferencia~,' contrajo una neumonía, 
de cuyas consecuencias dejó de existir tres meses más tarde. 

( M. Valentinuzzi 
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ON RESTRICTED PARTITIONS WITH A BASIS OF 
UNIQUENESS 

\ . by 

AUREL WINTNER 

I " 

1. - Let a set, S, of distinct positive integers be called a 
partiti~nable s,et, or ~hortly a re-set, if it possesses a basis, [(, of 
unique restricted partitions, in the foIlowing sense: S consists 
of all integers representable as· sums of dlstinct elements of a 

~equence, 

(1) . 

of positive integers which has, theproperty that a relation of 
the form 

. Il1 + 1,'2 + : . : + le'a = 1'''1 + le" 2 + ... + k;' b, 

where k'l <rC'2<~" 
'holds ~nly when ! \ 

le' 1 = le" l' 

) 

and le',! < le" 2 < .. ' are elcments,. oí 1(, ( 

Every sequence [{ having the latter property .determines a re­
sel S, ha~ing [{ as a basis. Conversely, if a re-set S is given, its 
basis [( is uniquely c1el:erminecl by S. The latter fact can r,eadily 
be verificd by induction, viz., by firsl characterizing leo, and then .. 
¡if ICO"I;." h'j in (1) ~e lmown. kj-tl' in terins of S alone.· A 
formal' rewording of thisuniqueness proof can be based on the 
generaling relation 

ex:> ex:> 

(2) 1 + z; Sn zn = 11 (l+zhj ), 
n-1 j-O . 

Iz l<l, 

','.;',', 

, : > 
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where Sil denotes the characteristic function of S, 1. e., 

(3) Sil = 1 or sn = O according as n is or is not in S. 

lt is cIear that a given set of intege.rs kj is a basis, [(, if 
and only if the cqrresponding proq.uct (2) leads to a power series 
(2) inwhich no coefficient turns out to have a value:distinct 
from O and 1, and that the set S generated by [( is then defined 

. uy (3). This description of the situation makes cIear enough the 
substantially implici:t nature of the requirements involved. 

Strictly speaking, (2) .há'1ds only if the sequenoe (1) is infi­
nite, since otherwise the upper limit of the product in (2) must· 
(whercas the upper limit of the sum in (2) may, but need not) 
be replaoed by a finite limi,e. It is howev,er olear t~lat !( is a 
finite set if and only if S is,. and the fQllowing considerations 
deal with an asymptotic queslion concerni'llg infinite mabes,JC S. 
rather than with the question of enumeration presented by tile 
case of finite mates [(, S. . " 

2. -If S is any set of distinct posItlve integ:~rs, let IV (n) 
denote the number of those elements of S which do not exoeed 
n; so that" 

(4) . N(n)/n. . (Sl+' ... +slI)/n, 

'if Sil is defiped by (3). If (4) tends, as n ~ 00, toa l:i:Itiit, tl:Hm 
S is said to be measurable (<<in relative measurc»), and, ~4eJim~t .•.. 
which will be denoted by I SI, is called the measure of S. 1 t is 
cIear from (4) and (3) that, if 

(5) ISI=lim (Sl+' .-fsn)/n 
n-+co 

iexisls, then 

Since Sil >: O, it follows from a Tauberian theorem of' Hardy 
and Littlewood (cf. referenoe [1] al the end of this paper), that 
(5) is equivalent to . 
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(7) 
CXl 

1S:I=lim (l~r) 2:: sn rn, 
r-+l n-l 

(O<r'<l): 

By «equivalence» is meant that the existence oí either oí tho 
limits (5), (7) impl:i:es the existence and the i~entity oí both 
limits. , 

If this criterion :is applied to the case oí a n-s'et Si it, íol- " 
lows that S is measurable, and has the measure 1 SI, if and only 
if the basis, (1), of S is s~ch as to lead to the existence of the 

limit 

(R) liinf(r) =ISI, 
r-+l 

where 

(9) 
CXl o 

f(r) = TI (l+rl~j )/(1+r2'). 
j=O 

This is clear from (2) and (7), if recourseis had' to Euler'~ 
identity 

(10) o 

CXl CXl o 

2:: zn = TI (1+z2J ),Izl< 1 
n-O j=O 

(which, 1ll VlBW of the cri:terion (2), means that the set of all 
positive integers is a n-set, with 

(11) 1,2,4,8, ... 

as basis). 

3. - It is clear that, if 

(12) 

is a subsequence oí asequence (1) and if (1) is a basis, then 
(12)" is a basis and generates a n-set, S*, contained in the n-seto 
S, generated by (1). FurthermO're, if, S is measurable, ,then -8* 
is measurable and has the measure 

(13) ,1 8*1= 181/2h or IS*I=O 

according as just a finite number or an infinity of elements of 
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, ':",~i 
,,~ 

'.). 

.',' 
"' . ,~~ 

.... 
/,-:-

" ...... 

. , 

'., 

'o, 



} -

-102-

, , 

(l) I are' missing in (12), the exponent h in (13) being the num­
ber of those lc-values whieh do not oeeur iI;l (12). In faet, lhe,' 

, trtith ~f (13) is readily verified from the erit,erion (8), from the 
definition (9) arid from the ideútity whieh results if a finit;e 
number of faetors ~re omitted on the right of (10). 

Let a [( be ealled a O-basis if the eharaeteristie funetion, s/l' 
of ,the n-sel, S, generated by [( satisfies 

(14), (i. e., /8/=.0). 

For instanee, (1) is a O-basis if kn=3n. If it were true that 
. e\'ery basis whieh is not a O-basis is a subsequenee, (12), oí 
Euler's ;bas,is, (11), 'it would follow from (13) that every n-seh 
is measurable, those n-sets whieh are not of measure O havIDg' 
the measure 1/2h, where h is a certain positiv'e ínteg,er (in faet, 
the basis (11) gen~rates all positive integ'ers, which form a sel 
of measure 1). But the hypothesis of this eonchision is falsC!. 
For, if 3· is any value eontained in the interval 0< 3· < 1 (henee. 
a ,value not necessarily oí. the form 1/2h) , it is not difficult to 
conslrucl: a basis [{= [(& corresponding to which the n-set, 
S = S&, is measurable ,und ,has the preassigned & as ils measure .• 
/S&/. 

It will remain undeeided whether euery or not euery n-se(i 
is measumble. What ¡ will be prov,eC( is a sufficient. eriterion,. 
alonso ,with an ,explicit 'oondition which can be obtained as ,a 
coroI1ary of this criterion, for the measur¿¡bility of a n-sel. 

4. - The 'criterion in question is «Abelian) in naturc; it sta­
tes that; if (1) is a basis. for which the limit 

(15) 

éxists, then the n-set generated by (1) is measurable, and its 
measure' is the limit (15), " 

, In view of ,the eriterion (8), this assertion is equivalent to 
thc staLement that, if the ~xistence of (15) is assumed, then th¡e 
funetion(9) must tend, as r ~ 1, to a limil, and that the latter 
has the same value as (15). Henee, 'more than tlle italicized 
assertion will be proved ifl it is shown th¿¡,t, whether the limits 
(8), (15) eJ..o or do, not exist, the funetion (9) must Isatisfy tha 
inequalitics 

":. " 
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(.16), lim in! 2n/'Cn < lim inf f(r), lim sup f(r) < lim sup 2njkn_ 
~oo r+1 . r+1 B~ 

(17) 
00 ., 

fm(r)~ TI (l+r lcn ,)/(1+r2B 
), (r<l); 

so that fo = f, by (9). Since, when n is fixcd, 

(18) 

it is clear tbat 

. (19) lim sup f(r) =lim S,?P t';"(r) 
r+1 r+l 

holds forevery fixed m. On the other hand; if ~ denotes the 
upper limit on· the right of· the second of the iúequalities (16)'~ 
then either ~ =00, in' which case the second· of the' assertions 
(16) is trivial, or else there belongs to ev·ery E> 9 an m having: 
the .property that I , 

lCIl>2;1/(~+E) whenevcr n>m=ms' 

Since 0< r < 1, this means that, if q = qs ~s dcfined by 

(21) q(3+s = r, so tbat 0< q < 1, , 

then 
. " 

rTe R'< q2
IÍ 

wbenevcr n> m = ms· 

In view of (17), the last inequality. implies that 

00 

lim sup fm(r), < lim sup TI (1+q2R )/(1+r
2B 

), 
r+1 r+1. n-m 

where q=q(r) -+ 1 as. r-+ 1, by.(21). Since, corresponding to 
(18), 

,f.~ . 
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, . 
holds for every fixed n, it follows that 

00 

lim sup fm(r) < lim sup TI (1+q2
n 

)j(1+r2n). 
r-+1 r+1 n-1 

Hence; if (19) is applied on the left, and (10) twice on the right. 

,0000 

lim sup f(r) < lim sup z: qnjI'l'n. 
r+1 r+1 n-1 n-1 

Since, as l' --+ 1, 

00 x _ 

Z qnjZ: rn '" (l-r)j(l~q) --+ ~ + E, 
n=l n-l' . 

by (21), it follows that 

.limsupf(r) <~+E, and so limsupf(r) <~. 
r+oo r+oo 

This proves thesecond 0:11 tl~e inequalities (16); a~d the first is 
proved in the saine way. 

It is cIear that the existence and the non-vanishillg of the 
limit (15) imply that 

(22) 

It follows the;efore froID t~e italicized assertroll, j1ustprov.ed, that . 
if (1) is a basis generatirig a 'lt-set, S, which is measurable by 
virtue of the existence ov (15), then the basi~ must satisfy (22) 
unless I S I . O. 

5. - The (lc', lc")-requirement, specified after (1), is obvious­
Iy fulfilled by any sequence of positiv.e integers lco, Ic1, .. ' satis­
fying 

(23) lCnt1>lco+ .. ·+lcn for n=O,l, ... 

Since ka > 1, the inequalities 

(24) kn > 2n, where n = 0,1,2, .. " 

, 
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arenecessary for (23). In the inequalities (24}, the sign oí equa­
lit Y IIlUst faillto hold lor IOne n at least, unless (1) is the sequenct:l! 

I (11),' the basis oí all positive integers. Thus (11) a.ppears as ths 
(unique) extremal c1!-se of all bases satisfying (23). 

A corollary of the italicized criterion is that, if lco, k1, •• : 

is a sequence of -positive integel's satisfying (23), then it is a 
basis generating a measurable n-seto In order to conclude this, it 
is. sufficient to ascertain that the limit· (15) must exist whenevl~r 
(23) is satisfied. ~ut this can be assured by, even thoug'h it is not 
explicitly contained iri, the arguments applied by R. Salem and 
D. C.' Spencer (cf. reíerence [2] below). 

Since .(23) implies the existence of the lirpit (15), it follows 
that, if a basis satisf~es (23), then (22) must hold unless the. 
n-set is of measure O. Nev·ertheless, it is,easy to see that, corres­
ponding to every .& in the intervalO <.& < 1, there exists a basis 
satisíying (23) andgenerating a -(measurable) n-set the meaSUl1e' 
of which is B·. 

The Johns Hopkins University. 
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ACERCA DE UNA TRANSFORMACION CANONICA 
DEL OAMPO DE RADIACION 

por JoSÉ A. BALSEIRO, .. 

(Instituto de Física. - ~a Plata), 

, 
SUMMARY. - It is shown that the canonical transforrnation, which loads frorn 

the variables. p, q of a linear oscilator to the new ,variables N,tl- (N, 
number of excitation, tl- phase) does not fit with the ordinary ,acherne 
of transforrnation theory. A generalization of thiB acherne, auitable for 
the 'preaent case, iB given. 

\ 
§ 1. ~ IntroducciÓn. 

El campo de radiación cuantificado se describe mediante un 
par de variables canónicas, PI" qr' correspondientes a cada onda 
definida por el índice r. En esta repr'xsentación el hamiltoniano 
del fGampO es: " 

Las funciones propias de (1. 1) son; como es sabido, las 

funciones de Hermile e-;2HnCf.,r), Cf.,,.=2rrn q,.) y los valo­

res propios de H sor ?~,. hvr , siendo nI' números enteros y POSI­

tivos. 
" El campo de radiación cuantificado puede describirse, tam­

bién, mediante las variables complementarias NI" 3o;.. La primera 
es el número de fotones asociados _.al estado r y &1' la variable 
,de fase correspondiente a este estado. Cumplen la relación de 
conmutación: . 

l· 

'í! .¡ 
" ' 

" . 

'!:~ 



, ,1¡i 

\ 

.', ¡. . 1"1' ' 

!~ . 

-107-

. (1. 2) 

El hamilton.Íano (1. 1) en ·esta representación; teniendo pre­
sente (1. 2), es de la forma: , . ) 

H = l:: hVr NI' = i l:: hv,. -!- . 
. u&r 

(1. 3~· 
, 

. \ 

Las funciones propias de (1. 3) son, pues: 

H En(&) .. i hVr O~'r e,""inr!}r = nr,hvr F.n(B-) nr=O, 1, 2, 3, ... 

'o . " 
HE, (&) =;l'v ._e+tUr1l-r=_I' l'v:,E (B') , 1 2 3 -n • L /' 0&1' . Lr L r· '-n "1' = , , , .... 

, En este caso el sistema' completo. de las autofuncidnes es el 
conjuI?-to e -inr!}r, e +inr frr , de las cuales sólo' las primer~s con­
ducen a valores positivos. de la energía. Al pasar de la repr.esen­
tación p, q a la N, & los valores propios de' N, que son números 
enteros positivos en la primera representación, se desdoblan en 
positivos y negativos ,en la última. En la representación N, B· no 
es posible, como a 'veces se hace, dejar, de lado las funciones 
fLn.(&), que conducen a los valores propios negativos, pues' en 
esta forma se pierde l~ completidad del sistema de las auto-
funciones. . 

En el presente trabajo se discute, desde el punto de vista 
de las transformaciones canónicas, la transformación de l~ re­
presentación p, q a la representación N, &. En esta forma es­
posible obtener las funciones En(&) como las funciones trans-. 

E2 . 
formadas de e-2" HnC~). En cambio, f.-n(&) se obtienen como 
transformadas de las soluciones de la ecuación de Hermite co­
rrespondÚmte a valores imaginarios de las variables q. Como 
consecuencia del formalismo desarrollado se obtiene que, en vir­
tud de la ,neoesidad de considerar el siste,ma completo f.n(&) , 
FL

n
(&), no puede prescinclirse en la descripción N, & de fotones 

.de energía negativa. Esto es equivalente, en la representación 
p, q, a la neoesidad de considerar las solucion,es ,de la ecuacióllj 
de HermHe, no 'sólo sobre el ej·e real de .las variables q, sino, 
también, las soluciones sobre el eje imaginario. . 

, .. /J 
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§ 2. - Transformaciones canónicas. 

La teoría' de' las transformaciones canónicas cuánticas fué 
'JesarroJIada por Jordan (1) Y Dirac (2). Para nuestro objeto 
necesitamos algunas relaciones que no figuran explícitam~nte en 

. ('stos trabajos. 
Sea dada una transformación entre las variables canónicas 

P1' P2' ... q1' q2 ... y P 1> P 1> ••• Q1> Q2' ... que, naturalmente, sa­
tisfacen la relación de conmutación de Heisenberg. Podemos dar 
la transformación canónica que consideramos ¡en la forma: 

p=p(Q, q) 

P=P(Q, q) 
(2.1) 

en donde se han suprimido los subíndices. Si la transformación 
es dada en esta forma, deben' considerarse como independientes 

. oQ oq' . 
a las variables Q y.q, es declr dq= oQ=O. Estas relaciones equi-

valen a: 

ih oQ pQ-Qp=--- -=0 
I '2n oq 

ih oq 
Pq;-qP=-- -=0 

, 2n oQ 

(2.2) 

Las variables p conmutan, pues, mn las Q, y las Pcon 
las q. " 

Si W ( q, Q)es la función generatriz de la transformación 
canónica, se cumple: 

De a~í, 

oW 
Pl'=-­

oqr 

(') P . .TORDAN, Z. f. Physik, 37, 383 (1926) Y 38, 513 (1926). 
(") P. A. M. DIRAC¡ Proc. Roy. Soco London, 116, 633 (1927). 

(2.3) 

J 

!) 

~ .. " 

, 
. ·,1,:, :.,.' • ,',',0')', ~".' I '.'0' 00" ''':.q,\ ..... ·'·¡·'e¡¡¡¡I~~; • ." 
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Luego,: 

Las variables p, P no conmutan. Teniendo esto pr,esente .. 
de la: (2. 1) se sigue que q y Q tampoco conmutan: 

, 
qQ-Qq cl=O. (2.5) 

Dada una función ljJ( q) referida al sistema de /variabl'es 
p, q, se transforma en B( Q) msdiante: 

qQ) =/ S(q, Q) ~(q) o'(q) dq (2.6} 

donde S(q, Q) es la función de transformación y o(q) es una 
función de densidad. Recíprocamente: 

lp(q) =/ S*(q, Q) qQ) p(Q) dQ (2/7) 

siendo p( Q) una función de densidad respecto de las varIa­
bles. Q. 

Si ljJ).. ( q) forman un sistema ortogonal de funciones norma­
lizadas con la función de densidad o( q) 

(2.8) 

puede demostrarse que las funciones trausforrnadas en caso de 
variables, q, Q reates, forman también un sistema ortogonal 
con la función de densidad p(Q):, 

Por otra parte, considerando que 

. h o 
p=-~- -­

·2n oq 

es posible demostrar que: 
J 

(2.9) 

, 
• l~ 

'. )1 

';J 
'} 
r 
·1. 
I . l. 
I 
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(2. 10) 

Esta expresión permite determinar S( q, Q) cuandb se dá la 
transformación (2.1), pues por la propiedad (2.3) de W(q, Q) 
se tiene: 

, (iJW' iJW ) , 
, d,lf = ~ ~dq,. +dQ dQ,. = Z; (p,. dq,. - P,. dQr)' 

r uq,. r r . 

I 

Nos interesa, en forma especial, la ecuación dif.erencial a 
'la cual satisface B(q, Q), cuando la energía queda referida a los 
ejes principales, tanto en el sistema p, q como ,en el P, Q. Sea 

lI(p, q) =H (- 2
ih .~ ,q )eI hamilloniano en el sistema p, q y 1t uq . _ 

JI CI(q)~(q) sus autofunciones: 

(2.11) 

Análogamente para. el sistema P, Q: 

(2. 12) 

Multiplicando (2.11) por ]/o{q)S(q,Q') e integrando: 
~ . 

!JlCI(q)S,(q,.Q) [H( '-~" ~~,q)J/CI(q)tPx(q)]dq= 

A J S(q, QHJx(q)CI(q) dq= 
- . 

1 . gP ( ih iJ ) 1/-=AI\(Q)= ['L --o -,Q' rp(Q)I\(Q)J. 
'. V p(Q) 21t iJQ 

Integrando por partes la. p.dmera de ,estas integrales, lIa-

. d H- ( ih iJ ) 1 . f ]'f '. Id' d man o 7- ~, q a a orma (1 erenCla a Junta e 
21t uq' . 

H ( - ~ ;~ , q) y considerando qll,e en el límite de integración 

.. ; 
" 

\ ' 

, .... 

cl

f 
.... · . I ' 

f 

I ¿ 

.",.. 

I , 

\ . 

I . 
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las funciones y'd(q)~A(q) c1ebenanularse, se obtiene: 

Puesto que esta relación se cumple para cualquier valor de 
(l Y A, se sigue que: . 

Vd~q) [ij( -J~d~:q )Vd(q) S(q. Q)]= 

. l' ( :ihu )V-' =v [ge -Q "Q,Qp(Q)S(q,Q)]. 
p(Q) ... 1tv . 

(2.13), 

Esta es la ecuación diferencial a la cual satisfaoe S( q, Q). 
Prooediendo eIJ. forma 'análog~ y partiendo de (2. 12) se 

llega a: 

1 (ih u )y-
Yd(q)[H -21t uq,q d(q)S*(q,Q)]= 

y l' [ge( - 2
ih '~Q' Q) V p( Q) S*( q, Q)]. 

p(Q) reú J 

(2.14) 

§ 3. -Transformación p, q --)o N, 3-. 

Los operadores de emisión a,.+ y absorción al' de un campo 
de radiáción cuantificado están vinculados con las variables Pr' qr 

,. y N r' 3-r mediante las relaCiones (3) : 

(") Ver P.. e. W. HEI1'LER, The quantmt theory 01 radiation, § 7, Oxford 
Univ. Press, 1944. 

. , 

.> 
" 
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+ -i, ( +' ) yN -i6r al' =y , PI' zwrqr = . re 
2hvr l' 

, ' Z (\, ) i6r Y-N 
a,. = y_ Pr-ZWr qr = e r' 

2hv.r , 
(3.1) 

D ( ) ' 'cw h N e 1. 2 , si se define uná nueva variable -/Lr = - 2n r' se 

tiene: 

CJr.r Dr' --: fJ'r,o/lr =- i ~ ~rr" . 2n' 

CJe. y &1' s~n, en esta forma, variables canónic~mente con­
jugadas. La (3. 1) es, pues, una' transformación canónica entre 
las variables P, q y o/lr' &/.. " • 

Respecto de la nomenclatura empleada ,anteriormente Cfl 

o/l=P y &=Q. ' 

Según (2.2) las variables p conmutan con las & y las N 
con las q. No así p con N ni q con &. 

De (3. 1) se obtiene: 

ei& q e-it} - e-i&q ei& = e2i& q - q e2i& 

eitl:!q e-iO'._ e-i & q ei& = q e-:2i& _ e-:2i & q 

y de aquí resulta 

cos2 & q = q cos2 &, 

sen2&q , qsen2&. 
~. 

, 
(3.2) 

Derivando respecto de & y mediante las (3. 2) se obtiene: 

e2f& q = q e2it¡. 
¡ 

y de aquí se obtiene qU/et q también conmuta con tag fJ·. Con estas 
relaciones sin mayor dificultad se encuentra que: 

p=wqtagfJ' 

CJr.~. - ~ N = -~ [~ (p2+W2q2-hv)] 
,2n 2n, 2hv 

1 ,,' 1 1 h 
=- 2 w qu cos2 fJ.+ 2 2n' 

, j .".,.';'.: , .• :, 
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/ 

De (2.3) se obtiene que la función gen~ra~riz eS: 

21ti . '. i vii ,i __ W =- -41t2 - q2 tag & + -&=- - ~2 tag3' + - & 
h 2 h 2 2 2 

·Vv (~=21t h q) . (3.3) 

. ' FinalrI}ente la función de transformación, segúq.la. (2. 10) es: 

, ~2 & 
S( 'c: n.) _ -i-tag& + i-

':1, \)' - e 2 ' 2 (3.4) 

§ 4. - Transfornwción de las funciones prop¿as. 

Estanc~o d~dos'H( - i ~1t :q' q),ge (- i;~ :Q' Q) y .S( q, Q) las 

funciones de densidad o(q) ypCQ) quedan determinadas me-" 
diante la ecuación (2. 13)~ Si se resuelveesLe problema, en ge­
neral, ~o se encontrará un único par de funciones o( q), peQ)·· 
sino un sistema de soluciones 0i(q), Pi(Q); °2(q), P2(Q) .... 
Conocidas en esta fOJima las funciones de densidad habrá que 
determ~nar a qué funciones ~(q) y ECQ) corresponden. I 

Oonsideremos las funciones de densidad posibles cuando la, 
función de transformación está dada por la (3.4), 

y 

ge ih o . o 
(- 21t uQ , Q) = zhv 03· 

En este caso la (2. 13) es: 

I 

~ i ~ [V p(&) e - : ~2 tg & + : & J. 
V p(&) 0& . , ' 

.1', 
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Efectuando. ,pperacio.nes se llega a: 

Siiendo. ~ y B· variables· independientes, la (4. 1) admite So.­
lución cuando.: 

a'(~) 
1 + -- ~ = a·= co.nst. 

Cl(~) 
(4.2) 

. . '(&) 
i . a . tag B· ~- i ~- = b = co.nst. 

p(B') 
(4.3) 

Cll/(~) . Cl'(~) 2_ . 
- 2Cl(~) + (2Cl(~)) - - b. 

(4.4) 

De (4.2) se o.btiene: 

Cl(~) = co.nsl. ~.a~1. (4.5) 

I Mediante la (4.4) se determinan lo.s vaJo.res de a y b . que 
satisfacen la (4.1). Sustituyendo. en ésta el valo.r de Cl(~) dado. 
po.r(4.5) se llega: 

De aquí: 

Existen, pues, do.s funcio.lle'S de de!1siclad 

(4.6) 

a las cuales, según (4. 3), co.rrespo.nden, para b = 0, las funcio­
nes: 

Pi(&)-~ 
co.s& 

(4.7) 

/ 

1, ,. '¡'¡ 
~ ¡, 

\. 

, . 
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Con estos . elementos ,estamos ·e·u Gondiciones de' encontrar la 
J. e2 . 

transformación de ~as funciones e--§;lln(~) a las funciones Rn(3,): 

con 

OC> 

. ei!fe-e2s(l})lln(~)cJ(;)d~ 

R[S(&)]=~>O. 
. '2 

(4.8) 

r 
(4.9) 

Debemos astablecer, en primer término, cuándo corresponde 
emplear cJl(~)=al o cJ2(~)=a~~2. Según.(2.8)' se -tiene: ! 

• OC> 

para dl(~) ." al' J e-e
2 Hn,(~)lln(~)ald~.=alén'6ll'w 

, ." 

para d2(~) = !l2 ~~, J e- ~2 (+ 111l:(~) )'( ~ lln(~) ) (1,2 ~2 d~ = . 

Es decir, para d2(~) debe considerarse la transformación rte' 
1 ' . 

. T Hn(~). 
Puesto que 112n(~) es un polinomio par y 112n+1(~) es im­

par, la, (4. 8) es distinta de cero para 11. ' 2m y cJ(~) = al Y 
cerO ·cuando cJ(~) = a2 ~2 .. Recíprocamente ·es nula cuando n = 
2m+l y d(~) = al Y distinta dé cero para cJ(~) = a2 ~2. En esta 
forma se tiene: 

."" 
. B21l (&) = al e i :f e - ~2 .~(&) 112n(~) d~ = 

a .. {} fm 1 y-' , . 
_.~ e~2 e.-r¡S(&)y_H2n ( l1)dl1 (~)O) 

0. 11 ' 

.,' I 

>',1 

,',/ 

':i 
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(4.11) 

Las (4. 10) Y (4. 11) son las transformadas de Laplace de 
1 -' -

las funciones ]111 Ií 21! (V 11) Y Ji 2ntt1 (V 11) respectivamente; las 

funciones transformadas son conocidas (4) cumpiiéndose la con­
dición de convergencia R ( S (D'») > O : 

; r (&)---,- (11 i!.y-(2n)! [l-S(D')]n 
'2n -- e 2 1t = 

2 n! [S(D') ]11+1/2 

1!i(2l1.)! "2 "-
= (1 -. -- COS1/ 2 &'e - '¿ Uv-

1 2 't! (4.12) 

r 11 (D') =_ (12 ei: y;-(2n+1)! [l-S~D-)]n = _ 
.. 2 +.,: 2, ~ n ! [ S ( D') ]n+3/2 

=- (12 V21t (2l1.~1)! COS3/2 & e- i(2n + 1)~. (4.13) 

A las- funcibne~ e' -i2n& les corresponde la función de densi-
const '(0 +1)& . const 

dad --ya las e -~ ~n les corr,esponde --. Estas son las cos D· " . cosa D 
funciones' de densidad. calculadas anteriormente y dadas por (4.6). 

Estas funciones' propias corresponden a valores propios posi­
tivos de la, energía. 

§5. - Valores propios negativos. 

, I ~ 
El sistema' ortogonal completo de las funciones e - 2 Hn(~) .) 

se transforma, como hemos visto, en el sistema semicompleto de 

~ 

(') Ver G. DOETSOJI, Theorie una 'Anwenaung aer Laplaoe Transforma­
tion, pág. 403, ,JuliuB Springer, Berlín, 1937. 

" '.... .,' 
l .. ,: .... ', ' ~ \ .'. 
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las funciones e -:-in.e(n > O). Debemos ahora, con \ el objeto de 
poder disponer del sistema compl,eto de estas funci'ones, hallar 
en' qué condiciones. se encuentran las funciones e in3- . ' 

Consideremos la función de transformación 

, . E2 • 3-
S(r;.,B')-:-e+~2 tag3-+~ 2 ,(5.1) 

Resulta 

S*(&) .. ' e-
i
&, R(S*(B'» = 1

2 
> 0, 

2 cos B' -

con lo qúe las expresiones análogas a (4. 12) Y (4. 13) que se 
. obtienen son: 

Vn (2n)! 1/2 n, +i(2n+l)3-
0.1 --- COS ve 

2 nI 

V-2 (2n+1)! 3/2 n: +i(2n+2)& 
-U2 TI. COS v'e . . nI, 

Se obtiene, pues, que mediante la función ele transformación 
(5.1) se transforma 

Ahora bien: se obtiene (5.1) a partir ele (3.4) si estableoe.,· 
mos que ~ = ir;.. Por otra parte, la ecuación de Hermite: 

(5.2) 

para valores reales de ~ If:iene por valores propios números enteros 
positivos. En cambio, para valores negat,ivos de n: 

" 

(5.3) 

admite soluoiones ortogonales. que se anulan en .el infinito· si 

, , 

, ~" . , 
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~ = ir,.' En efucto, haciendo el cam1>io de variables se obtiene la 
ecüación 

d
2 

F ~n(i'q _ 'f'2[i' (''f') _1 (2' '-1) F ("f')-O dr.,2 ..., -11 le, I n -n ¡,e, - " 

CUy~lS ~oluciones 'son, si se c~mpara esta ecuación, con la (5. ,3) 

De lo dicho resulta que: 

E2 . 

Se obtiene asír que la Lransfo':rm~da de e- 2 Hn- 1(r.,) es, co­
mo lo indica la (5,2), la función e ~n&. Estas ,fl'mciones corres­
ponden, ahora, a valores propios negativos de la energía. 

Puede apreciarse, de lo dicho, en qué forma se corvesp<mde 
'el sistema cOJIlpleto de fuilciones' e-in&, e +in& con el sistema 

~2 

también completo de las ,funciones, ,e -~ H n (~): EJ primer con-
junto de las funciones e--'-in& se corresponde, mediante la trans­
formación canónica IV, a' --+ p, q con las soluciones de la ecuación 
de I-Iermile para valores reales de la variable q y conducen a, va­
lores' propios positivos de la energí'a. En cambio, el conjunto de 
las funciones cin & se corresponde con las soluciones ortogenales 
de esta ecuaCión para valores imaginarios ele ej, y conducen a 
valores riegativos de la energía. 

En la descripción N,3- del caml)o de radiación resulta, pues, 
necesaria la introducción de fotones de energía negativa, lo que,. 
en 'la descripción p, q implica la necesidad de considerar las solu~ 
ciones de la ecuaci6n del oscilador líneal sobre el eje imaginario 
del plano complejo, de la variable q. Aunque en este último caso,. 

, 'o 

,v:;, ' , ' 
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si se prescinde de la representación N, &: no resulta 'muy visiblie 
esta nec~sidad, debido a que unas, y otras soluciones de aquella 
ecuación forman de por sí sistemas completos: 

La generalización obtenida del esquema de las transformacio­
nes ck!-nónicas no deja ver, sin embargo, cuál es el origen die l¡t 
dificultad que tratamos. Pero el hecho es que la correspondencia 
biunívoca entre las autofunciones correspondientes a ambas repre­
sentaciones, sólo se obtiene si se tienen en cuenta las soluciones 
de la ecuación del oscilador lineal en el eje imaginario. Esto 
equivale a considerar a las.variables q como antihermitianas, len 
forma análoga a la empleada por W. PaulJi (5) al aplicar a un, 
sistema de osciladores lineales el método de 'cuantificación de Di-

.. rac (G). En -el formalismo desarrollado aparece como- natural la 
, neoesidad de considerar estos valores de c¡ en el antiguo método de 

cuantificación del campo de radiación. ' 
Agradezco al Prof.' G. Beck el haber llarúado,I mi atención 

'sobre este punto y las discusiones mantenidas respecto, de asuntos 
tratados en este trabajo, yal Prof. R. Garis su interés ,por el 
mismo. 

José A. Balseiro 

(G) W. PAULI, Rev. Mod. Phys. 15, 176, (1943). 
(0) P. A. M. DIRAC, Pl'oc.-Rey. Soco 4180, 1 (1942). 
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~OBRE LA DISTRIBUCION DE PLANOS EN EL 
ESPACIO 

por L. A. SANTAL6 

, ' 1. Enünciado del teorema.' Deriv!ldo de un problema físico, 
'Goudsmit ,ha estudiado el problema de hallar el va10r medio del, 
cuadrado del área de las regiones en que el plano queda dividido 
por rectas arbitrarias distribuídas de manera que el valor medio 
del área de dichas regiones valga Ila unidad (1). ' 

Desde el punto de vista matemático puede ofrecer interés, 
considerar el problema análogo en el 'espacio. Esto es lo que vamos 
a hacer en la presente nota. 

El problema y resultado obtenido se pueden enunciar de la 
si;guiente manera: o 

Supuesto el espacio dividido por planos arbitrarios en re­
giones cuyo volumen v tenga por valor medio la unidad, el valor 

4 ' 
medio, de v2 vale '3 1[2 

La demosJ;ración dada por Goudsmit para el caso del plano 
no es fácil de 'generalizar al espacio. Con ligeras varianles puede .. 
sin embargo, haoerse esta generalización, si bien el método resulta 
largo y las consideraciones de probabilidad qu~ es preciso utilizar 
no del todo convincentes. 

Por esta razón vamos a seguir un método completamente 
distinto, qut¡) puede aplicarse lambién en el caso del plano para 
obtener 'el resultado de Goudsmit y que, posiblemente, puede tam­
bién ser generalizado a un espacio de cualquier número de di­
menSIOnes. ' 

2. Demostración. Consideremos primero una esfera S de 
radio R y un número finito n de planos que la cortan. 

(1) S. ,GouDslm;, Randorn dis'l1'ib·¡¡'tion of linos in aplane, Rovicw of Modern 
'Physics, voL 17, p{tg. 321, 1945. . 
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Supuestos los ~lmios dados arbitrariamente, ellos dividirán 
a, S en Un cierto número de regiones. El valor medio de este nú':.. 
mero'" de regiones sabemos que vale (2) 

( n ) nW, ( n) n3 F <N> = "- - n 1 
o 3 1113. + 24M2 + + 

siendo V el volumen, F el área y 111 la integral de 
media de S, o sea, 

V=.!.nR3 
3 ' 

F=4nR2, M =4nR. 

El valor medio del volumen de estas reglOnes será 

, V 
<v>=-­, ,<N> 

(1) 

curvatura 

(2) 

y para que secumpla,Ia' condición de que valga 1 debe ser 

R= [(n)~ .!'(n)~' ~'(n 1)]1/3 
3 43 + 4 ,2 16 + 4i' +, . (3) 

Recordemos que la medida del conjunto de planos que 'cortan 
a un cuerpo convexo cualquiera es igual a la integral de curvatura 
media del mismo (3). Por ejemplo, en los casos particulares .de 
la esfera S y de un segmen~o de recta de longitud a, dicha me­
dida vale,' respectivamente, 

f dE=4nR, f efE ' na (4) 
::; 11. 

siendo dE la «densidad de planos» y estando la primera integra­
dón ,extendida 'a todos los planos que co~tan a S y la segunda a 
todos. los que cortan al segmento. 

(') L. A. SANTALÓ, Valol' Inedia del número de regiones en que un ouerpo 
del espacio es dividido por n planos arbitr.arios. Revista de la Uni6n Matemá­
tica Argentina, vol. 10, pág. 101, 1945. 

(3) W. BLASCHKE, VOl'lesungen ',über Integr.algeontetl'ie, Hamburger Mathe­
mastische Einzelschriften, 1936 (pág. 66), 
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Consideremos dos puntos P 1 Y P 2 interiores a S y sean dP l' 
dP 2 ,los elementos· de volum'en correspondieqtes a los mismos~ 

Sean, además, Ev'E2' Ea, .... En' n planos arbitrarios que cor­
'tan a S. Consideremos la integral múltiple 

T'4.~1 • 

en la cual la integración está ex,tendida, para cada plano E¡, . a ' 
todas las posiciones en que corta a S pero no separa a los dos 
puntos P 1> P 2' La integración respecto estos puntos está extendida 

, a todo ,el interior de S. 
Fijando primero P 1 Y P 2 Y llamando a a la distancia entre 

los mismos, según (4) la int~gral de cada dE¡ vale (4nR-na) y 
por tanto queda <, 

(6) 

Además, en un sistema de coordenadas pálares de centro P l' 
llamapdo dÓJ a la dirección del espacio según la cual se encuentra 

. P 2' es dP 2 = a2 da dm. Fijada la 'dirección dm y la distancia tI, 

el elemento dP 1 pueHe enloncés integrarse a todo el, volun1en co­
mún a la esfera S y a la que se obtiene por traslación' de liJ 
~nisma ,de un segmento. a. El volumen común a ,estas 'esferas vale 

4 R R 1 -n a-n 2a+ _ na3 • 

,3 \ ' 12 
(7) 

,Al hacer v¿¡.riar dm a todas las direcciones este volumen' ilo 
varía, de manera que la integral (6) queda reducida a la integral 
aimple 

9R " 

f . '4 1" 
1 --.: (4nR-na)4 ( 3 nR3 - nR2 a + 12 naa ) 4n a2 da. , (8) 

o 

Por otra parte" si en la primera expresión (5) de la integral 
1, par~ llevar a cabo la integración, se mantienen prm'tero fijos 
los pla~lOs' E¡, 'los puntos P 1> P 2 pueden entonCes variar en el 
interior de cada una ele las N regiones en· que S es dividida por 

'., : 
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los'planos. Llamando Vi (i=1,,2,3, ... ,.N) al volumen de es­
tas regiones, e~ por tanto 

Siendo, por definición, 

(10) 

donde <v2> n indica el, valor medio del cuadrado de v para el 
caso' considerado de, una esfera de radio R, teniendo ep, cuenta (4) 
Y que el cociente V /<N> vale 1, r~sulta ' 

(11) 

El problema se reduce por tanto a hallar el límite de este 
cociente cuando n y R, ligados por la relación (3), tienden a 
infi)1ito, de manera que la esfera S pase a llenar todo el espacio .. 

Segú~l ~8) y (11) es 
2R 

J ' a n 3' a 1 aS ' 
<v2>n= (1--) (1---+- -,') Ana2 da. 4R 4 R 16 Ra, 

(12) 

() 

I-Iagamosel cambio de variable 

, I 
a=2Rt 

con el cual la integral anterior queda 

(~3) 

donde R está ligado cón n por (3). 
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Observemos ahorá que por integraciones por partes suoesivas 
se obtiene inmediatamente 

1 , 

f( l- t)1t t2 dt-. 16 .:....1 
"2 - (n+1)(n+2)(n+3) + 2n+l 

o' 

1 

f (1, - ~ ) n t3 dt 
o 

32 B . +-
(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) 2n+l 

1 

f ( 1 ~ ~) n t5 1t. --:---.-:-----:-:--:-'--:-:--;-12_8--;-:------;- + e 
(n+1) (n+2) (n+3) (n+4) (n+5) (n+6) 2n+l 

o 

siendo A, B, e factores cuya, forina explícita no interesa, peIlo 
que tienden a O ~l crecer n infinitamente, 

Teniendo en cuenta estos valores y sustituyendo R por su 
valor 'en función de n dado por (3), de (13) se ,deduce 

'" l' Q. 4" <v~>= Im<1)~>n= _1t N 

n~", 3 

que es el resultadq enunciado.' 

(14) 

~ 

N o t a . - Obsérvese que si en lugar de suponer, los planos 
dados arbitrariamente, se supone, que se dan independÍlentemente 
3 haces de planos perpendiculares a 3 ~ej,es c09rdenados rectangu­
lares, siendo para cada haz los planos c1ados también arbitrar~a­
mente; ,pero de IJanera~' que su distancia media sea la unidadJ 
el valor medio de¡ v2 que se obtiene en este caso régulal', no 
coincide con el anterior del caso general. 

, ' Proo~diendo como Goudsmil paFa el plano, se encuentra in-
I medialamente que en el caso regular es 

valor inferior al del cf}.so genera] considerado. 

BUENOS AIRES, Seminario Matemático de la Famtltad de 
Ciencias Exactas, F'ísicas y NatJtmlcs. 
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COEFICIENTES DE KUMMER 

por PEDRO A. PIZÁ 

San Juan de Puerto Rico 

,', ' 
, , 

'Con los primeros resultados de sus célebres investigaciones 
referentes a la ecuación de Fermat xn + yll = ai~ ,publicados en 
1837, Kurnmer introgujo y utilizó cierta-fórmula en la que 'apa­
recen todas' las potencias pares o impares de x + y , z (*). Esta 
fórmula debida a Kummer, fué demostrada posteriormente por 

. Mention. Puede escribirse para cualquier exponente n como si­
gue: 

11 (n-3) xn + yll = Zll - J} xyzn-2 + 2 X2 y2 zll-4 

_ 71 (n-4) (n-5) [(:3 y3 Zll-G + n(n-5) (n-6)(n-7) x4 y4zn-S 
. 31 4! 

_ n(n-6) (n-7) (n-8) (n-9) 5 51l~10'+ x y Z .... 
51 . 

, \ 
exponentes pares n = 2m, -el segundo miembro de ,esta 

contiene contiene ~ + 1 = In + 1 términos. Con expo-
2 

nentes impares n = 2m + 1, el númer:o de términos es de 
(n+ 1) /2 = m + 1. Para nuestros fines podemos designar con v'e­
nientemente sus coeficientes, que alternan en signo, pon [(in = 1, 
K2n=-n, K31l~n(n"':-3)/2, K4n=-n(i1-4) (n-5)/6, etc. 

Es interesante computar una tabla de estos valores numéri­
cos que resultan ser siempre números enteros y que llamaremos 

(*) Véase DWKSON, History o[ the Theory o[ Numbers, vol. \ II,' págs. 737, 

y 739, citas 25 y 43. 

'l . 
. ,~ 

d' 

:".\. 

':. 

.J 

" . 



l' 

'" " .. :,.', . 

. " 
\.' 

~'., ", 

,,', , 

-126-

coeficientes de Kummer, para los primeros valores de n, con el 
fin de observar' y estudiar sus propiedades interesantísimas. Tal 
tabla, calculada hasta n = 23, sin tomar en cqenta que en las 
columnas pares los coeficientes son negativos, y positi'vos en las 
columnas impares, es como sigue: 

Kit _¡(It J{1' _11."" 1 ' ](1< 1- l\.~' Ill.~' K" R"" _1(1' HI< 1(11 - \. - l 
1 " " . , 8 o 10 n lO 

I 

I I 
1i 
1 2 
1 3 I I 
1 4 2 
1 5 5 
1 6 9 2 
1 7 14 7 
1 8 20 16 2 I I 
1 9 27 ' 30 9 

I 
I 

1 10 35 50 25 2 

I 1 11 44 77 ' 55 11 1 
1 12 54 112 105 36 2 I 
1 13

1 

65 156 182
1 

91 13 

il 14 77 210 294 196 49 ,2 
15 90 275 450 378 ,140 15 

1 16 104 352 660 672 ' 336 64 ' 2 
1 17 119 442 935 ' 1122 . 714 204 17 
1 18 135 546 1287 1782 1386 540 81 2 
1 19 152 665 1729 2717 2508 1254 285,1 19 
i 20 170 800 2275 4004 4290 2640 825 100 2 
1 21 189 952 2940 [i733 7007 5148 2079

1' 
385 21 

1 22 209 1122 3740 8008 11011 9438 4719 1210 121 2 

11 
23 230 1311 4692 10948 16744 16445 9867 3289 506 23 

I I I I 
Tublu <le Coeficientes <le Kummel' 

Tengamos :presente q'ue la notación [(,TI nos indica el coe­
ficiente de Kummel' correspoíldiente al exponente n que aparece 
en la fila o lír¡.eª horizontal JI y en la columna vertical e de esta 
tabla triangular 'escalonada, en analogía con la notación CsTl usada 

, generalmente para indicar los ccieficientes en la expansión del bi-, 
!lomio de Newton según aparecen asimismo en la tabla O trián­
gulq de Pascal. 

Po'r irispección de nuestra tabla podemos' observar que exis­
len las siguientes nQtables r,elaciones ,entre los coeficientes de 
Kummer: 

(1) Cada número en cuaJquier columna es la suma del que 
le precede en la misma columna, más el que aparece diagonal­
mente arriba y a la' izquierda 'de este último. En general ob­
~rvamos 
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[(ell = [(p-1 + [(0_1'11-2, 

Ejemplo.:' [(619 =2717 = [(618 + [(517 = 1782 + 935, 

(2) Si sumamos las 'diago.nales descendentes co.menzando. co.n 
las unidades sucesivas de la primer co.lumna, o.btenemo.s 1 + 2 = 3. 
1+3+2=6,1+4+5+2=12, 1+5 +9+'7+2=24, 

En general la h-ava diago.nal comenzando. con la un,idad de 
la primer co.lumna correspondiente a la fila n, contendrá (n+1) 
~umandos y su suma será 

(3) Si multiplicamos cualquier par de números 'co.nsecutivofi 
de la segunda columna, su pro.ducto. será, igual a ]a suma de los 
tres núínerop que fo.rman ángulo. recto debajo. y a la derecha del 
mayor factor. T'endr,emos [(211 [(211+1 , [(2I1t2 +[(gll+1+[(gll+2, equi- , 
valente 'a la identidad 

, (+1)' - '( +2) + (n+2)(n-1) (1'1.+1) (n-2) n n-n· ,+ /. , ,-' 2' , 2 

(4) Si toma¿10s cualquier grupo. de cuatro números 6an­
tiguo.s que ,formen un 'cuadrado. en las coLumnas 2 y 3, su g'u:nU\ es 
siempre un número. cuadrado.. Tendremo.s generalmente' 

que equivale a la identidad 

+n(n-3) +.( +1)+(n+1)(11-2)_ 2 n n -11.. 
22, 

(5) La suma de los primeros 11 número.s co.ntiguo.s en cual­
qúier co.lumna e (después de la primer columna), es igual al 
número que aparece en la tabla dos filas más abajo. en' la pró­
xima co.lumna a la derecha. 

Nótese que en cada co.lumna e hay (2c-3) espacio.s vacan­
tes antes de llegar al primer número. de la columna que sie,mpre 
es 2, siendo el tercero. siempre el cuadrado. de c., 
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. Ej,emplos: 3a columna: 2 + 5 + 9 = 16. 

9a columna: 2+17+81+285=385.' 

Generalmente en cwilquier columna c tendremos 

i-n 

'I,[(c i = J(ctl it2 
i-2c-2 

El número total de espacios "vacantes en la parte superior de 
la tabla. hasta incluir la columna c, es de 

Sin duda otras muchas propiedades numéricas de 19S coefi­
cientes de Kummer en la: tabla, podrán observarse y probarse 
en un estudio más extenso de la misma. Cada una de estas pI'o­
piedades ilustrará una nueva propiedad número-teórica de lo~ 
púmeros enteros. 

La propiedad general (1) nos permite computar recurr,en­
temente los coeficientes correspondientes a cgalquier fila n de la' 
tabla, si ya conocemos las seTies de coeficientes de las faas 
(n-1) y (n-2). . 

Por ejemplo, la próxima fila 24 de la tablaconsisl:e de 
los 13 números siguientes: 

1, 24, 252, 1520, 5814; 14688, 24752, 27456, 19305, 8008, 
¡ 1716, 144 y 2. • 

Con la relación (5) podremos desarrollar ciertas identidades 
de considerable interés numérico .. Por ejemplo, todo número de 
la columna 3 nos dará 

~ 

n_n(n-3) _ . 
[(3 - -2+3+4+5+ .. . +(n-2), 

.2 

donde el segundo ,miembro contiene (n-3) suman\1os. Ejemplo: 

.. 
,.,'ii '."" .... , . i;.: ',.' \ 1: .• " ~ " 
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En general [(a n + 1 = a la suma de todos los números enL.e-
ros positivos' desde 1 al (11.-2) inclusive. 

De igual modo cualquier número de la columna 4 es 

n(n-4) (n-5) 
6 

2+5+9+14+ ... + (n-2) (n...,--5) 
2 

que podemos nuevamente escribir por sumas parciales como si-
goo: / 

[(4n =2 

+2+3 

+2+3+4 

+2+3+4+5 

+ 2 + 3+ 4 + 5 + 6 + . .. . ... + (n-4). / 

~umando ahora por columnas empezando' por la última, 
t~ndremos la· relación o id,entidad 

n(11.-4)(n-5) _ 

, . 6 '" 
(n-4) 

+2(n-5) 

+ 3(n--:-6) 

+ 4 (n-7) 

+5(n-8) 

+6(n-9) 

+ ..... . 

donde el segundo miembro contiene (n-5) sumandos. Esta rela­
ción es válida para cualquier valo)' de n mayor que' 5. Un ejem­
plo numérico para n = 10 es 

. 
10.6.5 =50=6+2.5+3.4+4.3+5.2 
6' . 

=6+10+12 +12+10=50. 
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I 

Es obvio que por la repetición de idéntico proceso, será po-
sible expresar cualquier [(51! =n(n-5) (n-6) (n-7)j24 como su­
ma ele los [{4i hasta incluir el i = n - 2 .. A su. vez podremos ex­
presar cada uno de estos [{4 i en series de sumandos Ique son fun­
ciones lineales de n, como en el caso anterior. 

En general cualquier [(el! lo podríamos expresar finahnente, 
por el mismo proceso de iteración. como sumas de series que 
son funciones lineales de n. Ya que un [((»I! cualquiera es de por sí 
funCIón ele n ele grado c-1, las suoesivas repe·ticiones nos permi­
tirán expresar al fin estas funciones de n de grado algebraic~. 
(c-1)-vo, como sumas ele sus funciones lineales (de .grado alge­
braico 1). 
. Esto es posible que tenga aplicación útil en el elstudio de la 

. alta aritmética y del álgebra, cuyos principales objetivos son los 
de hallar paralelamente relaciones multiplicativas y aditivas en 
algún campo determinado de los números. 

San Juan ele Puerto Rico, 15 de noviembre de 1946. 
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NOTA SOBRE LOS COEFICIENTES DE KDMlHER , 

por J óSÉ BABINI 

En el trabajo anterior, el señor Pizá señ,'ala algunas propie­
dades de los coeficientes cp (n, m) del desarrollo de Kummcr. 
(z=x+y) : 

,/ m<.!: 
-2 

.XIl + yn = 2::( -l)m cp(n, m) xm ym zn-2m , 
m=O 

. de la forma: 

cp(O, O) = 2 
I 

cp(n, m) 
n (n-m-1 ) (n-m-2) . .. (n-2m+1) 

mI 
n 

O<m~->O. - -2 

Es claro que esta ultima expresión puede escribirse 

]'/¡ (n-m) n (n-m-1) cp(n,m)=--' =- I l' = n-mm mm~1 

(1) 

= (n-m) + (n-m-1) '2) 
. In . m--1 \. . 

y aplicando a cada uno de estos numeras combinatorios la cono­
cida relación de recurrencia, se obtiene la relactónde recurrencia 
de los coeficie~tes de Kummer . 

cp(n, m) = c¡J(n-1, m) +.cp(n-2, m-1) (3) 

que el señor Pizá comprueba, en su artículo, para casos numéricos~ 
(propiedad 1). . . d 

'.1 
·1 
1 
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La propiedad 5 del señór Pizá se deduce inmediatamente 
, de la ,anterior escribiéndola 

cp(n-2, m) = cp(n, m+1) - ep(n-1, m+1) 

y sumando estas igualdades para 11 desde' 2m+2 a p+2. Será 

p~ p • " 

Zcp(n-2, m) = Zcp(n, m.) = cp(p+2, 111,+1) -cp(2m+1, m+1) = 
n-2m+2.. ' n-2m 

pues cp(2111,+1, m+1) =O~ 
Para demostrar la p~opiedad 2 del señor Pizáconsicler,emos 

el pc;>linomio Pn(x) (n>O) cuyos coeficientes son los elementos 
de las diagonales descendentes de su, cuadro. Ese polinomio será 

n 

p¡¡(x) = Zep(l1+m, m.) xm 
m-O 

y aplicando la I expresión (2): 

n (n)' n (n-1) Pn(x) = Z; XII! + Z XIn= (l+x)n +x(l+x)n-l = 
m-O 'm, , , m-l 111.-1 , 

= (1+2x) (l7-x)n-l. 

que para X = 1 da la propiedad indicada por el señor Pizá, pero 
que perl1]ite otras relaciones entre los' coeficientes de Kummer. 

, Así 

n 

Pn(-l) = Zcp(n+111" m) (-1)m=0 (n>l) 
m-O 

1. n 

Pn (--)= Zcp(n-fm,m) (-1)m2-m=0 (n>, O). 
, ,2 m-O ' 

Muchas otras relaciones entre estos coeficientes pueden obte­
nerse. ASÍ, consideremos la serie entera, cortv,ergente para Ixl< 1 

Sm(X) = Zcp(n, m) XII-2m = Zep(n+2111" m) xn 
n-2m n-O 

• que, utilizando la (2), permite calcularse fácilmente 

" , 
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1 1 2-~ 
= ' + -:---.,-

(1-x)!nt1 (l-x)m (1-x)mt1 

Así, por ejemplo 

En forma semejante se obtiene al valor de la serie (Ix I < 1; 
n>O): 

, [( l1+m) (l1+m-1)] Z;(p(n+2m, 1m) xm = z: ," ,+ '_] xlll.=, 
m~O m~O 11'1- m, 

, , . 
(n+m)' ( )" 1-I-XI = z: ;];m l+x = ----

m-O Trb' ,(1-x)llt1 

Relaciones entre los coeficientes de Ku~mer y los números 
combinatorios pueden obtlenerse partiendo directamente del desa- I 

rrolIo (1). En ef.ecto, si en él se sustituye z por x+y, de la iden­
tidad resultante S!3 obtiene 

Z:(-l)m(~(n,rn) (11-:-2111.) =0 
m=O 1-m, 

O
, iI 
<1"<­
~ = 2' 

expresión ':que también podría obtenerse dir,ectamente pues el 
primer miembro no es' sino 

Una expresión del coeficiente cp (11, m) como deterininanle cu­
yos 'elementos son números combinatorios, puede obtenerse como 
sigue. Si llamanws xl' + yl' = Ur se obtiene d desarrollo 

1 

(x+y)P=zP =( ~ ) (/,p + (i) xy (/,P-2+ ( ,~ ) X2 y2 (/,P-4 +', .. 

" ':"./"'1, 
,¡ , . <~; 

"" 

. <~; 

. ", 

.-'- " 
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y ,si de las igualdades qlie se obtienen haciendo p: n, n -:-- 2, 
n - 4, ... , se elimina a.n'-2' ctli-l' .. ' se llega ¡después de algu­
nas simples transformaciones a 

zn (~ ) (~), ................ 

in-2 x y C-¡}) (n~,2) ................ 

a./l = 
zn-4 X2 y2 ° e 04

) 
................ 

que, tenienno en cuenta la (1) da, para m > 1. 

(~) (~) (n) ~ ....... 
3.. (m~l) (~) 

C~~) C~2) e 22) ........ (n-2) 
m-2 

( n-2}) 
m--,-l 

er(n,m)= 
'O, C~4) C~4) ........ (n-4 ) (n-4 ) 

m-3 m-2 ' 

o ° 
Por 10 demás es fácil demostrar directamente esta expr~sión 

y cori ello el desarrollo de Kummer. En e:Becto, el determinan1J~ 
anterior, para m >1, es un polinomio en n de grado m que se 
anula pam' n = 0, por anularse todos los términos de la primeI1a 
fila y para n = m + le; le = 1, 2, 3, ... , m-2, por hacerse igua-' 
l'es los términos de la última columna con los de la columna lea" 
De ahí que er(n, 111.) = Cn (n-m-1)(m-l. 

Como pam, n= m el determinante toma el valor (-1 ),m-l; 
1 

C =- y finalmente 
m! 

eren, m) =~(n-m.-1)(m-l n(n-m-1) (n-m-2) . . . (n-2m+1) 
, m! m! 

) 
" , 

, :/.:', ,., ., 

J 
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CURVAS PARALELAS SOBRE SUPERFICIES DE 
CURVATURA CONSTANTE 

por 

E. VIDAL ABAscAL 

1. - Introducciúil. - El objeto de esta nota es generali7.ar la 
definición de curvas paralelas sobre una "superficie y obtener una; 
expresión invariante para este paralelismo sobre las superficies 
de curvatura constante, q.ue generali7.a la conocida expresión· 

, ( 2TI: 2 (L 2 
.1= F--J.r) + ~) , , \. 1/ A 

invariante para las curvas geodúsicamente paralelas, 

2, - Curvas paralelas, - Definición, - Sobre una superficie de 
curvatura' constante x = x( v1, v2).. llam amos curvas paralelas a 
oira dada C (continua, diferenciable .'Y con las dos primeras deri­
vadas' continuas), según un ángulo co, aquellas formadas por los 
puntos que se obtienen considerando en cada punto de la curva 
C la geodésica que forme con ella el ángulo co .'Y lomando sobre 
estas geodési~as una distancia constante p, Como caso particular ... 

TI: 
cuando co = -, se obtienen las curvas llama,das geodésicamente 

2 
paralelas, 

Suponiendo la curva simple C cerrada, correspondiente a 
v1 = 0, de longitud L y que limita un área F sobre una pOl'ci;ón 
de superficie regular x = x( Vi, v2), siendo su curvatura función 
de v2, [((v2), he demostrado, en otro trabajo' (1), que el área limi-

(') E, VIDAL ABAS CAL, Area 'engendmda sobre 1¿na snpm'f'icie pOl' 1tn arco 
de geodésic,a cuando uno de sus, extremos l'eCOl're unaC1wva fija y longit1td 
de la C11l'va de.~C1'Ua por el o·tro extl'el1W, Rev, Mat, Risp, Amer" T, VII, nQ 3,. 
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tada \ por la curva e y la que se obtiene cuando el ángulo que 
founa la geodésica con e es variable meO, v2) y sobre ellas se 
toman las distancias, también variables, p (v2), se halla por la 
fórmula 

L 

( ) F 1'-'J senm(O,v2) sen [p(v2)i J(v2)]d' 1 'p_ ,_ v2 -

. V K(v2) 
o ' 

. L . 

J X (v2)-m'(O v2) 
_ [l.. ' sen [p(v2)V [((v2)]dv2• 

J(v2) . 
o 

Suponiendo ahora Cp paralela a e, según la definición d~da . 
. será m = consL, p = const., J( = const., se deduce, 

(2) F _ F = L sen m sen [p tK] . cos [p tK,]-i (2rr-KF) 
P ') JI¡( J( , 

con la condición de validez ele que para todo v2 y para Vi, I.al 
que O<vi <p, sea 

, , 

sen ~ co~ [v1V K] + xg(O,v
2

) 8'e~ [v1 Y[(] > o . 
. ¡i J( 

, 3. - Longitud de la curva paralela. - Si a partir de ep, para­
lela a e; tomamos -p, sobre las mismas geqdésicas, obtendremos 
la curva de partida 9, (i'epresen~ando por m(p,.s), el ángulo YU­

riable en que encuentra la geodésica a ep) se deduce de (1) 

Lp . . 

. sen [p¡l¡(] r y- (2rr ) F = F p - Vi( sen m (p, s) ds - ( cos [p f(]-l) !( - F p 
. !( o . . 

o sea 

Lp . , 
. ,'-;:; sen [p¡l¡(]J 2rr ,,-;:; 

F=Fpcos[pY K]--,¡::;:;- senm(p,s)ds- J( (cos[pr K]-l) 
r K '. . o. 

de donde 

.. , .. ,~' .. .". "i' ,', -'."",:,::;. ',: :,:"J" 



, i ~ . 

'," / 

-137 ---,. 

(3) Fp c~ [p 11J(] F + 

De I (2) Y (3) 

2: + sen m sen [p VKl L _ co,s [p VK]. (21t-;-[(F) = 
[1. , 11¡( [( 

, 'Lp 
F ' sen [p VK] J .' 2n ( 1) =---=-+ sen 9J(p, s) dS+-r 1 

CQS [p}' [(] [( cos [p 11¡(] o ,A. cos [p VJ(] . 

de donde 

Lp 

f ',rr; (21t-[(F) sen [p ll¡(] 
(4) ¡ .senoo(p,s)ds=Lsenoocos[pr [(]+: . !Ti .' 

1[( 
u . -

Lp 

" por el teorema I d~l valor medio f sen m (p, s) ds = Lp sen 00* sus-

. o 
( . tituyendo este valor en (4), se obtiene 

. L sen m co~ [pVK] (?'1t-[(F) sen [pVK] 
(5) Lp= sen 00* + 11[( ;en 00* 

4. Invariante paralelo. De (2) Y (5),' se deduce 
rr; . 

F 2n _ '(F 21t ) [VK] L sen ro sen [p 1 [(] 
p - -[( - ,- [{ cos p . + ---1-;::r¡¡=(~ 

, 

Lp sen 00* = _ (F- 21tr ) r= L r= , sen [p l' [(] + ,1_ sen m cos [p l' [(] 
.V[( _ A rI( 

de donde, elevando al cuadrado y sumando, 

( 
, _21t)2 Lp2 sen2 00* _ ( ,_ 21t)2 L2 sen2 m 

F'i' [( + .K - F J( + [( 
l': 

/ 

'.¡:.' . 

~.:' ; .... \~ 
, ',~ 
,:\ 

.-:';'! 

"'~, 
.'~ .. 

_,,1-' .. /. 

1:' .. ; 
. ti 

, 
, ,,' 

.' 

1:'; 
\: , 

, ., , 



: 

\ , 

.. 

l· 

':, 

-, 
'i. 

'-
~.' 

'), 

;. 

f!.; 

" '.j 

I 

:" 

; '. 

\' 

í· 

i 
r.l' 

; 

\ 

f', , 

: 

,,;:" '1'.1 

-138-

expresión que generaliza el llamado invariante paralelo J, corres-
21t 

pondiente a m = f( , ya que en este caso m* = m. 

5. - Consecuencias. -1. El paralelismo que hemos definido no 
es recíproco;' tomando a partir de Cp sobre las geodésicas que 
forman con ella el ángulo constante m, la distancia p, no se 
obtiene, en general, la curva C, o sea, si Cp es paralela a C, C 
no les paralela a Cp• • 

La condición para que el paralelismo sea recíproco es, que 

(6) cos m(p, v2) = cos m 
" cos m 

O sea, teniendo en cuenta que cos m( vi, v2)"":"" r ha de 
, . 1 g22(Vi, v2) 

'ser y g22(V1, v2) = 1,perÚ' 

1- sen m cos [p l!f(] xg(O, v2) sen [pl!f(] 
1 g22= ( + rr; sen m p, v2) 1 J( sen m(p, v2) 

. de donde por (6) 

rr; sen [p YK] 
cos [p] J(] + xg ,¡;; 

r J( sen m 
1 

la ,condición será, por lo tantoJ 

VK sen m 
xg = (1- cos [p VK] rr; 

. sen [p 1 [(J 
pVK 

VfK tg -Q'-- sen <p. 
.:.; 

2. 'El área lim\tada por la curva C' paralela; a C, será p~r 
la fórmula (2) 

sen m sen [p VK] 
Fo-Lb------~--~ .. YK 

cos [p 1!f(]-1 (21t~J(F ) = 
J(. ' p 

[, 

__ L sen m sen [pVK] cos [p 1!f(]-1 ,rr; 
_'::':-J(---'~ 21t + F p cos [p r K] 

- P, l/ K 

sustituyendo los valores de F p y de Lp, se encuentra 

F ( F 
21t 'L sen co cos [p l!f(] seri [,p l!f(] ) ( '1' ' sen 00 ,) 

~,+ ,+--+ 1.1--- . , [( . Y [( , sen 00* 
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GRONJeA 

Dr. 'ALEJANDRO TERRACINI 

Acaba de alejarse de la Argentina el Prof. Alejandro Terracini para rein­
tegrarse a sus funciones en Italia. Llegó al país en el mes de octubre de 1940 
contratado como Profesor Extraordinario por la" Unive~sida(l Nacional de Tu­
cum{m. Tuvo a su cargo las Cáte(Z!-as de Matemática, S1¿pel'iol' V Metodología de las 
Matemáticas. Posteriormente dictó Complementos de Geomet?'í~ Analítica y 

Provectwa. 
Fué fundador y co-director de la Revista de Matemática y Física Teórica 

de la Universidad Nacional 'de Tucumán y, en 1945, fué elegido Presidente 
de la Unión Matemática Argentina. Dió conferencias sobre temas de su espe­
cialidad en Rosario y Tucumán. 

Simultáneamente con su labor docente en Tucumán _dió a conocer los si-
, guientes trabajos que se publicaron en la mencionada revista: "Superficies 

con proyecciones parabólicas", "Sobre la ecuación diferencial: V'" =, 
G (xYV ') V "+H (XVV ') V ". ", "A portes al estudio geométrico de la Ecuación di: 
ferencial: V'" = G(xVV')V" + H(xVV')V"; "Los So osculadores a las cur­
vas de una variedad y nueva caraeterización de una, clase de variedades", 
"Nuevos puntos de vista geométricos vinculados con los elementos superfi­
ciales y'las ecuaciones en derivadas parciales de 2Q orden", "Las variedades" 
de Grassmman y l~;; ecuaciones en derivadas parciales de 1er. orden en el 
caso de más variable independientes", "Variedades focales directrices de ab­
sorción anormal en las variedades desarrollables" y "Observaciones sobre un 

'trabajo de los señores Kasner y De Cicco' '. 
Cabe destacar que, en el Dr. Terracini, están aunadas en alto grado las 

dos cualidades que muy raras veces es dado hallar en un hombre de ciencia: 
las del investigador y las del didacto. Sus publicaciones certifican lo primero; 
,lo segundo 10 puso de manifiesto especialmente en la manera sencilla y clara 
de exponer temas de índoÍe superior y en los consejos dados a los alumnos 
del prÓfesora(lo sobl'e la maIJera de conducirse frente al estudiante secundario. 

Entre los alumnos formados bajo su dirección se destacan el Dr. Félix 
Eduardo Herrera, profesor titular de Análisis Matemático de la Facultad de 
C~)1cias Exactas y Tecnología, y la señora Mónica Sage de Romaña. profesora 
adjunta de Matemática Superior. 

Regresó a Italia en el mes de enero de 1948 por haber sielo' reintegrado 
como Profesor Ordinario de la Cáteclra de Geometría Superior de la Univer­
sidad de Turln. En reconocimiento a sus méritos cien:tifieos, el actual Go-
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bierno, Italiano ha considerado como servicios prestados en Italia los años que, 
el Profesor Terracini estuvo vinculado a la Universidad de Tucumán. 

Con motiv~ de BU viaje a Italia fué objeto d'e múltiples manifestaciones 
de simpatía. En Tucumán. los miembros del Centro de Cultura Italiana ofre­
,cieron un lunch en su honor. Además,' colegas y alumnos se reunieron en un 
hotel céntrico do~de notamos la presencia de las siguientes' personas: Dr. José 
Würschmidt, Dr. Félh: E. Herrera, Ing. Custodio Soria Bravo, Ing. Salom6n 
Freiberg, Ing. Dardo Escalante, Ing. Ricardo Castellano, Lic. Augusto Bat-, 
tig, ,Orlando Bravo, Profes~ras, Estela Frontini, María A. Dip, Lela N. Ba­
cliur, Carmen Carullo de Torrente, Leda' Toldo, Adriana Escalante, Dda Gú­
glielmone y A. Maldonado y otros amigos. Igualmente, en Buenos Aires, sus 
colegas y amigos le ofercieron el 7 de enero del corriente año un copetín de 
amistad. Asistieron: G. Turrin, M. Cotlar, Y. Frenkel de Cotlar, E. de Césare, 
J. C. Vignaux, R. S~arfieno, M. Valentinuzzi y Sra., P. Pi Calleja y Sra., J. 
Rey Pastor, J. Bosch,' G. Klimovsky, E. O. Roxin, J. Diharce, A. Gonzáles 
Domínguez, A. Cicchini, A. A. Ricabarra, y los colegas par1aguayos A. Riveros 
y H. Campos COl·vera. 

ILDA' C. GUGLIELMONE' 

EL CURSILLO DEL PROFESOR 'ZYGMUND 

El 19 de agosto de 1948, en el local del Instituto Radiotécnico, se 'ínaugur6 
un cursillo del profesor Antoni Zygmund, de la Univel'sidad de Chicago, so­
b~e: Integrales de "F01wim' .oon aplioaoiones al oálculo de prObabilidades. 

Dicho cursillo, que se clausur6 el 28 del misp10 me's, se desarroll6 de 
acuerdo al siguiente programa: 1. Introducci6n elemental a la integral de 
Fourier. 2. La f6rmula de inversi6n de Fo~ier. 3. El teorema de Planchere!. 
4. Transformada's de F.ourier-Stieltjes. 5. Variables aleatorias. 6. El teorema, 
límite central. 

)' 
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\. PUBLICACIONES DE LA U. M. A. 
Vol. I (1936-1937). Vol. II (1938-1030), Vol. VII (1940-1941), Vol. VII] 

(1942), Vol. IX (lD43), Vol. X (1944-19'15), Vol. XI (1945-1946), 
Vol. XII (19'16-1!J4'1) . 

Notas y memorias c10 .J, BÁBINI, M. BALANZA'l;; J. BALslmw, J. BAIlIlAL 
SOU'fO, A. HA'l"fra, G. BECK, C. BraG'E1n, G. BIRKrrOF~', U. BnoGGl, C. A. BULA, i 
M. BUNGE, 1-1. E. CALCAGNO, P. CJmNUSCHI, A. Vl. CONWAY, E. COIlOMINAS, 
C. «nESPO, E. A. DE pESAm~, J. DE Oraco, J. A. DEL PERAL, ,T, l!'AVE'f,' El PE­
nRART, V. y A. PRAl LE, Y . .l!'IlENKEL, R. (PIlUCH'l', E. GASPAR, E. GAVIOLA, A. 
GqNZÁLEZ DOMíNGUEZ,' A. J. GUARNIEln, J. -E. HERRERA, K KASNER, G. KNlE,. 
N. KR1VOSH'ElN, 'l'. J.JEVI-CIVI'l'A, vV. J~UY'J'EN, vV. JV[i.cHL~~R,. ,T. L. M"SSEIlA, L. 
NACllBIN, M. PE'rROVICII, M. M. PEIXO'l"l'O, A. PE'l'RACCA, E.' 'R. RAIMONDI, J. 
,1. REIlELLA, J. REYPAS'J.'OR,· S, Ríos, P. ROSSELL SOLEn, M, SADOSKY, R. SAN . 

,JuAN, J,;,' A. S.AN'fALÓ, M. SCHONIlERG, S, SISPANOV, A. TEnRACINI, P. TII.UILLEN, . 
F.TonANzos, J. V. USPENSKY, .. G,,-VAI.IRON, G. WA'l'AGHIN, J. WÜRSCIIl\UDT, . 

Iufol'mel;! do las reuuiones de 1:1 Asocia.ción Písica Argontina, 
~oluciones c1e temas pi;opuestos. Bibliografía, Crónica, cte. 

Vol. III P93~-1!)39). 'Vol. IV (1939), Vol:' V (1940), Vol, VI (1940:19~2), 

Pascículos separados 

NQ 1. GINO I.JoRIA. Le Malemal':cho in IS1;agna e in Argentina, -; NQ 2. A, 
GONZÁLEZ DOlllílilGUEl:, Sobre los se?'ios 'ele f'1mciones ele Hcr'/llit r ,. - NQ 3, MI­
CUEL PWl'HOVICll, Remnrques. wl'i'lhmétiq'llcs .S'U?' nne éq7Lation eHffe1'enUeUe el'l¿ 
premie?' ol'dre. - NQ 4, A. GONzÁLEZ DOMíNGUEZ .. Una ?i1lCve!" ilcmost1'aeión di:! 
teo1'oma l'Í?Hi-te del Oálc'nlo ilo.P·l'obalJi/-ic7áeles. Oondiciones nceesarias y suficien­
tes lJa?'a que 1I?¿a fnno'ión sea integral de Laplno'c. -' NQ 5. NncoLA OímEcIIKOFF. 
S'lIr la s01nmaMon absolue par le! lmnsforllwUon cl'E1l1o?'.eles sé!?'ies c7iv r ?'gentes. 
- NQ(i, R,ICARDO SAN JUAN. ])c1;iv(ICión e 'integmción ele Series asinMtioas. - '. 
N.Q 7 .. 1~~esoluci61l aÜoJ.ltac1a por la U, M. A: en la cues.Jiióll pi'OIlH¡villa pOl' el 
Sr. Cnrlos Biggcri. -' N" 8. ]', AilIOllEO. Origen :1/ de,w1?'l'ollo de la (;come· 
tría P?'oyr,oUva, - 9, CLO'l'ILDE A. BULA. l'eor'ín y cálcl110 de los 1lwmentos 
dobles, - NQ 10. CiLO'l'IT,mc A, BULA-: Oálcnlo do SltlJC?'ficics' elo f?'ecl/encia, 
-, NQ 11.. R, PnucH'l'. Zur Gco?lwl?':a U'uf eincr Ji'liiolrc 1l}'Í't i'llilefin-iler, Melrile 
(Sobre ".la Geo'lnetJ:ía de 7I1¿a superficic con mét?'ica inilcfini.cla). - NQ r2. A, 
GONZÁLJ,Z DOlllINUl¡Ez. SoLi'e una 1ne.~IW?'ia 'dol P1'of. ,l. O. V,ign a'llx. - NQ 13, 
E. 'l'ORANZOS. Sob?'e las singularit1ac7cs de las curvas ite JO'l'llan. - NQ ,14. M, 
BALANZA'l'. ]j'ó?'?l!,ltla-s integralcs ele la inte?'seooión do', con,junlos. - - NQ' 15. 'G. 

. KNIE. El problema cic va?'ios cle(Jlroncs en la ?iiecánicn clwntis·ta, '- NQ 16. 
A, rl'I~¡¡¡tA()INJ. So/¡ro la existencia ele s'llperfic-ics e'uyas línens principales son 
.c7a~7as. '- NQ 17. L. A. 'SAN'l'ALÓ. Valor?l!eelio elel nlÍme1'O de partes en' quo 
una figu?'a con'volva el! elividic7a 'po)' n 1'ectcls m'bi't?'m'ias. - NQ 18. A.· WIN'l'­
NEn. 'On a!') itemtion of eUstriblltion funot'ions in the calculus of probabilfty 
(SOb1'O la itomoió1i ele funciones e7e ¿i'is't1'ibución en el cálc7!lo e7e probabilícla­
elos), - NQ 19, E. PlmnAlü. Sobro- la lJ{!1'Ueloja ele Be?'tm'lliCl, ~ NQ 20. J. BA­
IlINI, Sobre alglmas propioelacles ele lasderivaelas' y cierlas ll'1'imit-ivas elo los 
pol'inomios elo L~genclre. - N',) 21. R SAN JUAN, Un algoritmo ele smnación 
ele se1'ics divergentes, ~ N9 22, ,A. 'l'ERr.ACINI. So/;?'O alg7t?w8 lugares goomé­
M·icos. - NQ 23. V, Y A. PIlAILE Y C. CRE:'lPO, El 11l,ga?' gco?l¿étrioo y lugares 
ilepmrlos áreas en el plano, - NQ ,24. R PRUCH'.l'. OOj'onas dCI g?'UPOS y' sus 
snbg?'7lpOS, cfpn una apUcación, a los clctcr?l!inantcs,. -' NQ 25, E:l~. RAIMoNm, 
Un problema ele 1)j'obabilic7aeks peolllélricas sobro }os éonjmrtos ele triángulos. 

En. 194~ la U. ?lL A. ha illici¡¡lIo la publicacióll de una llueva" serie de 
"Memorias y, mOllografías" c1e las qU() han aparecido IÜlsta allOra las s:guientt's: 

Vol. Ii NQ 1, -GulI,T,¡mMO KNlIl, M.coánicaond'lllaloria en cl eSllaolo cm'· 
vp. NQ 2, - GUIDO BEcre, El c8pacia físico, NI!. ,lo - JULIO R¡,;y P'\S'l'OR, Intr'­
gmlcs parcinlos de I(lS f'Uneiones !le (70S' vqriaulcs en intorvalo' infinilo.N9 4, 
- JU.L10 HI~y PAS'l'OH, Los lí'.¿':'I!)(JS tcoremas geométricos .ele PoinearlÍ y sus 
aplicaciones, H omclla;je. póstnl1lo al Prof. G. D, BIIl KilO Fl):, 

Vol. II; N(' l. '- Y--l.NNY FHJWKEJ., Critcl'ios (le bicompacidad y de H·co?;¡­
plctiela(7 c1e lln cspac'o ·to'pológ'¡co accesible dc Freche'l-Riesz. NQ 2, - G¡WR' 
(lES VALIRON, Fonelions órti&rcs, 

: Ad"lllúS han fÍpnreeido t.r[~s euadel'llt)H de Miscclá?lea ?l1fIte?lláli~(j 

:.v . 
iJ.'\ __________ ' .. _._ .. ~. __ .. _ .. 
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