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: ~ ALFREDO ROSENBLATT ' L
o (1880 — 1947)
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Fl 8 de julio de 1947 falleci6 en Lima (Perd) Alfredo Ro-
senblatt. Nacido el 22 de junio de 1880 en Cracovia (Polonia), i
descendia de una antigua familia que, a través de seis generaciones, -
se vi6 honrada por varios intelectuales, habiendo sido su padre,
José Rosenblatt, catedratico en la Facultad de Derecho de Cra- A
covia. Inici6 sus estudios en el benemérito Colegio de Santa j
Ana, de su ciudad natal, destacindose en latin, griego y matema- i
tica. Desde su juventud cultivé con pasién los estudios matemi- '
ticos, en cuya direccién intervino uno de sus tios. En Viena cursé
ingenieria, a instancias de su padre; vuelto a Cracovia, se espe- E
cializ6 como matematico en la Universidad de Yagiellovska, al o
lado de Radski, a quien admiraba. Doctorado en 1908, comenzd L
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su carrera docente, en 1910, como jefe de trabajos practicos de
la Facultad de Ciencias de Cracovia, donde continué luego como
profesor hasta 1936. Después de visitar Roma, Paris, Lieja,
Belgrado, Sofia, etc., y de haber pronunciado diversas conferen-
cias, se trasladé al Perd, en dicho afio, invitado por Godofredo
-Garcia, entonoes decano de la Facultad de Ciencias de San Marcos.
‘Hallandose en Urbana (Illinois), Estados Unidos de Améiica del
Norte, en viaje de estudio y conferencias, contrajo una neumonia,
de cuyas consecuencias dej6é de existir tres meses mas tarde.

\ » [ M. Valentinuzzi
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ON RESTRICTED PARTITIONS WIT‘H A BASIS OF
UNIQUENESS
.k : ‘ by’

AUrReEL WINTNER

\

1.-Let 'a set, S, of distinct positive integers be called a h
partilionable set, or shortly a m-set, if it possesses a basis, K, of .
unique restricted partitions, in the following sense: S consists
of all integers representable as sums of distinct elements of a
sequence,

1 K: By<ky<hy<.., ' (ko=1),

of posiﬁve integers which has: the property that a relation of
the form . '

N O T . K=k +K,+...+ k;’b,
v . )
where I/, <I/y<... and K’ <k”,<... are elements of K,/
holds only when = ‘

=k, K,=k's, ..., kK, =k"; a=b..

Every sequence K having the latter property .determines a 7
set S, having K as a basis. Conversely, if a n-set S is given, its
basis K is uniquely determined by S. The latter fact can readily
be verified by induction, viz., by first characterizing k,, and then,
if Jegoy.., K in (1) ape known, kj,, in terins of S alone. A
/ ’ formal - rewording of this uniqueness proof can be based on the
generaling relation

. (o o] [o o]
(2) : 14 XZs,zn=TI(1+2 ), |z|<1,
ne=l =0 :




100 — \

where s, denotes the characteristic function of S, i.e.,
(8) . s,=1 ors,=0 according as n is or is not in S.

It is clear that a given sét of integers k; is a basis, K, if ]
and only if the corresponding product (2) leads to a power series
(2) in which no coefficient turns out to have a value-: distinct !
from 0 and 1, and that the set S generated by K is then defined

by (8). This description of the situation makes clear enough the
substantially implicit nature of the requirements involved.

Strictly speaking, (2) ‘helds only if the sequence (1) is infi- |
nite, since otherwise the upper limit of the product in (2) must- ‘
(whereas the upper limit of the sum in (2) may, but need not)
be replaced by a finite limit. It is however clear that K is a

. finite set if and only if S is,.and the fqllowmg considerations
deal with an asymptotic question concerning infinite mates K, S.
rather than with the question of enumeration presented by the
case of finite mates K, S.

2.-1f S is any set of distinct positive integers, let N(n)
dcnole the number of those elements of S which do nol exceed
n; so that ' S t

(4) . N(n)/n=(s;+. .. +sa)/n,

'if s, is defined by (3). If (4) tends, as n— oo, to-a limit, then
S is said to be measurable («in relative measure»), and, the limit,.
which will be denoted by |S|, is called the measure of S. It is
clear from (4) and (3) that, if

, (5) |S|=lim (s;4-. . 4s,)/n L
: oo | “ '.
igxists, then \ : .(' - o - . B
®, N ENESS
o Smcc;, $, =0, it follows from a Tauberian theorem: of Hardy

and Littlewood (cf. reference [1] at the end of this paper) that
(5) is equivalent to
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01— . e
O |S|=lim (1—r) Zs,rm,  (0<r<l).
! r~>1 ne=] ~ N :

By «equivalence» is meant that the existencé of either of the
limits (5), (7) implies the existence and the identity of both
limits. ‘ .

If this criterion is applied to the case of a m-set S; it-fol-
lows that S is measurable, and has the measure |S|, if and only
if the basis, (1), of S is such as to lead to the existence of the
limit
BN

(8) tim £(r) =[S,
where .
© Fr) =L (1t )/ (1),

This is clear from (2) and (7), if recourse is had to Eulers
identity ' '

(10) - Za=II(14+22), [z<1
=0

() J

(which, in view of the criterion (2), means that the set of all
positive integers is a m-set, with

1y 1,24,8,...
as basis).

3.-1It is clear that, if
(12) kr<l*<k*<...

is a subsequence of a sequence (1) and if (1) is a basis, then
(12) is a basis and generates a m-set, S*, contained in the m-set,
S, generated by (1). Furthermore, if S is measurable, -then -S*
is measurable and has the measure

A

(13) |8%|={Sl/2h or |S*|=0

according as just a finite number or an infinity of elements of
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(L)’ are missing in (12), the exponent h in (13) being the num-
ber of those k-values which do not occur in (12). In fact, the’
truth of (13) is readily verified from the criterion (8), from the
definition (9) and from the identity which results if a finite
number of factors are omitted on the right of (10).

Let a K be called a 0-basis if the characteristic function, s,,,
of the m-set, S, generated by K satisfies

(14). o Sy+-..+s,=o(n) (i.e., |S|=0).

For instance, (1) is a O-basis if k,=3r. If it were true that
every basis which is not a 0-basis is a subsequence, (12), of
Euler’s 'basis, (11), it would follow from (13) that every m-sel:
1s measurable, those n-sets which are not of measure 0 having
the measure 1/2h, where h is a certain positive integer (in fact,
the basis (11) generates all positive integers, which form a set
of measure 1). But the hypothesis of this conclusion is false.
For, if 9 is any value contained in the interval 0 <9 <1 (hence,
a value not necessarily of the form 1/2h), it is not difficult to
construct a basis K=Kg corresponding to which the n-set,
S=_8j, is measurable and has the preassigned & as ils measure,
|Ss - '

It will remain undecided whether every or nol every m-sel;
is measurable. What ,will be proved is a sufficient criterion,
along .with an explicit condition which can be obtained as a
corollar_y of this criterion, for the measurability of a n-set.

4 The criterion in question is «Abelian» in nature; it sla—

tes that; if (1) is a basis for which the Limit ;
(156) ‘ lim 2n/k,,
. n—>00

exiss, then the n-set generated by (1) is measurable, and its
measure is the limit (15). : 4

In view of the criterion (8), this- assertion is equ1valent tor
the statement that, if the e\nstence of (15) is assumed, then the
function (9) must tend, as r—1, to a limit, and that the latter
has the same value as (15). Hence, more than the italicized
assertion will be proved iff it is shown that, whether the limits
(8), (15) do or do not exist, the function (9) must satisfy the
mequahtlos , . !
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(16) . liminf 2n/lcn.§ liminf f(r),  limsup f(r) <limsup 27/k,.
n-»00 >l C ol n-sc0
Pui |
an . fal) =T ), (r<1);
so that fy=F, by (9) Since, when n is fixed,

!

(18) (14r%)/(1472") — 1 as r—1,

it is clear that
(19) I lim sup f(r) =1lim sup f,,,(r)
) r1 ra1t

holds for every fixed m. On the other hand; if 8 denotes the
upper limit on the right of the second of the inequalities (16),
then either B=oo, in which case the second . of the’ assertions
(16) is trivial, or else there belongs to every €>>0 an m having
the .property that ‘ o

\ k, > 2r/(B+¢€) whenever n=m=m,.

\

Sincd 0 <r<1, this means that, if g=gq. is defined By
(21) qﬁ+e$r, so that Ol<q<1.‘

then .

ko' g2 wh —
r‘is<<qg* whenever n>m=m,.

In view of (17), the last inequality ﬁnplies that

lim sup f,,(r). < limsup T (14q2" ) /(142" ),
r=1 r>l  npe=m

where g=¢q(r) —1 as.r — 1, by (21). Since, corresponding to
(18), ‘ -

(14¢2")/(14+r2") =1 as r— 1’

14
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holds for every fixed n, it follows that

lim sup f,,(r) < lim sup IT (14q2" ) /(1+12").
rod r>1  ne=l

v

Hence, if (19) is applied on the left, and (10) twice on the right,\
N 1) o)
lim sup f(r) < lim sup = qr/Zn,
rol r>1  peml n=l
Since, as r—1, .
© | = ‘ -
= qr/Z m e (1-1)/(1=g) — B e,
n=al Bum] ' .

by (21), it follows that

. lim sup f(r) <B +¢, and so limsup f(r) <B.
r->-00 r>o

This proves the -second ofi the inequalities (16) and the first is
proved in the same way.

It is clear that the existence and the non-vanishing of the

hmlt (15) imply that

- (22) ki /k,—2 as n—o.

1t follows therefore from the italicized assertion, Just proved, that,
if (1) is a basis generating a m-set, S, which is measurable by
virtue of the existence of (15), then the basis must satisfy (22)

unless |S|=0.

5.-The (I, k”)-requirement, specifieci after (1), is obvious-
ly fulfilled by any sequence of positive integers ko, k;, . .. satis-
fying

(23) ki >ko+ ...k, for n=0,1,...
Since ky,=1, the inequalities

(24) o k,=2n, where n=0,1,2,.

——

>

......
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are necessary for (23). In the inequalities (24), the sign of equa-
lity must fail to hold for one n at least, unless (1) is the sequence
(11), the basis of all positive integers. Thus (11) appears as the
(unique) extremal case of all bases satisfying (23).

A corollary of the italicized criterion is that, if ky, Ky, ..
is a sequence. of positive integers satisfying (23), then it is a
basis generating a measurable n-set. In order to conclude this, it
is. sufficient to ascertain that the limit -(15) must exist whenever
(23) is satisfied. But this can be assured by, even though it is not
explicitly contained in, the arguments applied by R. Salem and
D. C: Spencer (cf. reference [2] below).

Since (23) implies the existence of the limit (15), it follows
that, if a basis satisfies (23), then (22) must hold unless the

n-set is of measure 0. Nevertheless, it is-easy to see that, corres-

ponding to every 9 in the interval 0<% <1, there exists a basis
satisfying (23) and generating a (measurable) m-set the measure
of which is 9. 4 !

The Johns Hopkins University.
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ACERCA DE UNA TRANSFORMACION CANONICA
DEL CAMPO DE RADIACION

por Jost A. BALSBIRO ~~
(Instituto de Tisica. — La Plata)

SuMMARY. — It is shown that the canonical transformation, which leads from
the variables p,q of a linear oscilator to the new wvariables N, .§ (N,
number of excitation, § phase) does not fit with the ordinary scheme
of transformation theory. A generalization of this scheme, suitable for
the present case, is gilven. :

\ .
§ 1. - Introduccidn.

El campo de radiacién cuantificado se describe mediante un

par de variables canénicas, p,,q,, correspondientes a cada onda

. definida por el indice r. En esta representacién el hamiltoniano
del campo es: > -

1 -+ > > > 1 '
H= f (Br—ili¥) (B+iHl) do= 2 — (p+,2 q,2~hv,)
' (w, =2mv,) (1. 1)1

" Las funciones propias de (1.1) son, como es sabido, las
2
funciones de Hermile e——g—Hn(E,,),(E,.zzn %q,‘) y los valo-

res propios de H sor n,hv,, siendo n, numeros enteros y posi-
tivos.

"+ El campo de radiacién cuantificado puede describirse, tam-
bién, mediante las variables complementarias N,,¢,. La primera
es el numero de fotones asociados .al estado ry ¢, la variable
de fase correspondiente a este estado. Cumplen la relacion de
conmutacion : ) :

e




i
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N, By $.N,2id,. (1.2)

El hamiltoniano (1. 1) en -esta representacion, teniendo pre-
sente (1.2), es de la i‘orma :

s

09, \

: ) (
Las funciones propias de (1.3) son, pues:
0 oy ' -
HT, (%) =ihv, 3 g=tnrdr n, hv, F.n(&') n,=0,1,2,3,...

HI._ (%) __lhv,. C)%L_l-?’”' b= n, ho; sL_n(8) n_,.—_—l 1, 2,8,....

N .
- En este caso el sistema completo de las autofunciodnes es el
conjunto e—twd  g+ined do las cuales sélo las primeras con-
ducen a valores positivos de la energia. Al pasar de la represen-
tacién p,q a la N, % los valores propios de N, que son niimeros
enteros positivos en la primera representacién, se desdoblan en
positivos y negativos en la altima. En la representacion ¥, $ no
es posible, como a ‘veces se hace, dejar de lado las funciones
B (%), que conducen a los valores propios negativos, pues-en
esta forma se pierde la completidad del sistema de las auto-
funciones.

En el presente trabajo se discute, desde el punto de vista
de las transformaciones canénicas, la transformacion de la re-

presentacién p,q a la representacion N,$. En esta forma es”

posible. obtener las funciones I.,(%) como las funciones trans-

formadas de e~y H,(E). En cambio, I'_ (%) se obtienen como
transformadas de las soluciones de la ecuacién de Hermite co-
rrespondiente a valores imaginarios de las variables q. Como
consecuencia del formalismo desarrollado se obtiene que, en vir-
tud de la necesidad de considerar el sistema completo Il (9),
EL,(%), no puede prescindirse en la descripcion N, 9 de fotones
de energia negativa. Esto es equivalente, en la representaciéon
P:q, a la necesidad de considerar las soluciones-de la ecuaci6n

de Hermite, no sélo sobre el eje real de las variables g, sino,

lambién, las soluciones sobre el eje imaginario.

\ ) ‘ .
H:: = hU,. /V,.: - "L‘U,v. - (1 3){'
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§ 2.-Transformaciones candnicas.

La teoria de las transformaciones candnicas cuinticas fué
Jesarrollada por Jordan (1) y Dirac(2). Para nuestro objeto
necesitamos algunas relaciones que no figuran explicitamente en

.estos trabajos.
Sea dada una transformacién entre las variables canénicas

P Pos---quqz--- ¥ Py, Py, Q, Qs ... que, naturalmente, sa-
. tisfacen la relacién de conmutacién de Heisenberg. Podemos dar

la transformacién canénica que consideramos gen la forma:
p=p(Q.9)
P=P(Q.q)

en donde se han suprimido los subindices. Si la transformacién
es dada en esta forma, deben considerarse como independientes

-~

(a.1)

a las variables Q y.q, es decir QQ—-E:O. Estas relaciones equi-
" valen a:
h ¢
PQ—Qp=--= 0—3—
" (2.2)
, 2n 0Q

Las variables p conmutan, pues, con las Q, y las P -con
las q. i

Si W(q, Q) es la funcién geferatriz de la transformacién
candnica, se cumple:

_ow oW

= = . 2.3
" og, 0, (-9) .
De aqui,
op, . OP,
Pr 0.

00,  oq, dqrqu

() P. JorpaN, Z. f. Physik, 87, 383 (1926) y 95, 513 (1926).
(* P. A. M. DIrAg; Proe. Roy. Soe. London, 116, 633 (1927).

»
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Luggo.:'
hoP .h OP
P_Pp=—it X _; 1 07, 2. 4Y
L s lzn-oq/ (2-4)

Las variables p,P no conmutan. Teniendo esto presente,
de la (2.1) se sigue que ¢ y Q tampoco conmutan:

90 — Q0. (25

Dada una funciéon (q) referida al sistema de.-variables
p,q, se transforma en I(Q) mediante:

Q=[8a.Qv@)s(@)dg  (26)

donde S(q,Q) es la funcién de transformacién y o(q) es una
funcién de densidad. Reciprocamente:

b(g)=[ 8%(9. Q) B(Q) p(Q) dQ (&7)

siendo p(Q) una funcién de densidad respecto de las varia-
bles. Q.

Si ¥,(g) forman un sistema ortogonal de funciones norma-
lizadas con la funcién de densidad o(q) :

[ox(a) r(@) 5(q) dg =y, (2.8)

puede demostrarse que las funciones transformadas en caso de
variables, ¢, Q reales, forman también un sistema ortogonal

con la funcién de densidad p(Q):

JENHQ) Fr(Q) £(Q) dQ = by (2.9)
Por. otra parte, considerando que |
0 p_ k9
P="to 0q =T lon 00

es posible demostrar quer '
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oni . ¢ '
S(q.0)=e~F W@ (2.10)

Esta expresi6n permite determinar S(q, Q) cuando se da la
transformacion (2.1), pues por la propiedad (2.3) de W(q, Q)
se tiene: .

- ow

dW =2 (3~ 2, % +dQ do,) 2<p,dq, —P,dQ,).

Nos interesa, en forma éspecial, la ecuacién diferencial a
‘la cual satisface .S(q, Q), cuando la energia queda referida a los
ejes principales, tanto en el sistema p,q como en el P,Q. Sea

H(p,q)= H( ih oq,q)el hamlllonmno en el sistema p,q y

Ve(q) lb(q) sus autofuncmnes.

(zhc)

on 0q ’q)V(‘I)‘l’x(q)—lVG(q)%(q) - (2.11)

Analogamente para el sistema P,Q:
th 0

(52 37 VPO TQ =) V@ (@) (212

Multiplioan.do (2.‘ 11) por .]/ 'o(q) S(q, Q) e integranc:lo:
[Ve@sa.0) [H( 1)V ()] dg =

1 [(9.0) y(a) ata) dg =

| _ 0 )@ T)]
_u\(Q)_V (Q)[%( 5 30" ,Q)Ve(0) Fy(Q)]

Integrando por part'es la primera de estas integrales, lla-

mando H (—,—%’:-r Z;)E’ q-) a la forma diferencial adjunta de

I']( zh ]

270q’ q) y considerando que en el limite de integracién

’




l . - las funciones }o(g)¥y\(q) debeh anularse, se obtiene:

(-5 q)Vcs(q) S(a, QVo(g) tr()dg =

ho .
VP(Q) LA ox 0Q’ Q) VP(Q) L, (0)]=

1 ith 0 — s |
-/ LA 5;5@,.‘0) /e(Q) S(g. )14x(9)o(q) dg-

‘ Puesto que esta relacién se cumple para cualquier valor de
Q y X\, se sigue que:

/V:ﬁ[ﬁ( 2m)q,q)\/d(q)S(tLQ)]

_ Vp«))[%( e QNP0 8. 01 (2.13)

Esta es la ecuacién diferencial a la cual satisface S(q, Q).
3 : Procediendo en forma aniloga y partiendo de (2.12) se
% " llega a:

- P
! t t

‘ ﬁtﬂ (— 5 oq,q)vom) $*(q, Q)]=
: a0 ik 0 e ;
Voo (=35 20 @) Ve(Q) 5%(2. Q)] (2.14)

§ 3.-Transformacion p,q— N, 9. - ‘

Los operadores de emision a,+ y absorcién a, de un campo
de radiacién cuantificado estdn vinculados con las variables p,, g,
.y N, %, mediante las relaciones (2): ‘ .

N

(™ Ver p. e. W. HEITLER, The quantun theory of radiation, § 7, Oxford
Univ. Press, 1944,




g =" (ptiw,q,) =\N,e ™
V2hv,. ,
a,= —iw, q,) = ot VN (3.1)
V2 F, \
. . -~ h
De (1.2), si se define una nueva variable %,:—2—7[ N, se
tiene:
h
N0 =9, N, =—i——5,..
2

N, y 9, son, en esta forma, variables canénicamente con-
Jugadas La (3 1) es, pues, una ftransformacién canénica entre -
- las variables p,q y N, %
‘ Respecto de la nomenclatma empleada anteriormente es
N=P y $=0Q.
Segun (2.2) las vanables P conmutan con las & y las N
con las q. No asi p con N ni ¢ con 9.
De (3.1) se obtiene:

c’l:{)q e—iﬁ — e——-l.ﬂ' q eiﬂ‘ — e2iﬂ‘ q— q e2i8‘

gﬂ)l‘q e—iB'.._.. e—i”‘ q ei”‘ — q e—2i& . e—iZiD q (3 2)

y de aqui resulta

cos? ¥ q=qcos? 9.
sen? ¢ g =g sen? 9.

Derivando respez:to de $ y mediante las (3.2) se obtiene:

e2€ﬂ' q=q e2iﬂ‘
, :
y de aqui se obtiene que g también conmuta con tag 9. Gon estas -

relaciones sin mayor dificultad se encuentra que: :

p=wqtag?d
h h
—_ ———— 2 2
e oo ]
’ 1 o ' 1 1 ﬁ_
' o qu cos98+—2—2ﬂ'
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De (2.8) se obtiene que la funcién generatriz es:

2ni | Cd v i i i,
AWl i 2 tag b — = — — E2{ag O — &
hW 24nhqtag +3 ZEtag +5
(E=2n I/% q). (3.3)
" Finalmente la funcién de transformacion, segtn. la. (2. 10) es:

VB2 . B
S(e,8) =c—iytagt+ig (3.4)

§ 4.-Transformacion de las funciones propias.

Estando dados H(—L—h-‘d—,q) A (— 2 ()Q Q) v S(g, Q) las

funciones de densidad o(q) y p(Q) quedan determinadas me-

diante la ecuacién .(2.13). Si se resuelve este problema, en ge-
neral, no se encontrard un tunico par de funciones o(q), p(Q).
sino un sistema de soluciones o:(q), p;(Q); 04(q),ps(Q) ...

, Conocidas en esta forma las funciones de densidad habrd que

determinar a qué funciones {(gq) y I(Q) corresponden.

Consideremos las funciones de densidad posibles cuando la.

funcién de transformacién estd dada por la (8.4),

. h hv

H(_—L‘z“,[ oq’q)—— <—'0~/)—l E2 1)

ih
W~ 0"0 Q) =it

En este caso la (2. 13) es:

1

+E2 l)VcsE e""E t°h+ b=
2Ve(5) ®

——==I(=

OE"

Vp(&) i mee——“ ﬂ+ b1

PEELAb SIS T e WD E i

Ed Bl o St
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Efectuando ,operaciones se llega a: \

IO OR NP IO _’.p'(ﬂ-)__ ‘

Siiendo & y 9 variables mdependlenles la (4.1) admite so-
lucién cuando:

()
€ =a=const. (4.2
(@ )
i.a.tag¥—i ZESZ = b= const. , (4.3)

_9"(®) o'(€) 2__.1, ' 4.4
ZG(E)+(26(E>) - *4

De (4.2) se obtiene:
o(&) = consl. £a-1, © (4.5)

. Mediante la (4.4) se determinan los valores de ay b que
satisfacen la (4.1). Sustituyendo en ésta el valor de o(%) dado
por (4.5) se llega:

. . . F
(a1 |3 (1) —ar2] E2=—0.
S :
De aqui:
(l1: 1, 02:3, b:0.

Existen, pues, dos funciones de densidad

o;(§) =@, =const. o) = 0y E2. (4.6)
a las cuales, segtn (4.3), corresponden, para b=0, las funcio-
nes: '

By Bg A
% o(3)=—2_, 4.7
P ) p— Po(¥)=—33 ( | )

‘ , ' -/
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Con cstos elementos estamos en condiciones de encontrar 1.1

o

transformacmn de las funciones ¢~ gH () a las funciones I (S)

)

a .9 i o ? .
T (%) =0l f e g EREY o= ST, () o(%) dE |

—

—=e i%fe-—ﬁ“(&) H,,(‘é) G(E) dg (4. 8)
con -
e r
L 8y =" [s<&)]=_>o (4.9)
2 cos ¥

Debemos astablecer, en primer lérmino, cuéndo _corresponde
emplear GI(E)_—aI 0 c,,(E)_a E2. Segtn . (2 8) se tiene:

para cj1(E) =0y fe— & f1n’<E> IIn(E) Gy dE: oy c;‘ bn’n'
S 1
para oy(E) =, £2, f e~ 8 (g Hu(8) ) (5 Ha(®) ) a2 dE==

=0y Cy Bn’n'

Es decir, para o,() debe considerarse la transformacién de

Puesto que H,,(E) es un polinomio par y H,;:1(B) es in-
par, la (4.8) es distinta de cero para n=2m y o(€)=u0, y
cero cuando o(§)=oa,E2. Reciprocamente es nula cuando n=
L om+1 y o(E) =0, y distinta de cero para o(E) =ayE2. En esta
forma se tiene: :

. . 9.. P .
Fon(8) = alezif e—EsOH, (5)dE=

m

) ) _\ LN
. _:»a_zl e’ —Q—f e—ns(®) V_l__HQn ( V'q) dn (4/ 10)

0 n




o

S
r2n+1(&)_°°2e‘ f E%(&)?H%ﬂ(g) g2de=

—_—o0
-3

Qg

;8
=’EH et f 7"S(&)Hznﬂ (V’l) dn. (4.11)
0 . ]
(n=%%)
Las (4.10) y (4.11) son las transformadas de Laplace de
1. ) _ —_
las funciones —= Hou (V1) v Haig (Vn) respectivamente; las

In

funciones transformadas son conocidas (*) cumpliéndose la con-
dicion de convergencia R(S(9))>0: :

t_ (2n) I [1-S(9) ]
Ton(9) 7 \n m[&www

(2n)! .
=0y I/%%cosl/i’&‘e —i2ny (4.12)

_;_&, (2n+1) ! [1-S(N)]r _
2"+1(9) - V nl [S(a)]n_l_g/o

=—a, VZ (2 + ) cosd2ge— i@+ (4, 13)

A las funciones ¢~ Jeg corresponde la funcién de densi-

const
dad vy
funmones de densidad. calculadas anteriormente y dadas por (4. 6).

Estas funciones ‘propias corresponden a valores propios posi-
tivos de la energia.

Estas son las

y a las ¢ 48D corresponde

§5. - Valores propios negativos.

!
El sistema  ortogonal completo-de las funciones e ? n(E)

se transforma, como hemos visto, en el sistema semicompleto do
—_— g

() Ver G. DoerscH, Theoric und Anwenduny der Laplace Transforma-
tion, phg. 403, Julius Springer, Berlin, 1937.
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las funciones e—%#(n>0). Debemos ahora, con .el objeto de

poder disponer del sistema completo de estas funciones, hallar
en qué condiciones se encuentran las funciones e .
Consideremos la funcién de transformacién -

o C s ey metiE mge it (5.1)
| Resulia

wgy . €8 * 1 | ) y
SHO= " RESHE) =10, :

‘con lo que las expresiones andlogas a (4.12) y (4.13) que se
obtienen son:

. ' \

2 7
_ f . -
—ay\2n (ZL;}_& cosd/2 § ¢ TUEA2 ‘
‘ I

Se obtiene, pues, que mediante la funcién de transformacién
(5.1) se transforma

ol (6) et

Ahora bien: se obtiene (5.1) a partir de (3.4) si establece-
mos que E=1%. Por otra parte, la ecuacién de Hermite:

v [ . ™
' d2F, (& : L
,/ ﬁ_m}(z)+(2n+\1)1«‘,,,(g):o | . g
E?.
(Fu(8)=e =5 11,(5)) " (5.2) , ;
, para valores reales dé £ tiene por valores propios nimeros enteros |

* ‘ positivos. En cambio, para valores negativos de n:
- \dz ey _— , ,
s . Tl (8) =B P (5) + (-2t ) Fa())=0  (5.3) L

admite solucdiones ortogonales que se anulan en el infinito si X
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£=1¢.  En efecto, haciendo el cambio de variables se obtiene la
ecuacién ' .
d* F_,(it)

(.{C? - L" I’_’l(iz_\) _}_ <2”'—-1) F“l‘l(”:) :OI’

cuyas soluciones ‘son, si se compara esta ecuacién, con la (5.8)

F_y(it)=e5 Hyy(0)r

. De lo dicho resulta que:

)

<
Loa(®) =f’—f etg M8 Y F_,(it) o(L) dt =

—_—o
v

oo

¢
y

9. ok — —
= l e"g—f e 18t ®) H, (Vn) 6(Vn) dn
0 )

(ﬂ:Cg)- : ../'

. : =2 :
Se obtiene asi, que la transformada de e_%[{n_l(t) es, co-
mo lo indica la (5,2), la funcion e ¥, Estas funciones corres-
ponden, ahora, a valores propios negativos de la energia.
Puede apreciarse, de lo dicho, en qué forma se corresponde '

"el sistema completo de funciones e—#%, ¢+i%con el sistema
£2

también completo de las funciones e _%H,,(E): El primer con-
junto de las funciones e—% se corresponde, mediante la trans-
formacién canénica N, 9% — p,q con las soluciones de la ecuacién
de Hermite para valores reales de la variable q y conducen a va-
lores propios positivos de la energia. En cambio, el conjunto de
las funciones ¢®*% se corresponde con las soluciones ortogenales . - '
de esta ecuacion para valores imaginarios de ¢, y conducen a
valores negativos de la energia. A
En la descripcion N, 9 del campo de radiacién resulta, pues, Cald
necesaria la introduccién de fotones de energia negativa, lo que.
en la descripcién p, q implica la necesidad de considerar las solu- -
ciones de la ecuacién del oscilador lineal sobre el eje imaginario
del plano complejo. de la variable g. Aunque en este ultimo caso,
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si se prescinde de la representacién NV, 9, no resulta muy visible
esta necesidad, debido a que unas y otras soluciones de aquella
ecuacién forman de por si sistemas completos. -

La generalizacién obtenida del esquema de las transformacio-
nes canénicas no deja ver, sin embargo, cuil es el origen de la
* . dificultad que tratamos. Pero el hecho es que la correspondencia
N biunivoca entre las autofunciones correspondientes a ambas repre-
sentaciones, solo se obtiene si se tienen en cuenta las soluciones
. de la ecuacién del oscilador lineal en el eje imaginario. Esto
equivale a considerar a las variables ¢ como antihermitianas, en
forma analoga a la empleada por W. Pauli (%) al aplicar a un
~sistema de osciladores lineales el método de ‘cuantificaciéon de Di-
rac (%). En el formalismo desarrollado aparece. como natural la
‘ - necesidad de considerar estos valores de ¢ en el antiguo método de
. cuantificacién del campo de radiacién. * B
Agradezco al Prof. G. Beck el haber llamado mi atencién
sobre este punto y las discusiones mantenidas respecto de asuntos
iratados en este trabajo, y -al Prof. R. Gans su interés por el

mismo. o

José A. Balseiro oo

\\

_— L

(°) W. PauLi, Rev. Mod. Phys, 15, 176, (1943). o Y
(®) P. A. M. Dirac, Proc.-Rey. Soe. 4180, 1 (1942). ' E
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SOBRE LA DISTRIBUCION DE PLANOS EN EL
ESPACIO

por L. A. SANTALG

\

' 1. Enunciado del teorema. Derivado de un problema fisico,

‘Goudsmit ha estudiado el problema de hallar el valor medio del

cuadrado del 4rea de las regiones en que el plano queda dividido
por rectas arbitrarias distribuidas de manera que el valor medio
del area de dichas regiones valga la unidad (1)."

Desde el punto de vista matemético puede ofrecer interés.
considerar’el problema anélogo en el espacio. Esto es lo que vamos °

a hacer en la presente nota.

El problema y resultado obtenido se pueden enunciar de la
siguiente manera: .

Supuesto el espacio dividido por planos arbitrarios en re-
giones cuyo volumen v tenga por valor medio la unidad, el valor

medio de v2 vale 5 n2,

La demostracién dada por Goudsmit para el caso del plano
no es facil de generahzar al espacio. Con hgeras variantes puede,
sin embargo, hacerse esta generahzacmn si bien el método resulta
largo y las. consideraciones de probabilidad cue es preciso utilizar
no del todo convincentes. ,

Por esta razén vamos a seguir un método completamente
distinto, que puede aplicarse lambién en el caso del plano para
obtener ‘el resultado de Goudsmit y que, posiblemente, puede tam-
hién ser generalizado a un espacio de cualquier nimero de di-
mensiones. - ‘ .

2. Demostracion. Cousideremos primero una esfera S de
radio R y un nimero finito n de planos que la cortan.

™ 8. GOUDSMI’J“, Random distr ibution of lines in a plane, Roview of Modern

Physies, vol. 17, pig. 821, 1945.
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Supuestos los planos dados arbitrariamente, ellos dividiran
a.S en un cierto ntimero de regiones. El valor medio de este ni-
mero de regiones sabemos que vale (2)

do=(5) et (B 241 )

siendo V el volumen, F el 4drea y M la integral de curvatura
media de S, o sea,

V::i nR3, F—=4=nRe, M =4xR. (2

El valor medio del volumen de estas regiones sera

i v

<U>=
<N>

y para-que se 'cumpl'a;la\condicic’m de que valga 1 debe ser

R=

ny™W 37n
(3):1—3—_’_?(2)16 45(_[—) (3)

Recordemos que la medida del conjunto de planos que:cortan
a un cuerpo convexo cualquicra es igual a la integral de curvatura
media del mismo (3). Por ejemplo, en los casos particulares de
la esfera S y de un segmento de recta de longitud a, dicha me-
dida vale, respeclivamente,

S[dE:4nR, ;/dE:'Tra .‘ . (4)

siendo dE la «densidad de planos» y estando la primera integra-
cién extendida ‘a todos los planos que cortan a S y la segunda a
todos. los que cortan al segmento.

(®*) L. A. SBANTALG, Valor medio del nimero de regiones en que un ouerpo
del espacio es dividido por n planos arbitrarios. Revista de la Unién Matemé-
tiea Argentina, vol. 10, pag. 101, 1945

(®) W. BLASCHKE, Vor Zesungen uber Integralgeometric, Hamburger Mathe-
mastische Einzelschriften, 1936 (pig. 66).

B
i
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N 7

- Consideremos dos puntos P, y P, interiores a S y sean dP,,
dP, los elementos de volumen correspondientes a los mismos,

Sean, ademais, E,,'E,, E;, . .., E,, n planos arbitrarios que cor-
‘tan a S. Consideremos la integral multiple '

I==[dP,dP,dE, dE, .. .dE, " (5)

en la cual la integracion estd extendida, para cada plano E; a°

todas las posiciones en que corta a S pero no separa a los dos
puntos Py, P,. La integracion respecto estos puntos estd extencida
a todo el interior de S.

Fijando primero P, y P, y llamando « a la distancia entre
los mismos, segtn (4) la integral de cada dE; vale (4nR—na) y
por tanto queda .

I=[ (4R—nayn dP, dP,. (6)

[

Ademas, en un sistema de coordenadas polares dé centro Pj.
llamapdo dw a la direccién del espacio segtn la cual se encuentra
Py, es dPy=a?dadw. Fijada la direccion do y la distancia «,
el elemento dP; puede entoncés integrarse a todo el volumen co-
mun a la esfera S y a la que se obliene por traslaciéon de la
misma de un segmento. @. El volumen comin a estas ‘esferas vale

1

inR3_—nR2a—|— LR (7)
e ° . ].2

Al hacer variar do a todas las clil'ecéiones este volumen 'no
varia, de manera que la integral (6) queda reducida a la integral
gimple

2R : .
:‘f(4nR—na)4 (% nR3 —nR2%a + Ilé nad )'47: a2da.  (8)

0

Por otra parle, si en la primera expresién (5) de la integral
I, para llevar a cabo la integracién, se mantienen primero fijos
los planos - E;, los puntos P,,P, pueden entonces variar en el
interior de cada una de las N regiones en que S es dividida por
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,losﬁ.pla‘.nos. Llamando v; (i=1,2,8,...,/¥) al volumen de es-'

tas regiones, es por tanto _ )
w
1= f (Z02) dE, dF, .. dE,, (9
Siendo, por definicién,
N _ C
f(Zvﬁ) dE,dE,. . .dE,

<02>R: L - (10)
<N>de1 dE,. . dE, '

/

donde <v®>p indica el walor medio del cuadrado de v para el
caso ‘considerado de una esfera de radio R, teniendo en cuenta (4)
Y que el cociente V/<N> vale 1, wsu]ta

Ca I - '
<v"/[{ —_ W. B . ’ (11)

El problemé se reduce por tanto a hallar el limile de este

cociente cuando n y R, ligados por la relacién (8), tienden a

infinito, de manera que la esfera S pase a llenar todo el espacio.
Segin (8) y. (11) es
2R

<wsp=[(1--%) (1- 3‘i+—1—£')4m\z2d¢z. (12)

Hagamos el cambio de variable

v a=2R¢

con el cual la integral anterior queda .

1
n

<v>p= (1 — %) (1 —g t+ % 9) 32n Ry 22 dt '(1.3)

)

donde R esta ligado con n por (3).

L
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Observemos ahora que por mtegramones por partes suoesivas
se obtiene inmediatamente

1 ' ,

/(l_i)n”dt:' = +24
2 (1) (nt2)(nt3) | 2o

%

/(1——)nt3dt 32 B
©2 (n+1)(n+2)(n+3) (n—|—4) 2ntt

1 - \

K 128 2
Of (1_5) 1o dt = D +2)(n+3)(n+4)(n—|—5)(n+6)+2n+1

siendo A, B, C factorés cuya forma explicita no interesa, pero
que tienden a 0 al crecer n infinitamente. '

Teniendo en cuenta estos valores y sustituyendo R por su
valor en funcién de n dado por (3). de (13) se-deduce

N =0

\ ' <v?>=lim <v®>p= —43— n? (14)

. que es el resultado enunciado.-

Nota.—Obsérvese que si en lugar de suponer‘. los planos
dados arbitrariaments, se supone, que se dan independientemente
3 haces de planos perpendlculares a 8 ejes coordenados rectangu-
lares, siendo para cada. haz los planos dados también arbitraria-
mente, pero de anera que su dlslanma media sea la unidady

el valor medio de v? que se obtiene en este caso régular, no .
coincide con el anterior del caso general.

Procediendo como Goudsmit para el plano, se encuentra in-
mediatamente que en el caso regular es

v jf/?(gng)ze—(HHC) dédndt=38
000

valor inferior al del caso general considerado.

BUENOS AIRES, Semmarw Matemdtico de la Facultad de
Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. :
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COEFICIENTES DE KUMMER

I o \ por PEDRO A. Pi1z4 o
e : San Juan de Puerto Rico ' &

Con los primeros resultados de sus célebres investigaciones
% referentes a la ecuacion de Iermat zr-4-yr=qan publicados en
’ 1837, Kummer introdujo y utilizé cierta -féormula en la que ‘apa-
. recen todas las potencias pares o impares de z+y=2z(*). Esta

PO SETEE T  eT T

férmula debida a Kummer, fué demostrada posteriormente por

"Mention. Puede escribirse para cualquier exponente n como si- ;
] gue: - ' ;-
i |
'~ n(n—3

xn - yn:zll —n myzn—" ( 5 ) a2 y- zn—d

- n(n—d)(n—5) . - . n(n—B)(n—8)(n—7) , , _
: . __3'— .t-"‘ y3 zn G+ 4! x‘i yizn 8

__ n(n—6)(n—T)(n—8)(n— 9)

b yb 11—10
5l VAR

Con exponentes pares n=2m, el segundo miembro de esta
igualdad contiene contiene —TZL— +1=m+1 términos. Con expo-

pentes impares n=2m+1, el numero de términos es de
(n+1)/2=m+1. Para nuestros fines podemos designar conve-
nientemente sus coeficientes, que alternan en signo, por K;n=1,
Kon=—n, K;r=n(n—-3)/2, K;p=—n(n—4) (n—b)/6, etc.

Es interesante computar una tabla de estos valores' numéri-
cos que resultan ser siempre nimeros enteros y que llamaremos

(*) Véase DIcEsoN, History of the Theory of Numbers, vol.:II, phgs. 737
y 739, citas 25 y 43. . -

\ G
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coeficientes de Kummer, para los primeros valores de n, con el
‘ fin de observar y estudiar sus propiedades interesantisimas. Tal
tabla, calculada hasta n=283, sin tomar en cuenta que en las
columnas pares los coeficientes son negativos, y positivos en las
columnas impares, es como sigue:

PSR

\ <3 2 gn N | gen N ) L) 1 ) -n 7N
_ . KM -K'| K | =K | K" | =K' | K |—-K| K |~-K| K |-K,
1 \
1 2
1 3
1 4 2
. 1 5 5
1 6 9 2
1 7 14 7
1 8 20 16 2
1 9 27 30 9
1 10 ‘35 50 25 2
L 1 11 44 77| ' 55 11 |
1 12 54| 112| 105 36 2
! 1 13 65, 156 182 91 13 '
X 1 14 77 210 294 196 49 .2
. 1 15 90| 275| 450 3781 140 15
1 16 104 352 660 672 | 336 64 | 2
! 1 17 119 442 935 1122 714 204 17
1 18 135 546 | 1287 | 1782 | 1386 540 81 2
1 19 152 665 | 1729 | 2717 | 2508 | 1254 | 285 19
: 1 20 170 800 | 2275 | 4004 | 4290 | 2640 825 100 2
1 21 189 952 | 2940 | &733| 7007 | 5148 | 2079 385 21
i 1 22| 209| 1122 | 3740 | 8008 | 11011 | 9438 4719 | 1210 121 2
. 1 23 230 | 1311 | 4692 | 10948 | 16744 | 16445 | 9867 | 3289 506 23
: . I

- - Tabla dc Cocficientes de Kummer '
Tengamos -presente que la notacion K, nos indica el coe-
ficiente de Kummer correspondiente al exponente n que aparece
en la fila o linea horizontal n y en la columna vertical ¢ de esta
‘ tabla triangular escalonada, en analogia con la notacién Gy usada

nomio de Newton segtin aparecen asimismo en la tabla o fridn-
_ gulo de Pascal. ‘
' Por inspeccién de nuestra tabla podemos observar que exis-
! ten las siguientes notables relaciones enlre los coeficientes de
. Kummer: '

L (1) Cada nimero en cualquier columna es la suma del que
le precede en la misma columna, més el que aparece diagonal-
mente arriba y a la izquierda de este ultimo. En general ob-
: 8ervamos

" generalmente para indicar los coeficientes en la expansién del bi-.
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Kn= Kcn—l + I(c— 2

Ejemplo: Kg9=2717= K8+ K,17=1782 - 935.

(2) Si sumamos las diagonales descendentes comenzando con
las unidades sucesivas de la primer columna, obtenemos 1 +2=3.

14+34+2=6,14+4+54+2=12, 1+5 +94+T+2=24,

En general la n-ava diagonal comenzando con la unidad de

la primer columna correspondlcnbe a la flla n, contendrd (n41)

qumandos y su suma serd
I

Ky Kyett LK 4 Knis L Kpyy2n =3 . 2071,

(8) Si multiplicamos cualquier par de niimeros ‘consecutivos

de la segunda columna, su producto serd igual a la suma de los

tres niimeros que forman angulo recto debajo y a la derecha del

mayor factor. Tendremos K,» K ntl —K gtt2 - Kgntt - Kont2, equi-

valente 'a la 1c]ent1c1ac1

n.(n—|—1) = (71_|_2) + (”’|'2)2 (n—l) 4 (l'l‘—}'—\l)z(n—z)’.

(4) Si tomamos cualquier grupo de cuatro numeros con-
tiguos que formen un cuadrado en las columnas2y 3, susuma es
siempre un numero cuadrado. Tendremos generalmente:

Kz’l + Kan -+ K2”+1 + K3n+1 =n?,

que eqmvale ala 1dent1dad s \

. nt ( 3)+(n+1)_{_(n+1)2n 2)

J

(5) La suma de los primeros n nimeros ¢contiguos en cual-
quier columna ¢ (después de la primer columna), es igual al
nimero que aparece en la tabla dos filas mis abajo en'la pré-
xima columna a la derecha.

Nétese que en cada columna ¢ hay (2¢—3) espacios vacan-
tes antes de llegar al prlmer nimero de la columna que siempre
es 2, siendo el tercero siempre el cuadrado de c.
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"Ejemplos: 32 columna: 24549 =16.
92 columna: 2417+ 81+ 285=385."

Generalmente en cualquier columna ¢ tendremos

i==n
K=K, i
== c—2
El ntmero total de espacios yacantes en la parte superior de
la tabla hasta incluir la columna ¢, es de

/

185 TH. . = (e—1)2

Sin duda olras muchas propiedades numeéricas de los coefi-
cientes de Kummer en la tabla, podrin observarse y probarse
en un estudio més extenso de la misma. Cada una de estas pro-
piedades ilustrard una nueva propiedad numero-teérica de los
ntmeros enteros.

La propiedad general (1) nos permite computar recurren-

temente los coeficientes correspondientes a cyalquier fila n de la
tabla, si ya conocemos las series de coeficientes de las filas

(n—1) y (n—2).
Por eJemplo la préxima fila 24 de la tabla consiste de
los 18 ndmeros siguientes: _ |

1, 24, 252, 1520, 5814, 14688, 24752, 27456, 19305, 8008,
1716, 144 y 2. o

Con la relacién (5) podremos desarrollar ciertas identidades

* de considerable interés numérico. Por ejemplo, todo ntumero de

la columna 8 nos dard

nz__”(”z_s) =2+4+8+445+...+(n—2),

donde el segundo miembro contiene (n—3) sumandos. Ejemplo:

KP2=2+48+4+5+6-+T=217.
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En general Kgn41=a Ta suma de todos los nimeros ente-
ros positivos desde 1 al (n—2) inclusive.
De igual modo cualquier ntimero de la columna 4 es

Kin:M 24+54+9414+-. . +(” 2;(”—5)

: que podemos nuevamente escribir por sumas parciales como si-
L gue: _ ,
! :' K{Ln — 2 . . ) 1
4 1243
+24844 . o
1 F2434+4+5

+24+8+4+5+6+... ... + (n—4). ,

Sumando ahora por columnas empezando por la ultima,
tendremos la- relacién o identidad

K,ll" _n(n—4)(n—5) _
- N ' 6 i, \

donde el segundo miembro contiene (n—5) sumandos. Esla rela-
cién es valida para cualquier valor de n mayor que'5. Un ejem-
\ plo numérico para n=10 es

10.6.5

=50=6+2.5+3.4+4.3+5.2
=64+10+12 + 124 10=50.
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Es obvio que por la repeticiéon de idéntico proceso, serd po-
sible expresar cualquier Kz;»=n(n—5) (n—6) (n—T)/24 como su-
ma de los K, hasta incluir el i=n—2. A su vez podremos ex-
presar cada uno de estos K, en series de sumandos 'que son fun-
ciones lineales de n, como en el caso anterior.

En general cualquier K,» lo podriamos expresar finalmente,
por el mismo proceso de iteracion, como sumas de series que
son funciones lineales de n. Ya que un K» cualquiera es de por si
funcién de n de grado c—1, las sucesivas repeticiones nos perml-
tirdn expresar al fin estas funciones de n de grado algebrawo
(¢—1)-vo, como sumas de sus funciones lineales (de.grado alge-
braico 1). :

Esto es posible que tenga aplicacién 1til en el estudio de la
alta aritmética y del éalgebra, cuyos principales objetivos son los
de hallar paralelamente relaciones mulliplicativas y aditivas en
algtin campo determinado de los ntmeros.

San Juan} de Puerto Rico, 15 de noviembre de 1948.
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NOTA SOBRE LOS COEFICIENTES DE KUMMER

por Jost BABINI

En el trabajo anterior, el sefior Piza sefiala algunas propie-
dades de los coeficientes ¢(n,m) del desarrollo de Kummer

(z=w+9):

/ | m_<_% “
.xn ‘|‘ yn = Z‘(—l)m q:_)(n, m) m ym zn—2m’ (1)
me=0
" de la forma:
¢(0,0)=2
¢(n,m)= nzn.—m—l)(n—m—z). . .(n—2rln+1) ,
m!
0=m=">0.
2

Es claro que esta altima expresién puede escribirse

olnm) = (") =2 (") -

M+ ®

y aplicando a cada uno de estos numeros combinatorios la cono-
cida relacién de recurrencia, se obtiene la relaci6n de recurrencia
de los coeficientes de Kummer

¢(n, m)=¢(n—1,m) + ¢(n—2,m—1) (3)

que el sefior Pizd comprueba, en su articulo, para casos numéricos,

(propiedad 1).

T d
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La propiedad 5 del sefior Pizd se deduce inmediatamente
.de la .anterior escribiéndola

¢ (n—2, m) =o¢(n, m+1) — p(n—1, m+1)

y surnando estas igualdades para n desde 2m+2 a p+2. Serd

ri2 .
Zo(n—2, m) = th(n m) cp(p+2 m41) —p(2m+1, m-l—l) =
ne=2m-4-2 . ne=2m

) (p+2, m+1)

pues ¢(2m+1,m+1)=0.

Para demostrar la propiedad 2 del sefior Piza consideremos
el polinomio P,(z) (n>0) cuyos coeficientes son los elementos
de las diagonales descendentes de su.cuadro. Ese polinomio sers

n
P,(z)= Zocp( n4m,m) am
e

Tt

y aplicando la‘expresion (2):

Pn(a,) mi,o (;:L ) zm 4 mzn_l( :7:__11) m — (1—}—.’8)“ + (L'ﬂ(].—[—(b‘)”'"i —

= (L+29) (L+a)t

que para =1 da la propiedad indicada por el sefior Piza, pero
que permite otras relaciones entre los coeficientes de Kummer.
- Asi

It

P,(—1)= Zu:cp (n4m,m) (—=1)n=0 (n>1)
me==0

P, ( - —;—)——* ng(n-{lm, m) (—1)m2m=0 (n>0).

.
’

Muchas otras relaciones entre estos coeficientes pueden obte-
nerse. Asi, consideremos la 'serie entera, corvergente para |z|<1
S (z) = Ze(n, m) zn—2m = Zo(n42m, m) zn

ne=2m 0

T

s que, utilizando la (2), permite calcularse facilmente

!
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Sa@=x|("E) + ()| an=

n==0 n m_'].
1 1 2w
- (1—z)ymtt * (1—g)m ~ (1—z)mH

/

’

Asi, por ejemplo i

Sm(—;—) = Z¢(n+2m,m) 2-n=3.2m,

n==(0

En. forma semejante se obtiene al valor de la serie (|z|<1;
n>0):

[

Eq; (n-+2m,m) gm = = [ (:'n,+m ) + ("‘I'l'm_l ) ] m—

me=() ‘ " m m—1 .
' -
| | =z (" ) om (1+x) : Hﬁ

Relaciones entre los coeficientes de Kummer y los nimeros
combinatorios pueden obilenerse partiendo directamente del desa-
rrollo (1). En efécto, si en él se sustituye z por x4y, dé la iden-
tidad resultante se obtiene
7—~2m

—m

IA

)=0 o0x<r n

Z( 1)'" cp(n m)( o

expresion -que también podria obtenerse directamente pues el
primer miembro no es’sino

A' (n— Y1 =

Una expresion del coeficiente ¢(n,m) como deterininante cu-
yos elementos son ntimeros combinatorios, puede obtenerse como
sigue. Si llamamos "+ y*'=uq, se obtiene el desarrollo

1

| (x+y)P.:;l):(€)ap+ (q):cya,,_gq-(;pz)x?y?a,,_d,—}—.'.
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"y si de las igualdades que se obtienen haciendo p=n, n—2,
n—4, ..., se elimina o, 4, «, ,, ... se llega ,después de-algu-
nas simples (ransformaciones a

. a
v

. o
N D I o

- srmy (T0B) (TE)

que, teniendo en cuenta la (1) da, para m=1.

i HEORU RN
B e Y T R G B )

| e el ("t ) (;;—_—2) |
0‘ 0 0 .......7.("-ZK-PZ)f(n~2;1+2)

Por lo demés es ficil demostrar directamente esta expresion
y con ello el desarrollo de Kummer. En efecto, el determinantd
anterior, para m=1, es un polinomio en n de grado m que se
" anula para’n=0, por anularse todos los términos de la primera
fila y para n=m+k; £k=1,2,3,...,m—2, por hacerse igua- "
les los términos de la dltima columna con los de la columna /2.
De ahi que ¢(n,m)=Cn (n—m—1)(m-1,
. Como para n=m el determinante toma el valor (—1)m~1;

C _1 y finalmente
: m! ‘

n(n—m—1)(n—m—2). . .(n—2m-+-1)
m!

qJ<l')., m) = i(n——-,n-]_)(m—l —
©oml
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CURVAS PARALELAS SOBRE SUPERFICIES DE
CURVATURA CONSTANTE

|
por

E. VipAL ABASCAL

1. - Introduccion. — El objelo de esta nota es generalizar la

definicién de curvas paralelas sobre una ‘superficie y obtener una

expresion invariante para este paralelismo sobre las superficies
de curvatura constante, que generaliza la conocida expresion

R om\ 9 L .2
'I;(F—]() +<ﬁf) ’

invariante para las curvas geodésicamente paralelas.

2.~ Curvas paralelas. — Definicion. - Sobre una superficie de
curvatura constante x=zxz(vt,v?), llamamos curvas paralelas a
otra dada C (continua, diferenciable y con las dos primeras deri-
vadas continuas), sequn un dngulo o, aquellas formadas por los
punios que se obtienen considerando en cada punto de la carva
C la geodésica que forme con ella el dngulo o y.tomando sobre

estas geodésicas una distancia constante p. Como caso particular,

k1 . , o
cuando co—_—E, se obtienen las curvas llama‘das, geodésicamente

paralelas.

Suponiendo la curva simple C cerrada, correspondiente a
v1=0, de longitud L y que limita un 4rea FF sobre una porcién
de superficie regular z=w=z(v!,v2), siendo su curvatura funcién
de v2, K(v?), he demostrado, en olro trabajo (1), que el area limi-

(*) . VIDAL ABASOAL, drea engendrada sobre una superficie por un arco
de geodésica cuando uno de sus. ewtremos recorre wna curva fija y longitud
de la curva deserita por el otro extremo. Rev. Mat. Hisp. Amer., T. VII, n° 3,

t
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tada* por la curva Cy la que se obtiene cuando el éngule que
forma la geodésica con C es variable »(0,v?) y sobre ellas se
toman las distancias, también variables, p(v?), se halla por la
formula

- - Lsenm(O v?) Selll_p(LP)]W)] ' 14
) F"*I'f T K(v2) - )

0

L :
_ [ ()= (0% VT
f K9 sen {p(v2)V K(v?)]dv2. o

0

'
\

Suponiendo ahora ép paralela a G, segtin la definicidon dada,
serA o =const., p=const., K —=const., se deduce

~

(25 Fo—F—I sen w sen [p VK K] cos LPVK]
P =1

on—KF
VUK K - D)

con la condiciéon de validez de que para todo v? y para v1 tal
que 0=<vl<p, sea

t

sen @ cos [V K]+ q'(OKU ) sen [1)1 VK>

/

. 8. - Longitud de la curva paralela. —Si a partir de G, para-
lela a C, tomamos —p, sobre las mismas geodésicas, obtendremos
la curva de partida ¢, (representando por o(p,s), el angulo va-
riable en que encuenira la geodésica a C,) se deduce de (1)

L

. VK |
F =TI, cos oV K]— senp f sen o(p,s) ds — (cos [pm]—l)
' V—R- 0 .

de donde
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(8)  Focos[pVK]=F+

\

sen.[p VK] A | - :
w—V—E—f sen co(s) d3+ K (COS[ Vf]—l)
0 .
De'(2) y (3)
2n  senwsen [p VT{] L— cos [p. VK] 2n—KF)=
K~ 7K o &s

~

N N A L B
cos[pV K]  Kcos[pV K] ./ E\", cos[pVK]/ L
de donde . ‘
(211 KF) sen [p} K] -

VK -

(4) ff sen o(p, s) ds =L sen o cos [pVT.']
0

e

. por el teorema del valor medio / sen w(p, s) ds = L, sen o* sus-

Auluyendo este valor en (4) s6 obtiens

L sen o cos [pV K] (Zn—KF) sen [pV_Iz]

sen w* VKs sen co*

(5) L=

4. Invariante paralelo. De (2) y (5), se deduce SR \

2n Lsen wsen [pV K] .
r_ 2 V_—
Fo—g (r ) cos [pV K]+ =
L, sen o* L Ve
— =— (F— %) sen VEK]+ —senwcos[p VK
N Y ) [T K] g som e cos[p T ]

de donde, elevando al cuadrado y sumando,

2ny2 L, 2sen? o* 2nv2 L2sen?o
(Fg) +=5—=0F-F) +—%—
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N
expresion que generaliza el llamado invariante paralelo J, corres-

ondiente a co_ a que en este caso o*= o,
( q

K
5.- Consecuencws — 1. El paralelismo que hemos definido no
es reciproco; tomando a partir de G, sobre las geodésicas que
forman con ella el dngulo constante w©, la distancia p, no se
obtiene, en general, la curva C, o sea, si G, es paralela a G, C
no es paralela a Cp.
La condicién para que el paralelismo sea reciproco es que

(6) . : cos o(p, v2) = cos ©
. : COS ©
o sea, teniendo en cuenta que cos®(vt,v?)== ———— ha de
L S )
ser ¥ gy9(vl,v2) =1, pero
—  senocos[pV K]  %,(0,v2) sen[pV K]
927" sen o(p, v2) VK sen o(p, v?)
" de donde por (6) ‘
VoL, Seale VK]
cosle ! Kl o o
la .condicién séré, por lo tanto,
VE sen Vf
(1 —tos [p VI 502y PLE
%y =(1—cos[p T K] — VK tg =5 sen .

2. El area hml,.tada por la curva C’ paralela a G, serd por
la férmula (2)

1 [pV K VK}-1
Fo— L, senmls/eI%[P ] cos [PI | (2n—KFp) =
A )
: V'K VK]-1
=L, S"”;‘}_’;[p ] —COS[pK ] 97 4 Fy cos [p VK]

sustituyendo los valores de Fy, y de L,, se encuentra

P (F+ _F_Lscnrocos[p]/T(]sen[p]/f])(“1, .sen © )
K _ YK
SECCIGN MATEMATICA ’
Observatorio de la Universidad de Sanmgo, Espaiia,

sen o*/

(®) E. Vipay, loc. cit.

~




R CRONICA

Dr. 'ALEJANDRO TERRACINI

Acaba de alejarse de la ArgEntina el Prof. Alejandro Terracini para rein-
tegrarse a sus funciones en Italia. Lleg6 al pais en el mes de octubre de 1940
contratado como Profesor Extraordinario por la, TUniversidad Nacional de Tu-
cumin. Tuvo a su cargo las Cdtedras de Matemdticd Superior y Metodologta de las
Matemdticas. Posteriormente dict6 Complementos de Geometr {a Analitica y
Proyectiva.

Tué fundador y co-director de la Revista de Matemditica y l‘iswa Tebrica
de la Universilad Nacional de Tucumin y, en 1945, fué eclegido Presidemte

de la Unién Matemftica Argentina, Dié conferencias sobre temas de su espe-

cialidad en Rosario y Tucumén.

Simultdneamente con su labor docente en Tucumén di6 a conocer los si-
guientes trabajos que se publicaron en la mencionada revista: ‘‘Superficies
con proyeceiones parabélicas’’, ‘‘Sobre la ecuaeién diferencial: y’’’ =

G(zyy’)y '+ H(zyy’)y’”’?, ‘“ Aportes al estudio geométrico de la Ecuacién ai-

ferencial: 4’’’ = G(zyy’)y’’ + H(xyy’)y’’, ‘‘Los §; osculadores a las cur-
vas de una variedad y nueva caracterizacién de una, clase de variedades’’,
‘‘Nuevos puntos de vista geométricos vineulados con los clementos supelfi-
ciales y las ecuaciones en derivadas pareiales de 2¢ orden’’, ‘‘Las variedades,
de Grassmman y las ccuaciones en derivadas parciales de ler. orden en el
caso de mis variable independientes’’, ‘‘Variedades focalés directrices de ab-
soreién anormal en las variedades desarrollables’’ y ¢‘Observaciones sobre un
‘trabajo de los sefiores Kasner y De Ciceo’’.

Cabe destacar que, en el Dr. Terracini, estin aunadas en alto grado las
dos cualidades que muy raras veces es dado hallar en un hombre de ciencia:
las del investigador y las del didacto. Sus publicaciones certifican lo primero;
o segundo lo puso de manifiesto especialmente en la manera sencilla y clara
de exponer temas de fndole superior y en los consejos dados a los alummnos
del profesorado sobre la manera de conducirse frente al estudiante secundario.

Entre los alumnos formados bajo su direccién se - destacan el Dr. Félix
Eduardo Ierrera, profesor titular de Anflisis Matemitico de la Facultad de
Cismeias Exactas y Teenologia, y la sefiora Ménica Sage de Romafia. profesora
adjunta de Matemética Superior,

Regresé a Ttalia en el mes de enero de 1948 por haber sido’ 1emtegrado
como Profesor Ordinario de la Citedra de Geometria Superior de la Univer-
sidad de Turin. En reconocimiento a sus méritos cieritificos, el actual Go-
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bierno. Italiano ha considerado como servicios prestados en Italia los afios’ que
el Profesor Terracini estuvo vineulado a la Universidad de Tucumén,
Con motivo de su viaje a Italia fué objeto de mdltiples manifestaciones

de simpatia. En Tucumin. los miembros del Centro de Cultura Italiana ofre-
cieron un lunch en su honor. Ademis, colegas y alumnos se reunieron en un

hotel céntrico donde notamos la presencia de las siguientes‘personas: Dr. José
Wiirschmidt, Dr. Félix E. Herrera, Ing. Custodio Soria Bravo, Ing. Salomén
TFreiberg, Ing. Dardo IEscalante, Ing. Ricardo Castellano, Lic. Augusto Bat-
tig, Orlando Bravo, Profesoras Estela Frontini, Marfa A. Dip, Lela N. Ba-
cliur, Carmen Carullo de Torrente, Leda Toldo, Adriana Escalante, Ilda Gu-
glielmone y A. Maldonado y otros amigos. Igualmente, en Buenos Aires, sus

‘colegas y amigos le ofercieron el 7 de cnero del corriente afio un copetin de

amistad. Asistieron: G. Turrin, M. Cotlar, Y. Frenkel de Cotlar, . de Qésare,
J. C. Vignaux, R. Searfiello, M. Valentinuzzi y Sra., P. Pi Calleja y Sra., J.
Rey Pastor, J. Bosch,” G. Klimovsky, E. O. Roxin, J. Diharce, A. Gonzéles
Dominguez, A. Cicchini, A. A. Ricabarra, y los colegas paraguayos A. Riveros
y H. Campos Cervera.

ILpa 0. GUGLIELMONE -

EL CURSILLO DEL PROFESOR ZYGMUND

Tl 19 de agosto de 1948, en el local del Ingtituto Radiotéenico, se iinauguré

, un cursillo del profesor Antoni Zygmund, de la Universidad de Chicago, so-

bre: Integrales de TFourier .comn aplicaciones al cdlculo dé probabi’lidades.
Dicho cursillo, que se clausuré el 28 del mismo mes, se desarrollé de

acuerdo al siguiente programa: 1. Introduccién elemental a la integral de

TFourier, 2. La férmula de inversi6n de Fot}rier. 3. E1 teorema de Plancherel.
4, Transformadas de Tourier-Stieltjes, 5. Variables aleatorias. 6. El teorema

limite central. .

[
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. PUBLICACIONES DE LA U. M. A.

Vol. I (1936-1937), Vol. II (1938-1039), Vol. VII (1940-1941), Vol. VII1 '
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