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DEDUCCION SENCILLA DE LA. TEORIA
DEL - EICONAL

por Rmzmno GANS
(Instltuto de I‘islca—-La. Plata)

- En la éptica geométrica, tanto en la propiamente dicha
como en la electronica, el eiconal desempefia un importante
papel, pues es la funcién mediante la cual se deducen de la
manera mas sencilla las fallas de un objetivo. A. continuacién
deduciremos las férmulas pertinentes basindonos tnicamente en
los elementos del ana11s1s y de la teoria de las ecuaciones -dife-
renciales. ‘
Hay varios: elconales Preferiremos el de Se1del pues la in-
. terpretacion de las variables que Ilevan su nombre es partlcu-
larmente sencilla.-
) Supondremos que el medio 6ptico sea inhomogéneo, vale
decir, que el indice de refraccion N sea funcién de las coorde-

" nadas. El caso de la oOptica propiamente dicha, en que N es

constante por partes, resulta entonces como limite, y -es mate-
maticamente menos sencillo que el caso de la inhomogeneidad.

1. — Los fundamentos

Partimos del principio de Fermat, segtin el cual el ti-empo
de la propagacién de la luz entre dos puntos fijos p, y py es

estacionario, y como la velocidad v=c/N (c es la velocidad de

la luz en el vacio) y dt=ds/v, resulta
P ’ .
s [N ds=0. | (1)
Do ’

Tomemos z como wvariable independiente, de manera que

(2’ =dz/dz, vy =dy/dz),
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5 [N(@,y,2) . T+ 07+ 9. dz=0 O

o, con la abreviacién

=N.J14=224y2, . - ; : (2)
8 [F.dz=0 (17)
esto es, C s
oF. -
f(ox _|-— d +— dx! +— )dz— ”‘(3),

N

Como la variacion y la diferenciaci6n conmutan, ténemos.

d .

. d
dbr'=— % 3
v z . 0y= dz oy

dz

‘Introduciendo- estas relaciones en la- (3) y aphcando inte-
gracmn por partes, obtenemos

OF d oF oF d oF
f[(%~£@)6$+(0y dz()y) y]d T

. ( ()F o

+ (550 +—.. sy) =0. . (4)

" De esta ecuacién concluimos, en virtud de la -arbitr;ariedad.
~de dx y oy, :

d(c)F) o_zi d c)F) oF _ )

a2\ 0. Z\oy) ~ oy~

t

duy =8y, =drg=dy,=0. = .~ (6) .

)

LN,




._._5_

Las ecuaciones (5) son las ecuaciones de Euler de la teoria
de las variaciones. Las (6) expresan que los dos extremos,
Po Y Py, de la curva, quedan mvanados

Primer corolario: Si en un dominio del espacio N es

oF OF =
constante de manera que, segun la (2), _w—c)_y =0, resulta de

las (5) que -d—F—const 35 —=const., 0, en v1rtud due la (2)

dxz
—— = const.

ds 7 ds
ria; o bien, en un medio homogéneo la propagacién de la luz
es rectilinea.

Sequndo corolario: Admitimos que N sea discontinuo en
una superficie. No restringimos la generalidad si ponemos el
eje z normalmente a esta superflcle en un punto de la mis-
‘ma. Si integramos las ecuaciones (5) respecto-de. z desde un
punto p; situado en una orilla de la superficie ‘hasta el punto
p, situado frente a p, en la otra orilla, obtenemos

~const vale decir, la direccién del haz no va-

(OF\ OF\P
), =0 Gyl =0
o, por el significado de F (véase la (2)),
d d d .
M) =M (@) M) =m G o

2
Estas dos ecuaciones expresan la ley de refraccion de Snellius.
2.— Los grados de aprozimacidn

Nos limitaremos al caso més importante de la 6ptica: aquél
en que el sistema tenga un eje Optico, es decir, que N sea si-
métrico alrededor de este eje; tomando este eje como eje z, M
serd una funcién de r2—.1;2+y2 y 2.

~Si desarrollamos N segin potencias de r, resulta

N=n—L. @4ty +q@+ymrt.., ®




donde n,p,q,... son funciones de z. El hecho de que en (8)
no figuran las potencias impares de r es consecuencia de la
suposicion de que N no posee irregularidades en el eje de las 2.

De esto - pddemos darnos cuenta también de la siguiente
mapera: si desarrollamos N en serie de z e y —con coeficien-
tes que son, por supuesto, funciones de z— deben anularse los
coeficientes de las potencias impares de x y aquellos de y, por-
que IV permanece invariante al cambiar x por —x e y por —y.
Ademaés, no debe variar N al cambiar z por y, y al mismo
tiempo y por —x, pues este cambio corresponde a la rotacién
del sistema de coordenadas en 7/2 y, en. virtud de la simetria
supuesta de [V, éste no debe variar en tal transformacién. Esto
da la igualdad de los coeficientes de 22 e y2, como también la
de los coeficientes de x* e y% Asi resulta

N:n—-%(xe—}—y?)+q(w¢—}—y4)+2q'w2y2+... .

Finalmente, debe ser ¢’=gq pues introduciendo ooordenadas:
polares mediante z=rcosp, y=rsen¢, N no debe depender
de ¢ en virtud de la simetria de rotacion. Por con51gu1ente,"
resulta la (8). :

Ademaés vale

1 ) P - ’
e+t =145 (@ +y) =g (@ +y)e . (9)

La condicién de convergencia z’2+y2<1 no es practica-
mente ninguna restriccién porque solamente nos interesan 4n-
gulos relativamente pequefios entre el haz y el eje. | ,

De la (2) resulta ,pues, teniendo en cuenta las (8) y (9),

. F=n+ -Z— (22 +y%) — —g (a2 +92) + (a2 + )2 f%(w’z +y7%)?

— L @4y @4yt =Fo+ Fy+F,  (10)

‘en que o ' ‘ |




~Fo=n(z)

Fy= % (224-y2) — % (%2 + y2) - (11)
Fy=q(z2+y2)2— _’;_'(mfz +y'2)2 ;% (xZ + 92) (z'2 + y2).

3.—La dptica geoméirica gaussiana

Si las -distancias entre un punto del haz y el eje 6ptico,
como también los angulos enire los mismos, son tan pequefios
que podemos limitarnos en F a F, y F;, despreciando F, y
- los términos de orden mayor, resulta la ptica gaussiana o pa-
© raxial.

De las (5) obtenemos en este caso

d 4

7 () +pz=0
' (12)

d , v :

7, (") +py=0.

Ambas ecuaciones, en las que n y p son funciones de z,
son ecuaciones- diferenciales de segundo orden, lineales y homo-
géneas. Si U(z) y V(z) son dos soluciones particulares de ellas,
u=aU 4 bV, v=cU+eV también son soluciones, con valores
arbitrarios de las constantes a,b,c¢ y e. Podemos determinar

estas constantes de tal manera que en el plano z,, al que lla-
maremos plano objeto,

u(zy) =1, r‘u’(zo) =0; vkzd) =O, v(zp)=1. | (13)’

Estas soluciones partlculares sean ol fundamento de nues- -
tros razonamientos.

o= lutdo (14
y=mutpv | |

. és entonces la solucién més general del sistema (12), s1endOl
I\, m,p constantes de integracion. ~




Para el plano objeto z=2z, resulta de las (14), mediante
las (13)

zo=1l, yo=m; To="2 Yo=W ' (15),

vale decir, I, m son las coordenadas del haz en el plano ob-
jeto; A, los éngulos entre el haz y el.eje 6ptico en este plano.

Si v(z) se anula no solamente para z=zq (véase la (13))
sino también para otro valor z; (*), el plano z=z, es el plano
conjugado del plano z==z;, pues cualesquiera que sean. los va-
lores X y p, es decir, todos los haces que salen del punto ILm
en el plano objeto, se retnen, en virtud de la propiedad v(z;) =0
en el plano imagen z=z en el mismo punto

x=1.u(z), y=m.u(z);

y u(z) sig'nifica. el aumento lateral.

, Para todos los rayos que salen del punto en que gl eje 6p-
tico corta al plano objeto z,, vale I=m=0, y por la_(14) son

ab:lv, y=pv

las ecuaciones de esta familia de haces. Los angulos de los. mis-
‘mos con el eje son

-

wI:)\.vl, y,=p-.v;, )

es decir, en el plano objeto, teniendo en cuenta la dltima re-
lacién (13), ' ' :

o=\, ¥Yo=HW
y en el plano imagen

x'y ='NV'(2y), y'izp.v’(zl). :

— .

~(*) En un medio inhomdgéneo puede haber més de un valor 2 para el cual
w(2) = 0, pero esto mo nos interesa. - . o




e

.

Por consiguiente, v'(z,) s1gn1f10a el aumento angular De esta

manera hemos determinado los sencillos s1gn1f\bados de u(zy) y
V'(2y).

Finalmente deduciremos una " integral que nos hara falta
a continuaciéon. Las funciones u y v obedecen, segun Tas (12),
a las ecuacmnes

) d .
S Z(ew)+pu=0

d, 0
=, (mv) +po=

‘Multiplicando la segunda por u, la primera por —v y su-

‘mandolas, resulta, por integracion por partes,

n(uy — vu’) = const.

Por las (13) se determina la constante, obteniéndose

(v’ — vu') =ny. | | , (16) -

Aplicando esta ecuacién al plano imagen’ z—zl, donde
v=0, resulta

o ’ —_ 4 »
ny uy vy =ng=nyu,v',. (17)

En palabras: el producto del indice de refraccién por el
aumento lateral y por el aumento angular es un invariante de
la representacuﬁn (teorema de los senos).

\.

4. — Una aproximacion superior

En aproximacion gaussiana nos hemos limitado al segundo
orden en F, y por consiguiente al primer orden en z e y co-
mo funciones de I, \,m,p. Si tenemos en cuenta F,, resultarén

T ey hasta el tercer orden inclusive.

Segun las (5) valen, con F= F0—|—1"'2—|—I’4,

e |




— 10 —

d (o_l?_z)_%_ [d (()F - aF4]

dz \ oz ox . ldz 0z

1

d ,oF OF, - d (0F,\ OF
dz (c)y2) ()_'y2 [dz( y) c)y4]

o, por la (11),

d N 1d ,0F, oF,
i == (706 =%
. (18).
d ,oF, 01’4
dz(ny)_l_py [dz(c)y) c)y]
y si consideramos las ecuaciones en primera aproximacién co-
mo resueltas, es decir, si conocemos z(z) e y(z) como solucio-
nes de las (12), sustitueyndo 'éstos valores en la funcién F,
definida por la (11), los segundos miembros de las (18) seran:
funciones conocidas de z, es’ decir, tenemds que integrar dos
ecuaciones diferenciales de segundo orden, lineales e inhomogé-
- neas, de la forma

2"+ P’ + Qr=19(2), (19)
en’ Qud |
1 [oF, d ,0F, o '
‘P(z) [O_w— a('a;) ] S (20),

Si u y v son soluciones pérticulares de la ecuacion (19)
homogeneizada, la solucién de la inhomogénea (19) es -

_ C L u(®) (@) —u(®)aE)
p=dutBy +f O g ve e

con las constantes- de 1ntegra01on Ay B. |
' Sustituyendo ¢ por la (20), resulta, teniendo en cuenta.
la (16),




[%-3_5(0114)] [u(E) v(z)—v(i) u(z)]

R <21>

Y una ecuacion equlvaluente para y.
Aplicando integracién por partes al segundo término del
primer paréntesis obtéenemos

z

z= Au+Bv+— —~[ (E>v(2)—v(5) u(z)] d&

20

2 [% (e oo u)]dE+

[(’F “(u(2) v(z)—v(&) u(z))]

\-—Au+Bv+ = (52) v+ o ‘L“[(a) oA N

ﬁ‘o

> ‘Zf L) o) (802

0 .

~.Aqui hemos utilizad6 las relaciones l:l(ZO)Z]. v(z0)=0
(cif. (13)).

~ Si reunimos los factdres de u(z) y los de v(z) obtenemos?

e (o—r- +Sb) deu(e) +B+ o (50),
+l (% +%“)d&]”(z)‘

zo
vale decir, la solucién se presenta en la forma

e=lutro . (@

%y -
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siendo

ox ox’

o

%

l~—A—_1_ f("F4u+dF4 v). de

(23)

X:B+}—. (0F4)”O+';Ll—"f(c;—%‘~u+%%.u’)dﬁ |

~

“0

funciones de z. Esta es la tnica diferencia entre la solucidn -

de las ecuaciones inhomogénea y homogénea (vanaclon de las
constantes) De las (23) resulta

1 '—z(,:——l-' f(‘)r“ + oF, v) dE

ngy Ox ox’
) (24
. oF 4, oF, |
)\1——)\0=—|—-— ( ()x o U.)d&
De la misma manera se deduce
y=mu+pv, . S22

con , 4 I

ml__mo___z e o) a .
(24) .

o 1 f.0F ()F

o=+ = (()y4‘ +5 ) dE.

20

Multlphquemos las (24) y (24’) por o), 401, —du, -}-Bm
respectlvamente Y supongamos que estas variaciopes no depen-

—~—




..(‘

. A
— 13 —

den de z pero que, por- lo demés, sean arbitrarias. Por esta -
constancia de las’ variaciones podemos ponerlas bajo el signa
mtegral Sumando las ecuaciones 'después de estas multiplica-
ciones; y teniendo en cuenta que : :

dz=u.dl4v.0N : -
dy=u.dm-v.op

Y que en la aproximacién paraxial
K =1’ J- X
y’:mz‘z’—_{—pv’,‘
de manera que \ | -ﬂ

'6a:—u’ Bl—l—v 6)\ :
6y——u om+v'. 6p,,

resulta

-

—~(l—lo) 3\ + (>‘ - o) Ol — (my—my) dp+ (H1—Ho) dm-

1 01’4 c)F4 c)F4 oF, f
S— dp +—=0 . .y F,.d
(()a: oy YT ox’ v oy’ - 45
o introduciendo la funcién
1 [
S (N .

"'(fr‘lo) BN+ (A—Xg) Bl — (my—mg) dp+ (py—po dm =08,  (26)

Por la (11)’»161 F, esta dada como funcién de 4.0 grado
de las @, y,a’,y’, y si sustituimos en ella

= ludr; 2= lw+\ @7
y=mu+pv; y=mu'+p', '
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porque las I,X\,m,p son constantes en la aproximacién de-

seada, y si calculamos las integrales .cuyos integrandos son fun- . .

ciones de 4.0 grado de las funciones conocidas u,v,u’v’, re-
sulta S en la forma

8= Co(12 4+ m?)2 + Cy (12 + m2) (A2 4 i2) + Cy(I2 +m3) (I 4 mp)
+ Cy(A2+ p2) (I + mps) + Cy(IN+mp)? + G5 (A + p2)2, (28)

es decir, como funcion de 4.9 grado de las I, \,m,u y como
funcién particularmente sencilla, puesto que en ella sélo figu-
ran las combinaciones 12-+m?2, \2+u2 y I\+mp. Esto lo hubiéramos
podido prever sin calculo, porque solamente ellas son inva-
riantes respecto de una rotacién del sistemia de coordenadas al-
rededor del eje z, es decir; sélo ellas corresponden a la sime-
tria rotatoria de nuestro sistema 6ptico. Gy y Cj, por ejemplo,:
tienen los valores

-

1. &1 ’ 1 .
Comin [9-@utar, Co= [q(e).viae

“0

Por la forma (28) resulta

08 (N oS oS
S =— .8+ —— N+ .0 —.9
S ol ,l-{—()}\ )\+c)m m+0p s

y comparando los factores de las variaciones en los dos miem-
bros de la (26) -obtenemos

4

l,—1 = E)_'g s M — —;_OS
1.\\ 00— C)l ) 1 00— ()P’ ( ‘
' 29)

oS oS

}‘1—3\o=+57; Pl-‘}’-o=+5nj;i

Estas sencillas relaciones nos dan las variaciones de las cons-
tantes mediante la .(28). Las «constantes» tienen en el pland ob--
jeto z, los valores Iy, X\g, mg, 1o y varian con z para tomar
en el plano objeto.z; los valores lj, \;,m, ;. Pero para un
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ha_z paraxial son verdaderas constantes, vale decir, tienen tam-
bién en el plano imagen los valores Iy, Ny, mg, g, de manera

que las coordenadas en el plano z; del haz real son, en vxrtud
de la (27)

X1: l1u1+)\1vl

. Vi=myuy+pyv.
!

En cambio, las coordenadas del- haz correspondiente pa-
raxial son : ‘

2= lyus+Xvy

Y1=Mg Uy + o ¥y

Ambos pares de ecuaciones se simplifican més por vy =0,
dando

'
X1: llul’ $1: lou:L-
Yi=myu,, yi=mpuy,

de modo que las diferencias que nos interesan toman los valores

Az, = (l, —1o) uy

(30)
Ay = (my—my) =t '

Resulta que para ¢l calculo de estas diferencias preclsamos
solamente las dos primeras ecuaciones (29). Por esta razén no
nos interesa la constante G, en (28), pues el primer término
de esa ecuacion no depende de X\ ni de p. Las otras cinco cons-

‘tantes dan, las fallas de un oanetwo y-cada una de ellas es ca-

racteristica de una. de las cinco’ fallas elementales siguientes:
aberraci6n esférica, coma, astigmatismo, curvatura de la ima-
gen y distorsion.,

Las variables de Seidel sou particularmente sencillas porque
en aproximacioén paraxial son constantes, las. constantes de in-
tegracién (el astrénomo dirfa los elementos de la trayectoria).
Por esta razén la funcién S (la funcmn de perturbacion del -
astronomo) es de 4.0 grado.

|




NOTA SOBRE LOS VALORES LIMITES DE
' FUNCIONES ANALITICAS

A. P. CALDDR.ON, A, Gowziirz Domfnaurz, A. ZYGMUND

1. Es bien sab1d0 que en un producto de Blaschke de n
factores ’

° E )
w== Bn(Z) T "
Iakl 1—Clk

el afijo de Bn(ela) recorre n veces la circunferencia |w|_1 cuan-
do. 9 varia de 0 a 2m. Es, pues, natural preguntarse si algo ani-
logo sucede en el caso de que el producto ténga.infinitos factores.
En ‘el Teorema II de esta nota demostramos que efectivamente
el afijo del primer miembro toma en tal caso todos los,valores
de la circunferencia unitaria infinitas veces; y esta prop1edad es
" valida para una categoria mucho més amplia de funciones, segun
queda establecido en el Teorema I, del ‘cual es el II inmediato
corolario. ' o 4
2. El Teorema I generaliza resultados ya conocidos que pa-
samos a enunciar.

Sea w=f(z) una funcién regular en el interior del circulo
unidad que cumple las condiciones:

[f(z)|<l para = |z|<1,
(o) [={lim f(ret®) =1,

para casi todo & de (0,2n). Hossjer (1) demostrd que- en tales -
hipotesis, los afijos de-f(ei?) cubren toda la circunferencia- con
la posible excepcion de un conjunto de medida nula.

* G HﬁséJER, Ueber die Randwerte beschraenkier Funktionen; Acta Lit-
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' Nevanlinna (2) generaliz6 el teorema anterior en los términos
siguientes. Sea w=f(z) una func1on regular en |z|<1, tal que

IHE@)I<L para [21<1; If(e’*’)l—lhmf(re”})l—

| para casi todo & del arco o< TP

. En tdles condiciones, o bien los af1Jos de f(elﬂ) (a<&<[3)

.cubren. la_circunferéncia |w|=1 con la posible excepcién de un

conjunto de medida nula, o f(z) es prolongable analiticamente a

“través del arco.

Finalmente, -Seidel y Doob (3) generalizaron el resultado .de

. Nevanlinna, mostrando que el conjunto de medida nula que fi-
gura en el enunciado del teorema, es vacio. Es decir, que los

af1]os de f(ei?) cubren toda la circunferencia |w|=1, sin excep-
c10n . . . P

\

3. Teorema I. Sea f(z) una funcién regular y de médulo -

menor que 1 en el circulo |z]<1 tal que

lfOe

para czisi todo & del arco (a; B)' de_ la circunferencia |z|=1. En
 tales hipotesis, o bien los afijos de f(ei?), a<<9<B, cubren toda

la circunferencia' |w|=1 infinitas veces, o f(z) es prolongable ana-
liticamente a través del arco (o;B).

Demostraczén Sea y un complejo cualquiera de médulo 1
demostraremos que existen infinitos $ pertenecientes al arco («; B),
para los cuales se verifica la relaci6n f(e"‘}) Y; O que, en caso

confrario, la funcién es prolongable a través del arco. Supondre-

mos, lo cual no festringe la generalidad, que y=1.
La funcién :

1(2)4-1

Y=t .

terarum ac Secientiarum Regine Universitatis Francisco-J, osephinae, 5, (1930)
phg. 5. ‘

(®) R. NEVANLINNA, Uecber beschmnkte analytische Funktionen, Oommen-
tationes in honorem Iirnesti Leorardi Lmdelof 1929, pig. 28.

" (®) W. Sgwsr, On the distribution of wvalues of bounded analytic fumctions,
_ Transactions of the American Mathematical Society, 36, (1934), phg. 208.

:
A
v
j
|
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3
.
|
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tiene parte real negatwa en |z|<1, y por lo tanto admite la

representacion

' (P(Z),:—— e K dd(9),

27: el& —2z

con (%) acotada no decreciente. Es bien sabido que la parte real
de ¢(2)" tiende radialmente hacia la derivada simétrica b(9), en
todo punto donde dicha derivada, finita o infinita, existe.

Por lo tanto se verificar, para casi todo & de (a; ),

(e -
lim R[¢(rei-&)]=R [f—ge;))){ﬂ =¢'(3).

_ Pero, como por hipétesis es |f(ei?)|=1 para casi todo ¢
de (o;B), resulta, para f(ei®)==1,

f (6‘ LT
"($)=R [__} —0.

WO =R e
En caso de que sea f(ei®)=1 para infinitos valores de 9,
el teorema estda demostrado. Si asi no sucede, es P'(8)=0 en
casi todo punto de ‘(a; B); y como tb(&) es no decreciente, caben
dos posibilidades: \ : / '

a). 119(&) tiene infinitos puntos de crecumento,
b) H(9) tiene sélo un ntmero finito de puntos de crecimiento.

‘En el primer caso hay infinitos puntos dondé la derivada si-
méirica es infinita. Se verificard por lo tanto en esos puntos \

| lim R[orei®)|=oo
o ral

y por lo tanto
lim (I)(hefﬁ) =00,

‘ral
Pero como es

A B2+
f(&)= o1 [1]
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resulta _
lim #(re®) = f(e®) =1
751 ) ) X
para infinitos valores'de 9 de (a3 B). e

En el segundo caso, $(9) es’una funci6én en -escalera con un
namero finito de puntos de discontinuidad; la funcion ¢(z) es

-, regular, y tiene parte real nula, en todos los arcos de constancia de

b(¥), y tiene polos simples en los puntos de discontinuidad de

~$(9). Pero f(z) (véase la f6rmula 1) es regular, tanto en los pun-

tos en que ¢(z) es regular y distinta de 1, como en los puntos en

que (])(z) tiene polos simples. Resulta, en definitiva, que f(z) es -
_regularen todos los puntos del arco («;B) ,y por lo tanto prolon-.

gable analiticamente a través de él, con lo cual el teorema queda
demostrado

4. Cuando f(z) es un producto de Blaschke con infinitos
ceros, se cumplen las hipétesis del teorema anterior, siendo el
arco (o;pB) la circunferencia completa ~|z|=1. Como, ademds,
por lo menos un punto de la circunferencia es punto de acumula-
cién de ceros, tal punto es necesariamente singular,” quedando ex-

- cluida la segunda posibilidad del ‘teorema. Resulta entonces el -

Teorema II. Sea B(z) un producto de Blaschke con mfuu- _

dos oeros .

w=B(z)=

/
H

ah—z
lal | l_ﬂk

oo
lgl<l;  Z(—ig]) <.

Se verifica entonces que los afijbs de

B(eit)=1lim B(rei®)
el

[

cubren -infinitas veces la circunferencia |w|=1.

!
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SOBRE LA TRANSFORMACION DE HILBERT

por Osom A VARSAVSKY

—

Es obJelo de esta .nota sealar la relacién ex1stente entre la_

L . - t)dt
conoc’ida_ transformacion de Hilbert: Hcp(:r;) f e(t)dt (el

—x

simbolo significa' integral a valores principales) y- el

operador signo: Scp(w)—sgn (m)cp(x) lo que permite volver a’
encontrar de una manera sencilla y que no- depende de la teoria
de funciones analiticas, las propiedades de dicha transformaclon
Se vera que los resultados sélo se demuestran aqui para, un con- -
junto de funciones denso en” L2, pero esta restriccion en las
funciones quéda compensada por una ampha generahzac16n en
suy; argumentos.

. L-El o"perador signo.

Sea S un operador definido para toda funcién®compleja de
variable real cp(x) mediante la formula :

/

- So(e)=
’ —cP(w) para a:<0

o () para :z:> 0

(en el origen pueclle’ tomarse -cualquiera -de ambas posibilidades,
o el valor cero, como al multiplicar por la funcién sgn(z)).
. 1) S es lineal y acotado. ¢(x)eLr implica So(z)e Lp, pues

" |9(z)|=ISe(z)|. En este sentido S es una: transformacién con-

tinua de cada espacio Lp en si mismo, Pero en lo sucesivo su-
pondremos exclusivamente que () el L2, es decir, tomamos fun-
ciones de un espacio de Hilbert. - ~

2) S2=1I (=identidad), o sea S=S-1.

s
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/

Sl (o, 11)) representa el producto 1nterno de’dos funciones, es

decir (cp,ll:) / (x) 1b(m) dz, se verifica (Sq) 119)_ (cp,Slb) 0

sea, S es autoaclJunto S = S* (en sentido estricto, pues su dom1n1o

.es- todo el espacio), y unitario: S¥=38-1.

3) La ecuacién caracterlsllca Se=ap sesatisface para
a=-1..

Al autovalor —|—1 corresponden las l'uncmnes nulas pard <0
(segtn la definicién de S adoptada en el origen habra o no que
ailadir este punto); al autovalor —1 corresponden las funcmnes
nulas para >0 (con la misma salvedad). .

Llamando P y P’ a los operadores proyeccion cuyas multi-
dades mpy mp:- ‘estan formadas por. las funciones nulas a la iz-

quierda y a la derecha del orlgen, respectlvamente se cumple

P-]-P'_I P—P=§

S=2P ] (Ecuacion de las mvoluc1ones)
" 4) ‘En mp las funciones de. Laguerre !,(x) forman un sistema

ortonormal completo, y lo mismo ocurre en mp: con las ! (—x)
Por lo tanto entre ambos sistemas se obtiene una base invariante

para el operador S, que indicaremos con {l (z)}; n=...—1, 0,
1...; l(w? l(—w)

—In| |n|

II. El operaclor de I’ourwr.

"Sea F el operador def1n1do para las Iunc1ones complejas de

varlable real cp(w)eL2 mediante la férmula

rww~v f@@wmﬁ

, (en promedio cuadrz’ltico. Si se “necesita convergencia puntual puede

a_dbptar_se como definicién: F cp(w)— V21 c(;x f (p(t) _e__f:_ dt)

‘1) F es umlarlo

Froa) = Fww—v fwmww
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Sus autovalores son -1, +i; y las funciones de Hermite
h,(%) son autofunciones.

2) Cuando se lo define en grupos topologmos transforma
funciones del grupo en funciones del correspondiente grupo dual
o de caracteres (en el caso de la recta ambos. cdincidven). Esta
propiedad es esencial.

8) Fp(z)=1qp(—x), en L2 . F2=F"2 es un1tar1o y autoad-

junto. Sus autovalores son 1 (corresponde a las funciones pares),
y —1 (para las impares).

IIL.- El operador de Hilbert. o | Lo

Sea il el operadm conjugado de S mediante F es decu
H =F-1SF. Llamaremos operador de Hilbert a H—=—iH".
l)da
1) Ho(z)=— ¢ 20X
) W(w) f P
en el siguiente sentido:

)

Ho(z)=—iF-1 SFcp(:v) = V_, f e~izt Fop (1) dt —
\—f”‘e‘i-"l F(p(l) di i:z—’[f/ (P(u) [eit(u—m)__’el—it(u—w] dt du =
e 0 —o ' ' . 4

| :-}[— ff o (u) sen t(u—x) di du’

0 —w

Esta Gltima lexpresién es la «integral aliada» (de la similar -
con coseno en lugar de seno, llamada férmula de la integral de

Fourier). Para ¢(z) ¢ Lt es sumable (G, ), «>0a

o

~
—w

en casi todo punto (ver, p. ej. [5], teor. 107).

\

1 fo@md |
s t—x ' v .
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Como LINL2 es denso en L2, no nos preocupa extender la
equivalencia de. ambas expresmnes a todo el espacio L2.

Este resultado ‘pareceria contradecir el teorema de v. Nau-
mann, que dice: «Condicién necesaria y suficiente para que un
- operador autoadjunto en L2 pueda representarse mediante un
operador integral, es que cero sea punto de acumulacién de su

espectro» [4], pues H’ no satisface esta condicién. Pero -

f)dl . » . N :
: { , (Pt( )'v no es un verdadero operador integral, sino el limite
— /

x—3

. da la suma de. dos operadores integrales: lim —:T— f - j "

e=>0 —a

——c0 x +E
2) S=FH' F-t=iFHF-,

.FH=—iSF. Este resultado se ha utilizado en la demostrd—.

cion de varios teoremas (ver [5]; féormula 5.1.8 y teors. 90
y 91). |

8) Por ser conjugado unitario de S, res también ‘unitario
oy autoadJunto y tiene los mismos autovalores +1 Los de H
son, respectwamente Fi.

4) Si f(x) es autofuncion de S, F-1f(x) lo es de H' y .
_ Si () es autofuncién de H’ (y por lo tanto de H), Fo(z)
lo es de S.

Es decir H cp_—- ip y PFo=F¢ son condiciones eqmvalenleb :

(lo mismo vale para Hp=ip y P’Fo=Fq).

Esto corresponde al importante teorema: «Son condiciones
equ1valenles a) que la transformada ‘de Fourier-de una funcién
de L? se anule a la izquierda (0 a la derecha) del origen, y b),

que sus partes real e 1mag1nar1a sean transformadas de Hilbert

una de otra». (Ver p. ej. [5], teor. 95).

Pues si ¢(z)=/(z) +ig(x) es autofun016n de H del aulo~‘

valor —i, se tendrd:
' =Hf+iHg=r— i(f—{'—ig)ﬁ

y’ como Hf(x) es real si lo es f(x), como lo muesira la propie-
d 1) podemos igualar partes reales ¢ imaginarias:

-t

\  Hf(@)=g(e)

Yo
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Hy(z)=—f(x);

y por otra pakrbe\ PF(p:Fqg significa que Foemp, es decir, es

nula a la izquierda del origen. Lo andlogo (con un cambio de

signo en las f6rmulas de transformacién) vale para el otro auto- |

valor. , : '
5) Como las funciones | o(), ver I, 4), const1tuyen un sis-

tema ortonormal completo de autofunciones de S, sus transforma-

das de Four1er

. : 1 ' .
L FT_1 L(x)=h,(z)= _V ((:-H :)1+1 n=...—1, 0, 1,... ,. .

formardn un sistema'ortonormal cornpleto invariante con respecto _
‘a oynm. ' ,
Este es un resultado de Hille [3]. : .
6) Asi como S, H' puede representarse mediante H'= 2N——l
siendo N un operador proyecclon definido Por

p(Hdt -
t—a

No(e) = (+8) = o(6) + -4 %

—n

¥ si representamos al operador unidad mechante la delta de Dirac"
. obtendremos:

-

o0

]V _L tr‘ét AL
o) =5 o0 | 2i2) b | d
cuyo nucleo es la delta compleja (ver [1]).
-Si definimos
1 . . :
No(x)= —Z_f 16)) [b(t—w)—— T] dt::—z-[l——H’]

N
—0

valdra: " , : : Ly

N+N=I; N—N=H.
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Como es evidente, N=F-1 PF, de modo que la aplicacién de
la delta compleja a una funcién, equivale, en el espacio conjugado
segtin F, a igualar a cero la funcién en el semieje negativo (posi-
tivo para N'). '
Como cero es punto de acumulacién del espectro Ny N, el
teorema de v. Neamann. antes citado indica que, previa una frans-
formacion uhitaria apropiada ‘,ha de ser posible expresar a estos

operadores i como integrales.

Por el mismo camino seguido en III, 1 para H, se obtiene
para N la siguiente representaclon '

o0

e _etw g i o
—N(P(x)_ZHf[u———w— u-tx ]du~2ﬂ: c '

}( alo(u+o(-uw)] +'-j£ (0o~ w)]

es decir, una combinacién de las formulas de Hilbert para fun—

' ciones pares e impares.

7) Introduzcamos los operadores autoadjuntos X y D defi-
nidos por:

- ‘  dop (@
Xo(z)=zp(x); D op(z)=i- di)

y cuyos dominios son densos en Le,
~ Como es sabido, se cumple D=F-1XF, y entonces:

. HD=F-1SFD=F-1SXF
DH'=FAXFH = r—lxsr

Como es inmedrato que SA:XS, resulta que H' y H con-
mutan ‘con la derivacién ,lo cual era de preverse por la forma
del nucleo de la transformacion de Hilbert (ver p. ej. [6]).,

‘La relacion de conmutacién con- X puede obtenerse utilizando
la férmula SF+2—_F +2§, que se deduce facilmente recor-
dando (ver II, 8)) qué F2q(z)=F-2¢(x)=q(—z).

. - ) - . . -
I T S T S R . S Y
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Entonces: o . o | o
| (!

II’X:F"lsF‘?DF_i.:_FS.DF-i

XH'=FDFSF=—FDSF+. o ,'\'(

_ Ahora bien; DS¢(z)=S8D () para ©7=0, pero no en el
origen, a menos que la funcién sea alli nula. Sélo entonces -po-

dra deducirse HX=XH.

La férmula de H1lbert nos indica por otra parte: -
BX ()= wo(@) g i
o (o) = - u— n'P()u+1t
<P(u
=— d XH’
—_—0 ~ .
o sea, la condicién de 'cdnmutacién es: f p(u) du:O pero ésto

también es ex1g1do por la continuidad de la transformacién e
Fourier cuando cp(.’l:)eHlﬂfP (clases de Hardy). (Pues ¢(z)=
. Ne(x)+N'e(z) : FNo(x)==0 para <0, y por continuidad pa-
ra £=0; FN'¢(x)=0 para w>0 y por continuidad para =0;

es decir F(N-}—N’)cp(O)_V_ f o(z) du=0).

Notese que esta condici6n equlvale a que en el espacm con- -
jugado segtin F las funciones sean nulas en el origen, o sea

el "criterio de conmutacién para S y- D. \
8) Del hecho que el operador signo da el mismo resultado
aplicado a un producto; 0 a uno solo de sus factores: '

“SIf(=) - 9(2)]=9(=) . Sf(z) =(2) . 89(=), |

" se deduce la misma propiedad para el operador de Hilbert con
respecto al producto transformado, o sea la convolucién:

- H{f(z)x g(2)]=7=* IIg: g Hf,

Al
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K

@@=y [ e swa

. presa: o
Flf+g]=Ff.Fg, o también: F-1[fxg]=F-1f F-1g,
- se tendra: : . |
H[f+ g] = HF-1 [Ff Fg)=— iF-18 [Ff . Fg]=
= iF4[SFf . Fg]=—iF-18Ffxg =Hf xg.

Este. resultado se halla p. e]. en [5], no restringido al espacio

L2 como aqui ([5] teor. 104). En cambio podemos generahmrlo

automatlcamente para mas de dos factores:

Hifox fux . xfal=Hfgn fyx . wfu= fox Hfyn..: ufu=
‘ldvond'e '

f(‘)*fl’l*fn:z'z_ﬂl')'mffn(u@dun

-, : “ ) “ f \fnv_l(un_l)dun_l... f f1(uy) fo(x—Lz'l—...~un)du1;

/

'Corolario:
Hfx Hg=—fxg; \H/* IIg*HIc———II[/ * g+ k], etc.
IV.-El operador de Hilbert genéralizado.
1) Sea S, ol operador definido por:
| @(x) para >\ |

S)\cp(w)zl

| —(») para d;<)\ ’

“con las mismas conmderacmnes para = X que para 'S en el

origen. . l

En efecto, recordando que el teorema de la convolucién ex-
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Para todo A\, —w <A<, S, tiene propiédades. analogas a

-las de S (al que ahora llamamamos S,), aunque por sppuesto sus

autofunciones estdn «corridas» en X. Sus multiplicidades lineales
caractéristicas, mpy y mps estan detcrmmadas por dos

- proyecciones, P y P}\, definidas por:

~

. . Y ) B
cp(:c) para z>\ [ 0 para z>)
Py o(z) == | s Phe(my=4
' 0 para <<\ " p(z) para TN

de modo que P —I—P}\__I P, — P, =S8,.

' Notese que las v —® <A <o, forman una familia espec-

tral blen oon001da la -del operador X es decir:

~fmpf :_.fmp =_—fms

Los SA conmutart entre si.s :
2) Sea Vl el operador «desplazam:ento en A», defmldo por

; : - V}\(p(x)—ﬂp(w—{—}\)

/ . \ :

LA

“Los V, son operadores unitarios. Sus adjuntos son:

VR=Vo=V,

Sus espectros son contmuos salvo para VO_I Torman un grupo
abeliano: g ,
f . . ,’
M Vu= V}\+u:Vu' Vy

Es evidente que , /

Si=Vo. 8. V=V, 18V,

(es dec1r, equlvale a correr el origen hasta A, aplicar el operador

S y llevar nuevamente el origen a su sitio).

Sea U, el conjugado de V,, segin F: U,=F-1.V,.F.
Efectuando las’-operaciones indicadas se obtiene: Uy cp(m)
ere o(z) y Uy-t=¢-i*, & decir, los U, forman también un gru-
po abeliano de -operadores unitarios, cuya familia espectral es
la misma (que la del operador X (pues son funciones, de éste). De

T
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“aqui deducmms que la fam1l1a espectral de los V,\ es en ‘esencia

la m1sma que 14 del operador D—l% -
~ 8) Definiremos un «operador de Hilbet generalizado» H,
mediante : o

H,= —ill’, =— iF8, F.
Entonces * - - | ,
H,—— iF- 1V_)\SV)\I’ Pt V_err LV F = Ul HUj,

Bs deecir que como operador mtegral a valores principales se
tendria: '

. ‘A
o

"‘l)\.’l‘ elkt( t
HA ¢(x) = f P ) di

—w .
~ de modo que si 119(90) es autofuncién de H, e-llwlb(x) lo es de
H, perteneciéndo al mismo autovalor.’

)

La descomposicion de H, en proyecciones puede obtenerse -

: :defmlendo Ny y N'm mediante cualqmera de estas dos formulas:
) ]V)\_I"' 1P)\F NX—U 1NU}\

Y analogamente para N,

Entonces los dos grupos unitarios uenen las. 51gu1entes -ex-

A ,preSloneS
U= / AP Vy= / v d IV,

y ta’mbi'én es facil Verifigar q\ue: E e Co

'

d (.. 1
— iD= = —_ A .
iD=—- [xd]v}\ 2[ dH,

4) La relacmn entre la transformacién de Hilbert y las fun-
<ciones analiticas en un sémiplano estd dada por el siguiente
teorema (ver 5] teor: 95) «Son. cond1c10nes equwalentes, a)

N
1
|
|
3
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F(ﬁ(:l:):O para >0 yb): ¢(z) #lim cp(:v—'l—iy),'dond& ¢ (w-+iy)

‘es analitica en' el semlplano y>0 y tal que f |cp(w+zy)|2 da =
0 (1) para bodo yo. ‘ - ' l

Existe un teorema analogo (ver [5] teor., 96) cuando Fcp(x) =0

para #>1, ‘exigiéndose entonces / [cp(w—]—ly) |2 da;— 0 (e2V).

Mostraremos la eétrecha relac1on que hay jentre ambos teo-
_Temas.

F cp(m) 0 para &>\ 51gn1f1ca que Fo(x) es autofuncién de"

S,; por lo tanto ¢(z) es autofuncién de H, y eMq(z) lo es’

de H. Pero entonces F[elMcp(m)] 0 para >0, y por el pri-

mer teorema: '/

o

0 (W= [ leNesivo(atin)pdo=esy [ |g(atiy)|eds

—mn

De la misma manera podria. haberse demostrado el primer

"teorema a par‘ur del segundo. v

5) La misma propiedad de H, puede aphcarse a la caracteri-

zacion de la transformada de Fourier de un «paquete de ondas».
En Mecanica Cuintica, por ejemplo, se tiene un espacxo de im-

. pulsos que es el transformado unitario segtn F del espacio de las-

coordenadas o de configuracién del sistema (suponemos h=2m).
Como los valores .posibles del impulso estin siempre acotados
(pues la energla total disponible es finita), las funciones de onda
en el espacio de impulsos deben anularse fuera de un cierto re-
cinto. Limitindonos a un’ solo grado de libertad y recintos simé-
~tricos con respecto al origen tendriamos: $(p)=0 para |p|>

~ A>>0. Pasando al espacio de configuracion: cp(q) F1y(p) y

por lo_tanto ¢(gq) es autofuncién de H, y H_,, osea et ¢(q)
* autofunciones de H para los autovalores i, respectivamente

| Hledag(q)] = ied 2(q)
H[e M 9(q)] == ie"™ p(q).

‘Sumando y restando obtenemos como condiciones necesdrias

i
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y suficientes para que una funcién 9(q) sea la transformada de
un paquete dg ondas:

H_Be(q) Cés Ag)=—19(q) sen g

H[p(g)senXg]=7(g) cos Ag.

+ Notese que cualquiera de ellas implica la otra.

Bs también inmediato que las ‘mismas condiciones deben ser

satisfechas por las partes real e imaginaria de ¢(g). Ahora bien;
sean f(q) y g(q) dos funciones de L2; se verifica: ‘

FHf=— iSFf

o . .FHf.FHg=SFf.8Fg—Ff.Fg
FHg=—iSFq - .

_ ¥ aplicando la férmula de Parseval se obtiene (\}er [5] teor. 102):

» f Hf(-q)-fmdq# f f(q>‘-?7(<J>d?1-‘

/

Este resultado aplicado ia nuestras funciones e%9p(g) nos
permite deducir:

[ 1s@rendg=— [ le@izesnady
o sea: ‘ '

[ Im(q)lée2f§qdq=0

es condicién necesaria para que ¢(q) sea la transformada F. de
un paquete de ondas contenido en el intervalo (—AX, )\)
Recordando el teorema de la. convolucién:

Flcp(q)P—F[F‘itb(p) Fy(p) =F[F~b(p) - F‘1¢(—p)
—¢(p)*¢(~p)

|




 condiciones:

§'.
i
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nuestra . condicion significa:

[ ¥ w20 dp=0

/

: ‘ L . \ ol s
. que por supuesto es necesaria pero no suficiente para que d)(p)'

sea un paquete de ondas. (Podrian ser, por ejemplo, varios pa-
quetes de longitud menor que 2\ separados por intervalos de
longitud mayor que 2\). \ "

Si consideramos paquetes contenidos en un' intervalo (a,b)
cualquiera " en’ lugar del simétrico (—\N), thendremos €Omo

\

H[(ei04+ebe) ?(q)] : l‘i(-eibfl — eiaq) >(p(q) '

o _ .
H(ebo—ein) p(q)]= i (ebo-teion) o(q).
bCompér.e‘se por ejemplo con [2].
- Vn para |pj<) -
-Ejemplo: Sea ¥(p)= . . ‘Entonces F-1¥(p)=
0 para |p|>X.
A L ' en? \ A ‘
25_3nq_g_, y debe cumplirse: H \2—36—3——2\:—— sgan q, lo cual en

efecto ocurre. como puede verificarse derivando con respecto al
pariinetro \ eon lo que se obtiene Ia conocida relacién: '

DS

_ H cos th =—sen 2\q
(ver (5], pag. 1.21).“ o _ .
V.- Nuevas generalizaciones.

1) Como el operador de-Fourier se aplica en espacios muy
generales y el operador signo siempre es facil de definir, podre-
mos generalizar mucho el operador de Hilbert. . : -

Sea G un grupo topologico conmutativo, localmente com-
pacto, en el cual se ha definido una medida de Haar. Conside- 4
remos las. funciones complejas ¢(z) en'él definidas y de cuadrado
‘del médulo integrable segin dicha medida.
Sean (=) las funciones anélogas en el grupo C de caracteres

\

\
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de G. La transformacién de Fourier establece una correspondencia
biunivoca entre ambos conjuntos de funciones.
Separemos los elementos de G o°C en. dos subconjuntos, A

y A (su complementario), de igual medida si la medida total s °

finita, o ambos de medida infinita en caso contrario. Parece titil res-

tringir las posibilidades exigiendo que, si we A, w—l Xe A, siendo
X un elemento fijo. -
- Definamos ahora un operador- s1gno del siguiente modo:

- f(z) si de A
Sf(z) =
. _ —f(z) si xeA

Entonces el operador de Hilbert sera:

H=—{F-18F.

Es decir, si se parte de G, se pasa al grupo de caracteres

. mediante la transformacién de Fourier, alli se. aplica el operador
-signo y se vuelve a G por la transformacién de Fourier inversa.

Por lo tanto las: propiedades de un operador de Hilbert 'de-

.penden exclusivamente de las de un operador signo (y por supuesto

de las de F). Los argumentos de las funciones para las cuales

estd definido el uno pertenecen al grupo de los caracteres del gru-

po topoldgico al que pertenecen los argumentos de las funciones
para las cuales se define el otro.

Como “hay mucha libertad para definir el operador smnol

puede obtenerse una gran varieddd de transformaciones de Hilbert,
todas las cuales poseen las propiedades 8) y 4) de III, que son
las basicas.

2) Como ejemplo sencﬂlo sea' G los nimeros reales médulo
2n; C estard formado entonces por los enteros. Como medida,
para G la de Lebesgue; C es discreto. En G copsideramos las
funcmnes de L2 (—n,=)' y en C los vectores {a,} de norma fi-

nita: Z|a |2<oo
De G a C se pasa medlante la transformacion de Fourier:,

F(p(a:)zgl;f(p(:i) einody (n entero)

i

R S
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| y.de CaG medianfceﬁ
F1{a,} — Za,ens, ‘
El opéra&or signo se- define en ambos espacios:
{a,} para n>0
ren G: Sig,}= - 0 para, n=0
' ' —{a,} para n<0
(y es sabido que —ia,sign (n) d4 los coeficientes de la serie con-
jugada de {an}) |

"y en G: ' :
. @) para 0<z<7

So(z)=
| —o(w) para —n=z<0.
"El' operador de Hilbert sera: H=—iF-1SF "en G, _-vy '
H=—iFSF-1 en C. Es deci_r, en G: o

| Hcp(w)’=';—;_§ei"ws-fCP(t)F_i"tdtz_TL ?fcp(t)e"’,l(m—”dt——
: - L - ‘

. T ) T
—1 L 1 w -
— X | o(t)einz-0d} = = f ¢ (t) sen n(z—t) dt
—ed Ty J ‘ :
y ya es sabido en qué condiciones esto representa la funcion
conjugada: " ' :
. - |
o 1 (L
S
' —T

. A la inversa, en C:

. = ‘ X
—1 . .= —r ]
A H {an} = E?fe—im S X eimt (£ dt= 'é;t‘ fzeil(m—") A dt —
h —1: ) -0 0 I .




' 2H<P(_w:y)=—,iF‘13F<P(w:y)= -

v

0 B ' ) .
- . o 1 (= “
— f Zeitm—n)q, dt l=—— Za,, sen t(m—n) dt.
: T 0 —
: ;Y

y suponiendo que puede camblarse el orden de los pasos al llmlte
obtenemos :
. 1= .
Hiog =15 1),

.-o;,m n

férmula semejante a la del caso contmpb salvo un factor que anula

la mitad de los sumandos y que aparece porque el limite . 'Supe-
rior de integracion es finito y no hay una suma Gésiro que eli-

- mune la parte oscilatoria. :

8)  Transformacién de Hilbert en dos dimensiones. Gomo:
- segundo ejemplo tomaremos el plano, que coincide con.sus carac-
* teres. Definimos: '

\

\

' Fcp(x, )——/f (t,s) el(tw+sy)dtds

Definiremos al operador signo con’ respecto a la recta ax - by

‘—-0 que lnmta dos semlplanos A(az+by <0) y B(az+by>0). .

. cp(a: y) .cuando (=, y)eB

. —@(x,y) cuando (w ¥) e A

El operador de Hilbert sera:

4n2
©o

// e-itztsy) S // cp(u, v) ei(tu+vs) dudvdtds =

- .__4—; ( / / _ f / ] ilotey /] 9(u, v) eitusss) du do dt ds =
2_1 /f dtds / f (1, ) sen t(u—w)-]—s(v—y)]dudv
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Teniendo, en cuenta que .

-

. / f seﬁ [t(u—a)-+s(o—y)] i ds = f ds fs-eﬁ’ [t(u_—w)+s(1}—y)j di =

e )
—3

a

@

fsos s[v—y—% (u—x)] =
) =, ‘ ~ds

‘u—ux

—_—c

‘(habiendo hecho la suma Césaro de la integral sobre ¢); obten-
dremos, suponiendo que puede cambiarse el orden de integra-
cién, lo que no reduce esencialmente el dominio de nuestras -

- func1ones .

YR
‘23(9(98 = jdsffcp(y,v)COSS[ y— 7 (v—2)] Juds

. u—

y sumando las mt‘egrales. sobre{vy s: -

o (u LAy~
%m) }p(l,yu( )

u—=x

— o

-y del mismo modo se obtiene la f()rmula simétrica:

o | | T+ 5 (v—¥),v
'2Hcp(.'1;,y)=1 f.tp( v( y) )

—Y

(4 ' R —o

Como se ve, para a, o b 0 estas formulas se. reducen ala
: de una variable. '

Como ejemplo tomemos a==b=1; cp(:c y)= ye el

u?
x2

dy—x)a 2 : X
ye 7 f(ul—y z)a du:—2+2y_p(a;)e, .

pp—

r—

-




p—

o

donde’ p(z)= f e¥ df. IR
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/
/

8

“Considerando, a ¥ ‘como parametro y aplicando la transfor-

macion de ‘una variable obtendriamos en cambio: !

22 1—}’ 22

Hlye *]=yH[e ®]= 2yp(w)e’"2_.

(Las integrales aqui utilizadas pertenecen a la tabla de trans-

~ formadas de Hilbert que se estd compilando en el Instituto de

Mateméticas de la Universidad de Buenos Aires).
Para a=b=1 la transformacién en dos variables puede es-

" cribirse en la forma simétrica:

-] 1

_ ’ 1; o (u—y,u—zx
Hooy) = § 2 ‘(ymﬁ-y) ¥

4) Si Zcm,,lel(m%ny) es una serie de Fourier doble, pueden de-

finirse 1nfm1las -series conjugadas cuyos coefwmntes estarian da-

dos por

Frm=—1C,n sign (am—{— bn)

(¢ y b nameros reales): .
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SOBRE LA VARIACION DE FUNCIONES
DISCONTINUAS Y MULTIFORMES
'DE UNA.  VARIABLE REAL

por M. CorLaR y E. RoxIN

Se trata el problema de hallar una formula para expresar la

'variacién de una funcién .discontinua de una variable, aniloga a
la que Banach di6 para funciones continuas. En el caso de ser
y= f(:x:) continua la férmula de Banach establece que la variacién

oo

» ktotal de f(x vale V= N(y) dy, siendo N(y,) el pimero de so- o .
Yy ey Y S0

—Q0

luciones de la ecuacion f(x)=y,.. En lo que sigue se establece que

para funciones discontinuas la variacion total se obtiene sumando

a la integral andloga otro término, que es la suma de las oscila-
ciones de f(x) en!todos sus puntos de discontinuidad; los resul-

tados se extienden al caso de una funcién' f(x) multiforme.

L.- Los. conjuntos flz], fl[J] y la funcidn asociada. Sea
v=f(z) una funcién real de la variable real x, uniforme o no.
En el caso de ser f(z) multiforme la notacion y,=f(xg) expresa
que el nimero y, es una de las determinaciones de f(x,), es decir
uno de los valores que f(x) hace corresponder a z,. Designaremos

‘con f[@o] al conjunto de estos posibles valores f(x,) y con |f{zo]|
-su medida, en caso de ser medible. Mds general,-si E es tn
" conjunto lineal indicaremos con f[E] el conjunto de los valores

£(x), donde z¢ E y con [f[E]| su medida. Sup. f[E] (inf. f[E])

designara el extremo superior (inferior) del conjunto f[E], y en

particular usaremos la notacién sup. f{z,] (inf. f{z,]). Finalmente '

designaremos con J; ¢(%y), >0, un entorno de ceniro x, y radio .
A la funcién f(z) dada le hacemos corresponder otra cp(a:)
definida de la siguiente manera: para que sea y,=(%,) es ne-

-cesario y suficiente que para todo &0 se verifique inf. f[J, (wo)]
<yo<SuP fle(@o) - |

e
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Diremos que () es la funcién asociada de f(z). ¢(z) es .

" en general multiforme, atn en el caso de que f(z) sea uniforme.
De la definicion de ¢(z) se.deduce inmediatamente:

a) Bi yy=f(z,), es también yo=(w,), es decir yy€'fzy] -

implica y,¢ @[x,].
b) 8i y,==@(x,) existe un s>0 tal que el conjunto f[J(x,)]
cae ’u)talmente a la derecha o a la izquierda de, y,.

2. - Teorema: Toda ¢(z) asociada de una f(z) es darbouxiana.
Esto significa: si y;=¢(®), yo="20(,), existe, para todo ¥,

comprendido entre y, e y,, un ¥, comprendido entre x; y &5 -

tal que-yo=(x,), no excluyéndose el caso limite x;=uz,=u,.
Demostracion: Consideremos primero el caso z;7~;. Supo-
niendo lo contrario a la tesis, a todo x del intervalo [x,; #,] co-
rresponderd un entorno J(x) tal que f[J.(x)] cae de un solo lado
* de" yo. Como los entornos J(z) cubren el intervalo [#; ®,], existe
un ndimero finito de ellos, correspondler_ltes a uan numero finito de
puntos (0 tal que en la sucesién finita f[J(2)], f[J ()],
fI(=@)], f[J(23)], ..., fJ(x;)], cada dos conjuntos consecuti-
vos tienen. por lo menos un punto comin, de donde se deduce que
los conjuntos extremos f{J(x;)] y f[J(%;)] deben caer ‘de un
mismo lado de y,, contrariamenté a la hipétesis de que yo estd
comprendido enire y, e y,. En el caso de ser xy=u,, serd Y=

P(21); Yo=(®y), luego |
inf. f[Je(®1)]< y; = sup. f (wl)]

‘para. todo ¢, para i=1,2. y por lo tanto también para i=0,
pues ¥, estd comprendido entre y; e y,;. Segtn la definicién de
funcién asociada’ r-esulta pues yo= (p(a:l). :

- 8.-Oscilacion en intervalos y puntos. Para todo intervalo J,
sea abierto, cerrado o semiabierto (con un extremo, pero sin el

“otro), el namero oof(J)_sup flJ]—inf. f[J] recibird el nombre -

de oscilacién dé f(z) en J
En el caso de un punto z, definimos:

Mf(xo) = hm sup. fe(0)], m,(mo) = hm inf. f[J.(2,)]

Yy la chferencm Mf(:l:o)—mf(wo)_ m/(w0> re01b1ré el nombre de
oscilacién de la funcién f(z) en el punto .
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-4.-Teorema: Si cp(w) es la asoc{ad:a de f(x) se tiene

8) My(w) =M, (25) =sup. ¢[z;] = o (xy);
mf(mo)_mm(mo) =inf. p[zy| = (P(xo)
o (o) = 0 (20) =| @[]

'b) Si J es un intervalo abierto es sup. f[J ]_'sup ¢[/]; inf.
flJ]=inf. [J]; @(J)=cwy(J). Pero si J no es abierto
s6lo se puede asegurar que sup.f[J]=<sup. (p[J]; inf.

7]z int. o[J]; ofJ) < wu(J).

¢) Para cualquier intervalo J, cerrado, abierto o semiabierto,
7 : .

~ que también puede reducirse a un punto, es ¢[J] otro in-

* tervalo que es cerrado (puede ser un punto) cuya mechda

es [p[/]|= w0y (7).

Demostracién: Como toda determinacién de f(z) es también
una determinacion de ¢ () resulta sup. f[Je(%o)] < sup. @[Js(%)];
inf. f{J (wo)]> inf. ¢[J(2,)]. Por otra parte, como para todo
existe un «’' infinitamente prommo tal que f(2')=(z) —d para

cualquier >0, debe-ser sup. [J (xy)] < sup. f[Je(2)] y se con-

" cluye que Mf(wo) =M,(zy) y ana]ogamente m (%) _mm(mo)
Ademas, ‘para todo £>>0 es inf. f[J ()] < M(wo) < sup. f[Je(w,)]s
luego, . por definicion de funcién asociada, resulta que My(z,)=

M (z,) es un valor de ¢(z,), y evidentemente debe ser My(a,)="

M (o) =sup. ¢[x,]. Andlogamente serd inf.[Zg]= m (%)=
m[(xo) Como ¢(z) es darbouxiana resulta o (2,)=sup. ¢[(z,] —

—inf. pfz,]=|9(z,)|, lo que prueba la parte a) de la tesis. Si
J es un intervalo abierto, existe para todo'e>0 un par de puntos
@y, @y interiores a J tales que @(xy)>sup. ¢[J]—e, @(x,) <inf.

¢[J]+ €. Por definicién de @(x) existen z’, 2” infinitamente pro-.

ximos a &, &%,, respectivamente, y por lo tanto también interiores
a J, tales que f(«')>q(x) =90, f(&")<wp(xy)-4d; de esto se

deduce que sup.f[J]=sup. ¢[J], inf. f[J]=<inf. ¢[J]. Por ofra’

parte, como todo valor de f(x) es también un valor de ¢(z).
tienen lugar las desigualdades de signo opuesto, quedando de-
‘mostrada la parte b) de la tesis. El resto es consecuencia de la
propledad darboux1ana de 9(x)- ,

5. - Corolario. La oscllaczdn w,(J) es subaditiva en’J. Mas
“precisamente: si J=J; 4 J,, donde J, Jy, J; son intervalos abier-

-—
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tos, .cerrados o semiabiertos, pudiendo algino reducirse a un punto,
se verifica w,(J) =0 (1) +94(/5). Demostracion: Es consecuen-
cia inmediata del punto c) del teorema anterior y del hecho que
el conjunto cP[J] estd contenido en el con]unto suma @[J;]+

CP[Jz]'_ L S '

I}

6. - Definicién ' de variacion total. Llamaremos conjunto-J

- a todo intervalo abierto, cerrado o -semiabierfo y también a un -
‘solo punto, s decir a todo conjunto lineal que tenga la propiecad,

que si 2, ST =<1, %,€J, TyeJ implica zeJ. Entenderemos por
subdivision . estricta o(J)={J,,...,J,} de J a toda descomposi-
cion de la forma J=J,+...-+J,, donde los J; son conjuntos-J
sin puntos comunes dos a dos; por lo tanto los componentes J;
de la subdivision o(J) pueden ser “puntos o intervalos cuales-
quiera, con tal:de que cada punto de J- pertenezca a uno y soloi -

~ uno de ellos.

Para cada subd1v151on d(] y={Js,...,J,} pondremos

' Z“’~f(Ji)=°°-f(Jl) oot or(la)

‘

y definimos la variacidn total de f(z) en J como'el numero V/( J)

=exiremo superior de las sumas Zoof( Tl) correspondlentes a las
o(J)

pos1bles subdivisiones estrictas c=o0(J). En caso de ser f(x) uni-
forme y continua nuestra definicién coincide con la ordinaria, en
la que se toman subdivisiones no estrictas, o sea de componentes

"no-rampantes. Pero en gl caso de funciones uniformes disconti-
~ nuas se llega a resultados distintos, segin se adopten subdivisiones
~ estrictas o no estrictas. Por ejemplo: tomemos la funcién defi-

nida en el intervalo [0; 2] d¢ la s1gu1ente manera: f(z)=1 para
z=1; f(x)=0, para x-/=1; la variacién total resulta ser 1 con
subdivisiones estrictas, pero 2 con subdivisiones no estrictas, '

Observemos que en. caso de¢ ser J un punto resulta V (/)=

c"/(J )= (J)-
7.-Teorema. Si ¢() es la asociada de f(z) es Vi(J)=V(J]).

Dempostracion. Como evidentemente para toda subclivision estricta =~

o=0(J) es Zw,(J;) = Zw(J;) por ser w,(J;)=w(J;) (ver teore-
o] c

ma 4), es también V(J)=V,(J). Probaremos que: también es

cierta la desigualdad contraria.-A cada subdivision estricta o(J)=
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{J3,...,J,} le asociamos otra. ¢’ definida asi: los J; que sean

intervalos abiertos o puntos los dejamos invariables, en cambio -

los que sean intervalos semiabiertos o cerrados los substituimos
por sumas de intervalos abiertos y puntos, de tal manera que los
componentes de o’ son o intervalos abiertos o puntos. Por otra
parte es o’ un refinamiento de o, es decir, todo componente de
¢ es suma de componenbes de d’. De lo primero resulta, segin
el teorema 4,

Zo(J})= Zog(]),

puesto que los J; de- o’ son intervalos abiertos o puntos, siendo,

por lo tanto, iguales las oscilaciones de f(z) y ¢(x) en ellos. De
lo dltimo, en cambio, resulta por la propiedad subaditiva de

@o(J)
Zag(/) 2 Zeo(])):

Por lo tanto, para ‘toda o ‘h-emos encontrédb una o tal qué
. Eco,_(])>2mm(.fl)

de donde resulta que Vf(J)>V (J) quedando demostrado el

"~ ‘feorema.

8.- Las 'fdnciones‘ L(y,J) y N(y.J). Slgulendo a Banach

pondremos para cada. conjunto J y para cada valor y,:

L(y,J) =funcién caracteristica del conjunto f[J]; :
Ny(yo,J) =ntmero de puntos zeJ tales que.y,=7f(z).

~ Evidentemente N(y,J)=L(y,J)., Ademés es Ny(yo, /).
. aditiva en J y Ly(yo,J) subaditiva, es decir J = Jl—l—Jz, Ji.Jy=0

implica Ny(yo.J) =Ni{rn 1)+ Ny (30.);
L(yo, J) = Li(yo, /1) + Li(¥o, I 5)-

9.-Teorema. 'Si ¢(@) es asociada de f(z) se tiene:

a) L,(y,J) es funcion' medible de y cuya integral entre —oo
y oo vale o (J)
b) Nm(y,J) es funcién medible de y, siendo q,_(y, J)=ex-
{

!

L P—
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tremo’ superior de ZL.(y,J) para las posibles o es-
trictas de J. N \

¢) Si o, es una sucesién monétona de subdivisiones estric-
tas (es decir tal que cada subdivisién es un refinamiento
de la precedente) de J, cuya norma (=longitud del in-
tervalo méximo de una subdivisién) tiende a 0 cuando n
tiende a ‘o, se verifica: '

ZLm(yOJ a) T ]\/ (:)0"])

OnlJ) >0

indicando la flecha ascendente que ;él primer miembro
tiende al segundo en forma creciente.

. Demostracidn: a) Es. consecuencia de ser darboux1ana la
(z), razén por la cual es '

| ;' f Lm,<yf;J> ay= 4¢[J']|=w;<J>

" tamb1én en el caso. , do que J sea un punto.
- Sabemos por una parte que si ZLy(y,,J;) =k, serd Ny (o, J)
Gn(J) .
~_\k pues en k conJuntos J; hay algin z tal que ¢(z)=y, ¥
estos J; no tienen puntos comunes dos a dos. Demostrar.emos aho-
+ Ta que, siendo o, la sucesion de subdivisiones estrictas de la parte
c),.si Noy(y0.J) >k es posible encontrar un n, tal que para todo
: ‘n>no se verifica -

ZL,(y0J) k.
Cn(J) . B

- En efecto, N,(yo,J)=Fk significa que existen en J por lo
menos & puntos z; que verifican la ecuacién ¢(z;)=1y,. Basta pues
tomar la norma de la subdivisién o, suficientemente pequefia. pa-
ra que cada dos z; pertenezcan a conjuntos J; distintos, de modo
que L(y0,J;) valga la unidad en k conjuntos J; distintos.

De modo que la ZL_(y,,J;) es una funcién creciente de n
on

(por. ser subaditiva la oscilacién respecto del mtervalo) que nunca
supera la cota Ny (yo,/), pero por otra parte supera a cualquler
’numero superado por esta u1t1rna, que por lo tanto es su limite
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para n— . Como este limite es a la- vez extremo superior de,

todos los términos =Ly (¥e,J;), pero por otra parte no depende
</

de la sucesion parllcular o, elegida, serd a la vez el extremo supe-

rior de todas las pombles sumas
Y SL(d). -
O(J)

' 10. - Teorema. Si ¢(z) es asociada de f(w), se tiene para
todo conjunto J:

Vol)= | Noly ) dr-.

1 ]

Demostmczon Hemos visto que con las condwmnea del teo-

© rema antermr es

lim ZLo(y, ;) = No (1, ).

7500 5 @

Como la vexpresion en el miembro izquierdo es una funcién
‘creciente de n, podemos integrar permutando la integracién "con
el paso al limite, resultando

lim | 2 Ly(y, J;) dy:f“Nco(yv’J) dy. ~
) on(h) Y.
El prim-er mienib'ro,_ vale

lim 2 Lo (3, d )dy_—hm Zaoy(J;).

>0 Gn (J) Y o =>0 gp (J)

~ Por 1o tanto el hmEoow(J ;) no depende de la sucesion o,
00 6 (7)
elegida (sxempre que cumpla las condiciones del teorema anlerlor)

y como todas esas ‘sucesiones dan sumas que crecen con n (por

ser- subaditiva la oscilacién con respecto al mtervalo) habra alguna -

* sucesién o, tal que

sup. Zcom(.fl)_hm P coq,(J,)

7330 gp(J)
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Por lo tanto el prlmer mlembro vale V. (), quedando de-
»mostrado el teorema. , Lo

P

11 - Los con]untos c ¥ D. Diremos que f(x) es continua en

@y st 0/(2,) =0, es decir si My(z,) =m(z,). Designaremos con

C{(J) l conjunto de los puntos de J en que f(z) es continua y
con Dy(J) el conjunto J—Cy(J). Del teorema 4 resulta que si
@(z) es. asociada de f(z) es C #(J)=C,(J), podemos pues escri-
bir G(J)=Cy(J) =Cq(J). Los conJuntosC (J) yD,(J) son me-

dibles por ser (z) darbouxiana. En'un punto ze C(J) serdn

- las funciones f(z) y @(¢) uniformes e iguales, por lo tanto

Ni(yo, C(J)) =Ny (y0, (/)

12. - Generalizacién de la férmula de Banach Teorema Para "

toda funcién f(x) se tiene , S /

I{f<J>=/ Ny(y: () drtZe@. )

donde la sumatorm se extiende a todos los puntos zel. Si f(x)
es un1f0rme resulta '

V=] MphdrtZe. ()

Demostracicn. Si los T, en que oof(x,;)>0 no son numei*ables
ambos -miembros de (I) son co. Luego basta suponer que {z,}=
_ D(J) es numerable.

Por lo visto més arriba es '

VD) =V,(/) = f No(y.d) dy = [ Nolr.CONdy+
Ny, D) dy=[ Ny, C)) dy+ [ Ny, D)) dy.
Para probar (I) basta demostrar qué-

[ No(y, D) dy=Zom)  fmd=DO)
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En virtud de lo visto en, (9) es o | o
; n - . Sy

N,(y,D(J)) =lim ZL(y,x,). | 4
- nrco =l ! ’ ; :

Al

n . . .
Como la "Zil-‘lm(y’ xz;) es funcion de y creciente con n, po- .’
N Pr= . :

demos escribir

f No(. D)) dy=lim & f Line)dy=

: = lim Z 0 (%;) =1lim Z o(z;) = Z mf(-”%)

n—5»00 1-=1 N~>00 fem

‘.quedando probado (I). S1 f{x) es ‘niforme y D(J) numerable |

serd f{D(J)] numerable, luego para todo y, salvo un conjunto nu-
merable ,serd Ny(y,C(J))=N(y,J) dé. modo que la integral
que figura en (I) puede reemplazarse por la de (II) y queda pro-
bado el teorema.
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COMUNICACION

e . UN TEOREMA EQUIVALDNTD AL DE ZORN (* ) *
" por Gregorio KLIMOVSKY

Diremos que una relacién <« sobre un conjunto A es arreflexiva si para
todo ae 4 se cumple a < a. :

Diremos que @, es cota supenor de un subcon,]unto A4’ de un conjunto
ordenado ® A si para todo a’e 4 se tiene a’ << a, .

1) 8i un conJunto A esti ordenado por uma.relacibn < arreflexiva y
a, es cota supenor de un subcon;]unto 4” de 4, entonces a,¢/ 4’°. En efecto,
para todo a’ed’ se tiené a’<a. Si aed’ se tendlia Gy <@y, lo que mo es
posible.

Congideremos ‘el siguiente enunciado: '

2) No ewisten ordenaciones arreflexivas en las que toda sub- ovdcnaozén
simple poséa cota superior en el sistema.

Para probar la equivalencia logica de esta proposlclén con' el teorema
de Zorn demostraremos primero que

I) ‘El teorema de Zorn implica la p1oposlclén 2).

Supongamos que exista un conjunto 4 ordenado por <, siendo esta re-
lacién arreflexiva y con la propiedad de que todo subcomjunto simplemente
ordenado posee cota superior en el sistema. Por el teorema de Zorn existe
un subconjunto A’ simplemente ordenado maximal (es decir, al que no se
le puede adjuntar ningGn elemento mayor o menor que todos los de 4’ sin
que deje de ser simplemente ordenado). Poxr ser squlemente ordenado poseers
una eota superior a, en el sistema, y por 1) se tendrd a, g4’ pues < es arre-
flexiva. Luego 4’ puede ampliarse en 4 por adjuncién de @, sin dejar de ser
simplemente ordenado, lo que contradice su maximalidad.” Por lo tanto 4 no
eyiste y 2) queda demostrada.

Veamos ahora que o

II) La proposicién 2) implica al teoremia de Zorn.

Como el teorema de Zorn es equivalente al postulado de buena orde-
nacién, bastari demostrar que !

II bis) La proposicién 2) Iimplica al postulado de buena ordenacién.

Supongamos que exista un conjunto 4 que no puede bien ordenarse. Con-
sideremos el agregado BE.={E g} do todos los buenos ordenamientos Eqa de-
finidos sobre subconjuntos dé A (agregado - que no es vacio pues al menos

"los puntos de ‘4 constituyen cada uno un conjunto bien-ordenado). Vamos

a introducir en ¥ un ordenamiento < de la siguiente manera:
Diremos que £ ¢« < E § si a) E a es gegmento de & §; b) Hay al menos
un clemento de E § que no lo es de E «. La condicién b) da carfcter arre-

flexivo a la relacién <C.

Comsideremos un sub-agregado E’ de E que esté simplemente ordenado
por <. Sea 4’ el subconjunto de 4 formado por todos los puntos que per-
tenezean algiin I » ¢ E’; vamos a definir una relacién R que permifird bien-
ordenar los punto. de 4°.

Sean @ y b dos elementos cualesquiera de 4°. Si existe algln EyeE’ al

(*) Resumen de la comunicacién plesent,tda en la gesién de la U. M. A.
del 22 de noviembre de 1947. '

(*) Ver 8. Lerscmirz, Algebraic Topology, Am. Math. Soe. ., 1942, phg.. 5.
El teorema de Zorn es légicamente equ1va1ente al ‘postulado de Zelmelo, de
modo que en el presente trabajo enunciamos a éste en una nueva forma.

(®) TUn conjunto se dird parcialmente ordenado w ordenado si ciertos pares
de elementos del mismo satisfacen alguna relacién < sujeta a la mera con-
dicién de transitividad. Diremos que es simplemente ordenado &i adem&s, para
todo par @, b del mismo, se tiene a < b 6 b < a.
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cual pertenezcan ¢ y b, diremos que @ posee la relacién B con b si b sigue
a o en Ey. Dado que E’ estd simplemente ordenado, Ey existe siempre.
Llamemos Ea* a la ordenacién obtenida por B sobre A’; es fhcil ver que es
una buena ordenacién, debiendo por consiguiente pertenecer a E. Ea* no puede
eubriv 4 (pues ello implicaria que'4 es bien ordenable), luego algtn z de
A no entra en:FEa:. Definamos Ep* como la ordenacién obtenida a'grega,ndo
a Fi+, considerando a @ posterior a todos los demés elementos. Bp e & y si-

gue a todos los E’, siendo por lo tanto cota, superior del aglegado E’ con res-
peeto a la ordenacién <.

De lo anterior se tiene que la 01de11ac16n < defmlda. sobre i goza. de
lhs siguientes propiedades: '

a’) es arreflexiva.

1’y todo sub-ogregado sumplemente ordenado de T posee cota superior en L.

“Por consiguiente Z contradice 2) y el conjunto 4 dobe poder bien-ordenarse.

Las demostraciones I y II mnos permiten concluir que el enunciado 2) es
eqlﬁvalente al del teorema de Zorn.

‘BIBLIOGRAFIA

Lororpo NACHSBIN, Combinagao de topologias seudo-metrisaveis e metrisaveis.
Notas de Matemética n® 1. Boffoni. Rio de: Janeiro, 1948.

Este es ol pl'imer fascieulo de una serie mimeografiada, NOTAs DE Ma-
TEMATICA, que se publica en Rio de Janeiro bajo la direccién de A. Mon-

. ‘teiro, No es libro de exposicién de alguna poreién conocida de la Matemética,

sino que tiene el cardcter definido de memoria original corriente, aunque con
abundancia -de detalles como para que su lectura resulte clara y amena. Comgp
el autor lo dice eh el prefacio, lo esencial de este. fascieulo ests contenido en
una nota de los Comptes Rendus, Paris. Consiste en lo siguiente. Sea F un
espacio abstlacto arbitrario, P el sistema parcialmente ordenado de las topo-
'loglas sobte I que pueden ser deducidas de alguna, pseudométrica (topolo-
gias pseudometnzables) , ¥ M el sistema palcmlmente -ordenado de las topolo-

~ glas metrizables (aqui pseu(lométnca. se distingue de la métrica comfin sblo
‘porque dos puntos distintos pueden tener distancia nula, y la relacién de

“‘precede’’ én las ordenaciones ‘esty entendida como. ‘%con igual o menos con-
juntos abiertos’’). Si cuando Z es un conjunto de topologias sobre F ponemos
8(Z) ¢ I(Z) para los conjuntos de todos los supremos y, respectivamente, in-
fimos de subconjuntos de Z (tanto supremo como infimo tomado en el lattice
completo de todas las topologias sobre E), los resultados fundamentales de
Nachbin se expresan: 1. ISIS(P)=ISI(P) es el conjunto de todas las to-
pologiag sobre E; 2. SIS (M) = SI(M) es el conjunto de todas las topologias
de T'réchet-Riesz (cada punto es un conjunto cerrado). En ambos casos el
resultado no se puede mejorar. Ademfs de estos teoremas de represeﬁtacién
el autor da para cada clase que aparece, S(P), IS(P), ete., una .caracteriza-

" cibn en 'térmings de las mnociones fundamentales de una topologia (conjunto
.abierto, punto de acumulaci6n, -ete.). Un ejemplo tipico es el siguiente (que

caracteriza a IS(P)): sl'un eonjunto X de F no es abierto, o existe un punto
de Xy un punto de su complementario topolégicamente equivalentes . (idén-
tiea’ clausura), o existe un punto de- X tal que todo entorno de este punto
contiene. una infinidad de puntos del complementario.

R. A. RICABARRA -
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