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DEDUCCION SENCILLA DE LA. TEORIA 
. DEL EICONAL 

por RICARDO GANS 

(Instituto de Física - La ~lata) 

En la óptica geométrica, tanto en la propiamente dicha 
como en la e},ectrónica, el eico:nal desempeña un importante 
papel, pues ,es la función mediante la cual se deducen de la 
manera más sencilla' las fallas de un' objetivo. A- continuación 
deduciremos las fórmulas pertinentes basándonos únicamente en 
los elementos del análisis y de la teoría de las ecuaciones' dife
renciales. 

Hay varios eiconales. Pr,eferiremos el de Seidel, pues la in
terpretación de las variables que llevan su nombre es particu-' 
larmente sencilla. 

\ Supondremos que ,el' medio óptico sea inhomogéneo, vale 
decir, que el Índice de refracción N sea funoión de, las coorde
nadas. El caso de la óptica propiamente dicha" en 'que N es, 
constante por partes, r,esulta entonces como límite, yes mate
máticamente menos sencillo que el caso de la inhomogeneidad. 

1. -:- Los fundamentos 

Partimos del principio de Fermat, según el cual el tiempo 
de la propagación de la luz entre dos puntos, fijos Po Y Pies 
estacionario, y como la velocidad v = e/N (e es la velocidad de 
la luz en el vaCÍo) y dt = ds/v, r,esulta . 

Pi 

1) fN ds=ü. (1) 
Po 

Tomemos z como variable independiente, de manera que 
(x'=dx/dz, y'=dy/dz), 
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Zl 

b ! N(x, y, z) . VI + X'2 + y'2. dz=O (1') 
Zo 

o, con ll!- abr,éviación 

(2) 

Zl 

b !F.dz=O (1") 

esto es, 

Zl ¡(UF uF uF uF 
- .. bx+-. by+-. bx'+ -.. by')dz=O. 
UX uy ux' uy' 

(3) 
Zo 

Como la' variación y la diferenciación conmutan, .tenemos· 

d 
bx'= dz bx , 

d . 
~y'= -by. 

dz 

Introduciendo· estas r,elaciones ,en la (3) y aplicando inte
gración por partes, ,obtenemos 

"'1 • 

J' '[(UF d uF) (uF d uF ] ---- bx+ ----) ~y dz+ 
. UX dz ux' uy dz uy' 

uF uF P1 ' 

, + (~bx+~. by) =0. 
uX uX Po 

(4) 

. De esta ,ecuación Goncluinlos, en virtud de laarbitr:ar.iedad 
-de bx y by, 

(5) 

y 

(6) , 

r ' 
.) 

." 

1 
1 
~ " 

.j 
\ 
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Las ecuaciones (5) son las ecuaciones de Euler de la teoría 
de las variaciones. Las (6) expresan que los dos extr.emos, 
Po Y P1' de la Curva, quedan invariados. 

Primer corolario.: Si en un 

constante de manera que, según la 

dominio del espacio N es 
oF aF ' 

(2), -=- =0, resulta ~e ox ay " 

las (5)' que ~F,' = const., ~F = const., 'o, en virtud de la (2), 
~ ~ . ' 

~ ~. , , 

ds = const., ds = const., vale decir, la dirección del haz no va-

ría; o bien, en un medio homogéneo la propagación de la luz 
es rectilínea. 

Segundo corolario: Admitimos que N sea' discontinuo en 
una superficie. No r,estringimos la generalidad si ponemos el 
eje z normalmente a esta superficie en un punto de la mis
ma. Si integramos las ecuaciones (5) respecto de z desde un 
punto P1 situado en una orilla de la superficie' hasta el punto 
P2 situado frente a P1 en la otra orilla; obtenemos 

('aF),P2 = 
o ' 0, 

X p, 

o, por el significado de F. (véase la (2)), 

. ',(7) 

Estas dos ecuaciones-expresan la ley de refIjacción de Snellius. 

2. - Los grados de aproximación 

Nos limitar'emos al caso más importante de la óptica: aquél 
en que el sistema tenga un eje óptico, es decir, que N sea si
métrico alrededor de este eje; tomando este eje como ej~ Z,' JV¡ 
será una función de r2 = X2 + y2 Y z. 

Si desarrollamos N según potencias de r, resulta 

\ 

N=n- ~ . (X2+Y.2)+q(X2+y2)2+ ... , (8) 

.. 

. "« 
\ , 

,'. 
, , 

\ ~I 
·1 
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donde n, p, q, ... son funciones de z. El hecho de que en (8) 
no figuran las potencias impares de r es conse,cuencia de la 
suposición de que N l1JO posee irregularidades en el eje de las z. 

De esto, pddemos ,darnos cuenta también de la siguiente 
manera: si desarrollamos N len serie de x e y - con coeficien
tes que son, por supuesto, funciones de z - deben anularse los 
coeficientes de las potencias imparas de x y aquellos de y, por
que 1V permanece invariante al cambiar x por -x e y por -y. 
Además, no debe variar N al cambiar x por y, y al mismo 
tiempo y por -x, pues este cambio corr.esponde a la rotación 
del 'sistema de coordenadas en ir./2 y, en, virtud de la sim'etría 
supuesta de N, ést-e no ~ebe variar en tal transformación. Esto 
da la igualdad de los coeficÍ!entes de X2 e y2, como también la 
de los coeficientes de x4 e y4. Así resulta 

Finalmente, debe ser q' = q pues introduciendo coordenadas 
polares mediante x = r cos cp, y = r sen cp, N no debe depenger 
de cp en virtud de la simetría de rotación. Por consiguiente,' 
resulta la (8). 

Además vale 

1 1 " , 
lfl +X'2+ y'2= 1 +_(X'2 + y'2) -~ (X'2 + y'2)2 + ... . (9) 

. . 2 8, ' 

La condición de converg'encia X'2 + y'2 < 1 no es práctica
mente ninguna r,estriccióñ porque solarriente nos interesan án-
gulos relativamente pequeños entre el haz y el eje. \ 

De la (2) resulta ,p,ues, teniendo e~ cuenta las (8) y (9), 

en que 
, , 

..... 

'. 

" 
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Fo=n(z) 

F 2 = ~ (X'2 + y'2) - ~ (X2 + y2) (11) 

F4=q(x2 + y2)2 _ ; '(x'2 + y'2)2 _~ (X2 + y2) (X'2 + y'2). 

3. - La óptica geométrica gaussiana 

Si las ·distancias 'entre un punto del haz y el eje óptico, 
como también los ángulos entre los mismos, son tan pequeños 
que podemos limitarnos en F a F o y F 2' despreciando F 4 Y 
los términos de orden mayór, resulta la óptica 'gaussiana o pa-
raxial. . 

De las (5) obtenemos en este caso 

I 

d 
-d (nx') + px=O z . 

d , 
dz (ny) + py=O. 

(12) 

Ambas ecuaciones, 'en las que n y p son funciones de z, 
son ecuaciones dif'erenciales de segundo orden, lineales y homo
géneas. Si Vez) y Vez) son dos soluciones particular,es de ellas. 
u = aU + b V, v= cU + e V también son soluciones, con valores 
arbitrarios de las constantes a, b, e y e. Podemos determinat 
estas constantes de tal manera que en el plano zo, al que lla
maremos pI ario objeto, 

Estas soluciones particulares s'ean el fundamento de nues
tros razonamientos. 

x= lU+AV 

y=mu+p.v. 

(14} 

es entonces la solución más generlll del sistema (12),' siendQ 
l, A, m, p. constantes de integración. 

---

. ,'~ 
.. '"I~ 

~, '\ 

\ ,; 

.' 
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Para el plano objetó z=zo' resulta de las (14), mediante 
las (13) 

xo=l, yo=m; X'O='A, y'O=¡..t (15} 

vale décir, l, Tri 'son las Coordenadas del haz en el plano ob
jleto; A, ¡..t los ángulos entre el haz y el. eje óptico 'en este plano. 

, Si vez) se anula no solamente para z=zo '(véase 'la (13)) 
sino también para otro valor Zl (*), el plano z = Zl es el plano 
conjugado del plano z = Zo, pues cuaLesquiera que sean, los va
lores A y ¡..t, es decir, todos los haces que salen del pun~o l, m 
en ,el plano objeto, se reúnen, en virtud de la propiedad v( zl) = O 
en el plano imag,en z = Zl en el mismo punto 

x=l. U(Zl)' y=m. U(Zl); 

y U(Zl) significa el aumento lateral. 
'Para todos los rayos que salen del punto en que ,el eje óp:" 

tico corta al plano obj'eto Zo, vale, l=m ' O, Y por la (14) son 

X=AV, y=¡..tv 

las ecuaciones de esta familia de haces. Los ángulos de los mis- , 
'mos con el ejle son 

X'=A.V', y'=¡..t.v', 

es decir, len el plano objeto, teniendo en cuenta la última re
lación (13), 

,x' 0= A" y' 0= ¡..t, 

y en el plano imagen 

(*) En un: medio inhomogéneo puede hab¡¡r má.s c}eu:iJ. yalor Zl para' el cual 

v (Zl) = 0, pero' esto no nos niteresa. , 

" ' 
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Por consiguiente,. V'(Zl) significa 'el aumento ~ang.ular. De esta' 
manera he~os deter?rinado los sencillos signifi'cados de u( Zl} Y 
V'(Zl)· ' 

Finalmente deduciremos una - integral que nos' hará falta 
a continuación. Las funciones u y v obedecen, 'según 'las (12), 
a las ecuaciones 

d . 
-'(n u') + pu=O 
dz ' 

d 
dz (n;v') + p v=O. 

Multiplicando la segunda por u, la primera por -v y su
mándolas, r,esulta,' por integración por pártes, 

n( wl- vu') = consto 

Por las (13) _se, determina la oonstante, obteniéndose 

n( uv'- vu') = no. (16) 

Aplicando esta ecuacióu al' plano imag<en Z = Zl' donde 
v=O, resulta 

nl U1 v'l = no = no Uo v' o· (17) 

En palabras: el producto del índioe de refr!l.cción por el 
aumento lateral y ppr ,el a'U'mentoangular es un invariante de 
-la representación (teorema de los senos). 

1, 

4. - Una aproximación superior 

En aproximación gaussiana nos hemos limitado al segundo 
orden en F, Y ppr coIlBiguiente al prim'er orden en x e' y co
mo funciones de l, A, m, ¡.t. Si tenemos en cuenta F 4' res;ultarán 
x lB y hasta el tercer orden inclusive. 

Según las (5) valen, con F = F 0+ F 2'+ F 4' 

! 

--- .. ----11 
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o, por la (11), 

d ,. '(d (aF4 ) 'aF4 ] -(nx)o+px=- - - --
dz dz ax' ax 

(18). 

ddz 
(ny') + py=_ (!i(oF4 ) _ aF4 ] 

dz ay' ay' 

y si consideramos las lecuacion!es en priffiera aproxim;ación co
mo resueltas, les decir, si conooemos x(z)' e y(z) como so\u,c~o
nes de las' (12), sustitUleyndo' estos valores en la ±:unción F4 
definida por la (11), los segundos milembros de las (18) serán' 
funciones conocidas de z, les' decir, tenemos que integrar dos 
ecuaciones diflerenciales de segundo orden, lineales e inhomogé-

, neas, de la forma 

x" +Px' + Qx= cp(z), (19) 

en que 

(20) 

Si u y v son soluciones particulares de la ecuación (19) 
homog,eneizada, la solución de la inhomogénea (19) es 

:: 

J u(~) v(z)-v(~).u(z) , 
x = Au + Bv + cp(~) ~ u(~) v'(~)-v(~) u'(~) . d~, 

Co 

con l~s constantes de integración, A 'y B., 
Sustituyendo cp por la (20), resulta, teniendo en cuenta 

la (16), -
, 
\ 

'. j·o, 

" 

i 
r 
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X, Au + Bv + '~f [~;4 - ddl: (uF~)]. [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)]. d~ 
. ~ ~ ~~. -

So (21), 
" 

y una eCuación 'equival,ente para y. 
Aplicando integración por partes al segundo término del 

primer paréntesis obtenemos 

. 1 JUF4 ' x=Au +Bv + - - [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)] dl; no UX , 
"o 

1 JoF" , . 
+n

o
' ux~. [u'(l;) v(z)-v,(,¡;) u(z)]dl;+, , 

1 [uF 1 E=z -- -x;(u(l;)v(z)-v(l;)u(z» , 
no uX " E=zo 

z 

" 1 uF 1 JuF -=Au+Bv+ -(-o ~) . v(z)+ - _4 [u(l;) v(z)-v(l;) u(z)]dl; no UX z. no Ux. , 
z ' 

+- -¿. [u'(l;) v(z)-v'(l;) u(z)ld~ , 1 JuF 
noux, 
, =0 

Aquí hemos utilizado las relaciones u( zo) = 1, v( zo) = O 
(cif. (13». _ 

Si r·eunimos los factóres de u(z) y los de v(z) ¡obtenemoS' . 

" 
'. 1 j'(UF4 oF4) 1 (C>F4) x=[A--. -v+ -. ,-, v' dl;]u(z) +[B+ - -, no 'ux ox, no UX tlo 

Zo 

z 

1 J,uFI uF) +_ (_4 U + _,_4 U' dl;] v(z), 
no ux ux' , 

"o 

val~ decir, la solución se presenta en la f¿$la 

(22) 

'., 

l' ' 

"1 

I 
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siendo 

z 

l=A-~. J' (aF4V + aF4 .v').d~ 
no ax ax' 

Zo 
(23) 

Z 

(oF, 4) l'J(aF4 dF4 ')d'c:: - +- -u+-.u <., ax' Zo no ax ax' 
:::0 

funciones de z. Esta ¡es la única difer,encia 'entre la solución 
de las ecuaciones inhomogénea y homogénea (~ariación de las, 
constantes). De las (23) r,esulta 

(24), 

De la misma manera se de,duce 

i (22'), 
\ 

con 

(24'). , 

Multipliquemos las (24) y (24') por -~A, + ~l, -~p., + ~m 
respectivamente y supongamos que estas variacioJ:)!es no depen-

, . ' 

i r 

, '~ 

I 

,: 

'1 
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den dez pero que, por lo demás, sean 'arbitrarias, Por. esta· 
constancia de las' variaciones podemos ponerlas ,hajo el signQ 
integral. Sumando las ecuaciones Idespués de estas multiplica
ciones, y teniendo en cuenta que 

bX=u, bl+v ,'bA 

by=u, bm+v; b¡..t 

y que en la aproximación paraxial 

de manera que 

resulta 

\ 

x'=lu' + AV' 

y'=mu' + ¡..tv', 

bx'=u', bl+v', bA 

by' 'u', bm+v', b¡..t, 

o introduciendo la función 

(25), 

-(ll-l0) bA + (Al-:-AO) '6l- (m1-mO) '6¡..t+ (¡..tl-¡..tO''bm= '68, (26) , . 

Por la (11), la F 4 está dada como función de 4, o grado 
de las ,x, y, x', y', y si sustituÍmos en ella. 

x= lU+AV; x'= lU'+AV' 

y=mu+ ¡..tv; y' = mu' + ¡..tv', 
(27) 
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porque las l, A, m, ¡..t. s¡on constantes en la aproximaclOn de
seada, y si calculamos las in~egra1es .cuyos integiandos son fun
ciones de 4. o grado de las funciones conocidas u, v,u' v', re
sulta S en la forma 

S = Co(l2 + m2)2 + C1(l2 + m2) (A2 + ¡..t2) + C2(l2 + m2) (lA + m¡..t) 

+ C3(A2 + ¡..t2) (lA + m¡..t) + C4(lA + m¡..t)2 + C5(A2 + ¡..t2)2, (28) 

es decir, como función de 4. o grado de las l~ A, m, ¡..t y como 
función particularmente sencilla, puesto que en ella sólo figu
ranJas combinaciones l2+m2, A2+fl2 Y lA+mf-L. Esto lo hubiéramos 
podido pl'tever sin cálculo, porque solamente ellas son inva
riantes respecto de una rotaCión del sistema de coordenadas al
vededor del eje z, es decir, sólo ellas corresponden a la :sime
tría rotatoria de nuestro sistema óptico. Co y 0 5 , por ejemplo, . 
tienen . los valor,es 

<=1 

1 J . Co=- q. (l;) u4 dl;, 
no 

Por la forma (28) resulta 

oS 'oS oS oS 
~S=~l . ~l+-. ~A+y-. ~m+-. ~¡..t, 

u 'OA um o¡..t 

y comparando los factones de las variaciones en los d0s miem.:. 
bros de la (26) ·obtenemos . 

(29) 

Estas -sencilla¡¡ relaciones nos dan las variaciones de las -cons
tantes mediante la .(28). Las «constantes» tienen en el plano ob-
jeto Zo los ~alores lo, AO' mo, flo Y varían con z para tomar 
en el plano obj1eto -,Zl los valores lv Al' 71'1'1' f-Ll' Pero para' un 

I 

1'. 

I 

l. 

1 
; 
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hazparaxial sQn verdaderas constantes, vale decir, tienen tam
bién 'en el plano imagen los valores lo, Aa, mo, f-I-o' de manera: 
que las coordenadas en el plano Zl del haz real son, en virtud 
de la (27), 

Xl = II U1 + Al Vl 

Y1 =ml ul + f-I-l Vl' 

En cambio, las Coordenadas' del haz cOIT,espondieñte pa
raxial son 

. 

Xl = lo Ul + Aa Vl 

Y1 =mo ul + f-I-O V1' 

Ambos pares de ecuaciones se simplifican más por vl = O, 
dando' 

, 
Xi = li ui' Xl ~ lo Ui . 

Yi=miui , Yl=mOuV 

de modo que las dif'er-encias que nos interesan 'toman los valores 

I1xl = (ll- lo) U1 

I1Yl = (m1 - mO) Ul' 
(30) 

Resulta que para ~l cálculo de estas diferencias precisamos 
solamente las dos primeras ecuaciones (29). Por esta razón no 
nos interesa la constante Ca en (28), pues el primer término 
de esa ecuación no depende de A ni de f-I-. Las otras cinco cons
tantes dan. las fallas de un obj.etivo y cada una .de ellas es ca
racterística de una. de las . cinco' fallas elementales siguientes:' 
aberracidn esférica, coma, astigmatismo, curvatura de la ima
gen y distorsión. I 

Las variabl'es de Seidel son particularmente sencillas porque 
en aproximación paraxial son constantes, las constantes de in
tegración (el astrónomo diría los elementos de la trayectoria). 
Por ·esta razón la función S (la función de perturbación del 
astrónomo) es de 4. o grado. 

o 

" . 

\ 
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NOTA SOBRE LOS VALORES LIMITES DE 
FUNCIONES ANALITICAS 

A. P. CALDERÓN, A. GONZÁLEZ DmdNGUEZ, A. ZYGMUND. 
, 

1. Es bien sabido que en un producto de Blaschke de n 
factores 

-'B' ( ) -TI n a,c ' .a,~-Z' 
W-;- n Z - ----_-

, 1 la,,) 1-a,cz ' 

el afijo de Bn(él') recorre n veces la circun:f)eJ1encia Iwl=l, cuan
do & varía elle ° a 2n. Es, pues, natural preguntarse si algo ;aná
logo sucede en el caso de que el producto tenga .infinitos factor,es. 
En el Teorema n ele esta nota demostramos que ef,ectivament'e 
el' afijo del prim~r miembro toma en tal caso todos los l valor.es 
de la circunferencia unitaria infinitas veces; y es~a propi~dad es 
válida para una categoría mucho más amplia de funciones, según / 
queda establecido en el Teorema 1, del' cual es el 11 inmediato 
oorolario. . 

2. El 'Teorema 1 generaliza resultados ya conocidos que pa
samos a ,enunciar. 

Sea w= f(z) una función regular en el interior del círculo 
unidad que cumple las condiciones: 

If(z) 1<1 para Izl<l, 

If(ei&) 1=llímf(r,eil}) 1=1, 
,'-+1 

.para casi todo & de (O,2n). Hossjer (1) demostró que en tales 
hipótesis, los afijos de' f( eilJ ) cubren toda la circunferencia con 
la posible excepción ele un conjunto de .medida nula. 

(1) G. HOSS,JER, U eber die Randwe?'te besoh1'aen7ater' F1¿n7ationen; Acta Lit-
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I Nevanlinna (2) generalizó el teorema antedor en los términos 
siguientes. Sea w 'f(z) una función regular en Izl< 1, talque 

, 
If(z) 1<1 paralzl< 1; If(ei&) I=!límf(rei&) 1=1 

r-+l , 
para casi todo & del arco a, < & <:. W. . 

, En tales condiciones, o bien los afijos de f(eif),) (a,<&<::B). 
·.cubr,en, la circunferencia 1 w 1 = 1 con la posible excepción de un 
conjunto de medida nula, o f( z) es prolongable analíticamente a 
través del arco. 

Finalmente" Seidel y Doob (3) generalizar~n el resultado .de 
, Nevanlinna, mostrando que el conjunto de medida nula que fi

gura en el enunciado del teorema, es vacío. Es decir, que los 
afijos de f(e i &) cubren toda la circunferencia Iwl=l, sin excep
ción. 

3. Teorema l., Sea fez) una función regular y de módulo 
menor que 1 en el círcqlo 1 z 1 < 1, tal, que 

If(\ei&) 1=llímf(reitl:) 1=1 
r+:f 

para c~si todo &. del arCQ (a,; B)' de la circunferencia Izl=1. En 
tales hipótesis, o bien los afijos de f( ei&.), (I¡ < & < B, cubren toda ' 
la circunf.erencia Iwl ,1 infinitas veces, o fez): es prolongable ana~ 
líticamente ~ través del are<;> (a,; B). 

Demostrflción., Sea r un complejo cualquiera de módulo t; 
demostraremos que existen infinitos & pertenecLentes al arco ( a,; B). 
para los cual'es . se verifica la relación f( ei&) = y; o que, en caso 

l' contrario, la función es prolongable a través del arco. Supondre~ 
mos, lo cual' no ¡',estringe la generaJjdad, que :y= 1. 

La función ' 

m( );_ f(z)+l 
'" z ,- f(z)-l ' 

terarum ac Sciential'um Regíae Univel'sitatis Fl'áncísco·Josephinae, 5, .(193CY) 
pág. 55. 

(") R. NEVANBINNA, Ueber besohriin7cte analytisohe Fun7ctionen, Oo=el1-
tationes in honol'em Ernesti LeoDardi Lindelof, 1929, p~ág. 28. 
, (3) w. SEIDEL, On the distl'ibution of values 01 bounded analytie funotions, 
Transactions of the American Mathemati~al Society, 36, (1934), pág.' 208. 
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tiene parte real negativa en Izl<l, y por lo tanto admite la 
representación . 

. 21t: 11 eitJ.+z 
<p'(z)~--2 'tJ. dtiJ(&), 

, 1[ el-z 
,o . 

con tiJ(&) acotada,no decreciente. Es bien sabido que la parte' real 
de <p.(z) , tiende radialmente hacia la derivada simétrica tiJ(&), en 
todo punto donde 'dicha derivada, finita o infinita, existe. 

Por lo tanto se verificará, para casi todo & de (ex.;~), 

P,ero, como por hipótesis es If(ei&) 1= 1 para casi todo & 
de (ex.; ~), r~sulta, para f( eitJ. ):-j= 1, 

lJJ'(&) =R (f(e~f)+lJ =0. 
, f( e l tJ.)-l 

En caso de que sea f( ei&) = 1 para infinitos valores de & .. 
el teorema está demostrado. Si así no sucede, es tiJ' (&) = O en 
casi todo punto de I ( ex.; ~); y como tiJ( & )es no decreciente, caben 
dos posibilidades: \ ' , 

a) tiJ(&) tiene infinitos p~tos de crecimiento; 

b) tiJ(&) tiene' sólo un número finito d~ puntos de cr,ecimiento. 

'En 'el primer caso hay infinitos puntos donde la derivada si-
métrica 'es infinita. Se verificál'á por lo tanto en esos puntos \ 

lím ~[<p.rei&)] = (Xl 

r-+ol 

y por lo tanto 

lím <p.( nei,&) = (Xl • 

'r~l 

P,ero como es 

fez) = cp(z) +1 , [1] 
cp(z)-l 

" 

/ 

¡ j 
r) 

, , 

. .l 



, \ 

\ 

I ,.: ' 

... 

-19 -

r,esulta 

Hm f( rei!}) = f( ei!}) '-1 
"...".1 

para infinitos valores' de .& de (a; ~), 
En -el segundo caso, ,p(B') es' una ~unción en 'escalera con un 

número finito de puntos de discontinuidad; la función !P(z) es 
, , regular, y tiene parte real nula, en todos'los arcos de constancia de 

:tP(B'), y tiene polos simples en los puntos de discontinuidad da 
~i(.&), Pero fez) (véase la fórmula 1) es regular, tanto en los pun
tos 'en que !pez) es regular y ~istinta de 1, como'e:o, los puntos en 
que !pez) tiene polos simples. Resulta, en definitiva, que fez) es ' 
regular 'en todos los puntos del arco (a; ~,) ,y por lo tanto prolori
gabla analíti(1amente a través de él, con lo cual el teorema queda 
demostrado. , 

, 4.' Cu;ndo fez) 'es un product'Ode Blaschlm con infinitos 
ceros, se cumplen la.s hipótesis del teorema anterior, siendo el 
arco (a;~) la circunfer~ncia completa 'lzl=1. Como, además,. 
por lo menos un punto de la circunferencia es punto de .acumula
ción de ceros, tál punto es necesariamente singular, quedando ex
cluída la segunda: posibilidad del 'teorema. Resulta entonces el 

Teorema 11. Sea B(~). un producto de Blaschke con infilli
..tos oeros 

00 

2::(l-la¡cl) <oo. 
ü 

Se verifica, entonoes qUe los afijos de 

B( ei&) = Hm B(reif}) 
• 1'+1' 

cubren, infinitas veces la circunferencia ¡w 1=1. 
.1 
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SOBRE LA TRANSPORMACION DE HILBERT 

por OSCAR A. V ARSAVSKY 

Es obJeto de esta nota señalar la relación existente entre la 

\ .. 1 H' (') 1 '1' ep (t)dt ' ( 1-
'é conoCida transformación de lilbert: ep X = - --- le 

, 1t ',- t-x 

símbolo f significa inlegral a valores. principales) y el 

operador signo: Scp (x) = sgn (x) cp (x), lo que permite vol ver a ' 
encontrar de una manera sencilla y' que no- depende de la teoría 
de funciones analíticas, las propiedades de dicha transformación. 
Se verá que los resultados sólo se demuestran aquí para, un con
junto de funciones denso ,en' L2, pero esta restricción en las 
funciones queda pompensada por una amplia generalización en 
suti,: argumentos. 

1. - El óperador signó. 

Sea S un operador definido para toda función' compleja de 
variable real cp ( x) mediante la ;fórmula: 

I l' cp(x) para x>O, 
Scp(x) = ',',-, ' 

I -cp(x) para x<ü 

(en el,origen puede tomarse . cualquiera de amba,;¡posibilidades, 
oel valor cero~ como al multiplicar por la función .sgn (x)): I 
, 1) S es lineal y acotado. cp (x) E Lp implica Scp (x) E Lp, pues 
I cp (x) 1=1 Sep (x) l. En este sentido B- es una transformación con
tinua , de cada espacio Lp eri sí mismo. Pero en lo, sucesivo su
pondremos exclusivamente que cp(x) E 0, es, decir, tomamos fun
ciones de un espacio de Hilbert. 

2) S2=1 (=identidad), o sea 8=S-1. 

, 
I 

" ' 

, ( 
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Si (cp, tlJ) representa~l producto interno de dos funciones, es 
. I 00 

decir ('cp,tlJ)=/ cp(x).~(x}dx, se verifica (Scp,tlJ) . (~,StlJ) o 
\ 

,sea, S es autoadjunto: S = S* .( en sentido estricto, pues su dominio 
. es, todo el espacio), y unitario: S*=S-1. 

. 3) La ,ecuación característica, Scp = acp sesatisface para 
a=±L . 

Al autovalor + 1 corresponden las funcione,s nulas para x < ° 
(según la definición de S adoptada en el origen habrá o no que 
~fíadir ,este punto); al autovalor -1 corre!3ponden las funciones 
nulas piara x>O (con ]a misma salvedad). 

Llamando P y P' a los .operadores proyección cuyas multi':' 
dades mp y mpl' 'están formadas por, las funciones nulas a la iz
quierda y a la derecha del origen; respectivam~nte, se cumple: 

P+P'=I; 
I 

P-P'~S 
. I .... . .: 

S = 2P -1 (Ecuaci(m de las involuciones). 
, 4) En mp las funciones de Laguerre ln (x) forman un sistema 

@rionormal compJ~to, y lo mismo ocurre en mpI con la~ ln ( -x) . 
. Por lo tanto 'entre ambos sistemas se obtiene una base invariante 
para ,el operador S, que indicaremos con Jln(x)}; n= ... -1, O" 
1, ... ; l(x) = l(-x). 

-In( Inl 

II . . El operador de Fourier. 

. S'ea F el operador .definido para las furiciones complejas de 
variable realcp (x) E L2, medianta la fórmula 

.. 00 

Fcp(x) 'VI J cp(t)eixldt 
2n: . 

. -:0 . 

00 

1 J ' F*cp(x) =F-1 cp(x) = -= cp(t) e-iXI dt. . ' . V 2n: . 
. -00 

, '~." . ::';, . 
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Sus autovalores son ± 1, ± i; Y las funciones de Hermite 
hn(x) son autofunciones. 

2) Cuando se lo 'define en grupos topológicos transforma 
funcion~s del grupo en funciones del correspondiente grupo dual 
o de caracteres (en el caso de la recta ambos, coinciden). Esta 
propiedad es 'esencial. ' 

3) F2cp (x) = cp ( -x) ,en L2. F2 ' F-2 es unitario y autoad
junto. Sus autovalores son 1 (corresponde a las funciones pares), 
y -1 (para ~as impares). , 

III. El operador de Hilbert. 

Sea H' el operador conjugado' de S mediante F, es decir: 
H' 'F-l SF. Llamar,emos operador de IIilbert a H = - iH'. 

1) Hcp(x) =~f' ~(t.)dé 
, 11: t.,-x 

en el siguiente sen tido : 

Hcp(x) ~ -'- iF-lSFcp(x) " ~ ¡f~,e-ixtFCP(t) dt-
, V2re u-

o '1 """,' , 
'-j'e-¡,clFcp(t) dt j= -i JJ' er(u) [eit(u-X)'_ e~it(u-X)] dtd~= 

- 2.. -,' 
-Z) o --ca ' . ' 

1 JJ . . =-; cp(u) sen t(u-x) dt du: 
o -00 • 

Esta última ,expresión es la «integral aliada» (de la similar 
con cos'eno' en lugar de seno, llamaqa fórmula de la int~gral de 
Fourier): Para cp(x) EL! es su,ma~le (e, a,), a, > o a 

/ 

~ f cp(t)dt 
re t-x 

en casi todo punto (ver, p. ej. [5], teor. 107). 

/ 
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Como Li'nL2 'es denso en 0, no nos pre()cupa extender la 
equiva~ncia de ambas expresiones a todo el espacio L2. 

Este resultado parecería contradecir el teorema de v. N:lU
mann, que dice: « Condición necesaria y suficiente para que un 

'operador autoadjunto en L2 'pueda . representarse mediante un 
operador integral, es que cero sea punto de acumulación des,?-

espectro», T 4], pues 11' no satisface esta conqición. Pero i 
'<1 \ 1t . f. ~t(t):l no es un verdadero operador integra7 s;no el líuilte 

de la suma de dos operadores' integrales: lím 
e~O 

2) S=F11' F-l=iF11F-l. 
, F11 = - iSF. Este resultado se ha utilizado en la demostra

cióñ de varios teoremas (ver [5]; fórmula 5. 1. 8 Y teors.90 
y 91). 

3) Por ser conjuga,do unitario 
y autoadjunto y tiene los mismos 
son, respectivamente :¡: i. 

, ",,-
de S, 11' I es también unitario , 

autovalores :± 1. Los de' 11 

4) Si f( x) 'es autofunción de S, F-l f( x) lo es dé 'lJ' Y H. 
Si ep (x) 'es autofunción de 11' (y por lo tanto de fl), Fep (x) 

lo 'es. de S. 
Es decir 11ep=- iep Y PFep =Fep son condiciones equivalentes, 

(lo mismo vale para 11cp=iep y P'Fcp=Fep). 
Esto corresponde al importante teorema: « Son condiciones 

equivalentes: a) que la transformada' de Fourier' de una función 
de L2 se anule a la izquierda (o a la derecha) del .origen, y b), 
que sus partes real e. imaginaria sean transformadas de Hilbert 
una de otra». (Ver p. ej. [5], teor. 95). 

Pues .si ep(x)=f(x) +ig(x) es autofunción de 11 del auto-
valor - i, se tendrá:' , 

11ep =l1f + i11g =,- i(f+ig). 
I 

Y como 11f(x) es real si lo es f(x); como lo muestra la propie:" 
dad 1), podemos igualar partes reales e imaginarias: 

\ 11f(x) , g(x) 

\, 

~ I ¡ , 
\,1 
,1 
;1 1 

,q 
,1. "1 

I1 
I 

- 1,1 

, '1 
1I 
ji 
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11 

11 
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Hy(x) =- f(x); 

y por otra paFt~ PFcp=Feg significa que Fcp E mp, es decir, es 
nula a la izquierda del origen. Lo análogo (con un cambio de 
signo en las fórmulas de transformación) vale para el otro auto-
vlalor. ' 

5) Como las funciones ln(x), ver 1, 4), constituy'en un sis
tema ortonormal completo de autofunciones de S, sus tra)1sforma-
das de Fourier ' 

11=',' •• -1, O; 1, ... 

formarán un sis~ema' ortonormal completo invariante con respecto 
a H y H'. 

Este es un resultado de Hille [3J. 
6) Así como S, IF'puede representarse mediante H'=2N-I, 

sie~do N un operador proyección defü~ido por: 

'" 
, 1 ; 1 ifcp(t)dt 

Ncp(x) ,=~(l+¡l1') =-cp(x) + - --, 
, 2 2 21t. t-~ 

y si representainos al dperªqor unidad me,diante la delta de Dime' 
, obtendremos: 

NCP(X)=,~'fOO cp(t) lrb(t-x) +l_1_] dt, 
. .2 1t t-x 

, . 

cuyo núcleo es la delta compleja (ver [1 J). 
Si definimos 

1 f . 1 '1 ' 
N'cp(x)=- cp(t) [b(t-X)-~ -] dt=-[l-H'] 

2 1t t-x 2 , ' 

--<XI 

valdrá: 

N-N'=H'. 

I 

,\ ' 
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Como 'es evide~te, N = F-l PF, de lilOdo que la aplicación de 
la delta compleja a una función, equivale, en el 'espacio conjugado 
según F, .a ig,uala:r a cero la función en el semieje negativo (posi
tivo para N')., 

Como cerp es punto de acumulaciÓn del espectro N y N', el 
teorema de v. Neiunann-antes' 'citado indica que, pJ,'evia una frans
formaCl6n unitaria apropiad~' ,ha de ser posible expresar a estos 
operadores i como integrales. 
. Por d mismo camino seguido en 111, 1 para N,. se obtiene 
pdia N la siguiente representación: . 

N () i 'f [epCu) cpe-Uf] d i - cpx =- --- u=-
2¡¡ u-x u+x 2¡¡ 

o ,. 

'¡'f"", x[cp(~)+cp(-l.t)] 
. U2-X2 

o 

es decir, una combinación de las fórmulas df:l Hilbert para fun-. . 
ClOnes pares e Impares. 

7) Introduzcamos los operadores autoadjuntos X y D defi
nidos por: 

X cp( x) = x cp ( x) ; D cp ( x) = i dcp ( x ) 
dx, 

y cuyos dominios son densos ~~ L2. 
Como ·es sabido, se cumple D = F-l XF, y entonces: 

/ H' D=F-1SF D=F-1SXF 

DH'=F-1XF H'=F-1X S F. 

Como es inmediato que SX = XS, resulta que.lJ' y [1' con
mutan .' con la derivación ,lo 'cual era de preverse por la form~ 
del núcleo de la transformación de Hilbert (ver p. ej: [6]). , 

'La relaciÓn de conmutación con X puede obtenerse utilizando 
la fórmula S F±2 = - F±2 S, que se deduce fácilmente recor
dando (ver 11, 3)) que F2 ep(x) =F-2 cp(x) = cp(-x) , 

.' 
¡ 

.. ' 
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ll' X=F-iSF2DF-l=-F S D F:-i 
Xll'=F DF2SF =-F':DS F-i. 

Ahora bien; DS cp Cx) = SD cp (x) para x =-/= O, pero no en el 
orig,en, a menos que la función sea allí nula. Sólo entonces po
drá deducirse IIX=XII. 

La fórmula de Hilbert nos indica por otra parte: 

t:.o. 00 

i 'f uep(u) i J ix II'X cp(x) =- '-- du=- ,ep(u) du+-:-
Te ,u-x Te, Te 

00 'JO 

f cp(u)du i .[, " 
, ~ x =-;-, ep(u)du + XII' cp(x). 

00 

o s~a, la condición de conmutación e~: J'cp(U) d~=O, pero esto 

tam~ién es exigido por la continuidad dI') la transformación de 
Fourier cuando cp (x) E Hin fl2 (clases de Hardy). (Pues cp (x) ~ 
Nep(x) +N'ep(x) : FNcp(x) ~O para x <O, y por continuidad pa
ra x=O; FN'ep(x) ~q para x >0, ,y por continuidad para x=O; 

no 

'es decir F(N+N') cp(O) = V~Te f cp(u) du=d). 
-» 

Nótese que ,esta condición ,equivale a que en el espacio con
jugado según F las funciones sean nulas en el orig,en, o sea 
el 'criterio de conmutación para S y D. 

8) Del hecho que el operador signo da el.. mismo resultado 
aplicado a un prQductOi o a uno solo de sus factores: 

. S [f(x) . g(x)] =g(x) .Sf(x) =f(x) . Sg(x),' 

s'e deduce la: misma propiedad para el operador de Hilbel't con 
respecto al pr?ducto transform~do, o sea la convolución: , 

~, 
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00 

(f( x) * g( x) = V ~. L f( z-I) . g(l) dt) 

En efecto, record,ando que el teorema de la - cqnvolución e'x~ 
presa: 

F[f*g}=Ff.Fg, o también: F-l [f*g]=F-1f.F-1g, 

se tendrá: . 

H[f*g]=HF-l [Ff. Fg] =- iF-1S [Ff. Fg]= 

.. .:.,- iF-l [Sff. Fg]=- iF-1-SFf*,9 =Hf '" g. 

Este resultado se halla p .. ej. en [5], no restringi'do al espacio 
L2 como áquí ((5] teor. 104). En cambio podemos genérali2ja.rlo 
automáticament\'l para más de dos factores: 

( 

H[f 0* f 1 * ... * f n] = H f 0* f 1 * ... * f n = f 0* H f 1 * .. : * fn = ... 
I 
donde 

00 

'IJ\fn~l(Un-l)dUn-l'" J fl(~l)fo(x-ul- .. ·-un)dul' 
-c:o -X,I I I 

. 'Corolario: 

IV. - El operador de Hilber{ generalizado. 

.' 1) Sea SI. el operador definido por: , 

¡ cp ( x) para x > A. 

SI. ep( x) -:-
-cp(x) pa~a, x<A. 

con las' mismas consideraciones para x = A. que para S en el 
origen. I 
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Para tpdo A, - 00 < A < 00, SA tiene propiedades, análogas a 
. 'las de S (al que áhora llamaríamos So), aunque por sppuesto sus 

autofunciones están «corridas» en A. SUS multiplicidade.s lineales 
oaracterísticas, mp"A Y mp'"A están determinadas por dos 
proyecciones, PA y p' A' definidas por: 

¡< ' 
r O' para X>A 

plA cp(x) = i 
',ep(x) para X<A 

de modo que PA +P'>.. =/; PA - plA = SA', 
, : , Nótese que las PI A' - 00 < A < 00, forman una familia 'espec- \ 

tral bien cOnocida; la del operador X; es decir: J 
m 00 00 

X=J A~P!A=~ J AdP,,=- ~ J XdSA· 

Los SA conmutan entre sí... , 
2) Sea V A el operador « desplazamiento en A», definido por: 

VA ep (X) = ep (x + A) . 
I 

Los VA son operadores unitarios. Sus adjuntos son: 

V,,\= V-A = Vi-l. 

Sus ,especfros SO!! continuos, salvo para Vo=/' Forman un grupo 
aheliano: ' 

VA .'V~= VA+LL = Vj.L.'VA· 

Es evidente que 

SA= V_A·S. VA~ Vt--1SVA 

(es decir, equivale a correr el origen hasta A, aplicar el \>perad?r 
S y llevar nuevamente el origen a su sitio). ' 

Sea VA 'el conjugado de VA' según F: VA-F-l. VA.F. 
Ef.ectuando las' operaciones indicadas se obtiene: VA cp (X) = 
eiAXcp(x) y VA-l~.c-iX" es decir, los VA forman también un 'gru
po abeliano tde -operadores unitarios, euya familia espectral es 
la misma \que la del operador X (pues son funciones .. d:e ,éste). De 

" 
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aquí deducimos 'que la familia espectral de los V A es en . esencia 

la misma que la: del operador D = i ~x .. 
3) Definiremos un «operador de Hilbert generalizado) HA 

nl'ediante: 

HA' '-ilf'A=-·iF-1SAF. 

EntOnoes 

,Es decir que como operador integral a valores principales se 
tendría: 

"" 
. e"':' iA; f eiAtep ( t) . 

HA cp(x) =-" , dt 
1t t-JJ . 

de modo que si l)J ( x) es autofunción de H, e-i~x l)J ( x) lo es de 
HA perteneciéndo al mismo autovalor. 
. La descomposición de H~ en proyeccion~s puede obtenerse· 
definiendo N A Y N' i.. mediante cualquiera de estas dos fórmulas: , ., 

. y análogamente para N\. 
Entonces los dos' grupos unitarios tienen las. siguientes ex

\ pr,esiones ~ 

y también es fácil verificjlr que: 

00 00 

-iD=~x = r A:dNA=- ~ J AdRA' 

4) La relación entre la transformación de Hilbert y las fun
'ciones analíticas en un semlplanoestá dada por el siguiente 
,teOrema (v~r [51' teor; 95): (,So.n ~ondiciones equivalentes,/a): 
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Fep(x) =0 para x:>Oyb): ep(x) . límep(x+iy), donde ep(x+iy) 
V-'>-O 

"es ana~ítica en e(semiplano y>O, y tal que f lep(x+iY)1 2dx_= 
, 

O (1) para todo y». I 

Existe un teorema análogo (ver [5] teor:96) cuando Fep(x) = O 

para x> A" ;exigiéndose entonces fl~(x+iy) 12 dx =0 (e2Ay). . .' 

Mostraremos. la estrecha relación que hay ¡entre ambos teo
remas: 

Fep( x) = O para x >A significa que Fep( x) es autofunciónde' 
SA; por lo tanto ep( x) es autofunción de HA. y eiAW ep( x) lo es 
de H. Pero entonoes F[eiAWep(~)]=O para x>O, y por el pri-
mer teorema: / 

00 

O (1) = f leiA(w-HY)ep(x+iy) 12 dx=e-2~y f lep(x+iy) 12dx. 

De la misma manera podría haberse demostrado el primer 
teorema a 'partir del segundo. " ,. Vi 

5) La misma propiedad de HA puede aplicárse a la caracteri-, 
zación de la transformada de Fourier de un «paquete de ondas»\ 
En Mecánica' Cuántica, por ejemplo, se tiene un-espaci.o de im-

, pulsos que es el transformado unitario según F del espacio de las 
coordenadas o de configuración del sistema (suponemos 11..:..- 21t). 
Como los valores \ posibles del impulso están siempre acotados 
(pues la energía total disponible 'es finita), las. funciones de onda 
'en el espacio de impulsos deben anularse' fuera de un cierto r,e
cinto. Limitándonos a un: solo grado de libertad y recintos simé
tricos con ,respecto al origen tendríamos: tP (p) -;- O para 1 p 1> 
A>O. Pasando al ,espacio ,de configuración: ep(q)=F-1 tP (p) y 
por 10_ tanto ep(q) 'es autofunción de H~ y H-A' o '.sea e±iAq ep(q) 
autofunciones de H para los autovalores ± i, respectivamente 

H[eiAq ep( q) 1 = íeiAq ep( q) 

H[e-iAq ep( q)] = - ie-iAq ep( q). 

Sumando y r,estando obtenemos como condiciones necesarias' 
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y suficientes para que uria función cp( q) sea la transformada de 
un' paqueted~ ondas: 

,¡ 'H[cp(q) C?SAq]=-cp(q) senAq 

H[cp(q)senAq]=cp(q) COSAq: ' 

I Nótese que cualquiera de ellas implica la otra. 
1}:s también inmediato que las mismas condiciones deben ser 

- satisfechas por las partes real e imaginaria ,de cp ( q). Ahora bien; 
sean j ( q) y. g ( q ) dos funciones de L2; se verifica: 

FHj=,,. iSFf 1 _\ - :' - -
" .' .FHj. FHg = SFj . SFg=Fj .Fg 

FHg=- iSFg. . . 

y aplicando la fórmula de Parseval se obtiene (ver [5] teor. 102): 

m m 

, J Hj(q).Hg(q)dq=J j(q).g(q)dq. 

Este resultado aplicadoia nuestras funciones e±i>..q cp( q) nos 
permite deducIT: 

m '" 

J /cp(q) /2e2i>"qdq=- f /cp(q) /2e2i>..qdq 

m 

f /cp(q) /2e2i>..qdq=O 

es condición necesaria para que cp ( q) sea la transformada F de 
un paquete de ondas contenido en el intervalo (-A, A). 

Re,cordando el ,teorema de la. convolución: 

,F/cp(q)!2=F[F-l tP (p) F-1 tP(p) =F[F-1 tP(p) .F-1 tP(-p)1 

=tP(p) *tP(-:-p) 
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nuestra condición significa: 

m J tP(p). tP(p+2~) d~=O 

que por supuesto es necesaria pero no 'suficiente para que tP(p). 
sea un paquete de ondas. (Podrían _ser, por ejemplo, varios pa-, 
quetes de longitud menor que 2A separados por interval~s de 
longitud mayor que 2A). 

Si consideramos paquetes, contenidos en un I intervalo (a,.b) 
cualquiera 'en lugar del siIl)létrico (-A, A), obtendremos ,como 

condiciones: 

o 

H[ (eiaq+eibq) cp ( q) ] =i(ébq - eiaq) ep ( q) 

ll[( eibq_eiaq) cp( q)] = i (eibq+eiaq)cp( q). 

Compár,ese por ,ejemplo ~on [2]' 

Ejemplo: Sea ·tP(p) = , Entonoes F-1 tP (p) = 
," ¡V 2n para I pi < A 

O para Ipl>A. 
2 sen A q, d' b ,l' II l2 sen

2 
Aq 1 sen 2Aq 1 cual' ,en y e e cump use: ' , =-, ,o , q , q q 

efecto ocurre, como puede verificarse derivando con respecto al 
pará~etro A con lo que se obtiene la conocida rélación: 

H cos 2'A,q -:- -:- sen 2Aq 

(v'er [5], pág. 121). 

V. - Nuevas generalizaciones. 
t 

1) Como el operador de' Fourier se aplica en espacios muy 
g,enerales y el operador signo sIempre es fácil de "definir, podre-
mos generalizar mucho el operador de Hilbert. , 

Sea G' un grupo topológico conmutativo, localmente com
pacto,en el cual s~ ha definido una medida de Haar. Consi(le
remos las, funciones complejascp( x) en él definidas y de cuadrado' 
,del módulo integrable según dicha, medida. 

S'ean tP ( x) ll).s funcion~s análogas en el grupo e de caracteres 

\j 
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de G. La transformación de Fourier establece una correspondencia 
biunívoca 'entre ambos conjuntos de ·funciones. 

Separemos los elementos de G oC en. dos subconjuntos, A 
y A (su complementario), de igual médida si la medida total ·es 
finita, o amb.os de medida infinita en caso contrario. Parece útil res-

tringir las posibilidades exigiendo que, si x E A, x-l. A E A, siendo 
A: un elemento fijo. 

Definamos ahora un ,.operador signo del siguien~e' modo ~ 

¡ f(x) 
Sf(x) = 

. -f(x) 

si XE A 

si XE A. \ 

Entonces el operador de Hilbert será: 

H=....:...iF-1SF. 

Es decir,' si se parte de G, se pasa al. grupo de caracteI1es 
. mediante la transformación de Fourier, allí se· aplica el operador 
. signo y SIOl vuelve a G por la transformación de Fourier inversa .. 

Por lo .tanto las' propiedades de un operador de Hilbert 'de
.penden exclusivamente de las de un operador signo (y por supuesto 
de las de F). Los argumentos. de las funciones para las cual'es 
está definido eruno pertenecen al grupo de los caracteres del gru
po topológico al que per~enecen los argumentos de las funciones 
para las cuales se define el otro. 

Como 'hay mucha libertad para definir el operador signo , 
puede obtenerse una gran variedái:l de transformaciones de Hilbert, 
todas las cuales poseen las propiedades 3) y 4) de III, que son 
las' básicas. . 

2) Com~ 'ejemplo sencillo, ~ea G los números reales módulo 
2re; e ¡estará formado entonces por los enteros. Como medida, 
para G la de Lebesgue; e es discr,eto'. En G co¡nsideramos las 

'funciones de L2 (-re, re y y en e los vectores . {an} de norma fi-

nita: Z lanI2 <oo. 
-GO \ 

De G a e se pasa ritediante' la transformación de. Fourier:, 

1t 

Fep(x) = 2~ J ep(x) e-inx dx I (n entero) 
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y. de C a G mediante: 

/ 00 

F-1. {an} = Z;an einx. 
-00 

El operador signo se define en ambos espaclos: 

¡ {an}' para n>O 

len C: S:{4~}= . O ~ara. n=.D 

, - fan} para, n < O , . 

(y 'es sabid() que -iansig!l (n) dálos coeficientes de la serie con
jl:!gada de . {an} ) 

y en G: ¡ cp(x) 
Scp(x)-:- ' 

, -cp(x) para -1t<X<O. 

para 0<'3;< 1t 

H cp (x) = -i ~einx sJ7t ~ ( t) e'-int dt = -i ¡ ; J' 'It cp (t) ein(x-t) dt _ 
21t -00 , - 1t 1 . 

-7t -7t 

-1 1 .;., ,7t I 7t - !:. L ~ (t) em(~tJ dt = .-;;<~ L '1' (t) sen n( x-t) dt, 

y ya es sabido en qué condiciones esto representa la función 
conjugada: , 

7t 

'. l.f~dt. -- t-;;c 
21t tg--¡¡-

-7t 

A la invérsa, en C: 

H fan} = -i fe-intS I,eimt,amdt= -i J' ~eit(m-':n)amdt-7t ¡ 7t 

. 21t -00 21t 
, -7t • ' o , 

" 

\ ' 
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y suponiendo que puede cambiarse el orden de los pasos al límite 
obtenemos: ' .. 

1 00 a' 
H {am}=-Z:. _m_ [(-l)!1!-n-l]. 

, 1C .-00 m-,-n 

fórmula semejapite a la 'del caso contin~o salvo un factor que anula 
la mitad de los sumandos y que aparece porque el límite: supe
rior de integración es finito y no hay una suma Césaro que elí
mme la parte oscilatoria. 

3) Transformación de Hilbert en dos dimensiones. Como 
segundo ejemplo tomaremos el plano, que coincide con sus carac-
t'eres. Definimos:' , 

00 \ 

Fcp(x, y) = ~ JJ ep(t,s) ei~tx+sY~dtds. 

, Definiremos al operador signo con respecto a la recta ax + by 
=0, que limita dos semiplanos: A(ax+by <O) y B(ax+by>O). 

¡" 'W(x,y).cuanqo (x,y)EB 
Scp(x,y) = ' 

-cp(x,y) cuando (x~ y) E A. 

El operador <;le Hilbert será: 

l' -~ 
2Hcp(x, y) =- iF-1SFcp(x, y) =-" . 4TI~ • 00 00 

JI e-i(tx+sy)S JJ cp(u, v) ei(tu+vs) du dv dt ds = 
-00 -00 

= 4TI: ¡Jr ~ JJ) e-i(tX+s;) ¡j cp (u~ v) ei(tu+vs) du dv dt ds = .' 
B A -00 

00 

. = 2~2 JJ dtds JJ cp(u, v) sen [t(u-·x)+s(v-y)] dudv. 
B 
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T,eniendo, en cuenta que , 

00 00 

-!!sen[t(u-x)+S(v-y)]dtdS= JdS f se~[t(u-x)+s(v-y)]dt= 
B -00 -b 

-8 
a 

, 00 b-=f .. ::oSS[V-y-a (~-x)l ds 
U-X 

(habiendo hecho la suma Césaro de la integral sobre t); obten
dremos, suponiendo que puede cambiarse el orden de integra
ción, lo que no reduce esencialmente el domiNio de nuestras-

, funciones: 

~ b 
',' 1, J~ 'ff cp(u, v) coss[v-y- a.(u-x)] 

'2Hcp(x,y)=- ds' -~, ---·-----dudv 
:n:2 . u-x 

, 0_
00 

y. sumando las integrales ~obrel v y s: 

,00 , b 
. ,1, f (p(u,y+ a (\U-'-x» . 

2Hcp(x, y) -:- - , 'du 
:n: , u~x 

'y del' mismo modo se obtiene la fórmula simétrica: 

1 fa> cp(x + \~ (v:-y) , v) 
2H(p(X,y)=-; , ' v-y dv. 

Como se ve, para a, o b = O estas fórmulas se, reducen a, la 
de una variable. ' ' , 

%. 
Como :ejemplo tomemos a " b 1; cp (x,y) = y e -y 

~ -
u· 

. '''11,[ - %.] 1 f (u+y-x),a -, y du 
u • ,ye 2 = -, ,-'--~_"":'--'-:"_-

:n: u-x 

. x' 
-2+2yp(x)e~Y 
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I 'x 

dond; p(~}= f e t% dt. 
,- Q 

'Conslclerando, a y 'como parámetro y aplicando la transfor-
mación de 'una variable obtendríamos en cambio: I 

~ ~ ~ 

H[ye; -2J= yH[e --2"]=2y p(x) e """"'2. 

(Las integrales aquí utilizadas pertenecen a la tabla de trans
formadas d.e Hilberf que se está compilando' en el Instituto de 
Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires). 

Para a = b = 1 la transformación ,en ,dos variables puede es
cribirse en la forma simétrica: 

.21,1 ( ) -!. :f ep(u-y, u-x) d 
1 cp x, y - - u. 

• 1t' u-(x+y) 

4) Si Z;cmm ei(mx+ny) es una serie de Fourier doble, pueden de-
m,n 

fin irse infinitas series, conjugadas cuyos coeficientes estarían da
dos por: 

(a y b nlÍmeros reales) .. 
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SOBRE LA VARIACION DE FUNCIONES 
DISCONTINUAS Y MULTIFORMES 

.DE UNA. VARIABLE REAL 

por M. COTLAR. y E. ROXIN 

Se trata el problema de hallar una fórmula para expresar la 
. variación de una función .discontinua de una variable, análoga a 
la que Banach dió para funciones continuas. En el caso de ser 
y = f( x) continua la fórmula de Banach establece que la variación 

+00 . , 

total de f(x) vale V = f N(y) ay, siendo N(yo) el nú~ero de so- . 
-00 

luci9nes de la ecuación f( x) = Yo' .En lo que sigue Se establece que 
para funciones discontinuas la variación total se obtiene sumando 
a la iñtegral análoga otro término, que es la surDa de las oscila- ' 
ciones de f(x;) en 1 todos sus puntos de discontinuidad; los resul-. 
tados se extienden al caso de una función' f(x) multiforme. 

1. - Los conjuntos f[ x], f[J] Y la función asociada. S.ea 
y=f(x) una función real d~ la variable real x, uniforme o no. 
En 'el caso de ser f(x) multiforme la notación Yo= f(xó) expresa 
que el número y~ es una de las determinaciones de f(xo), es decir 
'uno de los valores que f(x) .hace corresponder a: X o' Designaremos 
con f[xo] al conjunto de estos posibles valores f(xo) y cou If[xo]\ 
su medida, en caso de ser medible. Más general,' si E les en 
conjunto lineal indicaremos con f[E] el conjunto de los valores 
f(x), donde XE E y con If[E] I su medida. Supo f[E] (iní. f[B]) 
designará el extremo superior (inferior) del conjunto f[E], y en 
particular usar,em~s la notación supo f[xo] (inf. f[xo])' Finalmente 
designaremos con J~(xo), e>O, un entorno de centro Xo y radio e,' 

A la función f(x) dada le ,hacemos corresponder otra cp(x) 
definida de lá siguiente manera: para que sea Yo = cp (xo) es ne

. cesario y suficiente que para todo e> ° se verifique inf. f[Js( xo)] 
< Yo <supo f[Js(xo)]. . 
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Diremos quecp(x.) es la función asociada de f(x). cp(x) es , 
en general mUltiforme, aún en el caso de que f(x) sea uniforme. ' 

De la definición de cp (x) se. deduce inmediatamente: 

'a) Si Yo=f(xo), es también Yo=Cp(xo), es decir YoE'f[Xo] 
implica YoEcp[xol ' 

b) Si Yo=/-= cp( xo) existe un e> O tal que' el conjunto f[le( xo)] 
cae totalmente a la der·echa o a la izquiet.da de/yo. 

2. - Teorema: Toda cp ( x) asocüiJda de una f( x) es darbouxiana. 
Esto significa: si Yl=CP(Xl)' Y2 ' :cp(x2), ,eXiste, para todo Yo 

compr,endido entre Yl e Y2' UJl Xo comprendido entre Xl y X a 
tal que Yo= cp (xo), no excluyéndose el caso límite Xl = X 2 = X o' 

Demostración: Consideremos primero el caso Xl =/-= X2' Supo
niendo lo contrario a la tesis, a todo .x del intervalo [xl; x2] co
rr,esponderá un entorn<? J e( X) tal que f[Je( x)] cae de un solo lado 
de' Yo' Como los entornos J(x) cu~ren el intervalo [Xl; x2], existe 
un número finito de ellos, correspondientes a un número finito de 
puntos xW tal que en la sucesión finita f[J(xl)]' f[J(x(ú)J, 
f[J (X(2»], f[J( x(S)], ... , f[J( x2)], cada dos conjuntos consecuti
vos tienen, por lo menos ún punto común, de donde sededuceqU!e 
los conjuntos ,~xtremos f[J(xl )] y f[J(x 2)] deben caer ,de un 
mismo lado de Yo, contrariamente a la hipótesis de que Yo 'está 
comprendido entre Yl e Y2' En el caso de ser Xl = x2' será Yl = 
cp(xl ); Y2= CP(Xl)' luego 

inf. f[Je( Xl)] < Yi < SUpo f[Je( Xl)] 

para, todo e, para i=1,2 Y por lo tanto también para i=O,. 
pues Yo está co~prendido entre Yl e Y2' Según la definición de 
función asociada' resulta pues Yo = cp (Xl) . 

3. - Oscilación en intervalos y puntos. Para todo intervalo J., 
sea abierto, cerrado o semiabierto (con un extremo, pero sin 'el 
otro), el número rof(J)=sup.f[J]-inf.f[J] . recibirá el ,nombre 
de oscilación dé f( x) en J. 

En ",el caso de un punto Xo definimos: 

Mf(xo) =lím supo f[Je(xo)], mf(xo) = lím ~nf. f[Je(xo)] 
_o . ~o 

, y la diferencia M.f( xo) - mf( xo) = ror( xo) recibirá el nombre de 
oscilación de la función f( x) en 'el punto xo. 

.1 
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4. - Teorema: Si cp (x) es .la asoc{.ada de ¡(x) se tiene 

a) Mf(xo) =M(¡)(xo) =sup. <p[xoJ' <p(xo); 
mf(xo) = m(¡) (xo) = inf. cp[xo] = <p(xo); 
rof( xo) = rocp( xo) =1 cp[ xo] l· 

. b) Si J es un intervalo abierto es sqp.¡[J]=sup. <p[J]; inf. 
¡[J]=inf. <p[J]; rot(J) =ro~(J). Pero si J no es abierto 
sólo se puede asegurar que sup: ¡[J] -< supo cp[Jl; inf. 
¡[J] > inf. <p[J] ;rot( J) < rocp( J). 

c) Para cualquier intervalo J, cerrado, abierto.o semiabierto, 
que también puede r,educirse a un punto, es <p[J] otro in
tervalo que es cerrado (puede ser un punto) cuya medida 
es 1 <p [J] 1-:- ro cp( J) . 

Demostración: Como toda determinación' de ¡(x) es tambiéil 
una determinación de <p(x) resulta 'sup.¡[.Je(xo)]< sup.<p[.Je(xo)]; 
inf. ¡[Je(xo)] > inf.<p[.Je(xo)]. Por otra parte, como para todo x 
existe un x' infinitamente próximo tal que ¡(x') > <p(x) - 1) para 
cualquier 1»0, debe·ser supo <p[Je(xo)] < supo ¡[Je(xo)] y se' con
cluy,e que M f( xo) = 111 cp( xoY y análogamerüe m¡(xo) = mco( xo). 
Además, 'para todo.E > O es inf. ¡[Je( xo)] < M/( xo)< supo ¡[.Je(xo)].. 
luego, . por definición: de función asociada, resulta que M/( xo) = 
M cp( xo) 'es un valor de <p'( xo), y evidentemente debe ser M f( xo) = 
M(¡)(xo) = sup. <p[xo]. Análogamente será inf. <p[xo] = mcp(xo}= 
mf(xo)' Como cp(a:) 'es Clarbouxiana resulta ,ro(¡)(xo)=sup.<p[(xo]
- inf. '<p[xo] =1 <pe xo) 1, lo que prueba' la parte a) de la tesis. Si 
J 'es un intervalo a,bierto, l(xiste para todo' e> O un par de puntos 
Xl' xI! interiores a .J tales que <p(xl»sup. <p[J]-e, <p(x2) <inf. 
<p[J] + e. Por definición de <p(x) existen x', x" infinitamente pró-. 
xÍmos a Xl' x2' respectivamente, y por lo tanto también interior,e~ 
a J, tales que ¡(x') > <p (Xl) ~ 1), ¡(x") < cp (x2) + 1),; de es10 se 
deduce que supo ¡[J] > supo <p[J], inf. ¡[J] < inf.<p[J]. Por otra' 
parte, Como todo valor de ¡(x) es también un valor de <p(x),. 
tienen lugar las desigualdades de signo opuesto, quedando de
mostrada la parte b),' de la tesis. El resto es consecuencIa' de la 
propiedad darbouxiami de <p ( x) ., 

5. - Coro~ario. La oscilación ro(¡)( J) es subaditiva en' J. Más 
,precisamente: si J=Jl +J2, donde J, Jl , J2 son intervalos abier-
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to.s,oerrado.s o. semiabierto.s, pudiendo. alguno. reducirse a un punto., 
se verificacoC(J (J) <roC(J (J 1) +,O)co (J 2)' Demo.s.tración·: Es co.nsecuen
cia inmediata del punto. c) del teo.rema anterio.r y del hecho. que 
.el co.njunto cp[J] está co.ntenidú en el co.njunto suma cp[J 1] + 
cp[J2]· 

6. - Defirdci~n ' de' variación total. Llamaremo.~ conJurilo-J 
a todo. intervalo abierto, cerrado o.semiabierto y también a un 
so.lo. punto, ,es deoir a to.do. co.njunto. lineal que tenga la pro.piedad, 
que si xl< x <x2, Xl E J, x2 E J implica x EJ. Entenderemo.s po.r 
subdivisión, 'estricta d( J) ,{J l' .. . ,J n} de J a to.da descompo.si
ción de la fo.rma J = J 1 + ... + J n' do.nde lo.s Ji so.n co.njunto.s-J 
sin punto.s comunes dos a do.s; po.r lo. tanto. lo.s co.mpo.nentes Ji 
de la subdivisión d (J) pueden ser "punto.s o. intervalo.s cua les
quiera, con tal ¡,de que cada punto. de J, pertenezca a 'uno. y sólo.; 
uno. de ello.s. 

Para' cada subdivisión d(J) jJv "" Jn} po.ndr'emo.s 

I.cor(J i ) , cor(J1) + ... + cof(Jn) 
,a(J) 

y definimo.s la vari~ción total d~ f(x) en J co.mo.el número. V/(J) 
=,exttemo. superio.r de las sumas I.cof(.li) oorrespondientes a las 

a(J) 

po.sibles subdivisiones estrictas d = d( J). En caso. de ser f( x) uni
fo.rme y continua nuestra definición co.incide co.n la o.rdinaria, en 
la que se to.man subdivisio.nes no estrictas, o .gea de co.mpo.nentes 

'no-rampantes. Pero. en el caso. de funcio.nes uniformes disco.nti
nuas se llega a resultados distinto.s, según seado.pten subdivisio.nes 
estrictas o no e~trictas. Po.r ejemplo.: to.memo.s la función defi
nida en el 'intervalo.[0;2] de la siguiente manera: f(x)=l para 
x=l;· f(x) =0, para x:-¡=l; la variación to.tal resulta ser 1 co.n 
subdivisio.nes ,estrictas, perú 2 co.n subdivisio.nes no. estrictas. ' 

ObserVlemos que en caso de ser J un punto resulta V C(J (J) = 
co/(J) = coC(J(J). 

7. - Teorema. Si cp(x) es la asociada de f(x) es Vf(J) = V q¡(J). 
Dem:ostración. Como évidentemente para to.da subdivisión estricta ' 
d= d(J) 'es I.coco(J¡) > I,cof(J¡) por ser coC(J(Ji ) > cor(J¡) (ver te()re-

a a 
ma 4)" es también VC(J(J) >Vf(J). Pro.baremo.s que, también es 
cierta la desigualdad contraria. ,A cada subdivi~ión estricta d(!) = 

,r;~ll • 
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{Ji> ... , Jn} le asociamos otra o' definida así: ,los Ji que sean 
interv3¡los abiertos o puntos los dejamos invariables, en cambio 
los que sean intervalos semiabiertos o cerrados los substituímos 
por sumas de intervalos abiertos y puntos, de tal manera que ,los 
componentes de d' son o intérvalos abiertos o puntos. Por otra 
parte es d' un 'refinamiento de d, es decir, todo componente de 
d es suma de componentes de d'. De l? primero resulta, según 

, el teorema 4" 

puesto que los Ji' de 'd' son intervalos ;:¡.biertos o puntos, siendo, , 
por lo tanto, iguaLes .las oscilaciones de f( x) y (P (x) en ellos. De 
lo último, en cambio, resulta por la propiedad subaditiva de 

, oocp( J) 

I.rocp(J¡) >- I,oocp(J¡). 
a' a 

Por lo 'tanto, para toda dhemos encontrado una o' tal que 

I.oo¡I.Ji)? I,ooC{)(Ji), 
a' a 

.de donde '.resulta· que Yf(J) > VC{)(J) , quedando demostrado el 
"·~eorema. 

8. - Las f~nciones L(y,.1) Y N (y.."1). Sigui~ndo a' Banach 
pondremos para cada .. conjunto J y para cada valor Yo: 

L¡(y,J) = función característica del conjunto f[J]; 
N ¡(yo,J) = número de puntos x E J tales que Yo = f (x) . 
Evidentemente N ¡(y, J) > Lf(y, J). ! Además es N teyo, J) 

adili vacn J y Lf(yO' J) subaditiva, es decir J = Ji + J 2 ; Ji. J 2 = O 
implica' N teyo, J) = N teyo, Ji) + N I(Y~' J 2) ; 

Lr(yo, J) < Lf(yO' Ji) + Lr(yo, J 2)· 

9. - Teorema.' Si cp(x) es asociada 'de f(x) se tiene: 

a) Lcp(Y,J} es función' medible de .y cuya integral entre - 00 

y +00 vale ooC{)(J). , 
b) NC{)(y,J) es funciÓn medible de y,siendo NC{)(y,J) = 'ex

( 
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tremo superior de ZL;'(y,J) las posibles 
I 

para á es-
o 

trictas de J. 
Si á n es una sucesión monótona de subdivisiones estric
tas (es decir tal que cada subdivisión es un refinamiento 
de lá precedente) de J, cuya norma (=longitud del in
tervalo máximo de una subdivisión) tiende a O cuando n 
tiende a '00, se verifica: . 

indicando la flecha ascendente que el primer miembro 
tieJ?de al segundo en for,plaereciente. 

I Demostración ~ a) Es. consecuencia de ser darbouxiana la 
9 (x), razón por la cual es 

+0;; . f L~(y,J) dy' jcp[J]I=COep(J) 
-00 

también 'en el caso. de que J sea un punto. 

Sabemos por una parte que siI.Lw(YO,Ji) = le, será Nep(Yo,J)" 
On(J) 

:?k, pues en k conjuntos Ji hay algún x tal que ep'(x):-yo, Y' 
est~s .fi· no tienen puntos comunes dos a dos. Demostrar,emos aho
ra que, siendo á n la sucesión de subdivisiones estrictas de la parte 
c), si Nep(Yo,J) > k 'es posible enContrar un no tal que para todo. 
n >no se veri~ica 

I.Lep(Yo, Ji) > k. 
On(J) 

. En ,efecto, Nep(Yo,J) > k significa que existen en J por lo 
menos le puntos Xi que verifican la ,ecuación cp ( Xi) = Yo' Basta pues 
tomar la norma de la subdivisión á n suficientemente pequeña, pa
raque cada dos Xi pertenezcan a conjuntos Ji distintos, de modo 
que Lep(Yo, Ji) valga la unidad en k conjuntos Ji distíntos. 

De modo que la I.Lw(YO,Ji) es una función creciente de n' 
On 

(por. s-er subaditiva la, oscílación ~especto del intervalo) que nunca 
supera la cota Nep(Yo,J), pero por otra parte supera a cualquier 

'número superado por esta última, que por' lo tanto es su límIte: 
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para n ~ oo. Como 'este límit0< es a la vez extremo superior de. 
todos los términos I.Lcr,(YO,Ji) , pero por otra parte no depende 

o,. 

de la sucesión particular C5n elegida, será a la vez el extr'emo supe
rior ,de todas las posibles sumas 

10. -T,eorema. Si cp(x) es asociada de f(x), se tiene para 
todo .. conjunto J: 

00 

VQ)(J) = J N~(y,J) dy; 
-00 

Demostración. Hemos visto que con las condiciones del teo
rema anterior es 

Como la 'expresión en ,el miembro izquierdo es una función 
'creciente de n, podemos integrar permutando la integración 'con 
el paso al límite¡, resultando 

00 00 

lím! 2]' LCI)(Y.' Ji) dy= J'N~(y,J) dy. 
n-+oo On(.J) 

-00 -00 . 

El pri~·er miembro" vale 

00 

lím ~ ;f'[,JCI)(y,Ji) dy=lím I.roco(J i ). 
11.-+00 On (J) n-+::o On (J) 

-00 

Por lo tanto :el lím I. roco(JD no depe'nde de la sucesión C5n 
11.-+00 On (J) 

elegida (siempre que cumpla las condiciones del teorema anterior), 
y como todas esas 'sucesiones dan sumas ,qUe crecen con n (por 
ser' subaditiva la oscilación con respecto al intervalo) habrá alguna 
sucesión C5,.¡ tal que 

supo I.ro'c¡)(Ji ) = lím I. ro~(Ji)' 
. o 1<-+00 o,.(J) 

) , 

J 
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Por lo tanto el primer miembro vaie V (j) (J), quedapdo de
mostrado 'el teorema. 

, 11. - Los con junt¿s C y D. Diremos que f( x) es continua en 
Xo si· rof( xo) ~ 0" es' decir ,si M f( xo) , mf( xo)' Designaremos con 
Cf(J) dC~)lljunto de los puntos de J en que f(x) es continua y 
cOn Df( J) el conjunto J - Cf( J). Del teorema 4 resulta que si 
<p(x) es, asociada de f(x) es Cf(J) , G(j)(J) , podemos pues ,escri
bir C(J) = Cf(J) =C(j)(J). Los conjuntosCcp(J) y Dcp(J) son me
diMes por ser q:> (x) darbouxiana. En un punto x E C (J) serán 
las funciones f(x) y q:>(x) uniformes e' iguales, por lo tanto 

N¡(yo, C(J» = Ncp(Yo, C(J»). 

i2. -Generalización de la fórmula de Banach. Teorema. ,Pp.ra ' 
toda función f( x) se tiene ' 

00 

T:,f(J)=! Nf(y, C(J» dy + I.ro¡(x), 
"':'00 'o: , 

(1) 

q.onde la sumatoria se extiende a todos los puntos x E J. Si f(x) 
es uniforme, resulta 

00 

Vf(J)=f Nf(y,J) dy+ I.rof(x). 
-00' al 

_ (11) 

Demostración. Si los 'xn en que rotCXIl»O no son nmnerables 
ambos, miembros de (1) son co. Luego basta suponer que . {x~} = 
D( J) 'es numerable. , 

POr lo visto más arriba 'es 

00 00 

Vf(J)=V(j)(J)=f N~()',J)dy , f lVcp(y,C(J»dy+ 
-00 -00 

00, ,00 00 

f Ncp(y,D(J» dy= f Nf(y,C(J» dy+ f Ncp(y,D(J» dy. 
, -00 -00' -00' 

Para probar (1) basta demostrar que, 

. \., " 
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En virtud de lo visto en, (9) es 
/ n 

Nco(y,D(J» =,lím Z,LqJ(y,x¡). 
- 71)000 i-1 ' 

n 
Como la .z, LqJ (y, Xi) ,es función. de y creciente con n, po- , 

i=1 . 

demos escribir 

00 00 

J 
Nrp(y,D(J» dy=lím ~ J.Lco(y,Xi) dy= 

n+oo 1-1 
-00 -00 

n n 00 

= lím Z, COco (Xi) = líni Z, COf( X¡) = z: COt( Xi) 
n~ i=l n-+oo i-l ;-1 

quedando probado (1). Si f( X) es 'uniforme y D( J) numerable 
será ¡[D(J)] numerable,. luego para t9do y, salvo un conjunto nu
merable ,será Nf(y, CCJ» =N((y, J) dé. modo que la integr'al 
que figura en (1) puede reemplazarse por la de (11) y ,queda pro-' 
bado ,el teorema. 

CRONICA 

EL JUBILEO DE MAURICE FRÉOHET 

Oon motivo del jubileo del matemático francés Maurice Fré<¡het (n. en 1878) 
la Unión Mátemática Argentina ha resuelto adherir al homenaje que el m~do 
científico rinde al eminent~ creador de la teoría de los esp~cios abstractos 
que hoy domina a la matemática toda. " 

Oon ese objeto y por voluntad expresa de Fréchet, la ,Société Mathéma
tique de France creará uno o dos' premios a otorgarse a' comienzos de 1950,S: tra
bajos originn.les de .Análisis geneml (Teoría de espacios abstrn.ctos, transfor
mn.ciones de. elementos n.bstra.ctos entre sí) y sus n.plicn.ciones. Se' admitirán , 
tra.bajos en lengua extranjera con resumen en francés. 

Ln. Unión Mn.temáticn. Argentinn. confín. en el aporte pecunin.rio de' todos 
sus miembros para tan noble fin, habiendo sido encargada por In.. comisión 
especin.l formada por la sección de Geometría de ,la Academia de París, inte
grada para este objeto con algunos colegas de Fréchet de la Ecole Polytech
nique, para efectuar la colecta en la Argentina' y países limítrofes. Se ha 
fijaij.o una cuota mínima de' $ 20, moneda argentina. 

La lista de adherentes será publicada por la Soeieté Mathématique de 
'Francia, patrocinadora. del merecido homenaje a una de las figuras máximas 
de la' matemática del siglo XX. 
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UNION MATEMATICA ARGENTINA 

OOMUNICAOIÓN 

I 

UN TEOREMA EQUIVALENTE AL DE ZORN (*) (') 
, 

por Gregorio KLIMOVSKY 

Diremos que una relaci6n < sobre un conjunto A es arl'e[lexiva si para 
todb a e A se cumple a.t:: a, 

Diremos que aD es cota superior de un subconjunto A ~ de un conjunto 
ordenado (.) A si para todo a' e A se tiene a' < aD, 

1) Si un conjunto A está ordenado por una.relaci6n < arreflexiva y 
aD es cota superior de un subconjunto A' de A, entonces aD El A '. En efecto, 
para todo a' E A' se tiené a' < aD' Si aDe A' se tendría aD < aD, lo que no es 
posible. 

Consideremos 'el siguiente enunciado: 
2) No existen ordenaciones arreflexivas en las que toda 8ub,ol'denaoi6n 

simple p08~a cota 8uperior en el sistema. 
Para probar la equivalencia 16gica de esta proposici6n con' el teorema 

de Zorn demostraremos primero que " 
1) El teorema deZorn implica la proposici6n 2). 
Supongamos que exista un conjunto A ordenado por <, siendo esta re

laci6n arreflexiva y con la propiedad de que, todo subconjunto' simplemente 
ordenado posee cota superior en el sistema, Por el teorema de Zorn existe 
Un subconjunto A' simplemente ordenado maximal (es decir, al que no se 
le puede adjuntar ningún elemento mayor o menor que todos los de A' sin 
que deje de ser simplemente ordenado), Por ser simplemente ordenado poseerá 
una cota superior aD en el sistema, y por i) se tendi'á aD El .ti', pues < es arre
flexiva. Luego A' puede ampliarse en .ti por adjunei6n de aD sin dejar de ser 
simplemente. ordenado, lo que contradiee su maximalidad.· Por lo tanto .ti no 
eyiste y 2) queda demostrada, ' 

Veamos ahora que ' 
II) La proposici6n 2) implic.a al teorema de Zorn, 
Como el teorema de Zorn es equivalente al postulado de buena orde-

naei6n, bastará demostrar que I 

II bis) La proposiei6n 2) implica al postulado de buena ordenaci6n. 
Supongamos que exista un conjunto A que no puede bien ordenarse. Con

sideremos el agregado E= { E a:} de todos los buenos ordenamientos E a: 'de
finidos sobre subconjuntos de A (agregado' que no es vaeío pues al menos 

. los puntos de :.4. eonstituyen cada uno un conjunto bien-ordenado), Vamos 
a introducir en E un ordenamiento < de la siguiente manera: 

Diremos que E a: < E ~ si a) E á es ~egmento de E ~; b) Hayal menos 
un elemento de E ~ que no lo es ,de E a:. La condici6n b) da carácter arre-

,flexivo a la relaci6n <. . ' 
Comideremos un s~lb-agregado E' de E que esté simplemente ordenado 

por <, Sea A' el subeonjunto de A formado por todos los puntos que' per-, 
'tenezcan algún E Xl e E'; vamos a definir una relaci6n R que perml¡tirá bien
ordenar los punto. de A'. 

Sean a y b dos elementos eualesquiera de A '. Si existe algún E T eE' al 

(*) Resumen de la comunieaci6n present~da' en la sesi6n de la U, M. A. 
del 22 de noviembre de 1947, 

(') Ver S, LEFscHETz, Algebraic TOPOlogy, Am, Math. Soc" 1942, pág •. Q. 
El teorema de Zorn es 16gicamente equivalente al postulado de Zermelo, de 
modo que en el presente trabajo enunciamos a éste en una nueva forma. 

(') Un conjunto se dirá parcialmente ol'denado u m'denado si ciertos pares 
de elementos del mismo satisfaeen alguna relaci6n < sujeta a la mera con
dici6n de transitividad, Diremos que es 8implemente m'denado ái además, para 
todo par a, b del mismó, sEl tiene a < b, 6 b < a. I 

i 
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cual pertenezcan a y b', diremos que a posee la relación R con b si b 'sigue 
a 'a en E r. Dado que E' está simplemente ordenado, E r existe siempre. 
Llamemos E A' a la ordenación obtenida por R sobre .A'; es fácil ver que es 
una buena ordenación, debiendo por consiguiente pertenecer a E. E A' no puede 
,cubrir .A (pues ello implicaría que '.A es bien ordenable), luego algún ro de 
.A no entra en' E A'. Definamos' E B" como la ordenación obtenida agregando 
ro a E Á', considerando a ro posterior a todos los demás elementos. En' e E y si
gue a todos los E', siendo por lo tanto cota superior del agregado E' con res-
pecto a la ordenación <. ' 

De lo anterior se tiene que la ordenación' < definida sobre E goza de 
lbs siguientes' propiedades:' ' 

a') es arreflexiva. 
b ''f todo sub-ogregado simplemente ordenado de E posee cota superior en E. 
Por consiguiente E contradiGe 2) y el conjunto .A debe poder bien-ordenarse. 

/. Las demostraciones 1 y II nos permiten concluir que el enunciado 2) es 
equivalente al del- teorema de Zorn. 
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Este es el primer fascícuió de una serie mimeografiada, NOTAS DE MA
TEMkl'IOA, que se publica en Río de Janeiro bajo' la dinicción de' A. Mon

'teho. No es libro de exposición de alguna porcióp.conocida de la Matemática, 
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una nota de los Comptes Rendus,' París, Consiste, en lo siguiente. Sea E un 
e~pacio abstracto arbitrario, P el sistema parcialmente ordenado de las topo

logías sobre E' que pueden ser deducidas de ruguna pseudom'étrica (topolo
gía~ pseud'ometrizables), y M el sistema parciabnente 'ordenado de las topolo-

, gías metrizables (aquí pseudométrica se distingue de la métrica común sólo 
- porque dos puntos distintos pueden tener d!stancia nula, y la relación (le 

"precede" en 'las o~denaeiones ,est~ entendida como '~con igual o m~nos con
juntos abiertos "). Si cuando Z ,es un conjunto de topologías sobre E ponemos 
S (Z) o 1 (Z) para los conjuntos de todos los supremos y, respectivamente, ín
fimos de subconjuntos de Z (tanto supremo como ínfimo tomado en ellattioe 
completo de todas las, topologías sobre E), los l:esultados fundamentales de 
Nachbin se expresan: 1.' ISIS (P) = lSI (P) es el conjunto de todas las to~ 
pologías sobre E; 2. SIS (M) = SI (M) es el conjunto de todas las topologías 
de Fréchet-Riesz (cada punto es un conjunto cerrado). En ambos casos el 
resultado no se .puede mejorar. Además de estos teoremas de represeIitación 
el autor da p:ua cada clase que aparece, S (P), IS (P); etc., una ,caracteriz¡a
ción en términos de las nociones' fundamentales de una topología (conjunto 

. abierto, punto, de acumuláción, etc.). '!In ejemplo típico es el siguierite (que 
caracteriza a IS (P»: si un conjunto X de E no es abierto, o existe un punto 
de X' Y un punto de su complementario topológicamente equivalentes (idén
tica' clausura), o existe un punto de,- X tal que ·todo 'elitprno 'de este punto 
contiene, una infinidad de puntos del complementario. 
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