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SOBRE UN TEOREMA DE E. HOPF 

por M. COTLAR y R. A. RIOABARRA 

§ L Introducción. 

Sen M un espacio abstracto, T una clase aditiva de subcon
juntos A,B, ... de M (1), meA) una medida completamente adi
tiva definida sobre T que vale 1 sobre el espacio total,m(M) = 1, 
Y G _ {ga.} un grupo de transformaciones biunívocas de M sobre 
sí mismo que deja invariante a T y,a la subfamilia de T coro., 
puesta por los conjuntos de medida m nula, es decir: 

m1) A E T, gE G implica AgE T, 

m2) AET, m(A)=O, gEG, implica m(Ag) =0. 

En lo que sigue supondremos ,fijada definitivamente esta 
notación. Además de la medida fija m( A) consideraremos otras 
medidas definidas sobre T; una medida ¡.t( A) definida sobre T 
se dirá m-invariante si: ¡.tl) ¡.t( A) es completamente aditiva so-:
bre T; ¡.t2) m(A)=O equivale a ¡.t(A)=O; ¡.t3) ¡.t(Ag)~,j1(A) para 
todo A E T; g E G; ¡.t4) ¡.t(M) = 1. 

Diremos que dos conjuntos A E T, BE T son equivalentes por 
descomposición infinita (finita), abreviadamente e. d. i. (e. d. f. ), 
si existen dos descomposiciones A=Al+A2+" y B=Bd-B2+"o, 
en número finito o, ihfinito numerable (finito) de sumandos, con 

(') Entendemos por clase aditiva, como de eostumbre, una clase no vacía T 
de conjuntos, que contiene con cada subfamilia numerable su unión y con ca
da conjunto su complementario respecto ae M. Una medida completamente 
aditiva sobre T es una función que hace corresponder a todo conjunto Á de 
T un número 'In (Á) =:: O de modo que para toda, sucesión de conjuntos dis
juntos dos a dos Á , Á" ... , se verifica m(Á,+Á.+ ... ) = m(Á, )+m(Á,)+ ... 
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An=Bngn, BnETo, gnE G para, todo °n y AiAj=BiBj=O para 
i "'j= j. En el caso de -un grupo G cíclico o continuo monoparamé
trico, E. Hopf demuestra el siguiente teorema (2): Para que 
existao una medida m-invari,ante ¡.t( A) es necesario y suficienle q~ 
M ,!-O sea equivalente por descomposición infinita con ningún 
subconjunto M' de medida m(M') < m(M). Hopf dejó abiarto 
el problema de si el teorema sigue siendo válido cuando se reem
plazL «descomposición infinita» por «descomposición finita». En 
esta nota extendemos el teor,ema a una clase muy amplia de 
grupos G (que contiene a los abelianos y los resolubles). Los 
argumentos usados por nosotros son enteramente diferentes a los 
de Hopf y se basan en el uso de la equicontinuidad del grupo 
G: G

O 

se dice equicontinuo (respecto de la me<)ida m(A» si dado 
8>0 'existe b > O tal que m( A) < b implica m( Ag) < ¡¡, cualquie
ra sea g E G. Precisamente, probamos que la equicontinuidad de 
G 'es equivalente simultáneamente a la exis~encia de una medida 
m-invariante y a la imposibilidad de que M sea e. d. i. a un 
subconjunto M' con m(M') <m(M): Usamos para 'esto un arti
ficio de von Neumann (ver § 2) con lo que se logra las ventajas 
de mayor sencillez, concisión y generalidad. Además la medida que 
proporciona 'el teorema se obtiene constructivamente, aup.que con 
la intervención esencial del axioma de Zermelo. Estudiamos las 
propiedades de un conjunto que llamamos núcleo singular (§ 04) 
Y que encierra toda la patología que -aparece en el cas~ de no 
existir 'Una o medida m-invariante. En cua~l1to al 'problema de 
Hopf, fué resuelto por P. Halmo's (2) con un interesante ejem
plo negativo. Combina.do 'este ejemplo con el teor,elma 5, con
duoe a curiosas propiedades del grupo de los enteros (teorema 7). 

-;,. 

§ 2. Grupos medibles. La media de ov. Neumann. 

- Un grupo'G={ga.} se llama medible (v. Neumann, Zur all
" gemeine Theorie des Masses, Fund. Math. 13, 1929, pg. 73-116) 

si ,existe una medida v definida para todos los subconjuntos 

(") Theory 01 meaSllre .anil invariant integmls. Trans. Amer. Math. Soco 
V 34, 1932, pg. 373-393. Hopf impone a la medida la condición suplementaria: 
m(A»Oo implica la el'istencia de un B cA con O<'m(B) <m(A), que nosotros 
no suponemos. Ver además L. HALMOS, Ann. 01 Math. V' 048 (1947), 735~64. 
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Dc:G, simplemente aditiva, invariante a derecha y que vale 1 
sobre G, es decir: 

v1) v(f.) es definida para todo conjunto t~G y v(f.) > 0, 

v2) si El' f,2 son disjuntos v(El+E2) =v(El) +v(E2), 

va) v(Eg)=v(E) para todo gE G, 

v4) v(G) = 1. 

Si I(g) es una función real acotada' definida sóbre G, se 
puede definir una integral o media 

M(f)f~/(9) dv(g) 

,según la construcción usual de Riemann. Esta M(f) "posee las 
propiedades siguientes: ' 

M2) Si 11(g)=/(glg) 'es [',f(/1)=M(f), 

Ma) Si I(g) > ° es M(f)?:. 0, 

Md ) Si I(g)=== les M(f) = 1. 

La clase de 'los grupos medibles es bastante amplia (v. Neu
mann, 1. c.); en particular todos los grupos resolubles, y por 
tanto losabelianos, son medibles. 

Retomemos 'ahora los elementos y terminología del § 1, Y 
supongamos para 'el resto d~ este § que el grupo G es medible. 
Haciendo uso de un simple artificio de v. Neumann (1. c.) aso
CIaremos a la medida m(A), 'AET una medida m*(A) definida 
por 

m*(A) =M(f A(g» donde 1 A(g) =m(Ag). 

La medida asociada m*(A) tiene las propiedades siguien
tes (a) : 

(3) Este artificio resulta una herramienta muy útil en la construccióru de 
medidas invariantes, como se proponen mostrar los autores en un próximo . 

. trabajo. 
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m1*) m*(A) está definida para todo A E X y m*(A) > O, 
m2*) m* 'es simplemente aditiva, es decir, Al' A2=0 implica 

m*(Al+A2)=m*(fl1) +m*(A2), 
m*3) m*(Ag)=m*(A) para todo AET, gEG, 
m*4) m*(M)=l, 
m5*) meA) =0 implic.a m*(A) =0. 

La última propiedad es consecuencia de la propiedad de Ínva
rlanCIa m 2) de la medida m( A). 

; § 3. Equicontinuidad respecto de m( A). 

Si A Y B son equivalentas por descomposición finita o in
finita, A=A1+A2+ ... , B=B1+B2 + ... , An=Bngn, 
pondremos A = Bd, donde d es la transformación biunívoca 
definida sobre B, que coincide con gn en Bn' 

Le m a 1. (i) La condición m2 ) equivale a la siguiente: 

m2') para cada gE G Y E>O existe un b>O, b=b(E,g) tal 
que A E T, meA) < b implica m(Ag) < E. 

(ii) Si A = Bd" dado E> O existe un b > O tal que B' L. B,. 
m(B') < b implica m(B'd) < E. 

Demostración. (i) Evidentemente m2') implica m2). Hecípl\o
camente, 'supuesta m 2), si no se verificara m2') existiría una suce
sión AnET, Bn ET y un gEG con m(r1n) <1 : 2n,m.(Bn»b>0, 
Bn=Ang· 

CXl 

Poniendo A'n= Z; fl i , B'n ;=fl'ng, sería m(A'n) --+ 0, m(B'n) 
.. n , 

>b>O, de donde m(nA'n)=O y m(nB'n)=m.((.nA'n)g» 
" " b> ° contra m2). 

(ii) Es consecuencia fácil de (i), y omitimos la demostra-
ción. 

El lema precedente :sugiere la siguiente 

De f i ni ció n: 'El grupo G = {gd} se dirá equicontinuo (res
pecto de meA»~ si dado E>O existe un 'b>O, b=b(E), tal que 
cualesquiera sean AE T Y gE G, m.(fl)<b implica m(Ag) <E. 

Te o r e m' a 1. Para que un grupo medible G sea equiconti-

::·".i, ':. ;,'",,', '",. , .. , '. ',> 

" 
_,-,1 

, , 
, " 



" ' 

,~, 

t,,'" 
1 

1, 

";1 ",' ,~: ",". ",' 

- 53-

nuo es necesw'io y suficiente que exista una medida ¡.t( A) m
invariante (§ 1). Demostración. Necesario. Sea G equicontiimo. Va-

. mos a probar que la medida m*(A)=¡.t(A) asociada a la m(A) 
(§ 2) 'es m-invariante. Si m*(A)=O resulta de.Ml )-M4) la exÍs
tencia de una sucesión gn E G tal que f A(gn) -r 0, donde f A(g)¡= 
m(Ag); luego m(Agn) -r ° y por la equicontinuidad m(f1) =0. 
Así pues m*(A}=O implica meA) = 0, y por m*5) meA) =0 
implica m*(A)=O. Luego sólo falta pr~bar' que ¡.t(A) =m*(A) 
'es completamente' aditiva sobre T o sea que Al? A2:;) ••• , An -r ° 
(intersección vacía) implica ¡.t(An)-rO. En ef~cto, An-rO im
plica meAn) -r 0, luego por la equicontinuidad .sUpg m(Ang) -r 0, 
de donde M(fAn) -rO, m*(An),-rO. ' 

Suficiente. Supongamos la existencia de una medida ¡.t(A) 
m-invariante. ProbarE)mos que G es equic.pntinuo. De lo contrario, 
existiría un EO > ° tal que cualquiera sea la sucesión bn > ° 'exis
ten AnET, gnE G cOn m(An) <b;n" m(Angn»Eo' Corno ¡.t(A) =0 
si m(A).=O, resulta que dado E >'0 existe b.> ° tal que meA) < b 
implica ¡.t( A )<E; podemos pues tomar los bn <1: 2n y tales que ade-

(Xl 00 ' 

más ¡.t(An) <::: 1: 2n. Poniendo Bn = ~ f1 n, ~'n = ~ An gn m(B,n,) 
n 1 11-

-rO y m(Bn'»Eo>O, luego Bn-rB con m(B) =0 y B'n'-rB' 
con m( B') > EO' Pero ' 

00 00 00 '-

¡.t(B')< ~ ¡.t(An gn) =,~~(An) < ~ 1j2n, 
n n n 

luego ¡.t(B') = ° y por lo tanto' m(B) = 0, ·contradicción. 

Lema 2. (i) Si B'n=Bndn, ~m(B'n)<oo, dada una suoe
sión de números reales E¡ > ° se puede hacer corresponder a lodo 
número natural k un número natural N (le) de modo tal que si 
{ni} es una sucesión de númer,'os naturales que verifica ni+l > N (ni) 
(i = 1, 2, ... ), se puede determinar para cadn. i un con iunto 
Cn;cBni tal que m(Bni-Cni)<Ei y los C'ni=Cn¡dni sean dis
juntos dos a dos. (ii) Si C' n = Cn dn, C = lím sup Cn y los C'in son 
disjuntos dos a dos, entonces existe EcC, m(C-E)=O, e in
finitos conjuntos Efn. disjuntos dos. a dos, cada uno equivalente por 
descomposición infinita con E. Demostración. Por el lema 1, (ii) .. 
existe '® bTc>O tal que B.CB'lc,m(B).<b,c implica m(Bd'c-

l ) < E,c' 
Por ser ~m(B'n) <00 podemos elegir, para cada le, el N(1e) de 

(Xl 

modo que ~ m(B'n).< b,c' Si Jn¡} es una sucesión que verifica 
N(k) I 
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00 

ntiJ.:l > N(ni), poniendo D'¡= B'ni' 2;B'n' D¡=D'¡d-1n¡, será m(D'¡) 
11;+1 

<'6¡, m(D¡)<E¡ y los c~)lljuntos Cn;=Bn¡-Di responden a la tesis. (ii) 
Sea E¡>O, E¡--+O, Y N1<N2< ... N,,< ... una sucesión dé números 

Nk+1 

naturales tales que para cada le, m(C~2;C~) < E,c' Poniendo 
n-l+Nk 

N/t+1 Nk+1 

SI¡ = 2; Cn' S'" = 2; C' n, 'es evident,e que si {Tc¡} es una 'sucesión in-
l+Nk l+Nk ' ' 

finita de números enteros y S = l! Slc¡' entonées S es equivalente 
" 

por descomposición infinita con un S' c::: U 8'lc¡ 'y m( C-S) = O. Si 
i 

se descompone la sucesión de los números naturales en infinitos 
conjuntos {Tc¡h} disjuntos dol,s¡ a dos y se pone Sn= U Slcin ; es Sn 

i 

e. d. i. con un S'n c::: U S',lin , los S'1I disjuntos dos, a dos y 
i 

m(C-Sn) =0. Basta poner E='n Sn. ' 
. " 

T e o r e m a 2. Para que un grupo medible G sea equicontinuo 
respecto de la medida m( A), es' necesario y suficiente que M 
TliO s,ea equivalente por desco:mposición infinita con' nin
gún conjunto M' de medida m(M') <m(Mt). Demostración. Ne
oeSo,ario. Supongamos que G es equicontinuo y M e. d. i. con M', 
m(M') <m(M). Como por el teorema 1 existe una medida m
invariante t-t(A), resulta t-t(M) = fl(M'), t-t(M-M/) =0, m(M-M') 
> 0, contrariamente a la definición de m-invar~aricia. 

Suficiente. Supongamos que G no es equicontinuo. Entonces 
existe una sucesión Bn E T, gn E G, B'n= Bn fin con m(Bn»'6>O, 
m(B'n) <1 : 2n. Por el l!3ma 2, (i), existe una sub sucesión Bnk 

y conjuntos Cnkc:::Bnk ;, C'nk=Cnk gnk con m(límCnk)~:'6>O 
y los C'nk disjuntos dos a dos. Por el lema 2, (ii), ponieniÍd 

C=límCnk , existe un Ec:::C con m(E)='m(C»'6>O y una 
sucesión infinita de conjuntos En disjuntos dos a dos, cada uno 
e. d. i. con E. Por la propiedad m2) debe ser meEn) >0 para todo 
n, puesto que m( E) > '6 > O. Por ser los En disjuntos y c. d. i: 

00' 00 

dos a dos, es E' = U Ene. d. i. con E" =UEn,mientras que m(E"), 
1 2 

;<;m( E'), E" L:E'. De aquí resulta que M es e. d. i. con M' = E" + 
(M -E'), m( M') < m( M). 

\ 
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Observación. Las partes «suficiente» de los teoremas 1 y 2 
valen para grupos G arbitrarios. , 

De los teoremas 1 y. 2 resulta la generalización del teor,ema 
de Hopf: 

T·eorema 3. Si G es un grupo medible, una condición 
necesariá y suficiente para que e~ista una medida m-invariante, 
es . que M· no sea equivalente por .descomposición infinita con 
ningún conjunto M' de medida m(M') <m(M). 

Para cerrar este § observemos que con idéntico. método al 
usado hasta aquí se extiende a grupos G medibles el teor:ema 
de Birkhoff-Sniith sobre las medidas de orden m (teorema 2 
del tral;>ajo citado de E. Hopf). 

§ 4. El. núcleo singular S. 
" 

En este § consideraremos algunos aspectos de la noequicon-
tinuidad del grupo G. . 

Definición: Desi~aremos con 11 = {b} (Ll' = t b'} ) al conjunto 
de los números reales b > O (1)' > O) tales que existe un conjunto 
BE T, m(B) = b (m(B) = b') Y una sucesión de conjuntos Bn.' 
n= 1, 2, ... , disjuntos dos a dos, tales -que Bese. d. i. (e. d. f.) 
.con ~ada Bn; diremos que el conjunto B pertenece a bE II (b' E Ll'). 
Eyidentemente Ll' L. Ll e inf II = inf ll' = o. 

Lema '3. (i) Sup ll=supll'=bo' (ii) boEll(4). (iii) Si 
8 1 pertenece a 1), B 2 a 1)0' entonces m(B1-B2)=0, luego,si Bl 
y B2 perteneCen ambos a bo es m(B1-B2) =m(B2-B1 ) =0. 
(iv) Todo conjunto B perteneciente a 1)0 es invariante salvo me
dida m nula (5). Demostración. (i) Evidentemente basta probar 
que sup 11' > sup Ll. Sea B perbeneciente a bE ,.1 y Bn infinitos con
juntos disjuntos, cada unoe. d. i. con B. Dado 1> > O, podemos 
determinar para cada n un Bn L.B tal que m( B-Bn) < 1>: 211 y 
que Bn sea e. d. f. con una parte B' n de B n' Poniendo' e = n Bn 
es m( e) > b - 1> Y e e. d. f. con infinitos subconjuntos en L. B' n 

disjuntos dos a dos. Luego e pertenece a un b' E Ll' con 1)'> ;)-1> .• 

(') El probleml1 de si también !lo e,1' equivl11e, en virtud de (iv), ai 
problema de Hopf (§ 1). . . 

(") Si G es numerable, por ej. eÍelieo, se puede afirmar mús aún: entre 
los eonjuntos perteneeient'es a 80 h?,y uno invariante. 

.¡' 
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lo que termina la demostración (i). (ü) Sean l:>n~l:>o, l:>n E Il,' Bn 
'perteneciente a l:>n y, para cada n, Bn1, Bn2, .. , infinitos con

juntos disjuntos ,cada uno e. d. i~ con Bn. Por ser los Bnlc diS
juntos dos a dos para cada n fijo, podemos ,elegir kn: Ide modQ 

0Cl 

tal que I.m(B'n'm) <00, luego por aplicación sucesiva de (i) y 
10-1 

(ii) del lema 2, resulta la ,existencia de un conjunto E C<Y.II 
m(E) =,l:>' > l:>o e. d. i. con infinitos En disjuntos dos a dos; luego 
l:>'E Il, l:>'>l:>o Y resulta l:>'-:--l:>o, l:>oE Il. (iii) Suponiendo lo contra
rio ,0, sea B1 perteneciente a l:>, B2~l:>O y m(Bl+B2) > l:>o, po
niendo B2'~ = B l' B2lc+l = B 2' B = lím Bn, . eligiendo la sucesión 
{n,el del lema 2 (i) de modo ql1,e n,~ sea paro impar conjunta, ... 
mente con k y aplicando (i) y (ii) de dicho lema a los :Con
juntos actuales Bn; resulta que B pertenece a l:>'=m(B) > l:>o, cOn
trariamente a la definición de l:>o. (iv) Consecuencia inmediata de 
(iii). 

L e m a 4. Existe un con junto S de medida m( S) = l:>o, in
variante ·salvo medida nula (ver nota (5) al pie de la pág. 55), 
Y que contiene una infinidad de conjuntos Sn disjuntos dos a dos, 
cada uno equivalente por dscomposición infinita con S. Demos
tración. Si B pertenece a l:>o Y Bn=Bdn son los conjuntos dis
juntos dos a dos y, 'e. d. i. con B, resulta del lema !3, (iv); HlIJe 
el conjunto B'n=B~-B (n=1,2, . .. ) es de medida m (B'n) =0, 
luego también es de medida nula, el conjunto B' = cápsula inva-

0Cl 

riante de I. B' n respecto del grupo numerable generado por todos . 
: 1 <. 

los g E G qué intervienen en algún dw Basta poner S = B - B'. 
e 

Definición. Al conju;nto S del lema 4, que en virtud del lema 
3 (iii) es~á determinado salvo medida m nula, lo llamaremos 
núcleo singular del espacio (respecto del grupo G). 

Observación: Si G es numerable, en particular cíclico, S 
puede tomarse ,estrictamente invariante. El significado del núdeó 
singular como acumulador de la no-equicontinuidad del grupo G, 
aparece claramente en el siguiente teorema 4 y corolarios, que 
son consecuencias inmediatas del lema 4 y de la demostración 
del teonema 2. Valen «salvo medida nula». 

Teorema 4. En M-S es G equicontinuo.Dentr'o de S, 
G no es equicontinuo en ningún subconjunto invariante. 

" . 
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C o rol a ri o 1. Para que exista una medida m-invariante es 
necesario y suficiente que el núcleo singular tenga medida m( S) = 
bo=O. 

\ 
C o rol a r i o 2. En M - S existe una medida m-invariante. 

C o rol a ri o 3. Toda medida completamente aditiva e in
variante (¡no necesariamente m-invariante!), definida en S, es 
idéntioamente nula. 

Co rol a r i o 4. Si G' ~ G .es un subgrupo de G de índice fi
nito y S, es el núcleo singular correspondiente a G', es m( S-S') = 
m(S'-S) =0. En particular si G es cíclico, G={gn} , n=O, ±1, 
±2, ... , todos los subgrupos de G tienen un mismo núcleo sin
gular S. [Más general: esto vale si G/G' es «equicontinuo»]. . 

J;teunimos en el siguiente teorema la¡;; propiedades patológicas 
(lel núcleo singular S. .... 

Teorema 5. (i) Todos los puntos X,ES son no,periódiGos, 
es decir hay infinitos elementos distintos de la forma xg, 9 E G. 
(ii) Existe una sucesión no decreciente de conjuntos SI! tales que 
lí)m Sn = S, Y para cada SI! existen infinitos Sl!k (le = 1, 2, ... ) dis
juntos dos a dos, cdrJ,a uno e. d. f. con SI!. (iii) Para todo E> 0, 
existe E .d3, meS-E) < e, e infinitos gn E G tales que los con
juntos Egn son disjuntos dos a dos. (iv) Para torlo e>O existe 
un conjunto EeS e infinitos gnE G tales que meE) <e y m(EgII) 
~m(S). (v) Existe una partición (salvo medida nula) de S en 

CJO 

infinitos conjuntos disjuntos, S=~Sn+So, m(SO)-O, tales que 
1 

cada Sn admite 'infinitos trasladados Sngh (le=1,2, ... ) disjun:tos 
dos a dos. (vi) Existe un continuo de particiones de S en infinitos 

CJO 

conjuntos disjuntos S= ~ SI! tales que cada Sn es e. d. i. con S. 
1 

(vii) Si G-Jgn} , n=O, ±1, ±2, ... es cíclico, existe una parti-
CJO ' 

ción de S en infinitos conjuntos disjuntos S= ~ Sp donde Sp es 
1 

e. d. i. con S respecto del subgrupo Gp 3gnp} , n = 0, ± 1, ±2, .... 

Demostración. (i) y (ü) son consecuencias inmediatas del 
lema 3,(i). (iii) Sea Sn la sucesión de los conjuntos,de (ii) y no 
tal que poniendo El =Sno sea meS-El) < e/2. Si m*(A) ,es la 
medida asociada (§ 2) que es invariante y finitamente aditiva, 
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resulta de' la definición de los Sn que m*1( El) = 0, luego por la 
propiedad m*5) existen infinitos gn,E G 'con m(E1 gn)--+0. Por la 
aplicación del lema 2 se consigue un E cE1 y una subsucesión 
gn¡ con m(El-E) < E : 2, meS-E) < E, Y los Egn¡ disjuntos dos 
a dos. (iv) Si Sn es la sucesión de (ii) no tal que, m(S-Sn) < E, 

pc.niendo E=S:........ Sno será meE) < E Y como m*(Sm) =0, resulta 
m*( E) = m*( S) = m( S), pues S es invariante salvo medida nula. 
Luego por m*5) existen infinitos gnE G con m(Egn) --+m(S). 
(v) Poniendo R' = Sl, Rn = Sn - Sn-l, los razonamientos de (iv) 
prueban que para cada n existe un En,lcRn con m(Rn-E¡/) < 
El : 2n e infinitos En1 g/c (le = 1, 2, ... ) disjuntos dos a dos. Aná
logamente para cada n existe un En2cRn_Enl con m(F!,n_Enl
En2) < E2 : 2n y con infinItos En,2 g/c disjuntos dos a dos. Siguiendo 
en esta forma y eligiendo E/c--+O, los En/c proporcionan la des
cü\mposición deseada. (vi) Por definición de S, existen infinitos 
conjuntos Sl' S2' ... contenidos en S, disjuntos dos a dos, cada 
uno e. d. i. con S. Si {n/c} es una sucesión de números naturales 
que no contiene a todos los números naturales, el conjuntQ 
So = S - .z; Sn/c contiene por lo menos un Si, e. d. i. con S, luego 
por -el teorema de G,antor-Bernstein, en la forma que le dió Ba
nach (ver Fund. Math. 6, 1924, pg. 236-239), es So e. d. i. con 
S. De modo que para cada tal sucesión {n/c} hay una partLción 
S=.z; Sn deseada, luego las hay un continuo. (vii) Daremos sólo 
un esbozo de' demostración porque los detalles requieren un ,espacio 
que está en desproporción con la importancia de la propiedad. 
Sea El e. d. i. respecto. de G con S, JEiP} una descomposición 
respecto de-Gp. Se elige Jnp} , p= 1,2, ... suficientemente grande .. 

al 

..E2,Es E {Ei2 } , i>n2, y se pone E'l=(El-~E¡p)+{la imagen en 
i>np 

, .P'-l 
E2 de la parte restaute de El} en reemplazo de El. Así E'l> Ea 

• 1 

S01l conjuntos 'e. di. con S respecto de G,' G2 y' disjuntos. Luego 
se busca E4 >, E5, E6 E {E i3} , i> n3 , Y se hace aquí con E\, Es y 
E4 , E5 respectivamente lo que primero con El y E2. Siguiendo 
de esta manera, El (y lo mismo cada conjunto Ei que aparec~~ 
queda reemplazado por una suma de conjuntos e. d. i. con una 
parte de él, que por el lema 1 será todo El> salvo medida nulaj .. 
con sólo tomar ni suficientemente grande; .y estas sumas son 
disjuntas dos a dos. 

e o rol a-r i o 1. Existe una sucesión de conjuntos Sn conte-

r,\." .... ;.1. 
• L,'K' 
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nidos en S con lím Sn = S, tales que toda medida finilamente ' 
aditiva, invariante, definida en S, se anula en Sn, n= 1,2, .... 

e o rol a r i o 2. Para que exista en 'fl:l una medida m-inva
riante, es necesario y suficiente que para· 'cada conjunto Eo, 
m(Eo) > 0, exista una ~ledida v(E) finilamente aditiva e inva
riante con v( Eo) > O. La necesidad es obvia; la suficiencia es 
consecuencia de (ii), poniendo Eo=Sn si m(Sn) >0. 

De (vi) se deduce inmediatamente la siguiente generalización 
para grupos G arbitrarios del teorema 1 de la memoria citada 
de E. Hopf, sobre la medida de compresibilidad: Si {A} es el 
mínimo conjÚnto invariante que contiene a A, se define para todo 
B c: {A} la medida de compresibilidad f1 A (B) como el ínfimum 

00 00 

de ,las sumas z: m(Bi g) para las posibles particiones B= z: Bi 
1 " ;-1 

Y los posibles giE G tales que Bigic:A. Para A fijo es f1A(B) 
una medida ~nvariante, completamente aditiva sobre la familia 
aditiva formada por los conjuntos de T contenidos en {A}. Por 
tanto de (vi) resulta: , , 

'Corolario 3. Para todo A.c:S es f1A( {A} )=0 000. 

§ 5. El probl.ema de E. ,Hopf. 

Diremos que E E T verifica la propiedad (h) (respectivamente 
(h*» si para ningún gE G 'es Egc:E, Eg~/=E (Egc:E, m (E-Ey) 
>0); análogamente E verifica. (hoo)((h*oo» si E no es e.d.i. con 
una parte El c:E, El~/=E, (EJ.l c:E, mee-El) >0). T verifica 
(h) ,etc., si lo verifica todo E E T. E. Hopf probó (1. c.) que la 
condición (h*) para Tequivale, en el caso de G cíclico, a la no¡ 
equivalencia por descomposición finita de M con una parte propia. 
Aunque el problema de Hopf fué· resuelto por la negativa por 
Halmos, cabe considerarlo para cada T particular: ¿Es cier
to que si T verifica (h*) verifica también (h*",)? Para grupos 
G no cíclicos el problema de Hopf se resuelve trivial'mente por 
la negativa: sea M ,~l conjunto de los números naturales, m( A) una 
medida completamente aditiva definida par:a todo subconjunto A c:M 
no idénticamente mila, gi la permutación de M que'permuta i con 
2i y deja invariantes los demás puntos, G=grupc;> generado por los gi. 
Vamos pues a limitarnos al caso de G cíclico, G={gnj" n=O, 
±1, ±2, ... , generado por una transformación g. En este caso la 
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diferencia entre (h*) y (h~'r,J (para T) se advierte claramente, 
teniendo 'en cuenta que (h* ",,) se expresa: teorema 5 (iii) como la 
imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m positiva 
con infinitos congruentes disjuntos, mientras que (h*) equivale 
a la imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m 
positiva con todos sus congruentes disjuntos dos a dos (en efecto, 
si Eg/:::~.E ,m(E-Eg) >0, ,el conjunto E-Eg tiene medida posi
tivay todos sus congruentes disjuntos dos a dos). 

Observemos que si M = {Xi}' es numerable y G = {gn} cÍ
clico,el problemá de Hopf se .resuelve por la afirmativa; en 
efecto, en este caso la clase aditiva T es atómica, es ,decir existe) 
una suoesión de conjuntos disjuntos {Ale} tal que todo E E T es -

unión de átomos A" y por tanto Aleg E . {A,,}. Si hay un Ale de 
medida m( Ale) > O tal que Ale gi ~j:::. A" gj si i-=j:::. j (es deór Ale es 
no periódico) entonces no se verifica (h*) y por consiguienbe 
tampoco (h*,.); y si todo A" de medida m(A,J>O es periódico, 
existe evidentemente una medida m-variante y se verifican am
has condiciones (h*) y (h* ""). Como simple cOI'lOlario de esta 
obs'ervación resulta el siguiente 

T·eo"rem,a 6. Si T es una clase completa respecto de una 
medida finita ¡..t( A) completam'ente aditiva e invariante respecto 
de G = {gn} , y M es de potencia cardinal no-medible (6), el pro
blema de Hopf tiene solución afirmativa. Demostración. Sea. 
m=a+s, a=absolutamente continua respecto de ¡..t, s=singular" 
Si T no verifica (h* 00) es M e. d. i. con M', m(M-M') >0, 
¡..t(M-M') =0, a(M-M') =0 y por tanto s(1I1-M') >0, y en 
virtud del teorema 3, no existe ninguna medida s-invariante. Por 
ser T completa respecto d~ ¡..t y M de potencia cardinal'no-medible, 
se sabe (B. Pettis, Dulce M. J. 4, 1938, pg. 552-56.5). que S se 
reduce a su espectro numerable, es decir, existe un conjunto nu
merable de puntos {xn}/c:M con s(xn) >0 y tal que s se anula' 
,en su complementario. Xdemás es fácir ver que el espectro de s 
~s invariante respecto de G. La observación que preoede ,este teo
rema termina la demostración. 

(0) T es completa respecto de p., si p. está definida sobre Ir y si todo' 
conjunto contenido en un conjunto de medida IL nula pertenece a T. Un nú-, 
mero cardinal es no medible, si una medida completamente aditiva nula en 
10s puntos, definida sobre todos los subconjuntos de un espacio. de esta po
tencia, se anula idénticamente (ver S. ULAM, Fund Math. 16, 1930, pg. 140-150). 
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Sea Z el grupo de los números enteros y g la,.transformación 
que a n hace corresponder g( n) = n + 1, Y G = {gn} el grupo CÍ-

, clico corr,espondiente ' _ 

Definición. Diremos que Y ~Z es un conjunto (P) si cual
quiera sea el entero p, - 00 < p < + 00, d conjuntQ YUY gP U ... : 
y gn p U. .. (n>O) tiene la propiedad (h ) respecto de G = {g'n' . 
Y~Z se dirá un conjunlto (Q) (respectivamente (Qp» si Y es un 
conjunto (P) y si además Y es e. d. i. con Z respecto de G = {gn} 
(respect~vamente Gp = {gpn}) y respecto de los conjuntos (P) ,_ 
es decir si Y = Y 1 + Y 2 + ... , Z=Zl +Z2+"" 'YiY'j=ZiZj=O 
para i:-/= j, Yi=Zigni (Yi=Zigpn¡), siendo cada Y i un conjunto 
(P). La demostración del siguiente lema es fácil y la omitimos. 

, 
Le m a 5. (i) Las propiedades (h), (P), (Q) son invariantes 

respecto de f/¡. (ii) Y tiene la propiedad (P) si Y sólo sli 
V ""n=l Ygnp:lY para todo p, -00 <p<~oo. (iii) Si cada Yi 
verifica (P) también lo' verifica Vi Y i. (iv)', Si Y verifica (h) 
también lo verifica el complementario de Y. 

T ,e o rema 7. El gnz po Z de los números enteros po
see las siguientes propiedades: 

(i) Z admite un continuo de particiones en infinitos conjuntos 
disjuntos Z = U"" P=l Y p, donde Yp es un conjunto (Qp). 

'(ii) Existe un Y ~Z que es un conjunto (P) y tal que para 
cada entero p, -00'< p < + 00, existen infinitos ni = ni(p) tales 
que los conjuntos Y gpni son disjuntos dos a dos. 

(iii) Para cada p existe lU70a infinidad no numerable de con
juntos (Qp) incongruentes dos a dos. 

(iv) Para cada p existe un Y que es un conjunto :,(Qp.) y taa 
que designando con IN al intervalo (- N, N), se verifica, para 
N-+ 00 , 

límite {(número de elementos del conjunto ynIN) • N-l} = O. 

Denwstmción. Según HaImos existe una T que verifica, 
(h*) y no (h* co)' Primeramente observemos que si T verifica 
(11.*), cJ.ada una sucesión de conjuntos En E T, existe otra E'n E T tal 
que E'n ~'f;n' meE' n) = m( En) y tíll que todos los conjuntos 
E'n,p=E'nUE'ngpUE'/lg2p U ... (n=1,2, ... , p entero arbitrario) 
verifican la propiedad (h); para ello basta evidentemente suprimir 
los conjuntos de medida nula que distinguen la.propiedad ,(h') de 
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la (h). Como para todo punto x E M no periódico la trayectoria 
{xp} = {xgp} ,es isomorfa con el grupo Z, las definic10nes de con
juntos (P) y (Qp) se transportan obviamente a subconjun~os 

de una trayectoria. Entonces si E E T es tal que E y todo Ep = 
EUEgp UEg2p U ... (p entero cualquiera). verifican (17.), para todo 
punto XE E no periódico, En {xp} es un conjunto (P). Luego, de 
la observación anterior y del hecho de que todo x E ¡s e~ no pe.., 
riódico, se' deduce que si T verifica (h*), para todo E eS~ 
m(E»O, existe un E'eE, m(E')=m(E), tal que para todo 
todo punto xE.E' es E'n.fxp } un conjunto (P). De estas obser
ciones y de (iii) , (vi), (vii) del teorema 5 resultan inmediatamente 
(i) y (ii) de la tesis. Para demostrar (iii) supongamos, por' lo 
contrario, que los conjuntos (Qp) forman una familia {Y¡} nu
merable. Por (vii) del teorema 5 y por lo dicho más arriba, exist'e 
~J1'COnjunt() .E eS, meE) > 0, tal que para todo x E E es 
En {xp} un conjunto (Qp). E queda descompuesto en una infi
nidad n~erable de conjuntos, E= I.E¡, i = 1, 2, ... , donde E¡ 
está formado por aquelldys puntos x de E para los cuales .E n 
fx p } 'es congruente al conjunto Y¡; en otros términos, si x', x", 

son dos puntos' de un misma¡ E¡. sus trayectorias interceptan a 
E¡ en conjuntos isomorfps a Y¡. Fijando un XE Ei y ,poniendo 
E,.11(x) = (Ei n {xp}) gl', 'por ser los E/x), subconjuntos de una 
misma trayectoria isomorfa a Z, existe un sistema atómico 
{A/(x)} tal que cada Aji(x) es una intersección de una infinidad 
numerable de conjunt~s E,.i(x),· cada El'i(X) es unión de átomos 
Al(x), A/(x) gE {Ai(x)} , y dos átomos coinciden o son di$jun
tos. De lo observado más arriba respecto del isomorfismo de los 
cúnjuntos E;n {xp} para, i fijo y x E E¡ variable, resulta que lla
mando [(i=Up~±~(EigP) y poniendo E,.i= E¡ 91', existe un sis
tema atómico {Ai} , Aji e[(i, tal que cada Ai es una intersec
ción de una infinidad numerable de conjuntos Eri, Ai= [(in Eym n 

Eg"'n ... , n,.--':"nI'U), cada E,Jes unión de átomos Ai, fl¡i gE 
{Ai} , y dos átomos ÜI coinciden o son disjuntos. Como E tie~.e 
infinitos conjuntos e. d. i. disjuntos y En.{xp} es un (Q), se de
duce que, para cada Ai son dIsjuntos dos a dos los, congruenbes 
Aig, Ajig2, .... Luego poniendo H=EgmnEgTl2 n ... , HnKi= 
Ai, se teridrállg~H,A/ eH-Hg, HET, lo que en virtml de la 
condición (h*) de la hipótesis implica m(A})=O, para todo ~to
mo Al Luego m(E¡) =0 y meE) = I.m(E¡) =0, obteniéndose 
una contradicción, lo que prueba (iii). En cuanto a (iv), se obtiene 

, " 

\ 

" 

.~:~~~10hM~'J,llii~~~;!Ii¡b¡,i.!;d:~;:Hf.<:.~,;i¡,,~~;}rjiM::j';h',i.r-::j;!";~:;));::;:lb:;; {,:,\'J:.~'~:~~",;~.<.,:,,: :::',:::Y :,', , 

,. 

,~I, 
Y 



,'o ., , 

-~. \. ~.,.' 

", 

63 -

fácilmente la tesis, combinando el corolario 1 del teorema 5 con 
propiedades conocidas del grupo medible Z. Con esto queda ter
minada la demostración del teorema 7. 

Finalmente observemos que si Y c:Z es un conjunto (P), se 
deduce del lema ~, (ii), que toda, progresión aritmética contiene 
ninguno o infinitos puntos de Y. Luego existe una función que a 
todo sistema finito (iv ... ,in) de números enteros (n arbitrario) 
hace corresponder un número entero aC i1, .•. , in) > O tal que Y 
contiene a todos los números de la forma {aC il)il+aC iv "i2)i2 +- ... 
a(i1, ... in)Ín}. Por lo tanto un conjunto (P) debe ser extraordi
nariamente abundante en puntos, y ya para p> 2 no hemos po
dido encontrar ejemplos de conjuntos (Qp) (7). En una nota si
guiente desarrollaremos el método de equicontinuidad aquí usa
do para obtener una caracterización de los operadores de K00l{)

man y una simplificación de los teoremas de Dunford-Miller. 

(') En cambio se construye con toda facilidad un continuo de conjuntos 
(P), no congruentes dos a dos, observando que la intersección de un al'CO de 

la circunferencia con la tr.ayectoria de un' punto respecto de una rotación 
irracional determina un conjunto (P). 
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TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES DEL 
CAMPO DE RADIACION. 

~PLICACION A Li- RADI1\CION DE MULTIPOLOS,. 

por JOSÉ A. BALSEIRO 
Instituto de Física - La Plata 

SUMMARY; The pl'oblem of determining the photon distribution over the 
states of a quantized radiation field descl'ibed by means of two systems of 
orthogonal vibl'ations both referl'ed to the same radiation field is ,solved. 

The fOl'malism is applied in order to find the probabilities óf a given 
configul'ation of the l'adiation emitted by electric' andmagnetic multipoles. 
Known expl'essions for angular intensity distribution are obtained. 

§ 1. -1 nlroducción. - En un trabajo anterior (1) se ha plan
teado el problema de determinar la distribución de las configu
raciones de fotones del campo de radiación descripto mediante un 

, ~ 

sistema de soluciones ortogonales Bs de las ecuaciones de campo, 
cuando inicialmente se tiene una distribución dada de fqtones re-

-+ 
feridos a otro sisten1a de soluciones Ar. El formalismo 'se re-
fiere al caso en que el número y las frecuencias de los fotolles 
asociados al campo se conservan: r ' , 

El vector potencial del campo de radiación cuantificadlci 
n~ferido ~ uno y a otro sistema de soluciones se e;x:presa: 

+~, , ~ 
A = z: ar Ar + conj. comp. = z: bs Bs + conj. comp. (1. 1) 

s 

en donde ar y bs' son los operadores de amplitud. Los .,sistemas 
-+ -+ 

de funciones ortogonales Ar Y Bs definen una transformación 
unitaria 

~ + 

, Ar = 'z: cl'S Bs + conj. comp. 
8 

(1) J. A. BALSEIRO. Phys. Rev; 73, 1346 (1948). 

"'.;',. 'i': 

(1. 2) 
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que transforma las amplitudes según: 

. ~ * b al'= ...... e rs S' (1. 3) 

Como es sabido, los operadores al" bs son repr,esentables, r8S
pectiva!llente, mediante las variables canónicamente conjugadas 
:p, q y P, Q en la forma: 

1 (pl'+i21tv ql') 
y2hv 

(1. 4) 

(1. 5) 

Las expresiones (1. 3), (14) Y (1. 5) establece~l entre las 
variables p, q y P, Q una transformación qanónica, la que a su 
v,ez, define una transformación entre las autofunciones del campo 
r-eferidas a las repr-esentaciones (q) y (Q). Dada la autofunc1ón 
g'nin2'" (q1 q2 ... ) referida al primer sistema que define la con
figuración de nJa. fotones en el·,estado al cual se r.efiere Hl' ·etc. se 
ha demostrado en el trabajo citado que se transforma en 11ji 
autofunción 

I1 n1n, ... (Q1 Q2 ... ) = 2:: d.~/~,;·::.. gmlm ... · (Q1 Q2 . : .) 

con 2::imi=2::jnj. 

(1. 6) 

El cuadrado del módulo de los coeficie~tes d"¡It ..... dan la 
?nl?n~ •••• 

probabilidad de la configuración correspondiente a m1J m 2, ••• 

fotones distribuídos sobre los estados definidos por Q1' Q2' .... 
El. problema se reduce, pues, "a determinar estos coeficientes. 
En -el trabajo citado se han dado expresiones formales para estos 
coeficientes y que, -en general, no son simples de calcular. En 
el presente trabajo se obtienen -expresiones algebraicas que per
miten calcular en forma inmediata estos coeficientes en función 
de las amplitudes crs ' En el caso de un solo fotón .pr-esente en 
el campo-el'cuadra.c1o·del módulo de estas amplitudes determinan 
d~r-ectamente la probabilidad de la. corre~pondiente distribqdón. 

El problema -se resuelv,e planteando la transformaci'ón p, q 
-+P, Q de la sig~nte manera: 
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Definimos las variables: 

h 
Y --a* r- 21t r 

"y -~b* 
s- 21t s 

(1. 7): 

/(1. 8); 

y, teniendo presente la regla de conmutación de los operadores 
de amplitud se obtien'e: 

(1. 9) 

En esta forma, las variables y, z e Y, Z son canónicamente 
conjugadas. Además, teniendo 'presente la (1. 3) se tiene las 
transformaciones 

'Zr,= :.z; c*rs Zs' 
8 

, (1.10) 

La transformación canónica p, q -+ P, Q puede, en esta for
ma, 'enunciarse como el producto de: 

a) la transformación canónica p, q -+ y, Z 

b) la transformación de coordenadas y -+ Y; Z -+ Z 
c) la transformación canónica Y, Z -+ P, Q. 

,'En la parte II se emplea el, formalismo para determinar la 
distribución de fotones, en ondas multipolares 'eléctricas y mag
néticas, 10 que permite calcular la probabilidad 'que un fotón 
sea emitido por un multipolo según una dirección determinada. 

§ 2. - Transformación p, q -+ y, z. Las expresiones .el. 4) 
y (1. 7) definen la transformación canónica: 

(2.1), 

. h . Y:--h ' olV1 
Y =l-Z-~ 2vq=---

r 21t r r r oZr 

.. 

\ 
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/ 

:; 1, (.~ 

. t 

en donde W 1 ( q, z) es 'la función generatriz de la transformación 
que consideramos. . 

'El núcleo de la transformación resulta: 

En la representación p, q las autofunciones del c~po son 
las funciones de Hermite: , . 

1 .. 1 
gnln~." (~1 ~2' .. ) =Ie - 2"Ei

2 
Hnl (~1) e - 2"E2

2fi Hn, (~2) .... 

La transformación de estas funciones mediani'e el núcleo 
(2.2) se obtiene teniendo presente e1 desarrollo en ''funciones de 
Hermite normalizadas 

que . permite obtener, siendo x= 1 {1 z: . V 2'" 
fnl np'" (zl Z2' .• ) = 

ro 

f Sl (~1 ~2' .• Zl Z2' .. ) gnlna'" (~1 ~2' •• ) d~l d~2 •.• = 

(2.3), 

La transformación p, q ~ y, z, debido' al carácter no her-' 
mitiano de las variables, y, z no es unitaria siendo81- 1 ::-/= 8 1*, Por 
esta razón la transformación de las funciones ortogonalés gnln,"" 

no produce fmiciones ortogonales. No es posible, por ,este mo
tivo, atribuirles a las funciones f nln.... el carácter de autofuncio
nes del campo (2). Esto hace gue la inv,ersión de la int~gral 

(") Estas f:unciones son designadas "Funmones Generatrices" 'por H. 
W. PENG, Proc. Roy. Irish Acad. 51, A NQ 8, 113 (1947). Según una cita de 
Peng han sido introducidas en la descripci6n del campo de radiaci6n por P. 
A. Y. DIRAC, Quantwm eleotroilynamic8. Comunications of the Dublin Institute 
for Advanced Studies A, NQ 1. 

, .", '.'~ l. 
. ':r" 
o' 
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, (2. 3) correspondiente a la transformación p, q no sea trivial. Ha
llado el núcleo 8 1- 1 de esta última transformación y puesto 
que z 'es compleja, será necesario determinar el camino de in
tegración en el plano, z de modo que se obtengan las funciones 
9 como transformadas de las f., Resulta ser: 

8 -1 (' 'C) - ~i [~Ei2 + ~Zi2 - V2ZiEiJ 
1 z, '" -:-c 2 2 (2.4) 

'Utilizando la integral: 
00 

- E
2 

1 J -,s2+2isE d e 2 =- e' s 
JIn -ro ' 

y la definición de HIl(~) mediante la derivada de ordim n de 
1 

e-2 E2 se obtiene: , 
ix> 

,91l11l.'" (~1 ~2' .. ) = f S'l-l (z, ~)flllIl2'" (Zl Z2' .1.) dZ1 dz2 . ... (2.5) 
-iXJ 

, § 3. - Transformaciones z --+ Z; Y, Z ~ P, Q. La' transfor
mación de cqordenadasz ~ Z, definida ,por la (1. 10) permite 
transformar 'en forma inmediata las funciones t 1l11l •••• (zl Z2' .. ) en 
las correspondien(es a la repr,esentación Z. En efecto, se tiene: 

con 2:.mi=2:.nj=N. 

Nos interesa dar una representación' adecuada de los coefi:
ciente$ b :::~~';: .. de este desarrollo. Se tiene que: 

bnln." .. ' 11 
?II1'1I!2'" (2ni) N 

(3.2) 

,! '." 

U1~itllil!ii!A~'1¡~~;il:;!i¡~.I\l'j!Üi¡:i:;,;,·;· ~i~ .'¡i~,Ú\~f'f;~\~·j,¡,'j;l,:~~~:·I.;;;~:. ·;;~.~¿;;:~¡;:i;:~~';~~~ .. \ltj:": 1.' .'~.~ " .\" ".' ,\,¡1,_:" .~:·~f '.) .. , " 
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Observamos ahora, que si formamos el desarrollo: 

resulta: 

La transformación canomca Y, Z -+ p,.Q ,es la Inversa de 
P, Q -+ Y, Z análoga a la tratada en el § 2, puesto que en la 
representación P. Q las autofuncio!les del ~ampo son: 

Iv. Ivk 
gnln2'" (Xl X2 • •• ) =e- ·2".ll.C Hnl (Xl)e -"2.<1.2 Hn2 (X2) ••• 

1 {V: con Xj=2n V T Q. 

(3.4) 

§ 4. - Transformación de configuraciones. Puesto que las 
funciones f nln~'" no pueden considerarse como autofunciones del 
campo, no podemos a priori inte~pretar al cuadrado del módu}p 
de los coeficientes b :::~;;~:.. de (3.1) como la probabilidad de 
la correspondiente configuración. Demostraremos, sin ,embargo, 
que estos coeficientes son los mismos que los del des,arJ.1011o 
(1. 6), para los cuales vale la· mencionada interpretación. 

Sea 8( q, Q) el núcleo de la transformación p, q -+ P, Q. 
Se tiene: 

"" f 8 (q, Q) gnln2'" (q) dq=!1nln2'" (Q). (4.1) 

Si 8 2 (z', Q) ·esel núcleo de la transformación Y, Z -+ P, Q 

~ .; .. ~;;.:.: 
;.;...., 

r.. 

I·J·~ .. · . '. 
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análogo al dado por (2.4), t,eniendo presente las expresiones (2,3) 
y (3.1) se obtiene: 

ca ie» 

I J S1 (q, z) S2 (Z, Q) gnln2'" (q) dqdZ=: 
-00 -iXl 

iao 

J ~2 (Z, Q) inln2'" (z) dZ =l1nln .... (Q). (4.2) 
-ioo 

Comparando esta última con la (4. 1) se obtiene la' ~elación: 

iao . 

J S1 (q, Z)-S2 (Z, Q) dZ =S (q,Q). (4.3) 
-ia:-

Por otra parte, la (3.1) puede darse én la forma: 

m ao 

. J Si (q, Z) gnln2'" (q) dq = ~ b~:~;,;: .. J S2-1 (Z, Q) gnlI12'" (Q) dQ. 
7n 

-00 -oc· I 

Multiplicando' por S2 (Z, Q'), integrando respecto a Z y ob
servando que: 

iw' 

. J S2 (Z; Q') S2-1 (Z, Q) dZ = b (Q-Q') 
-ico 

\ 
llegamos, teniendo presente la ( 4. 3) Y llamando nuevament~ 

Q a Q': 

Los coeficientes b ~::~,~: .. son pues los coeficientes d ~~~~': .. 
de (1.6). 

Si tenemos presente las (3.2) Y (3.3)' obtenemos para la 
probabilidad de .la configuración m1' m2,... asociados a las 

-)o -)o 

ondas Bü B-2, .,. la expresión: 
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(4.4) 

De (3.1) se sigue' que C*SI, Csl da directamente la pro.babili
fiad, en el caso. de un 'so.lo. fo.tón presente en el" campo., de; o.bservar 
este fo.tón en' el estado t si inicialmente está referido. al estado. s. 

Debe cumplirse, naturalmente, que ~ W:::l~;::.,=l, lo. que re~' 
, m ' 

sulta '~n fo.rma inmediata de (3.1) Y '(3.3): 

La r~presentación (3.2) de lo.s co.eficientas b;:"::, permite 
determinar el valo.r. medio. del número. de fo.to.nes aso.ciado.s al 
estado. t, resultando.: , 

ml= Z:nl' (C*rIOrt) (4.6) 
l' 

Igualmente, es calculable la dispersión media cuadrática, del 
valo.r medio. (3), o.bteniéndo.se: 

cs t
2 = mt + (ml)2 - z: nI' (n,.+l) (C*rd~Cr;)2.' (4.7) 

l' 

(") La discusi6n de esta 'expresi6n y los desarrollos correspondientes serán 
publicaclos pr6ximamcnt~. 



~.~ • ¡ 

'1.' 
~. 

~.' .. 

-72 -

PARTE 11 
~ 

Distribución de c?nfiguraciones en la. radiación de mult!polos. 

5. - Generalidades'. Hemos visto que '1m el caso de un solq 
fotónpr~sente en 'el campo de radiación los coeficientes bnm coin
ciden con los Crs de (1. 2). Si en un caso ,de~erminado ,se c~..: 
nocen estos' coeficientes se podrá atribuir en el proceso de ,emi
sión de un fotón cierta expresión a la onda 'emitida si la 'exc;i-

+ 
tación ,está dada en un sistema ortonormal Ar. Recíprocamente, 

+ 
si se conoce la expresión de la onda ,emitida Bs se podrá deter

+ 
minar la probabilidad de la excitación de una de las Ar median~e 

+ 
las cuales es expresable Bs. Nos r-eferü:nos a este último caso, 

+ + 

.siendo Bs una onda multipolar (eléctrica o magnética) y ¡-ir 

ondas planas. 
El campo de radiación puede ser expresado desarrollando las 

funciones de campo en ondas esféricas, cada una de las eual'es 
satisfaoe las ecuaciones de Maxwell. Estas soluciones ,(eléctricas 
y magnéticas) ,están caracterizadas por los números enteros l 

, Y m. El primero caracteriza a la onda emitida por un multipolo 
(eléctrico o magnético) de cirden 21• Los difer,entes valores de m 
corresponden a las distintas posibles orientaciones del polo 2 l 'en 
el espacio. ~i, en particular; se tiene solamente la radiación de 
un multipolo de orden 2l las restantes ondas :esféricas deben 
considerarse vacías. ' 

El campo de. radiación que consideramos, pUlede también 
obtenerse expresudo 'en ondas planas, cada una de las cuales 'está 

, + 

caracteriza¡da por el vector de propag'Uición le, la frecuencia v = 
+ 

;n1lc I y ·el vector de polarización e. Si se establece que una de 

estas ondas planas 'está excitada y las restantes vacías, 8'e puede 
resolver el pr.oblema de determinar la probabilidad de la ,excita
ción de una onda multipolar dada. Recíprocamente, puede plan
tearse el problema de determinar' la distribución de un fotón, 
que inicialmente eslá asociadQ a una onda multipolar, sobre las 
ondas planas' mediante las cuales aquélla es 'expr,esable. Esto últi-
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mo equivale a determinar la probabilidad que un fotón 'es emI-
-+ 

tido por un multipolo ,'en cierta dirección dada por k Ambos 
problemas son equivalentes y s'e resuelven (§ 4) hallando los coe
ficientes de la transformación unitaria onda plana-ondas esféricas 
y recíprocamente, onda esférica-ondas planas. 

Se tendrá en general: 

-+ +1 ~ J - -+ -+ . 
A = f ~.!!t Al1n= . b(le, u, v) e (u, v) é(la) Je2 dIe sen u du dv. (5.1) 

Una onda ,plana será ,expresable 

-+ + +1 
b(le uv) e,ei(lcl') = z: z: G¡m (lcuv) Atm (r, -&, cp) .. 

1 m=·-I 

o bien, cada solución esférica : 

J 
-+-+ 

Alm (r~' cp) = G*r (Je u v) e (u v) ,eihr Je2 dJesep ududv 

+ 
siendo le, u y, v las coordenadas. polares del v,ector le. 

(5.2) 

(5.3) 

En (5. 2), I Glm (le u v) I da la probabilidad que el fotón 
asociado a la onda plana' definida por Je, u y v esté asociado a 
la onda ,esférica Alm. En (5.3) el mismo valor define la proba:
bilidad que un fotón emitidó por un multipolo l, m sea emitido' 
en un á~.sulo sólido dw = sen a da dv. Si, por otra parte, supo
menos que la radia¡ción emitida es monocromática, la (5.3) 
se convierte en: 

. J -+-+ 
Alm,(r~' ep) = G*r( u, v) e Cu v) é'cl' dw (5.4) 

y tendremos, aSÍ, definida la probabilidad que <Bl fotó~ sea ,emi
tido según la dirección dada por u y v. 

§ 6. - Soluciol'/;es ,esféricas expresadas ,en ondas planas. Sean 
r, -&, cp las coordenadas polares de un lugar del espacio y le, u, 'IJ 

. '-+ 

las coordenadas polares del vector de propagación le. -& y u for-
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man dos lados de un triángulo esférico cuyo tercer lado·· a, 

cumple: 

cos a, = cos & cos u + sen & sen u cos ( cp-v). (6.1) 

T,eniendo en cuenta la fórmula de Rayleigh: 

ilc.7'cosa '[(l )V~J (k)P( ) e = Z l 2 +1 -,- 1+1/2 ricos a, 2 er 

la (6.1) Y el teorema de adición de las funciones ,esféricas se 
llega: 

?- 00 +1 V-ei(¡cr} = Z Z 4n i,l ~ 
. 1= rn=-I 2kr 

eimcp e-iinv 
Jlt1/2 (Ter) Plm (cos 3') -=Plm (cos u)-= 

. y2n Y2n 
. (6.2) 

en donde Pim son las funciones ,esféricas Plm normalizadaS, 
La anterior permite escribir, teniendo en cuenta la ortogo-

l e-imv 
nalidad de las funciones Y*lm (u v) = p¡m, ( cos u) --:= : 

V 2n 

_l _ Y¡m (uv) 'ei(lcr} sen ududv=XI(kr) Y¡m (uv) '1+2J 

4n . (6.3) 

siendo: 

'. Xl (kr) = V 2/: JZ+1/2 (Ter)' 
?- "?-

!ecordando que en el campo de radiación A =TE, sien-

do Eel vector eléctrico del campo se tiene: 

z 
(Az)lm= k[(Er)lm cos,3o - (Et} )lmsen 3o]. 

V~ (Ax±iAy)¡m= 

l V 2/c [(Er)¡m sen 3· + (E f) )lm cos 3· ± i (Eco) ¡m] e±icp 

, . . ', :. 
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en donde (Er)lm, (E )lm, (E,p)lm son las componentes del cam
po ,eléctrico de una onda multipolareléctrica en coordenadas 
esféricas dadas por Debye (4). De aquí se obtienen las ex:pre
siones (5): 

C
A) {(l(l+m+1)(l-m+1) ) 1/2 X (1) ym (S' ) 

z ¡m=~ (1+1) (2l+1) (2l+3) lt1 l.r l+t ',cp + 

[ 
(l+l)(H~m)(l-m) ]1/2X _ fll.r) y~ (& D)'} 

l(2l-1) (2l+1) 1 n 1 1 ,5 

v~ (A:v+iAY)lm= 

{[ 
1(l+m+2) (1+m+1) ]1/2 X 1 y"'+t S. 

[3 2(l+1) (21+1) (2l+3) lt1 (l.r) l+t ( ,cp)-

[ 
(l+1)(l~m)(l-m-1) ,]1/~ X _ ('kr)"ym!l (& )} 

2l(2l-1) (2l+1) . l 1 1 1 ,cp . 
1 . 'V2 (A:v-lAY)lm= 

(6.4) 

{[ 
l( l-m+2) (l-m+ 1) ]1/2 X l-r ym+1 & 

-~ ,2(l+1)(2l+1)(2l+3) 1+1(') l+t ( ,cp)+ 

[ 
(l+l) (l+m) (l+m-1) ]1/2 X _ (kr) y~-l (&, )} 

21(2l-1) (2l+1) /1 1,1 cp 

donde [3 'es un factor numenco independiente de ly m. 
Estas 'expresiones del vector potencial rasultan combinaCiones 

lineale3 de la3 (6. 2). Se puede, así,expre3ar: 

la que 'en relación con la (5.3) nos da: 

(') Ver p. e. M. BORN, Optik (Julíus Springer, Berlín, 1933) p. 278. 
(") Se emplean algunas relaciones de recurrencia entre funciones esféricas 

que figuran en el articulo <le H. BETBE, Handb, der Phys. T. 24.1 Berlin, 
1933, § 65. 
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y siendo: 

(R) m='i¡{[ 1(I+m+1) (l-m+1) ]i/2y m (a v)-
z ¡ (1+1)(21+1)(21+3) 1+1' , 

[ 
(1+1) (l+m) (l-m) ]i/2 y m (a V)} 

1(21-1)(21+1) 1-1, , 

(R ,) 'l {[ l( l+m+2) (l+m+ 1) ]i/2 Y mH ( ) 
xtiY ¡m=l 2(1+1)(21+1)(21+3) IH, a,v + 

[ 
(1+~)(I-m)(I-ni-1) ]i/2 y m~1 (a v) (6.6) 

21(21-1)(21+1) 1 1 , 

(R .) m=i¡{-- [1(I-m+2) (l-m+1) ]1/2y m-l Ca v)-
x-iY ¡ 2(1+1)(21+1)(21+3)' IH . ' 

[ 
(1+1) (l+m) (l+m-1) ]i/2 y m-1 (u v)}' 

2(21-1)(21+1) /-1' 

En forma anál~ga,empleando las soluciones esféricas mag
néticas se llega: 

¡ m' 
(Az)¡m=13 V Xl' y¡m (u, v) (6.7) 
i' 1(l+1) , 

1 '. " ((I+m+1) (l-m) )1/2 
V2(Ax+'lAy)¡m=~ 21(1+1) X¡ (kr) y¡mtl (tl·,cp) 

1 . : ((-I-m+1)(I+m) ) i/2 

V2 (Ax~lAY)lm=~ 21(1+1) , X¡(1cr)Y¿m-l(&,cp) 

con los correspondientes coeficientes: 

il- 1m 
(Rz).lm= if'r-1 V Y1m (u, v) 

, l( 1+1) 

(R, ) m= il-1 ((I+m+1) (l-m) ) 1/2 Y mtl (a v) 
xt!Y l ,21(1+1) / 1 , 

( R .y)"m = íl-1 (( l-m+ 1) (l+m) ) 1/2 Y¡m-l (u V). 
" :D.-t • 2l( 1+ 1), ' 

(6.8) 

,,' 
,.':. 

~, 
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§ 7. - Probabilidad de las distl·ibuciof/¡es de un totón multi
polar. Mediante la (6.5) pod"emos construir la (5.1) y de ello 
obtenemos: 

'" +1 + 
:!; :!;a¡m IR¡m (u, v) 1= b (u, v). 

1=1 m=-I " 

(7.1) 

Puede demostrarse que la (6.6), así como la (6.7) forman 
un sistema completo de funciones ortogonales normalizadas. S,e 
obtiene así la expresión correspondiente a la (1. 3) 

, " 

Según se ha qemostrado en el § 4, la (7,2) nos permite 
calcular la probabilidad que un multipolo de orden2¡, con una 
orientación dada por m, emit.a un fotón 1m la dirección dada 
por u, v mediante: 

+ -+ 

IG¡m (u, v) 12 = (R*¡m (u, v) .. R¡m (u,v)). 

Para dipolos l = 1 se obtiene: 

m=O 

m=±l 

Para cuadrupolos l = 2: 

m=O 
15 " 

IG °12= -sen2 2u 
2 16 

5 
m=±l' IO±lI2=- (cos2 u + cos2 2u) 

8 

5 "1 IO±22 12=_ (sen2 u+--:-sen2 2u). 
8 4 m=±2 

.;t. ~, 

(7.3) 

(7.4) 
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Para un número n de fotones emitidos por el multipolo l, m 
el valor medio observable en la dir,ección u, v está dado, sgg(m 

-)o 

:( 4.6) por n/ R1m (u, v) /2. Las fluctuaciones quedan determina-
+ -+ 

das según la (4.7) por n/Rlm/2 (1-JRlmJ2). Puesto que la inten-
sidad de la radiación es prop'orcional al número de fotones a~o
ciados, la expresión obtenida para el valor medio debe ser pro
porcional a la intensidad de la radiación. En efecto: las (7.3). 
dan una distribución angular de la intensidad de la radiación que 
coincide con la conocida para dipolos. Las (7.4) coinciden, 
también con las expresiones dadas por Rubinowcz (6). ' 

Con plQ.cer agradezco al Prof. G. Beck algunas discusiones 
referentes a ,este trabajo. ... 

(Recibido el 15 de marzo de 1949). 

(0) A. RUBINOWICZ, Zeits. für Phys. 61, 338 (1930). 
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ASOCIACION FISICA ARGENTINA 

DECIMO TERCERA REUNION DE LA ASOCIACION FISICA 
ARGENTINA 

Celebrada en el .I.nstituto. de Fisica de Buenos Aires los dias 23 y 24 de mayo 
de 1949 .. Presiden tes de las reuniones: sucesivamente los Dres. RICARDO 

GANS y TEÓFILO ISNARDI, el Ing. ERNESTO E. GALLONI, el Dr. 
HÉCTOR ISNARDI y el Ing. '~ALLONI 

INFORMES 

GUIDO BECK (Observatorio Astronómico, Córdoba): Progresos re
cientes en e~ conocimiento de ~a estr7wtura d·e~ e~ectrón. (Apa
reció en Ciencia e,. Investiga.ción, 5, 231 (1949)). 

JORGE SAHADE (Observatorio Astronómico, Córdoba): Las estrellas 
Wolf-Rayet (Aparecerá en Ciencia e Investigación). 

ALBERTO GONZÁLEZ DOl\fÍNGUEZ (Universidad de Buqp.os Aires): 
Funciones sing1tla'res de la física. (Aparecerá en esta revista). 

ANTONIO RODRÍGUEZ (Universidad de La Plata) : Estado actua~ de 
~a teoría de ~os líquidos. 

RESÚMENES DE LAS COMUNICACIONES 
I 

K. FRANZ (Buenos Aires): Una generalización, parro impedancias, 
de~ teorema de Foster y S7t aplicación a~ ancho de ~a banda de 
frecuencias de una antena. 

~. 

Entre todas las impedancias que en un intervalo dado de fre:
cuencia poseen una parte real cl¡1da, ninguna tiene una disminu
ción más grande de la parte imaginaria en función de la fre
cuencia,' que la función comi)arativa positiva caracterizada en el 
intervalo dado por una parte real igual a la dada, y fuera del 
mismo, por una parte real nula. Siendo una función potencial, 
tal función comparativa puede ser determinada por diversos pro
cedimientos conocidos. Existen impedancias que admiten cual

. quier grado de aproximación a la función comparativa. 

> .. :'''> ) ' 
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Aplicando este teorema al probl~ma de la adaptació~l; de 
antenas a cables, resulta una limitación de la banda de las fre¡ ... 
cuencias que pueden ser emitidas por la antena. Sea por ejem
plo COmll.x la frecuencia máxima· emitida y COmín la fr,ecuencia 
mínima, y d el amorti:'guamiento de un dipolo; resulta para la: 
banda el valor . 

A. GONZÁLEZ DOMíNGUEZ (Universidad de Buenos Aires) : RelaciO'
nes rnódttlO'-fase en un intervalO' finitO' a;e frecttencias. 

Teorema 1. - Si se conoce el módulo de una transferencia 
de un circuito lineal pasivo en un intervalo finito de frecuencias 
COl < co < co2' Y s,e sabe, además, que en el intervalo complemen
tario d módulo es menor o igual que 1, entonces la tase de 'la 
tran~ferencia está determinada, en el int,ervalo col:::;: CO -< co2 ' a me
nos de una función decreciente de la frecuencia. 

Como corolario resulta el ., 

Teorema 11. - En la banda pasante de un filtro lineal la fase 
es función decreciente de la freéuencia. 

Los teoremas anteriores tienen correlativos para impedancias. 

Teorema 111. - Si se conoce la resistencia R( co) de un di:. 
polo en un" intervalo COl < co < C0 2,. la reactancia está determinada 
en el misnto intervalo, a menos de una función no dec1~eciente de 
la fr.ecuencia. 

Teorema IV. - Si la resistencia de un dipolo se anula en un 
intervalo, la reactancia en ese intervalo es función no decreciente 
de la frecuencia. 

Como corolario ·de los teoremas 111 y IV, resulta el siguiente 

Teorema V. -'- Entre todas las impedancia de resistencia R( co) 

pr,efijada en el intervalo. complemeniario e~ tal que la curva de 
r.eactancia tiene, para todo punto del intervalo, tangente mínima. 

Este teorema pertenece al Profesor K. Franz (Elelctrische .. 
Nlachrichlen-Technik, 20, (1943), pp. 113-115), quien ha hecho 
de él importantes aplicaciones al diseño de antenas. 

.. Il 

,. :,~ 
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TEÓFILO ISNARDI, JUAN T. D'ALESSIO y DEÍTLEF A . .AnERLE (Facul
tad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Buenos Aires) : 
Un nuevo cuerpo decolante para medw tensión superficial. 

En -el método de Lenard para medir tensión superficial se 
utiliza un estribo, cuya ejecución 'es difícil. Para salvar i()sta difi-. 
cultad lo hemos sustituído por. una lámiha de plata de 0,07 mm. 
de espesor, de 3 cm. de largo y 1 ·cm. de ancho, qUie lleva late
ralmente dos alambres de 0,4 mm. de diámetro para limitar la 
"película y darle estabilidad. El perfil inferior de la lámina es 
rectangular, de ancho constante. . 

Con una balanza analítica adaptada a estas mediciones (J. 
T. D'Alessio, Tesis, Inst. de Fís. de Bs. As')! se mide la fuerza: P: 
que ejerce la película líquida sobre la lámina colocada vertical
mente; al elevárs'elagradualmente P aumenta hasta alcanzarse 
un valór máximo, que corresponde al «primer máximo» del es
tribo de Lenard. La teoría de la lámina que' .proponemos conduce 
fácilmente a la fórmula . 

a=~-!!..(V2as~) 
2l 2 l 

( a = tensión superfi:cial, l.y b = longitud y espesor de la lámina 
respectivamente, s = peso específico del líquid~). 

. Hemos obtenido con benzol especialmente purificado y toluol 
pro análisis Merck valores que coinciden al 0,1 % con los .m~jores 
datos de -la bibliografía. (~éase D. A: Abede, Tesis. Inst. de Fís. 
de Bs. As. para más detalles). 

TEÓFILO ISNARDI, JUAN T. D'ALESSIO y DETLEF A. AnERLE (Facul
tad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Buenos Aires): 
Una nueva utilización del método de armnque para medir ten
sión superficial. 

Con la lámina metálica que proponemos (véas·e 'al tl'abajo 
anterior) y la balanza analítica -adaptada, hemos obtenido cur
vas de P, la fuerza queej.erce' la película. líquida sobre la lámina 
metálica, en función de la altura h,. obteniendo valores' estables 
de P más allá del primer máximo. 

Las curvas presentan las siguientes caraCterísticas: hasta el 

. ,. 
.1' 
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primer máximo la variación de P con h es lineal, lo cual está de 
acuerdo con la teoría de la lámina que hemos desarrollado .,,(D. 
A. Aberle, Tesis. Inst. de Fís. de Bs. As.). Después de este valor. 
máximo P dis~inuye varios milígramoshasta gue se alcanza un 
valor estable (P) que. r,esulta sensiblemente independiente dé la 
-~ltura y que corresponde probablemente al estado de la lámina 
líquida en que sus dos superficies se han acercado tanto que su 
peso es despreciable. 

~a tensión superficial puede calcularse con la fórmula simple 

d= ;z (l longitud de la lámin~), pues los otros términos de 

corrección resultan ahora despreciables. Los valores de a con to
luol y benzol ~btenidos con primer máximo y con -el segundo 
valor estable (P) concuerdan lentre sí y con los mejores de la 
literatura al 0,1 %. 

Esta nueva utillzación del método de arranque presenta mu
chas ventajas sobre la que 'empl,ea el primer máximo. 

DISCUSION DE LOS DOS TRABAJOS ANTERIORES 

Sr. K. o w a 1 ,e w s k y: La fórmula de Lenard, ¿se aplica a 
anillos como los del tensiómetro de du Nouy? 

Sr. Abe r 1 e: Para este cuerpo decolante se usan las tablas 
empíricas de correcclón de Harkins y Jordan. 

Sr. :q'Allessio: Lenard dedujo una lecuación semejante 
para anillos, pero sólo es aproximada. La forma de la pelicula. 
líquida en anillos es muy complicada, y la integración de la 
. ecuación de Laplace sólo se ha hecho con aproximaciones. En 
cambio, la teoría del estribo. no ofreoe dificultades. 

Sr. G a n s: ¿ N <? han tenido inconvenientes para formar pe-
lículas con agua? . 

Sr. A b 'e rl e: Los hemos tenido maJoDes con benzol. 
Sr. 'D' A 1 ,e s s i o: Por supuesto que es necesario tomar to

das las precauciones habituales de purificación y renovación de 
la superficie; pero las película¡s de agua son más estables que 
las. de benzol. 

Sr. G a vio 1 a : ¿ No conv,enelría usar una esfera como cuer
po de arranque? 

, .~ 
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Sr. D'Alessio: No ti~ne ventajas sobre el estribo de Le
nard o la lámina que proponemos, pues con 'estos últimos cuer
pos uno de los radios de curvatura de la película líq!lida se hade 
infinito. La teoría de una es:l)era en contacto con un líquido se ha 
hecho con aproximaciones a fines del siglo pasado.' 

Sr. 'Dawson: ¿No es mejor que la lámina termine en un 
canto c~líndrico en vez de plano? 

Sr. D'Al'essio: Por el contrariq, nos asemejaríamos al 
alambre del estribo de L'enard, pero con un radio de curvatura 
peor definido. 

H. J. SCHUMACHER (Buenos Aires) El espect1'o de bandas y el calor 
de disociación del BrF. 

Se r~gistró el espectro del .BrF con un espectrógrafo Zeiss 
de tres prismas, f (cámara) = 87 cm.; dispersión 12. A/mm. 

Se estableció el esguema de los cantos y la fórmula de ban
das correspondiente. Mediante extrapolación gráfica de los Cll.anta 
de vibración se pudo determinar la energía de disociación del, 
término superior y, mediante adición del .núm~ro de ondas de la 
banda 0, O ellímÍte del sistema. 

Para la energía de disociación del BrF se obtienen diferen
tes valores, según que se suponga una disociación en F excitado 
y Br normal o en F normal y Br excitado. Los valor~s hallados 
son 

DBrp =50.3 kcal±l Ojo, respectivamente, por mol. 

Este trabajo fué realizado en colaboración con el Dr. P. H. 
Brodersen. 

J. A. BALSEffio (Instituto de Física, La :plata) : Transformación de 
de configuraC1:ones de campos con estadística de Fermi, 

La función que describe un campo de partículas que res
ponden' a la estadística de F,ermi, puede ser referida a dos siste
mas de funciones ortogonales. Dada una distribución de confi
gm;aciones referida al primer sist'ema, se resuelve el problema de 

,,, .. ,: 
.. ,;J 
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deJerminar la probabilidad de una determinada distribución refe
rida al segundo sistema . 
9 

J. F. WESTERKAMP (Instituto de Física, Buenos Aires): Sobre la 
conservación de l,a energía en la dif1tsión de la l1tz. 

Experiencias de Lennuier sobre difusión de luz de frecuen
cia v < vo' han puesto en evidencia la aparición, en la luz difun
dida' de una línea. de la frecuencia de resonancia Vo del átomo 
emisor. Se muestra ,que ,este hecho está de acuerdo con las ideas 
corrientes sobre la estructura de la radiación, ,Y que en teoría 
cuántica, la conservación de la energía en el fenómeno consideradQ 
hace intervenir la indeterminación de la ene:gía debida a las 
condici~nes . iniciales de la ·experiencia. 

DISOUSIÓN 

Sr. Be c k: No estoy conforme con la interpretaCión que 
se dá al I1E. Aquí, lo verdaclerament'e importante es la energía "
Elc-Ei-hv Y no la 118, que es mucho menor. Deseo señalar, 
además, que estas experiencias de Cabannes y Lennuier .permiten 
ver con mucha claridad la importancia de las ideas de Bohr sobre 
complementaridad. Además, la interpretación propuesta explica 
también lo que encontró Lennuier: que la línea Vo aparece con sus 
caracteres propios, su 'ancho, Y la de difusión v l' con el suyo de 
incidencia. ' 

Sr. G a v i o 1 a: Convendría des lacar el significado del con
cepto de complementaridád, porque parecería que existe un len
guaje especial para interpretar estos hechos, lenguaje que no coin-
cide con el corriente. ¿ A qué se debe la incerteza? ¿ A la dif,e-
rencia Elc-Ei? . 

Sr. W ,e s ter k a m p: A ella y al hecho de que no pode
mos decir que « al tiempo t = O el átomo está en el estado ,funda
mental». Es decir, a la imprecisión con que se formulan las 
condiciones iniéiales. 

Sr. Be c k: En la teoría cuántica, las nociones de incerteza 
y de complementaridad han sido inlroducidas .para obtener un 
lenguaje libre ele contradicciones y paradojas; si se quieren for-

,\ 
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mar imágenes más detalladas~ que las limitadas 'por las relaciones 
de Heisenberg ,se llega a contradicciones y para~ojas. En· este 
caso, al tiempo t = O queDemos que la configuración electrónica 
del átomo sea la misma que la de un átomo en el, eStado funda!-· 
mental en el vacío. Y lo gue se demueslraes que, si vi es muy 
próxima a una resonancia del átomo, el ·estado· no lestacionario 
¡mede obteners-e superponiendo dos estados estacionarios. 

F. GARCÍA OLANO (Academia Nacional de Ciencias Exactas, Físi
cas y Naturales, Buenos Aires): Ecuación de estado de los 
sólidos. 

Partiendo de -las fórmulas establecidas .por Murnaghan 'en 
su traabjo «Finite deforn1ations of an elastic solid», Journal 01 
Am. M.ath. 1932, se establece la relación que liga la variación 
de volumen con una presión hidrostática. Se comparan -los re
sultados con los valor.es experimentales de Bridgmann y con la 
solución aproximada propuesta por el autor en la XIa r,eunión 
de la A. F. A. 

En cuanto a la variación de volumen .y del: coeficiente de 
compresibilidad con la temperatura, el autor llega a la conclusión 
de que no es posible establecer relaciones simples y únicas. 

El autor -elige las fórmulas, que a su juicio, son las más 
sencillas que dan resultados suficientemente aproximados. 

J. SAHÁDE y J. LANDI DESSY (Observatorio de Córdoba): ESltudio 
espectrográfico de la estrella OPD- 619 669. 

(;. 

- La estrella CPD - 610 669 fué anunciada como binaria es
pectroscópica en 1930 por Neubauer. El estudio e~pe'ctrográfico 
realizado mediante placas. obtenidas len Bo~gue Alegre confirma 
la amplitud en velocidad radial encontrada por Neubauer .y ha 
permitido determinar 'el período de variación y los ,elementos 
orbitales que corresponden a la curva' de velocidades. 

A. BALsmffiO (Inst~tuto de Física, La Plata) : 1!luct1¿aciones en los 
campos cuánticos estacionarios. 

Se resuelv.e el. problema de las fluctuaciones del número de 
partículas asociadas a un .estado dado. Se consideran las fluctua-



- 86-
/ 

piones correspondientes a partículas de estadística de Bose y de 
Fermi, y se obtienen ,expresiones comparables a las conocidas 
para el caso de equilibrio termodinámico. 

D. CANALS FRAU (Observatorio Astronómico, Córdoba) : Resultad~s 
.Preliminares de la Exposición de Placas "Nuclear Research" 
a 2.100' m de Alt1wa,. con 11 sin Absorbente. 

Dos cajas de cobre .( con paredes de 0,1 mm. de' espeso:t:) 
conteniendo 2 placas (de 9 x 12 cm.) «lIford Nuclear Research» 
C2 cada una, fueron expuestas durante 6 semanas a 2.100 m . 

. de altura en «El Cóndor», Pampa de Achala, Provincia de Cór
doba; 'una de ellas bajo 4 m. de agua. Otra media placa, en uná 
caja similar, fué dejada durante el mismo tiempo en Córdoba 
(400 m. de altura) a manera de control. El estado actual del' 
recuento del número de «eslréllas>.' (ruptiIras nucleare~) de tres 
o más ramas, por cm. cuadrado de superficie de emulsión, dá 
una frecuencia de: 27,4 para la placa de control.(I); 33,3 para 
las placas a 2.100 m. sin absorbente (11) y 37,4 para las placas 
a 2.100 m y bajo 4 ID de agua (I1I).Esto da, con respecto a 
la placa de control, por cm.· cúbico y dla una freouencia de 
27,8 estrellas para la difer,encia 11-1 y 48,1 estrellas para la di
'ferencia 111-1. El error medio del promedio es de alrededor de 
9 estrellas por cm. cúbico y día. U na misma superficie de una 
de las placas fué examinada dos veces, obtenié~dose valores é!e 
la frecuencia que difieren de su media aritmética en 1,6 %. 

W 

V. J. KOWALEWSKI· (Instituto de Medicina Experimental, Univ. de 
Buenos Aires): Dosímetro para radiació1} X. 

Se describe un instrumento para la medición de la intensidad 
de un haz de rayos X en base a sus efectos ionizantes. Se, mide 
la ionización p~oducida por el haz en una cámara de ionizac.ióJ1. 
tipo dedal mediante, un amplificador electrométrico. Las lecturas 
se efectúan directamente en unidades ~/min. El instrumento fun
ciona directamente con la corriente alternada de 220 voltios, 
siendo insensible a las variaciones habitu~les de dicha tensión. 
Se observan las .dificultad~s técnicas encontradas. 
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GONZÁLEZ Do.MÍNGUEZ (Universidad de Buenos Aires) : Sobre el 
transitorio en filtros. 

Teo.rema 1. - Si la transfer,encia de un circuito. lineal pasivo 
tal que su' módulo. vale la unidad en un intervalo. m1<m::;m2, 
respuesta del circuito. a la tensión unitaria no es monótona. 

Teo.rema 11. - Sea 

00 00 

t( m) = f .:-irot F( t) dt, (F(t) > O f F(t) dt= 1), 
o o 

la transferencia de un circuito. lineal. f\dmitimos que t"( m) sea 
abso.lutamente -integrable y de variación '. aCo.tada e'ñ (- 00 , 00 ). 

Definamo.s el tiempo de r-etardo. tr Y el tiempo. de formación tf 
po.r lo.s número.s ' 

00 00 

t,.= ftF(t) dt, lf2=f(t-tr)2F(t) dt. 
o o 

Se verifica entonces: 

'" 
tr::; ~ J It"(m) Idm, 

00 

ti < ~ J l t'" ( m ) I dm. . 

, El teo.rema 1 nos da una indicación acerca del « precio» que 
debe pagarse para o.btener rula transferencia exactamente igual a 
1 en toda la banda pasánte (a saber, la desagradable falta de 
monoto.nía de la respuesta). 

El teorema 11 pro.porciona, para lo.s impo.rtantes números 
tr' Y tf' aCo.tacio.nes, en función de la transf,erencia, m~s finas (si 
bien meno.s manejables), que las usuales. 
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A. A. CIOOHINI, H. MEJER, G: SOHWAOHHEIM, A. WATAGJ¡lIN (De
partamento de Física, Facultad de Filosofía, Ciencias y Letras 
de Sao PauIo, Brasil): Influencia de lO's d1tplos lcnoclc-on en 
el regilstro de Vos showers penetrantes. 

Con una disposición de dos telescopios verticales (1) se estu
dió la influencia de los el'ectrones duplos knock-on en el registTo 
de showers penetrantes; buscando la máxima intensidad de éstos. 
Para ello se varió la scp¡ara:,ción A y el esp¡esoir e c}e plomo entI'le\ 
los dos telescopios (*). 

El método consiste en determin'ar la fr,ecuencia de los du(>los 
kno~k-on mediante lá de los simples, producidos por los me-" 
sones que atraviesan un telescopio,. En la disposición de Wataghin 
la frecuencia de los duplos knock-on 'es: 

Donde: 

IV2S = coincidencias dobles, frecuencia de mesones . 

. N1fJ3 = coincidencias trip~s, que admitir,emos como debidas a sim
,pIes knock-on, 

Ji' = frecuencia de showers penetrantes ,en una disposición de Wa
taghin de idéntica geometría: uno ,por hora (2). 

Los resultados' son un límite superior, porque despreciamos 
en N123 la contribución de ,los showerspenetrantes, y también la 
de los electrones knock-on debidos a mesones diagonales que 80n 
registrados por los conjuntos ,,(1) y (111). . 

Las curvas N.m =f1(.e) y f=f(e) tienen al comie07.o un 
descenso brusco y luego ,son prácticamente lineales. Interpreta
mos esta parte como una absorción de mesones. 

Para [\=10,4 cm. y e=9,~7 cm. se obtuvo f=0,81± 
0,01 % • 

(') G. WATAGBlN. Phys. Rev. 71-453 -1947. , 
(*) Los grupos de contadores (II) y (III) forman un telescopio vertical 

y (1) está en lin~a horizo:ti.tal con! (II) separado en tJ. cm .. El sistema está 
totalmente rodeado por 20 cm. de plomo. 

(n) H. A..-MEJER, G. SORWAOHHEIM, A.. WATAGHIN, Phys,¡ Rev. 74-975 -1948. 
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CRONICA DE LA DECIMO TERCERA REUNION DE LA A.F.A. 

Buenos Aires, 23 y 24 de Mayo de 1949 

~l buen éxito de una reuniówmás de la A. F. A. ya no sor
prende. Nos vamos acostumbrando a ello. La décim'otercera se 
destacó por la calidad, cantidad y constancia dél auditorio (asis
tieron 67 personas a la 1 a. sesión y 63 a' la última) y por lel 
aho 'porcentaje de comunicaciones e informes de satisfactorio 
nivel dentífico. La l]articipación del Dr. Alberto González .00-
mÍngQez fué destacada: su meduloso informe,. conteniendo mucho 

: de presentación original, y sus comunicaciones fueron atentamente 
seguidos por el audítoriO, a pesar de los muchos signos de ,integral. 
El informe del Dr. Guido Reck sobr,e el 'Clesarrollo recÍente de la 
teoría del- el,ectrón, al .que él mismo ha contribuído; desarrollo 
que ha culminado con el trab~jo de Schwiilger de fines del año 
pasado, abriendo nuevas fronteras a la inte~acción entre el «vacío» 
y las partículas elementales, fué ciertamente interesante. (Comen
tario del Ing. Galloni: «U n nuevo éter está siendo creado»). 

Tuvimos la satisfacción de saludar a dos nuevos socios ac
tivos, los doctores Hans Joaquim Schumacher y Kurt Friinz, 
quienes hicieron honor a su categoría presentando. sendas intere
santes comunicaciones originales. 

El doctor Teófilo Isnardi fué elegido presidente y los doc
tores Ricardo Gans, Guido Beck, E. Galloni.;y Héctor Isnardi 
vicepresidentes de la reunión. La Dra. Estrella de Mathov actuó 
como secretaria.y el Dr. José W-esterkam,p como ta,quígrafo. 

Se resolvió gue la 14a Heunión se efectuase en La Plata.! -en 
septiembre de 1949.' 

Amables comidas en casa de los 'esposos Galloni, W1esterkamp 
y Mathov y una brillante cena de despedida en el Club Universi
tario facilitaron 'el contacto. personal informal, parte irrtportanta 
de las reuniones científicas. 

E. Gaviola 
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SOBRE LOS ESPACIOS ECARTIZADOS 
REGULARES a.. '>, 

por MANUEL BALAN2JAT (1) 

M. Fréchet (2) ha definido una clase de espacios abstractos~ 
los espacios ecartizados, más generales que' los espacios métricos, 
y que se obtienen reemplazando el número real que expresa la 
distancia ,entre dos puntos da un espacio métrico, por un ecart 
abstracto, ,es decir, por un elemento de un conjunto ordenado 
. cualquiera. Los espacios así obtenidos son efectivamente más 

. g·enerales que los espacios métricos (3) y conservan bastantes pro':' 
piedades de estos últimos; en particular se prestan a una exten
sión del concepto de contrnuidad uniforme. 

La extensión de la continuidad uniforme a espacios más ge
nerales que los métricosfué realizada por primera v·ez 'por A . 
. Weil (4). El método. de M. Fréchet consigue la obtención de 
dichos resultados por. un camino más natural e intuitivo, de 
forma que las demostraciones obtenida~ son la extensión natlU'a~ 
de las demostr.aciones. cl4sicas en el caso de la recta euclidiana; 
en particular no hay necesidad do introducir el espacio producto, 
que es esencial en: la teoría de Weil, y que no se presentaQa 

(1) Un resumen de los resultados de la presente nota fué presentado al 
Congreso del año 1947 de la "-+ssoeiation Frangaise pour 1 'avaneement des 
Seienees ' '. 

(") M. FRÉCI[ET, De l'écart numél'ique a l'écart abstrait ("Portugaliae 
Mathematiea", vol. 5, 1946, págs. 121-131). 

(") M. BALANZAT, Sur' la jormation' des espaces a écart rég1tUer et symé
trique (La Revue Seientifique, nQ 3288, 1948, pág. 34). 

(') A. WEIL, Sur l~s espaces a struoture uniforme et sur la topologie gé
nérale (Aetualités seientifiques et industrielles, nQ 551, Editorial Hermann, 
París, 1937). 
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en las demostraciones anteriores sobr.e continuidad unifOrme en 
los espacios métricos. 

Un espacio ecartizado queda definido por' un- conjunto de 
,elementos, los, puntos del espacio, 'y un conj1,lnto ordenado, la 
escala de écarts, de forma tal que a cada par de .puntos a, b del 
espacio corresponda un elemento de la escala ~ = (a, b). Para 
obtener una generalización de Jas condiciones' impuestas a la dis
tancia en el caso de los espacios métrioos se supone que, la escala 
tiene un primer elemento ° y careoe de segundo demento. En
tonoes se establece que (a, b) = 0, si y sólo si a = b. Como en el 
caso de los e~pacios métricos la condición de simetría es (a, b) = 
(b,a). ' 

Un .esferoide de centro a (punto del espacio) y radio ~ (ele
mento de la escala) es, naturalmente, e~ conjunto.· de puntos x 
del espacio que cumplen la condición (a, x) < ~(óy. La topología se 
establece diciendo que un punto aes de acumulación-de un con
junto E, si todo ·esferoide de centro a contiene algún punto de 
E distinto de a. 

Una sucesión ul; de puntos del espacio (es decir tal que a 
todo .elemento ~ de la escala corresponda un punto ul; del espacio) 
converge hacia un -punto a cuando ~ tiende a 0, si f~jado un 
1"\ > ° de la escala existe un ro> O de la misma tal que si ~ ~ CO, 

(a, ul;) < 11. Es claro _que la condición pecesaria y suficiente par'a 
que un punto a sea de acumulación de un conjunto B es qúe 
exista una sucesión de puntos de B; distintos de a, y conv-ergente 
hacia a. 

Para generalizar la condición triangular de la distancia en el 
caso de los espacios métricos, M. Fréchet introduce las condi
ciones que él denomina de regularidad. 

Un espacio ecartizado se dice que 'es regular Ia.), ~), 1) o b) 
si las condicion~s que siguen son verificadas: 

Se puede definir una transformación 1"\ = Cf'(~) de toelo ele
mento ~ ele la escala en otro 1"\ ele la misma qu-e converge hacia ° con ~ y tl11 que cualesquiera que sean los puntos distintos 
x, y, z del espacio, las. condiciones 

(G) El signo < está tomado acá en el sentido amplio de preceder; a < b, 
o b > a significa que en un conjunto ordenado el elemento a precede al b o, 
lo que es lo mismo, que b sigue a a. Si el conjunto es de números realos, orde
nado de menor a mayor, el sigilo < toma entonces su significado clásico. 

., 

! 
; , 



.. " 

.' - 92-

a). (x,y)<~; (y,z)<~ 

~), (y, x) <~; (y, z) < ~ 

i), (x,y)<~; (z, y)~ ~ 

b) (y,x)<~; (z,y)<~ 

implican necesariamente 

(x,z)«p(~). 

Un 'espacio 'es regular si es a lá vez regular a), I ~), i) Y b). 
Es claro que si se cumple la condición de simetría, las cinco c1a

, ses de regularidad son equivalentes. 

* * * 

M. Fréchet ha demostrado. que en el caso en que el écart 
sea regular ~), i) o b), se ,puede, sin alterar la topología, reem
plazar dicho écart por otro simétrico y regular, es decir, ,que 
desde el punto de vista topológico, la regularidad y las regulari
dades ~), i) Y b) son equivalentes. La regularidad a) es en
tonoes la única que puede ser topológicamente más general que 
las otras; 'en la memoria citada, M. Fl'échet dejó sirt resolver el 
problema de ver si 'efectivamente la regularidad a) es topológi
camente m~s generaL Nosotros vamos a resolver por la afirmativa 
ceste problema, es decir, que vamos a demostrar que: la condición 
de regularidad a) es ef,ectivamente más general, desde el punto 
de vista topológico, que las otras condiciones de r,egularidad. 

ParaeHo utilizaremos el hecho de que en un !'l!'¡pacio regu
lar (basta que sea regular i)), una sucasión al; de puntos no pue
de tener más de un punto Hmite~ En 'efecto: si tuviera ,dos x e y, 
dado, un 1'\ d8! la escala existe un ro de la misma tal que para 
~ < ro se tiene 

y por la condición de' regularidad 

,\ 
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Cuando 'TI tiende hacia 0, ep('TI) tiende hacia 0, luego (x, Yl 
precede a cualquier elemento de la escala, es decir (x, y) = ° y, 
por lo tanto, x = j. 

Por consiguiente, para demostrar nuestro. resultado bastará 
dar un ,ejemplo de un espacio regular a) en el cual una sucesión 
de puntos tenga varios punlos límites, puesto que no se podrá, 
sin cambiar la topología, reemplazar el' écart regular a) por uno 
regular. 

Vamos ahora a definir un tal espacio: 
El conjunto de sus puntos está oonstituído por: 
1) Los números reales no naturales, ,que designaremos por 

las letras fl, b, ... 
2) Los números transfinitos de las clases 1 y Il, que desig-

naremos por las letras a,~, ... 
La escala está formada por los números trasfinitos de las 

clases 1 y Il considerados en orden' inverso y aumentados de 
. un primer elemento O. . 

Definiremos el écart de la manera siguiente: 

(a,b)=l; (a,a)=a; (a"a)~l; (a,~)=l 

e igual a ° si los dos elementos coin~iden. 

Vamos a .probar la r~gularidad a) del espacIO considerando 
la función cp(~) =~, es decir, probando que SI (x,y) < ~ e 
(y, z) < ~ se verifica siempre que (x. z) ::;: ~. 

Si de los tres puntos distintos x, y, z, x es un número trans
finito, ·entonces (x, y) = 1, Y como 1 es el último elemento de 
la ,escala, forzosamente cualquiera que sea z, tendremos (y, z) < 1 
Y (x, z) < 1; la regularidact se verifica. Análogamente si x e y 
son los dos números reales no naturales. 

Consideremos ahora el caso en que x sean un número entero 
no natural a ·e y un número transfinito a: . 

Si z ·es un número transfinito ~ tendremos 

y si z 'es un número real no natural b tendremos 
/ 

(a,a)=a (a,b)=l (a,b)=l 

.\' 
I ,~ 

.~ 



/.' 
~ . 

", 

I 
;', 

----' 94 -

En todos los casos se cu~ple la condición, luego, el espacio 
es regular ex.. 

Consideremos la suceS;LOn de ,puntos del espacio ul; = ~ es, 
decir que, a cada índice, número transfinito, de la escala le 
corresponde el mismo número transfinito" pero considerado co
mo ,punto del eS,pacio. 

Si a es cualquier número real no natural, entonces daelo IDl 

11 de la escala, si 

~ < ,11 lentonces (a, ul;) = ~ < 11 = (a, uJ ; 

lu~go aes punto límite de la sucesión y como ello se aplica a 
cua~quier punto,_ deducimos que la sucesión ul; tiene como plintos 
límites todos los números reales no naturales, con lo que queda 
probado el resultado que queríamos demostrar. 

o)(: * * 

Consideremos un espacio ecartizado en el que no se pueda, 
sin alterar la topología, introducir un écad numérico. Se puede 
demostrar (M. Fréchet, loe. cit.) que sr se adoptan las definicio
nes ordinarias de conjuntos compactos y separables, todo conjunto 
cOlnpaclo tiene un número finilo de puntos y todo conjunto sepa
rable es numerable. 

Si el écart es numérico,enel caso en que sea regular, el 
espacio es, por el teorema de ChiUenden, metrizable y ya sabe
mos que entonces los conjuntos compactos o separables no son 
forzosamente finitos o numerables. Esta propiedad de los espacios 
métricos subsiste en el caso de los espacios con un écart numérico 
regular a), como lo vamos a probar ahora, al mismo tiempo que 
es tableceremos algunas diferencias enLTe estos espacios y los mé
tricos. 

Comenzaremos por dár un ,ejemplo de un espacio ecartizado 
numéricamente, no metrizable, regular ex.) y con conjuntos com
pactos no finitos. 

Los puntos del espacio están formados por dos conjuntos 
numerables cualesquiera 

~
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, 1 
La 'escala es el conjunto de las fracciones - ordenado de 

n 
menor I a mayor y conteniendo el cero como primer elemento. El 
écart queda definido de la manera siguiente: 

1 
(,an,ap)=i; (anap)=l; (a/l'ap)=-; (an,ap)=l (si n>p); 

p 

( ) l. . 1 . 1 . ·d an' ap = -- SI n < p, 'e 19ua a cero SI OS puntoscolllCl en. 
n+p . 

Probaremos q~eel espacio es regular a) considerando la fun-
ción ep(E)=E, 'es decir, probando que si (X,Y)<E e (y,Z)<E se 
verifica que (x, z) < E. 

Cuando x es un punto an, (x, y) =';¡; cuando y es un an, 
(y, z) = 1; luego para probar la regularidad bastará considerar 
el 'caso en que x = an e y = ap y además n < p~ Si" Z = aq, ten
dremos 

( ) ' 1 ''1 ) 1 (' ) 1 x;y =--; ,y,z =-; X,Z --
. n+p q q 

luego se verifica la condición. 
o Si z = aq y si q < p, entonces .(y, z) = 1; basta con estudiar 
el caso n < p < q; ten~remos en ton ces : 

l' 1 1 
(x,y)=-; (y,z)= -; (x,z)=-

n+p p+q n+q 

y·como n+p<n+q, (x,y»(x,z), luego en todos los casos 
se cumple la condición de regularidad a). 

Sea E un conjunto infinito del espacio; si contiene i~finitos 
puntos an, 'entonces dado un E cualquiera existirá un punto am 

del conjunto tal que (ar,am ) =~< E para cualqUier punto al'; 
m 

si E contiene infinitos ,puntos an' entonces dado un ar cualquiera, 
existe siempre un am del conjunto con m suficientemente grande 

1 
para que m>r'y (aranJ=--<E, cualquiera que sea E. Es 

l+m 
decir que cualquier conjunto finito tiene como conjunto de 
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puntos ele acumulación el conjunto de los an. El espacio es pues 
compacto. 

De acá se deduce que si consideramos un conjunto E que 
contenga infinitos puntos an, sin contenerlos a todos, obtendremos 
un conjunto compacto en sí y no cerrado, propiedad que distin
gue este espacio de los métricos. 

Igualmente si consideramos el conjunto de los an obtenemos 
un conjunto infinito de un espacio compacto en el que los écarts 
mutuos entre dos puntos cualesquiera son todos iguales a 1, pro
piedad que no puede encontrarse nunca en un espacio métrico. 

Finalmente haremos notar que este ejemplo nos suministra 
otra prueba (limitada al caso del écart numérico) de la mayor 
generalidad, desde el punto de vista topológico, de la regularidad 
a) . 

Pasemos ahora al caso de los conjuntos separables y vamos 
a dar un ejemplo de un espacio ecartizado numéricamente, re
gular a), no metrizable y con conjuntos s.eparables no numera-
bles. . 

Los puntos del espacio son los siguientes: 
. 1) Los puntos irracionales (O<x<l) del eje OX del pla

no que designaremos con las letras a, b, ... 
2) Los puntos irracionales (O < x < 1) de las rectas de ecua

ción y = n; (n = 1, 2, ... ); 'estos puntos serán designados por las~ 
letras An, Br, ... en las que el índice indicará la ordenada de la 
recta a que pertenecen; convendremos en, que los puntos 'a, Aw 
Ap, ••• tienen siempre una misma abcisa, y por lo tanto los 
puntos a, Bn, en, . .. tienen abcisas diferentes. 

3) Los puntos rácionales (O<x<l) del eje OX del,plano, 
designaremos estos puntos por las letras a,~, . .. 

La escala es el conjunto de los números reales del segmen
to (O < x <1) ordenado de menor a mayor. El écart se define 
de la manera siguiente: 

igual a cero si: los dos puntos coinciden y a uno en. todos los 
otros casos. 

Probaremos la regularidad a) de la misma forma que en 
'el ejemplo anterior, es decir, estableclenc10 que si (x, y) < E ,e 
(y, z) < E se tiene siempre (x, z) < E. 
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Observaremos que (x, y) = 1, salvo en los tres casos x = a, 
y=An ; x=a, y=a.; x=An, y=a.. Pero en los dos últimos 
casos es siempre (y, z) =1, luego sólo hay que estudiar el pri
mero y en éste (y, z) ~/= 1, sólo cuando z = a.. ro do se reduoe pues 
a estudiar el caso x = a; y = An; z = a.. En este caso tenemos 

(x, y) = ~; (y,z)=la-a.I; (x,z)=la-a.1 lesdecir (x,z)=(y,z), 

.luego queda probada la regularidad a.) del espacio. . 
De la definición del écart se deduce que si consider8Jmos 

el conjunto numerable de los puntos racionales del eje OX, este 
conjunto tiene como puntos d3 acumulación el conjunto de los 
r,estantes puntos d~l espacio; éste es por consiguiente no nume-
rable y separable. . . 

El conjunto de los puntos irracionales de las rectas y = n, 
es un con junto de puntos n J numerable 'Y tal que. los écarts 
mutuos entre dos puntos cualesquiera del con junto son todos igua
les.a 1, resultado que sabemo'! es imposible en un espacio mé-. 
trico y separable. ' 

Finalmente haremos observar que este espacio presenta igual
mente otra propiedad que lo distingue de los métricos; dicha 
'propiedad es que el espacio es separable pero no perfectamente 
separable. . 

Como ya hemos visto que es separable sólo nbsqueda por 
probar que no es perfectamente separable. 

Sea {W} una familia de entornos equivalente topológica':' 
mente a la familia {V} de los esferoides . 

Sea a un punto irracional del eje OX y V (a, n) el esferoide 

definido porla condición (a, x) ~ ~ ; dichoesf.eroide contiena úni

camente puntos racionales del eje OX y puntos irracionales de 
las rectas y = n de la misma aQcisa que a. 

Por. la equivalencia topológica supuesta de ambas familias 
tiene ,que haber un entorno W (a, n) contenido en. el esf.eroide 
V(a, n) y que por consiguiente sólo puede tener puntos de los 
contenidos en dicho esferoide; pero como el punto a es punto de 
acumulación del conjunto .de todos los An, se ve que W (a, n) con
ti~me forzosamente puntos del tipo An, es decir, puntos de abcisa a. 

Dos ·entornos w: (a, n) y W (b, n) correspondientes a puntos 
distmtos del eje OX tiene que ser forzosamente difer,entes, ya 
que el primero sólo contiene, y contiene seguramente, puntos de 
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las rectas y = n de abcisa igual .a a, y el segundo de abdsa, 
igual a b. ~ 

Luego de cualquier familia {W} equivalente topológicameute 
a la familia de los esferoides se puede extraer un CQuJunto 
W(a, n) de entornos distintos en correspondencia biunívoca con 
los puntos irracionales del segmento (O < x < 1), luego dicha fa
milia no puede ser numerable y por consiguiente el ,espacio no 
puede ser perfectamente separable. 

CRONICA 

UNION MATEMATICA ARGENTIN~L\. 

REUNION DEL 7 DE JULIO DE 1948 

El 7 de julio se reunió la Unión Matemática Argentina en el Instituto 
de Matemática de la Universidad de Buenos Aires. 

Fueron expuestos los siiguientes trabajos: 

1. M. COTLAR: Oamcte¡'izaci6n ele operaelO1'es ele Koopman, 
2. R. A. RIOABARRA: }¡[ ec1ielas tmnsitivas en espacios compactos, 

\ 3. DIETRIOH VOLKER: Sob¡'e el P¡'oelucto ele integrales elobles ele Laplace. 
4. KURT FRANz: Reláoiones entre señales y espeotros. 

Quedaron postergados para la próxima reunión los trabajos de J. C. Vigo 
naux, O. A. ·V~rsavsky y P. Pi Calle,ia, así como el de A, González Dominguez, 
titulado "Aplicaciones de la delta completa a la electrodinámica cuántica de 
Schwinger ". . .' I I 

A continuación se leyó un informe de Secretaría, dándose cuenta del ha· 
m~naje tributado al Prof, Zygmund, de la intensificación; del intercambio cien· 
tífico, de la invitación al Congreso Internacional de Matemáticos de 1950, de 
la inclusión de la Unión Matemática Argentina en los registros de la Unesco, 
de la representación de la UMA en las ,iornadas de Epistemología e Historia 
de la Ciencia delegada en el Dr. M. Valentinuzzi y de igual representación en 
el Congreso Italiano de Matemática delegada en el Prof,. A. Terracini rosi· ' 
dente actualmente en Italia, Se de,ió constancia del agradeeimiento enviado al 
Arq. Julio V. Otaola por su apoyo prestado a las actividades matemáticas des· 
de su cargo oficial en la Universidad de Buenos Aires, 

Se rindió luego un homenaje al Ing. Manuel Guitarte,' fallecido. a comien· 
zas de este año, destacando el Dr. Gonzlilez Domínguez la actuación del Ing. 
Guitarte como socio fundador y presidente de la UMA, 

A continuación el DI', González Domínguez se refirió a la invitación recio 
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bid a para participar en la Unión Matemática Internacional, con asiento 'en 
Estados Unidos de América. 

La Dra. O1otilde A. Bula presentó el informe de Tesoreria, acordándose ele· 
val' la cuota de los socios adhererites de $ 10 a $ 15 anuales y la de los fun
dadores y titulares de $ 50 a $ 60, anuales. 

Después del informe (le tesorería, se renovó la Junta Directiva, la' cual 
quedó constituída así: Presidente, J. Rey Pastor; vicepresidentes, C. A.. Trejo 
y F.. Herrera; secretario general, M. Valentinuzzi;secretarios locales: O. A. 
Varsavsky (Buenos Aires), R. A. Ricabarra (La Plata), P. L. Checchi (Cór
doba), E. Guspar (Rosario), S. Fernández Long (Bahía Blanca), I. C. Gu
glielmone (Tucumlín), S. SispÍLnov (San Juan), J. de Dios Olivieri (Santa 
Fe), M. Balanzat (San Luis) y F. Toranzos (Mendoza); Tesorero, 01. A. 
Bula; pro tesorero, M. J. El'l'nmuspe j' director de publicaciones, J. Babini. 

'" A los representantes en el extran.iero ya existentes, fueron agregados P. 
Puig (España), G. Valiron (Francia) y A. Terracini (,Italia). 

1Il. Valentinuzzi 

UNJON LA'l'JNA DE MATEMA'rrcos (D. L. M.) 

En la visita 'realizada a París por el profesor Rey Pastor, le recordó el 
Prof. Valiron aquel discurso que con motivo de la terminación de sus' lecciones 
en Buenos Aires le dedicara en el banquete de despedida que le ofreció la 
UMA. La }dea de agruparse los países latinos para defender su cultura co
mún, apoyrmdose moral y materialmente, que en aquella época parecía nece
sidad urgente de postguerra, no solamente sigue teniendo valor de actualidad, 
sino que la crisis financiera de muchos países europeos ltÍ ha avivado, sur
giendo como esperanza salvadora en muchas mentes de hombres de ciencia. 
Varios de alta jerarquía fueron convocados pOI' el profesor Valiron en su cusa 
para cambiar ideas con el profesor Rey Pastor sobre la manera de llevar a 
la. lJl'líctica ese va.go 'pero general deseo (le los matemáticos franceses. Concu
rrieron los profesores Fréchet, Denjoy, Peres, Janet, Garnier, Cartan, Darmois, 
Gaspar, Monteiro' Camargo, y enviaron su adhesión, impedidos de concurrir, 
los profesores I-Iadamard, .Julia y Favard; y después de conversar sobre el 
tema, se encomendó al profesor Rey Pastor, próximo a partir para Italia, que 
cambiase ideas COIl los colegas italianos. 

La visita, a las mlis importantes universidades italianas fué fructuosa en 
grado sumo, y en vista del favorable ambiente, redactó un anteproyecto de 
cstatútos en, que se púntualizaball las diversas formas \ de organizar esa ayuda 
mutua para favorecer el intercambio y mejor conocimiento de los trabajos, 
defender las lenguas latinas del creciente avasallamiento por el inglés, con
servar la gloriosa herencia recibida, especialmente de Francia e Italia, yate
nuar las dificultades financieras con que luchan lns sociedades científicas, re
vistas y estudiosos de eiencia pura. La UniOlle Matematica Italiana acogió con 
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gran interés I\se anteproyecto asi como el Reglamento, que posteriormente re
dactó el mismo autor, los 'hizo circular entre sus miembros y después de apro
bados en principio en la reunión de Ferrara, celebrada en febrero, posterior
mente en la de abril, celebrada en Bolonia, y finalmente en la de junio cele
brada en Parma, se acordó la adhesión a la entidad proyectada (U. L. M.), 
con la sola modificación del articulo relativo a la rotaci6n de la sede de 
la entidad. 

Mientras tanto, la Société Mathématique de France se está o~upando 

activamente de estudiar el anteproyecto de, Estatutos y Reglamento precitados .. 
. Con este fin ha sido nombrada una Comisión especial formada por los' pro

fesores Denjoy, Chaz)", Fréchet, Paul Levy, Valiron, Garnier, Delsarte y 
Brard, Presidente de la entidad. 

El Consejo Superior de investigaciones en España ha acogido también con 
gran simpatia este proyecto, ofreciendo patl'ocinarlo, y es de esperar que tam
bién se interesen otros paises hispanoparlantes. Para facilitar el conocimiento 
de los fines perseguidos y la manera de lograrlos, en el próximo número pu
blicaremos el anteproyecto de Estatuto y reglamento, y es de esperar, en vista 
del valioso apoyo ya logrado (muy especialmente ~ntusiasta por parte de los 
profesores Terracini, Favard, Sergescu, Valiron, ... ) que se logre la organi
zación de la ULM antes del prórimo Congreso internacional de Matemáticos, 
facilitando asi la posible formación de otra unión más amplia, que podrá 
abordar problemas generales, con la colaboración de todos los paises cultos. 
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UNION MATEMATICA ARGENTINA 

La U. M. A. reconoce cuatro categorías de miembros: honorarios, protec
tores, titulares y adherentes. El miembro protector paga una cuota ,anual de 
100 $, por lo menos; el titular una cuota mensual de 5 $ o anual de 50 $'; 
y 01 adherente una cuota anual, de 10 $. Los pagos deberán efectuarse por 
cheque, giro u otro medio libre de gastos, a la orden de la Tesorera, Prof. 
Clotildo A. Bula, Rioja 3681. Olivos P.C.M. 

Por ser la U. M. A. miembro del patronato de la Mathematical ReviewB 
(sponsoring member), los socios de 'la U. M. A. tienen derecho a' suscribirse a 
esa importante revista de bibliografía y crítica con 50 % de rebaja sobre el 
precio de suscripci6n que es de 20 dólares por año. Los socios de la U. M. A. 
pagarún por tanto s610 ] O dólares por año. -

,Los' autores de trabajos reciben gratuitamente una tirada aparte de 50 
ejemplares. Las correcciones extraordinarias de pruebas, son por cuenta de los 
autores. 

JUNT A DIREC'rIV A 

Presidonte, Julio Rey Pastor, YerlJal 8f18, Buenos Aires. 
Vicepresidentes, César A. ~'re.io, Pélix E. Herrera. Secretario general, Máxi
mo Valentinuzzi. Secretal"Íos locales, O. A. Varsavsl,y (Bs. Aires), R. A. Ri .. 
cabana (La Plata), P. L. Checchi (C6rdoba), E. Gaspar (Rosario), S. Per
Ilández Long (Bahía Blanca), I. O. Guglielmone (Tucumán), S. 'Sisp{mov (San 
Juan). J. de, Dios Olivieri(Santa Pe), M. Balanzat (San Luis), ,P. Toran
zas (Mondoza). ~'esorera, Clotilde A. Bula, Protesorera, María Josefina 
Erramuspc, Director de Publicaciones, J. Babilli. ' 

ASOCIACION FISICA ARGENTINA 

La A. P. A., asociaci6n privada de investigadores, profesores y estudian
tes ele física y de astronomía, tieno por objeto fomentar el progreso de la 
onsoñanza efe clichas materias por meclio de reuniones científicas peri6dicas y 
do la puhlicaciólI de trabajos originales. 

Podrún ingresar como socios activos quienes hayan efectuado investiga
ciones origijmles; pueden ser socios adherentes los profesores que no cumplan 
esto requisito; y sO,cios estucUmltes los que hayan aprobado el primer año ,de' 
estudios de física 'o de astronomía. ' , 

La,s solicitudes de ingreso" que deberán llevar la firma de dos socios ac
tivos o adherentes, habrán de dirigirse al secretario local que eorresponda. Los 
socios activos abonarán una cuota monsual de 6 $, los adherentes de 4 $ y 
los estudiantes de 2 ,$'. En estas cuotas están incluidas las suscripciones al 
órgano de la A. P. A. y a la revista "Oiencia e Investigaci6n". , 

Los manuscritos destinados a la publicación dqberún enviarse al delegado 
de la A. l!'. A. Mario Bunge, IllSti1;utO de Písica, Perú 222, Bs. Aires; y la 
correspondencia administrativa deberá dirigi¿:so al secretario local quo corres-' 
ponda o a la tesorera. ' \ 

Para. la redacci6n y presentaci6n de' los trabajos se ag,radecerá se tengun 
en cuenta las Normas gcncmlcs clistribuídns con esta revista en 1945. 

OOMISION DIREC'rIV A 

Presidente: Enrique Gaviola 
'l'esorom: Estrella Jl.faz7.olli de Matho\', 8an Juan 1931, Buenos Aires. 
Secrotarios locales: Ernesto, E. Galloni, Buenos Aires, Yerbal 1763. 

l\-Tarco A. Poggio, La Plata, cnllc 41 NQ 764. 
Guido Beck, Córdoba, Laprida ,922 . 
• Tosé Würsc]¡midt, ,'l'u,clllllán, Lnprida 765. 

Abonnement annuel a 1 'etrangor: 4.00 'dollars (Etats-Unís). 
Priere el 'adresser toute la correspoIidnnce scielltifique et adlllillistrative ( 

~ I 'n:dresse ci-dessous: 

SR. SECltE'l'ARIO DE LA UN[ON MA'l'El\IA'l'lC,A ARGEN'l'INA 
Dr. MÁXIMO VALENTINUZZI 

GaseÓll 520, Buenos Aires (HEP. ARGEN'I'INA) 
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Sobre' un teorema de E. Hopf, por M. COTLAR y R. A. RWABAltltA. .• ~'. 49 
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UNION MATEMATICA ARGENTINA 

MIEMBROS HONORARIOS. 

Tulio Le:vi-Civita (t)'j Beppo Levi; Alejandro Terracini; George D. Bir· ' 
khóff (t); Marshali H. Stone; Georges Valiron, Antoni Zygmund. 

REPRESENTANTES EN EL EXTRANJERO 

Ing. Rafael Laguardia (Uruguay). Ing. José Luis Massera (Uruguay). 
Dr. GodofredoGarc!a (Perú). Dr. Leopoldo Nachbin (Brasil). Dr. Roberto 

,Frucht (Chile). Dr. Peter Thullen(Ecuador). Dr. Mario González (Cuba). 
Dr. Alfonso Nápoles Gandara (México). Pedro Puig (España). Georges Va 
liron (Franeia). Alejandro Terracini(Italia): 

Contribuyen especialmente al sostenimiento de las publicaciones de 
la UNION MATEMATICA ARGENTINA los siguientes 

MIEMBROS PROTECTORES ' 

OoMPAÑiA INDUSTRIAL DEL NORTE DE SANTA FE. INGENIO AZUOARERO "ARNO" 
(Villa Ocampo. F: C.S. F.). - JULIO REY PASTOJ,l, (Buenos Aires). - EMILIA 
J. DE DOMÍNGUEZ (Buenos Aires). - TRIOERÍU H'NOS. (Rosario). - CLOTIL' 
DE A. B1f1JA(Rosario). -'- ELBA R. RAIMONDI (Buenos Aires). - FERNAN
DO L. GASPAlt (Rosario). 


