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SOBRE UN TEOREMA DE E. HOPF

por M. CoTrAr y R. A. RICABARRA

§ 1. Introduccidn.

Sea M un espacio abstracto, T' una clase aditiva de subcon-
juntos A,B,... de M (1), m(A) una medida completamente adi-
tiva definida sobre T que vale 1 sobre el espacio total, m(M)=1,
y G={g,} un grupo de transformaciones biunivocas de M sobre
sf mismo que deja invariante a T' y a la subfamilia de T com-
puesta por los conjuntos de medida m nula, es decir:

m,) AeT, ge G implica AgeT,
mg) AeT, m(A)=0, ge G, implica m(Ag)=0.

En lo que sigue supondremos fijada definitivamente esta
notacién. Ademés de la medida fija m(A) consideraremos otras
medidas definidas sobre T'; una medida p(A) definida sobre T
se dirA m-invariante si: py) u(A) es completamente aditiva so-
bre T'; py) m(A)=0 equivale a p(A)=0; p;) p(Ag)=p(A) para
todo AeT; geG; ) p(M)=1.

Diremos que dos conjuntos A€ T, BeT son equivalentes por
descomposicion infinita (finita), abreviadamente e.d.i. (e.d.1.),
si existen dos descomposiciones A=A;+A,+... y B=B-+B,y+...,
en namero finito o infinito numerable (finito) de sumandos, con

(*) Entendemos por clase aditiva, como de costumbre, una clase no vaeia T
de eonjuntos, que contiene con cada subfamilia numerable su unién y con ca-
da conjunto su coniplementario respecto de M. Una medida completamente
aditiva sobre T es una funeci6n que hace corresponder a todo conjunto 4 de
T un nfimero m (4) > 0 de modo que para toda sucesién de -conjuntos dis-
Jjuntos dos a dos 4, 4,,.., se verifica m(4dt-dst...) = m(4y)+m(ds)---o
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Apn=Bpg, B,eT, g,¢G para todo n y A;Aj=B;Bj=0 para
i-/zj. En el caso de un grupo G ciclico o continuo monoparamé-
trico, E. Hopf demuestra el siguiente teorema(?): Para que
exista, una medida m-invariante p(A) es necesario y suficienle que
"M no sea equivalente por descomposicidn infinita con ningiin
subconjunto M’ de medida m(M’) <m(M). Hopf dejé abierto
el problema de si-el teorema sigue siendo véalido cuando se reem- o
- plaze. «descomposicién infinita» por «descomposicién finita». En
esta nota extendemos el teorema a una clase muy amplia de
grupos G (que contiene a los abelianos y los resolubles). Los
argumentos usados por nosotros son enteramente diferentes a los
de Hopf y se basan en el uso de la equicontinuidad del grupo
G: G se dice equicontinuo (respecto de la medida m(A)) si dado
£>0 existe d>0 tal que m(A)<d implica m(Ag) <e, cualquie-
ra sea ge¢G. Precisamente, probamos que la equicontinuidad de
G es equivalente simultineamente a la existencia de una medida
m-invariante y a la imposibilidad de que M sea e.d.i..a un
subconjunto ‘M’ con m(M’)<m(M): Usamos para esto un arti-
ficio de von Neumann (ver § 2) con lo que se logra las ventajas
de mayor sencillez, concisién y generalidad. Ademas la medida que
proporciona el teorema se obtienc constructivamente, aunque con
la intervencién esencial del axioma de Zermelo. Estudiamos las
propiedades de un conjunto que llamamos ntcleo singular (§-4)
y que encierra toda la patologia que -aparece en el caso de no
existir una medida m-invariante. En cuanto al problema de
Hopf, fué resuelto por P. Halmaos (2) con un interesante ejem-
plo negativo. Combinado este ejemplo con el teorema 5, con-
duce a curiosas propiedades del grupo de los enteros (teorema 7).

§ 2. Grupos medibles. La media de v. Neumann.

' Un grupo G={g,} se llama medible (v. Neumann, Zur all-
gemeine Theorie des Masses, Fund.” Math. 13, 1929, pg. 73-116)
si existe una medida v definida para todos los -subconjuntos

(*) ZTheory of measure and invariant integrals. Trans. Amer. Math. Soc.
14 34,‘1932, pg. 373-393. Hopf impone a la medida la condicién suplementaria:
m{(4)>0. implica la eristencia de un BC4 con 0<m(B) <m(4), que nosotros
no suponemos. Ver ademfs L, HALMos, Ann. of Math. V.48 (1947), 735-b4.

"
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[cG, simplemente aditiva, invariante a derecha y que vale 1
sobre G, es decir:

v;) v(I). es definida para todo conjunto ECG y V(F)>O
v,) s Fy, T, son disjuntos ¥(EytEy)=v(Ey)+v(Ty),

vg) v(i‘.g):v(F.) para todo g¢ G, -

v) v(G)=1. o

Si f(g) es una funcion real acotada definida sc')br\elvG, se
puede definir una integral o media '

Mmefﬂmmm

segtn la construccién usual de Riemann. Esta M(f) -posee las
propiedades siguientes:

My) M\ fi+Xofs) =X\ M(fy) -2y M(f,) si ); son nameros reales,
My) Si f1(g)=1(gug) es M(f)=M(f), |
M) Si f(9)20 es M(f) 20,

M) S f(g)=1 es M(f)=1

b

La clase de‘los grupos medibles es bastante amplia (v. Neu-
mann, l. ¢.); en particular todos los grupos resolubles, y por
tanto los -abelianos, son medibles.

Retomemos -ahora los elementos y terminologia del § 1 y
supongamos para el resto de este § que el grupo G es medible.
Haciendo uso de un simple artificio de v. Neumann (1. c.) aso-
ciaremos a la medida m(A), Ae¢T una medida m*(A) definida

por
m*(A)=M(fa(g)) donde f4(g)=m(Ag).

La medida asociada m*(A) tiene las prop1edades siguien-
tes (3): ‘

(®) Este artificio resulta una herramienta muy atil en la construceciém de
medidas invariantes, como se proponen mostrar los autores en un préximo
_ trabajo.
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my*) m*(A) estd definida para todo AeT y m*(A)=0,

mz*) m* es simplemente aditiva, es decir, A;. A, =0 implica
(A Ag) = m¥(A;) | m*(4y),

m*;) m*(Ag)=m*(A) para todo Ae¢T, geG,

m,) m*(M) =L,

mg*) m(A)=0 implica m*(4) =0. .

La dltima propiedad es consecuencia de la propiedad de inva-
riancia my) de la medida m(4).

'§ 8. Equicontinuidad respecto de m(A).

Si A y B son equivalentes por descomposicién finita o in-
finita, A=A;+As+..., B=B;+By--..., A,=B,qg,,
pondremos A=DBd, donde d es la transformacién biunivoca
- definida sobre B, que coincide con g, en B,.

Lema 1. (i) La condicidn m,) equivale a la siguiente:

my') para eada ge G y €>0 existe un 5>0, d=>5(¢,g) tal
que AeT, m(A)<d implica m(Ag) <e.

(it) Si A=Bd, dado ¢>0 existe un 6>O tal que B'cB,
m(B'y<d implica m(B’d)<c

Demostracion. (i) Evidentemente my') implica m,). Recipro-
camente, supuesta m,), si no se verificara m,’) existiria una suce-
sibn Ape¢T, B, eT y un ge G con m(An)<1:2r, m(B, )>6>0
B, An g.

Poniendo A’,= Z A, B =Ag, seria m(A)) —0, m(B",)
>~6 >0, de donde m(NA,)=0y m(NB,)= m ((NA)g) =

>0 contra my).

(ii) Es consecuencia facil de (i), y omitimos la demostra-"
cion. 4

El lema precedente sugiere la siguienbé

Definici6 n: El grupo G={g,} se dira equwontmuo (res-
pecto de m(A)) si dado €>0 existe un-5>0, d=>3(e), tal que
cualesquiera sean A¢T y ge G, m(A)<® implica m(Ag) <e.

Teorema 1. Para que un grupo medible G sea equiconti-ﬂ
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nuo es necesario y suficienle que exista una medida p(A) m-
invariante (§1). Demostracion. Necesario. Sea G equicontinuo. Va-

. mos a probar que la medida m*(A)=u(A) asociada a la m( A)

(§ 2) es m-invariante. Si m*(A)=0 resulta de.M;)—M,) la exis-
tencia de una sucesién g, ¢ G tal que f4(gn) —0, donde f4(g)=
m(Ag); luego m(Ag,)— 0 y por la equicontinuidad m(A)=0.
Asi pues m*(A)=0 implica m(A)=0, y por m*;) m(A)=0
implica m*(A)=0. Luego sélo falta probar que p(A)=m*(A)
es completamente aditiva sobre T o sea que A;2 A2 ..., A,—0
(interseccién vacia) implica p(An) — 0. En efecto, An——>0 im-
plica m(An) — 0, luego por la equicontinuidad supgm(4,g) — 0,
de donde M(f4,) — 0, m*(An) — 0.

" Suficiente. Supongamos la existencia de una medida p(A)
m-invariante. Probaremos que G es equicontinuo. De lo contrario,
existiria un €,>0 tal que cualquiera sea la sucesion d,>0 exis-
ten AneT, g ¢ G con m(4,) <, m(4,q,) > ¢, Corno p(A)=0
si m(A) =0, resulta que dado &>'0 existe 5>>0 tal que m(A4) <d

implica p(A)<e; podemos pues tomar los 5,<1:2n y tales que ade-
" méas p(A,)<1:2n. Poniendo B,= = A,l, B _ZJAW gnm(By)

—0y m(By’) >¢,>0, luego B, ——>B con m(B) O y B — B’
con m(B’) >¢,. Pero

[ee] o0 o -~
H‘(B/)é E H’(An, gn) ZZ'{F’(AII) é Z 1/2”':
luego p(B’)=0 y por lo tanto m(B)=0, -contradiccién.

Lema 2. (1) Si Bhw=B,d,, Tm(B',)<»,dada una suce-
sién de numeros reales £;>>0 se puede hacer corresponder a todo
numero natural k un nimero natural N(k) de modo tal que si
{n;} es una sucesion de nimeros naturales que verzfzca ni; = N(ny)
(i=1,2,...), se puede determinar para cada i un conjunto
C,.CB,; tal que m(B,,—C,y<sg; y los C,,=C,d, semn dis-
junios dos a dos. (ii) Si ¢ =0, dn, C=limsup C,, y los C*, son
disjuntos dos a dos, entonces existe EC, m(C—E)=0, ¢ in-
finitos conjuntos Ej, disjuntos dos a dos, cada uno equivalente por
descomposicion infinita con E. Demostracion. Por el lema 1, (ii),
existe un §,>0 tal que B < B’;,, m(B) <%, implica m(Bd;-1) <,

- Por ser Zm(B'n) <o podemos elegir, para cada k, el N(k) de

modo que Zm(Bn)<d, Si {n;} es una sucesién que verificla
(k)

niaiy Tl
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Ny = N(n,-), poniendo D';=B'n. ZB',, D;=D';d-1,,, serda m(D’;)
g1
<d;, m(D;)<e; ylosconjuntos C,=Bn—D; responden ala tesis. (ii)

Sea €>0,&—0, y N;<N,<...N;<... una sucesi6n de niimeros

: Nig1
naturales tales que para cada k, m(G—X=C;)<e, Poniendo
n=1--Ny :
N1 N1 ]
$;=2C,, §,==0C,, es ev1dente que si {;} es una sucesioén in-
14, 1+,

finita de ntmeros enteros y S= L S, entonces S es equivalente
por descomposicién infinita con un S’CU Sy m(G—8)=0. Si

se descompone la sucesion de los ntimeros naturales en infinitos
conjuntos {k;} disjuntos do a dos y se pone Sn= U Spm s es Sn

e.d.i. con un S"CUS§n, los S disjuntos dos. a dos y
m(C—Sr)=0. Basta poner E'= Sn. .

Teorema 2. Para que un grupo medible G sea equicontinuo '

respecto de la medida m(A), es necesario y suficiente que M
no sea equivalente por descomposicion infinita con' nin-
gun conjunto M’ de medida m(M’)<m(M). Demostracién.. Ne-
cesario. Supongamos que G es equicontinuo y M e.d.i. con A,
m(M") <m(M). Gomo por el teorema 1 existe una medida m-
invariante p(A), resulta p(M)=p(M’), p(M—M")=0, m(M—M")
>0, contrariamente a la definicion de m-invariancia. -
Suficiente. Supongamos que G no es equicontinuo. Entonces
existe una sucesion B,eT, g,¢ G, B'a=B, ¢, con m(B,)>d>0,
m(Bn)<l:2n. Por el lema 2, (i), existe una subsucesion B,
y conjuntos C,, =B, ,;, Cn,=Cn, grn, con m(limGCpn, )=0>0
y los C’,, disjuntos dos a dos. Por el lema 2, (ii), poniendo
C=limC,, , existe un ECC con m(E)=m(C)=5>0 y una
sucesi6n infinita de conjuntos E, disjuntos dos a dos, cada uno
e.d.i. con E. Por la propiedad my) debe ser m(E,) >0 para todo
n, puesto que m(E)>6>O Por ser los E, disjuntos y e.d.i:

dosados, ¢s E'= UE' e.d.i. con E” —UL’ m1entras que m(E")

<m(E"),E"cE'. Dc aqui resulta que M es e.d.1. con M'=E"+
(M=EY, m(W) <m(M).
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Observacion. Las partes «suficientes de los teoremas 1 y 2

valen para grupos G arbitrarios. :

: De los teoremas 1 y.2 resulta la generalizacién del teorema

] de Hopf

Teorema 3. Si G es un grupo medible, una condicidn :

% . necesaria y suficiente para que exista ung medida m-invariante,

‘ es que M- no sea equivalente por .descomposicion infinita con
ningun conjunto M' de medida m(M’)<m(M).

Para cerrar este § observemos que con idéntico método al
usado hasta aqui se extiende a grupos G medibles el teorema
de Birkhoff-Smith sobre las medidas de orden m (teorema 2
del trabajo citado de E. Hopf). !

§ 4. El miclet; 'singizlar S’

En este § consideraremos algunos aspectos de la no equicon-
tinuidad del grupo G. :

! Definicién: Designaremos con A={5} (A’={%'}) al conjunto
- de los nimeros reales =0 (% =0) tales que existe un conjunto
BeT, m(B)=>% (m(B)=%) y una sucesién de conjuntos B,
n=1,2,..., disjuntos dos a dos, tales que B es e.d.i. (e.d.f.)
con cada Bn, diremos que el conjunto B pertenece a de A (8¢ A’).
Evidentemente A’cA ¢ inf A=inf A’=0. .

Lema ‘3. (i) Sup A=sup A’="5,. (ii) dyeA (4). (iii) Si

B, pertenece a 5, B, a d,, enionces m(B —B;)=0, luego si B,

y B, pertenccen ambos a b, es m(By—B,)=m(By;—B,)=0.

(iv) Todo conjunto B perteneczente a d, es invariante salvo me-

dida m nula (5). Demostracion. (i) Evidentemente basta probar

que sup A’=supA. Sea B perteneciente a 5¢ A y B, infinitos con-

i juntos disjuntos, cada uno e.d.i. con B. Dado £>0, podemos

g determinar para cada n un BrCB {al que m(B—Br)<e:2n y
. que Br sea e.d.f. con una parte B’» de B,. Poniendo ‘C=N Br
R es m(C)>d—e y C e.d.f. con infinitos subconjuntos C.C B,
(f. : disjuntos dos a dos. Luego C pertenece a un & ¢ A’ con .d > d—e,

() El problema de si también 3;e A’ equivale, en virtud de (iv), ai

problema de Hopf (§ 1). ‘ . '

¥ (°) Bi G es numerable, por ej. ciclico, se puede afirmar mis ain: entre
los conjuntos pertenccientes a 3, hay uno invariante. ’
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lo que termina la demostracién (i). (ii) Sean 8,—8y, d,¢ A, Bn

- perteneciente a 9, y, para cada n, Bry, Bn,, ... infinitos con-

juntos disjuntos ,cada uno e.d.i. con Br. Por ser los Bry, dis-

juntos dos a dos para cada n fijo, podemos elegir k,|de moda
o0

tal que Zm(Bny,) <o, luego por aplicacién sucesiva de (i) y
=1 .

(it) del lema 2, resulta la existencia de un conjunto E com

m(E) =93 =9, e.d.i. con infinitos F, disjuntos dos a dos; luego

¢ A, =%, y resulta =25, dy¢ A. (iii) Suponiendo lo contra-

rio o sea B, perteneciente a 9, B _a ¥y y m(By+B,)>9d, po-

niendo B#=PB,, B2ti=RB,, B=1im B», ehglendo la sucesién

{n;} del lema 2 (i) de modo que n; sea par o impar conjunta-
mente con k y aplicando (i) y (ii) de dicho lema a los ‘con-
juntos actuales Br; resulta que B pertenece a & =m(B)>?d,, con-
trariamente a la definicién de d,. (iv) Consecuencia inmediata de
(iii).

Lema 4. Eziste un conjunto S de medida m(S)=2%, in-
variante -salvo medida nula (ver nota (5) al pie de la pag. 55),
y que contiene una infinidad de conjunios S, disjuntos dos a dos,
cada uno equivalente por dscomposicidn infinita con S. Demos-
tracién. Si B pertenece a &, y B,=Bd, son los conjuntos dis-
juntos dos a dos y e.d.i. con B, resulta del lema '3, (iv) gue
el conjunto B»=B,—B (n=1,2,...) es de medida m(B’,) =0,
luego también es de medida nula.el conjunto B’=cipsula inva-

riante de Z}B’n respecto del grupo numerable generado por todos

los geG que intervienen en algtn d,. Basta poner $=B—p.

Definicidn. Al conJunto S del lema 4, que en virtud del lema
'3 (iil) estd determinado salvo medida m nula, lo llamaremos
nucleo singular del espacio (respecto del grupo G).

Observacidn: Si G es numerable, en particular ciclico, S
puede tomarse estrictamente invariante. El significado del micleo
singular como acumulador de la no-equicontinuidad del grupo G,
aparece claramente en el siguiente teorema 4 y corolarios, que
son consecuencias inmediatas del lema 4 y de la demostracién
del teorema 2. Valen «salvo medida nula».

Teorema 4. En M‘—S es G equicontinuo. -Dentro de S,
G no es equicontinuo en ningun subconjunto invariante.
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Corolario 1. Para que exista una medida m-invarianie es
necesario y suficiente que el nucleo singular tenga medida m(S)=
5o=0. |

Corolario 2. En M — 8 existe una medida m-invariante.

Corolario 3. Toda medida complelamente aditiva e in-
variante (jno necesariamente m-invariante!), definida en S, es
idénticamente nula

Corolario 4. Si G'SG es un subgrupo de G de indice fi-
nito y S es el nicleo singular correspondiente a G, es m(S—S§')=
m(8'—S)=0. En particular si G es ciclico, G={gn}, n=0, -1,
42, ..., todos los subgrupos de G tienen un mismo nicleo sin-
gular S [Mas general: esto vale si G/G’ es &equicontinuo»].

Reunimos en el siguiente teorema las propiedadles patolégicas
del nicleo singular S. .

Teorema 5. (i) Todos los punios Z¢S son no, periddicos,
es decir hay infinitos elementos distintos de la forma zg, geG.
(ii) Eziste una sucesidn no decreciente de conjuntos S» tales que
lim Sr=3S, y para cada Sr existen infinitos Smy, (k=1,2,...) dis-
juntos dos a dos, cdda uno e.d.f. con Sn. (iii) Para todo e>0,
existe I =S, m(S—E) <e, e infinitos g,¢ G tales que los con-
juntos Eg, son disjuntos dos a dos. (iv) Para todo €>0 ewiste
un conjunto E &S e infinitos g, ¢ G tales que m(E) <e y m(Eg,)
—m(S). (v) Existe una pariicién (salvo medida nula) de S en

infinitos conjuntos disjuntos, S= 3 S+ 80, m(8°) =0, tales que
1

cada S admite infinitos trasladados Sr g, (k=1,2,...) disjuntos
dos a dos. (vi) Existe un continuo de particiones de S en infinitos
o0

conjuntos disjuntos S=Z Sn tales que cada S» es e.d.i. con S.
1

(vii) Si G={gn}, n=0, 41, 42, ... es cwlzco, existe una parti-

cion de S en infinitos conjuntos disjuntos S= ZSP donde SP es

e.d.i. con S respecto del subgrupo Gp={gnp}, n:O, +1,42,....

Demostracion. (i) y (ii) son consecuencias inmediatas del
lema 3.(i). (iii) Sea S la sucesién de los conjuntos.de (ii) y ng
tal que poniendo E,;=_S8m sea m(S—F,)<<e/2. Si m*(A) es la

. medida asociada (§ 2) que es invariante y finitamente aditiva,

> s '.?‘;;:" i
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resulta de la definicién de los Se que m*(E;)=0, luego por la
propiedad m¥*;) existen infinitos g, ¢ G ‘con m(E, gz)— 0. Por la
aplicacién del lema 2 se consigue un ECE; y una subsucesién
gn; con m(E,—E)<e:2, m(S—E)<e, y los Eg,, disjuntos dos
a dos. (iv) Si S» es la sucesion de (ii) ny tal que m(S—S87)<e,
poniendo E=38 — Sm serd m(F) <e y como m*(Smw)=0, resulta
m*(E)=m*(S) =m(S), pues S es invariante salvo medida nula.
Luego por m*;) existen infinitos g¢,e¢ G con m(Egn) — m(S).
(v) Poniendo R'=S81, Rrn=_Sn— Sr—1, los razonamientos de (iv)
prueban que para cada n existe un E, LG Rn con m(Rr—E,1) <
gy : 27 ¢ infinitos E, g, (k=1,2,...) disjuntos dos a dos. Ané-
logamente para cada n existe un E 2CRr—E1 con m(Rr—E,1—
En2)<ey: 20 y con infinitos E,2 g, disjuntos dos a dos. Siguiendo
en esta forma y eligiendo e,—0, los E,* proporcionan la des-
composicion deseada. (vi) Por definicién de S, existen infinitos
conjuntos Sy, S,, ... contenidos en S, disjuntos dos a dos, cada
uno e.d.i. con S. Si {n,} es una sucesion de nameros naturales
que no contiene a todos los ntmeros naturales, el conjunto
S¢=S — = Sn,;, contiene por lo menos un §;, e.d.i. con S, luego
por el teorema de Cantor-Bernstein, en la forma que le di6 Ba-
nach (ver Fund. Math. 6, 1924, pg. 236-239), es S, e.d.i. con
S. De modo que para cada tal sucesién {n;} hay una particién
S=2XS, deseada, luego las hay un continuo. (vii) Daremos sélo
un esbozo de demostracion porque los detalles requieren un espacia
que estd en desproporci()n cor la importancia de la propiedad.
Sea I, e.d.i. respecto de G con S, {E;r} una descomposicién
respecto de-Gp. Se elige {n,}, p=1,2,... suficientemente grande,

By, Eze {E2}, i=n,, y se pone E'\= (El—ZEiP) + {la imagen en

E, de la parte restante de Ey} en reemplazo de E,. Asi By, Ey
son conjuntos e.di. con S respecto de G, G? y d1s3untos Luego
se busca £, E;, Ege {E8}, i=n,, y se hace aqui con E'y, Eg y
E,, E; respectivamente lo que primero con E; y E,. Siguiendo
de esta manera, F; (y lo mismo cada conjunto E; que aparece)
queda reemplazado por una suma de conjuntos e.d.i. con una
parte de él, que por el lema 1 serd todo E;, salvo medida nula
con s6lo tomar n; suficientemente grande; -y estas sumas son
disjuntas dos a dos.

Corolario 1. Ewiste una sucesién de conjuntos St conte-
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nidos en S con imSr=S, tlales que toda medida finitamente -
aditiva, invariante, definida en S, se anula en S*, n=1,2,...

CGorolario 2. Para que exisia en M una medida m-inva-
riante, es necesario y suficiente que para cada conjunto E,,
m(Eq)>0, ezista una medida v(E) finilamente aditiva ¢ inva-
riante con v(Ey)>0. La necesidad es obvia; la suficiencia es
consecuencia de (ii), poniendo Ey=S» si m(Sr)>0.

De (vi) se deduce inmediatamente la siguiente generalizacién
para grupos (r arbitrarios del teorema 1 de la memoria citada
de E. Hopf, sobre la medida de compresibilidad: Si {A} es el
minimo conjunto invariante que contiene a A, se define para todo
Bc{A} la med1da de compresibilidad p4(B) como el 1nf1mum

de las sumas Z:m(BL g) para las p051bles particiones B = Z B;

1 fem]l
y los posibles g;¢ G tales que B;g;A. Para A fijo es p,(B)
una medida invariante, completamente aditiva sobre la familia
aditiva formada por los conjuntos de T contenidos en {A}. Por
tanto de (vi) resulta:

Corolario 8. Para todo ACS es p.A({A}) 00 o,
§ 5. El problema de E. Hopf.

Diremos que EeT verifica la propiedad (h) (respectivamente
(h*)) si para ningtn ge G es EgcE, Eg-/=E (E9cE, m(E—Eg)
>0); analogamente E verifica (h,)((h*,)) si E no es e.d.i. con
una parte By CE, Ey=/=E, (ByCE, m(E—E,)>0). T verifica
(h) etc., si lo verifica todo EeT. E. Hopf prob6 (l.c.) que la
condicién (h*) para T equivale, en el caso de G ciclico, a la noj
equivalencia por descomposicion finita de M con una parte propia.
Aunque el problema de Hopf fué resuelto por la negativa por
Halmos, cabe considerarlo para cada T particular: ¢Es cier-
to que si T verifica (h*) verifica también (h*,)? Para grupos
G no ciclicos el problema de Hopf sé resuelve trivialmente por
lanegativa: sea M el conjunto de los ntmeros naturales, m(A) una
medida completamente aditiva definida para todo subconjunto A M
no idénticamente nula, g; la permutacién de M que'permuta i con
2iy deja invariantes los demas puntos, G=grupo generado por los g;.
Vamos pues a limitarnos al caso de G ciclico, G={g"}, n=0,
41, 42, ..., generado por una transformacién ¢. En este caso la
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diferencia entre (h*) y (h*,) (para T) se advierte claramente,
teniendo en cuenta que (h*,) se expresateoremab (iii) como la
imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m positiva
con infinitos congruentes disjuntos, mientras que (h*) equivale
a la imposibilidad de la existencia de un conjunto de medida m
posmva con todos sus congruentes disjuntos dos a dos (en efecto,
si EgcE ,m(E—Eg) >0, el conjunto E—Eg tiene medida posi-
tiva y todos sus congruentes disjuntos dos a dos).

Observemos que si M={x;}- es numerable y G={gn} ci-
clico, el problema de Hopf se resuelve por la afirmativa; en
efecto, en este caso la clase aditiva T es atdémica, es decir existe!
una sucesién de conjuntos disjuntos {A;} tal que todo Ee¢T es
uni6n de dtomos A;, y por tanto Aige {4,). Si hay un A, de
medida m(A,)>0 tal que A;gi-=A4;9isi i5=j (es decir A es
no periédico) entonces no se verifica (h*) y por consiguiente
tampoco (h*_); y si todo 4; de medida m(4;)>0 es periédico,
existe evidentemente una medida m-variante y se verifican am-
bas condiciones (h*) y (h*,). Gomo simple corolario de esta
observacién resulta el siguiente

Teorema 6. Si T es una clase completa respecto de una
medida finita w(A) completamente aditiva e invariante respecto
de G={gn}, y M es de polencia cardinal no-medible (¢), el pro-

blema de Hopf tiene solucion afirmativa. Demosiracidn. Sea .

m=a-s, a=absolutamente continua respecto de p, s=singular.
Si T no verifica (h*,) es M e.d.i. con M’, m(M—M') >0,
- wW(M—M")=0, a(M—M')=0 y por tanto s(M—M')>0, y en
virtud del teorema 3, no existe ninguna medida s-invariante. Por
ser T' completa respecto de p y M de potencia cardinal no-medible,
se sabe (B. Pettis, Duke M. J. 4, 1938, pg. 552-565). que s se
reduce a su espectro numerable, es decir, existe un conjunto nu-
merable de puntos {z,}!C
en su complementario. Ademés es facil ver que el espectro de s
es invariante respecto de G. La observacion que precede este teo-
rema termina la demostracion.

() T es completa respecto de p, si p estd definida sobre T y si todo’
conjunto contenido en un conjunto de medida y nula pertenece a T. Un nb-
mero cardinal es no medible, si una medida completamente aditiva nula en
los puntos, definida sobre todos los subconjuntos de un espacio.de esta po-
tencia, se anula idénticamente (ver S. Uram, Fund Math. 16, 1930, pg. 140-150).

<M con s(z,)>0 y tal que s se anula"

7
1
|
i
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Sea Z el grupo de los ntimeros enteros y g la;transformacién
que a n hace corresponder g(n)=n+1, y G={g"} el grupo ci-
- clico correspondiente -

Definicién. Diremos que Y ©Z es un conjunto (P) si cual-
quiera sea el entero p, —o <<p <o, el conjunte YUYgr U..
YgrelJ... (n>0) tiene la propiedad (h) respecto de G= {g"‘} '
YCZ se d1ra un conjunto (Q): (respectlvamente (Qp)) si Y es un
conjunto (P) y si ademés Y es e.d.1. con Z respecto de G={gn}
(respectivamente Gr={gprr}) y respecto de los conjuntos (P),
es-decir 81 Y=Y, +Y,+...,Z=2Z,+2Z,+..., 'Yin:-ZiZj=O
para i7/=j, Y;=2Z;gn (Yi=Z;grn), siendo cada Y; un conjunto
(P). La demostracion del siguiente lema es facil y la omitimos.

Lema 5. (i) Las propiedades (h), (P), (Q) son invariantes
respecto de g. (i) Y tiene la propzedad (P) si' y solo s
U%y YgwoY para todo p, —oo <p<—oo. (iil) Si cada Y;
verifica (P) también lo verifica U;Y; (w) Si Y ven]'wa (h)

también lo venflca el complementario de Y.

Teorema 7. El grupo Z de los numeros enteros po-
see las siguientes propiedades:

(i) Z admite un conlinuo de particiones en infinitos conjuntos
disjuntos Z=U",_;Yp, donde Y, es un conjunio (Qr).

'(ii) Eziste un Y ©Z que es un conjunto (P) y tal que para
cada entero p, —oo<<p <+, ewislen infinitos n;=ni(p) tales
que los conjuntos Y grr; son disjuntos dos a dos.

(iii) Para cada p existe una infinidad no numerable de con-
juntos (Qr) incongruentes dos a dos.

(iv) Para cada p existe un Y que es un conjunio .(Qp) vy tal
que designando con Iy al intervalo (—N,N), se verifica, para
N— o,

limite {(nimero de elementos del conjunto YNIy). N-1}=0.

Demostracion. Segtin. Halmos existe una T que verifica
(h*) y no (h*,). Primeramente observemos que si T verifica
(h*), dada una sucesion de conjuntos E,e T, existe otra E’ng T tal
que Emcily, m(E',)=m(E,) y tal que todos los conjuntos
E'y,=EnUEngrUEmger U ... (n=1,2,..., p entero arbitrario)
verifican la propiedad (h); para ello basta evidentemente suprimir
los conjuntos de medida nula que distinguen la propiedad (') de




la (h). Como para todo punto z€¢ M no periddico la trayectoria
{zp}={xgr} es isomorfa con el grupo Z, las definiciones de con-
juntos (P) y (Qr) se transportan obviamente a subconjuntos
de una trayectoria. Entonces si FeT es tal que I y todo Er=
EUEgr'Eg2rU. .. (p entero cualquiera) verifican (h), para todo
punto z€ £ no periédico, £N {z,} es un conjunto (P). Luego, de
la observaciéon anterior y del hecho de que todo z€¢lS es no pe-
riédico, se deduce que si T verifica (h*), para todo ECS,
m(E)>0, existe un E'CE, m(E')=m(E), tal que para todo
todo punto ze¢E’ es E'N {z,} un conjunto (P). De estas obser-
ciones y de (iii), (vi), (vii) del teorema 5 resultan inmediatamente
(i) y (ii) de la tesis. Para demostrar (iii) supongamos, por lo
contrario, que los conjuntos (Qr) forman una familia {¥i} nu-
merable. Por (vii) del teorema 5 y por lo dicho mas arriba, existe
un conjunto E<S, m(E)>0, tal que para todo ze¢k es
EN{z,} un conjunto (Qr). E queda descompuesto en una infi-
nidad numerable de conjuntos, £=XE; i=1,2,..., donde E;
estd formado por aquellos puntos z de I para los cuales EN
{z,} es congruente al conjunto Y;; en otros términos, si ', x”,
son dos puntos-de un mismo F; sus trayectorias interceptan a
E; en conjuntos isomorfps a Y; Tijando un z¢ E; y poniendo
B = (E; N {zp}) g", 'por ser los E i) -subconjuntos de una
misma trayectoria  isomorfa a Z, existe un sistema atéwmico
{Aji(x)} tal que cada Aji(x) es una interseccién de una infinidad
numerable de conjuntos E,i®)," cada E,¥*) es uni6n de 4atomos
Aj(z), Aj(z)ge {Aji(.x)}, y dos atomos coinciden o son disjun-
tos. De lo observado més arriba respecto del isomorfismo de los
conjuntos E;N {wP para,i fijo y x ¢ [; variable, resulta que Ila-
‘mando K;=U,_YZ(E;gr) y poniendo E' i=1FE;g", existe un sis-
tema alomlco {Aji}, AicKy tal que cada AJL es una intersec-
cion de una infinidad numerable de conjuntos E.i, Aji=I;NEgmN
EgrN..., n, =n,(j), cada L, es unién de 4tomos A]l, A/ ge
© {Aji}, y dos atomos o comcu]en o son disjuntos. Como E tiene
infinitos conjuntos e.d.i. disjuntos y EN {x,} es un (Q), se de-
duce que.para cada Aji son disjuntos dos a dos los.congruentes
Ajig, Ajig?, .. .. Luego poniendo H=EguN Eg=N..., HNK;=

Aji, se tendra Hg CH,Af cH—Hg, HeT, lo que en virtud de la -

condicion (h*) de la hipétesis implica m(Af)=0, para todo ato-
mo Aj. Luego m{E;)=0 y m(E)=Z=Zm(E;)=0, obteniéndose
una contradiccion, lo que prueba (iii). En cuanto a (iv), se obtiene

T L

L Smm
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facilmente la tesis, combinando el corolario 1 del teorema 5 con
propiedades conocidas del grupo medible Z. Con esto queda ter-
minada la demostracién del teorema 7. -
Finalmente observemos que si ¥ ©Z es un corijunto (P), se
deduce del lema 5, (ii), que toda progresién aritmética contiene
Ringuno o infinitos puntos de Y. Luevo existe una funcién que a
todo sistema finito (iy,...,I,) de nameros enteros (n arbitrario)
hace corresponder un ntmero entero a(iy,...,i,) >0 tal que Y
contiene a todos los numeros de la forma {a(i,)i;+a(i;,)is+ . .
a(ly,. . .i,)in} . Por lo tanto un conjunto (P) debe ser extraordi-
nariamente abundante en puntos, y ya para p>2 no hemos po-
dido encontrar ejemplos de conjuntos (Qr) (7). En una nota si-
guiente desarrollaremos el método de equicontinuidad aqui usa-
do para obtener una caracterizacion de los operadores de Koop-
man y una snnphflcacmn de los teoremas de Dunford-Miller.

i

() Tn cambio se construye con toda facilidad un continuo de conjuntos
(P), no congruentes dos a dos, observando que la interseccién de un arco de
la cireunferencia con la trayectoria de un-punto respecto de una rotacién
irracional determina un econjunto (P).




- TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES DEL
CAMPO DE RADIACION.

APLIGACION A Lj RADIACION DE MULTIPOLOS.

por Jost A, BALSEIRO
Instituto de Fisica — La Plata

SumMmARY: The problem of determining the photon' digtribution over the
states of a quantized radiation field deseribed by means of two systems of
orthogonal vibrations both referred to the same radiation field is solved.

The. formalism is applied in order to find the probabilities of a given
configuration of the radiation emitted by electric and ‘magnetic multipoles.
Known expressions for angular intensity distribution are- obtained.

§ 1.-Introduccién. —En un trabajo anterior (1) se ha plan-
teado el problema de determinar la distribucién de las configu-

raciones de fotones del campo de radiacién descripto mediante un

' >
sistema de soluciones ortogonales B, de las ecuaciones de campo,

¢uando inicialmente se tiene una distribucién dada de fotones re-
>

feridos a otro sistema de soluciones A,. El formalismo se re-
fiere al caso en que el nimero y las frecuencias de los fotones
asociados al campo se conservan.

El vector polencml del campo de radiacién cuantificadd
referido a uno y a otro sistema de soluciones se expresa:

> -> Lo _
A=Za, A, + conj. comp. = Z 0, B, conj. comp. (1.1)

en donde a, y b, son los operadores de amplitud. Los .sistemas
-5

de funciones orfogonales A y B, definen una transformacién
unitaria
> . > s ’
A,=Zc, Bs+conj. comp. o (1.2)
8 .

(*) ' J. A. BaLsEIRO. Phys. Rev. 73, 1346 (1948).
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que transforma las amplitudes segun:

) 1N

by=Zc,.a, a,=Xc* b. (1.8)

8

Como es sabido, los operadores a,, b, son representables, res-
pectivamente, mediante las variables can()mcamente conjugadas

P,q Yy P,O en la forma

+i2nv q,) (1.4)

(p—izrva,) at=
v

1
2

—i2nv Q,) b¥,=

c+i2ny Q;).  (1.5)

:1
" Vahr

Las expresiones (1.3), (14) y (1.5) ‘estable'cevl’l entre las

variables p,q y P,Q una transformacién candnica, la que a su

vez, define una transformacion entre las autofunciones del campo
referidas a las representaciones (q) y (Q). Dada la autofuncién
Pngng- (9195 - - -) referida al primer sistema que define la con-
figuracion de nj; fotones en el-estado al cual se refiere gy, etc. se
ha demostrado en el trabajo citado que se transforma en lg
autofuncién

Apiny (Q1 Q.. )= Eda’fz‘l’a‘ﬁa Imima- (@1 Q2-+2)  (1.6)

con Z;m;=2Zjn;.

El cuadrado del moddulo de los coeflclentes Ao, dan la
probabilidad de la configuraciéon correspondiente a my,m,, ...
fotones distribuidos sobre los estados definidos por Qy, Q,,.. ..
El problema se reduce, pues, a determinar estos coeficientes.

" En el trabajo citado se han dado expresiones formales para estos

cocficientes y que, en general, no son simples de calcular. En
el presente trabajo se obtienen expresiones algebraicas que per-
miten calcular en forma inmediata estos coeficientes en funcién
de las amplitudes ¢,,. En el caso de un solo fotén .presente en
el campo el cuadrado-del médulo de estas amplitudes determinan
directamente la probabﬂldad de la. correspondiente distribucion.

El problema se resuelve planteando Ia transformam(’m P q
—P,Q de la s1gLnte manera:
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Definimos las variables:
h " } : .
Y=g % n=—ig (1.7);
h " vy : 1
Ys—z—nb s Z,=—1ib, A1.8)

y, teniendo presente la regla de conmutacién de los operadores

‘de amplitud se obtiene:

. h . h |
Y2y —2p Yy =—1 o Opp; YZy—2Z9Y ,=—1i 2—nf>ssl. (1.9),

En esta forma, las variables y,z ¢ ¥,Z son canénicamente
conjugadas. Ademés, teniendo ‘presente la (1.8) se tiene las
transformaciones -

Z,=Xcyz, ‘'z,=2Zc%,Z. - (1.10)
r B

{

La transformacmn canénica p,q—P,Q puede, en esta for-
ma, enunciarse como el producto de:

a) la transformacién canbnica p,q— ¥,z
b) la transformacién de coordenadas y —Y; z—Z
¢) la transformacién canénica Y,Z —P,Q.

‘En la parte II se emplea el formalismo para determinar la
distribuciéon de fotones en ondas multipolares eléctricas y mag-
néticas, lo que permite calcular la probabilidad que un fotén
sea emitido por un multipolo segiin una direccién determinada.

§ 2.—Transformacion p,q— y,z. Las expresiones (1.4)
(1.7) definen la transformacién canénica:

oW,
0q,

pr=i VZhvr z,—i2nv,q,=
. (2.1),

o h oS
yr—:"l.gz—zr_l' VZhV,.q,,=-——

0z,
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en donde Wy(q,z2) es Ta funcién generatriz de la transformaci6n
que consideramos.
El ntcleo de la transformacién resulta: =~ -

2 » ’ . v
Si(6.2)=e~ —,’f—z WiEe) —p Zi[— % gt~ % 2%V akini ] (2.2),

con E;=2n l/i;l qs

En la representacién p,q las autofuncmnes del campo son
las funciones de Hermite:

'

=2 1 2
Gy (E1Ea- - -) =4¢—§Ei H, (¢)e —g¥HH, (5)...

La transformacién de estas funciones mediante el nucleo
(2.2) se obtiene teniendo presente 6l desarrollo en funciones de
Hermite normalizadas

1., 1., !
e FE-TXAE -5 B ) /2 o
} p==0) !

que permite obtener, siendo &= l

fnln,'-- (21 Zg. . ) =
o0

f Sy (1 - 2125, - ) Guinye. (Ey Ege - ) dE dEg . . .=
Vo V! (3)

La transformaci6n P»q— Y,z debido al caricter no her-’
“mitiano de las variables, v,z no es unitaria siendo S;~15~S*. Por
esta razon la transformacién de las funciones-ortogonalés 1
no produce funciones ortogonales. No es posible, por este mo-
tivo, atribuirles a las funciones f,,, .. el caricter de autofuncio-
nes del campo (%). Esto hace que la inversion de la integral

(*) Estas funciones son designadas ¢ ‘I‘undlones Generatnces” ‘por H.,
W. PENG, Proe. Roy. Irish Acad. 51, A N°¢ 8, 113 (1947). Segin una cita de
Peng han sido introducidas en la descripeién' del campo de radiacién por P.
A. M. DirAc, Quantwm electrodynamics. Comunications of the Dublin Institute '
for Advanced Studies A, N? 1.
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-(2.3) correspondiente a la transformacién p, q no sea trivial. Ha-
llado el ndcleo S;~! de esta ultlma transformacién y puesto
que z es compleJa, serd necesario determinar el camino de in-
tegracion en el plano z de modo que se obtengan las funciones
g como transformadas de las f. Resulta ser:

_1(2 €>_PEz[ Ei2 4+ ——zr— 2zki] '<2.4)

'Utilizando la integral:

@

ife—sz+2st ds

| &

w|m

y la definicién de H,(£) mediante la derivada de orden n de

1
e~ 7% se obtiene:

nune (B )= / S (08 fue (2120 ) de ey (2:5)

§ 3. —Transformaczones z—Z; Y,Z—P,Q. La transfor-
maciéon de coordenadas z— Z, defmlda -por la (1.10) permite
transformar en forma inmediata las funciones fagny (21 29- . +) en
las correspondientes a la representacion Z. En efecto, se tiene:

1 2 ¥ 2
fnxn.,... (21 2g. . ) = -—zln ___22" =2 (0 151 sl)m <c 28’“‘_Zs”)n
’ Jnil .‘/”2! anl V”zl
L 23724, Zlm1 oM nn, :
= 3 = L= E o i fn,lllg"' (Zl Z2 . ) (3 1)

MyMg.eq
MMy, m1[ ]/777,2[ ) M. ,

con X m;=Znj=N.

Nos interesa dar una representacion‘adecuada de los coefi-
cientes dy ce este desarrollo. Se tiene que:

§ iz . — v
N0 .
- (2m)N

ZyMzgne, |,

Z1m1+1 Z2m2+1_ . le de e (3 2)
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" Observamos ahora, que si formamos el desarrollo:

yA m VA 2m" — > 5 mm. M Z
— 29N,
Yyl mg! e Vm ! ‘/n2

_ con Znj=Zm;= =N

resulta:
MIMigees ___ 6* mHa.. 1 r"ll 77’2! ..
MM 'Inl?ng (2 . N
i) mylmgl ...
' ’
ZmzZme, ‘
L 72 deide. .. (8.3),
| zln‘1+1 zzn:-—}-}. . : !
3

La transformacién canénica Y,Z—P,Q es la inversa de
P,Q—Y,Z aniloga a la tratada en el § 2, puesto que en la
representacion P.(Q las autofunciones del campo son:

TN X e

1 Yg B 1 ,12 ° .
Iy (X X )=e 7250 H, (X)e 3% Hy (X5)...
| (3.4)

L

S

con Xj=2n ?;l_’ 0.

§ 4.—Transformacidn de configuraciones. Puesto que las
funciones f,, .. no pueden considerarse como aulofunciones del
' campo, no podemos a priori interpretar al cuadrado del médulo
de los coeficientes d,7%%-  de (8.1) como la probabilidad de
la correspondiente configuracién. Demostraremos, sin embargo,
que estos coeficientes son los mismos que los del desarrollo
(1.6), para los cuales vale la-mencionada interpretacién.
Sea S(g, Q) el nicleo de la transformacion p,q— P, Q.
Se tiene:

[ 8(2 Q) gnuny- () dg=Ap,p,.. Q). (4.1)

Si S, (Z‘, Q) es el ntcleo de la transformvacién Y, Z—P,Q
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analogo al dado por (2. 4), teniendo presente las expresiones (2, 3)
y (3.1) se obtiene:

f f 81(q.2) 82 (Z. Q) guyn,- (9) dqdZ =

—o —iwn ’

f Sz (Z, Q)fnlnq (z)dZ By (Q)- (42)

—ioo

Comparando esta Gltima con la (4.1) se obtiene la relacion:

[ 81(9.2).8,(2,Q)dZ=8(9,0). (4.9)

—doe

Por otra parte, 1;1 (3.1) puede darse en la forma:
/ $1(9:7) Gn- (9) dg = Z O35 f 57 (4.0 g () 0-

Multiplicando® por S, (Z, Q) , integrando respecto a Z y ob-
servando que:

/82<Z Q)85 (£,Q)d2=5(0-Q)

-—leo

lle\gamos, tehiendo présent-e la (4.3) y llamando nuevamente

QaQ:
Appy (Q1 Qp. V) = E O . Imymae- (Q1 Qz-‘ .

.
g

;

Los coeficientes 8,0 son pues los coeficientes d n.
de (1.6). '

Si tenemos presente las (3.2) y (3.3) -obtenemos para la

probablhdad de la conflguracmn my, My, ... asociados a las
> .

ondas Bl, By, ... la expresién:

s T

=

T
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'H/nlng _611171«... g*nlng = ‘

mymg . my mg . my mz
1 zZMzgne, |,
— 1“2 dz,dzZ,. ..
(2ni)eN | Z mt Z mett, |

Zm Zyms, |

a1
zln1+1z2n 1,

deydzy... (4.4)

De (3.1) se sigue que C*; Gy, da directamente la probabili-

este Totén en-el estado ¢ si inicialmente esti referido al estado s,
Debe cumplirse, naturalmente, que Z Woan _1 lo que re-

sulta en forma inmediata de (3.1) y (3 3):

.

! 1 | nllnzl...
1_‘_'6'11"2 -
m T (2m)yN ‘/mll mel. ..

ZmZyms
1 » net
zln1+ zznu—ll_ ..

my mz

dzydzy...= Z dpana- ykmnec (4.B);

- La representacién (3.2) de los coeficientes d': permite
determinar el valor medio del ntmero de fotones asociados al
estado #, resultando:

’;t =Z n, (C*rt .Crt) . | (4' 6)

Igualmente, es calculable la dispersi6on media cuadratica -del
valor medio (3), obteniéndose:

=i+ ()2 — Zn, (n+1) (CHCp)?. (4.7)

(®) La discusi6n de esta expresién y los desarrollos correspondientes serfin
publicados préximament.

-
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1

PARTE 1II
B

Distribucion de configuraciones en la radiacién de maultipolos.

5. — Generalidades. Hemos visto que en el caso de un solg
fotén presente en el campo de radiacion los coeficientes 7, coin-
ciden con los C,; de (1.2). Si en un caso.determinado .se co~
nocen estos coeficientes se podra atribuir en el proceso de emi-
sion de un fotén cierta expresion a la onda emitida si la exci-

tacion estd dada en un sistema ortonormal. Ar. Reciprocamente,
si se conoce la expresion de la onda emitida B se podra deter-

minar la probabilidad de la excitacion de una de las A mediante
>

las cuales es expresable B,. Nos referimos a este ultimo  caso,

-> >
siendo B, una onda multipolar (eléctrica o magnética) y A,
ondas planas.

El campo de radiacion puede ser expresado desarrollando las
funciones de campo en ondas esféricas, cada una de las cuales
satisface las ecuaciones de Maxwell. Estas soluciones (eléctricas
y magnéticas) estin caracterizadas por los ntmeros enteros [
-y m. El primero caracteriza a la onda emitida por un multipolo
(eléctrico o magnético) de orden 2!. Los diferentes valores de m
corresponden a las distintas posibles orientaciones del polo 2! en
el espacio. Si, en particular, se tiene solamente la radiacion de
un multipolo de orden 2! las restantes ondas esféricas deben
considerarse vacias. :

El campo de. radiacién que consideramos, puede también
obtenerse expresado en ondas planas, cada una de las cuales esta

caracterizada por el vector de propagacn’)n lc la frecuencia v=

——|lc[ y el vector de polarizacion e. Si se establece que una de

estas ondas planas estd excitada y las restantes vacias, se puede
resolver el problema de determinar la probabilidad de la excita-
cién de una onda multipolar dada. Reciprocamente, puede plan-
tearse el problema de determinar la distribucién de un fotén,
que inicialmente estid asociado a una onda multipolar, sobre las
ondas planas mediante las cuales aquélla es expresable. Esto tlti-
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~mo equivale a determinar la probabilidad que un fotén es emi-

tido por un multipolo en cierta direccion dada por I—: Ambos
problemas son equivalentes y se resuelven (§ 4) hallando los coe-
ficientes de la transformacion unitaria onda plana-ondas esféricas
y reciprocamente, onda esférica-ondas planas.

Se tendrd en general:

-

- +l -> — -> > -
A=Z Zam Apn=| b(k,u,v) e (u,v) ek 2 dlsenududv. (5.1)

I m=—1

Una onda plana serd expresable

b(lc uv) e-el(’m = Z Z G (kuv) Al, (r,9,9): (5.2)

P
O bien, cada solucién esférica:

m(r¢ o) ch*lm (kuwv) M (uv)eir k2 dksenududv  (5.3)

3>
siendo k&, u y v las coordenadas. polares del vector k.

En (5.2), |Gy (kuv)| da la probabilidad que el foton
asociado a la onda plana definida por k,u y v esté asociado a
la onda esférica Ayn. En (5.3) el mismo valor define la proba-
bilidad que un fotén emitido por un multipolo I, m sea emitida
en un 4ngulo sélido dw=senududv. Si, por otra parte, supo-
menos que la radiacién emitida es monocromatica, la (5 3)
se convlerte en:

: g > > .
mArde)= f C*n(u, v) e (uv) e dw (5.4)

y tendremos, asi, definida la probabilidad que el fot()% sea emi-
tido segun la direccion dada por u y v.

§ 6. — Soluciones esféricas expresadas en ondas planas. Sean
r,9,¢ las coordenadas polares de un lugar del espacm y kouv

las coordenadas polares del vector de propagacmn Ic. $ y u for-
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man dos lados de un tridngulo esférico cuyo tercer lado "«
cumple:

cos & == cos ¥ cos u +-sen ¥ sen u cos (p—v). (6.1)

Teniendo en cuenta la férmula de Rayleigh:

o

= Z it (2l41) §kﬂ7 Jit1/9 (r) Py(cos a)

tk.rcosa

la (6.1) y el teorema de adicién de las funciones. esféricas se
llega: :

ez(ln‘) =X 2 dn il b
I=0 m==—I okr

Tisass (Jer) Pym (cos 9) ‘;‘_;ﬂplm (cos u) ;’1 (6.2)
TT

P4

en donde Pjm son las funciones esféricas Pym normalizadas,

La anterior permite escribir, temendo én cuenta la ortogo-

nalidad de las funclones Y¥m (wv) = Ppm (cos u) el_mt:

2n

/

2
: lem (uv) el("') senududv=y;(kr) ¥ m (u v) (6.3)

siendo:

X (kr) = V J11/2 (kr)
Y. +

Recordando que en el campo de rad1a016n A=7L sien-~

do E el vector eléctrico del campo se tiene:

(Az)lm = —[(L‘r)lm cos 9 — (L'{y /msen &].
V— (Am:l:lAy)zm ="

VEI— [(Er)lm sen & -+ (E& )lm cos ¥ j: L (Eca) lm] etip
t
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en donde (E,)m, (E )m, (E,)m son las componentes del cam-

po eléctrico de una onda multipolar eléctrica en coordenadas .

esféricas dadas por Debye (4). De aqui se obtienen las expre-
siones (°): ‘

“ =g {(z(z+m'+1>(l_m+1) )1/2 Ko (1) V5, (59) +

(1) (2041 (2043) ,

(1) (1 m) (1) . q
[ (1) (21 ] Koo () Y (&(')}

1, .
"V‘?— (Agt+iAy)m =

1(lmA2) (H-m-1) e
{[ 2(141) (2l4-1)(21+3) ] Xuy ("’") Vi (%.9)—

[(l+1)(l*m)(l—m—1) ]"2 Ly () YIH (3, ) }

21(21—1) (2I41)

L h ity
s {[ [(l—-m42) (I—m-+-1)
2(I41) (21+1) (214:3)

(L1) (Lm) (Hm—1) 1 o .
[ 21(21—1) (241) ] X (k) Vi (&’(P)}

8|
] 2Xz.*.'x (’f") Y?-:-‘;I (3': cp) +

donde B es un factor numérico independiente de I y m.
Estas expresiones del vector potencial resultan combinaciones
lineales de las (6.2). Se puede, asi, expresar:

> - -> ' . >
Am= [Bpn (o) eirdw= [|Rm (wo) e (wv) sindu (6.5)

la que en relacién con la (5.3) nos da:

Crm (i, ) = Rpm (2,v) |

() Ver p. e. M. BorN, Optik (Juliug Springer, Berlin, 1933) p. 278.

(®) Se emplean algunas relaciones de recurrencia entre funciones esféricas
que. figuran en el articulo de H. BETHE, Handb, der Phys.. T. 24.1 Berlin,
1933, § 65.

6.4)
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Yy siendo:

mi U+m+1) (l—m-+1) Vo s,
(Rin= l{[(l—|—1)(2l+1)(2l+3)J Fhal
) Em)=m) oy
- [ [(2l—1)(21-+1) ] Y it () }
oy [[ AR () Ty
(R:t:-l-t)')l - l{[ 2(l—f—1)(2l—|—1)(2l—|—3) ] 41 ( )‘I‘

HDE=m)(=m=1) Th s,
[ 2l(2—1)(2141) ] Vi (wo) (6:6)

it [lmt2)mt ) 1Ry
(Regyr=i~ [(mEDEE [y i )

D) EHm)Hm=1) Thy s b
[ 2(20-1) (21+1) ] T (’)}

En forma aniloga, empleando las soluciones esféricas mag-
néticas se llega:

Ar=p =X, Vo) (61)

Vi)

l4+m l—m
V_ (Aw‘HAy)l =B (( * z_{l—(ll:_(l) )) Xy (kr) Yymi1 (3, 9)

(l m+-1) (I+-m) !

V% (Awfifiy)lm:ﬁ ( 2041 ) X, (Icr) Ylm ~1 (%, ¢)

con los correspondientes coeficientes:
-1

(R)ym=1f 2 Vl =) Y (a,v)

a

(Ropiy) = i1 ((l+m+1) (I—m) ) iy ¥t (u, v) (6. 8)
. / .

2U(T+1)
{»,R.’d—i)’)im - ii—l ((l_m+1) (l+m) ) fe Ylm_1 (u, v) .

2U(1+1)
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8§ 7. — Probabilidad de las distribuciones de un foton multi-
polar. Mediante la (6.5) podemos construir la (5.1) y de ello
obtenemos: '

o 4! ->

= Zam R (u,0)|=b (wv). (7.1).

=1 m=—I

Puede demostrarse que la (6.6), asi como la (6.7) forman
un sistema completo de funciones ortogonales normalizadas. Se -
obtiene asi la expresién correspondiente a la (1.3)

atm:flﬁlm(ﬁ,v)b(u,v)dw (7.2)

Segun se ha demostrado en el § 4, la (7,2) nos permite

calcular la probabilidad que un multipolo de orden 2!, con una

. orientacién dada por m, emita un fotén en la direccion dada
por u,v mediante:

[Cm (n,v) 2= (R¥m (u,v). . By (),

Para dipolos [=1 se obtiene:

3

=0 Col2=
m |G, 4

sen? u. (7.3)

me=1 |ci11|2:§8-—(1+cos2u).
Para cuadrupolos [=2:

15
m=0 |02°|9:1—65‘en22u
. 11y O , .
m=41 |C% I2:E (cos? u + cos? 2u) {7.4)

| 5 1
m=+42 |O‘ﬂ222|2:§ (sen?u-l—zsen?Zu).
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Para un ntimero n de fotones emitidos por el multipolo I, m
el valor medio observable en la direccion u,v estd dado, segln

(4.6) por n|Rm(u,v)|2. Las fluctuaciones quedan determina-

> ->

das segin la (4.7) por n|Rm|2 (1—|Rm|2). Puesto que la inten- v
sidad de la radiacién es proporcional al nimero de fotones ago-
‘ciados, la expresién obtenida para el valor medio debe ser pro-
porcional a la intensidad de la radiacion. En efecto: las (7.3)
dan una distribucién angular de la intensidad de la radiaciéon que
coincide con la conocida para dipolos. Las (7.4) coinciden, ¢
también con las expresiones dadas por Rubinowcz (€). '

Con placer agradezco al Prof. G. Beck algunas discusiones
referentes a este trabajo. -« N

(Recibido el 15 de marzo de 1949).

(") A. RuBiNowicz, Zeits. fir Phys. &1, 338 (1930).
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INFORMES ’

Gumo Brcr (Observatorio Astron6émico, Cérdoba): Progresos re-
cientes en el conocimiento de la estructura del electrén. (Apa-
recié en Ciencia e Investigacidn, 5, 231 (1949)).

JoraE SAHADE (Observatorio  Astronémico, Cérdoba): Las estrellas
Wolf-Rayet (Aparecerd en Ciencia ¢ Inwvestigacién).

Auperro Gonziusz Domingurz (Universidad de Bugpos Aires) :
Funciones singulares de la fisica. (Aparecerd en esta revista).

AnToNio Ropriquez (Universidad de La Plata) : Estado aciual de
la teoria de los liquidos.

RESUMENES DE LAS. COMUNICACIONES

K. Frinz (Buenos Aires): Una generalizacién, para impedancias,
del teorema de Foster y su aplicacion al ancho de lo banda de
frecuencias de una antena.

P :

Entre todas las impedancias que en un intervalo dado de fre-
cuencia poseen una parte real dada, ninguna tiene una disminu-
cién mis grande de la parte imaginaria en funcién de la fre-
cuencia, que la funcién comparativa positiva caracterizada en el
intervalo dado por una parte real igual a la dada, y fuera del
mismo, por una parte real nula. Siendo una funcién potencial,
tal funcion comparativa puede ser determinada por diversos pro-
cedimientos conocidos. Existen impedancias que admiten cual-
-quier grado de aproximacién a la funcién comparativa.
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Aplicando este teorema al problema de la adqptaciéfl de
antenas a cables, resulta una limitacion de la banda de las fre-
cuencias que pueden ser emitidas por la antena. Sea por ejem-
plo ®©,,; la frecuencia mixima emitida y oy, la frecuencia
minima, y d el amortiguamiento de un dipolo; resulta para la
banda el valor ’

d

' ® max ™ Omin T

. —_—
max min
—_— <

A. Gonziiez DominguEz (Universidad de Buenos Aires) : Relacio-
nes médulo-fase en un intervalo finito de frecuencias.

Teorema I.—Si se conoce el mddulo de una transferencia
de un circuito lineal pasivo en un intervalo finito de frecuencias
0, <o<w, y se sabe, ademds, que en el intervalo complemen-
tario el mddulo es menor o igual que 1, entonces la fase de la
transferencia esid determmada en el intervalo v, < o < o,, a me-
nos de una funcion decreciente de la frecuencia.

Como corolario resulta el 9

Teorema II. — En la banda pasante de un filtro lineal la fase
es funcién decreciente de la frecuencia.
Los teoremas anteriores tienen correlativos para impedancias.

Teorema IIL. —Si se conoce la resistencia R(w) de un di-
polo en ur intervalo o, <o =<w,, la reactancia estd determinada
en el mismo intervalo, a menos de una funcidn no decreciente de
la frecuencia. .

Teorema IV.—Si la resistencia de un dipolo se anula en un
intervalo, la reactancia en ese intervalo es funcién no decreciente
de la frecuencia.

Como corolario de los teoremas IIT y IV, resulta el &guwnte

Teorema V. — Entre todas las impedancia de resistencia R(o)
prefz]ada en el intervalo complementario es tal que la curva de
reactancia tiene, para todo punto del intervalo, tangente minima.

Este teorema pertenece al Profesor K. Frinz (Elektrische -

Nachrichten-Technik, 20, (1943), pp. 113-115), quien ha hecho
de 6l importantes aplicaciones al disefio de antenas.
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TrérLo IsNvArpi, JUAN T. D’ArEssio y Deruer A. Asprik (Facul-
tad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Buenos Aires):
Un nuevo cuerpo decolante para medir temsién superficial.

En el método de Lenard para medir tensién superficial se
utiliza un éstribo, cuya ejecucién es dificil. Para salvar esta difi-
cultad lo hemos sustituido por una ldmina de plata de 0,07 mm.
de espesor, de 3 cm. de largo y 1 cm. de ancho, que lleva late-
ralmente dos alambres de 0,4 mm. de didmetro para limitar la

-pelicula y darle estabilidad. El perfil 1nf»er10r de la lamina es

rectangular, de ancho constante.

Con una balanza analitica adaptada a estas mediciones (J.
T. D’Alessio, Tesis, Inst. de Fis. de Bs. As.) se mide la fuerza P
que ejerce la pelicula liquida sobre la ldmina colocada vertical-
mente; al elevarsela gradualmente P aumenta hasta alcanzarse
un valor méximo, que corresponde al «primer méximo» del es-
tribo de Lenard. La teoria de la limina que'proponemos conduce
fécﬂmente a la férmula

P b, — Zuy.
=gz 2 —7)

(o=tensién superficial, ! y b=Ilongitud y espesor de la lamina
respectivamente, s=peso especifico del liquido). ' )

Hemos obtenido con benzol especialmente purificado y toluol
pro anlisis Merck valores que coinciden al 0,1 % con los .mejores
datos de-la bibliografia. (Véase D. A: Aberle, Tesis. Inst. de Fis.
de Bs. As. para mas detalles).

Trérmo IsnaArpr, JuAN T. D’Arnzssio y DerieEr A. ABeriE (Facul-
tad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Buenos Aires):
Una nueva utilizacion del método de arranque para medir ten-
stén superficial. '

Con la lamina metilica que proponemos (véase el trabajo
anterior) y la balanza analitica -adaptada, hemos obtenido cur-
vas de P, la fuerza que ejerce la pelicula liquida sobre la lamina
metalica, en funcién de la altura h,. oblemendo valores estables -
de P mis alld del primer méximo.

Las curvas presentan las siguientes caracteristicas: hasta el
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primer méximo la variacién de P con h es lineal, lo cual estd de
acuerdo con la teoria de la l4mina que hemos desarrollado (D. :
A. Aberle, Tesis. Inst. de Fis. de Bs. As.). Después de este valor
‘méximo P disminuye varios miligramos hasta que se alcanza un i
valor estable (P) que resulta sensiblemente independiente dé la ¥
-altura y que corresponde probablemente al estado de la ldmina '
liquida en que sus dos superficies se han acercado tanto que su
peso es despreciable.

La tension superficial puede cal¢ularse con la férmula simple

d:% (I longitud de la lémina), pues los otros términos de

correccién resultan ahora despreciables. Los valores de « con to-
luol y benzol obtenidos con primer miximo y con el segundo
valor estable (P) concuerdan entre si y con los mejores de la
literatura al 0,1 9.

Esta nueva utilizacién del método de arranque presenta mu-
chas ventajas sobre la que emplea el primer méximo.

5

DISCUSION DE LOS DOS TRABAJOS ANTERIORES

Sr. Kowalewsky: La férmula de Lenard, ¢se aplica a
anillos como los del tensiémetro de du Nouy?
£ Sr. Aberle: Para este cuerpo decolante se usan las tablas
empiricas de correccion de Harkins y Jordan. ’

Sr. D’Alessio: Lenard dedujo una ecuacién semejante
! para anillos, pero s6lo es aproximada. La forma de la pelicula
o "~ liquida en anillos es muy complicada, y la integraciéon de la

-ecuacién de Laplace solo se ha hecho con aproximaciones. En
. cambio, la teoria del estribo no ofrece dificultades.
Sr. Gans: ¢No han tenido inconvenientes para formar pe-

* liculas con agua? : (Y

' - Sr. Aberle: Los hemos tenido mayores .con benzol. . ,‘
- Sr.'D’Alessio: Por supuesto que es necesario tomar {o- , .
\ das las precauciones habituales de purificaciéon y renovacién de 4

la superficie; pero las peliculas de agua son mas estables que

las. de benzol. _
Sr. Gaviola: ¢No convendria usar una esfera como cuer- _ A

po de arranque? ' - &
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Sr. D’Alessio: No tizne ventajas sobre el estribo de Le-
nard o la lamina que proponemos, pues con estos ultimos cuer-
pos uno de los radios de curvatura de la pelicula liquida se hade
infinito. La teorfa de una esfera en contacio con un liquido se ha
hecho con aproximaciones a fines del siglo pasado.

Sr. Dawson: ¢No es mejor que la lamma termine en un
cante cilindrico en vez de plano? _

Sr. D’Alessio: Por el confrario, nos asemeJarlamos al-
alambre del estribo de Lenard, pero con un radio de curvatura
peor definido.

H. J. SCHUMACHER (Buenos Aires) El espectro de bandas y el calor
de disociacion del Brl.

Se registré el espectro del BrF con un espectrografo Zeiss
de tres prismas, f (cdmara) =87 cm.; dispersién 12. A/mm.

Se estableci6 el esquema de los cantos y la férmula de ban-
das correspondiente. Mediante extrapolacién grafica de los cuanta
de vibracion se pudo determinar la energia de disociacion del
término superior y, mediante adicién del .ntimero de ondasdela
banda O, O el limite del sistema.

Para la energia de disociacién del BrF se obtienen diferen-
tes valores, segin que se suponga una disociacion en F excitado
y Br normal o en F normal y Br excitado. Los valores hallados
son

Dp.p=59.9 keal -1 9% y

Dp,.p=50.8 kcal 41 o, respectwamente por mol.

Este trabajo fué realizado en colaboracmn con el Dr. P. H.
Brodersen. '

J. A. Barsmro (Instituto de Fisica, Lia Plata) : Transformacion de
de configuraciones de campos con estadistica de Fermi.

La funcién que describe un campo de particulas que res-
ponden’a la estadistica de Fermi, puede ser referida a dos siste-
mas de funciones ortogonales. Dada una distribucién de confi-
guraciones referida al primer sistema, se resuelve el problema de




delerminar la probabilidad de una determinada distribucién refe-

rida al segundo sistema.
?

J. F. WesTERRAMP (Instituto de Fisica, Buenos Aires): Sobre la
conservacion de la energia en la difusién de la luz. '

| Experiéncias de Lennuier sobre difusion de luz de frecuen-
cia v <<v,, han puesto en evidencia Ia aparici6n, en la luz difun-
‘dida, de una linea .de la frecuencia de resonancia v, del atomo
emisor. Se muestra que este hecho estd de acuerdo con las ideas
corrientes sobre la estructura de la radiacion, y que en teoria
cuéntica, la conservacién de la energia en el fenémeno considerado
hace intervenir la mdebermmacmn de la energia debida a las
condiciones - iniciales de la experiencia.

DISOUSION
/

Sr. Beck: No estoy conforme con la interpretacién que
se di al Ae. Aqui, lo verdaderamente importante es la energia
g,—¢&—hv y no la Ae, que es mucho menor. Deseo sefialar,
ademaés, que estas experiencias de Cabannes y Lennuier permiten
ver con mucha claridad la importancia de las ideas de Bohr sobre
complementaridad. Ademés, la. interpretacién propuesta explica
también lo que encontré Lennuier: que la linea v, aparece con sus
caracteres propios, su ancho, y la de d1fus1on vy, con el suyo de
incidencia.

Sr. Gaviola: Convendria deslacar el significado del con-
cepto de complementandad porque pareceria que existe un len-
guaje especial para 1nterprelar estos hechos, lenguaje que no coin--
cide con el corriente. ¢A qué se debe la incerteza? ¢A la dife-
rencia &, —¢;?

Sr. Westerkamp: A ella y al hecho de que no pode-
mos decir que «al tiempo =0 el atomo estd en el estado funda-
mental». Es decir, a la imprecision con que se formulan las
condiciones inidiales.

IR

ey

Sr. Beck : En la teoria cuantica, las nociones de incerteza
y de complementaridad han sido introducidas para obtener un
lenguaje libre de contradicciones y paradojas; si se quieren for-
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mar imégenes mds detalladas que las limitadas por las relaciones
de Heisenberg ,se llega a contradicciones y paradojas. En- este
caso, al tiempo t=0 queremos que la configuracién electrénica
del 4dtomo sea la misma que la de un dtomo en el estado funda-
mental en el vacio. Y lo que se demuestra es que, si v; es muy
proxima a una resonancia del atomo, el estado ‘no estacionario
puede obtenerse superponiendo dos estados estacionarios.
F. Garcfs OvAno (Academia Nacional de Ciencias Exactas, IMisi-
cas y Naturales, Buenos Aires): Fcuacion de estado de los
sdlidos. ' .

Partiendo de las férmulas establecidas por Murnaghan en
su traabjo «Finite deformations of an elastic solid», Journal of
Am. Math. 1932, se establece la relacién que liga la variacion
de volumen con una presion hidrostatica. Se comparan-los re-
sultados con los valores experimentales de Bridgmann y con la
solucién aproximada propuesta por el autor en la XI2 reunién
de la A. F. A.

En cuanto a la variacion de volumen y del; coeficiente de
compresibilidad con la temperatura, el autor llega a la conclusion
de que no es posible establecer relaciones sunples y Unicas.

El autor elige las férmulas, que a su juicio, son las més
sencillas que dan resultados suficientemente aproximados.

J. Samipe y J. Lianpr Dessy (Observatorio de Cérdoba): Estudio

espectrogrdfico de lo estrella CPD - 61° 669.

La estrella CPD-61° 669 fué anunciada como binaria es-
pectroscopica en 1930 por Neubauer. El estudio espectrogrifico
realizado mediante placas obtenidas en Bosque Alegre confirma
la amplitud en velocidad radial encontrada por Neubauer Yy ha
permitido determinar el periodo de variacién y los elementos
orbitales que corresponden a la curva: de velocidades.

A. Bansemro (Instituto de Fisica, La Plata) : Fluctuaciones en los
campos cudnticos estacionarios,

Se resuelve el problema de las fluctuaciones del nimero de
particulas asociadas a un estado dado. Se consideran las fluctua-

Y

4
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ciones correspondientes a particulas de estadistica de Bose y de
Fermi, y se obtienen expresiones comparables a las conocidas

para el caso de equilibrio termodindmico.

D. Canars FrAu (Observatorio Astroh(’)mico, Cérdoba) : Resultados
.Preliminares de la Emposicién de Placas ‘‘Nuclear Research®
a 2.100 m de Alturas con y sin Absorbente. :

Dos cajas de cobre (con paredes de 0,1 mm. de "espesor)
conteniendo 2 placas (de 9x12 cm.) «Ilford Nuclear Research»
2 cada una, fueron expuestas durante 6 semanas a 2.100 m.
- de altura en «El Céndor», Pampa de Achala, Provincia de Cor-
doba; "una de ellas bajo 4 m. de agua. Otra media placa, en una
caja similar, fué dejada durante el mismo tiempo en Coérdoba
(400 m. de allura) a manera de control. El estado actual del"
recuento del nimero de «estrellass ( 1'upturas nucleares) de tres
o méis ramas, por cm. cuadrado de superficie de emulsién, da
‘una frecuencia de: 27,4 para la placa de control (I); 33,3 para
las placas a 2.100 m. sin absorbente (II) y 37,4 para las placas
a 2,100 m y bajo 4 m de agua (III). Esto da, con respecto a
la placa de control, por cm.. cibico y dia una frecuencia de
27,8 estrellas para la diferencia II-I y 48,1 estrellas para la di-
‘ferencia I1I-I. El error medio del promedlo es de alrededor de
9 estrellas por cm. cubico y dia. Una misma superficie de una
de las placas fué examinada dos veces, obteniéndose valores de

la frecuencia que difieren de su media aritmética en 1,6 %.
) .

V. J. KOWALEWSKI (Instituto de Medicina Experimental, Univ. de
Buenos Aires) : Dosimetro para radiacién X.

.

Se describe un instrumento para la medicion de la intensidad
de un haz de rayos X en base a sus efectos ionizantes. Se mide
la ionizacién producida por el haz en una cimara de ionizacién
tipo dedal mediante un amplificador electrométrico. Las lecturas
se efectGan directamente en unidades r/min. El instrumento fun-
ciona directamente con la corriente alternada de 220 voltios,
siendo insensible a las variaciones habltuales de dicha tensién.
Se observan las d1i‘1cultades técnicas encontradas.
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A. Gonzirez Domivagurz (Universidad de Buernos Alres) Sobre el
transitorio en filtros.

¢ . Teorema 1. — Si la transferencia de un circuito lineal pasivo

‘ es tal que su médulo vale la unidad en un intervalo o,<w=<w,,

la respuesta del circuito a la tensién unitaria no es mondtona.
Teorema II. —Sea

v . t(w) :ft—ioal F(t) d?, .(F(t) =0 fF(t) dt=1),

la transferencia de un circuito lineal. - Admitimos que (o) sea
absolutamente integrable y de variacién “acotada en (—o», ®).
Definamos el tiempo de retardo £, y el tiempo de formacion
por los ntmeros

b=[tF(ndt,  te=[(t—t) F(1) dt.
- 0/ _ of

Se verifica entonces:

Ilf\

8\8

1; /() des,

o

b= — [ (o) |do.

.NIH

!
8

V' El teorema I nos da una indicacién acerca del «precio» que
debe pagarse para obtener una transferencia exactamente igual a
1 en toda la banda pasante (a saber, la desagradable falta de
monotonia de la respuesta).

El teorema II proporciona, para los importantes nimeros
t.y 14, acotaciones, en funcién de la transferencia, més finas (si
bien menos manejables), que las usuales.

N
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- A, A, CrocmmNt, H. Muser, &, SoEWAcHEEIM, A. WArAcEIN (De-
partamento de Fisica, Facultad de Filosofia, Ciencias y Letras
de Sdo Paulo, Brasil) : Influencia de los duplos knock-on en
el registro de los showers penetrantes,

. Gon una disposicién de dos telescopios verticales (1) se estu-
di6 la influencia de los electrones duplos knock-on-en el registro
de showers penetrantes; buscando la maxima intensidad de éstos.
Para ello se varié la separacién A y el espesor ¢ de plomo entre
los dos telescopios (*).

El método consiste en determinar la frecuencia de los duplos

knock-on mediante la de los simples, producidos por los me- -

sones que atraviesan un telescopio, En la disposicién de Wataghin
la frecuencia de los duplos knock-on es:

f?2(1V123/N23)2 F.

Donde:
\ -
N, = coincidencias dobles, frecuencia de mesones.

. N5 = coincidencias triples, que admitiremos como debidas a sim-
ples knock-on.

I =frecuencia de showers penetrantes en una disposicién de Wa-
taghin de idéntica geometria: uno por hora (2).

Los resultados son un limite superior, porque despreciamos
en Nyy; la contribucion de los showers penetrantes y también la
de los electrones knock-on debidos a mesones diagonales que son
registrados por los conjuntos (I) y (III).

Las curvas Nygg=f,(e) y f=f(e) tienen al comienzo un
descenso brusco 'y luego son practicamente lineales. Interpreta-
mos esta parte como una absorcién de mesones.

Para A=10,4 cm. y ¢=9,77 cm. se obtuvo f 0,81
0,01 %.

() G. WaracEIN. Phys. Rev. 71-453 - 1947,

(*) Los grupos de contadores (IX) y (III) forman un telescopio vertical
¥ (I) esth en linea horizontal con! (II) separado en A cm.. Bl sistema esth
totalmente rodeado por 20 cm. de plomo.

(*) H. A."MEJER, G. SOEWACHHEIM, A, WATAGHIN, Phys. Rev. 74-975 - 1948.
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CRONICA DE LA DECIMO TERCERA REUNION DE LA A.FA.

Buenos Aires, 23 y 24 de Mayo de 1949

El buen éxito de una reunién-méas de la A.F. A. ya no sor-
prende. Nos vamos acostumbrando a ello. La decunotercera se
destacé por la calidad, cantidad y constancia del auditorio (asis-
tieron 67 personas a la 12. sesién y 63 a'la tltima) y por el
alto 'porcentaje de comunicaciones e informes de satisfactorio
nivel cientifico. La participacion del Dr. Alberto Gonzélez Do-
minguez fué destacada: su meduloso informe,.conteniendo mucho
* de presentacion original, y sus comunicaciones fueron atentamente
seguidos por el auditorio a pesar de los muchos signos de integral.
El informe del Dr. Guido Beck sobre el desarrollo reciente de la
teoria del electrén, al que él mismo ha contribuido; desarrollo
que ha culminado con el trabajo de Schwinger de fines del afio
pasado, abriendo nuevas fronteras a la interaccién entre el «vacio»
y las particulas elementales, fué ciertamente interesante. (Comen-
tario del Ing. Galloni: «Un nuevo éter esta siendo creado»).

Tuvimos la satisfaccién de saludar a dos nuevos socios ac-
tivos, los doctores Hans Joaquim Schumacher y Kurt Frinz,
quienes hicieron honor a su categoria presentando.sendas intere-
santes comunicaciones originales.

El doctor Teoéfilo Isnardi fué elegido presidente y los doc-
tores Ricardo Gans, Guido Beck, E. Galloni Yy Héctor Isnardi
vicepresidentes de la reunién. La Dra. Estrella de Mathov actu6
como secretaria y el Dr. José Westerkamp como taquigrafo.

Se resolvié que la 142 Reunitn se efectuase en La Plata, en
septiembre de 1949.

Amables comidas en casa de los esposos Galloni, Westerkamp
y Mathov y una brillante cena de despedida en el Club Universi-

tario facilitaron el contacto personal informal, parte imiportante |

de las reuniones cientificas.

E. Gaviola




SOBRE LOS ESPACIOS ECARTIZADOS
" REGULARES a.

por MANUEL BALANZAT (1)

M. Fréchet (2) ha defmldo una clase de espacms abstractos,
los espacios ecarlizados, mis generales que los espacios métricos,
Yy que se obtienen reemplazando el nimero real que expresa la
distancia entre dos puntos de un espacio méirico, por un ecart
abstracto, es decir, por un elemento de un conjunto ordenado

‘cualquiera. Los espacms asi obtenidos son efectivamente maés
“ generales que los espacios métricos (3) y conservan bastantes pro-

piedades de estos Gltimos; en particular se prestan a una exten-
si6bn del concepto de continuidad uniforme.

La extension de la continuidad uniforme a espacios més ge-
nerales que los métricos fué realizada por primera vez por A.
Weil (4). El método de M. Fréchet consigue la obtencién de
dichos resultados por. un camino mdis natural e intuitivo, de
forma que las demostraciones obtenidas son la extensién natural
de las demostraciones clisicas en el caso de la recta euclidiana;
en particular no hay necesidad de introducir el espacio producto,
que es esencial en la teoria de Weil, y que no se presentaba

() TUn resumen de los rvesultados de la presente nota fué presentado al
Congreso del afio 1947 de la “Associa.tion Frangaige pour l’avancement des
Sciences’’.

(*) M. TrficHET, De Vécart nufménque d Uécart abstrait (‘‘Portugaliae
Mathematica’’, vol. 5, 1946, pégs. 121-131).

(®) M. BALANzZAT, Sur' la formation’ des espaces @ écart régulier et symé-
trique (La Revue Scientifique, n® 3288, 1948, pig. 34).

() A. WEIL, Sur les espaces & structure uniforme et sur la topologie gé-
nérale (Actualités sciéntifiques et industrielles, n? 551, Editorial Hermann,
Parfs, 1937). '
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en las demostraciones anteriores sobre continuidad uniforme en
los espacios métricos.

Un espacio ecartizado queda defnudo por un. conjunto de
-elementos, los puntos del espacio, y un conjunto ordenado, la
escala de écarts, de forma tal que a cada par de puntos a, b del
espacio corresponda un elemento de la escala §=(a,b). Para
obtener una generalizacién de las condiciones impuestas a la dis-
tancia en el caso de los espacios méiricos se supone que.la escala
tiene un primer elemento 0 y carece de segundo elemento. En-
tonces se establece que (a,0)=0, si y sélo si a=b. Como en el
czso dé los espacios méiricos la condicién de simetria es (g, b)_
(5 a).

Un esferoide de centro a (punto del espacio) y radio & (ele-
mento de la escala) es, naturalmente, el conjunto: de puntos =
del espacio que cumplen la condicién (a, ) =< E(%). La topologiase
establece diciendo que un punto a es de acumulacién-de un con-
junto E, si todo esferoide de centro a contiene algin punto de
E distinto de a. .
~ Una sucesién ug de puntos del espacio (es decir tal que a
todo elemento £ de la escala corresponda un punto ug del espacio)
converge hacia un-punto ¢ cuando £ tiende a 0, si fijado un
n>0 de la escala existe un @ >0 de la misma tal que si £ o,
(a,ug) =n. Es claro que la condicién necesaria y suficiente para
que un punto a sea de acumulacién de un conjunto F es que
exista una sucesion de puntos de E, distintos de @, y convergente
hacia a.

Para generahzar la condicion trlangular de la distancia en el
caso de los espacios métricos, M. Fréchet introduce las condi-
ciones que él denomina de reqularidad.

Un espacio ecartizado se dice que es regular a), B), Y) o d)
si las condicion8s que siguen son verificadas:

Se puede definir una transformacién n=¢(%) de todo ele-
mento & de la escala en otro n de la misma que converge hacia
0 con § y tal que cualesquiera que sean los puntos distintos
x,y,z del espacio, las condiciones

(®) El signo < esti tomado aci en el sentido amplio de preceder; a <b,
o b> a significa que en un conjunto ordenado el elemento & precede al b o,
lo que es lo mismo, que b sigue a a. Si el conjunto es de nimeros reales, orde-
nado de menor a mayor, el signo < toma entoneces su sfgnificndo_ clasico.

Y

N
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@) (z,y)=%t (12)=Et
B, (ra)s8 (no)=t
T, (&y)=% (y)st -
b) (r.o)<%& (2y)=<E

implican necesariamente

(@2)=9(®).

Un espacio es regular si es a la vez regular a), ‘B), Y) y 9).
Es claro que si se cumple la condicion de simetria, las cinco cla-

- ses de regularidad son equivalentes.

M. Fréchet ha demostrado que en el caso en que el écart
sea regular B), Y) o 9), se puede, sin alterar la topologfa, reem-
plazar dicho écart por otro simétrico y regular, es decir, que
desde el punto de vista topolégico, la regularidad y las regulari-
dades B), Y) y d) son equivalentes. La regularidad o) es en-
tonces la unica que puede ser topolbgicamente mas general que

las otras; en la memoria citada, M. Fréchet dejo sin resolver el -

problema de ver si efectivamente la regularidad o) es topolégi-
camente méas general. Nosolros vamos a resolver por la afirmativa
ecste problema, es decir, que vamos a demostrar que: la condicion
de regularidad o) es efectivamente mds general, desde el punto
de vista topoldgico, que las olras condiciones de reqularidad.

Para ello utilizaremos el hecho de que en un espacio regu-
lar (basta que sea regular y)), una sucesién ag de puntos no pue-
de tener mas de un punto limite. En efecto: si tuviera dos z e y,
dado.un n de la escala existe un © de la misma tal que para
E<o se tiene '

(xae)én' (yag) =n

y por la condicién de regularidad

(. 7) <o)
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Cuando n tiende hacia 0, ¢(n) tiende hacia 0, luego (z,y)
precede a cualquier elemento de la escala, es decir (x,y)=0y,
por lo tanto, x=y. -

Por consiguiente, para demostrar nuestro. resultado bastaré
dar un ejemplo de un espacio regular o) en-el cual una sucesion
de puntos tenga varios punlos limites, puesto que no se podra,
sin cambiar la topologia, reemplazar el écart regular o) por uno
regular.

Vamos ahora a definir un tal espacio:

El conjunto de sus puntos esti constituido por: :

1) Los nameros reales no naturales, que designaremos por
las letras a,b,. .. :

2) Los ntimeros transfinitos de las clases [ y II que desig-

naremos por las letras o, f,. ..

La escala estd formada por los numeros trasfinitos de las
clases I y II considerados en orden inverso y aurnentados de
~un primer elemento 0. | '

Definiremos el écart de la manera s1gu1ente.

(a,0)=1; (a,0)=0a; (e,a)=1; («,B)=1
e igﬁal a 0 si los dos elementos coinciden.

Vamos a probar la 1'egu]a11dad o) del espacm considerando
la funcién ¢(§)=E, es decir, probando que si (z,y)<E e
(y,z) <€ se verifica siempre que (%,2z) <E.

Si de los tres puntos distintos z, y,z,  es un nimero trans-
finito, entonces (x,y)=1, y como 1 es el ultimo elemento de
la escala, forzosamente cualqulera que sea z, tendremos (y, =<1
y (z,2) <1; la regularidad; se verifica. Anilogamente si z e ¥
son los dos nameros reales no naturales.

Consideremos ahora el caso en que x sean un nimero entero
no natural a e ¥ un nimero transfinito o:

Si z es un nuimero transfinito B tendremos

La, a)=a (a,; [3) =1 (a, B)y=R
y si z es un namero real no natural b tendremos

(a,a):o; (a,i)):ll (a,b) =1




En todos los casos se cumple la condicién, luego el espnc10
es regular c. -

Consideremos la sucesi6n de puntos del espacio ug=% es:
decir que, a cada indice, ntimero {ransfinito, de la escala le
corresponde el mismo numero {ransfinito, pero considerado co-
mo punto del espacio. :

Si a es cualquier namero real no natural, entonces dado un
n de la escala, si '

E<n entonces (4 ug) =E=<n=(a,uy;

luego a es punto limite de la sucesién y como ello se aplica a
cualquier punto, deducimos que la sucesién ug tiene como ptintos
limites todos los numeros reales no naturales, con lo que queda
probado el resultado que queriamos demostrar.

* Kk Kk

Consideremos un espacio ecartizado en el que no se pueda,
sin alterar la topologia, introducir un écarl numérico. Se puede
demostrar (M. Fréchet, loc. cit.) que si"se adoptan las definicio-
nes ordinarias de conjuntos compactos y separables, todo conjunto
compaclo tiene un numero finito de puntos y todo conjunto sepa-
rable es numerable.

Si el écart es numérico, en el caso en que sea regular, el
espacio es, por el teorema de Chittenden, metrizable y ya sabe-
mos que entonces los conjuntos compactos o separables no son
forzosamente finitos o numerables. Esta propiedad de los espacios
méiricos subsiste en el caso de los espacios con un écart numérico
regular @), como lo vamos a probar ahora, al mismo tiempo que
estableceremos algunas diferencias entre estos espacios y los mé-
tricos.

Comenzaremos por dar un ejemplo de un espacio ecartizudo
numéricamente, no meltrizable, regular o) y con conjuntos com-
pactos no finitos.

Los puntos del espacio estin formados por dos oonjuntos
numerables cualesquiera

Ay gy e ooy s e s

Oy Cgy v oy Gopyte o
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: : . 1
La escala es el conjunto de las fracciones - ordenado de

menor' a mayor y conteniendo el cero como primer elemento. El
écarl queda definido de la manera siguiente:

. 1 .
(@ ap) =1; (aa,)=1; (0, ap) —_——p—; (op, @p) =1 (si n>p);

1
((’Ln, (‘Lp) = n

Probaremos que el espacio es regular o) considerando la fun-
ciébn ¢(e) =¢, es decir, probando que si (=, y) <ece (y,2)<c se
verifica que (z,z) <e.

Cuando x es un punto an, (%,7)=1; cuando y es un a,,
(y,2)=1; luego para probar la regularidad bastard considerar
el ‘caso en que x=0, e y=oap y ademis n<p. Si z=qa,, ten-
dremos -

si n<p, e igual a cero si los puntoscoinciden.

(w;y).—nﬂ, (€2 )—— (, Z)—

luego se verifica la condicién.
®  8i z=ay ysi g<p, entonces (y,z)= 1; basta con estudiar
el caso n<p<gq; tendremos entonces:

_ 1

EN=ry 0= g EI= o

y‘como n+p<n+gq, (z,y)>(x,2), luego en todos los casos
se cumple la condicién de regularidad o).

Sea E un conjunto infinito del espacio; si contiene infinitos
puntos a,, entonces dado un ¢ cualquiera existird un punto a,,

: 1 .
el conjunto ta ue (o,,a )=—-— ara cualquer punto ,.;
del conjunto tal que (v, a,)=—<e p lquier punt

si E contiene infinitos puntos o,, entonces dado un o, cualquiera,

existe siempre un o, del conjunto con m suficientemente grande

para que m>r-y (a.0 )= <, cualquiera que sea &. Es

r-m
decir que cualquier conjunto finito tiene como conjunto de
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puntos de acumulacién el conjunto de los a,. El espacio es pues
compacto. -

De acd se deduce que si consideramos un conjunto £ que
contenga infinitos puntos a,, sin contenerlos a todos, obtendremos
un conjunto compacto en st y no cerrado, propiedad que distin-
gue este espacio de los métricos.

Igualmente si consideramos el conjunto de los a, oblenemos
un conjunto infinito de un espacio compacto en el que los éearts
mautuos entre dos puntos cualesquiera son todos iguales a 1, pro-
piedad que no puede encontrarse nunca en un espacio métrico.

Finalmente haremos notar que este ejemplo nos suminisira
otra prueba (limitada al caso del écart numérico) de la mayor
generalidad, desde el punto de vista topologico, de la regularidad

a).

a dar un ejemplo de un espacio ecartizado numéricamente, re-
gular o), no metrizable y con conjuntos separables no numera-
bles. ' ’

Los puntos del espacio son los siguientes:

- 1) Los puntos irracionales (0<<z<<1) del eje OX del pla-
no que designaremos con las letras a,b, ...

2) Los puntos irracionales (0 <z <1) de las rectas de ecua-
cion y=n; (n=1,2,...); estos puntos serdn designados por las,
letras A,, B),..". en las que el indice indicard la ordenada de la
recta a que pertenecen, convendremos en que los puntos a, 4,,
Ap, ... tienen siempre una misma abcisa, y por lo tanto los
puntos a, B,,C,, ... tienen abcisas diferentes.

8) Los puntos racionales (0<z=<1) del eje OX del plano,
designaremos esto$ puntos por las letras a,B,.

La escala es el conjunto de los nimeros reales del segmen-
to (0=z<1) ordenado de menor a mayor. El écart se define

de la manera siguiente: ;
)

Pasemos ahora al caso de los conjuntos separables y vamos -

(@A) =7 (@0)=la—al; |4 ol=lo—o],

igual a cero si los dos puntos coinciden y a uno en todos los
olros casos.

Probaremos la regularidad @) de la misma forma que en
el ejemplo anterior, es decir, “estableciendo que si (z,y)<e e
(y,2) <e se tiene siempre (x,z) <e.




Observaremos que (z,y)=1, salvo en los tres casos z=a,
y=A,; z=a, y=a; £=A,, y=ou. Pero en los dos tdltimos
casos es siempre (y,z)=1, luego sélo hay que estudiar el pri-
mero y en éste (y,2) /=1, sélo cuando z=a. Todo se reduce pues
a estudiar el caso z=a; y=A,; z=oa. En este caso tenemos

(’w,y):l; (y, z) =|a—a|; (x,2) =|a—a| esdecir (z,2)=(y,z),

- luego queda probada la regularidad o) del espacio.

e

De la definicion del écart se deduce que si consideramos
el conjunto numerable de los puntos racionales del eje OX, este
conjunto tiene como puntos d> acumulacién el conjunto de los
restantes puntos del espacm, éste es por consiguiente no nume-

‘rable y separable. ‘

El conjunto de los puntos irracionales de las rectas y=n,
es un conjunto de punfos no numerable 'y tal que los écarts
mutuos entre dos puntos cualesquiera del conjunto son todos iqwa-
les .a 1, resultado que sabemos es 1mp051ble en un espacio mé-.
trico y separable.

Finalmente haremos observar que este espacio presenta igual-
mente ofra propiedad que lo distingue de los métricos; dicha
propiedad es que el espacio es separable pero no perfectamente
separable.

Como ya hemos visto que es separable sélo nos 'qu‘eda por
probar que no es perfectamente separable. ‘

Sea {W} una familia ds entornos equivalente topolégica-
mente a la familia {V} de los esferoides.

Sea a un punto irracional del eje OX y V(a,n) el esferoide

definido por la condicion (a, % g—n— ; dicho esferoide contienz 1ini-

camente puntos racionales del eje OX y puntos irracionales de
las rectas y=n de la misma ahcisa que a.

Por la equivalencia topolégica supuesta de ambas familias
tiene que haber un entorno W(a,n) contenido en el esferoide
V(a,n) y que por consiguienle sblo puede tener puntos de los
contenidos en dicho esferoide; pero como el punto a es punto de
acumulacién del COIIJUIH;O de todos los A,, se ve que W(a,n) con-

tiene forzosamente puntos del tipo A,, es decir, puntos de abcisa a.

Dos entornos W(a,n) y W(b,n) correspondientes a puntos
distintos del eje OX tiene que ser forzosamente diferentes, ya
que el primero sélo contiene, y contiene seguramente, puntos de '
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las rectas y=n de abcisa igual a a, y el segundo de abcisa
igual a b,

Luego de cualquier familia {W} equivalente topologlcamente
a la familia de los esferoides se puede extraer un conjunto
W(a,n) de entornos distintos en correspondencia biunivoca con
los puntos irracionales del segmento (0<a:<1) luego dicha fa-
milia no puede, ser numerable y por consiguiente el espacio no
puede ser perfectamente separable.

GCRONICA

UNION MATEMATICA ARGENTINA

REUNION DEL 7 DE JULIO DE 1948

El 7 de julio se reunié la Uni6n Matemdtica Argentina en el Instituto
de Matem#tica de la Universidad de Buenos Aires.
Fueron expuestos los siiguientes trabajos:

1. M. CorLar: Caracterizacidn de operadores de Koopman.

2. R. A. RICABARRA: Medidas transitivas en espacios compactos.

\3. DierricE VOLKER: Sobre el producto de integrales dobles de Laplace.
4, _KiJR.T FRrRANZ: Relaciones entre sefiales y espeotros.

Quedaron postergadoes para la préxima reunién los trabajos de J. C. Vig-
naux, O. A. ~Varsavsky y P. Pi Calleja, asi como el de A. Gonzflez Dominguesz,
titulado ‘¢ Aplicaciones de 1'1 delta completa a la electrodmamma cufintica de
Schwinger’’. :

A continuacién se leyé un 1nf01me de Secletalia, déndose cuenta del ho-
menaje tributado al Prof. Zygmund, de la intensificacién del intercambio eien-
tifico, de la invitacién al Congreso Internacional de Mateméaticos de 1950, de
la inclusién de la Unién Matemftica Argentina en los registros de la Unesco,
de la representacién de la UMA en las jornadas de Epistemologia e Historia
de la Ciencia delegada en el Dr. M. Valentinuzzi y de igual representacién en

el Congreso Italiano de Matemditica delegada en el Prof.. A. Tervacini resi- ’

dente actunlmente en Italin. Se dejé constancia del agradecimiento enviado al
Arg. Julio V. Otaola por su apoyo prestado a las actividades matemaiticas des-

- de su cargo oficial en la Universidad de Buenos ‘Aires.

Se rindié luego un homenaje al Ing. Manuel Guitarte, fallecido.a comien-
zo8 de este afio, destacando el Dr. Gonzilez Dominguez la actuacién del Ing.
Guitarte como socio fundador y presidente de la UMA.

A continuacién el Dr. Gonzilez Dominguez se refiri6 a la invitacién reei-
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bida para partieipar en la Unién Mateméatica Internacional, con asiento ‘en
Estados Unidos de Amériea. '

La Dra. Clotilde A. Bula present6 el informe de Tesoreria, acordindose ele-
var la cuota de los socios adherentes de $ 10 a $ 15 anuales y la de los fun-
dadores y titulares de $ 50 a $ 60, anuales.

Después del informe de tesoreria, se renové la Junta Direetiva, la cual
qued6 constituida asi: Presidente, J. Rey Pastor; vicepresidentes, C. A. Trejo
y T. Herrera; secretario general, M. Valentinuzzi; secretarios: locales: O. A.
Varsavsky (Buenos Aires), R. A. Rieabarra (La Plata), P. L, Cheeehi (Q6x-
doba), E. Gaspar (Rosario), S. Fernfindez Long (Bahis Blanea), I. C. Gu-
glielmone (Tueumén), 8. Sispinov (San Juan), J. de Dios Olivieri (Santa
Fe), M. Balanzat (San Luis) y I. Toranzos (Mendoza); Tesorero, CL A.
Bula; protesorero, M. J. Dunmuspe, director de publicaciones, J. Babini.

A los 1ep1esentantes en el e‘ctlan]elo ya existentes, fueron agregados P.
Puig (Bspafia), G. Valiron (Francia) y A. Terracini (Italia).

M. Valentinuzai

UNION LATINA DE MATEMATICOS (U. L. M.)

En la visita Tealizada a Paris por el profesor Rey Péstor, le record6 el
Prof. Valiron aquel diseurso que con motivo de la terminacién de sus’ lecciones
en Buenos Aires le dedicara en el banquete de despedida que le ofrecié la
UMA. La jidea de agruparse los paises latinos para defender su cultura eco-
min, apoyfindose moral y materinimente, que en aquelln époea parecia nece-
gidad urgente de postguerra, no solamente sigue teniendo valor de actualidad,
sino que la crisis finaneiera ‘de muchos paises curopeos la ha avivado, sur-
giendo como esperanza salvadora en muchas mentes de hombres de ciencia.
Varios de alta jerarquin fueron convoeados por el profesor Valiron en su casa
para eambiar ideas con el profesor Rey Pastor sobre la manera de llevar a
Ia priietica ese vago pero general deseo de los matemfticos franceses. Conecu-
rrieron los profesores Fréchet, Denjoy, Perés, Janet, Garnier, Cartan, Darmois,
Gaspar, Monteiro Camargo, y enviaron su adhesién, impedidos de coneurrir,
los profesoves Hadamard, Julin y Favard; y después de conversar sobre el
tema, se encomendé al profesor Rey Pastor, préximo a partir para Ita.lia; que
eambinse ideas con los colegas italianos.

La vigita.a las mfs importantes universidades italianas fué fruetuosa en .

grado sumo, y en vista del favorable ambiente, redacté6 un anteproyecto de
estatutos en.que se puntualizaban las diversas formas\de organizar esa ayuda
mutua para favorecer el intercambio y mejor conocimiento de los trabajos,
defender las lenguas latinas del creciente avasallamiento por el inglés, con-
servar ln gloriosa herencia recibida, especialmente de Francia e Italia, y ate-
nuar las dificultades financieras com que luchan las sociedades cientificds, re-
vistas y estudiosos de cieneia pura. La Unione Matematiea Italinna acogi6 con

o
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gran interés ese anteproyecto asi como el Reglamento; que posteriormente re-
dacté el mismo autor, los ‘hizo circular entre sus miembros y después de apro-
bados en principio en la reunién de Ferrara, celebrada en febrero, posterior-
mente en la de abril, celebrada en Bolonia, y finalmente en la de junio ecele-
- brada en Parma, se acord6 la adhesién a la entidad proyeetada (U, L. M.),
con la sola modificacién del articulo relativo a la rotacién de la sede de
la entidad. .

Mientras tanto, la Société Mathématique de Franece se estd ocupando

activamente de estudiar el anteproyecto de Estatutos y Reglamento precitados..

. Oon este fin ha sido nombrada una Comisién especial formada por los: pro-

fesores Denjoy, Chazy, Fréchet, Paul Levy, Valiron, Garnier, Delsarte y
Brard, Presidente de la entidad. .

Bl Consejo Superior de investigaciones en IBspafia ha acog1do tamblén con
gran simpatia este proyecto, ofreciendo patrdecinarlo, y es de esperar que tam-
bién se interesen otros paises hispanoparlantes. Para facilitar el conccimiento
de los fines perseguidos y la manera de lograrlos, en el préximo nfimero pu-
blicaremos el anteproyecto de Estatuto y reglamento, y es de esperar, en vista
del valioso apoyo ya logrado (muy especialmente entusiasta por parte de los
profesores Terracini, Favard, Sergesecu, Valiron,...) que se logre la organi-
zaciébn de la ULM antes del prérimo Congreso internacional de Mateméticos,
facilitando asf la posible formacién de otra unién més amplia, que podré
abordar problemas gemerales, con la colaboracién de todos los paises cultos.
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La U. M. A, reconoce cuatro categorias de nruembros- honora,nos, protee-
tores, titulares y adherentes. Il miembro protector paga una cuota .anual de
100 $, por lo menos; el titular una cuota mensual de 5 $ o anual de 50 $;
y el adherente una cuota anual de 10 §. Los pagos deberin efectuarse por
cheque, giro' u otro medio libre de gastos, a la orden de la Tesorera, Prof.
Clotilde A. Bula, Rioja 3681. Olives F.C.M.

Por ser la U, M. A. miembro del patronato de la Mathematwal Reviews
(sponsoring member), los socios de la U. M. A, tienen derecho a suseribirse a
.esa, importante revista de Dbibliografia y critica con 50 % de rebaja sobre el
precio de suseripei6n que cs de 20 délares por afio. Los socios de 1a U.M.A.
pagarin por tanto sélo 10 délares por afio. -

.Los autores de trabajos reciben gratuitamente una tirada aparte de 50
ejemplaves. Las correceiones extraordinarias de pruebas, son por cuenta de los
autores.

JUNTA DIRECTIVA

) Presidente, Julio Roy Pastor, Yerbal 898, Buenos Aircs.
Vieepresidentes, César A. Trejo, TMélix B. Herrera. Seecretario general, Maxi-

mo Valentinuzzi. Secretarios loeales, O, A. Varsavsky (Bs. Aires), R. A. Ri-

cabarra (La Plata), P. L. Checchi (Cérdoba), E. Gaspar (Rosario), 8. Fer-
nindez Long (Bahia Blanca), I. C. Guglielmone (Tueumin), 8. Sispfinov (San
~Juan). J. de Dios Olivieri (Santa Fe), M. Balanzat (San Luis), ¥. Toran-
zos (Mendoza). Tesorera, Clotilde A. Bula, Protesorcra, Maria Josefina
Eyramuspe, Director de Publicaciones, J. Babini.

ASOCIACION FISICA ARGENTINA

La A. T, A., asociacién privada de investigadores, profesores y cstudian-
tes de fisica. y de astronomia, tieno por objeto fomentar el progreso de la

onsoiianza de dichas materias por medio de reuniomes ecientificas periédicas y .

de la publieacién de trabajos originales.
Podrin ingresar como socios activos quienes hayan efectuado investiga-

ciones originales; pueden ser socios adherentes los profesores que no cumplan )

este requisito; y soeios estudiantes los que hayan aprobado el primer afio de
estudios de fisica o de astronomia.

Las solicitudes de ingreso, que deberdn llevar la firma de dos socios ac- ]

tivos o adherentes, habrin de dirigirse al secretario local que corresponda, Los

© ..Bocios activos abonm.m una euota mensual ‘de 6 %, los adherentes de 4 % y

los estudiantes de 2 :§. En estas cuotas estin incluidas las suseripeiones al
drgano de 1o A, T, A, y a la revista ““Clenein e Investlg'unén”

Los manuscritos destinados a la publicacién dgherin enviarse al delegado
de la A. T, A, Mario Bunge, Iustituto.de Fisica, Per 222, Bs. Aires; y la
corvespondenecia administrativa debem. dirigirse al scclet'mo local que corres-’
ponda o a la tesorera.

Para la redaccién y pmscn{,'wmn de ‘los trabaJos se ﬂgladecem se tengan
en cuenta las Normas generales distribuidas con esta revista en 1945,

COMISION DIRECTIVA.

Presidente: Enrique Gaviola
Tesorera: Tstrella Mazzolli de M\Hlov, San Juan 1931, Buenos. Aires,
Scerotarios locales: Tornesto I8, Galloni, Buenos Aires, Yerhal 1763.
. ’ Mareo A. Poggio, La Plata, ealle 417 N? 764,
Guido Beck, Coérdoba, Laprida 922,
José Wiirschmidt, Tueumin, Laprida 765.

Ahonnement annuel 3 1’etranger: 4.00 rdollars (Etats-Unis).
Pridre d’adressgr toute la conespondqnce geientifique et aduumstlat]ve
a4 D’ndresse ci-dessous:
8z. Sucrprario pr La UNION MATEMATICA ARGENTINA
Dr, MAx1ro VALENTINUZZI
Gaseon 520, Buenos Aires (REP. ARGENTINA)
\
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