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' INTRODUCCION

por E. GAviona
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Al cumplir Ricardo Gans 70 afios el 7 de marzo de 1950,
en plena actividad cientifica, puede contemplar satisfecho medio
siglo de intensa labor como investigador y como maestro. (zans
es uno de los dltimos ejemplos del fisico no especializado: es’
teérico y es experimentador; se ha ocupado y se ocupa de mag-
netismo, de Optica, de soluciones coloidales, de teoria de los
cuanta, de estadistica, de radiotécnica, de relatividad, de ultra-
microscopia, de matematica aplicada, etc. Sus publicaciones ori-
ginales suman arriba de 200, aparecidas, en su mayoria, en
«Annalen der Physik» y en «Contribuciones a las Giencias Fi-
sicas» de la Universidad de La Plata, revista fundada por Glans
mismo. : .

Hasta comienzos de este siglo no eran raros fisicos univer-
sales como Gans: Helmholtz, J. J. Thomson, Heinrich Hertz,
Lord Rayleigh, Kirchhoff, Willy Wien, Langevin. Al promediar
el siglo, la especializacién creciente amenaza convertir al labora-
torio de los fisicos en una torré de Babel: los teéricos no tocan,
un aparato, sin dafiarlo, desde que aprueban trabajos practicos;
los experunentadores acaban por huir de férmulas mas compli-
cadas que una funcién lineal o funciones trigonoméiricas a la

13, potencia; el campo de la fisica estd dividido en n especiali-
dades, donde n es una funcién positiva y creciente (¢exponen-
cial?) del tiempo; se corre el riesgo de que cada especialidad se
eusefie pronto por separado. Hombres universales como Gans son
necesarios para mitigar el mal. Aunque no pueda ser remediado
del todo. Para poder valorar los trabajo de Gans seria necesario
otro hombre tan universal como él. A falta de éste, he recurrido
a él mismo. Escuchémoslo:

«En la primera década de este siglo surgié en la «Elektro-
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technische Zeitschrift» una discusién sobre lo que pérmancce
constante en un iméan permanente. ¢ El nimero de lineas de fuerza
o la fuerza magnetomotriz? Se -pensaba en un circuilo magnético
permanente, formado por dos imanes herradura puestos frente
a frente, la distancia entre cuyos polos era variada».

«Estudié el asunto teérica y experimentalmente, al prin-
cipio junto con mi amigo Rudolf Weber, e hice efectuar un
trabajo detallado de tesis sobre el asunto a mi discipulo Eberhard
Kempken. Resultd, sin lugar a dudas, que la fuerza 1ndgneto—
niotriz permanece constante y que el flujo magnético varia en
el circuito al variar la separacién de los polos, pues varia la
resistencia magnéticay. :

«En aquella época, la tnica ley conocida para medios fe-
rromagnéticos era la ley de Warburg, segtn la cual la superficie
de la curva de histéresis es una medida para el calor producido
en un ciclo. Busqué relaciones sencillas nuevas y encontré la ue
bauticé con el nombre de permeabilidad reversible. Si en cualquier.
punto del plano H — B se ha variado la intensidad del campo uny
par de veces en | AH,, vale entonces, dentro de limiles amplios,
‘que la variacién de induccién AB es proporcional a cada varia-
ci6n' AH del campo, con la tnica restriccién de que el campo se
mantenga por debajo de H + AHO. Uno se mueve en forma re-
versible en el plano H —B sobre una recta a cuya inclinaciém
u, di el nombre de permeabilidad reversible. Result6, ademas, que
entre todos los materiales estudiados \(Fle, Ni, acero) u, no de-
pende de H sino Gnicamente de B, o, dicho con mayor propiedad,
de la magnetizacion J, y que existe una ley de estados corres-
pondientes. Si se intréduce, en efecto, como unidad de la sus-
ceptibilidad reversible K, la susceplibilidad originaria K, y como
unidad de la magnetizacién J la saluracién J,, resulta que K,/KO
=f(J/J ), donde f es una funcién universal. Resulld, ademis,
que la permeabilidad reversible transversal (esto es AH | J) di-
fiere de la longitudinal (AH |J), es decir, que el material se
hace magnéticamente anisétropo debido a la magnetizaciény.

«Las medidas absolutas del efecto Zeeman de una linea es-
pectral hechas por diferentes autores estaban en aquella época
bastante lejos unas de otras. Suponiamos (en Tiibingen) que.la
falla estaba en que una’ persona dada no entendia bastante de
mediciones espectroscopicas y magnéticas; por ello decidi Ilevar
la precisién de la medida -de campos magnéticos fuertes al ma-
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ximo posible. Para ello era necesario conslruir normales de cam-
pos magnéticos y de induccion mutua y medirlas exactamente.
Paschen, Gmelin y yo procedimos entonces a medir el desdobla—
miento magnético de una linea espectral. Paschen dirigia la parte
«0ptica del trabajo, yo la magnética. Después de ello, fué sola-
mente necesario comparar el desdoblamiento de una linea cual-
quiera con el de una de las medidas por Gmelin en el mismo.
campo magnético, lo que es esencialmente mas simple».

«Fe y Ni no poseen propiedad ferromagnética alguna para
frecuencias 6plicas. Por ello propuse a Loyarte que investigara
a qué frecuencia pierden estos cuerpos su magnetismo; él encon-
tré6 que a la frecuencia de ondas hertzianas cortas».

«El comportamiento de la hisléresis en campos rotlatorios
era discutido. Loyarte lo estudié en su tesis, y sus resultados fue-
ron despues ampliados en detalles por von Halem en el Instituto
de Fisica de Konigsberg». ’ .

«La ley de Warburg de la histéresis, mencmnada mas arriba,.
vale solo para el ciclo completo. No se sabia cémo se reparte la
produccién de calor sobre las distintas partes de las ramas de la
curva de histéresis. Propuse, por ello, a Adelsherger que midiera
este calor paso a paso sobre la curva. Bates llama a este trabajo,
en su libro sobre magnelismo, un trabajo pionero. A continuacion,
hice que Pfaffenberger 1mdlera, paso a paso también, el efector
Barkhausen; ambas curvas se parecian como un huevo a olro, de
modo que asi se supo que los saltos de Barkhausen son la causa
de la produccion de calor».

«Me- habia ocupado, también, mientras tanto, con la teoria.
estadistica del dia-, para- y ferromagnetismo. No parecia impo-
sible entonces, de acuerdo al estado de la teoria, que la suscepti-
bilidad diamagnética no fuese constante sino funcién de la inten-
sidad del campo y que para campos débiles se acercara asinldtica-
mente a un valor y para campos fuertes a otro valor. En favor
de ello hablaban medidas hechas con Bi y Sb por Honda y
Owen bajo la direccion del holandés Dubois. Héctor Isnardi puso-
a prueba esos resultados por medio de medidas de precisi6én, en-
contrando que eran erréneas. Las susceptibilidades de ambos ele-
mentos son exactamente conslanles dentro de un amplio campo».

«Con ¢l ruso Akulov, quien querfa perfeccionarse en ‘el Insti-
tuto de Fisica de Koénigsberg, estudié el comportamiento de mo--
nocristales ferromagnéticos. Estos estudios los continué con Czer-
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linski y result6 que las curvas de magnetizacion de monogristales.
de Fe, Ni y Co pueden representarse con sorprendente exactitud
con una (Ni, Go) o con dos (Fe) constantes. ‘Después midi6
Czerlinski la ley de desembocadura en la saturacién con ferro-
magnélica pseudo isbtropos. Resulté que para campos fuertes la-
magnetizacion obedece a la ley J=J_—a/H?2, y que la constante
a, determinada experimentalmente, puede ser calculada a parlir
de las constantes de anisotropia determinadas en cristales».

«Sea también mencionada la medida de la fuerza coercitiva
en Fe, Ni y acero en ancho intervalo de temperaturas, desde la
‘ temperalura del aire liquido hasta el punto de Gurie, y las bellas
' medidas de Heinz Wittke en Konigsberg, sobre propiedades mag-
nélicas hereditarias (retardadas): si se cambia la intensidad de
campo cn un material ferromagnético, la induccién necesita un .
tiempo pequefio, pero finito y medible para tomar su nuevo va-
lor. Este fenémeno fué estudiado por Wittke cuidadosamente en- b
contrando que la curva que unc en forma continua los puntos de '
la curva de magnetizacién medidos balisticamente no corresponde
a la curva recorrida verdaderamente, sino que a la curva de mag-
nelizacién usual se le superponen pequefios codos, lo que signi-
Ifican una pérdida adicional de calor, desde el punto de vista
lécnico-econdémico. Este fenémeno tiene una relacién intima con
el conocido factor de ruido en radiotelefonia».

«Otro grupo de mis trabajos se ocupa de la difusién de la
luz (efecto Tyndall). Principié con soluciones coloidales. Mie
habia mostrado que el calor de soluciones coloidales de oro podia
ser explicado con la teorfa electromagnética de la luz si se supo-
nia que las particulas tenian el mismo indice de refraccién y el
mismo cocficiente de absorcién que ¢l oro macroscopico, tales co-
mo habian sido determinadas por Hagen y Rubens midiendo los
coeficientes de absorcién y de refleccién en funcién de la longitud
de onda, y si las particulas eran supuestas esféricas. Pero, mie \
pregunté: cson verdaderamente esféricas? Deduje las férmulas
validas para elipsoides, teniendo como casos limites discos y bas-
‘ toncitos y resulté que la curva de absorcién debe depender fuerte-
- mente de la forma de las particulas, de modo que de la curva
.observada puede deducirse la forma con mucha precisién. Asi
pudo comprobarse que soluciones de Au y de Ag contienen par-
ticulas casi exactamente esféricas. También en el caso del Pt
ccoloidal (Calatroni). Para ello fué necesario desarrollar un mé-
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todo especial de ultrafiltracion con filtro de collodium-acido acé-
tico. Mi preparador Alberto Elizabe me ayudo6 efectivamente.
Sin - ultrafiltracién se observan curvas de absorcién caprichosas,

ue se explican por conglomeracion de las particulas; después -
8

del proceso se tiene en cambio las particulas sueltas, si se hacen
las medidas en la solucién poco tiempo después de la filtracién».
«También fueron estudiados los fenémenos magnéticos y 6p-
ticos en soluciones coloidales de Fe (Héctor Isnardi) con el fin
de obtener conclusiones sobre la constitucién de las particulas».
«Existe atn otro criterio para determinar si particulas coloi-
dales son esféricas o no. En el primer caso, la luz radiada trans-
versalmente debe estar linealmente polarizada, en el segundo se
superpone a esa luz polarizada luz natural, lo que.produce una
despolarizacién. Teo6filo Isnardi ha mostrado cudn cuidadoso debe
ser el fallo del experimentacor al estudiar ‘soluciones de mastic y
de gomas. El observé que el grado de despolarizacién dependia
de la concentracién, mientras que la forma de las particulas no
" podia variar con la concentracién. Pude demostrar que en con-
cenfraciones grandes la influencia reciproca de las particulas
aumenta el grado de despolarizacién, y que se obtiene la constante

de forma caracteristica Ginicamente extrapolando hacia diluciones

infinitasy.

«Estos resultados me dieron 4nimo para probar si se podia
observar en el laboratrio difusién de la luz producida por las mo-
léculas mismas. Ensayos anilogos fueron hechos simultineamente
por el Baron Strutt (después Lord Rayleigh, hijo) en Inglaterra,
por Cabannes en Francia y por Raman en la India. Para la ilu-
minacién disponia de la intensidad del sol argentino y de un
coclostato de Zeiss. Creo poder decir sin exagerar que las des-
polarizaciones medidas por mi son las mis exactas, especialmente
después que, posteriormente, mi asistente Harald Volkmann con-
virtié el método en un procedimiento de precisiéon. La dificultad
de medidas con gases y vapores consiste en.que la imtensidad de

la luz dispersada lateralmente es muy pequefia, y que la parte,

de luz natural que condiciona el gradg de despolarizacién es s6lo
unos pocos porcientos del total. Este grado de despolarizacién
representa, por otra parte, una nueva constante 6ptica. Se puede
decir, en términos generales: El indice de refraccién, o mejor
(n2—1)/(n%42), mide el volumen de las moléculas; el grado de
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despolarizacién indica su forma, su aleJamlento de la forma
- esférica».

«En liquidos, la interpretaciéon de la difusién de la luz es
algo més complicada. Einstein ha mostrado que se la puede com-
prender valiéndose de las fluctuaciones de la densidad. Densidad
uniforme es el estado més probable pero no el tnico posible, y
si en cualquier parte del liquido se produce un aumento o una
disminucién. de densidad, lenemos lo que el 6plico llama una
«Schliere» (cuerda); en nuestro caso, naluralmente, una micro-
cuerda que difunde luz en todas las direcciones. Pero Einstein
obtiene para la luz difusa polarizacién lineal total Y no explica
la —en aquella época atin desconocida — despolarizacién. A ésta
la he explicado asi: el estado isétropo de un liquido es' el mas
probable; pueden y deben aparecer, ademdis, microanisolropias
menos probables, las condicionan la despolarizacion. Si ello es
correcto, conclui, debe existir una relaciéon estrecha entre el
grado de despolarizacion y la constante de Kerr. Deduje la for-,
mula y la probé con los valores éxperimentales. Absolvié la prue-
ba, verdaderamentes. '

«Al mismo campo pertenecen las publicaciones sobre el color
del mar, sobre la asperzza de una superficie de mercurio, asi
como un estudio de la dispersién de luz en la superficie trans-
parente de separacion de dos liquidos (Hilario Magliano)».

«Gomprendi, sin embargo, que delalles de la estructura mo-
lecular sélo pueden ser determinados si se efectian con gases'y
vapores las medidas més diversas, si se efectia, por decirlo asi, un
ataque concénirico con todas las armas. Indice de refraccién, gra-
do de despolarlzacmn, constante dieléctrica como funcién de la
temperatura y constante de Kerr. Tales mediciones propuse a mis
colaboradores H. A. Stuart y Harald Volkmann. Los resultados
estdn condensados en el bello libro. de. Stuart sobre «Molekiil-
struktur».»

«A los trabajos anteriores deseo agregar brevemente sélo
unos pocos mis. En el campo de la termodinimica: Sobre la
dependencia de influencias fisicas de los nimeros de transporte
y de las fuerzas electromolrices de pilas; Sobre un integrador
termodindmico (colaboracién con Adriano Pereyra Miguez) que
permite integrar mecdnicamente la ecuacién diferencial (I'—T)
dF/dT =U(T). En el campo de la electrotécnica y alla frecuencia:
Sobre la teoria del freno electromagnélico; La resistencia mag-




— 107 —

nética de un rotor dentado; Sobre la estabilidad de las 6rbitas
electronicas en el betatrén; El comportamiento de una red hertzia-
na; Estudios sobre antenas; El sistema de Lecher en un tubo
protector. Trabajos sobre el movimiento browniano y un estudio
sobre la cuestién de si hemos llegado al limite de la medibilidad
debido al movimiento browniano. Una publicacién sobre la teoria
de emisién de electrones, otra sobre una deduiccién sencilla de la
teoria del eiconal. Hay una publicacién sobre la constante dieléc-
trica en la teoria de Schrédinger y otra, en colaboracién con
Mrowka sobre la teoria de perturbaciones en la mecanica ondu- °
latoria». :

«El método de perturbaciones perteneciente a Schrodinger,
muy elegante, por cierto, tiene el inconveniente' que obliga a cal-
cular todas las funciones propias y sus energias propias, mientras
que el procedimiento de Gans y Mrowka permite calcular di-
rectamente la funcién perturbadora y, en muchos casos, por una
51mp1e cuadratura, -en lugar de hacerlo por integracién de una
ecuacion diferencial».

El libro de Gans sobre andlisis vectorial cuenta con 6 ech—
ciones alemanas, 1 argentina, 1 espaiiola y 1 inglesa.

Algunos de los discipulos y colaboradores de Gans han sido
mencionados més arriba. Pueden ser agregados, entre otros:
Walter Gerlach, Munich; Walter Steubing, Hamburgo; José
B. Collo, Buenos Aires; Loedel Palumbo, San Juan; Antonio
Fonseca; Augustin Durafiona y Vedia, La Plata; Alberto E.

- Sagastume Berra, La Plata; y tres generaciones de ingenieros.

El curso de fisica general (fisica experimental) dictado por
Gans en La Plata desde 1912 hasta 1925 en forma magistral fué
para muchos, entre ellos el que escribe, una revelacion de la
fisica. Circunstancias lamentables para la fisica arge‘ptma aleja-
ron a Gans de La Plata entre 1925 y 1947. Sus viejos  alumnos
nos sentimos regocijados por su vuelta.

He preguntado a Gans por qué acepté el ofrecimiento de
venir a La Plata en 1912. Gans, nacido en Hamburgo el 7 de
marzo de 1880, se recibi6é de doctor en fisica después de estudiar
en Hannover y Estrasburgo, en 1901, a la temprana edad de 21
afios. Fué asistente de Quincke en Heidelberg y de Paschen en
Tibingen y llegé a ser «Privatdozent» en Tiibingen a los 23
afios de edad, profesor extraordinario alli mismo a los 28, siendo
llamado como profesor ordinario a Estrasburgo a los 31 afios *
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de edad, en 1911. En aquella ‘época efa usual llegar a ser ex-
traordinario a los 36 y ordinario a los 40 o 45. La carrera aca-
démica de Gans fué, pues, excepcionalmente brillante. JPorqué
abandoné el importante centro cientifico europeo de Estrasburgo
para venir al entonces desierto cientifico de La Plata? He aqui
la respuesta:

«Desciendo de una vieja familia hamburguesa dedicada al -

comercio. El «moto» de los hombres del comercio hamburgués
reza: «Mein Feld die Welt» (mi campo el mundo). Algo pare-
cido sucede en la ciencia: «la ciéncia no tiene patria». A ello se
" sumé que en la primera década de €ste siglo se lefa mucho en dia-
rios alemanes sobre el notable desarrollo de la Argentina, lo que
me indujo a colaborar, aunque fuera poco, en esa evolucién, pues,
deciame, el progreso econdémico de un pais tiene que ir unido
al progreso espiritual».

En nombre de sus colaboradores y discipulos es mi privile-
gio expresar al Dr. Gans nuestro deseo de que su brillante pro-
duccién cientifica, su fecunda obra pedagégica y su bienestar
personal contintien por muchos afios. - '

Es para mi un placer expresar, también en este lugar, en
nombre de la AFA, nuestro agradecimiento al Dr. Guido Beck,
inspirador y editor de este volumen; a la Imprenta de la Univer-
sidad Nacional del Litoral por la prontitud y esmero con que ha
terminado su tarea; al Ing. José Babini, por su amplia y cons-
tante colaboracién, y al Sr. Damién Canals Frau, por haber leido
y corregido algunos manuscritos y pruebag.




ASPECTOS HISTORICOS DE LA
SUPRACONDUCTIVIDAD

por MAxX v. LAUE '
Max Planck — Institut fiir Physik, G6ttingen
(Recibido €l 25-8-1949) °

ZUSAMMENTFASSUNG Gesehichtlicher Uberblick iiber’ die bmhenge Entwick-
lung der Theorie der Supraleitung. ;
La teoria de la electricidad y del magnetismo es hija del
siglo XIX. En 1867, tras un desarrollo largo y. dificil, se con-
densé en la teoria del campo de Faraday y Maxwell. Debido

al descubrimiento de las ondas eléctricas por Heinrich Hertz

(1889) =~y a pesar de una fuerte oposicién — esta teoria con-
quisté el reconocimiento general ain antes de 1900. Se crey6 en-
tonces, que un capitulo grande e importante habia llegado a su
conclusidn.

Sin embargo, como acontece muchas veces, experiencias nuevas
condujeron a una sorpresa. Al lograr condensar el helio (1908),
Kamerlingh Onnes, en Leiden, habia alcanzado temperaturas més
hajas que las obtenidas anteriormente. Siguiendo el cambio de la
resislencia eléctrica de los metales hasta. estas temperaturas, en-
contr6 con asombro, en 1911, que a 4° K esta resistencia se anula
en mercurio (). Poco después hall6 el mismo comportamiento en
otros metales, p. ej. en el plomo y el estafio. Esta «supraconduc-
tividad» aparece a una temperatura caracteristica para cada sus-
tancia, en el llamado punto de discontinuidad. Por supuesto, otros
metales, como p. ej., oro, plata, cobre, no presentan hasta ahora
el mencionado fenémeno. Sin embargo, existe la posibilidad de
que sus puntos de discontinuidad se encuentren a temperaturas
mas bajas, todavia no alcanzadas. -En total se conoce, ahora, la
supraconductividad en 19 metales puros, en muchas aleaciones y
también en algunas combinaciones quimicas.

En 1914 (2) Kamerlingh Onnes al mantener una corriente en
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un circuito supraconductor durante horas y dias, mostré que la
resistencia de un supraconductor no solamente es mucho mas
pequefia que la de un conductor normal (asi se llama, para dis-
* tinguirlo, a un conductor ordinario, que ofrece resistencia), sino
que esta resistencia efectivamente no existe. Unicamente la difi-
cultad experimental de mantener el circuito durante mas tiempo a
una temperatura tan baja, puso un limite temporal a la expe-
riencia. En una ocasién, Kamerlingh Onnes indujo una tal co-
rriente permanente en su laboratorio en Leiden, volé a Londres
‘ con el recipiente Dewar que contenia el circuito en un bafio de
: ‘ helio liquido, y demostr6é alld los efectos magnéticos de la co-
rriente ante la Sociedad Real.

Mucho més tarde, en 1941, Justi y Zickner (3) verificaban
otra consecuencia deducida por el que escribe de la idea de uma
” corriente sin resistencia. En el caso de un corductor normal las
conocidas reglas de Kirchhoff determinan los fenémenos de la
. ramificacién de una corriente; ésta se reparte sobre las ramas en

( proporcion a las resistencias respectivas. En el caso de un supra-
o conductor los factores que deciden son la autoinduccion y la
inducciéon mutua. Puede acontecer que en una rama la gorriente
tenga sentido opuesta a la de la corriente principal. Todas estas
conclusiones han sido plenamente verificadas experimentalmente.

En 1913, Kamerlingh Onnes logré otro descubrimiento fun-
damental (). No solamente el autwentar la temperatura més alla
del punto de discontinuidad. hace desaparecer la supraconductivi-
dad, sino también un campo magnético en el cual se introduzca
el supraconductor. Pero, es necesario que el campo tenga una
intensidad mayor que un cierto «valor umbral». El valor umbral
depende de la sustancia y, para una sustancia dada, es tanto
-mayor cuanto menor es la temperatura.

En este dominio, Kamerlingh Onnes encontré6 menos suceso-
res de lo que se podia esperar dada la sensacién que habian provo-

: " cado sus primeros trabajos. No habia, ni hay hoy en dia, muchos
institutos de fisica que posean las méquinas caras y dificiles de
manejar, necesarias para llegar a temperaturas tan bajas. Ademids,
la técnica experimental es tan distinta de la de temperaturas nor-
males, que hace falta una rutina extraordinaria para poder efec-
tuar limpiamente hasta las mediciones més sencillas. El laboratorio
de Kamerlingh Onnes fué uno de los pocos lugares donde se si-
guié cultivando esta rama de la investigacion, atn después des su
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muerte (1926). Alla, en la tercera década de este siglo, W. J.
«de Haas, con un grupo de colaboradores, se hallé6 con el hecho
sorprendente de que un campo magnético, orientado perpendicu-
larmente al alambre.supraconductor, tiene que tener la mitad de la
“intensidad que haria falta para anular la supraconductividad, si
el campo estuviese orientado paralelamente al alambre.

Durante afios, una de las grandes incognitas del fenémeno
fue el hecho de que la corriente cuya resistencia se {rata de medir,
parecia depender fuertemente de la orlenlacmn 1'elat1va. campo
magnético-corriente.

Recién en 1932 el que escribe pudo dar la interpreta-
cion (5).

De primera intenci6n, y basado sobré la teoria de Maxwell,
ise habia considerado al supraconductor como un conductor con
conductividad infinita. G. Lippmann, en Paris, llamé.la atencién
sobre el hecho de que entonces el spuraconductor deberfa ser im-
penetrable para un campo magnético, es decir, que las lineas de
fuerza deberian desviarse fuera de él. Pero una modificacion tal
de un campo magnético exterior implica un aumento de la inten-
sidad del campo en.. la superficie del cuerpo. En el caso de un
alambre de seccién circular este aumento es precisamente una du-
plicacién. El campo que actia sobre el supraconductor tiene, pues,
una intensidad doble de la del campo que se encuentra a gran
distancia del mismo. Como en las experiencias siempre se habia
medido el campo a gran dislancia, se habia concluido que el cam-
po en la superficie del supraconductor —que es el campo que
.actha — era menor precisamente en un factor dos. Si esta con-
cepcién fuese correcta, una esfera debia perder su supraconductivi-
-dad a distinto valor de la intensidad del campo magnélico, a
saber, a 2/3 del valor umbral. Un alambre de seccién eliptica de-
bia necesitar lambién olra intensidad caracteristica del campo y,
:ademas, csta intensidad debia depender de la orientacién del cam-
po con respecto a la seccion eliptica. - Todas estas conclusiones
han sido confirmadas por de Haas y sus colaboradores en largas
series de mediciones durante los afios 1934-1937.

Pero, la concepcién de un supraconductor como conductor
de conductividad infinita llevaba necesariamente a ofra conclu-
'si6n mds. Si se introduce un metal en un campo magnético a una
temperatura superior a la del punto de discontinuidad, es decir,
vmientras aun presenta conductividad normal, el campo no se de-
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forma y sus lineas de fuerza lo atraviesan sin sufrir modificacién
alguna. Enfriando el metal —en el campo magnético — hasta la
supraconductividad, nada deberia modificarse. Sin embargo, cuan-
do W. Meissner y R. Ochsenfeld, en 1933 (6), determinaron los.
campos en la vecindad de supraconductores, hallaron que esta con-
clusién no se verificaba. Aun procediendo de la manera descrita,
las lineas de fuerza son desplazadas hacia afuera tan pronto como.
se establece la supraconductividad. Es indiferente el camino que
se elige: si se enfria primero y se introduce después el campo, o
si se aplica primero el campo y se enfria después.

El interior de un supraconductor suficientemente grueso estd
siempre libre de campo magnético. Eso se llama el efecto Meissner.
Fué un punto crucial en la historia de la supraconductividad.

En este descubrimiento se basa todo el desarrollo ulterior. Pri-
mero, los fisicos holandeses, Rutgers, Casimir y Gorter (?) pudie-
ron establecer la termodindmica de la transicién de conductividad
normal a supraconductividad. Los dos estados representan fases,.
en el sentido de Gibbs, de una misma substancia, entre las cuales.
se puede producir una transicién reversible. Aparece aqui un calor:
Jatente con el cual estin vinculados los calores especificos de las.
" dos fases. Pero, atin cuando tales relaciones son conocidas en otras.
transiciones entre fases, en este caso se agrega una relacién con
el valor umbral magnético como caracteristica particular. Todas.
estas consecuencias han podido ser verificadas experimentalmente-
después de 1934 por Ibs fisicos de Leiden, entre los cuales se
distinguié partlcularmenle Keesom (8).

Queds, sin embargo, el problema bésico. Nuestras teorias de-
la conductividad elécirica, creadas para conductores normales y
que han conducido para éstos a resultados muy satisfactorios,
¢c6émo ‘podian ser extendidas a los supraconductores?-La mayoria:
de los tedricos atacaron este problema desde el lado atémico.
Preguntaron como se comportan los electrones en un supracon-
ductor en comparacién con un conductor normal. A pesar de los.
muchos trabajos que se han escrito, no se puede afirmar que al-
guna de estas teorias pertenezca a la parte segura de la fisica. En
los ultimos afios, una teoria cudntica de la supraconductividad de
W. Heisenberg (%) es, quizds, la que presenta el mayor interés,
pero tiene que competir con otras, p. ej., con una propuesta por
M. Born (19). )

También la teoria generalmente llamada de London, tiene
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histéricamente su origen en ideas atomisticas. El planteo caracte-
ristico de esta.teoria fué hecho, en lo que a la teoria cla-
sica de los electrones se refiere, por R. Becker. W. Heller y F.
Sauter (11), y en lo que a la teoria cuantica se refiere, por Fritz
y Heinz London (12). El autor acepté este planbeo (18) sin referirse
a las ideas atomisticas. Le parecié necesario, como primer paso,
extender la teorfa puramente fenomenolégica de Maxwell a los
supraconductores. Una vez logrado eso, la teorfa atémica deberd
dar el segundo paso.

Esta teoria puede ‘ser expuesta de la siguientz manera: La
supraconductividad plantea, desde el principio, un dilema: por
un lado la mencionada desaparicién de la resistencia eléctrica, por
el otro la imposibilidad de drsfmgulr 6pticamente los estados supra-
conductor y normal del mismo metal. Las,propiedades épticas de
un conductor normal dependen esencialmente de su conductividad
finita. Luego esta conductividad debe conservar cierta importan-
cia también para el supraconductor. - ,

La teoria de London interpreta estos dos hechos, aparente-

" mente contradictorios, suponiendo que existen dos mecanismos de

conduccién completamente distintos: un mecanismo que da lugar
a la supraconductividad y otro mecanismo ordinario que obedece a
la ley de Ohm. El primero de ellos no tiene nada que ver con la
conductividad comitn. Ahora bien, las ecuaciones fundamentales de
la teoria muestran que en el caso estacionario el primer mecanismo
excluye al segundo, al poner literalmente en cortocircuito la co-
rriente 6hmica, de manera que su conductividad ¥a no influya.
Sin embargo, en el caso de vibraciones rapidas, la corriente 6hmica
domina tanto mas cuanto mayor es la frecuencia. Para frecuencias
épticas el mecanismo de la supraconductividad deja préicticamente
de influir. Pero ya en el dominio de las oscilaciones hertzianas,
Mc. Lennan y. colaboradores habian comprobado en 1932, la
existencia de una resistencia en supraconductores (14). En 1941,
Heinz London repitié estas experiencias (15). De las ecuaciones
asi obtenidas fluye entonces, como consecuencia matematica ine-
vitable: 1°) el efecto Meissner; 2°) todo lo que sabemos desde’
Kamerlingh Onnes sobre corrientes permanentes.

Pero en esta representacién, el efecto Meissner no aparece
como una supresién total del campo magnético, sino como una
limitacién del campo a una capa delgada bajo la superficie del
supraconductor. En general esta capa tendra un espesor del orden’

'
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de 1075 a-10-6 cm. Para la mayoria de las mediciones, eso es
practicamente equivalente a una supresién .lotal, pero, existen
también casos en los cuales algo de la profundidad de penetracion
se hace notar indirectamente. Son las supracorrientes en estas.
capas, las que protegen las partes interiores del campo magnético.

Existe otro dilema mdis, que ya Kamerlingh Onnes trat6 de
resolver en 1924 por una experiencia que no tuvo éxito comple-
to (16). El hecho de que exista la corriente permanente, indica
que entre el mecanismo de la supraconductividad y la materia
— propiamente dicho— en su interior, no acttian fuerzas. Sin em-
bargo, cada corriente eléctrica estd acompafada, segin Maxwell,
por un campo magnético y, en el caso de la supraconductividad,
la vinculacién entre corriente y campo es todavia més eslrecha.
Por lo tanto deben actuar fuerzas del campo sobre el mecanismo
de la corriente, fuerzas que tienden a desplazar las lineas de co-
rriente. Pero la misma teoria habla también de lineas de corriente
no desplazables, eslacioparias.

La idea que salva esta dificultad es la de las tensiones que
acompafian cada supracorriente, idea ya introducida por London.
Esa parte de la teoria es el punto angular dsl cual depende todo.
Para explicar su. significado, consideraremos primero una cues-
tién trivial. '

¢Porqué no cae al suelo, siguiendo la gravedad, un cuerpo
suspendido en el campo gravilacional de la tierra? La conlesia-
¢ién, bien conocida, es: En su interior existen tensiones elasticas
que en cada punto compensan exactamente la gravitacion. Es
verdad que las tensiones no pueden anularla. Pero la trasladan
del interior a la suspensmn. El gancho, al cual estd fijado el cuer-
po, tiene: que resistir la accién total de la gravedad.

En el caso de la supracondugctividad, las fuerzas del campo
magnético que actian sobre los portadores de la corrients corres-
ponden a la gravedad, mientras que las tensiones de London co-
rresponden a las tensiones elisticas. Naturalmente, es necesario
‘comprobar que existen tensiones apropiadas. Eso ya lo comprobd
Fritz London en 1937 (7). Pero, ¢cudl es el anilogo al gancho
en nuestro ejemplo? Es, sin duda, la superficie del supraconductor.
En ella se transmite la accién del campo magnético a la materia,
accién que se ejerce primariamente sobre los portadores de la co-
rriente. En el caso estacionario, todo el s1stema de la supraco-
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rriente estd suspendido de la superficie. de la misma manera en
que una ldmpara estd suspendida de su gancho.

A mi modo de ver, es un éxito particular de esta teoria el
llegar, necesariamente, de las tensiones de London a la exislencia
de un valor umbral magnético. Esta conclusién permile entonces
derivar de la manera habitual la termodinimica completa de la
transicién de fase, mientras que Rutgers, Casimir y Gorter tu-
vieron que admitir este hecho como dato experimental. Eso ha
sido demostrado por el autor en 1938 (18).

La presente teoria fenomenolégica haido ,sufriendo varias
modificaciones durante los afios. Al principio tenia una forma que
consideraba los supraconductores como cuei‘pos istropos. En rea-
lidad se trata de cuerpos cristalinos, y si su sislama cristalino
no es el cibico, tenemos que tomar en duenta las distintas direc-
ciones en ellos. Este paso ha sido dado por el autor en 1948 (17).
Ultimamente (20) logré también incluir la idea de una densidad
maxima, insuperable, de la corriente, idea tomada de la leoria at6-
mica de Heisenberg, sin sacrificar con ello ninguno de los resul-
tados esenciales de la forma anterior de la teoria. Es cierlo que la
teorfa pierde con eso una caracteristica gue tenia en comun con
la teoria de Maxwell, es decir, la linealidad de sus ecuaciones y
de sus ecuaciones diferenciales. Ahora ya no podemos formar por
superposicion de dos soluciones posibles una tercera. Esto repre-
senla una dificultad seria para el desarrollo matemético de la
teoria.

Con eso parece que el desarrollo de la teoria ha llegado a un
cierto fin. Se adelanté mucho a las experiencias y ahora se pre-
senta para los experimentadores la tarea de verificar las distintas
conclusiones tedricas en el mayor nimero p051ble de sustancias y
en tanlas condiciones diferentes como se pueda. Para tener condi-
ciones bien determinadas tendrin que trabajar no con el material
policristalino habitual, sino con microcristales. Pero, la mateina-
tica tendrad que establecer el puents entre la teoria y la expe-
riencia, calculando casos particulares que son apropiados para la
verificacion experimental. Solamente cuando esto haya sido he-
cho en un ndmero suficiente de casos podremos considerar nues-
tras ideas de la supraconductividad como’ aseguradas.

Por fin tenemos que mencionar todavia un fenémeno que se
presenta regularmente cuando se destruye la supraconductividad
por un campo magnético, y que ha causado gran confusién en
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la interpretacién de las experiencias. Al principio se creia que la
oopductividad normal se establece primero en una capa superfi-
cial que rodea al resto supraconductor. Solamente con un au-
mento ulterior del campo, este resto debia reducirse, y, finalmente,
desaparecer. Pero no es asi. La condicién termodinidmica de equi-
librio no es compatible con la coexistencia de supraconduccién y
conduccién normal en cuanto aquel resto forma un todo macizo.
La situaciéon cambia si dominios supraconductores delgados se
encuentran colocados dentro de un ambiente en fase normal.
Estos dominios tienen que ser tan delgados que ya no se pueda
formar en ellos una capa protectora que separe el interior supra-
conductor. En realidad, durante la descomposicién de la supra-
conductividad aparece un «estado intermedio», una mezcla me-
cénica de dominios normales y supraconductores. No siempre el
estado intermedio puede ser identificado por mediciones de la
resistencia, y distinguido del estado supraconductor. Porque si
las partes supraconductoras siguen conectadas unas con otras for-
man un puente entre los exiremos del circuito que se hace cargo
de la conductividad, y aparece como estado supraconductor. De
aqui fluyen a menudo interpretaciones equivocas de los resultados
de las mediciones. De Haas y sus colaboradores ya aclararon este
punto en las mencionadas investigaciones de 1934 a 1937, y en
1947, los fisicos rusos Meshlovsky y Shaknikov (21) confirmaron
y precisaron estas observaciones. Existe un método mejor para
identificar el estado. intermedio: el campo magnético. Tan pronto
como se puede observar un tal campo en el cuerpo (naturalmente
en pequefios agujeros en su interior), la supraconductividad se
ha descompuesto y se.ha formado el estado intermedio.
Gottingen, Max Planck-Institut fiic Physik.
Julio 1949.

\

(Traducido por G. BrEoK y D. CaNALS FrAU).
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PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS
EN LA GUIA AXIAL EXCENTRICA

por Jost A. BALSEIRO
Instituto de TFisica —~ La Plata

(Recibido el 7-11-1949)
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SuMmMmARY. — The formal solution for electromagnetic waves propagating
between two eccentrical eylinders of infinite.conductivity is given in terms of
the propagation modes of the coaxial guide. A first approximation for the
case of small eccentricities is discussed, and: the propagation factor is obtained
in terms of the eccentricity. l

1. - Introduccidn. — Trataremos las soluciones de las ecua-
ciones de Maxwell correspondientes a la propagacién de ondas
entre dos cilindros de conductividad infinita y no concéntricos, en
el caso que el cilindro interior contiene el centro del exterior (1).

La solucién en el caso general puede ser expresada co-
mo una superposicion de los modos correspondientes a la guia
coaxial, pudiendo ser satisfechas las condiciones de.contorno me-
diante una superposicién de modos eléciricos (E) o magnéticos
(H) indistintamente. El campo en este tipo de guia es, pues,
transversal sea respecto del vector magnético, sea respecto del
vector eléctrico. Existe, también en este caso la solucién funda-
mental para la cual EzzEg,.:O, que coincide con la correspon-
diente a la guia coaxial.

En el caso de excentricidades grandes el. cilculo del factor
de propagacién requiere la determinaci6n de las raices de una
ecuacion trascendente de infinitos términos. Sin embargo, tratin-
dose de pequefias excentricidades correspondientes a errores acci-

() El Prof. Kurr FRANZ nos ha comunicado que ha tratado este mismo
problema resolviendo en forma aproximada la ecuacién de ondas expresada en
coordenardas bipolares con el método variacional de Ritz.
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dentales o de construccién de las guias coaxiales se puede hallar
la solucién en primera aproximacién, pudiéndose aplicar el mis-
mo método para la determinacién de aproximaciones superiores.
Los modos de propagacién en una gma coaxial est4n dados
por las soluciones partlculares de las ecuaciones de Maxwell en
coordenadas cilindricas z, p, ¢ :
Ondas eléctricas (E): ‘ . , ;N

E,=w2Z, (ap)en? . F H,=

E,=—ihaZ' (ap)en® . F HQ:-_—]T'. o
,, | )
E,=—ih —n—Zn (ap) ein® . F ‘ HQ:—t.E‘J
P ) h
significando Z’,(ap) la derivada de Z,(ap) respecto del argu- .
mento (ap). .

Ondas magnéticas (M):

HZ—G2Z (ap) en® . F E.=0
’ H,——ihaZ, (ap)ent. T Bo=1H,
[ .
H,—=—ihZ,(op)en? . F B,=— " H,

Siendo: ‘ S

| ‘ A

la funcién cilindrica Z, (ap)=AJ, (ap)+ B Nn (ap)
F = ei(lect—hz) ’

e a2 =52 —h? h, factor de - propagacién.

Las -condiciones de contorno se expresan, para las ondas (E)
Zn(aRy)=2Z,(aRy)=0y Z', (aR,) =2’ (aRy) =0 para las on-
- das (H). El factor de propagacién queda determinado por estas

\ condiciones mediante las raices de la ecuacion:

para (E) J, (&R;) N, (aRy) —J, (eR) N, (eR)=0  (L.1)
para (H) ', (aR,) V', (aR;) — J', (aRs) N'y (aRy) =0.  (1.2)

\“\
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2. -Solucidn general. — Sea R, el radio del cilindro con
centro en O y R, al correspondiente al centro (. Ademds, sea
a=00', z,p,9 las coordenadas cilindricas de un sistema con
centro en O y z,0, Y las coordenadas cilindricas de un sistema con
centro en O'.

Consideraremos las soluciones (E) correspondientes a nuestro
problema.
Podemos expresar.la componente E, referida al centro O en
la forma:
X
E,=Za2Z (ap)en? F, (2.1)

N=—0Q0

Zn (ap) == An Jn (a‘p) + Bn ]Vn (“P)
Yy, también, referida al O’:

W @ —
E,=Za?Z, (ac)eml F, (2.2)
m=0

con
Zm (aa) —_—\71,,1 I (a0) + l—?m N,, (ac).

Debe cumplirse, en virtud de la uniformidad de las funcio-
nes de campo que en cualquier punto del recinto comprendido
entre los dos cilindros E,=E,. Ademés, las soluciones cilindricas
de las ecuaciones de Maxwell son derivables de un potencial de
Hertz que resulta ser proporcional a E,. De aqui que la igualdad

de E, implique la uniformidad de la solucién. .

© o
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Mediante el teorema de adicién de las funciones cilindricas
podemos referir la (2.2) a la (2.1) y de alli obtener la relacién
entre los coeficientes A, B y A, B que determinan la uniformidad
de la solucién. Por otra parte, en (2.1), dada la simetria res-
pecto de ¢ las cond1clones de contorno E,(R;)=E,(R;)=0 que-
dan dadas por

Z,(aR,)=0 para cualquier n o (2.3)
y anélogamente, en (2. 2) por la simetria respecto de x las condi-
ciones de contorno exigen que: »

Zm',(aRz‘):O para cualquier m. (2. 4)

Mediante el teorema de adicidn:

m(ac) - G—lmlb 11) Z [ m m+u.<a'p) _‘-—Bm’Nm'I'U.(O‘P)] Ju(aa) eillq’
f==—00
obtenemos:

EZ,(ap) e =2  Z[Any (@0)+Bpy Ny (50)] Ty (08) €.

Ne=—Q0 Ne——00 Np==—0C0

"Luego:

o (c)

A,=Z
. B,==B,J,_n(ca). (2.5)

De las condiciones (2.3), (2.4) y de las relaciones (2.5) se
obtiene el sistema lineal homogéneo:

Ju(oBRy) — Jin(aRy)
TR NaR P e0=0 @6)

zA,

= — o

el cual admile una solucién distinta de la trwml cuando el deter—
minante del sistema es nulo: .

Jn(a‘Rl) — Jm(“‘R )
N (eRy ™ Nfety) (5]

=0. (2.7

Esta ecuacién trascendente define los valores posibles de «
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-y es la oorrespondietnté a (141), a la cual se reduce cuando

~a=0, pues J,_,(0)=58n,.
En forma andloga para las ondas (H) se llega a:

J’ m(aRy) T (aRl)
_ =0. 2.8).
H W (oRe) ™ Walty) T (40| =0 &9
8. - Primera aprozimacién. — Si llamamos a® a una de las

infinitas raices de (1.1) las raices de (2.6) pueden expresarse

come una funcién par de a. Se tendrd, puesto que a=a® para

a:O: 1

a=0al+ca2+dat...

Cuando a es suficientemente pequeiio tal que a¢< a2, ten-
dremos cn primera aproximacion

o= a0+ ca?. (3.1)

En las ecuaciones (2.6) solo serin significativos los tér-
minos factores de:

Jl(aa):;.]_l(aa)=%q='é_ Jo(wa)=1—E2

Esto es, en esta aproximacién podemos satisfacer las condi-
ciones de contorno con: el desarroilo (2.1) reducido a tres tér-
minos. Si exc¢ilamos un modo de orden n aparecen superpuesto
a éste los modos de orden n—1 y n+1. En tal -caso el determi-
nante (2.6) se reduce a un determinante de tercer orden. Si lla-
mamos:

Qym= Jn(aRl) Nm(“Rz) - Jm(a‘RZ) ]\rn (a'Rl)
para un. modo de orden n (2.6) se convierte:
Gpyn—1 %, Onict. g + &2 [2pn—1 @1 n Onitnds + '
+ Qg -1 Yyn1 Ot n — S @p—gnqg a1y @it -n'-i-'1] =0. (3 2)

Por otra parte, la (3.1) puede expresarse:

a=ad+c, 2 donde —5270 (3.8)

Desarrollando en serie las funciones cilindricas involucradas
en (3.2) en la forma:

L
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Jn(aR)=J,(a®R) + R ¢y, 82 J', (aOR) ="~

= Jn(@0R) + RC, 5 [ y(60R) —Jpia(@R)]

obienemos, si llamamos a®, .. al valor de a,,, calculada con el va-
lor conocido a® en vez de a: a%, =0- ‘ '
/

2
Q)—1.n—1 Ao Upgpnts = Co —2_ [Rl (aoﬂ-n—l_apn-nzl-l) +

+ Rz(aon—Ln"aonﬂ:l-n)] a0n——1-n—1 a°":|;1~n-i-1
ar_.4a a o =a0 al ad ;
. %“n'n— “n—1.n “ni1.nt1 nn—1 % n—1n“ 1.0t
an—1~"—1 an.n;{-l an;l-1~n = a0n—14n—1 a0n~n+1 ao":l:l-yr
/
Con esto la (3.2) permite calcular’ C,, resultando:
2

Co,=—2 { @ @n_y.p
29— " :
b . [Rl(aon~n—1_aonAn:|-,1)+R2(aon—l 'n_aonﬂ.n)]aon—-l.n—l
il aon.n:i-l a°n+1 n }
[Ry(a%.n—3—0% pyq)+Ro(@% 17— 41 )]0 01 mit

-+

El sistema de seis ecuaciones lineales homogéneas a que que-
dan reducidas las (2.5), y (2.6) en esta aproximacién permiten;
calcular los coeficientes A,_;, A.ii, Bn_y, Bp By en funciént

de A,:

Nn—1<°°R1) Qpn_y

An_.1 = E An Nn(aRl) > an_jﬂﬂ_{[

0

' Nog(aRy)  anngy . .
An =EA, - > '
e A’n(“Bl) Uniynga
. Jo1(aRy)  agn_
N : Bn_. =_EAn n 1_ 1 nn—1
a8 ' No(aRy)  ap_yny
J-n(d'Rl)

. Br=—d J Ry

J"—{-h(d‘Rl) © pngy
B - E An - > = .
n:hl. Nn(a’Ri) a,:+1.n:E1
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Andlogamente se determina en. esta aproximacién la solucién
correspondiente a las ondas (H) con el significado de

{
anm=J"n(eRy) N',,(aRy) — J',,(aRy) N, (aRy)

y o0 una de las raices de a%,,=0.

4.-Sequnda aproximacidn. — Para una segunda aproxi-
macién : :

q=a0+c2 E24 ¢, Et
supuesto que 6 < gL,

En tal caso

Ty(sa)=Jy(oa) =5 Jy(oa)=—Jy(oa) = Jo(ua) =1 —51

con lo cual (2.7). queda reducido a un determinante de quinto
orden expresable en la forma:

—9.n—2 On—1.n—1 An.n Ongg py Ongo.pie -+ g2C, + &t D,=0, (4- 1)

donde C, y D, son sumas de productos de @n_g, s, '@y pes ... etc.
En esta aproximaci6n:

Jn(aR)=[1— 5 (RCo8)J,(wR) +
LR (€, 4048 1y (0R) — Ty (0R)]
+ —18_ (R G2 £2)2 [/, 2(a0R) 4 J 19 (#0R) ]

donde a® es siempre una raiz de a%,,=0. Los factores an,, son
expresables

am= aon.;n +- €2 Bn-m + gt Yo, C4 €400 1,

que con la (4.1) permite calcular C, en términos de C,, R,, R,
Yy @




UN RESUMEN SOBRE LOS NUCLEOS ATOMICOS
PESADOS

por W. SEELMANN-EGGEBERT

Instituto de Quimica, Universidad Nacional de Tueumin

(Recibido el 9-11-1949)

ZUSAMMENTASSUNG: Stellung der schweren Atomkerne im ZNA-Diagru.mm
und im periodischen System, genetischer Zusammenhang, radioaktive Daten und
Zerfallsarten, ‘

Después del descubrimiento de la radiactividad del uranio
y del torio, fueron estudiados los nucleos que descienden gené-
ticamente de ellos y que pertenecen a las tres familias radiac-
tivas naturales. Hace algunos afios parecia que se hubiere ago-
tado la investigacién relacionada con los ntcleos pesados (1). Pero,
cuando fué descubierta- la posibilidad de Llransformar también
artificialmente los nucleos pesados, empezé una nueva época de
descubrimientos e investigaciones. El interés aument6 extraordi-
nariamente cuando, en sus trabajos sobre la formacién de transu-
ranianos. Hahn y Strassmann descubrieron la fisién nuclear; y
muy especialmente cuando se reconocid la trascendencia dc este
descubrimiento y con ello la importancia de los ndcleos pesaclos.

Con la utilizacién de métodos de investigacién considerable-
mente mejorados - pudieron ser sintetizados y analizados durante
los ultimos afios tantos nucleos pesados nuevos que me parece
Gtil dar un resumen acerca de ellos.: '

Como bien se sabe, todos los nucleos pesados con nimero
de mass mayor que el del estable Bi209, son radiactivos y,
por lo tanto, es poco probable que existan ntcleos estables de

(*) J. WirscEMIDT, Universidad Naecional deé Tucumin Publ. 376, Dept.-

Tisiea 21.
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masa mayor. Todos estos ntcleos deben pertenecer, segtn las
leyes de la desintegracién radiactiva, a una familia cuyos miem- ,
bros posean una relacién genética radiactiva entre si. ' ‘
No ocurren transformaciones por desintegracion radiactiva
de un ntcleo de una familia determinada en un nécleo de otra
familia. El distintivo mas caracteristico de cada una de las cuatro b
familias radiactivas es su férmula de masa, a la cual deben co-
rresponder todos sus miembros. Por lo tanto basta el conocimiento
del ntmero de masa de un nicleo para saber a qué familia
pertenece. Las formulas de masa para las familias son las si-
guientes: 4n, con n=52, parzi la serie del torio; 4n-+2, con
n=bl, para la serie del uranio-radio; 4n+3, con n=5l, para
la serie del actinio y 4n+1, con n=52, para la serie del nep-
tunio, elemento que ya se extingui6é en la naturaleza. El nombre
del neptunio deriva de su is6topo con vida media maés larga, el
Np237. Ningtin otro miembro de la familia del neptunio tiene
vida media suficientemente larga como para que sea posible encon-
trarlo en la naturaleza.
También la formacién continua del "Np237, a partlr del
U238 por el proceso ,

28 (i (n, 2n )__237 6{;6_311 37 Np 80, lalfo RN
por neutrones emitidos por fisién espontinea o formados por
rayos cosmicos, es tan lenta que ni el Np 237 mismo ni ninguna
de sus sustancias hijas han sido encontrados en la naturaleza.
Todos los miembros de esta familia practicamente sélo pueden ser
formados en forma sintética a partir de otros. nicleos, ya sea
directamente o a través de sus sustancias madres.
Ya en 1935, O. Hahn, L. Meitner y F. Strassmann descubrie-
ron por medio del bombardeo de torio con neutrones térmicos, los
primeros is6topos de la familia del neptunio: el Th233 y el
Pa233 (2). La mayoria de los miembros de esta familia sintética l ;
fué hallada y aislada a partir del Np 237 — formado con ayuda ' o

(*) Se utiliza la nomeneclatura segln resolucién de la Unién Internal de
Quimica, Leiden, 1940,

(*) O. HasN y L. MrirNERr, Natur. 23, 320, 1935; L. MArrNer, O. HAnN
y P. StRassMANN, Z. Physik. 109, 538, 1938.
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de los neutrones de una pila atébmica— en el «Argonne Natio-
nal Laboratory», Chicago, EE. UU. y en la Atomic Energy Di-
vision, Chalk River, Ontario, Canada, en forma independiente y
simulténea (8), donde también fueron medidos sus datos. nuclea-~
res y aclarados sus relaciones genéticas.

Los is6topos del uranio, 238 y 235, y también del torio na-
tural 232, son préacticamente los Winicos tipos nucleares que exis-
ten todavi4 en la naturaleza en cantidades mayores, ya que su
vida media es relativamente larga en relaciéon con la edad de la
tierra. Por eso forman, casi exclusivamente, las sustancias de
partida para-los otros nicleos pesados. ‘

La mayor parte de estos ntcleos pesados son formados como
sustancias hijas por desintegracién radiactiva de los tipos nuclea-
res ya mencionados y, del Np 237, que a’su vez s6lo puede ser
formado artificialmente por un proceso (n,2n) del U 238 y
subsiguiente desintegracion B del U 237.

Todos los niicleos que no-son directamente sustancias hijas
de estos cuatro nucleos, pueden ser formados sélo por procesos
nucleares artificiales si se ulilizan como nicleos de parlida las

sustancias madres o los miembros de las familias naturales.

Por eso, como tipos nucleares de partida para tales proce-

sos artificiales se dispone solamente de los nucleos U235, U238
y Th232 y en algunos casos ademais los isétopos estables del
talio, plomo y bismuto. También, en pequefias cantidades, los
isbtopos Ra 226 (radio), Ra228 (MsThI), Ac227 (actinio), Th
228 (Rtdh), Th230 (ionio) y Pa231 (protactinio), porque sus
periodos son tan largos que se forman en cantidades pondzrables
durante la desintegracién gradual del uranio y tOI‘lO y éstos pueden

~ser aislados de minerales de uranio-torio.

Mientras tanto, del Th232 o.U 238, respectivamente, fueron
producidos en forma artificial por los neutrones de las pilas ato6-
micas, cantidades ponderables de Pu239, Np237 y U233; por
medio de rayos o o deuterones de los ciclotrones o sincrotrones
fueron formados ademds muy pequefias cantidades de Am 241,
242 y CGm 242.

El Pu239 se forma continuamente en minerales de uranio
pot el proceso siguiente:

—_—

(®) Phys. Rev., 72, 252 y 253, 1947.
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23 2,3d 2,4.104
BB,y = Wy M, 2y, 3_ 2 p, a,
B B o

y teéricamente también U233 en minerales de uranio-torio por
este proceso:

239Th(n )_ 233 Th 23m 233 P 27d 233U 1,6.108 a

B~ B‘ o

debido a los neutrones esporidicos de los minerales de uranio.
Estos neutrones son formados principalmente por la fision es-
pontinea del U235. Pero las cantidades de estos isdtopos for-
mados en la naturaleza son tan pequefias que, por ejemplo, el
Pu 239 sélo pudo ser hallado en fuentes naturales después de su
descubrimiento artificial, mientras la existencia del U233 hasta
ahora nv ha sido confirmada en la naturaleza. Ademés, su sepa-
racion seria muy dificultosa a causa de las grandes cantidades de
otros isGtopos naturales del uranio, como U238, 235 y 234.

Como sélo se disponia de estas, relativamente pocas, clases
de nucleos como sustancias de partida para procesos nucleares,
no se ha logrado formar todos los nicleos cuyo descubrimiento
y aislacién seria posible por tener una vida media suficientemente
larga. Sin embargo, con los medios actuales deberia ser posible
formar maés nicleos, incluso de los tipos situados cerca de las
méirgenes del valle de energia del sistema de los nicleos (Ver
més adelante).

Es dificil la elaboracién smtetlca de nuevos tipos de niicleos
de partida de los cuales se podrian formar micleos més pesados
aan, es decir, is6topos de elementos con mayor nimero de pro-
tones que el del curio 96, porque estos nicleos pueden ser produ-
cidos solamente por rayos alfa o deuterones, es decir, no pueden
ser producidos en pilas atémicas. A pesar de las grandes intensi-
dades de las fuentes actuales, el rendimiento es siempre relativa-
mente pequefio, a causa de la pequefia seccién eficaz para esta
clase de procesos nucleares.

Ademds, en algunos casos la vida media de los isbtopos res-
pectivos es muy breve, por lo que es dificil formarlos bastante
rapidamente en cantidades ponderables: un aumento lentp en es-
tos casos es imposible, porque los ya formados se desintegran de-
masiado rapido debido a sus cortos periodos.

S

/I

-
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El uso de sustancias con;una vida mpdia relativamenty
breve en cantidades ponderables, produce nuevas dificultades.
Su actividad grande, el calentamiento propio y la necesidad de
proteccion contra las radiaciones, dificultan el trabajo con ellas.

La separacién de los elementos con un nimero de protones
mayor que 94, es quimicamente dificil, porque las actinidas mas
pesadas conocidas se parecen mucho entre si, como ocurre con
las lanténidas.

Si se quieren'formar nucleos mds pesados atn, es decir, ni-
cleos con un nimero de protones mayor que el americio y el
curio, se tendrd que hiacer una separacién quimica de los nicleos
de partida para verificacién segura. A causa de las dificiles reac-
clones quimicas, que exigen mucho tiempo, esta separacion sélo
so lograra si la vida media de los nticleos, hipotéticos es relativa-
mente larga. ‘

Pero en general, parece como si los periodos'de los nécleos
~ extremadamente pesados disminuyeran cada -vez mas.

Adem4s de su desintegracién normal por emisién de rayos
alfa, electrones o captura K, los niicleos pesados muestran fisién
natural espontinea. Esta clase de fisién nuclear no se debe con-
fundir con la fisién artificial por bombardeo con neutrones ra-
pidos, ni la con neutrones térmicos que muestran ademés los
nucleos con masas impares.

Para algunos tipos nucleares fué medido y determinado el
periodo de’ fisién espontinea. Por ejemplo, la vida media del
- U235 con' respecto a esta clase de desintegraciéon resulté de
-cerca de 10!® afios.

El conocigniento de la vida media para la fisién espontinea
-de los transuranianos tendria un interés especial. Segin las ideas
de Bohr y Wheeler () se puede calcular, utilizando su férmula,
«que un aumento del numero de protones en una unidad acorla-
ria la vida media en un factor 104, mientras que un aumento de
la masa en una unidad aumentaria la vida media de la fision
-espontinea en un factor diez (5).

Si la vida media del U 235 fuese de 10!2 afios, lo que es muy
probable por las mediciones efectuadas, -serfa la del Am 242
aproximadamente de 108 afios, la del Cm 238 de uno hasta tres

() N. Bomr y J. A. WHEELER, Phys. Rev., 56, 426, 1939. :
(®) 8. Fuieer, Fiat Review of German Secience, Vol. 13, 218.
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afios y la vida media para desintegracion por fisién espontinea
-del Cm 242 aproximadamente de 104 afios (6).

Por cierto, el limite que la naturaleza pone a la formacién
y verificaciéon de nicleos cada vez més pesados no ha sido al-
canzado todavia.

Con la aplicacion de grandes recursos se podria probable-
mente, en un futuro préximo, formar y analizar otros is6topos.
de elementos pesados ya conocidos'y también de nuevos.

El primer diagrama permile una apreciacién de todos los
nicleos pesados hasta ahora conocidos en el sistema ZNA de los
nicleos atémicos. Se ‘puede ver ficilmente que la mayoria de
los ntcleos posibles son ya conocidos, pero se puede ver también
cuéles son los niicleos atin desconocidos que tiene posibilidad te6-
rica de existir y que pueden ser formados probablemente por
procesos artificiales. Ademdas, se puede ver qué nicleos pueden
entrar en consideracién como ntcleos de partida para tales-pro-
cesos de formacién. Por ejemplo, deberia ser posible formar el
nicleo Ac226, ain desconocido, por un proceso (p,n) a partir
del Ra 226. No se puede prever naturalmente si el Ac226 tendria
una vida media bastante larga como para que pueda ser obser-
vado y/o- aislado por separacién quimica. ’

Los cuatro diagreﬁmas siguientes muestran, en particular, las.
familias radiactivas en el sistema periédico de los elementos. Las
abreviaturas son las mismas que en el primer diagrama.

Los datos nucleares mas precisos, los tipos de formacion de’
los nicleos pesados y una lista muy completa de la literatura ori-
ginal hasta fines de 1948 han sido publicados en el «Isotopen—
bericht» (7).

La mayoria dé los datos utilizados se han tomado de esta
publicacién, excepto algunos que han sido publicados més tarde.
En este resumen fué considerada la literatura original hasta se-
tiembre de 1949.

—

(*) G. T. SEaBor@, Chem. and Eng. News, Feb. 10, 1947.
(") J. MaTTAUCE y A. FLAMMERSFELD, Isotopenbericht, Verlag der Zeit-
schrift fiir Naturforschungen, Tiibingen 1949, Alemania.
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Tl sistema ZN4 de los mnicleos pesados con sus periodos y tipos de des-
integracién. .

Donde: 4 = niimero de masa; N — nimero de neutrones; Z — nimero de
protoncs; a = ajios; d = dias; L = horas; m = minutos; s=— segundos;
ms — 10-* segundos; ls — 10-* segundos; m.breve = periodo muy breve; bre;
ve — perfodo breve: largo — periodo largo; ? significa que el isétopo o tipo
de desintegracién no es seguro; [ ] significa que el nimero de masa todavia
no es seguro; est signifiea un ndeleo estable; o = desintegracién por rayos
alfa; B = desintegracién por eleetrones; K = captura K; y= nieleo isémero
y desintegracién isémera por rayos gama. ’
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TERCER DIAGRAMA )
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n 205 Lot L 205

SERIE DEL NEPTUNIO '

Posicién de los isbtopos con nlmero de masa 4n 4 1, con n>652< 60 en el
sistema peri6édico de los elementos.




CUARTO DIAGRAMA

Grupo principal - ' Grupo secundario
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SERIE DEL URANIO-TORIO

Posicién de los isétopos econ nfimero de masa 4n -2, con n>51< 60 en

el sistema peribédico de los clementos. Los is6topos que poseen nombre propio
estdn subrayados.
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QUINTO DIAGRAMA

Grupo principol Grupo secundario
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Z_ LT Pl Bl Pop At e F o Rl Acl THeyPalo, U sNpi, PlocAM i
A ‘ s b Transuran.
. Aclimdas -
: - U gl No ] Pu A :
239 . zs,s?%’z{g? wu 12,;) 239
[
235 Acl o] o 235
' N
2 oA 231
227 227 |
223 . 223
219 ian | 219
A At T . ,
2] ;z%fs ooHs| 215 |
AcCAC )| At !
211 gﬁ?ﬁ:%m ‘75:%’7,5/7 n
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SERIE DEL ACTINIO

Posicién de los isbtopos con nfimero de masa 4n } 8, con #>51< 59 en
el sistema peri6dico de los elementos. Los isétopos que poseen nombre propio
estin subrayados. :




.REMANENGIA FACTOR DE DESMAGNETIZACION Y

FUEBZA COERCITIVA A LA TEMPERATURA
DE CURIE

por WALTER GERLACH y JAKOB KRANZ
Physikaliseches Institut der Universitiit, Miinchen
(Recibido el 11-11-1949)

ZUSAMMENTASSUNG: Bei Legierungen von Nickel mit Kupfer und Nickel
mit Chrom nimmt im Bereich der Curietemperatur der Entmagnetisierungs-
koeffizient stark zu, wihrend er bei tieferen Temperaturen temperaturunabhéingig
igt. Mit dem Anstieg des Entmaguetis\ierungskoeffiziénten jst ein Anstieg der
Coerzitivkraft verbunden. Die wahre Remanenz wird dureh die Scherung mit

den gemessenen - N-Werten oerheblich vergrossert und bleibt bis fast an die

Curietemperatur konstant. !

La remanencia real de un cuerpu ferromagnético isé-
tropo debe representar, segin la concepcion bien eéstablecida del
origen de la curva de- magnetizacién «técnica», el 50 0% de la
saturacion, independiente de la temperatura a la cual se la mide.
Siendo Jo, ¢ la saturacién a la temperatura 7', Jgy la remanencia
a la misma temperatura, cos9 la distribucién media de los vec-
tores de magnetizacién en ¢l caso de remaneuncia, -tenemos J pp =
Joor .cos¥ o J RT:O,g.JmT ; todos los vectores se encuentran
en la semiesfera «positiva», distribuidos al azar sobre todas las
direcciones «positivas».

20. Resulté de las medidas de la remanencia del niquel, que
el valor cos%=0,5 se encontré para valores mayores que T/0=
0,45 (©=temperatura de Curie), pero solamente hasta T/©=
0,95; después disminuye bastante rapidamente al acercarse a ©.
Debajo de T/©=0,45, cos9=0,5 permanece constante para

‘muesiras con tensiones internas muy grandes. Para muestras

blandas cos % crece hasta alrededor de 0,8. La razén de esto wos. que
en el ultimo caso, a temperaturas bajas, la energia K del cristal
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se hace sensiblemente mayor que la energia S; de las tensiones.
Este caso es sin interés para lo que sigue; supondremos siempre
Si> K.

30. Las razones que pueden explicar los pequeiios valores
de cosd al acercarse a la temperatura de Curie, 6, son las si-
guientes: _

a) Una determinacién equivocada del valor de saturacion; -
~b) Una influencia desconocida que puede debilitar la remanencia.

Ad a) En la cercania de la temperatura de Curie, la satura-
cién no puede ser medida con medios magnéticos. En este inter-
valo de temperatura se superpone a la orientacién paralela al
campo («magnelizacion técnica») la magnetizacién real (aumento
de la magnetizacién espontinea. por el trabajo del campo exterior
contra la energia térmica). Las curvas J —H se aproximan a
rectas a partir de -unos miles de Oerstedt, después de una parte
curva, de manera que no es posible obtener por extrapolacién el
valor de la saturacion técnica. Por esta razén hemos determinado
la magnetizacién espontanea a partlr del efecto magnetocalérico.
No estamos seguros, sin embargo, si este valor no resulta ser toda-
via un poco elevado, ya que las magnetizaciones real y técnica no
son independientes una de otra. Incluso con el valor Jo, r asi de-

terminado, cos 9 todavia d1sm1nuye cerca de ©.

Ad b) La remanencia real se calcula haciendo intervenir el
factor de desmagnetizacion Ng, factor que estd determinado por
la forma geométrica de la muestra. La cantidad Ng.Jpr que
interviene en la determinacion (Scherung) era tan pequefia, que
la diferencia entre la remanencia observada («aparente») .y-la
. real resulté muy reducida. Sin embargo, se planteé la pregunta
si el empleo del factor Ng geoméirico aun es justificado en la
: cercania de ©.

Hemos medido la curva de magnetizacién ideal, con el
método de idealizacion de campo alternado de Steinhaus-Gum-
lich, en campos constantes entre cero y alrededor de 0,02 Oe.
Esta curva result6 rigurosamente lineal en el dominio mencionado.
Su inclinacién sobre el eje del campo (intensidad del campo ex-
terior aplicado) da el valor reciproco del factor de desmagnetiza-
cion. Eso ha sido demostrado anteriormente por nosotros hasta
T/©=0,94, verificindose para muestras normales un valor N
constante en este dominio de temperaturas. Por encima de T/0=
0,94 hallamos, sin embargo, un fuerte crecimiento de N.
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5) Las mediciones aqui descriptas se realizaron con aleaciones
de cobre con niquel, cuyos valores © son aproximadamente
1400, 950 y 350 C para 20 9%, 25 % y 30 % de cobre, respecti-

'vamente. (Para sustancias ferromagnéticas puras las mediciones

todavia no han sido terminadas). Una serie de medidas con nir
quel +4 0% de cromo (©=125°C) ha sido agregada para wmos-

trar que el efecio no depende de la cantidad ni del tipo de ele~-

mento que se ha aleado.

La. tabla I da el aumento del valor de N en la cercania
de ©, (Neg, —Ng) . 105

Otra representacion de las medidas, (Nexp —Ng)7/(Noxp —Ng)aw

“estd dada en la figura 1.

g

TABLA“I%

(Nexp— Ny).10° - .
Temp Ni430%Cu  Ni425%Cu  Ni44%Cr Ni 4 20%0Cu
' Ng =4,2.10% N; =3,6.10° N; =3,8.10° N, =4,3.10~*
10 1,1 0,75 0,2 0,2
20 . 1,2 . 0,75 0,2 0,2
25 1,4 — —_ —
30 2,0 ' —_ — R
35 50" ‘ — —_ —
40 — — 0,2 0,2
60 —_ 0,75 — —
20 — 0,75 ‘ — —
95 — 1,8 — —
98 — 3,9 — —
100 — 5 0,2 —_
105 — — 0,2 0,2
110 — — 0,25 —
115 — — 0,35 —_
120 — — 0,5 0,2
125 — — 1,0 0,22
126 — — 2,5 —
130 — — — 0,28
135 —_ — — 0,4
140 — ¢ - — 1,0
142 — — . — 3,4

===
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60. Si ahora, con estos valores muy elevados de N, se rede-
termina la remanencia real a partir de la remanencia medida, se
llega a valores considerablemente mayores. )

T
| &
&
zaL =
[
Q| a
i
ZE 0% cy 25% Cu ancr|  20ucu
.‘(
| 4

J
J
Y
50 (00 t50

Fig. 1

La tabla II representa, para una muestra de niquel 425 %o
de cobre con © alrededor de 95° G, los valores medidos y calcu-
lados, ambos referidos a los valores de J, 7 obtenidos con ayuda
del efecto magnetocalérico. El aumento és muy considerable.

, TABLA II

{ “
R — remanencia calculada de manera usual, R, =— remanencia determinada
a partir de Jor del efecto magnetocalérico y de Nosp,
Muestra: Ni 4 25%Cu

Temp. R y o
OCP Nexp| Ny (cos B) (cos B) ,
20 2,7 0,46 10,46
50 2,7 0,45 0,46
80 2,7 0,43 0,46
85 X { : 0,40 0,45
90 3,1 0,32 0,445
95 6 0,21 0,425
98,2 ' 13 0,15 0,40
106,8 - 120 : 0,085 0,27

110,0 200 0,07 . 0,17
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El valor de cos%=0,46, medido a baja temperatura, per-
manece constante hasta casi la temperatura de Curie: 93° G. Es-
ta tltima fué determinada por el efecto magnetocalérico, el ca-
lor especifico y la fuerza termomotriz con resultados concor-
dantes. Recién en el dominio de transicién al estado paramagné-
tico disminuye la remanencia porcentual.

70. El aumento del vator de N en la cercania de © significa
que los «dominios de Weiss» empiezan a disolverse de manera tal
que a lo largo de la muesira se forman pequefios imanes, unidos
por puentes poco o nada magnetizables. En materiales ferromag-
néticos de este tipo se observa frecuentemente una gran fuerza
coercitiva. Por eso se ha medido la curva de histéresis y se ha
determmado de ella H,. Resulté que la fuerza coercitiva aumenta
considerablemente en el mismo dominié que el factor N.

80. El crecimiento de N y de H, en la cercania de © ha
sido hallado hasta ahora ‘en todas las aleaciones niquel-cobre y
niquel-cromo. N, en funcién de T'/© depende de la concentracion,
de la magnitud de las tensiones internas y del tamafio de los cris-
talitos. Cuanto menor las tensiones internas y cuanto mayor la

. recristalizacién, mayor es la temperatura a la cual comienza el

aumento de N. El caricter cualitativo, sin embargo, permanece
igual. P i

Munich, octubre de 1949.

(Traducido por G. BECK y D. CANALS FRAU).




RELACIONES ENTRE SENAL Y ESPECTRO

por KURT FRANZ

Facultad de Ciencias exactas, Fisicas y Naturales de la Universidad de Buenos
Aires ~ Instituto Radiotéenico

(Recibido el 14/11/1949)

ZUSAMMENTASSUNG: Fuer den Hauptteil eines weitgehend beliebigen Sig-
nals gegebener Dauer werden enge obere und untere Schranken angegeben, die
nur von der Dauer und nicht vom Verlauf des Signales abliaengen. Insbeson-
dere wird berechmet, welcher Bruchteil-der Gesamtenergic eines Signales gege-
bener Dauer hoechstens auf TFrequenzen w innerhalb eines Bandes gegebener
Breite |w|==Q entfaellt. Die Kiipfmiiller’sche Regel ueber den Zusammen-
hang zwischen Bandbreite und Einschwingzeit eines Filters wird in verallge-
meinerter Form bewiesen, Ferner wird bewiesen, dass die Durchlasskurve eines
Filters mit monotonem Einschwingvorgang auch mnicht angenihert rechteckig
sein kann, sondern ungefaehr Glockenform hat. Genauer kann man zeigen, dass
hei einem Tilter mit' monotonem Einschwingvorgang die saemtlichen Ableitun-

gen des Uebertragungsmasses nach der Frequenz ihr -absolutes Maximum bei.

der Frequenz Null haben und dass ebenso die geraden Ableitungen der qua-
dratischen Durchlasskurve nach der Frequenz jihr absolutes Maximum bei der
Frequenz Nu]l haben. -

Ec la técnica de telecomunicaciones se debe a menudo esta-
blecer relaciones entre una sefial u(f) que es una funcién del
tiempo y su espectro f(jo), que es una funcién de la frecuencia.
Cada una determina completamente a la otra estando ambas vin-
culadas por medio de integrales de Fourier. En general es difi-
cil ver lo que implican tales integrales para los problemas prac-
ticos. Sin embargo existen resultados sobre las relaciones entre
sefial y espectro que admiten aplicaciones directas 'y cémodas y
que por lo tanto se usan muy a.menudo en la técnica de las
telecomunicaciones. Ejemplo de ellos son los teoremas sobre la
relacién entre la. velocidad de grupo o el tiempo de retacdo de
una sefial y su espectro [1], la regla de Kiipfmiiller sobre la
relacién entre el tiempo de formacién de una sefial y el ancho

Ry L S
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de banda de su espectro [2] y las reglas sobre la forma de la
curva de seleccion de un filtro con tfransitorios monétonos, como
las formuladas por Wallman, [3]. Una parte de estos resultados
han sido establecidos en forma rigurosa mientras la regla de
Kiipfmiiller y las de Wallman son extrapolaclones de ejemplos
particulares.

Nos hemos planteado el problema de establecer reglas mane-
jables y rigurosas a la vez, analizando los espectros de las sefiales
de duracién finita, las sefiales con espectros de «ancho finito» y
los espectros de sefiales monétonas.

Existe una ley bésica de la transmisién de seiiales en los sis-
temas lineales que satisfacen el principio de superposicién: para
que no existan distorsiones serias de sefiales de duracién t en
sistemas lineales, el ancho de banda de la transferencia del sis-
tema debe ser del orden 1/v. Esta ley posee gran unportanma
préactica, porque el ruido de fondo y el precio de los equipos
aumentan con el ancho de banda. Nuestro anélisis de las rela-
ciones entre sefial y espectro nos permitira precisar laley general.

I. - Teoremas J

Una sefial arbitraria (con un ntmero finito de puntos de
discontinuidad) u(f) de duracién finita t admite una represen-
taciéon por medio de su espectro f(jo) de la forma

u,(t),=§1; [ f(jo)eiotdo con f{jo)=

T

=f u(t)ejotdt y u(t)=0 para |t|>—1:2—.

T

3
Llamamos energia total E de la sefial a la magnitud

T

2 [>2]
, 1 [,
‘E‘l\:f U.2 dt:z'—ﬂ— f 1f* dco. | )

T
7
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El asterisco indica -el imaginario conjugado. Llamamos den-
gsidad espectral de la energia a ff*. Llamamos energia parcial .

en la banda [o|<() a la integral . -
Q : ‘ .

1
| BQ)=;5 Qf ff* do.

Teorema 1. :

La densidad espectral de la energia ff* de una sefial de dura-
cién finita vy de energia total E, admite la acotacién superior

. B .E .

o e TS

con n(0)=1=n(wt)<2=n(x). .

i

A

Para =0 el signo igual es valido sélo en el caso de la
sefial rectangular (u(t):const. para |t|§%) . Tal sefial rectan-
gular posee la densidad espectral

fir=m [0

0t/

., . b - o e
expresién que en el intervalo |ot|<m no es muy distinta de la
cota superior.

Teorema 2. \

Para |wt|<= la densidad espectral ff* de una.sefial no
negativa (#=0) de duracién © admite la acotacién inferior 2

«

Frzf(0) cos? (w1/2); ot -

En vez del espectro f(0) para la frecuencia © =0 podemos

introducir el valor medio de la sefial ﬁ=?1 udt:%f(O). El




X
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signo igual es vilido sélo para una «sefial» de dos picos iguales

N . T
en los instantes t=:|:T2— .

Teorema 8. :

Para |ot|<m la densidad ff* de una seiial no negativa y

du
= > <0 *
dt’v=0 para t=0 ¥y

‘i—':go para tg_O) no es menor que la densidad de la sefial rec-
tangular de la misma duracién y del mismo yalor medio

con un solo méaximo en el instante t=0 (

I 0) [—Sezf;;/ ‘] "

El signo igual sélo vale para la sefial rectangular.

Teorema 4. L
Entre todas las sefiales de duracién finita t y de energia
total E hay una U(f) con la energia parcial méxima E.,,. (Q)
en jel intervalo |o|<€). Esta sefial satisface la ecuacién inte-
gral .
T
? 1 sen Q(t—s)
, _ 1 senQ(é—s) .-
U(t)_}\f R U(s) ds.
T
2
La energia parcial méxima es una funcién del producto Qe
e igual al reciproco del primer valor propio A; de la ecuacién
integral.

Este valor propio lo hemos calculado numéricamente. Como
demuestra la tabla siguiente, en la parte esencial del espectro no
es posible mejorar mucho la concentracién espectral con respecto
a la correspondiente sefial rectangular.
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La énergia parcial méxima se encuentra entre los valorés
E<E.. <E. La energia parcial de la sefial rectangular-la Ila-
mamos E

re

Q< 0 1 2 3 4 45

T 0 0,313 0,574 0,777 0,994 1

E 0 0,313 0,571 0,758 0,935 0,965
Er 0 0,310 ) 0,571 - 0,753 0,850

v

Teorema 5.

>0
<0
un filtro de transferencia T'(jw), resulta la tensién de salida u(t)

1
Si excitamos con la tensi6n escalén e(t)= o Para t

1 77
u(t):z—ﬁ; f%epldp v>0.
._jm+v

Kiipfmiiller define el tiempo de formacién © de la seiial u(t)
en la salida del filiro por medio de la tangente méxima

s —_— 1‘

T -
o (D

o 1
y deruestra que para el filtro ideal con T(jm):{ o para

| o] {;’8 se verifica la relacion
T= _ﬁ‘ -

Este resultado lo generalizamos para filtros arbitrarios:

du
dt

P F
_5_2?_/ 17| do.
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El signo igual vale s6lo en el caso de una transferencia con
fase lineal, o sea

T (jo) =|T | e-jooe,

Teorema 6.

En una comunicacién presentada a la decimotercera reunién
de la AFA, A, Gonzédlez Dominguez ya ha demostrado que «si
la transferencia de un circuito lineal pasivo es tal que su médulo
|T| vale la unidad en un intervalo finito o, <o <<w,, la res-
puesta del circuito a la tensién unitaria no es mon6tona [4].

Ademéas hemos obtenido férmulas que; implican la regla de
Wallman. Para que la respuesta de un filiro a la tensién escalén
sea mon6tona, la transferencia T(jo) debe satisfacer para todas
las frecuencias las desigualdades ' -

drT drT d2n|T'|2| _ |d*|T|2
don|= | dwn|y—o’ dwo2n = do?n |y—o .
La desigualdad particular ‘
d2|T|2| _|d2|T|2
<
do2 | = . do? w=0 "

implica que la curva de seleccién |T'|2? de un filtro tiene curva-
tura mixima para la frecuencia ©=0 y, por lo tant6, no _puede
ser aproximadamente rectangular como la del filtro ideal, sino que
es campaniforme. La definicién precisa de la seleccién y la mo-
notonfa de los transitorios no son propiedades compatibles.

I1.  Sefiales de duracidn finita.

Para demostrar el teorema 1 debemos analizar una sefial de
duracién © y de energia total - E. Descompongamos tal sefial en
su valor medio (componente continua) y su parte alterna

-

u(ty="0-+u,(t).
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Con estas definiciones resulta

’

T T

2
E:f u2dt=f uy? dt 4 1u2 = 2 )
T

T

o -2
O sea .

£2(0) <-E.

El signo igual vale s6lo para u2;—=0, es decir para la sefial
rectangular. '
1

La sefial rectangular u= para [t
0

<X
posee el es-
>

oA ) a

'pectro
T
2 /2
. . sen ot
= ~jol —_——,
f(]co) f eriotdt @t/2

T

2

Esta primera desigualdad admite una .generalizacién para
frecuencias arbitrarias, la cual constituirdA nuestro teorema 1.
Formemos la expresion

a—2 f(jeo) efost

<
u,(t):= para |¢|
>

oA A

0

I Obtenemos asi Ias ecuaciones

T
2
f u, ejotdt=0

T

"3
y .
[wurdi=[ uuprdi 2 ftjoq (o) 2L fjmn) G0

\
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La dltima desigualdad vale para funciones complejas arbi-
trarias u(t), que se anulan para |t|>%, y en particular para u,(t)

Y su espectro f,(jo):

S

| n (o—owy)T/2
fr(joYi= f u, e-1ot dt=f(jo) — f(jeoo) 3 M

2,

‘ fr(—Joo)=f*(joo) — f(joo) ———

sen coo‘l:

Sustituyendo en la dltima desigualdad obtén‘emos

T

en
f u*di=> —{ fr* [ il \@0(:)01 ] [f2+ f*e] Se:,:iot}

2

1 sen w,T |y 2
> ppef] — |20
= T ff (1 ©,T )
o sea
1 senytfy2 1
Tss T ff% — — ffE
Ez— ff*(1 o ) +—

lo que equivale al teorema 1.

La comparacién de esta cota superior con el especiro de la
sefial rectangular demuestra que no es posible mejorar mucho la
cota para |wt|<m.

Para demostrar los teoremas 2 y 8, es decir, para establecer
cotas inferiores para la densidad espectral de la energia, modifi-
caremos las condiciones que deben satisfacer las sefiales. En vez
de prescribir la energia total, prescribiremos el valor medio &
de la sefial lo que ya nos fija el valor del espectro para la fre-
cuencia O:

J f(0) =u.

Nos preguntamos entonces con qué rapidez puede disminuir
la densidad espectral en la proximidad de la frecuencia 0.
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-

L)
Si no imponemos a la sefial ninguna otra restriccién, la

densidad espectral puede anularse para frecuencias arbitraria-
mente ‘pequefias, segin lo demuestra la consideracién de un pro-
blema de. antenas formalmente equivalente al nuestro. La de-
pendencia funcional entre el diagrama y la distribuciéon de la
corriente en el alambre viene expresada por una integral de Fou-
rier del mismo tipo que la que establece la relacién entre una
sefial de duracién finita y su espectro. Es sabido que tal dia-
grama de antena puede poseer ceros para angulos arbitrariamente
pequeiios si la corriente en el alambre cambia de signo. Esto nos
indica que para establecer cotas inferiores de la densidad del
espectro, debemos imponer a-la sefial condiciones suplementarias.
Admitiremos que no cambia el signo de la sefial u(t):

u(t)=0.

Para establecer la cota inferior empezaremos por plantearnos
el problema de encontrar el valor minimo de la parte real del
espectro:

T
2

u(t) cos oatdt—]f u(t) sen oot dt.

T

) 2

~~

~~

<

e

vg‘_
d\wl.—l

Sélo la parte esencial del ®spectro depende poco de la forma
precisa de la seial. Por lo tanto resultard una cota inferior para
aquellas frecuencias o para las cuales el cos ot bajo la integral
no es negativo, o sea para las frecuencias |ov|<<w. Con esta con-

2

. T
€0s ot = cois © E =0.

- dicién resulta para |t|< =

Como por hipbtesis el valor medio de la sefial esta fij.;ado,“
resulta el valor minimo de la parte real del espectro para las
sefiales que se .anulan para todo ¢ con excepci6n de sendos en-

tornos infinitesimales correspondientes a los instantes tzzE—;—

N
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£

Resulta asi la désigualdad

- . -

ol A

ucosmtdt>cos?fudt—f(0 COSE_
: T

R
ol ol

P
y con ella el teorema 2):

, . f* 2 f(0) oos - para ot

Como una sefial de dos picos iguales a distancia t todavia
no es una sefial en el sentido de las aphdacmnes, serd natural
imponer mas restnccmnes a estas sefiales; admitiremos que la
5 sefial posee un’' solo miximo en el instante ¢=0.

du du _ -
< — < >0.
m_O para t=<0 Yy ldt=0 para =0

Descomponemos tal sefial en su parte alterna y su valor
medio y obtenemos asi

1(jo) f*(jo) = f [Tt ()] [Tus(ty) ] ereles) dt1' diy
. sen? wt/2 sen ot/2 s o '
=f30) —5r (@7/2)? +2f(0)—mt/2 /2 05 tdt—l—[/uzeJ ldt]

A los efectos de obtener una cota inferior, es legitimo supri-

mir la parte impar de u(t), la que s6lo contribuye al tercer tér-
mino aumentindolo.

Con nuestras condiciones para la sefial, la integral

- no es negativa, lo que nos da el teorema 3:
&

sen? ot/2

. ‘ -—f2() ( 1.‘/9)0
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El signo igual vale s6lo para una parte alterna idéntica-
mente nula, es decir, para la sefial rectangular.

Para demostrar el teorema 4 .tenemos que analizar la energia
parcial de una sefial de duracién t:

P

T
2

‘ E(Q)——— f ff*dm— f f [ u(tl)utg)e—me-tz)dtldtzdg

1 sen Q(t,—t .
= [ [ =) u) e )

—— —— i

2 2

Se comprueba que para toda sefial es valida la desigualdad
1

0<E(Q)<E()=E.

Es sabido por la teoria de.las ecuaciones integrales, que entre
todas las sefiales de energia ‘total E existe una U(t) para la cual
E(Q) toma su valor miximo E,., (Q) y que esta U(¢) satisface

* la ecuacién integral

T
1 sen Q(tl tz)
t—ty

U(t,) =X U(t,) dty.~

T
\ -z 'i.

Con la normalizacién E =1 resulta

. 1

Emnx=m =3 '
1

ll AY

siendo z; el primer nimero caracteristico de la ecuacién y Xy

el primer valor propio. Es posible calcular z; por métodos
numéricos con aproximacién arbitraria. Como el nicleo .

- (s, )= 1 senﬂtg —s)
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es positivo definido [0 <E(Q)], todos los nimeros caracteristicos
son positivos; obtenemos cotas superiores para x, por .medio
de las siguientes desigualdades:

l 1>.’D1 . i 4
B m '
S1=/lc(t, t)dt= 21 Z, >3y
o]
=/ k(t,s) dtds= Z 3,2 > x,2
1

S, = %—‘ S,2 = ;12_[20_181'(2(2:) —2sen? QrCi(2Qr) —C — In 2Qr]

(C-=constante de Eulér-Mascherbni).

En nuestra tabla hemos puesto E=S, para S;<1y E=1
para S;>1. Para obtener una cota inferior comparamos

oo
(Do f=(S—ap |
con : ' .
<o
2
lo que nos da
[Si—2 2= Sp? —x,2.

Como cota inferior F' obtenemos

|

siempre que la raiz sea real.

Los teoremas 1 a 4 demuestran que una sefial de duracién t
y de una forma utilizable en la técnica de las telecomunicaciones
posee un espectro que en el intervalo |ot|<m depende poco de
la forma de la sefial y en cambio depende de su duracién. Es
sabido que para frecuencias mayores el espectro depende mucho
de- los detalles de la sefal. '

Mg
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III. La regla de Kipfmiiller

Para el filtro ideal T'(jo) = {(1) para |o| {; g

Kiipfmiiller ha calculado la siguiente respuesta u(f) a la tensidén

1 1. 1 >0 .
escalén e: u(t):—z— + — 8i(Qr) para e(t):{o para t{ e
Con su definicién del tiempo de formacion t de la sefial .

resulta
1 T

\ NET

dt max

' . ¥

Es féacil generalizar este teorema para fillros arbitrarios.
Representemos la tension escalén por medio de la integral

v} joo .

- L ept 1 >0 ’ .

e(t):—_f_-d —{ para t{ A ]

! N on 0 <0 i
]y._jmp r R

v>0

Siendo T(jw) la transferencia de un circuito lineal arbitra-
rio y -no necesariamente pasivo, obtenemos

\ 3
’ . ©vtjoo . q
2mnj J p b

v—joo . K

y para la derivada de la respuesta 3

v+joo
' ) =~ z '[
v()=oz [ T ertdp. .
v—joo b L
g | q
i ’ .- Suponemos que para p—o T(p) se anula por lo menos co-
mo 1/p?, lo que no es una restriccién para los filtros de buena
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seleccibn. Entonces podemos poner v=0 en la dltima integral,
lo que hace evidente la desigualdad siguiente:

f IT(Jm)

La integral del segundo miembro es igual al 4rea de la
curva de seleccidon del filtro, la cual en el caso del filtro ideal
de Kiipfmiiller toma el valor de 2Q. En el caso de una fase li-
neal, vale el signo igual. Siendo lineal la fase, obtenemos

do.

f T(jo) eiot dw

T (jo) =|T|esom,
3
de manera que en el instante {={, resulta

T(joo) eiot=|T.

Con esto demostramos el teorema 5.

IV. Filtros con transilorios mondtonos

Wallman ba enumerado las reglas s1gu1entes sobre filiros
con transitorios mondtonos:

La curva de seleccién de un filtro debe ser campaniforme:
y la fase debe ser lineal para que los transitorios sean mondtonos.

Las obtuvo como generalizacién de muchos ejemplos par--
ticulares.

La primera condicién necesaria que debe cumplir tal filtro,.
publicada como resultado riguroso es la de A. Gonzalez Domin-
guez.

Las siguientes férmulas rigurosas implican que la curva de:
seleccién debe ser campaniforme por ser monétonos los transi-
torios. o

Una condicién equivalente a la monotonia de los transitorios-
es la que la derivada de la respuesta sea no negativa. Usando la
inversion de nuestra representacién de la respuesta a la tension
escalon es facil ver las consecuencias de esta desigualdad para la:
transferencia:’ -

v -
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. oodu oL 7e. QU \A N
T(]CD): "CE@ ) [dt, dz 20. N %
. 0
Obtenemos I o
| e - 5
|T (jeo|= fu’(t) e—jotdt | gf w'(t) dt=T(0);
0 b

el signo igual vale sélo para ©=0. Para todas las derivadas de
la transferencia resultan desigualdades anélogas siendo legitima la
derivacién bajo la integral por ser u/(f) una funcién que dis-
minuye para {—s>o exponencialmente.

o o) )
drT . . o |drT
= 4 — —jol - 4 e .
: T If w'(t) (—jt)r e—jotdt | ;f u'(t) tndt ldwu -
0 - 0
i ‘ T
x Para la curva de seleccidén resulta
1) e=| [ [ e wis) e, | =
ey 00
. ,, e ee) =T ano |
| 4 . {
i , .
e y para todas las derivadas pares ) ;
ri (.ii’ T2 v @ 0o ' ‘
- n
- du|)2n| ‘:I / / w(ty) ' (ty) (b—tp) " ittt diy diy | <
0 @
oo o \
den|T |2 C4
4 4t —+t \2n =l . . b
of 0/ uf,ﬁ)”(%) (8—tp)% diydiy dotn |,y . ,

»

b ' Usando sélo la desigualdad con n=2. ya resulta que la curva
de seleccion debe ser campaniforme. Buscando la curva que sea
la més semejante al rectngulo del filtro ideal, ponemos el signo
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igual en esta desigualdad. Esto demuestra que la correspondiente
curva de selecci6n que debe empezar con el valor 1 para la fre-
cuencia ® =0 y terminar con el valor, 0 para frecuencias gran-
des, se. compone de dos trozos de pardbola. Esta curva posee el
drea minima compatible con su curvatura inicial para ®=0. Su
drea es (). su tangente maxima es Q! y su derivada segunda
es Q2.

Es una consecuencia de las otras desigualdades que en reali-
dad la tangente méaxima de la curva de seleccién de un filtro con
transitorios monétonos es menor que la tangente maxima de

nuestra curva formada de dos arcos de pardbola; es decir, la cur-

va de seleccion de tal filtro es muy distinta del rectingulo, es
una curva campaniforme. . .

bl

LITERATURA

1y G. DoerscH. Laplace Transformation, Berlin, J. Springer 1937, pig. 147.
A. SoMMERFELD. Atombau und Spektrallinien II, Vieweg, Braunschweig

1939, pag. 715. )

2) K. KiermiLner. B, N. T. 1 (1924) 141 und 5 (1928) 18.

3) G. VALLEY and H. WALLMAN. Vacuum tube amplifiers. Macgraw Hill, Néw
York 1948, pig. 80.

4) A. GonzArez DoMiNgUEz. XIII Reunién de la asociacién fisiea argentina
del 23/24 de mayo de 1949,

5) K. IFrinz. Zeitschrift fuer Hochfrequenz 61 (1943) 51.



¢

CALCULO APROXIMADO DE LA FUNCION
RADIAL DE DISTRIBUCION

por ANronio E. Roprfeurz
Instituto de Fisica — La Plata ,
(Reeibido el 16-—-11- 1949\)

The present paper is eoncerned with the caleulation of the radial digtri-
bution function for Argon in the liquid region. The author uses here some
results obtained in a previous paper.

The results are shown in diagrams and a short dlscusmon is given to
compare these results with those obtained with X-Rays experiments.

Introduccion.

En una serie de trabajos publicados recientemente, Max
Born y H. S. Green (1 2 8 4 5) han desarrollado una teoria ciné-
tica de liquidos, capaz de describir las propiedades dinimicas y
en equilibrio de un smbema estadistico de moléculas. Entre otros
resultados importantes se ha establecido que todas las propiedades
termodindmicas del sistema pueden expresarse en funcién de la
funcién de distribucion p, (21),(®), que expresa la probablhdad

N . de encontrar ‘dos moléculas en posiciones dadas por z*), 2.
Para fluidos monoatémicos en equilibrio esta funcién depende
solamente de la distancia r, y es idéntica a la funcién radial de
distribucién determinada experimentalmente por medio de la di-
fraccién de rayos X por liquidos de ese tipo. En consecuencia la
termodindmica de un liquido se reduce al conocimiento de esla
funcién. '

En otro trabajo que forma parte de esa misma serie, el
autor (6) ha desarrollado un método aproximativo que permite
calcular numéricamente las integrales que contienen la funcion
radial de distribucién y ha calculado dos isotermas para el

Argon usando el potencial de Lennard-Jones para describir la in-

teraccion entre los atomos de dicho gas. El mismo método se ha
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utilizado en este trabajo para calcular la funcién radial de dis-
tribucién para el Argon liquido a una temperatura de 130°K y i
a una presion de 30 atmésferas, correspondiente a la isoterma ted-
‘'rica calculada en el trabajo mencionado (6). El caleulo de la
funcién radial de distribucién resulta menos comphcado que el
de una isoterma y no es necesario introducir més aproxima-
ciones de las que resultan de aceptar la suposicién de Kirk-
wood (7), aparte de las que se hacen en el cémputo numérico.
Por esta razén y atn usando el mismo ntmero de términos en
el desarrollo en serie que se tomé anteriormente para el calculo
de las isotermas, se pueden esperar mejores resultados. Ademas
las curvas teéricas obtenidas pueden compararse directamente con
las que se obtienen experimentalmente por difraccién de rayos
X (5).

En el texto se indican brevemente las férmulas empleadas
y los resultados se muestran en diagramas. Para una -exposicién.
més detallada del método aproximativo y desarrollos se dirige
al lector al trabajo del autor que se.menciona més arriba.

1. La ecuacidon integral para la funcidn de distribucidn.

Si se acepta como valida la superposicion de Kirkwood, es
decir si se supone que la probabilidad relativa de la ocurrencia
de una molécula en conjuncién con otras dos es igual al producto
de las probablhdades relativas de la ocurrencia de Ia misma molé-
cula en conjuncién con cada una de las otras separadamente, se
obtiene para la funcién radial de distribucién. ny(r) la~ ecuacién
integral :

(1.1 1og22(L3+dL")~_"_

ET —n13
| [t ) dmg 252 s

en donde ¢(r) es la energia potencial mutua de dos atomos o
moléculas a la distancia r' uno de otro y n, la densidad.
Ensayando para ny(r) una expresién de la forma

(1- 2) nz(r) —e™ O + fir)
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se obtiene para f(r) la expresién

(1.3) r.f(r)= 1 J 625 B2(s) sen (rs) ds 1

(2m)1/2 X—eB(s)
en donde ‘
(14) rp(r )—(2 )1/2J sfe” YT 1} sen (rs)ds
y
: 1
. Aem———
t-9 CoE

siendo € —1 un pardmetro defmldo como el valor medio de la

misma. funcién f(r). -
Definiendo convenientemente a la funcién B(r) en el plano

complejo, e indicando con z, las raices complejas de la ecuaci6n

(1‘1)6 ]3(2)27\/8,

se encuenfra para f(r) la expresion

LD rfr —_:_9 ~‘d_(D(')-)/kT — 1) —(2n 1/2 z, e?:'rzu
(b0 ri==rrt S )

)
.

. L, . » ..
en donde la sumatoria estid extendida sobre las raices en el semi-

plano superior complejo, y para e la siguiente expresién

(1. 8) e=

+ 0O

f r2o(r) dr

0

f r2a(r) dr+ f 2 a(r2) dr + (2m)ve (2)° ZB(Zu) fr a(r) €% dr
0

en ‘donde hemos escrito

_(I)(’I")/kT _._1- )

a(r)=e
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2. M étodo de cdlculo.

" Desarrollemos ahora la funcién d(s) en la forma

(2.1) s.a(s) =X Ce™ %,
) k

Eligiendo £, en el semiplano superior complejo, se deter-
minan los coeficientes Cj; mediante un anilisis harménico de
Fourier (ya que se supone conocida la funcién a(s); para esto
ultimo se toma para ¢(s) la expresién dada por Lennard-Jo-
nes (9):

(2.2) o) = (55— 2.

Conocidos los Cj. se obtiene para B(z) la expresion

: 2 » N
2.8 z)=— = k.
( ). B( ) (2“) 1/2 k0 Ek?,_zf! .

Usando (2.3) y leniendo en cuenta la (1.6), se pueden de-
terminar las raices z, dando valores a \/e. Luego-se calcula el
valor correspondiente para & meédiante la (1.8). Finalmente se
obtienen f(r), reemplazando los valores calculados en la (1.7).

. 8. Aplicacién. La funcidn ny(r) para el Argon a una tem-
peratura de 130° K y a una presidn de 30 atmdsferas sobre la
curva del vapor saturado.

Adoptando para las constantes @ y b los valores que da
Lennard-Jones para el Argorn

b =1620 x 10-10 ergs A2

(3.1) ;
a=1.03x10-10ergs A6

'

se ha calculado la funcién ¢(r)/kT y luego a(r); enseguida se
han calculado los coeficientes del desarrollo en serie de IFourier
usando 12 valores de la funcién ra(r) igualmente espaciados en
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el intervalo 0<r<7.2A. Luego se han calculado las tres pri--
meras raices de la ecuacién (1.6), de las cuales la primera es
real, puesto que X corresponde a la densidad del liquido. Por
ltimo se han obtenido las funciones f(r) vy — &(r)/ET 4 f(r), y
se han dibujado en la figura 1. -

o8-

a6

S o
’
’

04 - -

<
7’

0.2

~~~Jd.
~
~—
’

[
-04 — T

~
~~
e
e
L

~
-

-08 - 7

—— La funcion o(r)fur
- == La tuncien -1(r)
eeses La Puncion ¢(r')/l(T-l(r)

-0.8

~1.0
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En la flgura 2 se ha dibujado la funcién radial de distri-
"buci6n, ! .

By, . '

ny(r )/n'a

AN

=

"]
0.8
\ 5

. 04

o ]

1 2 3 4 5 ) 7 8 LA

Fig. 2
Discusion. - i

| Si se compara la curva tedrica obtenida en la figura 2 con
" las obtenidas experimentalmente, por ejemplo la que dan Eisen-
stein y Gingrich (10 11) para aproximadamente la misma tem-
peratura y presion, se observa que ambas poseen la misma forma

con los dos méiximos ubicados igualmente a 3,6 A y TA, res-

peectivamente. Sin embargo, la relacién entre las ordenadas de

los maximos en la curva tedérica es de 1.5, mientras que experi~

. " mentalmente se obtiene un valor de 1.8. En vista de los resullados

o -obtenidos, el autor ha considerado interesante hacer un calculo mas

E exacto, teniendo en cuenta en el célculo las cinco primeras raices

' de la ecuacién (1.6). Este trabajo se halla ahora en preparacién
i "y los resultados se publicarin oportunamente.

N , \

La Plata, noviembre 14 de 1949.
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REFRACCION ATMOSFERICA

por Jost WURSOHMIDT

Instituto de F'isica, Universidad Nacional de Tucumén

! (Recibido el 17-11-1949)

SuMMARY: 19 A comparison is given between the tables of atmospherie
refraction, obtained in work on astronomy and geodesy in different countries,
and differences existing between them are mnoted.

20 The introduction of a ‘‘standard atmosphere’’ is proposed for a new
numerical computation, which permits an exact caleculation of the density of
the air at any level above sea.

32 A method of computation is applied to the refraction in the case of
a plane surface and, in the case of the earth’surface, a method of successive
approximations for each zenith distance.

I. — GENERALIDADES, BIBLIOGRAFIA, TABLAS DE REFRACCION

a) Superficie plana, condiciones normales de presidn y tem-
peratura.

Prescindiendo de la curvatura de la superficie terrestre, y
por lo tanto- considérando constante el indice de refraccién del
aire en un plano horizontal de la altura y sobre el nivel del
mar, un rayo solar que tiene en una altura muy grande_(indice de
refraccién practicamente igual a cero) una distancia zenital o,
llegara al nivel del mar con una distancia zenital menor «,, por
el efecto de la refraccion atmosférica. Mediante el método de las
capas paralelas (1), cuya maés baja tiene el indice de refraccién n,
se obtiene ficilmente:

W sene _
sen oy

.

o con la densidad del aire en el nivel del mar p,, y la ley em-

.

5
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pirica de Mgskart para gases que relaciona n con la densidad p (2):
(1a) sen o =[1+4C po]sen «.

El énguio de refraccién b la «refraccién» sera entonces:

(2) . Y=o— OTO‘
Se deduce facilmente la siguiente férmula de aproximacién:
(3 T=Cpotg %= (n—1)1g

o expresando y en segundos de arco:
(3a) Y =206265 C py tg og.

Ahora bien, mientras que para la densidad del aire a 0° y
760 mm de Hg se toma cominmente el valor py=1,2930 kg/m3
(usaremos el sistema MKS, ya usado desde hace tiempo en Me-
teorologia (8)), encontramos en la bibliografia valores ligeramente
variables para el indice de refraccién del aire bajo condiciones
normales de temperatura y presién, a saber:

en lasg tablas de Landolt-Bornstein (*): entfre 1,6002933 y 1,0002925
en Handbuch der Physik (°) »  1.00029315 » 1,00029130.

En consecuencia se hallan semejantes variaciones en los va-
lores numéricos de la magnitud 206265 C p,, llamada «constante
de refraccién» que es el valor de la refraccién para el 4ngulo
0y =45°; oscilan entre 60,058” y 60,50”. Dos autores, Faye (¢)
y Connaissance de§ temps(7) citan como valor méis seguro:
60,154” que practicamente coincide con el valor 60,1563”, citado
en Handbuch como término medio de todos los valores astroné-
‘TNiCOS MAS Nuevos.

Con este valor para la constante de refraccion, el indice de
refraccién del aire a 0° y 760 mm de Hg serd: ny,=1,0002916
y la refracciéon y=a —a, para la distancia zenital o, se calcula
mediante: '

(1 aa)  sen a=1,0002916 sen ay;
0:

(1b) lg sen o =1g sen o, - 0,0001266.
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- La férmula de aproximacién es:
(3a) lg y=Ig tg o, + 1,77922. | .

En la tabla I damos los valores de ¥, calculados mediante i
(1b) y (3a) hasta a;=T5h°; para la comparacién agregamos ;
los valores de Faye. » '

TABLA I Co
ANGULOS DE REFRACCION
(0° C, 760 mm de Hg; superf. plana)

Dist, zen. valor exacto valor aprosz. valor de Faye
50 . 5,3 537! 52
109 10,6°° 10,67 10,6
159 16,1°° 16,1’ 16,1°°
200 21,92 21,97° 21,92
259 ¢ 28,17 28,177 28,0
300 34,72 34,77 © 84,7 :
1359 42,1°? 42,12 42,12 '
400 50,57 50,577 50,4
459 60,15’ 60,15 60,0°?
500 . 71,7 71,7%? 71,77
550 85,877 85,877 85,677
60° 104,2° 104,277 108,87’
65° 129,17’ 129,07’ 128,277
709 165,42 165,377 163,87?
‘. 710 174,9°° 174,7%°
‘ 720 185,377 185,1°?
730 'o197,07 . 196,777
740 210,17 209,877
759 _ 224,977 224,577 221,0?

La comparacién de las tres columnas evidencia: 1) que hasta
60° la férmula de aproximacién es suficiente hasta los. décimos
segundos; 2) que la independencia de la refraccién de la consti-
tucién. de la atmésfera de ninguna manera se extiende hasta 790
(Faye), sino hasta sélo 500. !

b) Presién p',, temperatura T'y; férmula de Comstock.

‘Con la presién p’y y la temperatura 1", en el nivel del mar, la-
densidad del aire, con la «ecuacion de estado del gas perfecto»

(4) p=RpT

se escribe: : ‘.

Vi .
(5) p’o=90%.T+‘(‘) con: p,=1760; Ty=273;

/]
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por lo tanto se reemplaza sencillamente en las férmulas (1a) y
(3a) py por p’y. Faye escribe, siendo b la presién y ¢ tempera-
tura en ©C: La accién refringente esti dada por:

1 b 1 : -
n—})— ——M— .

( 760 14-0,00366¢% '

Con la gcuacién (5) tendremos p. ej. para p’,=29,6 inches

(pulgadas) y t=50°F (valores muy usados en tiempos pasados
y hasta hoy dia) las férmulas:

(1bb) . sen @ =1,0002780 sen o,

o | ,

(le) . i . Ilgsena=Igsena,+0,0001207
Y

(3b) ' lg y=Ig tg oy +1,75848.

La tabla II contiene los valores exactos y aprxoimados, cal-
culados mediante las expresiones precedentes; para comparacién
agregamos los valores de Pryde (8) y de Nassau (°) que se refie-
ren a las mismas condiciones de presién y temperatura.

TABLA II
ANGULOS DE REFRACCION
(50°F y 29,6 inches de Hg, superf. plana)

Dist. zenitl Valor exacto  Valor aprox. Valorde Pryde Val.de Nassau
50 5,0’! 5,01’ . 5!’ 5”

100 10,1? 10,17 10? 10
150 15,372 15,47’ 157 157
200 20,8 20,97 217? 217
250 26,7 26,77 267 277
309 33,1 33,177 33 337
35¢ 40,17 40,2’ 4077 - 40?
409 48,17? 48,1 48’ 487
45° 57,37 57,37 577 . 57TV
500 68,477 68,377 687? 6877
550 81,97 81,9’ 81’ 827
60° 99,377 99,37 987’ 99’
65° 123,17? 123,077, 1227? .
700 157,67 157,67? 15577 1577
710 166,77 166,5°

720 176,77° 176,567’

" 730 - 187,87 187,677,
740 200,37° 200,07’ ‘
759 © 21447 214,07’ 2107* 213"
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La comparacién de los valores confirma las conclusiones de
arriba; a partir de 0y=>500 la ley especial segtn la cual la
densidad del aire varia con la altura, la curvatura de la Tierra,
modifica los valores de la refraccién. En vez de usar la férmula
(5) para reducir los valores encontrados con la férmula de apro-
ximacién (8:a), la mayoria de los autores da tablas auxiliares,
para reducir las refracciones calculadas para condiciones normales,
a otra presién y otra temperatura; en Nassau (?) se menciona la
la f6rmula «empirica» de Comstock:

9830 b

6 .
(6) - Y= 1604z &%

Escribiendo fuestra férmula de aproximacién:
o To
=206265Cpy — m tga
Y Po po T, g %
y poniendo:

. pp="T60mm =29,92 inches (pulgadas)

pmm = Lp( inches=> inches
To=2730 K = (2734 0)° C= (273. %) oF=4914°F
T7y0 K = (273+t) e C= (273. z s2-4it) o F=
= (459,4+) ° F _
obtenemos, con el valor de po,l como arriba:
(6 a) = % ,

\

férmula practicamente casi idéntica con la de Comstock.
c) Las refracciones para dislancias zenitales grandes.

Revisando la bibliografia referente a tablas de refraccién at-

mosférica y métodos para conseguir los valores, sea teéricamente,
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sea por observaciones astrondmicas, mencionamos ademés el Hand-
buch der Ezperimentalphysik (1°), en el cual se cita un articulo
de A. Bemporad, publicado en 1906 en la Enzyklopaedie der ma-
thematischen Wissenschaften, y se reproducen algunas tablas del
mismo.

‘Un grupo de tablas se refiere a condiciones normales, mien-
tras que en el otro se refiere las otras condiciones en el nivel del
mar, arriba mencionadas.

Damos breves resimenes.

TABLA III
BREFRACOIONES PARA DISTANCIAS ZENITALES GRANDES

(0% C, 760 mm de Hg)

Handb. Exp. Faye

Dist. zen. Handbuoch Phys. Bessel Ivory Schmidt

700 entre 164,5°’ y 165,2”’ 164,57 165,27 165,0°° 163,877
759 . 221,97’ 222,07 227,77 221,0°’
809 » 330,87’y 3323’ 331,17° 332,07 332,377 329,87
85¢ > 607,9’’y619,3”° 613,97 619,37 617,97 613,57
86° : 734,97 738,77 736,07 731,87
879 900,47 906,8’ 904,1°° 898,87
88¢ ' 1150,7° 1155,17? 1152,0°° 1146,27°
890 \ +1556,477 1546,3 7’ 1542,67° 1537,07°
90° » 1816,4°’y 2241,3°7 2241,3°’ 2200,0°? 2207,8? 2196,0°”

Merece especial interés el valor para a,=2900, la refraccién
horizontal; con el valor 2196 de la tabla de Faye resulta para
las condiciones b=29,8 inches y t=50°F el valor: 2096”.

Encontramos los siguientes valores:’

1980” : Pryde ® ¢‘Mean Refraction’’ b = 29,6 inches, t = 509 .
2094,1°7: > ¢¢‘Besgsels Refractions’’; mediante las tablas de correeci6n
para presién y temperatura se ve que las condiciones son:

b — 29,6 inches, t—49° F

2094’ : Pernter—Ezner @ Los autores dicen que la tabla reproducida de
Bessel se refiere a 760 mm y 8,59 O; mediante las tablas
de correccién se halla: 751,1 mm. y 8,59 G, valores no muy
distintos de 29,6 inches y 49° T

2094°’ : Newcomb-Engelmann @

2090°’ : Nassau @

2090’ : Russell y otros @

2090°° : Skilling-Richardson o
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Finalmente destacamos las divergencias, en especial también
en el signo de las diferencias, entre las ‘dos tablas publicadas en
Pryde: «Mean Refraction» y «Bessels Refractlons»

TABLA IV

LAS TABLAS PUBLIOADAS EN EL LIBRO DE PRYDE~

Dist. venit. Mean Refraction Bessels Refraction Diferencia
759 210 212,1°’ — 2,17
760 2257 227,47 — 2,77
77° 2437 24497 — 197
78° 2637 265,0°? — 2,07
790 28777 288,577 — 1,57
80° 3157 316,27 — 127
81° 3487 v 349,377 — 137
82¢ 3897 389,6.’ — 0,6
830 4407’ 439,7*° 4+ 0,3
840 5087° 503"” .4 477
859 5947 5865” + 7,57
862 711 698,9” 4 12,17
870 87677 854,67 4+ 214”7
88e 1115° 1088,6°° + 2647
88910° 1165°? 1138,0°° + 27,07
88020 12187° 1191,97° 4+ 26,17’
88030° 12757 1250,97° + 2512 '
88040 13357 1315,67° 4 19,477
88050, 1400’ 1386,7°? 4 13,372
890 14697° 1464,6°° + 44
89910° 1542 1549,87? — 7,87
899207 1620°°! 1642,7”? — 22,77
89030° 1703 1743,5° — 40,5°
89040 1790 1852,3*? — 62,37
89950 18827 ) 1969,2°? — 87,27
90° 19807° . 2094,1? — 114,17

II. - TEORIA ELEMENTAL DE LA RETFRACCION ATMOSFERICA.

a) Cambio de la densidad del aire con la altura, «Atmdsfera
Standard>».

H'ab1endo desarrollado la teoria en mi trabajo arriba citado,
repito lo dicho en p. 151: «Dependiendo el cambio de la densi-
dad del aire con la altura no sélo de la presién, sino también de
la temperatura, suponiendo para el tdltimo cambio la ley mas
sencilla pos1b1e y también concordante con las observaciones, es
decir, el cambio lineal: escribimos la relaci6n:

(7 T=Ty,—cy,
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significando 7", la temperatura en la superficie terrestre (mivel
del mar), T en la altura‘y. Con la constante ¢ positiva la tempe-
ratura disminuye con la altura (disminucién normal en la tro-
pésfera ¢ entre 0,005 y 0,01°/m)... La «ecuacion diferencial
de la estitica de la atmésfera» es: '

. op :
(8) oy =P
significando p la densidad, g la aceleracion -de la gravedad, p la
presién; y la ecuacién de estado del gas perfecto:

(4) _P_—"RPT:

siendo R la constante de los gases; usando con Exzner el MKS, R
tiene el valor numérico 29,27. g, siendo g=9,806".

Mediante las tres .ecuaciones (7), (8) y (4) se llega a las
siguientes expresiones que relacionan densidad y presién con la
altura sobree el nivel del mar:

\

x—1(*)
9) p=¢[1—l; ]
‘ 0 TO y
r k
(10) p=po|l—7r 7]
. 0[ TO Y
siendo: Co
. 9.
(11)' % Re

Po 0’o» T’y son los valores correspondientes para y=0.

(*) ZEsta relacién valg también, considerando la curvatura de la tierra, su-
poniendo que la temperatura sea constante sobre una superficie esférica con-
centrica.

En el trabajo citado se escribié:

g f=(x—1)1g 0—2S
o ( 7, ¥
ocn la temperatura T?, en y — 0, y, tratindose en la aplicacién del trabajo

citado siempre de alturas pequefias, se aproximé lg £. mediante _P_P:",

p'o pt+p'o
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Casos especiales.

1. Caso isopicnico (densidad constante; generalmente no se
presenta en la naturaleza). De la ecuacion:

(99) p=p"

sigue inmediatamente:

I%—-]_::O
y por lo tanto: ,
(11 a) . c=%' |
y también: ' s
(102) p=p'o[1—§‘:,g~;-y]‘

Para el caso especial .de T’0=T0=27§° K tenemos:

Ly 1.
p“p"[l 7991]’

7991 [m] es la conocida «altura de la atmésfera homogéneas (15).

’

2. Caso isotérmico.

Poniendo: e i
(7b) ‘ T=T, , -
se obtiene mediante (8) y (4) Do S
(b p=poe™ BTV |
(10b) | ‘ p:proe—ﬁ%y

Para el caso especlal T 0=T,=273°K (10Db) es la férmula
conocida de Halley. - -
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8. Caso adiabdtico.

Con:

se obtienen las ecuaciones:

) y—1 gp'y ] —1
== 1"—-—." e 1
(9¢) P po[ 7 p,oy
. Y—1 gpy ] —
—p. 11— Y0 [y
(]-OC) p pO[ Y P,cr;y
. y—1 gp’y ]
Tc T=T [1—— Z 2y,
( ) 0 Y P'oy

que se identifican con las ecuaciones (9), (10) y (7), si con el
valor de Y para el aire 1.405 ponemos:

y—1_

1 X T r=0010/m,

— =x%; es decir: ¢=
v—1 Y—1

9
R

Ahora bjen, dependlendo la crefracciény» en cada altura’ del
indice de refraccién del aire y éste a su vez de la densidad p y
siendo aplicables las férmiilas sencillas de arriba s6lo para angulos
zenitales no muy grandes y para el caso de una superficie plana,
tenemos que elegir un estado medio normal de la atmésfera, fi-
jando una distribucién determinada de la temperatura, con con-
diciones determminadas de densidad, presién y temperatura en el
nive] del mar, luego calcular los valores numéricos de la densi-
dad para cada altura.

Habiéndose adoptado en la Argentina oficialmente, con de-
creto del Poder Ejecutivo de fecha 10 de agosto de 1933 ,la «At-
mosfera Standard» de la C.I.N. A., es decir «Convencién Inter-
. nacional de Navegacion Aéreay, hab1énclose encargado con el mis-
mo decreto a la_Direccién de Meteorologia, Geofisica e Hidraulica
definir dicha atmésfera, estableciendo y publicando las constantes,

N
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férmulas y tablas de reduccién correspondientes, tememos que
elegir como base para cualquier cilculo numérico las definiciones
siguientes publicadas por Alfredo G. Galmarini (16) en 1934;
(damos los datos en forma resumida):

Entre el nivel del mar y la altura de 11 km (tropésfera):,

«gradiente térmico standard» (Toussaint) ¢=:0,0065° C; tempera-
tura en el nivel del mar: 159 GC=2880K; por lo tanto: tempe-
ratura en 11 km de altura: —56,5:’0:216,50 K.

Presién en el nivel del mar: 760 mm de Hg.

Desde la altura de 11 km la atmésfera es «isotérmica».

Con respecto a los valores de las constantes fisicas dice Gal-
marini en p. 10: «No difieren mayormente de las de la C.I.N.
A., sino en el valor de las decimales, por lo que no afecta el re-
sultado final de las constantes que intervienen en las férmulasy.
Las férmulas encontradas por Galmarini para tropésfera y estra-
tosfera son naturalmente idénticas con las nuestras:
Galmarini, p. 15, férm. (8) =nuestra férm. (9):

4

e 7—1
=P | 1= ]
p PQ[ Toy

Galmarini, p. 16, férm. 12 =nuesira férm. (9b)

(=
BT, (¥~ 11000)

P=poe

Daremos en la tabla V. los valores numéricos del aire, calcu-
lados por nosotros para la aplicacién del cilculo de las refraccio-
nes ,comparados con los de la tabla de Galmarini.
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TABLA V

DENSIDAD DEL AIRE EN FUNOION DE LA ALTURA

Altura Densidad Altura Densidad
Wii. ! Ga. Wit Ga.
0,0 km  1,2957 1,2255 11 km  0,3638 0,3638
0,1 ' 1,2139 1,2138 12 . 0,3107 0,3107
0,2 1,2023 1,2021 13 0,2654 0,2653
0,3 1,1907 1,1906 14 0,2266 0,2266
0,4 1,1793 1,1791 . 15 0,1935 0,1935
0,5 1,1679 1,1677 17 0,1412 0,1412
1 1,1122 1,1120 19 0,1030 0,1030
1,5 1,0585 1,0584 20 0,08793 0,0879
2, 1,0069 1,0068 25 0,03985 0,0400
26 0,9572 0,9571 30 0,01815 —
3, 0,9095 0,9093 35 0,008247 —
4, 0,8194 0,8193 40 0,003747 —_—
5, 0,7363 0,7362 45 0,001703 —_—
6, 0,6598 . 0,6597 50- 0,0007736 —
7, 0,5896 0,5895 '
8, 0,5252 0,5251
9, 0,4663 0,4663
10, 0,4127 0,4126

La coincidencia de los valores es suficiente; la ligera dife-
rencia en la cuarta decimal se explica por:

273

, 273
Po=P g

=1,22567 2 1,2257;
=1, 2930 288

mientras. que Galmarini tiene:

273

3
' =1,2930. —
Po 0 28383

=1,2255 (p. 10);

los valores para x son practicamente los mismos (Wi.: 5,2556;
Ga.: 5,256).

b) Teoria de la refraccidn.
- Superficie plana

Aunque en el caso de una superficie plana la distribucién
especial de las densidades del aire no tiene influencia sobre los
valores de la refraccién, si consideramos alturas muy grandes,
pues la ecuacién ‘(l1a) determina univocamente el valor que

.
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)

corresponde a tal altura, conviene considerar la determinacién de
este 4ngulo para una altura cualquiera y.
En este caso tendremos en vez de (1a):

l(13) sen a=[14 C (p’;—p)]sen o,
. (]_4) Y =0 —ay,.

.

Ahora, en vez de la ecuacién (9) que representa p en funcién
de la altura y, ponemos la ecuacion: ,

. P P
(15) P'—“—Poll\,— f]’

calculando h mediante los valores de p’y y de p de la tabla V,
para una determinada altura y (p. ej. para y=11 km); y en-
.contramos, reemplazando (15) en (13) y pon1endo-

. : h
1 ) R N
( 6) . Q CP’O
. la relacién: . » s o
_ Y
(13 a). sena= |14 5-|sena,
, Ry
‘ En otras palabras, se reemplaza la curva que corresponde a
CL la ecuacién (9) (Fig. 1) por la recta que pasa por los puntos
(0,p9) ¥y (11,pyy)-
. _ Demostré en mi trabajo citado que entonces la trayectoria del
rayo de luz es representada por una circunferencia, cuyo centro
. tiene las coordenadas:
zo=Ryctg oy
Yo=—Ry '
-y cuyo radio es: o !
R
r 0\= L ) ‘
sen a,

es decir, para cada distancia zenital la magnitud R, es una me-
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dida para la curvatura media dentro de la troposfera (0 a 11 km).
Dividiendo este intervalo en los dos intervalos parciales 6 y 5
km, o trazando en la fig. 1 las rectas correspondientes, calcu-
lando con (15) y (16) los valores, y siguiendo este proceso hasta.
intervalos de 1 km. se obtienen los resultados siguientes:

TABLA VI

Intervalos de altura " Radio de curvalure

(=]

— 11 56590

47010
74890

42070
53290
68730
86490

39070
42120
45490
49230
53360
57970
63100
68870
75340
82660
90040

I
=

1

HEHOXONOUPRWNDHE HOGGW HO

RO

CONTUIRWNHEDO OCHoWo oo
jn

PLErrrrrrnd

=

Se puede extender la subdivisién hasta las capas més cerca—
nas a la superficie, encontrdndose, p. ®©j., en el primer intervalo
de 100 m un radio de curvatura de 37840 km, es decir la cur-
vatura del rayo de luz aqui es la sexta parte de la de la tierra
(resultado ya conocido). De la misma manera se puede proceder
para la estratosfera. '

Ahora bien, .para el caso irreal de la superficie plana, estas
consideraciones no intervienen en el cilculo de las refracciones;
para un determinado intervalo, p. ej. para 11 km, la férmula
(18) es idéntica con (13a), y el valor de vy obtenido con ellas y
con (14) es el mismo. También, si elegimos intervalos parciales,.
p. ej. dos o cuatro, la suma de las refracciones parciales sera
igual a la refraccién total.

Elegimos el caso de la distancia zenital de 45° y calculamos.
las refracciones para 1, 2 y 4 intervalos de la tropésfera (para
los sen se usala tabla del libro de Pryde (°); para los demis.
célculos la de Schiémilch (17).
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Se halla:
para un intervalo de 11 km: 40,1=40,1"
para dos intervalos de 6 +5 km: 26,3+ 13,8=40,1"
para cuatro intervalos de 3434342 km:
14,7411,64-9,0+4,8 =40,1"
Por otra parte, con la féormula de aproximacion:
(8b) Y =206265 C (p’y—p) tg %
obtenemos para a,=45° el mismo angulo de refraccién de 40,1”.
Superficie con el radio de curvatura R=6370 km.
En el caso de la superficie curvada ‘.-—\rad,io de curvatura
igual al radio de la Tierra R=6370 km — el método de las

capas de aire concéntricas, de igual densidad, da, en vez de (13 a)

la "ecuacién: | l

R+n ‘

(13b). sen o=~ [14 G (pfp— )], sen

A
significando ahora n la altura sobre el nivel del mar. (Fig. 2).
Procediendo ahora, como en el caso de la supgrficie plana, obten-
dremos la ecuacibn: '
L
14 5
(13¢) sen o= 7 e &

1+

o también, en buena aproximacién, siendo R, bastante méas gran-

de que R y poniendo:

1
tm_ 1l 1 1
1 -l-% L+ —Il? ’ K R R,
tendremos:
sen a,

(13 d) sen o= 71’
N 14+
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l .
férmula que expresa la influencia de la curvatura terrestre, modi-
ficada por la curvatura del rayo de luz.

Escribimos (13d) en la forma:

'

n= [sen oy —sen o]’
sen o
1.3 - |
1.2 -
1.1
N
1,0
0.9 \\\ T~
Noh ]
0.8 A
% \\
0.6
0.5 -
0.4
O 7 3 % 5 6 7 & 9 10 #
Densidad del aire en funcion de la
altura en Kam.

Fig. 1

dEg .
y obtenemos, con dn =tga, integrando:

tg; L
(14) B E=Kseno,lg ——2
. J 1 g5 .
o también, siendo E=R.: !
, %

g5

a
tg‘—Q—

(14a) p= —II%sen aglg

o en buena aproximaci6n, para diferencias pequefias (¢g—a):

(14b) ' ¢ = % (og—ar). y

Finalmeente tenemos (Fig. 2):

(15) : Y= — (2—a). '
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Ahora bien, hemos ganado asi el siguiente procedimiento para
calcular las refracciones para cualquier distancia zenital «,:

1) Calculamos para la tropésfera (n=11 km) h, Ry y Ix
luego mediante:

(T) | sen o = E‘EE_“&
14 5d
K
(H) ¢ = R (2p—)
‘ ; (11I) Y=¢ — (a;—a)

la primera aprozimacidn para la refraccién en la tropdsfera;
luego subdividimos en’' 6 y 5 km; si resulta la suma de lag refrac-
' » ciones parciales igual, al valor anterior, para una determi-

nada distancia zenital, ya tenemos el valor verdadero; si no, sub-
dividimos en 4 intervalos, etc., hasta que, subdividiendo més los
intervalos inferiores, llegamos a una suma constante que es en-
tonces la refraccién verdadera en la tropésfera.

2). Repetimos el mismo procedimiento para la estratésfera.

Daremos un solo ejemplo para un angulo zenital bastante
grande, es decir, para-o,= 800,

1. Tropésfera
' p —(z—a)= 7
1 intervalo de 11 km: ‘ 1960,5 — 1748,0 = 221,5

’
2 intervalos de 6 y 5 km: 1086,9 — 939,8 = 147,1
883,4 — 8082 = 75,3
222,3
4 intervalos de 3 4 3 4 3 4 2 km: 547,0 — 464,3 — 82,7
540,1 — 4755 — 64,6
532,5 — 483,1 = 49,4
351,0 — 3251 —= 259
222,6
11 intervalos de 1 km: 183,5 — 153,6 = 29,9
182,2 — 154,7 = 27,5
, -181,4 — 156,0 = 25,4
’ ' ' 181,0 — 157,6 = 23,4
, 180,1 — 1586 = 21,6
1790 — 189,3 = 19.7
- 178,38 — 1603 = 18,0
N 177,83 -— 160,9 = 16,4
176,9 — 161,9 = 15,0
176,2 — 162,6 = 13,6
174,8 — 162,56 = 12,3
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2. Estratésfera

1 intervalo de 39 lm: . 6264,4 — 6180,6 — 83,8
2'. intervalos de 19 y 20 km: 3179,9 — 3096,6 = 83,3
3087,8 — 3084,0 = 3,8
87,1
4 intervalos de 9 4~ 10 4 10 4 10 km: 1539,9 — 1471,8 — 68,1
’ N 1641,3 — 16248 = 16,5
1530,9 — 1527,7 = 38,2
1556,9 — 1556,3 = 0,6
88,4
8 intervalos, el primero de 4 km,
los demfis de 5 km: 692,2 — 649,7 — 42,5,
847,9 — 8221 — 258
829,6 — 8181 — 11,5
811,8 — 806,7 =— 5,1
7951 — 792,8 — 2,3
7791 — 778,00 — 1,1
783,3 — 782,9 = 0,4
° 7304 — 730,3 = 0,1
88,8

Resultard ast para la refraccién total que corresponde a la
distancia zenital de 80° bajo la suposicién de la Atmésfera Stan-
dard el valor de

1 y=222,7" 4-88,8" = 311,5” .

Para una superficie plana resultarla el valor considerablemente
mayor de 324",

Por otra parte, reduciendo el valor ganado-a las condiciones
normales de temperatura y presion, se obtiene:

¥ =328,6" ‘
mientras que los valores de Faye y de Nassau son 329,8” y
332,0” respectivamente.

Demostraremos en otro lugar que la aphcacmn de la f6rmula
exacta (14a) en vez de la de aproximacién (14b) no modificara
el resultado para la refraccién total y que la eleccion de las den-
sidades que figuran en la tabla V. es suficiente hasta, para el
cilculo de la refraccién que corresponde a la distancia zenital de
90°. Publicaremos también la tabla completa de refracciones.

Instituto de Fisica. - Tucuman, noviembre 13 de 1949.
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TEORIA DE LAS ABERRACIONES GEOMETRICAS
DE LOS SISTEMAS OPTICOS CENTRADOS

por RICARDO PLATZECK
Observaorio Astronémico, Cérdoba
(Recibido el 2/12/1949)

SuMMARY: Two methods are developped in order to determine sucessively
the geometrical aberrations of centered systems of an arbitrary number of
optical surfaces of axial symmetry, spherical or not.

The first method is based on the classical concept of the angular elconal
(charactenstlc function), which is deduced from the principle of Fermat.

The second method uses for the determination of the aberrations of the
system the matrix which transforms any given ray in the object space into
a ray of the image space. This procedure is based on a method which has been
given by R. A, Sampson in orler to obtain the aberrations of third order.
It is shown that it can be developped into a form which permits to determine
by suceessive approximations the coefficients of arbitrarily high order.

Introduccion.

En este trabajo se indica el procedimiento que debe seguirse
para obtener las aberraciones de un orden (2n—1) cualquiera
aplicando dos métodos fundamentalmente diferentes. El primero
se basa en la funcién clasica del eiconal angular (funcién ca-
racteristica) que se deduce del principio de Fermat. En el segundo
se determinan las aberracmnes del sistema mediante la matriz que
transforma a todo rayo del espacjo objeto en un rayo del espacio
imagen. Este dltimo método estd inspirado en una teoria desarro-
llada por R. A. Sampson (1), limitada a las aberraciones de tercer

(*) Extractado de la tesis presentada por el antor en la Universidad Na-
cional de La Plata en el afio 1945.
Una exposicién’ més detallada apareceri en otra parte.’
(*) Bawmpson, R. A. 4 new Treatment of Optical Aberrations; Phil. Trans.,
1913, 212, A, 149 - 185.
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orden. La modificacién y generalizaci6n estudiada aqui permite,
en cambio, obtener sucesivamente las aberraciones de un orden:
cualquiera.. Ella es aphcable a sistemas Opticos centrados, con
simetria alrededor de un eje en los cuales los medios transparen-
tes son de indices de refraccion constantes y estdn separados por
superficies de discontinuidad.

Teoria del eiconal.

1. Caracteristicas del eiconal angular. Consideremos un siste-
ma 6ptico centrado y dos sistemas de coordenadas Oy, &g, ¥y, Zo €n
el espacio objeto y Oy, ;,7,,2; en el espacio imagen tales que
los ejes x, y @; coincidan con el eje Gptico. Si Ay(ap, O,0) y
y Ai(a;,0,0) son dos puntos sobre el eje Optico situados en el
espacio objeto y en el espacio imagen respectivamente, entonces
el eiconal angular W(p,, g, Py, q1) represen'ta, -para un rayo cual-
quiera que atraviesa el sistema, el camino 6ptico entre los pies
de las perpendiculares trazadas por Ay y A; al rayo considerado.
W debe estar expresado en funcién de p,, qo, P1;qy, COMO varia-
bles independientes, donde mg, pp,qy Y My, Py, gy, son los cose-
nos directores del rayo considerado en el espacio objeto (rayo
incidente) y el espacio imagen (rayo emergente). A, y A; pueden
en particular ser puntos’ conjugados. En la expresion de W fi-
guran, desde luego, las-constantes caracteristicas del sistema
optico, como ser indices de refraccién, radios de curvatura de
las superficies 6pticas (no necesariamente esféricas), distancias
entre las mismas, etc.

Consideremos ahora dividido el sistema Gptico en.dos partes
cualesquiera. Si es A; el punto sobre el eje Optico que define
la divisién y si son my, p,, q,, los cosenos directores del rayo en’
el espacio correspondiente, y si Wy, W, son los eiconales que
caracterizan a la primera y segunda parte del instrumento, res-
pectivamente, entonces es sabido que la suma W,+ W, da el
valor del eiconal de todo el sistema. Ahora bien, dado que en la
suma figuran las seis variables py, o, Pi, qis Py, @1, €S necesario
eliminar las dos variables intermedias p,q, para que dicha su-
ma represente verdaderamente al eiconal del sistema total.

La divisién analizada, desde luego puede hacerse en un nd-
mero cualquiera de partes. Veremos mds adelante que conviene




—184 —

. -
calcular el eiconal correspondiente a cada una de las superficies
opticas que comprende el sistema en estudio; sumar los valores
obtenidos y eliminar después las variables p,q, intermedias. El
valor que resulta asi representa el eiconal angular de todo el
sistema.

Recordemos ahora como se obtienen las aberraciones de un
sistema cuando se conoce su eiconal angular. Sea o, un plano per-
pendicular al eje 6ptico que pase por el punto Ay, y «y un plano
andlogo que pase por A;.. En tal caso valen las relaciones

=N, ﬂ——n
. C)Po—— 0o aps = 11
(1) ‘
ow_ L, W,
34, 020 a0 = 121

donde n, y ny son los indices de refraccién en el espacio objeto.
e imagen, respectivamente, Y, z, las coordenadas de'la intersec-
ciér. del rayo luminoso con el plano frontal a; e yy,2; las coor-
denadas de la interseccién del rayo mencionado con el plano a;
en particular o, y «, pueden ser el plano objeto e imagen del
sistema cuyo eiconal angular es W. En tal caso

(2) ¥1=¥1(Po» 90> P1- 1), 21 =21(Pos T0» P15 91)

da la interseccién del rayo genérico con el plano objeto expresado
en funcién de las variables indicadas entre paréntesis. Para obte-
ner de las (2) las aberraciones del sistema dptico es necesario
expresarlas en funcién de las coordenadas y,,z, en el plano ob-
jeto y de las coordenadas n,¢ en el plano del diafragma (o de
alguna de las pupilas del sistema).

En lo que sigue expondremos un método que permite obte-
ner sucesivamente los términos del desarrollo

(3) . y1=y1‘1)+y1‘5’+---,z1=21‘1)+21‘3)+~-- '
en funcién de y,, 2y, M, &, donde el exponente entre: paréntesis in-

dica el grado en las variables. y,®, 2, dan naturalmente las inter-
intersecciones gaussianas, de modo que las aberraciones de 3°,
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5o, ... orden del sistema Optico estin contenidas en las expre-
siones

(4) Ah=h®+hm+nqu:qm+am+“.

. /
2. Eiconal de la refraccion en una superficie dptica. Sea
O,2,y,z el sistema de coordenadas con origen en el vértice de la
superficie optica de eje x coincidente con el eje 6ptico; designe-
mos con P(X,Y,Z) al punto de interseccion del rayo luminoso
con la superficie. El valor del eiconal angular estd dado, entonces,
por la expresion (2)

(6) W= (ngmo—nymy) X+ (ngpo—ny py) Y +

+ (o Go — 1y 91) Z — ngmg g+ ny my ay,
>

donde U o(Mo, Py @0) ¥ Us(my, pisq,) son’ los vectores unitarios
sobre el rayo incidente y emergente, respecuvamente W no repre-
senta al eiconal angular ‘W buscado, ya que figuran ademas de
las variables po, qq, Py, ¢y, las variables X, Y, Z, my, m;. Debe-
mos pues, eliminar estas Gliimas. La eliminacién de m, y ml
resulta de las relacmnes

(6) mo2+P02+.‘102:1: m?+p?+qf=1,

en cambio, la lehmmacmn de X, 7Y, Z se hace mediante la ecua-
cién de la superflcw optica

(7) - X=9{¥,2) o F(X,Y,Z)

' i - -> >
y la ley de refraccién segin la cual el vector N=nyu,—n,u,
es normal a la superficie, vale decir, se satisfacen las rela-

ciones (3)
J

(ngmy—ny my) C)—F =Ny Py — Ny Py
oY
(8)
(nomy—nymy) de =nNgqo—"Ny 91,
oZ

(*) BorN, M., Optik (J. Springer, 1933), pig. 73.
(*) BORN, M., Optils, phg. 74.
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Y

que ihtroducidas en la (6) dan A

o OF _OF  _OF
9 W=nymy—n;m,) (Xﬁ+YW+ZZ)7)_

—nymya,+nymya,.
. \ . e y g
Si ahora tenemos en cuenta que la superficie éptica es de

revolucién podemos poner H2=Y2+ Z2, con lo que la (9) pue-
de escribirse

o7 oX
y si desarrollamos la (7) en serie
(11) F=X+ ZdjHy, Xz_jﬁ‘:1 d; Hej
J-= L]
resulta .

(12) W= (ngmy—n, m;) Z(2j—1) djH? —nymyay+nymy a;.
=1
\
Ahora bien, para eliminar H de la anterior nos valemos de

dos expresiones; la primera de ellas se obtiene elevando al cua-
drado y sumando las (8), siendo de la forma

OF \* y
o_H?) H2=%(p,, 90, P1, 91)>

L -

®

aw’ -

y la segunda se -obtiene derivando, multiplicando por H y ele-
vando al cuadrado la (11); su valor es

’ oF ©
(14) oH? H? =E:1 [ife d; dp )4, H2
donde . A
(15) '[ik d;d],, = Zikd;d,.
. i~fke=m
ik>1

Si ahora igualamos los segundos miembros de (13) y (14),
y despejamos H? se obtiene la siguiente férmula de recurrencia




o

(19) —=—

—187— . ‘.

1 ..
(16) Hpy= Y Lk’(l’o: qos P1> q1) — 3—2“:{[”" d;d;]; Hé(p—l) +
1 L )
+[kd;dp ] Hopg)+ . . .+ [t didy ]y Hy)?P}

donde H()?r indica que H?r estd desarrollado hasta términos de
grado 2t en las p,q. La expresién (16) permite obtener sucesiva-
mente H(i)z, H(5)?, etc., valores que reemplazados en la (12) nos
dan el eiconal angular {

A7) W(pn: 90 P1,3) =Wey+ Wy +...+ W)+ ..
donde se ha tenido en cuenta la (6).

3. Sistema cor r superficies épticas. Consideremos un siste-
ma formado por r superficies Opticas. Para definir los r eico-
nales parciales correspondientes a las mismas fijemos sobre el
eje 6plico los siguientes puntos: A, (a,, O, 0), en el espacio ob-
jeto, A, (a,, 0, O) en el espacio imagen, y los puntos 4, (I=1,...,
r—1) entre las superficies S, y Sy. Por lo demds los puntos
Ay, ..., A, son arbitrarios; Ay y A, pueden en particular ser 'las
mterseccmnes de los planos obJeto € imagen, respectivamente, con

‘el eje optico.

El valor del eiconal del sistema estd dado, como sabemos
ya, por la suma de los eiconales correspondientes a las partes
del instrumento definidas por los puntos A; Podemos escribir

(18) W=W,(Pp,q0: P, q1) + -+ - + W, (Prets Gy Prs @)

expresion de la cual debemos eliminar las variables intermedias
P1:91s -+ «» Pr—ys @iy Para ello derivamos sucesivamente la (18)
con respecto a p;,qy,- .., Pr—y, Gr—y Y Obtenemos

3 (i:].,...,r—l)
op; op; 9g; o0q; .

que de acuerdo a las (1) no son sino las ecuaciones de conti~
nuidad del rayo luminoso a través de los planos perpendiculares
al eje optico por los puntos A,

Las expresiones (19) nos permlten efectuar la eliminacién de
las p;, q; intermedias por aproximaciones sucesivas. Sean
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(20) W;=W@+ W4 4+ WO, (i=1,...,r-1)

los .desarrollos en serie' de los eiconales de los elementos que (rT’
componen el sistema 6ptico. Si reemplazamos W2 en las (19) SN
obtenemos un sistema de 2(r—1) ecuaciones cuya resolucién nos
da las 2(r—1) incognitas

- (21) P a0, p®, g,

- en funcién de py, gy, p,, g,; ponemos el exponente entre parén-
tesis para indicar que se trata de relaciones lineales. Si ahora in-
troducimos W2+ W(4) en (19) resulta un sistema de ecuaciones
con términos de primer y tercer grado en las p;, q; intermedias.
Podemos reemplazar en los términos de’ tercer grado las (21)
sin perder generalidad; en esta forma nuevamente resulta un sis-
tema lineal con 2(r—1) incégnitas, que resuelto nos da p;®, g;®.
Siguiendo en la misma forma podemos obtener sucesivamente los
términos de 5°, 7°0,... grado en las variables finales. Reempla-
zando los valores obtenidos en (18) se obtiene el desarrollo del
eiconal del sistema optico dado en funcién de P0s"Q0s Prs Gr-

&

4. Aberraciones ‘en funcion de las coordenadas en el plano
objeto y en el plano del diafragma. Consideremos nuevamente un
sistema 6ptico formado por r superficiés y supongamos que el
diafragma se encuentre entre la superficiel I y la [+1 y sea 4,
el punto de interseccién del plano que contiene al diafragma con
el eje 6ptico. Dividimos el sistema total en dos partes; la pri-
mera comprendida entre A, en el espacio objeto, y A;, y la se-
gunda enire A;y A, en el espacio imagen. Los eiconales apgulares
‘correspondientes los caracterizamos de la siguiente manera

- (22) . Wi=Wy(po, 90 P q1)» Wa=Ws(P1q1, P qr);

y que ya sabemos calcular hasta un orden 2s cualquiera.

Si ahora los pares (yg,2), (¥m2,), (1,) son las coordena-
das en el plano por A,, por A, y en el diafragma, respectivamente.
Entonces las (22) proporcionan de acuerdo a las (1) las ocho

expresiones
| Owlzn' Wy 2 S
opy 0T Tog, 070 :
0W1;—-—mn ﬂvi:—ﬁzq

' op; Q




(23)

oW, 2
=nn, =nag -
dpl - q’
. 'c)Wz___l O'Wz___n ;
()pr ’ y"’ dqr o !
cuyas variables son
(24) i Po» 9os Pis 1> P Grs Yoo 205 Mo G5 ¥ s Zr

Para expresar las coordenadas y,,z. en el plano A, en fun-
cion de ¥4, 20,M,6 procedemos nuevamente por aproximaciones

- sucesivas. Introducimos los términos de 20 grado W,® y W,@.

del desarrollo en serie de las (22) en las (23). Resulta asi un
sistema de ocho ecuaciones lineales; las dos tltimas proporcionan

(25) ¥, P=95Y(p,qup. ), 2P=22(p,q;p.q),

y las seis restantes permiten eliminar py, qj, p,, g, por una parte,
¢ introducir y,,2, por la otra. Se obtienen asi las relaciones li-
neales de la aproximacién gaussiana

(26) yr(i): yr(l)(yo’ Z, M, G)s 7, = zr(l)(yo, Zg, M, G)

con las cuales se determina la posicion A de A, conjugada de
Ay Si designamos con y,z a las coordenadas correspondientes
resulta

(27 y=¥(020)s 2=2(Yo,20)s ‘

que naturalmente son independientes de n, g

Para obtener las aberraciones de ‘tercer orden introducimos
W0 del desarrollo de las (22) en las (23) y si reemplazamos
los valores lineales ya obtenidos en los términos de tercer gra-
do del sistema resultante, dicho sistema nuevamente sera lineal.
Una ver resuelto nos da

(28) 7, g9, ..., P,-(S): "qr(s)’ y,_(a), 2,9,

Si repetimos el mismo procedimiento agregéndo més térmi-
nos del desarrollo de W1 y W, obtenemos suceswamente las abe-
rraciones de 5°, 7°.... orden. :

\
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Teoria de las matrices. .
4. Introduccidn. Consideremos nuevamente un sistema cual- <
quiera, con r superficies Opticas y sean A, y A, dos puntos so-
bre el eje; el primero en el espacio objeto y el segundo en, el
“espacio imagen. Con origen en A, y A, fijamos dos sistemas
de coordenadas O,z,y,z y O',#,y,2, donde z y ' coinciden
con el eje dptico. A un rayo de ecuacién

@

(29) - Y=Yo+Bo® 2=2+Y%, . ‘

E . le correspondera en general un rayo . o T
(80) Y=y +07, Z=z+1,7.

Los dos sistemas de coeficientes

yo: z()) BO: Yo: .‘}'1, 31, Bl! Yl! ":'

definen al rayo objeto y al rayo imagen, respectivamente. o
, Ahora bien, el instrumento Optico establece una relacién '
. entre el primer grupo y el segundo, vale decir que los valores
' Y1521, By, Y1, pueden ser expresados en funcién de yo, zg, Bos Yo, ¥
de las constantes que caracterizan al instrumento. Veamos cémo

se obtienen dichas relaciones.

5. Refraccién en una superficie optica. Resolveremos pri-
mero el problema propuesto para el caso de la refraccién en una
superficie que separa dos medios de indices ny y n,. Por el mo- '
mento consideraremos una superficie sin simetria particular, de
ecuacion '

(31) X=9¢(Y,2), F(X,Y,Z)=0. |

Hagamos coincidir los ejes # y 2/, colocando el origen co- -
min en el punto en ‘que x corta a la superficie. Por tener los
rayos objeto e imagen correspondientes un punto comin sobre
la superficie es

(82) . Y1i+Bi X=y+B, X, 55 +v1 X=2,+7, X.
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Recurrimos ahora a la ley de la refraccién (y reflexién) en la

forma en que la hemos presentado en el capitulo anterior.
De la (8) y de la (31) resulta -

@ —Apm) B =Anp), —A@m)2=Ang),

donde hemos introducido la notacién abreviada

(34) A(n m) =nymy,—ny my, A(n p) ="ng Py— Ny Pys
. A("‘I)-’—‘no%"nﬂh-

Si nos valemos de las relaciones A
(85) po=mgBo Qo=moYo, P1=MyBy G1=myYy,

entre los cosenos directores y los coeficientes angulares, la (33) !
toma la forma W

__A(nm) oX 4 ™o

Pi= nmg Y ngm, o
(36)
Y= A(nm) ' c);X_I_ Moy .‘
nmmy; 0Z  nym, :
Si ahora reemplazamos estas expresiones en la (32), resulta
oyt X A(nm) (—B . Qf)
Yi=YoTrA nm, 0T 5y
(37), » S
A(nm) 0X
= X —Yo— — . R
, zy=2zy+ n1m1'( Yo ()Z) !

Las (36) y (37) dan los valores de y,,2z;,By,Y;, para el
caso general en que la superficie no estd sometida a restriccién
alguna.

Consideremos ahora una superficie de revolucién alrededor
del eje z. En tal caso es . ‘ i !
’ . f

H2=Y2122,
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y como \
Y=y,+B X, Z=2z+7X,
resulta
0X dX oX dX
- =2 - =2 X).
% FIiD (yo+Bo X), 57 - FIiE (204710 X)

Si introducimos ahora estas expresiones en las, (32) y (33)
obtenemos

w1 _ oy dX A(mm)y o A(nm) X dXx
y= [1 ZXW'M] yo—X [1+2 E_Iﬁ]B

nymy;

2= [1—2X dX A(nm)\ .

dH? Ny
(38)
dX  A(nm)

dH? nymy

By =2 0+[nom0 —|—2X dX A(nm)] ,

nym, dHz nm;

dX A(nm)

T mgmy

.zo_l_[nom,J Lox dX A(nm)] .

=2
Tt ngm, dH2 nym,,

que podemos escribir en forma abreviada

Y1=011 Yo+ gt2Bo B1=921 Yo+ g22Bo
~(39)

23 =011 2o+ Y120 Y1=921 20+ 922 Yo-

Estas expresiones muestran que la transformaciéon que per-
mite expresar yy,zy, By, Yy, en funcidn de y,, zg, By,Y, queda per-
fectamente determinada por la matriz

dX A(nm) XA(nm) dX
dH? nym, nymi, dH?

o dX A(nm) ,[nomo Lo ax A(nm)]

Jo1 G2z
- dH2 nym, nym, dlH? ngm,

911 G2 1—2X
(40) =

[1+2X

s 3
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A la matriz (40) la designaremos con el nombre.de matriz
-caracteristica de la superficie Optica, que separa los medios de
indices de refraccién ny y ny. .

. 6. Combinacidn de varios sistemas Jpticos. Analicemos -pri- -
uero el efecto de una translacion del sistema de referencia. Para
¥ expresar los rayos dados en el sistema O, x,y,z en el sistema
i O, ',y 2, trasladado en .

r=x—e
no hay mas que aplicar a y,, 2, By, Yd;-ift'a‘itransformacién defi-
nida por la matriz &

\ '
AS
1 e .

(41) lell =
. 01

, para obtener yy,zy,, Yl, como puede comprobarse de inme-
-diato. '
Si ahora

@ e=" T =
- Go1 Go2 boy koo

' \
‘son las matrices de los sistemas centrados para los cuales el ori-
gen de coordenadas en el espacio imagen del primero, enton-
«ces valen las expresiones

feyy ey

¥Y1=911 Yo+ 912 Bo yo=1leyy ¥4 1eya By
=011 20+ G12 Yo zo=lty 234+ ki vy

P1=921 Yo+ 922 Po Bo=1ltoy 1+ f22 By

Y1 =921 %0 T J22 Yo Yo = ka1 2y + g5 vy
“ , Eliminando de ellas las variables intermedias ¥y, 2y, By, ¥y,
' -obtenemos
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Yo = (911 11 + o1 F12) Yo+ (912 11 + Gaz ess) Bo
2g=(guFe11 + g1 k1) 20t (Guakss+ g2 kia) Yo
Bo=(911 a1 + a1 kza) Yo+ (Jro ks + gaa kag) Bo ‘
Yo = (911 Fea1 -+ 921 F20) 2o+ (G1z Koz +Gan kag) Yo .
vale decir que. el instrumento compuesto tiene la matriz

Guikii+9arkiz Grakesy +gookyn

=Gy
Hui Feoy + 91 koo G1okor+gagksp

(43) | gul|—lku] =

donde puedde observard que |Gy es igual al producto de la
matriz |k;| por la ||gi, es decir

lgaal— Wil = |Gl = el % | 9l (94)

En general, un instrumento compuesto de n matrices

l9a; §=1...sm,

tiene por matriz al producto
' 1
(44) : - 1Gal =T |gad;

que permite transformar un rayo del primer espacio objeto en el
rayc correspondiente del altimo espacio imagen.

7. Cdleulo de las aberraciones. Consideremos un sistema 6p-
itco comprendido entre los sistemas' de referencia (Oy, %y, ¥y, 2o)
Y (On, 2., 9,, 2). Sea (Og, ¥4 2,) el plano objeto y (O,,y,,2,) el
plano imagen del mismo. Si |Gy es la matriz caracteristica del
sistema considerado, entonces el punto Py(y,,2,) es la intersec-
cién del rayo luminoso (genérico) con el plano objeto y el punto
P,(y,,z,) es la interseccién del mismo rayo con el plano imagen.
- Las coordenadas del punto P, estin dadas por

(45) ¥r=Gy1 ¥o+ G132 By, zr:qll 2o+ G4z Yo.
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Ahora bien, si a y,, 2, lo restamos los valores y,, z®
dados por la aproximacién gaussiana, obtenemos las aberraciones
del sistema ptico mencionado:

(486) Ay, =y, — y,(i’,' Az,=z, _ },(1).

yr(1) =G, 1(o) Yos 2,0 = G11(°) 2,

ya que =
Gy;=0

es la condicién para que P, sea conjugado de P,.

Para que la (46) proporcione las aberraciones en la forma
X conveniente, es decir en funcién de las coordenadas en el plano
objeto y las del diafragma, es necesario eliminar de las coordena~
das sobre las superficies 6pticas, las variables intermedias e in-
troducir las variables n, ¢ sobre el diafragma. Estas operaciones
se efectian en forma anéloga a la desarrollada para el eiconal
_angular.

8. Eliminacidn de las coordenadas sobre la superficie dptica.
Basta hacer la eliminaciéon de X, Y, Z, para cada una de las
matrices caracteristicas de las superficies de separacion de dos
medios consecutivos, que intervienen en un instrumento cual-
quiera.

Si analizamos la matriz (40) que caracteriza a la superficie

- X=op(H?)

observamos que en las g; figuran expresiones en

) mo: mi: 'd—‘X—‘: X:

dH?

Si tenemos en cuenta las (il), (18) y (16), podemos expre-
- " sar estas cantidades en funcién de py,qg, Py, g1, © sea

(47) - 9= gir(Pos 90> P1» 1)- *

Del primer término del desarrollo en serie de las G, resulta
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. Si ahora tenemos en cuenta las relaciones e

B . Yi o
o P=Vireee 7 Vo2

podemos expresar g; en funcién de Bg, Yo, By, Yi-

9. Sistema con r superficies dpticas.

Si consideramos un sistema como el descripto en el '§ 3. ob-
tenemos paralelamente a las (19) un sistema de ecuaciones del
‘tipo

- Yi=ki1jYia+ F1ajBimy, Zi=\...

(48) -

Bi=rorjYiat FoijYice Yi=--.

que permiten, siguiendo un' procedimiento de aproximaciones su-
cesivas muy analogo al empleado para el eiconal angular, eli-
minar las variables intermedias. '

10. Aberraciones en funcidn de ¥, zg,n, 6.

Tomemos nuevamente el sistema 6ptico dado en § 4 y sea .
|Hyz| la matriz de la primera parte y |Ly| la de la segunda
parte del instrumento. Pocdemos formar con ellas ocho expresiones
‘ analogas a las (23) aplicando las (89) que nos permiten también
o obtener aqui las aberraciones del sistema en funcién de las va-
| riables finales segiin un camino paralelo al seguido en § 4.

Este trabajo ha sido expuesto y discutido, en todas sus
partes, en el seminario del Observatorio de Cérdoba, por lo que
deseo expresar mi agradecimiento a los participantes del mismo,
en especial a los doctores E. Gaviola y G. Beck.




ESPECTROSCOPIA DE SOLUCIONES

por HfoTorR ISNARDI
- Instituto de Fisica — La Plata

p- (Recibido el 12/12/1949)

b " SumMmAry: The spectra of aqueous solutions have been studied, exciting
= the spectra by an arc and using the experimental arrangements in fig. 3 and 4.
B! A table is given of the values of sensibility which have been obtained whith
i a Zeiss spectrograph of three glass prims with a camara of 84 em focal dis-
b tance. In all cases the are has been generated by a transformer of 12.000 V
§ the secundary circuit being direetly conmnected to the electrodas. The current
flowing in the are is 3 A and the potential difference measured-between the
electrodes is approximately 600 V. -
\ For a solution of 2 mg of LiCl in 11 of water the ‘‘spectral consumption’’
has been determined and has been found to be less than 10-° mg.

§ 1. GENERALIDADES

Los métodos y dispositivos experimentales usados en el es-
) tudio espectral de soluciones son poderosos auxiliares para la

; determinacién de elementos contenidos en pequefia cantidad en

muestras s6lidas, previamente transformadas en soluciones por
via quimica. ‘

En una muestra liquida es ficil modificar su cconcentra-
~ c¢i6n o separar por precipitacién los elementos que no se tengan
. interés en determinar, lo que acarrea la doble ventaja de refor-
zar en general las lineas de los elemientos no precipitados y de
simplificar los espectrogramas, por eliminarse todas o la mayor

parte de las lineas de los precipitados. ‘

En cada caso particular y segin el elemento que quiera
determinarse, convendré estudiar la muestra por los métodos
especiales para soélidos o hquldos

De acuerdo con los valores de la sensibilidad para los' dis-
tintos elementos por nosotros estudiados, puede asegurarse que
su determinacién cualitativa deberd ser realizada al estado de
solucién, siempre que s¢ disponga de suficiente cantidad ini-
cial de muestra sdlida.
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§ 2. LOS DISPOSITIVOS EXPERIMENTALES USADOS
1

En el afio 1884 excitando con chispa, electrodos de grafito
humedecidos con soluciones, verificé Hartley la presencia de
metales disueltos. g :

Muchos afios después en 1907, Pollok, contintia las expe-
riencias de Hartley reemplazando, con el propésito de evitar
la crepitacién del liquido, los electrodos de grafito por electro--
dos de oro. '

El mismo afio De Gramunt, para evitar las lineas espec-
trales de los electrodos metélicos, analiza soluciones haciendo
saltar la chispa entre dos gotas de liquido que afloran en los
extremos de tubos de cuarzo, estando sumergido cada uno de
ellos en vasos que contienecn la solucién.

Twyman y Hitchen en el afio 1931 utilizan el tubo de Har-
tley modificado por Pollik y Leonard y con él constatan al es-
tudiar cuantitativamente soluciones de Co, Ni y Cr, que las
“incrustaciones en la parte superior de los electrodos de grafito
y la descomposicién de las soluciones, dan una falsa idea de
su concentracion.

En el afio 1935 Duffendalc Wley y Owens y un afio
después Thompson y Duffendak, introducen modificaciones fun-
damentales en el tubo inicial de chispa de Hartley.

Un modelo usado por Twyman y construido por Hilger
es el que ilustra la figura 1.

ADAM HILGER,® LTO.
tongon  andiens

Los electrodos son de grafito de 5 mm. de didmetro, la
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solucién estd- contenida en el recipiente E de didmetro grande
para que varie poco la velocidad de escurrimiento del liquido
mientras dura la experiencia, la solucién llega a la parte supe-
rior del electrodo inferior, por un agujero central y la des-
carga de la chispa se produce entre este y el electrodo superior.
colocado frente a él.

Loewe en el afio 1928, excitando con chispa, analizé solu-
ciones ‘colocando pequefias gotas de liquido en una cavidad he-
cha en el electrodo inferior. Otros investigadores han estudiado
espectralmente soluciones excitando con chispa o arco, electro-
dos de carbén o grafito, previamente sumergidos en caliente va-
rias veces en el liquido o evaporando a sequedad la muestra y
estudiando su residuo.

W. Gerlach al ocuparse del estudio espectral de humores
y soluciones ha construido dos modelos de electrodos con ese fin.

El primero es un tubo de vidrio de forma acodada que se
carga por uno de sus extremos que termina en forma de
embudo y cuya punta opuesta, es coronada por una pequefia
esfera de vidrio abierta en su parte superior con una escotaduna
circular de 4 mm. de didmetro. Un conductor de platino que
termina en una esferita del mismo metal, llega por el interior
del tubo al ensanchamiento superior de manera que sobre él
quede una pequefia capa liquida.

El electrodo superior se coloca frente a la superficie li-
bre del liquido y ha sido construido en Cadmio terminando su
extremo en forma cénica.

Con ‘una adecuada regulacién de la chispa esta salta a tra-
vés del liquido sin hacerlo crepitar y se obtienen las lineas de
los elementos disueltos muy intensas con respecto a las propias
del Cadmio.

El segundo de los modelos construidos por Gerlach es un
trozo de hierro cilindrico de 5 c¢cm. de didmetro y 5 cm. de
altura sostenido por un soporte, que simultineamente sirve de
conductor y todo colocado dentro de un embudo de.vidrio que
se llena con hielo. .

En la parte superior del electrodo de hierro, una profunda

cavidad permite colocar un recipiente de platino donde se depo--

sita la muestra liquida que se desea analizar.
El electrodo superior es metalico, grueso y corto y se colo-
ca'un poco descentrado frente al menisco del liquido para que
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la lente condensadora recoja toda la luz del arco de llama.

Con este electrodo su autor registrd, analizando orina, la
linea 2537 Ao tltima del mercurio, en una solucién de 104 o
de concentracién, exponiendo tres minutos y utilizando el espec-
trégrafo grande Steinheil con éptica de cuarzo.

Lundengardh, ha construido un dispositivo, modificando
modelos anteriores, especialmente disefiado para el estudio es-
pectral de alcalinos y alcalinotérreos en solucién. La figura 2
es un corte de este aparalo. :

La solucién llega pulverizada al extremo de un mechero
de vidrio con boquilla de cuarzo, donde arde la llama de gas
acetielno. Con este aparato su autor ha realizado interesantes
trabajos espectrales, especialmente en el dominio de la quimica
agricola.

‘ ) Fig. 3

Cmos b rTA M oE
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Las figuras 3 y 4 son reproducciones fotogréficas de los
modelos de electrodos construidos por nosotros, para el estu-
dio espectral de soluciones. :

En el primero de estos modelos (flgura 8), de construccién
muy sencilla, el derrame de liquido varia continuamente, mien-
tras que en el segundo (figura 4) el derrame es uniforme
por esa causa el foco luminoso que produce el arco de llama
es sumamente constante.

' Fig. 4

En los dos modelos los recipientes v son tubos de vidrio

. pyrex de unos 3 cm. de didmetro y 15 cm. de longitud, ‘que

terminan en su parte inferior en conos esmerilados a los que
se ajustan los electrodos o. \

En el modelo de derrame constante, los embudos de carga ¢
se fijan a las pipas por dos tubos de goma g y su largo cuello,
por donde salen los conductores ¢ al exterior, permite regular
la velocidad de salida de la solucién; la pinzas p ajustan dos
tubitos de goma enchufados en salidas laterales de las pipas,
que abiertaas permiten cargarlas, un tubo de vidrio soldado
normalmente al eje del vaso v sirve' para fijar s6lidamente el
conjunto al brazo p del soporte (figura 6).
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*La figura 5 es un corte longitudinal ‘de los terminales
metalicos o. El porta electrodos B termina en cono para po-
derlo ajustar al vaso v. El electrodo A es de 5 mm. de di-

Tig. 5

metro y 60 mm. de longitud, y ha sido rebajado y roscado
con paso fino para poderlo fijar al soporte B de manera, que

el liquido que se desliza por el espacio £ moje el extremo del .

electrodo y caiga gota a gota. Al tornillo R se le ha limado
una superficie plana que permite el paso del Jliquido.

El espacio E es de més o menos 0,5 mm., pero su tamaifio
no tiene mayor importancia, pues se puede regular la velocidad
de salida del liugido levantando o bajando el embudo e. La
tuerca T' fija sélidamente el conjunto y es indispensable cuan-
do se quiere mantener constante la distancia entre los electro-
dos,, ya que los continuos levados con soluciones &cidas, des-
gastan al tornillo R y al paso de rosca del porta electro B.

Puede también utilizarse, cuando no interese la variacién
de la distancia entre los electrodos, un modelo mas simple. En
este modelo el electrodo A es cilindrico y se desliza por el
interior de la camisa’ B siendo retenido en posicién por el con-
ductor ¢, doblado sobre el borde de las pipas o del embudo.

Cuando se utilize el modelo de la figura 3 debe -ajustarse
con mas cuidado la separacién E o regular la caida del liquido
ccon un poco de lana de vidrio colocada en la parte inferior
del vaso v.

La velocidad de caida de la solucién debe ser tal que el
arco funcione muy regularmente lo que evita por completo que
el liquido crepite y que se pierda una parte de él -por ese
motivo.

En estas condiciones el foco luminoso es de pequefio vo-
lumen, cuando se regula convenientemente la distancia entre las
puntas de los electrodos. Esta distancia puede. variar entre 0,5
Y 2 mm., segin la tensi6n que se use para producir el arco

“ de lllama y la intensidad que circule.
Bien regulado el dispositivo, puede funcionar continuamen-
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e .cualquier tiempo, salvo los pequefios intervalos necesarios

para recargar las pipas.

El nimero de gotas que cae por minuto por cada electrodo
varia entre 80 y 120 y el volumen total de solucién que se
derrama por hora es aproximadamente un litro. -

¢ 3. ELECTRODOS UTILIZADOS

Los electrodos empleados fueron de Fe, Ag, Pt, Cu o Ni,
segliin conviniera ,por la longitud de onda, de las lineas tltimas
de los elementos disueltos.

Los eelctrodos de hierro se utilizaron para obtener las pla-
cas patrones y-de los otros citados, los mas utilizados fueron
los de cobre por ser facil conseguir cobre relativamente puro,
y tener este elemento un espectro pooco complicado.

En algunos casos. especiales hemos utilizado electrodos de
carb6n o grafito con porta electrodos B de platino

Los electrodos de carbén o.grafito, tienen el inconvenien-
te de ‘dar un fuerte espectro de fondo y, ademés de desgar-
tarse mucho en el arco de llama, y sus impurezas son un incon-
veniente muchas veces insalvable.

Los espectros prapios de los electrodos los hemos obtenido,
en todos los casos, excitando con arco de llama y haciendo
circular por las pipas agua tridestilada y estos espectros de
fondo se utilizaron como especiro de comparacion.

En la figura 6 se reproduce la copia fotografica del soporte
de electrodos disefiado para ajustar facilmente el arco de llama.
Sobre la cremallera C, esti solidamente fija la chapa metélica
m, a la que se ha fresado paralelamente a su borde anterior
una ranura por donde pueden correr las piezas d, que llevan
soldados los soportes tubulares b, que pueden ser ajustados a
la chapa m con tornillo de mariposa.

'La distancia entre electrodos se hace moviendo las piezas d y

luego el ajuste final con el tornillo de paso fino o.

Los brazos p tienen en su extremo un collarin elastico don-
de se fijan los tubos normalmente soldados a los cuerpos de las
pipas, lo que -permite inclinar los electrodos metélicos para que
la solucién moje sus extremos.

Para poder regular la altura de los electrodos y disponerlos
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en un mismo plano los brazos p corren y- giran en los soportes
tubulares b.

El tornillo ¢, que actiia sobre el pifién de la cremallera,
ajusta finamente en altura el arco de llama y los otros torni-
llos centran la imagen haciendo girar sobre su eje todo el
soporte.

Fig. 6

" ' § 4 LAS SOLUCIONES
Las solucmnes fueron preparadas casi siempre con' elemen-
“tos al estado de clortiros disueltos en agua tridestilada y los
aparatos destiladores para obtenerla se construyen totalmente
de vidrio pyrex, a los que se someti6 previamente a continua-
dos lavados con soluciones Aacidas.
Los reactivos quimicos utilizados para preparar las solu-
ciones fueron estudiados por via espectral antes de ser utilizados.
Para preparar las soluciones de muestras animales o ve-
_getalees, hemos destruido previamente, la materia orgénica ya
sea utilizando el método .quimico o reduciendo la muestra ini-
cial a cenizas.
En el primer caso se trata la muestra con 4cido nitrico y
perclérico, se la evapora a sequedad y el residuo se disuelve
en agua.
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En el segundo caso se reduce la muestra a carb6én y se tra-
tan las cenizas con solucién de H Cl, se evapora a sequedad y
ge disuelve. en agua. '

Cuando se utilice el método quimico debe procederse con
mucha cautela por el riesgo que significa el empleo del 4cido
perclérico.

§ 5. LOS ESPECTROGRAMAS Y LOS METODOS DE EXCITACION

Todos los espectrogramas que se publican han sido logrados
con el espectrografo de Zeiss de tres prismas de vidrio y ca-
mara de 84 cm. de distancia focal. C

El método de excitaci6n para muestras liquidas fué siempre
el de arco de llama y cuando se estudiaron muestras orgénicas
reducidas a cenizas, se utiliz6 el arco cortado de corriente con-
tinua. :
El arco de llama lo ‘obtuvimos conectando directamente los
terminales del secundario del transformador a los electrodos, por

cuyo motivo al producirse este, la tensién cae enormemente.
Asi, por ejemplo, para una distancia entre electrodos de mas o
menos 1,6 mm. con tensién en el secundario del transformador
de 1200V la tension medida. entre electrodos es aproximada-
mente 600 V. -

Los dos transformadores utilizados fueron donados por la
Compaiiia CADE al' Instituto de Fisica. El primero es de 1,5
KVA con tension de entrada 220V y tensién en el circuito se-
cundario de 4000 V. El otro transformador es 20 KVA para la
misma tensién de entrada y ha sido construido -con bobinas
secundarias miltiples, de manera que segin cémo se las co-
necte, puede dar por etapas iguales de 1500V tensiones entre
esta y 12000V.

En el primario una resistencia conectada en serie permite
regular la intensidad. Para el transformador de gran potencia
ésta fué construida con alambres Kanthal, con 10 puntos de
contacto y trabaja sumergida directamente en un recipiente de
hierro por donde circula continuamente agua.

_ En adelante, para definir las caracteristicas del arco de
llama, daremos la tensién aproximada en el secundario del trans-
formador en circuito abierto y la intensidad que circula por los
electrodos funcionando el arco de llama.
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Las placas utilizadas fueron generalmente las que se em-
‘plean para uso fotografico comin tipo H.P.3, fabricadas por
Ilford, para la zona infrarroja hemos recurndo a placas espe-
-ciales de Eastman Kodak.

+ Los negativos logrados, en todos los casos, son sumamente
nitidos lo que no puede ser apreciado en las reproducciones que
se publican.

En la figura 7 el espectrograma superior corresponde a
una solucién en agua de concentracién 1 gramo por litro de
.cenizas de sangre humana; arco de llama 12000 Volts; /=38 Amp.
T'=5m; placa IL. de Eastman Kodak, electrodos de cobre.
El espectrograma inferior se registré utilizando arco cor-

‘tado de corriente continua con una intensidad de 8 Amp. y uti-

lizando 10 miligramos de la misma ceniza de sangre exponiendo
hasta su consumo total, en un electrodo tubular fabricado con
el mismo cobre que el empleado en el arco de llama.
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En los dos espectrogramas aparecen nitidamente las lineas
Ailtimas de Na, Li, K R Rb y otras de menor intensidad de
Ca y Fe.

Si comparamos los espectrogramas obtenidos con los dos
métodos de excitacion se puede observar que algunas lineas,
que pueden ser reforzadas ampliamente aumentando la concen-
tracion de la solucién, son menos intensas en el arco de llama
pero que este no tiene el inconveniente del espectro de fondo
en la zona infrarroja que no puéde ser evitado en el espectro-
grama de arco cortado.

Por otra parte, conviene destacar que para obtener el es-
‘pectrograma con arco cortado se gastaron totalmente los 10
miligramos de cenizas, que es la quinta parte de la cantidad con-
tenida en los 50 centimetros cubicos de solucién que se utiliza-
ron en el arco de llama y que con este volumen se pueden ob-
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tener un nimero grande de registros sin variar sensiblemente
la intensidad de las lineas, completando después de cada ex-
-periencia su volumen al inicial, para no variar la concentracién
de la muestra, por ser muy pequefio, como veremos luego, el
consumo espectral.

La figura 8 es el espectrograma obtenido utilizando ter-
minales de Fe puro de Hilger, circulando por ellos agua tri-
destilada. Arco de llama 12000V; I=1,6A; T=10s. Pla-
ca HP.3.

Fe 44I15,)
Fe 42605
Fedl439
Fe 40458
Fe39029
Fe 38158

Fig. 8

En esta placa que hemos utilizado como patrén, el mf/lmero
de lineas nitidas y perfectamente medibles pasa de 200 y el
negativo no tiene espectro de fondo. '

La figura 9 es la reproduccién de un espectrograma obte-
nido con una solucién de cloruro de Sr y conceniracién 0,1
gramo por litro. Arco de llama 4000V; I=1,6A; T=3m,
placa H.P.3. Electrodos de Pt. Aparecen nitidamente como im-
purezas Bg, Rb, Mg y Fe.
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De estos elementos no figura Rb como impureza en la ta-
bla de analisis de la droga. Como la linea registrada fué la
4755 A0 que es muy débil, para comprobar si realmente exis-
tia este elemento como impureza estudiamos la misma solucién
en la zona infrarroja donde estin las lineas ultimas de Rb y
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comprobamos que efectivamente existe en la muestra estudiada
de Sr como impureza Rb.
La figura 10 es una capia fobograflca del agua potable de:
la ciudad de La Plata. Arco de llama 4000V; I=1,6A; T=3m.
Placa H.P.3. Elecirodos de Pt.  «
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Fig. 10 ’

Se destacan nitidamente las lineas correspondientes a Mg,
Ca, Mn, Si y débiles las de Rb y V.

La figura 11 corresponde a un registro de dos espectro-
gramas obtenidos con ranura de contacto; para ambos; arco.
de llama de 6000V; I=6A; T=5m. Placa de Eastman Kodak.
Electrodos de cobre.
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Fig. 11

El espectrograma superior corresponde a una solucién de
CINa purisimo de concentracién 1 gramo por litro. El espec-
trograma inferior corresponde a la misma solucién a la que
se agregé 0,2 miligramos por litro de cloruros de Li Rb y Cs.

Las lineas tultimas de estos tres elementos, aparecen en-
tonces nitidamente y por comparacién se verifica que el ClNa
purisimo no tiene Cs pero si vestigios de Li y Rb que no se
indican en la tabla de certificacién de immpuresas.

Se estudiaron en las mismas condiciones anteriores 6 mues-
tras de CINa purisimo de las cuales, en 4 aparecieron como im-
pureza Li y Rb y en ninguna de ellas Cs.
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La figura 12 corresponde a 4. espectrogramas de solucién
con cloruros de Ba, Sr y Tl Arco de llama 12000 V; I=38A;
T=5m. Placa H.P.3. Electrodos de cobre.
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Fig. 12

La concentracién para los tres elementos es la misma: 0,001;
0,01; 0,1 y 1 miligramos por litro. Con estas soluciones se
han obtenido, exponiendo primero la solucién de menor con-
centracién y sucesivamente las otras, los cuatro reglstros espec-
trograficos superiores. El ultimo de los espectrogramas corres-
ponde al agua tridestilada que se utiliz6 para hacer la solu-
cién y su registro hecho en las mismas condiciones que los
otros, certifica en esta la ausencia de los tres elemenlos estu-
diados. ‘

La flgura 13 es la reproducc1on de los espectrogramas
de las mismas soluciones obtenidos en dos trozos de la misma
placa virgen, tipo IN de Eastman Kodak para zona infrarroja.
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Para las dos placas la solucién es de cloruro de Cs y Rb
disueltos en agua tridestilada de concentraciones 4, 3, 2, 1 y
0,1 miligramos por litro. Con estas cinco soluciones se han
obtenido los cinco registros que fueron hechos comenzando
por la solucién de menor concentracién para no tener que
lavar los electrodos metalicos entre una y otra exposicion.

En todos los espectrogramas se expuso el mismo tiempo
3m; en todos se excitd con arco de llama con dos transforma-
" dores de la misma tensién en el secundario para circuito abier-
to, pero de distinta potencia; uno de ellos de 2 KVA y el otro
de 15 KVA. '

El resultado, que por cierto tiene solamente valor cuali-
tativo, es que la sensibilidad usando el transformador de pe-
quefia potencia, es 10 veces menor que la sensibilidad usando
el transformador de gran potencia.

El cuadro siguiente da los valores de la sensibilidad para
los elementos estudiados por nosotros disueltos en agua trides-
tilada, utilizando el espectrégrafo Zeiss de tres prismas de vi-
drio, excitando con arco de llama de 12000V y siendo 3A la
intensidad.

\

Elemento reEg’ i | empo ! | Sensibilidad
Ba 4554.0 5 10-0
- Ca 3933.7 3 10-2
Or ., 42504 8 10-5
©s ., |* ssai1 | 10 102
K . 76649 | 10 10—
Li 6707.8 | 10 10-»
Mn 4030,7 8 10-
Rb 7800.2 | 10 10-2
Sr 4607.3 5 10-
T " 53505 5 10-2
V. 4379.2 8 10-7

§ 6. CONSUMO ESPECTRAL

Definimos como consumo espectral, la cantidad de elemen-
to que estando en una muestra dada con cierta concentracion,
se pierde para obtener el registro fotografico de su linea dul-
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tima, utilizando cierta placa con un espectrégrafo dado y con
"determinados métodos de excitacion.

En nuestro caso para Li disuelto en agua con una concen-
traci6 de 2 miligramos por litro el consumo espectral seria: la
cantidad de Li que se pierde para obtener el regisiro fotogra-
fico de la linea 6707 Ao utilizando placa H.P.3 en el espectro-
grafo Zeiss de tres prismas iluminado con arco de llama ge-
nerado por un transformador de 20 KVA, siendo la tensién
en circuito abierto de 12000V, la tensién medida entre punto
de los electros 600V, la intensidad de 8 A y utilizando clec-
trodos de cobre.. - ,

Hemos realizado la' experiencia en las condiciones dadas
como ejemplo.

Por dos agujeros diametrales hechos. en un balén de vidrio
pyrex de 8 cm. de didmetro penetran los electrodos de cobre,
entre los que se produce el arco de llama. Los vapores des-
prendidos escapan por un tubo soldado en la parte superior
del balén y se condensa en un reclp1ente enfriado con mezcla
frigorifica; el agua de derrame se recoje por una salida in-
ferior después de enfriarse con hielo. ‘

El volumen inicial de solucién utilizado fué de 250 cm3 y
el.arco de llama funcioné sin -interrumpirse 90m., tiempo en
el que se pudieron haber obtenido 2700 reglstros fotograficos
de la linea 6707 Ao.

Al terminar la experiencia se recogieron 75 cm® de vapor
condensado, 165 cm® de solucién residual y se perdieron 10 cm3
por fuga de vapores y otras pequeiias perdidas.

Estudiado el vapor condensado puede asegurarse, que la
cantidad de Li arrasirada por el vapor es muy pequefia, que
en la solucién de derrame completando su volumen al inicial,
varia muy poco la concentracién en Li con respecto a la so-
lucién virgen y que el consumo espectral expresado en mili-
. gramos es inferior a 10-€.
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NOTA DE LA DIRECCION

El trabajo, destinado a este niimero, de A. Gonzdlez Do-

minguez, «Sobre algunos puntos de la teoria matematica de los.
circuitos lineales», no ha podido ser incluido, en virtud de haber

llegado los-originales cuando el ntimero ya estaba preparado. Este
trabajo se publicard en proximas entregas de la Revista.
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