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INTRODUCCION 

por E. GAVIOLA 

Al cumplir Ricardo Gans 70 años el 7 de marzo de 1950, 
en pLena actividad científica" puede contemplar satisfecho medio 
siglo de intensa labor como investigador, y como maestro. Gans 
es uno de los últimos ~je~plos d~l físico no ¡especializado: es' 
teórico y es experimentador'; se ha oCll:padO Y se ocúpa de mag
netismo, de óptica, de soluciones coloidales, de teoría de los 
cuanta, de ,estadística, de radiotecnica, de relatividad, de ultra .... 
microscopía, de matemática aplicada, etc. Sus publicaciones ori
ginaLes suman arriba de 200, apar:ecidas,' en: su mayoría, en 
« AnnaLen der Physik» y en « Contribuciones a las Ciencias Fí
sicas» de ia Universidad de La Plata, revista fundada por' G,ans 
l1usmo. 

Hasta comienzos de este siglo no eran raros físicos univ,err 
saLes como Gans: Helmholtz, J. J. Thomson, Heinrich Hertz, 
Lord RayLeigh, Kirchhoff, WiUy Wien, Langevin. Al pi:~nnediar 
el siglo, la ,especialización creciente amenaz'a convertir al labora
torio de 'los físicos ,en una torré de Babel: los teóricos no tocan 
un aparato, sin dañarlo, desde que aprUeban trabajos prácticos; 
los experimentadores acaban por huir de fórmulas más compli
cadas que una función Íineal o funciones trigonométricas a la 
la. potencja; d campo de.. la física' está dividido en n especiali .... 
dades, donde n es una función positiva y creciente (¿ exponen
cial?) del tiempo; se corre el riesgo de que cada especialidad se 
euseñe pronto por sepaiado. Hombres universales como .Gans son 
neoesario>spara mitigar' el mal. Aunque no' pueda ser remediado 
del todo. Para poder valorar los trabajo de Gans sería necesarÍio 
otro hombre tan universal comt;) él. A falta de éste, he recurrido 
a él mismo. Escuchémoslo: 

«En la primera década de este siglo surgió en la «Elektro-

. . J 
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technische Zeitschrift» una discusión sobre lo que permanece 
constante ,en un imán permanente .• ¿El número de líneas de fuerza 
o la fuerza magnetomotriz? Se .pensaba en un circuito magnético 
permanente, formado por dos imanes herradura puestos frente 
á frente, la distancia entre cuyos polos era variada». 

«Estudié el asunto teórica y experimentalmente, al prin
cipio junto con :rp.i amigo Rudolf Weber, -e hice efectuar un 
trabajo detallado de tesis so~re el asunto a mi discípulo Ebel'hard 
I(,empl"en. Resultó, sin lugar a dudas, que la fuerza magneto
motriz permanece constante y que el flujo magnético varía en 
el circuito al variar la separación de los polos, pues varía la 
resistencia magnética». 

, « En aquella época, la única ley conocida p'ara medios 1,e
rromagnéticos ·era la ley de Warburg, según la cual la superficie 
,de la curva de histér,esis es una medida par'a 'el calor produCidQ 
en un ciclo. Busqué relaciones sencillas nuevas y encontré la quo 
bauticé con ·el nombre de permeabilidad nevel'sible. Si en cualquier. 
punto del plano H - B se ha variado la intensidad dei campo un) 
par de veces en ± dH o' vale entonces, dentro de límites amplios, 
'que la variación de inducción dB es proporcional a cada varia
ción' dH del campo, con la única restricción de que el campo so
mantenga por debajo de H + dHo. Uno se mueve en forma re
versible en el plano, H - B sobre mía recta a cuya inclinación 
,uf' dí el nombre de permeabilidad reversible. Resultó, además, que 
entre todos los materiales estudiados ,(F.e, Ni, acero) u,. no de.
pende de 11 sino únicamente de B, o, dicho con mayor propiedad, 
de la magnetización J, y que existe una ley de estados corres
pondientes. Si se introduce, en' efecto, como unidad ele la sus,. 
ceptibilidad r·eversible [(,. la susceptibilidad originaria [(o y como 
unidad de la maguetización J la saturación J 00' resulta que [(,./[((1 

= f (J jJ 00)' donde f es una - función universal. Resultó, aclemús, 
que la permeabilidad reversible transversal (esto es dH.l J) , di
fier.e de la longitudinal (dH 11 J), es decir, que el material se 
hace magnéticamente anisótropo debjdo a la magnetizacióm. 

«Las medidas absolutas del efect.o Zeeman de una línea es
pectral hechas por diferentes autores ~staban en aquella época 
bastante Lejos unas de otras. Sl}poníamos (en Tübingen) que ,la 
falla estaba ,en que una' persona dada no entendía bastante de, 
mediciones espectroscópicas, y magnéticas; por ello decidí llevar 
la precisión de la medida de campos magnéticos fuertes al m.á-
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ximo posible. Para ello era necesario construir normales de cam
pos magnéticos y de inducción mutua y medirlas exactamente. 
Paschen, Gmelin y yo procedimos entonces a medir el desdobla
miento magnético de una línea espectral. Paschen dirigía la parte 

.,óptica del trabajo, yo la magnética. Después de ello, fué sol~ 
mente necesario comparar el desdoblamiento de una línea cual
quiera con el de una de las medidas por Gmelin en el mismo. 
campo magnético, lo que ·es esencialmenLe más simple». 

«F.e y Ni no poseen propiedad ferromagnética alguna para 
frecuencias ópticas. Por ello. propuse a Loyarte que investigara 
a qué fr,ecuencia pierden estos cuerpos su magnetismo; él e,ncon
tró . que a la frecuencia de ondas hertzianas cortas». ' 

«El comportamiento de la hisLéresis en 'campos rotatorios 
era discutido. Loyarte lo ,estudió en su tesis, y sus resultados fue
ron después ampliados en detalles por van I-lalem en el Instituto 
de Física de Kanigsberg». . 

«La ley de W arburg de la histéresis, mencionada más arriba, 
vale sólo para el ciclo completo, No se sabía cómo se reparte la 
producción de calor sobre las distintas partes de las ramas de la 
curva de histéresis. PrOpuse, por ello, a Adelsberger que midiera 
este calor paso a paso sobre la curva. Bates llama a es Le trabajo,. 
en su libro sobr.e magnetismo, un trabajo pionero. A continuación,' 
hice que Pfaffenberger midiera, 'paso a paso también, el efecto· 
Barkhausen; ambas curvas se parecían como un huevo a olro, de
modo que así se supo que los saltos de Barkhausen son la causa 
de la producción de calor». 

«Me· había ocupado, también, mienLras tanto, con la téoría. 
es1.adística del día-, para- y ferromagnetismo. No parecía impo
sible ,entonces, de acuerdo al estado de la teoria, que la suscept~
bilidad diamagnética no fuese constante sino función de la inten
sidad del campo y que para campos débiles se acercara asintótica
mente a un valor y para campos fuertes a otro valor. En favQr 
de ello hablaban medidas hechas con Bi y Sb por Honda y 
Owen bajo la dirección del holandés Dubois. HéctClr Isnardi pusc.
a prueba ,esos resultados por medio de medidas de precisión, en
contrando que ,eran erróneas. Las susceptibilidades de ambos ele
mentos son ,~xactamente conslantes dentro de un amplio campo». 

«Con el ruso Akulov, quien que.ría perfeccionarse en el Insti
tuto de Física de Kanigsberg, estudié el comportamiento de mo
nocristales ferromagnéticos. Estos estudios los continué con Czer-
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linski y resultó que las curvas de magnetización demono,cristaLes 
,de Fe, Ni y Co pueden representarse con sorprendente exactitud 
con una (Ni, Co) o con dos (F.e) constantes. Después midió 
Czerlinski la ley de desembocadura en la saturación con ferro
magnétic~ pseudo isótropos. Resultó que para campos fuertes la., 
magnetización obedece a la ley J =J 00 -ajH2, y que la constante 
a, determinada experimentalmente, puede ser calculada a partir 
·de las constantes de anisotropía determinadas ,en cristales». 

« Sea también mencionada la medida de la fuerza coercitiva 
,en F.e, Ni y acero en ancho intervalo de temperaturas, desde la 
temperatura del aire líquido hasta el punto de Curie, y las bellas " 
medidas de I-Ieinz Wittke en K6nigsberg, sobre propiedades mag
néticas hereditarias (retardadas): si se cambia la intensidad de 
campo en un malerial ferromagnético, la inducción necesita un,' 
tiempo pequeño, pero finito y medible para tomar su nuevo va
lor. Este fenómeno fué estudiado por Wittke cuidadosamente en
contrando que la curva que une en forma continua los puntos de 
la curva de magnetización medido" balísticamente no c~rresponde 
a la curva recorrida verdaderamente, sino que a la curva de mag
netización usual se le superpone'n pequeños codos, lo que signi
lfican una pérdida adicional de calor, desde el punto de vista. 
técnico-económico. Este fenómeno tiene una relación íntima con 
.el conocido factor de ruido en radiotelefonía». 

«Otro grupo de mis trabajos se ocupa de la difusión de la 
luz (efecto Tyndall). Principié con soluciones coloidales. Mie 
hab~a inostrado que .el calor de soluciones coloidales de oro podía 
ser explicado con la teoría electromagnética de la luz si se supo
nía, que las partículas tenían el mismo índice de refracción y e,l 
mismo coeficiente ile absorción que el oro macroscópico, tales co
mo habían sido determinadas por Hagen y Rubens midiendo los 
coeficientes de absorción y de reflección en función de la longitua 
de onda, y si las partículas eran supuestas esféricas. Pero, me 
pregunté: ¿son verdaderamente esféricas? Deduje las fórmulas 
válidas para elipsoides, teniendo como casos límites discos y has": 
toncitos y resultó que la curva de absorción debe depender fuerte-, 
mente de la forma de las partículas, de modo que de la curva 
·observada p'lJ.ede deducirse la forma con mucha precisión. Así 
pudo comprobarse que soluciones de Au y de Ag contienen par
tículas casi exactamente esféricas. También en el caso del Pt , -
,coloidal (Cahitroni). Para ello fué necesario desarrollar un mé-
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todo ~special de ultrafiltración con filtro de collodium-ácido acé
tico. Mi preparador Alberto Elizabe me ayudó~fectivamente. 
Sin' ultrafiltración se observan curvas de absorción caprichosas, 
que se explican por conglomeración de ,las partículas; después 
del proceso se tiene en cambio las partículas sueltas, si se hacen 
las medidas en la solución poco tiempo después de la filtración». 

«También fueron ;estudiados los fenómenos magnéticos y óp
ticosen soluciones coloiliales de Fe (Héctor Isnardi) con ,el fin 
de obtener conclusiones sobre la constitución de las partículas». 

«Existe aún otro criterio para determinar si partícula" coloi-
.. dales son esféricas o no. En el primer caso, la luz radiada trans

versalmente debe estar linealmente polarizada, en el segundo se 
superpone a esa luz polarizada luz natural, lo qu~' produce una 
despolarización. Teófilo Isnardi ha mostrado cuán cujdadoso debe 
ser ,el fallo del experimentador al estudiar 'soluciones de IrJ.astic y 
de gomas. El observó que el grado de despolarización dependía 
de la concentración, mientras q~e la forma de las partícula" no 
podía variar con la concentración. Pude den;lOstrar que en co~
centraciones grandes la influencia recíproca de las partículas 
aumenta el grado de despolarización, y que se obtiene la constante 
de forma característica únicamente extrapolando hacia diluciones 
infinitas» . 

«Estos resultados me dieron ánimo para probar si se podía 
observar ,en el laboratrio difusión de la luz producida por las mo
léculas mis{llas. Ensayos análogos fueron hechos simultáneamente 
por el Baron Strutt (después Lord Rayleigh, hijo) en Inglaterr'a, 
por Cabannes en Francia y por Raman en la India. Para la ilu
minación disponía de la intensidad del sol argentino y de un 
coelostato de Zeiss. Creo poder decir sin exagerar que las des
polarizaciones medidas por mí son las más exactas, especialmente 
después que, posteriormente, mi asistente Harald Volkmann con
virtió el método en un procedimiento de precisión. La dificultad 
de medidas con gases y vapores consiste 'en ,que la mtensidad de 
la luz dispersada lateralmente es muy pequeña, y que la parte. 
de luz natural que condiciona el gradQ de despolarización es sólo 
unos pocos porcientos del total. Este grado de despolarización 
repr.esenta, por otra parte, una nueva constante óptica. Se puede 
decir, ,en términos generales: El índice de .refracción, o mejor 
(n2-1)j(nll+2) , m~de el volumen de las moléculas; el grado 'de 
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d~spolarización indica su forma, su alejamiento de la forma 
. esférica», 

«En líquidos, la interpretación de la difusión de la luz es 
algo más complicada. Einstein ha mostrado que se la puede com
prender valiéndose de las fluctuaciones de la densidad. Densidad 
uniforme es el estado más probable pero no el único posible, y 
si en cualquier parte del líquido se produoe un aumento o una 
disminución. de densidad, tenemos lb que el óptico llama una 
« Schliere» (cuerda); en nuestro caso, naturalmente, una micro
cuerda que difunde luz en todas las direcciones. Pero Einstein 
obtiene para la luz difusa polarizaeión lineal total y no explica 
la - en aquella época aún desconocida - despolarización. A ésta 
la he explicado así: el estado isótropo de un líquido es' el más. 
probable; pueden y deben apar·ecer, además, microanisotropías 
menos probables, las condicionan la despolarización. Si ello es 
corre'cto, concluí, debe existir una relación estrecha entre' e1, 
grado de d~spolarización y la c~nstante ele Kerr. Deduje la fÓro;;. 
mula y la probé con los valoreséxperimentales. Absolvió la prue.-· 
ba, verdaderamente». 

«Al mismo campo pertenecen las publicaciones sobr,e el color 
del mar, sobre la aspereza de una superficie de mercurio, aSL 
como un estudio de la dispersión de luz en la superficie- tl'ans
parente de separación de dos líquidos (1-Iilario Magliano)). 

«Comprendí, sin embargo, que detalles de la estructura mo
lecular sólo pueden ser determinados si se efectúan con gases' y 
vapores las medidas más diversas, si se ef.ectúa, por decirlo así, un 
ataque concéntrico con todas las armas. Indice de refracción, gra
do de despolarización, constQ.nte dieléctrica como función de la 
temperatura y constante de Kerr. Tales mediciones propuse a mis 
colaboradores 1-1. A. Stuart y Haralcl Volkmann. Los resultados 
están condensados en el bello libro de. Sl:uart sobre «Molekül-
8truktu1'». » 

«A los trabajos anteriores deseo agregar br,evemente sólo 
unos pocos más. En, d campo de la termodinámica: Sobre la; 
dependencia de influencias físicas ele los números ele transporte. 
y de las fuerzas electromotrices de pilas; Sobre ur- integrador 
termodinámico (colaboración con Adriano Pereyra Miguez) que 
permite integrar mecánicamente la ecuación diferencial (F - T) 
dFjdT = U(T). -En el campo de la electrotécnica y alta frecuencia: 
Sobre la teoría del freno electromagnético; La resistencia mag-
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nética de, un rotor dentado; Sobre la estabilidad de las órbitas 
electrónicas en el betatrón; El comportamiento de una red hertzia
na; Estudios sobre antenas; El sistema de Lecher en un tubo 
protector. Trabajos sobre el movimiento browniano y un estudio 
sobre la c!,lestión de si hemos llegado al límite de la medibilidad 
debido al movimiento browniano. Una publicación sobre la teoría 
de emisión de' electrones, otra sobre una deducción sencilla de' la 
teoría del eiconal. Hay una publicaci6n sobre la constante dieléc
trica en la teoría de Schrodinger y -otra, en colaboración con 
Mrowka sobré la teoría de perturbaciones en la mecánica ondu-
latoria». ' 

«El método de perturbaciones perteneciente a SC,hrodinger. 
muy elegante, por cierto, tiene el inconveniente' que obliga a cal
cular todas las funciones propias y sus ,e~ergías propias, mientras 
que el procedimiento de Gans y Mrowka permite calcular .di
rectamente la fup.ción perturbadora y, en muchos casos, por una 
sill!ple cuadratura, en lugar de hacerlo por integración de una 
ecuación diferencial». ' 

El libro de Ga'ns sobre análisis vectorial ~uenta con 6 edi
ciones alemanas, 1 argentina, 1 espa~ola y 1 Inglesa. 

Algunos de los discípulos ycolaboraclores de Gans han sido 
mencionados m~s arriba., Pued!,\n ser agregados, entre otros: 
Walter Gerlach, Munich; Walter Steubing, Hamburgo; José 
B. Collo, Buenos Aires; Loedel Palumbo, San Juan; Antonio 
Fonseca; Augustín Durañona y V,edia, La Plata; Alberto E. 
Sagastume Berra, La Plata; y tres generaciones de ingenieros. 

El curso de física general (física experimental) dictado por 
Gans en La Plata desde 1912 hasta 1925 en forma magistral fué 
para muchos, entre ellos d que escribe, una revelación de la' 
física. Circunstancias lamentables para la física argep.tina aleja
ron a Gans de La Plata entre 11925 y 1947. Sus viejos, alumnos 
nos sentimos regocijados por su vuelta. ' 

He preguntado a Gans por qué aceptó el ofrecimiento de 
venir a La Plata en 1912. Gans, nacido en Hamburgo el 7 de; 
marzo de 1880, se recibió de doctor en física después de estudiar. 
en. Hannov,er y Estrasburgo, en 1901, a la temprana eaad de 21' 
años. Fué asistente de Quincke e,ri Heidelberg y de Paschen en 
Tübingen y llegó a ser «Privatdozent» en Tübingen a los 23 
años de edad, profesor extraordinario allí mismo a los 28, sieildo 
llamado como profresor ordinario a Estrasburgo a ,los 31 años 
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de edad, en 1911. En aquella -época e,ta usual negar a ser ex
traordinario a los 35 y ordinario a los 40 o 45. La carrera aca
démica de Gans fué, pues, excepcionalme~nte brillante. ¿Porqué 
abandonó ·el importante centro científico europeo de Estrasburgo 
para venir al entonces desierto científico de La Plata? He aquí 
la respuesta: ' 

«Desciendo de una vieja familia hamburguesa dedicada al' 
comercio.' El «moto» de los hombres del comercio hamburgués 
reza: «Mein Feld die Welt» (mi campo el mundo). Algo pare
cido sucede en la ciencia: «la Ciencia no tiene patria». A ello se 

, sumó que en la primera década de e'ste siglo se leía mucho eri¡ dia
rios alemanes sobre el notable desarrollo de la Argentina, lo que 
me indujo a colaborar, aunque fuera poco, en esa ,evolución, pues! 
decíame, el progreso e:conómico de un país tiene que ir unido 
al progreso .espiritual». 

En nombre de sus colaboradores y discípulos es mi privile
gioexpresar al Dr. Gans nuestro deseo g.e que su brillante pro
ducción científica, su fecunda obra. pedagógica y su bienestar: 
personal continúen por muchos años. . 

Es para mi un pla;cer expresar, también en este lugar, en 
nombre de la AFA, nuestro agradecimiento al Dr. Guido Beck; 
inspil1ador y editor de este volumen; a la. Imprenta de la Univ,er
sidad NacionaJ del Litoral ,por la prontitud y esmero con que ha 
terminado su tarea,,; al Ing. José Babini, por su amplia y cons)
tante colabóra.ción, y al Sr. Damián Canals Frau, por haber leído 
y corregido algunos map.uscritos y prueba,s. 
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ASPECTOS BISTORICOS DE LA 
SUPRACONDUCTIVIDAD 

por MA.x V. LAUE 

Max Planck - Institut für Physik, Gottingen 
(Recibido el 25- 8 -1949) 

ZUSAMMENFASSUNG: Geschichtlich~r 'Oberblick über' die bisherige Entwick
, l1mg der Theorie der Supraleitung. 

La teoría de la electricidad y del magnetismo es hija del 
siglo XIX. En 1867, tras un desarrollo largo y. difícil, se COiI1-

densó en la teoría del campo de Faraday y Maxwell. Debido 
al descubrimiento de las ondas eléctricas' por Heinrich Hertz 
(1889) '"-y a pesar de una fuerte oposición-esta teoría con
quistó el reconocimiento general aún antes de 1900. Se creyó en
tonces, que un capítulo grande e importante había llegado a su 
conclusión. 

Sin embargo, como acontece muchas veces, experiencias nuevas 
condujeron a una sorpresa. Al lograr condensar el helio (1908), 
Kamerlingh Onnes, en Leiden, había alcanzado temperaturas más 
bajas que 'las obtenidas anteriormente. Siguiendo el cambio de la 
resistencia eléctrica de 10$ metales hasta. estas temperaturas, en
contró con asombro, en 1911, que a 40 K esta resistencia se anula 
eu mercurio (1). Poco después halló el mismo comportamiento en 
otros metales, p. ej. len el plomo y ·el.'estaño. Esta «supracondu,o
tividad» aparece, a una, temperatura car~cterística para cadá sus
tancia, en el llamado punto de discontinuidad. Por supuesto, otros 
metales, comop. ej.~ oro, plata, cobre, no presentan hasta ahora 
el mencionado fenómeno. Sin embargo, existe la posibilidad de 
que sus puntos de discontinuidad se encuentr.en a temperatur.as 
más bajas, todavía no alcanzadas .. En total se conoce, ahora, la 
supra conductividad en 19 metales puros, en muchas aleaciones y 
también en algunas combinaciones químicas. 

En 1914 (2) Kamerlingh Onnes al mantener una corriente len 
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un circuito supra conductor durante hQras y días, mostró que la 
resistencia de un supraconductor no solamente es mucho más 
pequeña que la de un conductor normal (así se llama, para dis-

, tinguirlo, a un conductor ordinario, que ofrece resistencia), sino 
qúe esta resistencia efectivamente no existe. Unicamente la difi
cultad experimental de mantener el circuito durante más tiempo a .~ 

una temperatura tan baja, puso un límite temporal a 'la expe
riencia. En una ocasión, Kamerlingh Onnes indujo una tal co
rriente permanente en su laboratorio en Leiden, voló a Londres 
con el recipiente Dewar que contenía el circuito en un baño de 
helio líquido, y demostró allá Jos efectos magnéticos de la co
rriente ante la Sociedad Real. 

Mucho más tarde, en 1941, Justi y Zickner (3) verificabail1 
otra consecuencia deducida por el que ·escribe de la idea de una 
corriente sin resistencia. En el caso de un coüductor normal las 
conocidas reglas de Kirchhoff determinan los fenómenos de la 
ramifiéación de una corriente; ésta se reparte sobr,e las ramas en 
proporción, a las resistencias r,espectivas .. En el caso de' un supra
conductor los factores ,gue deciden son la autoindu,cción . y la 
inducción mutua. Puede acontecer que en una rama la ljorriente 
tenga sentido opuesto a la de ia corriente principal. Todas ,estas 
conclusiones han si~o plenamente verificadas 'experimentalmente. 

En 1913, Kamerlingh Onnes logró otro descubrimiento fun
damental (4). No solamente el au'l\nentar la temperatura más allá 
del punto de discontinuidad hace desaparecer la supraconductivi
dad, sino taglbién un campo magnético en el cual se introduz,ca 
el supraconductor. Pero, 'es necesario que el campo tenga una 
intensidad mayor que un cierto «valor umbral». El valor umbral 
depende de la sustancia y, para una sustancia dada,. es tanto 
-mayor cuanto menor es la te~peratura. 

En este dominio, Kamerlingh Onnes encontró menos suceso
res de lo que se podía esperar dada la sensación .. que habían provo
cado sus primeros trabajos. No había, ni hay hpy en día, muchos 
institutos de física que posean las máquinas caras y difíciles de 
manejar, neoesarias para llegar a temperaturaS tan bajas. Además, 
la técnica experimental es' tan distinta de la de temperaturas nor
males, que hace falta una rutina extraordinaria para pdder -efec
tuar limpiamente hasta las mediciones más sencillas .. ~l laboratorio 
de Kamerlingh Onnes fué uno de los pocos lugarles donde se si
guió cultivando esta rama de la investigación, aún después ~e su 
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.muerte (1926). Allá, en la tercera década de este siglo, ,;y. J. 
,de Haas, con un grupo de colaboradores, se halló _ con el hecho 
sorprendente de que un campo magnético, orientado perpendicu
larmente al alambre. supraconductor, tiene que tener la mitad qe la 
intensidad que haría falta para anular la supr~conductividad,si 
,el campo estuviese orientado paralelamente al alambre. 

Durante años, una de las grandes incógnitas del fenómeno 
fue el hecho de que la corriente cuya resistencia se trata de medir, 
parecía depender fuertemente de la orientación relativa: campo 
magnético-corriente. 

Recién en 1932 el que escribe pudo dar la interpreta
,ción (5). 

De primera intención, y basado sobre la teoría de Maxwell, • 
:se había copsiderado al supraconductor como un conductor ,con 
conductividad infinita. G. Lippmann, en París, llamó. la atención 
sobre el hecho de que 'entonces el spuraconductor debería ser im
penetrable para un campo magnético, es deCir, que las líneas de 
fuerza' deberían desviarse fuera de él. Pero una modificación tal 

0!\1'1" 
de un campo magnético exterior implica un a~men:to de la inten-
sidad del campo en.la superficie del cuerpo .. En ·el caso de up 
.alambre de sección circular este aumento es .precisamente una du
plicación. El campo que actúa sobre el supraconductor tiene, pues, 
,una intensidad doble de la del campo que se encuentra a ,gran 
distancia del mismo. Como en las 'experirmcias siempre se había 
.medido el campo a gran distancia, se había concluído que el cam
po en la superfiCie del supraconductor - que es el campo que 
.actúa - era. menor _precisamente en un factor dos. Siesta cou
~epción fuese correcta, una 'esfera debía perder su supraconductivi
,dad a distinto valor de la intensidad del campo magnético, a 
:saber, a 2/3 del valor umbral. Un alambre de sección e,Iíptica de
bía necesitar también otra intensidad característica dél campo y, 
,además, esta intensidad debía depender de la orientación del cam
po con respecto a 'la sección elíptica. ,Todas estas conclusiones 
:han sido confirmadas ,por de 1-laas J sus colaboradores en la\gas 

,.series de mediciones durante los años 1934-1937. 
Pero, la concepción de un supra conductor como conductor 

. ,de q:mductividad infinita llevaba necesariamente a otra conclu
'sión más. Si se introduce un metal en un campo magnético a una 
temperatura superior a la del punto de discontinuidad, es decir, 

':mientras aún presenta conductividad normal, el campo no se de-
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forma y sus líneas de fuerza lo atraviesan sin sufrir modificación 
alguna. Enfriando el metal - en el campo magnético,-- hasta la 
supraconductividad, nada debería modificarse. Sin embargo, cuan
do W. Meissner y R. Ochsenfeld, 'en 1933 (6), determinaron los, 
campos en la vecindad de supraconductores, hallaron ,que esta con
clusión no se verificaba. Aún procediendo de la manera dBScrita, 
las líneas, de fuerza son desp'lazadas hacia afuera tan pronto como, 
se establece la supraconductividad. Es indiferente el' camino que 
se elige: si se enfría primero y se introduce después el campo, o
si se aplica prirheroel campo y se enfría después. 

El intel~ior de un su,praconductor suficientement,e grueso está 
siempre libre de campo magnél:ico. Eso se llama el efecto Meissner. 
Fué un punto crucial en la historia de la supraconductividad. 

En este descubrimiento se basa todo el desarrollp ulterior. Pri
mero, los físicos holaI).deses, Rutgers, Casimir y Gorter (7) pudie
ron estableoer la termodinámica de la transición de conductividad' 
normal a supraconductividad. Los dos estados representan fases" 
en el sentido de Gibbs, de una mÍ..'ima substancia, ,entre las cuales 
se puede producir una transición reversible. Aparece aquí un calor' 
.latent.e con el cual están vinculados los calores específicos de las 
dos fases. Pero, aún cuando tales relaciones son conocidas ,en otras, 
transiciones entre fases, en este caso se _ agrega una relación con 
el valor umbral magnético como característica particular. Todas 
estas consecuencias han podido ser verificadas experimentalmente, 
después de 1934 por I,bS físicos de Leiden, entre los cuales se 
distinguió particularmente K,eesom (8). 

Qúedó, sin embargo, el problema básico. Nuestras teorías de 
- la conduct~vidad eléctrica, creadas para conductores normales y 

que han cond1,lcido para éstos a resultados muy satisfactorios" 
¿ cómo 'podían ser extendidas a los supraconductores? La mayoría: 
de los teóricos atayaron este probl.ema desde, el lado atómico. 
Preguntaron cómo se comportan los electrones en un supracon-, 
ductor en comparación con un conductor normal. A pesar de los, 
muchos trabajos que se han escrito, no se ,.puede afirmar que al
guna de estas teorías pertenezca a la parte ~gura de la física. En 
los últimos años, una teoría cuántica de la supraconductividad de 
W. Heisenberg (9) 'es, quizás, ]a que presenta el mayor interés, 
pero tiene que competir con otras, p. ej., con una ,propuesta por 
M. Born (10). 

También la teoría generalmente llamada de London, tiene 

\ 

" , 
. ,:,; 

l' 



;:.¡ 

' ...... 

:, '<' 1:,' 

-113-

históricamente su origen en ideas atomísticas. El planteo caracte
rístico de ,esta. teoría fué hecho, en lo que a la teoría clá
sica de Jos electrones se refiere, por R. Becker. W. 'HeUer. y F. 
Sauter (11), y en lo que a la teoría cuántica s'e refiere, ,por Fritz 
y Heinz London (12). El autor aceptó este planteo (13) sinI:cferirse 
a las ideas atomísticas. Le pareció neoesario, ,como primer paso, 
extender la teoría puramente fenomenológica de Maxwell a los 
supraconductores. Una vez logrado eso, la teoría atómica deberá 
<lar el segundo paso. 

Esta teoría puede 'ser expuesta de la siguiente manera: La 
supraconductividad plantea, desd'él el principio, un düema: por 
un lado la mencionada des!l:parición de la resistencia eléctrica, por 
el otro la imposibilidad de distinguir ópticamente los 'estados supra
conductor y normal del mismo metal. Las,propiedades ópticas de 
un conductor normal dependen esencialmente de su conductividad 
finita. "Luego esta conductividad dehe conser,var cierta· importan
cia también para el suprl¿l.conductor. 

La teoría de London interpreta estos dos hechos, aparente ... 
mente contradictorios, suponiendo que existen dos mecanismos de 
conducción completamente distintos: un mecaniSmo ,que ~a lugar 
a la supraconductividad y otro mecanismo ordinario que obedece a 
la ley de Ohm. El primero de ellos no tiene nada qu,e ver con la: 
conductividad común. Ahora bien, las ecuaciones fundamentales de 
la teoría muestran que en el caso estacionario el primer mecanismo 
excluye al segundo, al poner literalmente en cortocircuito la co
rriente óhmica, de manera que su conductividad .ya no influya. 
Sin embargo, en -el caso de vibraciones rápidas, la corriente óhmica 
domina tanto más cuanto mayor es la frecuencia. Para frecuencias 
ópticas el mecanismo de la supraconductividad deja prácticamente 
de influir. Pero ya en el dominio de las oscilaciones hertzianas, 
Mc. Lennan y, colaboradores habían comprobado -en 1932, la 
existencia de una resistencia -en supr~conductores (14). En 1941, 
Heinz London repitió e~tas experiencias (15). De las ecuaciones' 
así obtenidas fluye entonces, como consecuencia matemática ine
vitable: 10) el efecto Meissner; 20) todo lo que sabemos desde' 
Kamerlingh Onnes sobre corrientru permanentes.' 

Pero en esta repl1esentación, el efecto Meissner no aparece 
como una supresión total del campo magnético. sino como ,una 
limitación del campo a una c~pa delgada bajo la superficie del 
~upraconductor. En general ,esta capa tendrá un lespesor del orden' 
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de 10-5 a '10-6 cm. Para la m~yoda de las mediciones, eso es. 
prácticamente 'e,quivalente a una ,supresión .,total, pero, existan 
también casos en los cuales al.go ele la profundidad de penetración 
se hace notar indirectamente. Son las supracorrientes en estas, 
capas, las que protegen las partes inberiores del campo magnético. 

Existe otro dilema más, que ya Kamerlingh Onnes trató de 
resolver en 1924 por una experiencia que no tuvo éxito comple
to (16). El hecho de que exista la corriente permanente, indica 
que entre el mecanismo de la supraconductividad y la materia 
- propiamente dicho - en su interior, no actúan fuerzas. Sin em
bargo, cada corriente eléctrica está acompañada, según Maxwell,. 
por un campo magnético y, en el caso de la supraconductividad, 
la ,vinculación entre corriente y campo es todavía más 'estrecha. 
Por lo tanto deben actuar fuerzas, del campo sobre el mecanismo 
de la corriente, fuerzas que tienden a desplazar las líneas de co
rriente. Pero la misma teoría habla también ele líneas de corriente 
no desplazables, estacionarias. 

La idea gue salva esta dificultad es la de las tensiones que 
acompañan cada supracorriente, idea ya introducida por London. 
Esa parte de la teoría es el punto angular del cual depende tod~. 
Para explicar su' significado, consideraremos primero una cues-
tión trivial. . 

¿Porqué no cae al suelo, siguiendo la gravedad, un cuerpo 
suspendido en el campo gravilacional de la tierra? La contesta
ción, bien conocida, es: En su interior existen tensiones elásticas 
que en caaa punto compensan exactamente la gravitación. Es 
verdad que las tensiones no pueden anularla. Pero la trasladan 
del interior ,a'la suspensIón. El gancho, al cual está fijado el cuer
po, tiene' que resistir la acción total de la gravedad. 

En el caso de la supraconduqtividad, las fuerzas del campo 
magnético que actúan sobre los portadores de la corriente corres
ponden a la gravedad, mientras que las tensiones de London co
rresponden a las tensiones ,elásticas. Naturalmente" es necesario 

'comprobar que existen tensiones apropiadas. Eso ya lo co~probó 
Fritz Lorídon en 1937 (17). Pero, ¿cuál es el análogo al gancho 
en nuestro ,ejemplo? Es, sin duda, la superficie del supraconductor. 
En ella se transmite la acción del campo magnético a la materia, 
acción que se ,ejeroe primariamente sobre los portadores de la co
rriente. En el caso estacionario, todo el sistema de la su.,praco-
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rriente está suspendido de la superficie. de la misma manera en 
que una lámpara está suspendida de su gancho. 

A mi modo de ver, es un éxito particular de-esta teoría el 
llegar, necesariamente, de las tensiones de London a la existencia 
de un valor umbral magnético. Esta conclusión permite entonoes 
derivar de la manera habitual la termodinámica completa de la 
transición de fase, mientras qm Rutgers, Casimir y Gorter tu
vieron que admitir este hecho como d~to experimental. Eso ha 
sido demostrado por el autor en 1938 (18). 

La presente teoría fenomenológica ha' ido .sufriendo varias 
modificaciones durante los años. Al principio tenía una forma gue 
consideraba los supraconductores como cuerpos isótropos. En rea
lidad se trata de cuerpos cristalinos,.y si su' sisLama cristalino 
no es el cúbico, tenemos que tomar en auenta las distintas direa
ciones en ellos. Este paso ha sido dado POl' ,el autor en 1948 (19). 
Ultimamente (20) logró también incluir la ,idea de ún¡¡ dansidad 
máxima, insuperable, de la corriente, idea tomada de la teoría ató
mica de Heisenberg~ sin sacrificar con ello ninguno de 103 resul
tados esenciales de la forma anberior de la teoría. Es cierto que la 
teoría ,pierde con eso una característica gue t:eníl!- en común con 
la teoría de Maxwell, es decir, la linealidad de sus ecuaciones y 
de sus ecuaciones diferenciales. Ahora ya no podemos formar por 
superposición de dos soluciones posibles' una tercera. Esto repre
senLa una dificultad seria para el desarrollo matemático de la 
teoría. 

Con eso parece que el desarrollo de la teoría ha llegado a un 
cierto fin. Se adelantó mucho a las experiencias y ahora se pre
senta para los experimentadorru la tarea de verificar las distintas 
oonclusiones teóricas en el mayor número posible de sustancias y 
en tantas yondiciones diferentes como se ,pueda. Pa~a tener condi
ciones bien determinadas tendrán gue trabajar no con el mawrial 
policristalino habitual, sino con microcristales. Pero, la matemá
tica tendrá que establecer, el puenta entre la teoría y la expe
riencia, calculando casos particulares gue son ~ropiados 'para Ía 
verificación experimental. Solamente cuando esto haya sido he
cho en un número suficiente de casos podremos considerar nues
tras ideas de la supracünductividad como' aseguradas. 

Por fin tenemos que mencionar todavía un fenómeno que se 
presenta regularmente cuando se destruye la supraconductividad 
por un campo magnético, y que ha causado gran confusión en 
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la interpretación de las experiencias. Al principio se creía que la 
oopductividad normal se establece primero 'en mía c~a superfi~ 
cia! que rodea al resto supraconductor. Solamente con un au
mento ulterior del campo, este resto debía reducirse,y, finalmente, 
desapareoer. Pero no es así. La condición termodinámica de equi
librio no es compatible oon la coexistencia de supraconducción y 
oonducción normal en cuanto aquel resto forma un todo macizo. 
La situación cambia si dominios supra conductores delgados se 
encuentr,an oolocados dentro de un ambiente en fase normal. 
Estos dominios tienen que ser ta~ delgados que ya no se pueda 
(formar en 'Ollos una capa protectora que separe el interior supra
conductor. En realidad, durante la descomposición de la s~pra
conductividad ~parece un «;estado intermedio», una mezcla me
cánica de dominios normales y supraconductor.es. No siempre el 
estado intermedio puede ser identificado por mediciones de la 
resistencia, y distinguido del estado s~praconductor. Porque si 
las partes sup!aconductoras siguen conectadas unas con otras for
man un puente entre los extremos del circuito que se haoe car.go 
de la oonductividad, y apareoe como estado supraconductor. ne 
aquí fluyen a menudo interpretaciones equívocas de los resultados 
de las mediciones. De Haas y sus colaboradores ya aclaráron este 
punto en las me~cionadas investigaciones de 1934 a 1937, y en 
1947, los físicos rusos Meshlovsky y Shalmikov (21) confirmaron 
y precisaron estas observaciones. Existe un método mejor para 
identificar el estado. intermedio: el campo magnético. Tan pronto 
oomo se puede observar un tal campo en el cuer[.lo (naturalmente 
en pequeiios agujeros en su interior), la supraoonductividad se 
ha descompuesto y se:; ha formado el estado intermedio. 

Gottingen, Max Planck-Institut für Physik. 
Julio 1949. 

(Traducido por G •. BEOK y D. CANALS FRAU). 
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PROPAGACION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS 
EN LA GUIA AXIAL EXCENTRICA 

por JOSÉ A. BALSEIRO 

Instituto de Física - La Plata 

(Recibido el 7-11-1949) 

SUMMARY. - The formal solution for electromagnetic waves propagating 
between two eccentrical cylindel's of infinite, conductivity is given interms of 
the pl'opagation modes of the coaxial guide. A fil'st appl'oximation for the 
case of small eecentricities is discussed, ando the propagation factor is obtained 
in terms of the eccentricity. . 

1. - Introducción. - Trataremos las soluciones de las ecua
ciones de Maxwell correspondientes a la propagación de ondas 
entre dos cilindros de conductividad infinita y no concéntricgs, ·en 
el caso que el cilindro inberior contiene el centro del exterior (1). 

La solución en el ca.so general' puede ser .expresada co
mo una superposiciqn de los modos corre~pondientes a la guía 
coaxial, pudiendo ser satisfechas las condicjones de . contorno me
diante una superposici~n de modos ,eléctricos (E) o magnéticos 
(H) indistintamente. El campo en este tipo de guía es, pues, 
transversal sea respecto del vector magnético, sea r.especto del 
vector eléctrico. Existe, también ,en este caso la solución funda
mental para la cual Ez = Ere> -:- 0, que coincide con la correspon
diente a la guía Coaxial. 

En el caso de excentricidades .grandes el. cálculo del factor 
de propagación requier.e la determinación de las raíces de una 
ecuación trascendente de infinitos términos. Sin embargo, tratán
dose de pequeñas excentricidades correspondientes I a errores acci-

(") El Prof. KURT ll'RANZ nos ha comunicado que ha . tratado este mism() 
problema resolviendo en forma aproximada la ecuaci6n de ondas expresada en 
coordenardas bipolares con el método variacional de Ritz. 
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dentales o de construcción de las guías coaxiales se puede hallar 
la solución en primera aproximación, pudiéndose aplicar el mis
mo método' para la determinación de aproximaciones superiores. 

Los modos de propagación en una guía coaxial están dados' 
por las solq.ciones particulares de las ecuaCIOnes de Maxwell en 
coordenadas cilíndricas z, p, cp: 

Ondas eléctricas (E): 

Hz=O 

Ep =- ih aZ'n (ap) eincp . F H =~~.E 
p. h ([) 

k 
Hr;¡ = ¡;Eo E =- ih ~Z (ap) einCP. F ([) p n 

significando Z' n (ap) la derivada 
mento (ap). 

de Zn( ap) respectó del argu:" 

Ondas magnéticas (M): 

Hz = a2 Zn (ap )eincp . F 

H p = - ih a Z' n ( ap) einCP . F 

H C() = - ih Z n ( ap ) einCP . F 

Siendo: 
\ 

la función cilíndrica Z n ( ap ) = A JIt ( ap ) + B N n ( ap ) 

F = ei(.Jcct-hz) 

h. factor de· propagación. 

Las 'condiciones de contorno se expr·esan, para las ondas (E) 
Zn (aR1) = Zn (aR2) = O Y Z' n (aRl) = Z'n (aR2) = O para las on

- das (H). El factor de propagación queda determinado por estas 
condiciones' mediante las raíces de la ecuación: 

para (E) . Jn(aRl)Nn(aR2)-Jn(aR2)Nn(aRl)=O (1.1) 

para (H) J' n (aRl) N' n (aR2) - J' n (aR2) N' n ( aR1) = O. (1. 2) 
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2. - Solución general. - Sea Rl el' radio del cilindro con 
centro en O y R2 al corresporidiente al centro O'. Además, sea 
a= 00', z, p, cp las coordenadas' cilíndricas de un sistema con 
centro en O y z, :0, X ,las coordenadas cilíndricas de un sistema con 
centro en O'. 

Consideraremos las soluciones (E) correspondientes a nuestro 
problema. 

Podemos expresar ,la componente Ez referida al centro O en 
la forma: 

;:r. 

Ez = Z; a2 Zn' Cap) e;ncp . P, (2.1) 
1l=-OO 

con 

y, también, referida al O': 
co 

Ez = Z; a2 Zm (na) eimx o P, (2.2) 
m-O 

con 

Debe cumplirse, en virtud de la uniformidad de las funcio
nes de campo que ,en 'cualquier punto del' recinto comprendido 

entre los dos cilindros Ez = Ezo Además, las soluciones cilíndricas 
de las ecuaciones de MaxwJell son derivables de un potencial de 
Hertz que resulta ser proporcional a Ezo De aquí que la igualdad 
de Ez: implique la uniformidad de la solución.' " 
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. Mediante el teorema de adición de las funciones cilíndricas . 
podemos referir la (2.2) a la (2.1) Y de allí obtener la rcla<;ién 

entre los coeficientes 4, B Y A, B que determinan ia uniformidad 
de la solución. Por otra parte, en (2. 1), dada la simetría res
pecto de cp las condiciones de contorno Ez(Rl) ..:-Ec¡>(R1) =0 que
dan dadas por 

Zn {aR1) = O para cualquier n (2.3) 

y análogamente, en (2.2) por la simetría respecto de X las condi
ciones de contorno exigen que :,. 

Zm.( aR~) = O para cualquier m" 

Mediante el teorema de adición:; 

_ 00 _ _ . 

(2.4) 

Zm( acs) = e-imt!>tp ~ [AmJ m+u( ap) -1- Bm'N m+u( ap)] J 11-( aa) eilL«r 
p.--oo 

obtenemos: 

00 00 00 ' 

~Zn( ap) eincp = ~ 2:: [Am JII (ap) + BmN,: (ap)] J n-m (aa) ein'l'. 
71=-00 n---oo '111,--00 

. Luego: 

Bn = 2:: BI11 Jn- m (na). (2.5) 
'" 

De las condiciooes (2.3), (2.4) Y de las relaciones (2.5) se 
obtiene el sistema lineal homogéneo: 

(2.6) 

el cual admite una solución distinta de la trivial cuando .el deter
minante del sistema es nulo: 

(2.7} 

Esta ecuación trascendente 'define los valores ,posibles de a. 

":;¡ 
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. y es la correspondienÚ~ a (1.'\1), a la cual se reduce coandp 
. a = O, pues Jn-m(O) = ~n.m' 

• : •. \' , ., I ,'\ ~ ".; 

En forma análoga para las ondas (H) se llega a: 

(2.8). 

3. - Primera aproximacwn. - Si llamamos a,0 a una de las 
infinitas raíces de (1. 1) las raíces de (2.6) pueden expresarse 
como una función p~r de a. Se tendrá, puesto que a, = a,0 para 
a=O: I 

0,= 0,0 + 002 + da4 • ' •• 

Cuando a es suficientemente pequeño tal que ü 4-<: a2, ten"'; 
dremos en primera aproximación 

a=aO+ca2• (3.1) 

En las ecuacIOnes (2.6) sólo serán significativos los tér
minos factores de: 

. aa 
J 1 ( aa) = ....:..... J -1 ( aa) = "2 = ~ 

EsLo es, en esta aproximación podemos satisfaoer las condi
ciones de .contorno con el desarrollo (2. 1) reducido a tres tér
minos. Si excitamos un modo de orden n aparecen superpuesto 
a éste los modos de orden n -1 y n + 1. En tal caso el determi
nante (2.6) .se reduoe a un determinante de tercer orden. Si lla~ 
mamos: 

an.m =Jn(aR1) Nm(aR2) -Jm(aR2) Nn(aR1) 

para un modo de orden n (2.6) se convierte: 

an- 1.n- 1 an.n an±l. ntl:1 + ~2 [an.n- 1 an- Ln an+1.n±1 + 
+ an- 1.n- 1 an.n:H anfl.n - 3 an-l.n- 1 ~In an±l.nfl] = O. (32) 

Por otra parte, la (3.1) puede expresarse: 

a,a aOa 
donde 'c:=(i~-. 

" 4 -- 2 (3.3) 

Desarrollando en serie las funciones cilíndricas involucradas 
en (3 .. 2) en la forma: 

, "', , : : '~'" ' 'l. ',': ' 
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Jn( o,R) =Jn( o,OR) + R C2'1;2 J'n( aOR) --:-.. 

'1;2 '.' 
= Jn(o,OR) + RC2 2"" [Jn_l(o,O~) -Jntl(o,OR)] 

obtenemos, si llamamos aO
n.m al valor de an.m calculada con el va.., 

101' conocido 0,0 en vez de a: aO
n.n = O . . 

I 

Un'n-l all-1.n un±l.ntl = aOn.Il-:-1 uO,I:-l.n a°n±l.n+l 

un- 1.Il-l an.Il;!-1 an:!-l.n =aon-l.n-l aOn.n+l aOIl±l.n· 
I 

Con esto la (3.2) permite calcular.' C2, resultando: 

El sistema de seis lecuaciones lineales homogéneas a que que
dan reducidas las (2.5); Y (2.6) en esta aproximación permiten 
calcular los coeficientes An-l' An-tii' Bn_l' Bn~ B11.¡f.l 'Ien funció~ 
de An: 

IV n-l ( o,Rl ) an.n-l 
--=.:--=-'----=- X 

IV n( o,Rl ) Un-1oI1-1 

IV ll..¡Ji (o,R1) x an.11+! 

Nn(o,Rl) .an+l.U;l-i 

;.' ,. 
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Análogamente se' determina en. esta aproximación la solución 
correspondiente a las ondas (H) con el significado de , 

an.m=J'n(o,R1) N'm(o,R2) -J'm(o,R2) N'n(o,R1) 

y 0,0 una de las raíces de aO
n.n = o. 

4. '- Segunda aproximación. - Para una segunda aproxi
mación: 

. a, = 0,0 + C2 ~2 + c4, \;4 

supuesto que ~6<~4. 
En tal caso 

con lo cual (2.7), queda reducido a un determinante de quinto 
orden expresable 'en la forma: 

donde Cn y Dn son sumas de productos de an-2.n-2' 'an.n""-2 ... etc. 
En esta aproximación: 

J:(o,R)=[l~ ~ (RC~~)2]Jn(o,oR)+ 

+ ~ R(C2~2+C4~4)[Jn_l(o,oR)-Jn+l(o,oR)] 

+ ~ (RC2~2)2[Jn~2(o,oR)+Jn+2(o,oR)] 

donde 0,0 'es siempr.e una raíz de aO nn = o. Los factores an.m son 
expresables 

an.m=aOn.m + '1;2 ~n.m + ~4Yri.m + C4 ~4bn.m, 

que con la (4.1) permite calcular C4 en términos de C2 , R1, R2 

Y aOn.m· 
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UN RESUMEN SOBRE LOS NUCLEOS ATOMICOS 
PESADOS 

por w. SEELMANN-EGGEBERT 

Instituto de Química, Universidad Nacional de Tucumán 

(Recibido el 9-11-1949) 

ZUSAMMENFASSUNG: Stellung der schweren Atomkerne im ZNA-Diagramm 
unil im periodischen System, genetischer Zusammenhang, radioaktive Daten und 
Zerfallsarten. 

Después del descubrimiento de la radia,ctividad del uranio 
y del torio, fueron estudiados loa núcleos que descienden gené
ticamente de ellos y que pertenecen a las tres familias radiac
tivas naturales. Hace algunos años parecía que se hubiere ago
tado la investigación relacionada con los núcleos pesados (1). Pero, 
cuando fué descubierta, la posibilidad de transformar también 
artificialmente los núcleos pesados, empezó una nueva época de 
descubrimientos e investigaciones. El interés aumentó extraordi
nariamente cuando, en sus trabajos sobre la formación de transu
ranianos. Hahn y Strassmann descubrieron la fisión nuclear; y 
muy especialmente cuando se reconoció la trascendencia de este 
descubrimiento y con ello la importancia de los núcleos pesados. 

Con la utilización de métodos de investigación considerable
mente mejorados. pudieron ser sintetizados y analizados durante 
los últimos años' tantos núcleos pesados nuevo~ que me parece 
útil dar un resumen acerca ele ellos. 

Como bien se sabe, todos los núcleos pesados con numero 
de masa mayor que el del estable Bi 209, son radiactivos y, 
por lo tanto, es poco probable que existan núcleos estables de 

(') J. WÜRSCHMIDT, Universidad Nacional de Tucúinán Publ. 376, Dept.' 
]!'ísica 21. 
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masa mayor. Todos estos núcleos deben pertenecer, según las 
leyes de la desintegración radiactiva, a una familia cuyos miem
bros posean una relación ge!lética radiactiva entre sí. 

No ocurren transformaciones por desintegración radiactiva 
de un núcleo de una familia determinada en un núcleo de otra 
familia. ,El distintivo más característico de cada una de las cuatro, 
familias radiactivas es su fórmula de masa,a la cual deben co
rresponder todos sus miembros. Por lo tanto basta el conocimiento 
del número de masa de un núcleo para saber 1:1. qué familia 
pertenece. Las fórmulas de masa para las familias, son las si
guientes: 4h, con n > 52, para la serie del torio; 4n + 2, con 
n > 51, para la serie del uranio-radio; 4n+3, con n > 51, para 
la serie del actinio y 4n + 1, con n:?: 52, para la serie del ll~p
tunio, elemento que ya se extinguió en la naturaleza. El nombr,e 
del neptunio deriva de su isótopo con vida media más larga, el 
Np 237. Ningún otro miembro de la familia del neptunio tiene 
vida media suficientemente larga como para que sea ,posible enc?n
trarlo en la naturaleza. 

También la formación continua del 'Np ,237, a par,tir del 
U 238 ,por el proceso 

, 66 d largo' 
228 V( 2) - 237 U" 237 Nn, ) 
9'-1 n, n ,- 9'-1 )o 93 L' 
~ ',~ [3-, ct.: 

(*) 

por neutrones emitidos por fisión espontánea o formados por 
rayos cósmicos, es tan lenta que ni el Np 237 mismo ni ninguna 
de sus sustancias hijas han, sido ,encontrados en la ,naturaleza. 
Todos los miembros de esta familia prácticamente sólo pueden ser 
formados en forma sintética a partir de otros, núcleos, ya sea 
directamente o a través de sus sustancias madres. 

Ya en 1935, O. Hahn, L. Meitner y F. Strassmann descubrie
ron por medio del bombardeo de torio con neutrones térmicos, los 
primeros isótopos de la familia del neptunio: 'el Th 233 Y el 
Pa 233 (2). La mayoría de los miembros de esta familia sintética 
fué hallada y aislada a partir del N;p 237 - formado con ~yuda 

(*) Se utiliza la nomenclatura según resolución de la Unión Internal de 
Química, Leiden, 1940'-

(") O. HAHN y L. MEITNER, Natur. 23, 320, 1935; L. MAITNER, O. HAHN 

y F. STRABSMAN.N, Z. Physik. 109, 538, 1938. 
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de los neutrones de una ,pila atómica - en el «Argonne Natio
nal Laboratory», C~icago, EE. UU. y en la' Atomic Energy Di
vision, Chalk River, Ontario, Canadá, en forma independiente y 
simultánea (S), donde también fueron medidos sus datos lltlclea-
res y aclarados sus relaciones genéticas. . 

Los isótopos del uranio, 238 y 235, Y también del torio na
tural 232, son prácticamente los únicos tipos nucleares que exis
ten todaví~en la naturaleza en cantidades mayores, ya que su 
vida media es relativamente larga en relación con 'la edad de la 
tierra. Por 'eso forman, casi exclusivamente, las sustancias de 
partida para-los otros núcleos pesados. 

La mayor parte de estos núcleos pesados son formados como 
sustancias hij as por desintegración radiactiva de' los tipos nuclea
res ya mencionados yl del Np 237, que ii su vez sólo . puede per 
formado artificialmente .por un proceso (n, 2n) del. U 238 Y 
subsiguiente desintegración ~ del U 237. 

Todos los núcleos que no' son directamente sustancias hijas 
de estos cuatro núcleos, pueden ser formados sólo por procesos 
nucleares artificiales si se utilizan como núcleos de partida las 
sustancias madres o los miembros de las familias naturales. 

Por eso, como tipos nucleares de partida ~para tales prooe
sos artificiales se dispone solamente de los núcleos U 235, U 238 
Y Th 232 Y en algunos casos además los isótopos estables del 
talio, plQmo y bismuto. También, en pequeñas cantidades, los 
isótopos Ra226 (radio), Ra228 (MsThI), Ac227 (actinio), Th 
228 (Rtdh), Th 230 (ionio) y Pa 231 (protactinio), porque sus 
períodos son tan largos que se forman en cantidades pondarables 
durante la desintegración gradual del uranio y torio y éstos pueden 
ser aislados de minerales de uranio-torio. I 

Mientras tanto, del Th 232 o, U 238, respectivamente, fueron 
producidos en forma artificial por los neutrones de las pilas ató
micas, cantidades ponderables de Pu239, Np 237 Y U 233; por 
medio de rayos a. o deuterones de los ciclotrones o sincrotrones 
fueron formados además muy pequeñas cantidades de Am 241, 
242 Y Cm 242. 

El Ph 239 se forma continuamente en minerales de uramo 
por el proceso siguiente: 

• 

(3) Phys. Rev., 713, 252 Y 253, 1947. 
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288 U( ) 289 U 23m 289 N 2,3 d 289 P 2,4. lO4.a 
, 92 n, y = 92 ~ 98 1 P. ~4 9,1, u _a + 

y teóricamente también U 233 en minerales de uranio-torio por 
este proceso: 

debido a l?s neutrones esporádicos de los minerales de uranio. 
Estos neutrones son formados principalmente por la fisión 'es
pontánea del U 235. Pero las cantidades de estos isótopos for
mados en la naturaleza son tan pequeñas que, por ,ejemplo, el 
Pu 239 sólo pudo ser hallado en fuentes naturales después de su 
descubrimiento artificial, mientras la existencia del U 233 hasta 
ahora ll~ ha sido confirmada en la naturaleza. Además, su sepa
ración sería muy dificultosa a causa de las grandes cantidades ele 
otros isótopos naturales del uranio, como U 238, 235 Y 234. 

Como sólo se disponía de estas, relativamente pocas, clases 
de . núcleos como sustancias de partida para procesos nucleares, 
no se ha logrado formar todos los núcleos cuyo descubrimiento 
y aislación sería posible por tener una vida media suficientemente 
larga. Sin embargo, con los medios actuales debería ser posible 

I formar más núcleos, incluso de los tipos situados cerca de las 
márgenes del valle de ,energía del sistema de los núcleos (Ver 
más adelante) .. 

Es difícil la elaboración sintética de nueV03 tipos de núcleos 
de partida de los cualés se podrían formar núcleos más pesados 
aún, es decir, isótopos de elementos con mayor número de pro
tones que el del curio 96, porque e1lt()s núcleos pueden ser produ
cidos solamente por rayos alfa o deuterones, es decir, no pueden 
ser producidos en pilas atómicas. A pesar de las grandes intensi~ 
dades de las fuentes actuales, el rendimiento es siempre relativa
mente pequeño, a causa de la pequeña sección lefica~ para esta 
clase de procesos nucleares. 

Además, en algunos casos la vida media de 108 isótopos res
pectivos es muy breve, por lo que es difícil formarlos bastante 
rápidamente en cantidades ponderables: un aumento lentp 'en es
tos casos es imposible, porque los ya formados se desintegran de
masiado rápido debido a sus cortos ·períodos. 
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El uso de sustancias con., una vida: mledia relatiMament~ 
breve en cantidades ponderables, produce nuevas dificultades. 
Su actividad grande, el calentamiento propio y la -necesidad de 
protección contra las radiaciones, dificultan el trabajo con ellas. 

La separación de los elementos con un número de protones 
mayor que 94, es químicamente difícil, porque las actínidas más 

. pesadas conocidas se parecen mucho entre sí, como ocurre con 
las lantánidas. 

S·i se quieren 'formar núcleos más pesados aún, es decir, nú
cleos con un número de protones mayor que .el americio y el 
curio, se tendrá que hacer una separación química de los núcleos 
·de partida para verificación segura. A causa de las difíc,iles reac
ciones químicas, que exigen mucho tiempo, ,esta separación sólo 
so l~grará si la vida media de los núcleos, hipotético~ es relativa
mente larga. 

Pero en general, parece como si. los pe,ríodos· de1bs núcleos 
extremadamente pesados disminuyeran cada ·vez más. 

Además de su desintegración normal por 'emisión de .rayos 
.alfa, electrones o captura K, los núcleos pesados muestran fisión 
natural espontánea. Esta clase de fisión nucledr no se debe con
fundir con la fisión artificial por bombardeo con neutrones rá
pidos, ni la con neutrones tér.micos que muestran además los 
núcleos con masas impares. 

Para algunos tipos nucleares fué medido y determinado el 
período de· fisión espontánea. Por 'ejemplo, l~ vida inedia del 
U 235 con' respecto a esta clase. de desintegración resultó de 
·cerca de 1013 años. 

El conocitniento de la vida media para la fisión espontánea 
·de los transuranian03 tendría un interés especial. Según las ideas 
de Bohr y Wheeler (4) se puede calcular, utilizando 'su fórmula, 
'queun aumento del' número de protones en una unidad acorta
ría la vida media en un factor 104, mientras que un aumento de 
la masa en una unidad aumentaría la vida media de la fisión , 
'espontánea en un factor diez (5). 

Si la vida media del U 235 fuese de 1013 años, lo que es muy 
probable por las mediciones efectuadas,sería la del Am 242 
,aproximadamente de 108 años, ·la del Cm 238 de uno hasta tres 

(') N. BOBR y J. A. WBEELER, Phys. Rev., 56, 426, 1939. 
{O) S. FLÜGGE, Fíat Review of German Seíenee, Vol. 13, 218. 

/ 

... 

> ',-;-; ,. 

. ~ : , 

..>.' 

," 

" 

" 

1 ,. 

j. 



/.' 

;": 

-130-

años y la vida media para desintegraciól~por fisión espontánea 
.. del Cm 242 aproximadamente de 104 años (6). . 

Por cierto, el límite que la naturaleza pone a la formacióll: 
y verificaciqn ele núcleos cada vez más pesados no ha sido al
canzado todavía. 

Con la aplicación de grand"es recursos se podda probable
mente,en un futuro próximo, formar y analizar otros isótopos. 
de elementos pesados ya conocidos 'y también de nuevos. 

El primer diagrama permite una apreciación de todos los 
núcleos pesados hasta ahora conocidos en el sistema ZNA de los 
núcleos atómicos. Se 'puede ver fácilmente que .la mayoría de 
los núcleos posibles son ya conocidos, pero se puede ver también 
cuáles son los núcleos aún desconocidos que tiene posibilidad teó
rica de existir y que pueden ser formados probahlemente por' 
procesos artificiales. Además, se puede ver qué núcleos pueden 
entrar 'en consideración como núcleos departida j)ara tales /]>1'0-

cesos de formación. Por ~jemplo,clebería ser posible formar ,el 
núcleo Ac 226, aún desconocido, por un proceso (p, n) a partir
del Ra 226. No se puede prever naturalmente si el Ac 226 tendría 
una vida media bastante larga como pará que pueda ser obser
vddo y/o' aislaBo por separación química. 

Los cuatro diagr~mas siguientes muestran, en particular, las. 
familias radiactivas en el sistema periódico. de los elementos. Las 
abreviaturas son las mismas que en el primer diagrama. 

Los datos nucleares más precisos, los tipos de formación de' 
los núcleos pesados y una lista muy completa de la literatura ori
ginal hasta fines de 1948~ han sido publicados en el « Isotopell-
bericht» (7). '. 

La mayoría dé los datos utilizados se han tomado de esta 
publicación, excepto algunos que han sido publicados más t.arde. 
En este resumen fué considerada la literatura original hasta se-
tiembre de 1949. . 

(0) G. T. SEABORG, Ohem. and Eng. News, Feb. 10, 1947. 
(7) J. MATTAUOR y A. FLAMMERSl"ELD, Isotopenbericht, Verlag der Zeit

schrift für Naturforschungen, Tübingen 1949, Alemania. 
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143 
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141 

140 
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138 

137 

136 

135 

PRIMER DIAGRAMA 

Actinio 

" Uranio-fJadio 

El sistema ZN L1 de los núcleos pesados con sus períodos y tipos de des
integrución, 

Doncle: L1 = númcro de masa; N = número de neutrones; Z;= número de 
protones; a = mios; el = días; h = horas; 111- = minutos; 8 = segundos; 
'IIl8 = 10-' segundos; ,1I'8 = 10-" segunclos; m.breve = período muy breve; bre; 
ve = lJeríodo breve: largo = períoelo largo; '1 significa' que el isótopo o tipo 
ele eles integración no es seguro; [,] significa que el número de masa, todavía 
no es scguro; est significa un núcleo esta,blc; a = elesintegración por rayos 
alfa,; ~ = desintegración por electrones; K '--= captura K; T = núcleo isómero 
y elesintegración isómera por rayos ga,ma. 
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SEGUNDO DIAGRAMA 

, Grupo principal t¡rupo ,.cundario 
ID JJ1 V Yl Wl O 1 D III N V Z' YIl Vlll 
~Tl 8ZPb 'B3Bi ~Po ~At ~ ",Fr ~Q ~c ~Th 91~ 9Z U 93Np lijJtI~96CI1l 

Transuran~_ 
Acfiniclas ' 

" 

Fu,J Am Cm , 
d;/ 6'01a -'Ud 30d 

z .... Np~ Pu Y 
\ 

.. 
20h 27a 

lb p~ ~.!! ' V Fu 
d;:-/ ~,:9f<fa li33d lOa ." 'Z2m 

'W!Jj tf1T1l7, lbtIh fPa /(U ./ 

6,7a W$!:i- ,'ffX)a 22h· ~7m 

~~ f{;! ~T1i~ ~ ___ !P' ~ d ~,. 

Tn/ Fr",'rRa, ~ 
~ 54,5.,s-1'-305' b,.~. I 

~1 _At...-~m~ 
d, 1mj/ Iii~ 

TM-" rrttg .'lJJC- ~At 
10iF. Pt,Of1J; q30,4I~ aZ5s 

~~ J,1m Wff!'" "L 
~(~ 
largo'lJ.",3 Q 

.-V' 
I 

SERIE DEL TORIO 

Posici6n 'de los is6topos con número de masa 4n, con n'::: 52:::: 60 en el 
sistema peri6dico de los elementos. Los is6topos que poseen nombre propio 
están subrayados. 
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TERCER DIAGRAMA. 

Grupo principal Grupo secundario 
m IY v 'Zl r¡¡¡ o 1 [] m lfI v l?l l?ll W 
~TL afb J3i ~lo bAt Fm rr J?o bAc ~lh Po 9ZU 9JNp ~lu~A~lm W" Ifr 191' 

Transuran. 
Aclintdo.l 

Pt¡.jJ: A~~ Cm 
Y~1?q.....~OOa 55d 

~iNPvl u=u 
6,63 ~j;;o 1,0d 

T~-Il ~r::~ 
~U 

23,Om ~j.'0~ 
I 

T~ ~~ U 
dy 17-10 1h 

~~ 
l}íc...-í1h ... ~ 

14 '10.0"- 7:5m 

Fr--7?o"" ~ 
5fY 4,8!P1f1m'e 

At" Em" ~) 
.J!Y 21ms ~b,... 

Bi'; l°-' 
~. r' 

y-/ 47m 2)(5 --r-- -
T~; Pb,;!. fP'B i ?~ ,At 
2,2m 1,Ji;' I~st-. 14,517] 

I 2"'-19"" , 

, 

SERIE DEL NEPTUNIO 

Posición de los isótopos con número de masa 411. + 1, con n.=:: 52.:5. 60 en el 
sistema periódico de los elementos. 
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aUARTO DIAGRAMA 

GrulJO principal . Grupo I«undario 
m lJl v ~ r¡¡¡ o 1 n m N v 'lI r¡¡¡ r¡¡¡¡ 
~, IJl.Pb blJi ~Po ~At Jin w!r 8$Ko ~Ac ~Th ~Po fJZU ~JNfJ ~AJ~An~~~lm 

Transuran. 
Aclinidtts 

y Am* Cm 
'W)8~ 150d 

. 1 J/.l Nf:i !;'J:1 ~~) lY 5Ho'b I ¡.o- SOa 

~ ~f~ UJ!:l "1vp. /( Fu' 
131-101. ",¡;¡ 8,5h 

• JQ):' ~-I)= U ..... ~ 
Y 8,:t10~ f7d Z~8d 

y 
ffg~ Th, Pa 
fS90a d.Y [)~9m 1,5m 

~ 
11!! Ro'" Ac, yY 

J,825d .J!Y 38,05 bffW 

y !i!i411 A~J Em~ Ir ..... !9' 

3,0~ ~rtV -=t917J5 ÜIWV. 

;R~ R~ ~ fJ1t ..... 
26, I1l1í'i ~~5 ~., 

tmei 'Ro/} ~E¡¡ "8gf, 
1t.5d 

Af 
f,32m 22a--- s,og.. 8,3h 

TI,~ ~ 8// Po 
4-23m est. 6,4 rJ.9d 

SERIE DEL URANIO-TORIO 

Posici6n de los is6topos con número de masa 4'11, + 2, con '11, 2: 51 S 60 en 
el sistema peri6dico áe los elementos. Los -is6topos que poseen nombre propio 
están subrayados. 
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QUINTO DIAGRAMA 

Grupo principal Grupo 8ecundarlo 
m lY v VJ VII Ol I1 mJJ1V r¡¡ r¡¡¡ Vlll 
~Tl ~Pb 'fJ3Bi ~4Po IJ5At al'" IJ7Fr ~ll ~Ac ~Th 91PO 9ZU ~p 9ItP~~g¡,Cm 

ffansuran. 
Adimdas 

zfs~ ~J ~~ Am 
Z,3t ~1f' 12h 

~ ~~d 
!f:/ 

dy ~ 

W;1 7tJ. ~u Ir Np 
2Mh ~t?·a 4.2t 53m 

R~.tt. AF} If1A1, Pa ... !!Y' 

k l1,7g,- §94 38m 

~1(J.t AcX- ~c .... i!'" I 

21¡¡;::' 11.49- "2m, 

M'" ¡tr/ fIY 

dy ~9j~ ~~)/l 
~JAt~ 

~ 
l.~i!90)ls 

AcB: Act::K At 
36,@ 2,1lm ':i:5ms P7.5h 

~cC;i ~j ~~i.$. P~..J!. 7At ~ 
14.'76m es/. ? 5,7h .. 1.7h 

SERIE DEL ACTINIO 

Posición de los isótopos con número de masa 4n + 3, con n':::: 51':::' 59 en 
el sistema periódico de los elementos. Los isótopos que poseen nombre propio 
están subrayados. 
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. REMANENCIA, FACTOR DE DESMAGNETIZACION y 
FUERZA COERCITIVA A LA TEMPERATURA 

DE CURIE 

por WALTER .GERLAOH y JAKOB KRANZ 

Physikalisches Illstitut del' Ulliversitat, München 

(Recibido el 11-11-1949) 

ZUSAMMENFASSUNG: Bei Legierungen von Nicltel mit Kupfer ull(l Nickel 
mit Ohrom nimmt im Bereich del' Curietemperatur ·der Entmagnetisierunga
koeffizient stark zu, wahrend el' bei tieferen Temperatu'ren temperaturunabhiingig 
ist. Mit dem Anstieg des Entmaglletiaierullgskoeffiziénten ist ein Allstieg der 
Coerzitivkraft verbullden. Die wahre Remanenz wird durch die Scherung mit 
den gemessenen· N-Werten erheblich vergrossert und bleibt bis fast all die 
Curietemperatur lWllstallt. 

10. La remanencia real de un cuerpu ferromagnético. isó
tropo debe representar, según la concepción bien 'establecida del 
origen de la curva de' magnetización «técnica», 'el 50 % de la 
saturación, independiente de la temper~tura a la cual se la mide. 
Siendo J 00 7' la saturación a la temperatura T, J RT la remanencia 
a la misma temperatura, cos & la distribución media de los yeo
tores de magnetización en el caso de remanencia, tenemos J RT = 

-- " 
J 00 T • cos 3· o J R7' = 0,5 . J 00 T; todos los vectores se encuentran 
en la semiesf.era « positiva», distribuí dos al azar sobre todas las 
direcciones « positivas» . 

20 • ·Resultó de las medidas de la l'emanencia del níquel, que 
el valor cos & = 0,5 se encontró para valores mayores que T/e = 
0,45 (e=temperatura de Curie), pero solamente hasta T/e= 
0,95; después disminuye bastante rápidamente al acercarse a e. 
Debajo de Tje=0,45, cos3o=0,5 permanece constante para 
. muestras con tensiones int·ernas muy grandes. Para muestras 

blandas cos & crece hasta alrededor de 0,8. La razón de esto 'es que 
en el último caso, a temperaturas bajas, la energía le dél cristal 

/ 
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se h~~ sensiblemente mayor que la energía Si de las tensiones. 
Este caso es sin interés para lo que sigue; supondremos siempre 
Si:>K. 
~ Las razones que pueden explicar lo~ pequeños valores 

de cos & al acercarse a la temperatura de Curie, e, son las si
guientes: 

. a) Una determinación equivocada del valor de saturación;· 
"b) Una influencia desconocida que puede debilitar la remánencia. 

Ad a) En la cercanía de la temperatura de Curie, la satura
ción no puede ser medida con medios magnéticos. En este inter
valo de. temperatura se superpone a la orientación paralela al 
campo (<<magnetización técnica») la magnetización real (aumento 
d~ la magnetización espontánea por el trabajo del campo exterior 
contra, la energía térmica). Las. curvas .J -H se aproximan a 
rectas a partir de -unos miles de Oerstedt, después de una parte 
curva, de manera que no es posible obtener por lextrapolación el t 
valor de la saturación técnica. Por esta razón hemos determinado 
la magnetización espontánea a partir del efecto magnetocalórico. 
No estamos seguros, sin embargo, si este valor no resulta ser toda-
vía un poco elevado, ya que las magnetizaciones real y técnica no 
:son independientes una de otra. Incluso con el valor Joo T así de
terminado, cos & todavía disminuye cerca de e. 

Ad b) La remanencia real se calcula haciendo intervenir el 
factor de desmagnetización Ng, factor que está determinado por 
la formé} geométrica de la muestra. La cantidad N g • .J RT que 
interviene -en la determinación (Scherung) era tan pequeña, que 
la diferencia entre la r{lmanencia observada (<< apaflente») ,yo la 
real resultó rn'uy reducida. Sin embargo, se planteó la pregunta 
si el empleo del factor Ng geométrico alÍn es justificado en la 
cercanía de e. 

4°. Hemos medido la curva de magnetización ideal, con el 
método de idealización de campo alternado de Steinhaus-Gurn
lich, en campos constantes entre oero y alrededor de 0,02 Oe. 
Esta curva resultó rigurosamente lineal -en el dominio mencionado. 
Su inclinación sobre el eJe del campo (intensidad del campo ex':' 
terior aplicado) da el valor recíproco del factor de desmagnetiza
ción. Eso ha sido demostrado anteriormente ,por nosotros hasta 
T/e=0,94, verificándose para muestras normales un valor N 
constante en este dominio de temperaturas. Por encima de T /e = 
0,94 hallamos, sin embargo, un fuerte crecimiento de N. 

,: ... ·,r, 
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5) Las mediciones aquí descriptas. se realizaron con aleaciones 
de cobre con níquel, cuyos valoI1es 8 son :aproximadamen1íe, 
1400 , 950 Y 350 C . para 20 %, 25 % Y 30 % de cobre, respecti
·vamente. (Para sustancias ferromagnéticas puras las mediciones 
todavía no han sido terminadas). Una serie de medidas con nir 
quel + 4 % d~ cromo (8= 1250 C) ha sido agregada para mos
trar que el ef'ecto no depende de la cantidad ni del tipo de ele-· 
mento que se ha aleado. 

La. tabla 1 da el aumento del valor de N en la cercantil 
de e, (Nexp -":'Ng) .103• 

Otra representación de las medidas, (Nexp -Ng)T/(Nexp -Ng}zOD 
. está dada en la figura 1. 

.,. 
TABLA· 1,· 

l 

(N.xp-Ng) .10' 

TeD:lp. 
Ni+ 30%Cu Ni+ 25%Cu Ni+4%Cr Ni + 20%Ou 

Ng = 4,2.10-" Ng = 3,6.10-" Ng = 3,8.10-" Ng = 4,3.10-" 

I 

10 1,1 0,75. 0,2 0,2 
20 1,2 0,75 0,2 0,2 
25 1,4 
30 2,0 
35 5,0· 

40 0,2 0,2 
60 0,75 
90 0,75 
95 1,8 
98 3,9 

100 5 0,2 

105 0,2 0,2 
110 0',25 
115 0,35· 
120 0,5 0,2 
125 1,0 0,22 
126 2,5 

130 0,28 
135 0,4 
140 1,0 
142 3,4 
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60. Si ahora, con estos valores muy elevados de N, se rede
termina la' remanencia real a partir de la remimencia medida; se 

, llega a valores considerablemente mayores. 

r o :: ::'" 
I I 
~ ~ 

'2:.o.;?fIJ 
O',C Z5 cu 41.C, Z %cu '-- ~ 

10 

I . j 
V j ji J 

~ ~ V 
T 't' 

50 '00 150 

. Fig. 1 

La tabla II representa, piara una muestra de níquel + 25 % 

de cobre con .8 alrededor de· 95° e, los valores medidos y calcu
lados, ambos referidas a los valores de J 00 T obtenidos cOn ayuda 
del efecto magnetocal6rico. El aumento es muy considerable. 

\ TABLA II 
¡ .: 

R = remanencia calculada de manera usual, Rw = remanencia determinad .. 
a pal,tir de J 00 T del efecto magneto calórico y de No.p• 

Temp. 
oC 

20 
50 
80 
85 
90 
95 
98,2 

106,8 -
110,0 

" 

Muestra: Ni + 25%Cu 

Ne·plNg 

2,7 
2,7 
2,7 
2,7 

. 3,1 
6 

13 
120 
200 

R 

0,46 
0,45 
0,43 
0,40 
0,32 
0,21 
0,15 
0;085 
0,07 

Rw 
(oos &) 

\ 0,46 
0,46 
0,46 
0,45 
0,445 
0,425 
0,40 
0,27 
0,17 
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El valor de cos & = 0,46, medido a baja temperatura, per
manece constante hasta casi la temperatura de C~r}e: 93° C. Es
ta última fué determinada por el efecto magnetocalórico, el ca
lor e~pecífico y la fuerza termomotriz con 'resultados concor
dantes. R:ecién en el dominio de transición al estado paramagné
tico disminuye la remanencia porcentual. 

7°. El aumento del valor de N 'en la oercanía de e significa 
que los « dominios de Weiss» 'empiezan a disolverse de manera tal 
que a lo largo de la muestra se forman pequeños imanes, unidos 
por puentes poco o nada magnetizables. En materiales ferromag
néticos de este tipo se observa frecuentemente una gran fuerza 
cgercitiva. Por eso se ha medido la curva de histéresis y se ha 
detex:minado de ella Hc' R:esultó que la fuerza 'coercitiva aumenta 
considerablemente ,en el mismo dominio que el factor N. 

8°. El crecimiento de N y de H c en la cercaI}ía de e ha 
sido hallado hasta ahora 'en todas las aleaciones níquel-cobre: y 
níquel-cromo. N, 'en fUnción de Tje depende de la concentración, 
de la magnitud de las tensiones internas y del tamaño de los cris
talitos. Cuanto menor las tensiones internas ,y cuanto mayor la 

,recristalización, mayor es la temperatura a la cual comienza el 
aumento de N. El carácter cualitativo, sin embargo, permanece 
iguál. ¡ .' 

Munj,ch, octubre de 1949. 

(Tradueido por G. BEOK y D. O.A.NALS FRAU). 



RELACIONES ENTRE SERAL y ESPECTRO 

por KURT FRANZ 

Facultad de Oiencias exactas, Físicas y Naturales de la Universidad de Buenos 
Aires - Instituto Radiotécnico 

(Recibido el 14/11/1949) 

ZUSAMMENFASSUNG: Fuer den Hauptteil eines weitgehend beliebigen Sig
nals gegebener Dauer werden enge obere und untere Schranken angegeben, die 
nur von der Dauer und nicht vom Verlauf des Signales abhaengen_ Insbeson
dere wird berechnet, welcher Bruchteil' der Gesamtenergie eines Sign!1les gege~ 
bener Dauer 'hoechstens auf Frequenzen w innerhalb eines Bandes gegebener 
Breite I w I ~ Q entfaellt. Die Küpfmüller 'sche Regel ueber den Zusammen
hang zwischen Bandbreite und Einschwingzeit eines Filters wird in verallge
meinerter Form bewiesen. Ferner wird bewiesen, dass die Durchlasskurve eines 
Filters mit monotonem Einschwingvorgang auch -nicht angenlihert rechteckig 
seín kann, sondern ungefaehr Glockenform hato Genauer kann man zeigen, dass 
hei einem Filter mit: monotonem Einschwingvorgang die saemtlichen Ableitun
gen des Uebertragungsmasses nach der Frequenz ihr 'absolutes Maximum bei, 
der Frequenz Null haben und dass ebenso die geraden Ableitungen der qua
dratischen Durchlasskurve nach der Frequenz ihr absolutes Maximum bei der 
l!'requenz Null haben. 

El: la técnica de {{llecomunicaciones se debe a menudo esta
blecer relaciones entre una señal u( t) que es una función del 
tiempo y su espectro f(jro), que es una función de la frecuencia. 
Cada una determina completamente a la otra ,estando ambas :vin
culadas por medio de integrales de Fo~rier. En general es difi
cil ver lo que implican tales integrales para los problemas prác
ticos. Sin embargo existen resultados sobre las relaciones entre 
señal y espectro que admiten aplicaciones. directas y cómodas y 
que por lo tanto se usan muy a. menudo en la técnica de las 
telecomunicaciones. Ejemplo de ,ellos son los teoremas' sobre la 
relación entre la. velocidad de ,,grupo o el tiem,po de retardo de 
una señal y_ su. espectro' [1 J, la regla de KüpfmüIler sobre la 
relación entre el tiempo. de formación de una señal y ,el ancho 

:.'[.;:, 
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de banda de su espectro [2] Y las reglas sobre la 'forma de la 
cUrva de selección de un filtro con transitorios monótonos, como 
las formuladas por Wallman [3]. Una' parte de' estos resultados 
han sido establecidos en forma ri,gurosa mientras la regla de 
KüpfmüIler y las de Wallman son extrapolaciones de eje~plos 
particulares. , 

Nos hemos planteado el,ProblelPa de establecer reglas mane
jables y rigurosas a la vez, analizando los espectros de-las señales 
de duración finita, ias señales con espectros de «ancho finito» y 
los espectros de señales monótonas. 

Existe una ley básica d~ la transmisión de señales en los sis
temas lineales que satisfacen el principio de superposición: para 
que no' existan distorsiones serias de señales de duración .. 'en 
sistemas lineales, el ancho de banda de la transferencia del sis
tema debe ser del orden lj ... Esta ley posee gran importancia 
práctica, porque '81 ruído de fondo y el pr,ecio de lós equipos 
aumentan con el ancho de banda. Nuestro análisis de las rela
ciones entre .señal y espectro nos permitirá precisar la ley general. 

1. - Teoremas 

Una señal arbitraria (con un número finito de puntos.' de 
discontinuidad) u( t) de duración finita .. admite una represen
tación por media de su espectro f(jro) de la forma 

00 

u( t)¡ = ~ f f(jro) ejrot dro con f(jro) = 
21t . 

-00 

't 

2" 

= J u( t) e-jrot dt y u( t)==s O para 

't 

.. 
It l>2"' 

Llamamos energía total E de la señal a la magnitud 

't 

2" 00 

E=f u2dt=~ J tf*dro. , 21t 
-00 
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El. asterisco indica -el imaginario conjugado. Llamamos den
sidád espectral de la energía a 11*. Llamamos energía parcia:l 
en la 'banda I ro I <Q a la integral 

Q 

E(O) =J:. J ff*dro. 21t 
-Q 

Teorema 1. 

La densidad espectral de la energía fl* de una señal de dura
ción finita 1:' y de energía total E, admite la acotación superior 

-00 < ro 1<00, 

con neO) = 1 <n(ro1:) < 2=n( (0). 

Para ro = Oel signo igual 'es válido sólo en el caso de la 
1 

señal r~ctangular (u( t) = consto para I t I < ;). Tal señal rectan-

gular posee la densidad espectral 

exp~esión que en el intervalo I ro1: I < 1t no es muy distinta de la 
cota superior. 

Teorema 2. 

Para I ro1: I < 1t la densidad espectral ff* de una. señal no 
negativa (u > O) de duración 1: .. admite la acotación inferior 

ff* > f2(0) cos2 (ro1:/2); I ro1: I <1t. . 

En vez del espectro feO) para la frecuencia ro = O podemos 

introducir el valor medio de la señal u=~fudt= l.. feO). El 1: 1: 

" : 

~. 
1; 

" ,.r 

1.' 

. ; 

, : . 
. 1 ' 
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signo igual es válido s,ólo para una «señal» de dos picos iguales 
- 1: 

en los instantes t = ±"2 . 

Teorema 3. 

Para l,ro1:I~'1t la densidad 11* de una señf,i.l no negativa y 

ron un solo máximo en el instante t ~ O (:;; > O para t < O Y 

~~ < O para t > O) no es menor que la denSidad de la senal reo

iangular de la mis~a duración y del mismo yalor medio 

11*> 12(0): [Se::;~2r· '; 
El signo igual sólo vale para la señal r~ctangular. 

Teor-ema 4. 

Entre todas las señales de duración finita 1: y deenerSÍa 
iotal ,E hay una U(t) con la energía parcial máxima Emax (a)! 
'eniel -intervalo I ro I <o.. Esta señal satisface la :ecuación inte
,gral 

't 

2" 

U(t) =AJ ~ senO(t-s) U(s) ds. 
, 1t t-s 

't 
-2" 

La energía parcial máxima es una función del producto ,Q't 
e igual al recíproco del prImer valor propio A~ de la 'ecU9.eión 
integral. 

Este valor propio 19 hemos calculado numéricamente. Como 
,demuestra la tabla siguiente, 'en la parte esencial del espectro no 
es posible mejorar mucho la concentración espectral con respecto 
a la correspondiente señal rectan,gular. 



1, 

l.' 

, 
r' . , 
~', '! 
¡, ,1 

tJ,i:;g~Ji~~:~:*,h::.:' 

.. 
-144-

La energía' parcial máxima se encuentra entre los valores. 
'E < Erm1x < E. La energía parcial de la señal rectangular' la lla

mamos Er' 

Q'C ° 1 2 3 4 4,5 

El ° 0,313 0,574 0,777 0,994 1 

E ° 0,313 . 0,571 0,758 0,935 0,965 o 

Er ° 0,310 0,571 0,753 0,850 

Teorema 5. 

Si excitamos con la tensión escalón e(t) = {~ para t {: ~ 
un filtro de transferencia T(jm), resulta la tensión de salida u(t) 

joo+v 

u(t)=~ J T(p) eptdp v>O. 
2rrJ p, 

'-joo+v 

Küpfmüller define el tiempo de formación 1:" de la señal u(t)
en la salida del filtro por medio de la tangente máxima 

y den:uestra ,qué para el filtro ideal con T Um) = {~ para. 

1
00

1 {~ se verifica' la relación 

Este resultado lo . generalizamos para filtros arbitrarios ~ 

I
dul 11 Jt;-' 
dtJ < 2Jt ITI dm. 

-00 

, ' .. . \ '" ,', 

ef· 

''',: 

." .', ~ 

''i;, 
.:;'; 

, j. 

o," , 
;4 .: 
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El signo igual vale sólo en el caso de una transferencia con 
fase lineal, o sea 

T (joo ), -:-1 T 1 (J"-jIDlo. 

Teorema 6. 

En una comunicación presentada a la decimotercera reunión 
de la AFA, A, González Domínguez ya ha demostrado que «si 
la transferencia de un circuito lineal pasivo es tal que su módulo 
1 T 1 vale la unidad en un intervalo finito 001 < 00 < 002, la res
puesta del circuito a la tensión unitaria no es monótona [4]. 

Además hemos_ obtenido fórmulas que"; implican la regla de 
Wallman. Para que la respuesta de un filtro a la tensión escalón 

. sea monótona, la transferencia T (joo) debe s~tisfacer p"ara todas 
las frecuencias las desigualdades 

La desigualdad particular 

Id2ITI21"< Id?ITI21 
doo~ -. d())2 w-o' 

implica que la curva de selección 1 T 12 de un filtro tiene curva
tura máxima para la frecuencia: 00 = O y, por lo tantó, no :puede 
ser aproximadamente rectangular éomo la del filtro ideal, sino que 
es campaniforme. L~ definición precisa de la selección y la mo
notonía de los transitorios no son propiedades compatibles. 

11 .. Señales de duración finita. 

Para demostrar el teorema 1 debemos analizar una señal de 
duración 't y de energía total· E. Descompongamos tal señal en 
su valor. medio (componente continua) y su parte alterna 

u( t)! = ü +ujl (t). 

" 
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Con estas definiciones resulta 

't 't 

2 "2 

E=J u2dt= J u22dt+.u2>.U2 
't 't 

-"2 -"2 
o sea 

12(0) ~.E. 

El signo igual vále sólo para u2 = O, ~s decir para la señal 
rectangular. 

La 

pectro 

señal rectangular u ~ ¡ : 
't 

"2 

para I t I ¡ <]
>2. 2 

f(¡m). = e~Jrot dt = . . J' sen (D1:/2 
, (0r:/2 

't 

-"2 

posee el es-

Esta primera desigualdad admite una .generalización para 
frecuencias arbitrarias, la cual constituirá nuestro teorema 1. 
Formemos la expresi~n 

y 

", I u - ~ fUmo) ejroot 
U (t),= ~; r " 

O 
para Itl 

Obtenemos así las ecuaciones 

't 

"2 J Ur e-jroot dt = O 

't 

-"2 

f u u* dt =f Ur Ur * dt + ; fUmo) f*(jmo) > ; f(jmo) f*(jmo). 

• " I 

",' .". .: ,: ~ . ~. 'J .' I '., . . ;", 
", ',1'_ :' , ; ,,;: ," 

. .¡ 

. :~ 

·,11 ", 
Po' ,~ 

(;)1.;) 

';;1 
,~.¡ 

, :::~ 
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La última desigualdad vale para funciones complejas arbi-
1: 

trarias u(t), que se anulan para Itl>2' y en particular para ur(t) 

y su ~pectro t r(joo) : 

Sustituyendo 'en la última desigualda,d obtenemos 
, , 

't 

o sea 

.E?: 2 11* (l_\sen 00
01:\ _)2 + 2 11*, 

1: 0001: 1: 

lo que equivale al teorema 1. 
La comparación de esta cota superior con el espectro de la 

señal rectangular demuestra que no es posible mejorar mucho la 
<;:ota para 1001: I < 1t. 

Para demostrar los teoremas 2 y 3, es' decir, para establecer I 

cotas inferiores para la densidad espectral de la energía, modifi
caremos las condiciones que deben satisfaoer las señales. En vez' 
de prescribir la energía total, prescribiremos el valor medio u 
de la señal lo que ya nos fija el valor del espectro para la fre
cuencia O: 

f(O) =1:U. 

Nos preguntamos entonces con qué rapidez' puede disminuir 
la densidad espectra~ en la proximidad de la fr~cuencia O . 

", ( 
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11 

Si no imponemos a la señal ninguna otra restricción, la 
densidad espectral puede anularse para frecuencias arbitraria
mente 'pequeñas, según lo demuestra la consideración de un pro
blema de_ antenas formalmente equivalente al nuestro. La de'
pendencia funcional entre el diagrama ;y la distribución de la ~" 
corriente ~n el alambre viene expresada por una integral de Fou- I 
rier del mismo tipo que la que establece la relación entre una 
señal de duración finita y su espectro. Es sabido que tal dia
grama de antena 'puede poseer ceros para ángulos arbitrariamente 
,pequeños si la corriente 'en el alambre cambia de signo. Esto nos 
indica que para establecer cotas inf,eriores de la densidad del 
espectro, debemos imponer a ,la señal condiciones suplementarias. 
Admitiremos que no cambia el signo de la señal u( t) : 

u(t» O. 

Para establecer la cota inferior empezaremos por plantearnos 
er problema de encontrar 'el valor mínimo de la parte real del 
espectro: 

, ~ 

2 "2 

fUro): J u( t) cos rot dt - j J u( t) sen rot dt. 

~ 

':"'""2, 

Sólo la parte esencial del ~spectro depende poco de la forma 
precisa de la señal. Por lo tanto resultará una cota inf,erior para 
aquellas frecuencias ro para las cuales el cos rot bajo Ja integral 
no es negativo, o sea para las frecuencias I rol' 1< 1t. Con esta con-

, dición resulta para I ti < ,; 

, 1: 
cos rot > COIS ro 2 >0. 

, 
Como por hipótesis el valor medio de l~ señal está fijado, 

resulta el valor mínimo de la parte real del espectro para las 
señales que se, anulan para todo t con excepción de sel!dos en-

tornos infinitesimales correspondientes a los instantes t =:1: .::. . 
" 2 

, .' . . . " 

• lo, 

).:,~,¡',i;, :"i.h ', .... ;,1 " . ,;,:~,~t i .. ~;~;::;:;;:;I,: ~::~j~:'~\:'~{ ~,:i~:~~·;~' .\~'l~li~}.;.:,h~~~;l' 
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Resulta así la desigualdad 

~ ~ 

2 .2' f ti cos cot dt > cos ~'t f u dt . f(Orcos ~'t . 

,. 
y con ella el teorema 2): 

Como una señal de dos picos iguales a distancia 1: todavía 
no es una señal en el sentido de las apli<mciones,. será natural 
imponer más· restricciones a estas señal~s; admitÚemos que la 
señal posee un' solo máximo en el instante t = O. 

du>O O (dt = para t< y 
du . 
-<O para .t>O. 
'dt -

Descomponemos tal señal en su parte ~lterna y su valor 
medio y obtenemos así . 

A los efectos de obtener una cota ip.:f)erior, es legítimo supri
mir la parte impar de u(t), la que s610 contribuye al tercer tér-
mino aumentándolo. 1 

Con nuestras condiciones para la señal, la integral 

no es negativa, lo que nos da el teorema 3: 

ff*> 12(0) sen
2 

co1:/2 . 
- (C01:/2)2 • 
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El signo igual vale sólo para una· parte alterna idéntica
mente nula, es decir, para la señal rectangular. 

Para demostrar el teorema 4,t'enemos que analizar la 'energía 
parcial de una señal de duración 't': 

't 't 

g g 2 2 

E(o.) = 2~ f 11* dro = 2~ J f J u(tl ) U(t2),~jCD(¡H2) dt l dt2 dro 
, -Q -Q 't 't 

-2-2 

't 't 

2 '2" 

=ff !.. sen,O,(t l -t2) u(t ) u(t ) dt dt . 
t t 

1 2 1 2 
1t 1- 2 

Se comprueba que para toda señal es válida la desigualdad 

o <E(o.) <E(oo)=E. 

Es sabido por la teoría de.las ecuaciones integrales, que entl"e 
todas las señales de energíl4 'total E existe una U (t) para la cual 
E(,O,) toma su valor máximo Emax (.o) y que esta U(t) satisfaoe 
la ,ecuación integral 

Con la normalización E = 1 resulta 

. 1 
Em.x=xl=~ 
. Al 

siendo Xl el primer número característico de la ecuación y Al 

,el primer valor propio. Es posible calcular Xl por métodos 
numéricos con aproximación arbitraria. Como el núcleo 

le ( s, t). =.!:. sen,O,( t-s) 
... 1t t-s 

\, 

I . 
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es positivo definido [O < E(Q)], todos lo.s números característicos 
son positivos; obtenemos cotas superiores para. Xl . por . mediQ 
de las siguientes desigualdades: 

Sl= f lc(t, t) dt . i Xy>Xl 
1 

S22= f lC2(t,s)dtds=iXy2>X12 
1 

(G= constante de Eulétr-Mascheroni). 

En nuestra tabla hemos puesto JI = $2 para S~ < 1 Y JI = 1 
para S2> 1. Para obtener una cota inferior comparamos 

con 

lo que nos da 

00 

[2:: ~:y]2 = [Sl - X1]2 
2 

00 

2:: X/=S22 - X12, 
2 

Como cota inferior E obtenemos 

E¡ = Sl. + VS22 I

S12 
- 2 . 2 4 

I 

siempre que la raíz sea real. 
Los teoremas 1 a 4 demuestran que una señal de duráción " 

y de una forma utilizable en la técnica de .las telecomunicaciones 
posee un espectro que en el intervalo I COL' 1;;;:; 1t depende poco de 
la f9rm~ de la señal y en cambio depende de su duración. Es 
sabido que para frecuencias mayores el espectro depende mucho 
de los detalles de la señal. 

/ 
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III. La regla de f(üpfmüller 

Para el filtro ideal T (j~') = {~ para I ro I {~g 

Küpfmül~er ha calculado la siguiente respuesta u( t) a la tensión 1 1 {l {:>o escalón e: u(t) = 2 + n Si(D;r:) para e(t) = O para t <O· 

Con su definición del tiempo de formación L de la señal 
resulta 

1 
L = -( d-::-U-) ,- -. .Q 

dt max 

Es fácil generalizar este teorema para filtros arbitrarios. 
Representemos la tensión escalón por medio de la integral 

.(t) . 2~J~t dP=g para t {~~ 
v-joo 

v>O 

Siendo T (jro) ,la transferencia de un circuito lineal arbitra
rio y ·no n~cesariamente pasivo, obtenemos 

~ v+joo 

'; 1 f T( ) u(t)=-. ~eptdp. 
21C], P 

v-joo 

y para la derivada de la respuesta 

v+joo 

u'(t) = -..l'.! T(p)eptdp. 
21C] -

v-joo 

,Suponemos q~e para p -HJJ T(p) se anula por lo menos co
mo 1/p2, lo que no es una restricción para los filtros de bueña 

-, 
'" , I 

-).¡.,Ji 
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selección. Entonces podemos poner \1 = O en la última integral, 
lo que hace evidente la desigualdad siguiente: 

La integral del segundo miembro es igual al área de .la 
curva de selección del filtro, la cual en el caso del filtro ideal 
de K.üpfmüIler toma el valor de 2Q. En 'el caso de una fase li
neal, vale el signo igual. Siendo lineal la fase, obtenemos 

T(jco) =IT I e-jroto, 
, 

de manera que en el instante t = t.o resulta 

Con esto demostramos el teorema 5. 

IV. Filtros con transilorios monótonos 

Wallman ha. enumerado las reg~as siguientes sobre ,filtros' 
con transitorios monótonos: 

La curva de selección de un filtro debe ser campaniforme
y la fase debe ser lineal para que los transitorios sean monótonos. 

Las obtuvo como generalización de muchos ejemplos par-
ticulares. 

La primera condicióh necesaria que debe cumplir tal filtro,. 
publicada como resultado riguroso es la de A. González Domín
guez. 

Las siguientes fórmulas rigurosas implican que la curva de' 
selección debe ser campaniforme por ser monótonos los transi
torios. 

Una condición equivalente a la monotonía' d~ los transitorios, 
es la que la derivada de la respuesta sea no negativa. Usando la 
inv,ersión de nuestra representación de' la respuesta a la tenc;ión 
escalón es fácil ver las consecuencias de esta desigualdad para la; 
transferencia: ' 

\ ' 

.:'. '\1 
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00 

T(J'eo) , J du e-jcol dt, du > O, ~::, 
,dt ' dt - ry~ 

u 

Obtenemos : : 

,00 00 

IT(jcol=IJ u'(t)e-jco1dt I <1 u'(t)dt=T(O); 
o o 

, 
el signo igual vale sólo para eo = O, Para todas las derivadas de 
la transferencia resultan desigualdades análogas siendo legítima la 
derivación bajo la integral por ser u'( t) una función que dis
minuye para t --+ 00 exponencialmente, 

I dnT I I Joo , I Joo '.. " I dnT I - = u'(t) (_jt)n e-jcol dt < u'(t) tndl= - . 
cleon , ,deo'" 01-0 

u' o 

: I 

Pam la curva de selección resulta 

00 00 

1 T <leo ) 12 = I J J u' (t1) u' (t2) ejCO(11-/2) dl1 dt21 S 
o o 

00 

o 
f u'(t1) u'(t2)dtl dt2 ' IT1 201_0 

o 

" 

y para todas laS derivadas' pares 

00 00 

f' r u'(t ) u'(t ) (t -t )2n dt dt _ld2n1T121 ' 
, 1 2 1 21 2 - deo2n '. 

o b " 01-0 

Usando sólo la, desigualdad con n = 2. ya résulta que la curva 
4e selección debe ser campaniforme. Buscando la curva que sea 
la más semejante al rectángulo del filtro ideal, ponemos el signo 

'--

'q 
,1 
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igual en esta desigualdad. Esto demuestra que la correspondiente· 
curva de selección que debe empezar con el valor 1 para la fre
cuencia <P = O Y terminar con el valor, O para, frecuencia$ gran_o 
des, se compone de dos trozos de parábola. Esta curva posee el 
áreá mínima compatible ,con su curvatura inicial para ro = O. Su 
área es 0.. su tangente máxima ru 0.-1 y'su derivada segunda 
es. 0.-2., 

Es una consecuencia de las otras desigualdades. que en reali
dad la tangente máxima de la curva de s~lección de' un 'filtro con 
transitorios monótonos es menor' que la tangente máxima de 
nuestra curva formada de dos arcos de parábola; es decir, la cur
va de selección de tal filtro es muy distinta del rectángulo, es 
luiacurva campaniforme. 
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CALCULO APROXIMADO 'DE LA FUNCION 
RADIAL DE DISTRIBUCION 

por ANTONIO E. RODRíGUEZ 
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(Reeibido el 16 -11-1949) 
\ 

Tbe present paper is e.oneerned with the ealeulation of the radial cl.istri
bution funetion for Argon in the liquid region. The author uses here some 

results obtained' in a previous papel'. 
The results are sbown in diagrams and a short diseussion is given to 

eompare these results with those obtained with X-Rays experiments. 

Introducción. 

En una serie de trabajos publicados r.~cientemente, Max 
Borny H. S. Green (1 2 S 4 5) han desarrollado una teoría ciné
tica de líquidos, capaz de describir las propiedades dinámicas y 
en equilibrio de un sist~ma ,estadístico de moléculas'. Entre otros 
resultados importantes se ha ,establecido que todas las propiedades 
termodinámicas del sistema pueden expresarse en .funCión dé la 

. función de distribución (l-2 (X(l),X(2)). que ex'presa la probabilidad 
de encontrar' dos moléc~las en posiciones dadas por X(l), X(2). 

Para fluidos monoatómicos en equilibrio esta función depende 
solamente de la distancia r, y es idéntica a la función radial .de 
distribución determinada experimentalmente ,por medio de la di
frac:;ción de rayos X por líquidos de ese tipo. En consecuencia la 
termodinámica de un líquido se reduce al conocimiento de ,esta 
función. 

}j;n otro trabajo que forma parte de ,esa misma s·erie, el 
autor (6) ha desarrollado un método aproximativo que permite 
calcular numéricamente las integrales que contienen la función 
radial de distribución y ha calculado dos isotermas para el 
Argon usando el potencial de Lennard-Jones para describir la in
teracción entre los átomos de dicho gas. El mismo método se ha 

. ; ~} ~. ," 
.l',.: .::,,' '. '." 
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utilizado. en este trabajo. para calcular la función radial de dis
tribución para el Argo.n líquido. a una temperatura de 1300 ' K.y ¡ 

a una presión de 30 atmósferas, co.rrespo.ndiente a la iso.terma teó-
'rica calculada en el trabajo. mencio.nado. (6). El dlculo. de la 
función radial de distribución resulta meno.s co.mplicado. que el 
de una iso.terma y no. es necesario. intro.duGÍr más apro.xima,L 
cio.nes de las que r.esultan de aceptar la supo.sición de Kirk ... 
wo.o.d (7), aparte de las que se hacen en el, cómputo. . numérico. 
Po.r esta razón y aún usando. el mismo. número. de término.s en 
el desarro.llo. en serIe que se to.mó anterio.rmente para el cálculo. 
de las iso.termas, se pueden esperar mejo.res restiltado.s. Además 
las curvas teóricas o.btenidas pueden co.mpararse directamente co.n 
las que se o.btienen ex,perimentalmente po.r difracción de rayo.s 
X (8).. , 

En el texto. se indican br·evemente las fórmulas empleadas 
y lo.s resultado.s se muestran l6U diagramas. Para Una -expo.sición, 
más detallada del méto.do. apro.ximativo. y desarro.llo.s se dirige 
al lecto.r al trabajo. del auto.r que se. mencio.na más arriba. 

1. La ecuación integral para la función de distribución. 

Si se acepta co.mo. válida la superpo.sición de Kirkwo.od, les 
decir si se supo.ne que la pro.habilidad relativa de la o.currencia 
de una mo.lécula en co.njunción co.n o.tras do.s es 'igwil al pro.ducto. 
de las pro.babilidades relativas de la o.curr·encia de fa misma mo.lé
cula en co.njunción co.n ?ada una da las o.tras s~paradamente, se 
o.btiene para la función radial de distribución· n2(r) la' ,ecuación 
integral: 

(.1. 11 

'" 8 

f J (S2_t2)t~r {n2(t+r)-n12} dt n2(s) $~~) ds 

o -8 

en do.nde $(r) es la 'energía po.tencial mutua de do.s áto.mo.s o. 
mo.léculas a la distancia r' uno. de o.tro. y ni la densidad. 

Ensayando. para n2(r) una expresión de la fo.rma 

(1. 2) 

~ I ' •• . ~.':, 
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se obtiene para f(r) la expresión 

(1. 3) r. f(r) = 1 f 82
S ~2(S) sen (rs) ds 

'(2n)1/2 A-8~(S) 

en donde 

'" 

(14) l' ~(r) __ 1_ f s fe- iD/(S)kT -1} sen (rs) ds 
(2n)1/2 .t . 

y 

(1. 5) 

-00 

A = __ 1 __ 
(2n) 3/2 n1 

siendo 8 - 1 un parámetro definido como el valor medio de la 
misma función f(r). 

Definiendo convenientemente a la función ~(r) en el plano 
complejo, e indicando con Zu las r,aices compleJ,as de la ecuación 

(1., )6 ~(Z) =A/8, 

se encuentra para f(r) la expresión , 

(1. 7) rf(r) "_er'{el-<J>(1')/kT _1}_(2n)1/2A2 z:.+e i1·zu 
• 8 u ~ (zu) 

, . ' 

en donde la sumatoria e~tá ,extendida sobre las raíces en el semi-' 
plano superior complejo, y para 8 la siguiente expresión ' 

(1.8) 8:::::: 
• ca 

J 1'2 a{r) dr, 
o 

00 00 00 

J1'2 0,(1') dI' + J 1'20,(1'2) dI' + (2n)1/2 ( ~) 2 .E W~u) J l' 0,(1') érZu dr 
o o u o 

en 'donde hemos escrito 

"'" Jt-';' 

..~. , 

, , 
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2. Método de cálculo. 

Desarrollemos ahora la función des) en la forma 

(2.1) s. a(s) = Z; Glc¡eisE1C • 
k 

Eligiendo ~lc en el semiplano supe,rior complejo, se deter
minan los coeficientes Glc mediante un análisis harmónico de 
Fourier (ya que se supone conocída la función a(s); para esto 
último se toma para <I>(s) la expresión dada por Lennard-Jo
nes (9): 

(2.2) 
a b '; 

<I>(s) = (- __ o ). 

S6 S12 

Conocidos los Glc se obtiene para ~(z) la expresión 

(2.3) 

Usando (2.3) Y teniendo en cuenta la (1. 6), se pueden de
terminar las raíces Zu dando valores a A/E. Luego- se calcula el 
valor correspondiente para E mediante la (1. 8). Finalmente se 
obtienen f(r), reemplazando los valores calculados en la (1. 7). 

3. Aplicación. La función nll(r) para el Argon a una tem
peratura de 1300 [( Y a una presión de 30 atmósferas sobre la 
curva del vapor satur.ado. ' 

Adoptando para las constantes a y b los valores que da 
Lenllard-Jones para el Argori 

(3.1) 
{ 

b = 1620 X 10-10 ergs ~12 
a = 1.03 X 10-10ergs A G 

se ha calculado la función <I>(r)/kT y luego a(r); enseguida se 
han calculado los coeficientes del des'arrollo en serie de Fourier 
usando 12 valores de la función r a(r} igualmente espaciados en 

, ' 
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el intervalo O <r< 7.2 A. Luego se han calculado las tres pri-' 
meras raíces de la ecuación (1. 6), de las cuales la primera es 
real, puesto que A corresponde a la densidad del líquido. Por 
último se han obtenido las f~nciones tCr) y - cb(r)jlcl' + f(r), y 
se han dibujado en la figura 1. 
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En la figura 2 se ha dibujado la función radial de distri-
'bución.. . 

, 

1.1 f\ 

1\ 
"'- v- ¡-... 

-
0.8 ., , 
0.4 

o ~ . 
2 3 4 5 6 7 I 8 toA 

Fig.2 

Discusión. 

Si se comIlara la curva teórica obtenida en la f~gura 2 qon 
las obtenidas experimentalmente, por ejemplo la que dan Eisen
,stein y Gingrich (10 11) para aproximadamente la misma tem
peraturay presión, se observa que ambas poseen la misma forma 

o o 

con los dos máximos ubicados igualmente a 3,6 A Y 7 A, res-
peectivamente. Sin embargo, la relación entre las ordenadas de 
los máximos en la curva teórica es de 1.5, mientras que experi
mentalmente se obtiene un valor de 1.8. En vista de los resulLados 
'Obtenidos, .el autor ha considerado interesante haoer un cálculo más 
exacto, teniendo ,en cuenta en el cálculo las cinco primeras raíces 
,de la ecuación (1. '6). Este trabajo se halla ahora en preparación 
y los resultados se' publicarán oportunamente. 

La Plata, noviembre 14 de 1949. 
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REFRACCION ATMOSFERICA 

por JosÉ WÜRSOHMIDT 

Instituto de Física, Universidad Nacional de Tucumán 

(Recibido el 17-11-1949) 

SUMMARY: 11} A comparison is given between the tables of atmospheric 
refraction, obtained in worle on astronomy and geodesy in different countries, 
and differences existing bctween them are nQted. 

21} The introduction of a "standard atmosphere" is proposed for a new 
numerical· computation, which permits an exact calculation of the density of 
the air at any level above sea. . 

31l A method of computation is applied to the refl'action in the case of 
aplane surface and, in the case of the earth 'surface, a method of successive 
approxÍIDations for each zenith distance. 

I; -:- GENERALIDADES, BIBLIOGRAFIA, TABLAS DE REFRACCION 

a) Superficie plana, condiciones normales de presión y tem
peratura. 

Prescindiendo de la curvatura de la superficie terrestre, y 
por lo tanto considérando constante el índice de refracción .del 
aire ·en un plano horizontal de la altura y sobr.e el nivel del 
mar, un rayo solar que tiene 'en una altura muy gránde. (índice de 
refracción prácticamente igual acero) una distancia z·enital a" 
llegará al nivel del mar con una distancia zenital menor ao, por 
el efecto de la r.efracción atmosférica. Mediante el método de las 
capas paralelas (1), cuya más baja tiene el índice de refracción n, 
se obtiene fácilmente: 

(1) 
sena 
--- =71" 
sen ao 

o con la densidad del ¡ure en el nivel del mar Po, Y la ley ero .... 

• 

, ., 
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pírica de Mr(lskart para gases que relaciona n con Ja densidad P (2): 

(1 a) sen a. = [l+C Po] sen 0.0 ' 

El ánguÍo de refracción b i~ «refracción» será entonces: 

(2) 

Se deduce fácilmente la siguiente fórmu~a de aproximaci6n: 

y= C Po tg 0.0 = (n-1)tg 0.0, 

o expresando y en segundos de arco: 

(3 a) y = 206265 C Po tg 0.0 ' 

Ahora bien, mientras que para la densidad del aire a 0° y 
760 mm de Hg se toma comúnmente el valor Po = 1,2930 kg/ms 

(usaremos el sistema MKS, ya usado desde hace tiem'po ,en Me
teorología (S», encontramos en la bibliografía valor,es lig,eramente 
variables para el índice de refracción del aire bajo condiciones 
normales de temperatura y presión, a saber: 

en las tablas de Landolt-Bornstein «); entre 1,0002933 y 1,0002925 

en HandbuClh :der Physik (") ;¡) 1.00029315;¡) 1,00029130. 

En consecuencia se hallan semejantes variaciones en los va
lores numéricos de la magnitud 206265 C Po, llamada «constante 
de refr!lcción» que es 'el valor de la refracción para el ángulo 
0.0 = 450; oscilan entre 60,058" y 60,50". Dos autores, Faye (6) 
y Connaissance de~ temps (7) citan como valor más seguro: 
60,154" que .prácticamente coincide con el valor 60,153", citado 
en Hándbuch como término medio de todos los valores as tronó
,micos más nuevos. 

Con este valor para la constante de refracción, el índice de 
refracción del aire a 0° y 760 mm de Hg será: no = 1,0002916 
Y la refracción y = a. ..:..- 0.0 para la distancia zenital 0.0 se calcula 
mediante: . 

(1 aa) sen a. = 1,0002916 sen 0.0 ; 

o: 

(lb) 19 sen a. = 19 sen 0.0 + 0,0001266. 

\ 
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La fórmula de aproximación es: 

(3 a) 19 Y = 19 tg ~o + 1,77922. 

En la tabla 1 damos los valores de. y, calculados mediante 
'(1 b) Y (3 a) hasta ~o = 75°; para la comparación t3.gregamos 
los valores de Faye. 

TABLA I 

ANGULOS DE REFRAOCIÓN 

(OQ e, 760 = de Hg; auped. plana) 
Dist. zen. vaZor exacto valpr aprox. vaZol' de Faye 

5Q . 5,3" 5'3" , . 5,2" 
10Q 10,6" 10,6 " 10,6" 
15Q 16,1" 16,1" 16,1" 
20Q 21,9" 21,9" 21,9 " 
25Q 28,1" 28,1" 28,0 " 
30Q 34,7 " 34,7" 34,7 " 

,35Q 42,1" 42,1" 42,1 " 
40Q 50,5 " 50,5" . 50,4" 
45Q. 60,15' , 60,15" 60,0 " 
50Q 71,7 " 71,7 " 71,7 " 
55Q 85,8" 85,8" 85,6 " 
609 104,2" 104,2" 103,8" 
659 129,1 " 129,0 " 128,2 " 
709 165,4" 165,3" 163,8" 
719 174,9" 174,7" 
729 185,3" 185,1" 
739 197,0'" 196,7 " 
749 210,1 " 209,8 " 
759 224,9" 224,5" 221,0" 

La comparación de las tres columnas evidencia: 1) que hasta 
60° la fórmula de aproximación 'es suficiente hasta los. décimos 
segundos; 2) que la independencia de la refracción de la consti
tución de la atmósfera de ninguna manera se extiende hasta 79° 
(Faye), sino hasta s6,l0 500. 

b) Presiónp'o, temperatlzra T'o; fórmula de Comstoclt. 

'Con la presi6n p'o y la temperatura T'o 'en ,el nivel del mar, la· 
densidad del aire, con la «,ecuaci6n de estado del gas perfecto» 

(4) 

se escribe: 

(5) 
, T 

p'o=Po ~: . i~: con: Po=760; T o=273; 

.0 , 

.) 

"," ~. ': 

.,. 
, .' 

'.'i 



-166-

por lo tanto se reemplaza sencillamente en ias fórmulas (1 a) y 
(3 a) Po por p' o', Faye escribe, siendo b la presión y t tempera
tura en oC: La acción refringente está dada por: 

b 1 
(n-1) 760 1+0,00366 t " 

Con la ;ecuación (5) tendremos p.' ej. para p'0=29,6 inches 
(pulgadas) y t=50o F (valores muy usados en tiempos pasados 
y hasta hoy día) las fórmulas: 

(1 bb) sen a. = 1,0002780 sen 0.0 . I 
o: 

(1 c) 19 sen ,a. = 19 sen 0.0 + 0,0001207 

y, 

(3b) 19 'Y = 19 tg 0.0 + 1,75848. 

La tabla 11 contiene los valores ex~ctos y aprxoimados, cal
culados mediante las expr,esiones precedentes; para comparación 
agregamos los valores de Pryde (8) y de Nassau (9) que se ;refie
ren a las mismas condiciones de pr,ei?ión Y temperatura. 

~ist. ze'llii.1l. 

5Q 
10Q 
15Q 
20'" 
25Q 
30Q 
35Q 
40Q 
45Q 
50'" 
55Q 
60Q 
65'" 
70Q 

71'" 
72Q 

\, 739 
74Q 
75Q 

\\ 

TABLA II 
ÁNGULOS DE REFRAOCIÓN 

(50QF y 29,6 inches da Hg, Buparf. plana) 
Valor de Pryde Valor exaoto 

5,0" 
10,1" 
15,3" 
20,8 " 
26,7 " 
33,1 " 
40,1" 
48,1" 
57,3 " 
68,4" 
81,9" 
99,3 " 

123,1" 
1576" 
'166' 7 ,,' , 
176,7 " 
187,8" 
200,3" 
214,4" 

Valor aprox. 

5,0" 
10,1 " 
15,4" 
20,9 " 
26,7 ", 
33,1 " 
40,2 " 
48,1" 
57,3 " 
68,3 " 
81,9" 
99,3" 

123,0" 
157,5" 
166,5" 
176,5" 
187,6" . 
200,0 " 
2H,0" 

5" 
10" 
15" 
21" 
26" 
33" 
40 " 
48" 
57" 
68" 
81 " 
98" 

122" 
155" . 

210" 

vaX. de N assau 

5" 
10" 
15" 
21 " 
27" 
33" 
40" 
48" 
57" 
68" 
82" 
99" 

157" 

213" 

'", '. .... 
':,1-. 
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La comparaclOn de los valores confir~a las' .conclusiones de 
arriba; a partir de 0,0 = 500 la ley especial según la cual la 
densidad del aire varía con la altura, la curvatura de la Tierr!ll, 
mddifica los valores de la' refracción. En v,ez de' usar la fó¡'m~la 
(5) para reducir los valores encontrados con la fórmula de ,apro-:
ximación (3':a), la mayoría de los autores da tablas auxiliares, 
para reducir las refracciones calculadas para condiciones normales, 
a otra presión y otra te~peratura; en Nassau (9) se menciona la 
la fórmula «em,pÍrica» de Comstoclc: 

(6) 
983b 

'Vi---tg a 
1- 460+t o· 

Escribiendo nuestra fórmula de aproximación: 

, p'o' To 
'( = 206265 C Po -, T' tg 0,0 

Po . o 
y poniendo: 

Po = 760 mm = 29,92 inches (pulgadas) 

p mm = Linches = b inches 
,2,54 

To=2730 K= (273+6)0 C= (273. '~) ° F=491,4° F 

T'oOK=(273+t)QC= (273. :-32+lt)(),F= 

= (459,4+t) ° F 

obtenemos, con ¡el valor de Po' como arriba: 

(6 a) 
987,9, b 

'( = 459,4+t ' 

fórmula prácticamente caSI idéntica con la de Comsloclc. 

c) Las refracciones para distancias zeni~ales grandes. 

Revisando la bibliografía refer,ente a tablas de refracción at"': 
. mosférica y métodos para conseguir los valores, sea teóricamente~ 

.,' 

" , 
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sea por observaciones astronómicas, mencionamos a~emás el Il a'nd
buch der Experimentalph ysilc (10), len .el cual se cita un artículo 
de A. Bemporad, publicado en 1906 en la Enzyldopaedie del' ma
thematischen W issenschaften, y se reproducen algunas tablas del 

mismo. 
I Un grupo de tablas se refiere a condiciones normales, mien-

tras que en el otro se r,efiere las otras condiciones len el nivel ele) 
mar, arriba mencionadas. 

Damos breves resúmenes. 

T A B L A III 

REFRACCIONES PARA: DISTANCIAS ZENITALES GRANDES 

(OQ e, 760 = de Hg) 

Handb. Exp. Faye 

Dist. sen. Hanilbuoh Phys. BesseZ IV01'y Sohmiilt 

164,5" 165,2" 165,0" 163,8" 

221,9" 222,0" 227,7 " 221,0" 

331,1" 332,0" 332,3" 329,8 " 
613,9" 619,3 " 617,9 " 6135" , . 

734,9" 738,7 " 736,0" 731,8" 
900,4" 906,8 " 904,1 " 898,8" 

1150,7 " 1155,1" 1152,0" 1146,2" 

·1556,4" 1546,3 " 1542,6" 1537,0 " 
2241,3" 2200,0 " 2207,8 " 2196,0" 

70Q entre 164,5" y 165,2" 
75Q 
80Q » 330,8" y 332,3 " 
85Q » 607,9" Y 619,3" 
86Q 
871' 
88Q 
89Q 
90Q » 1816;4" y 2241,3" 

Merece especial interés el valor para 0,0 = 90°, la refraoción 
horizontal; . con el valor 2196 de la tabla de FC!)'e resulta _para 
las condicion,es b=29,q inches y t=500 F el valor: 2096". . 

Encontramos los siguientes valores;' 

1980" : Pryile (8) "Mean Refraction" b = 29,6 inches, t = 50Q F. 
"Bessels Refractions"; mediante 'las tablas de correcei6n 
para presi6n y temperatura se ve que las condiciones son: 

2094,1": » 

b = 29,6 inches, t = 49Q F. 

2094" Pernter-Exner (11) Los autores dicen que la tabla reproducida de 
Be~seZ se refiere a 760 = Y 8,5Q a; mediante las tablas 
de correeei6n se halla: 751,1 =. Y 8,5Q e, valores no muy 
distintos de 29,6 inches y 49Q F. 

2094" Newoomb-EngeZmann (lll) 

2090" '. Nassau (O) 

2090" BU8seZZ y otros (l!l) 
2090" S7GiZZing-Bioharilson (1,) 

. '." ",, .. 

'. 

\ 
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Finalmente desta'camos las diy,ergencias, en especial también 
en el signo de las dif,erencias, entre las "dos tablas publicadas en 
Pryde :« Mean Refractiolll> y «Hessels Refractions». 

TABLA IV 

LAS TABLAS l'UBLIOADAS EN EL LIBRO DE PRYDE' 

Dist. uenit. Mean Befraction BesseZs Befraction Diferencia 

75Q 210 " 212,1 " 2,1" 
76Q 225" 227,4" 2,7" 
77Q 243 " 244,9" 1,9" 
78Q 263" 265,0" 2,0 " 
79Q 287 " 288,5" 1,5" 
80Q 315" 3162" 1,2" 
81Q 348" ~349;3 " 1,3 " 
82Q 389" 389,6,," 0,6" 
83Q 440" 439,7 " + 0,3" 
84Q 508" 503,3 " + 4,7 " 
85Q 594" 586,5" + 7,5" 
86Q 711" 698,9" + 12,1" 
87Q 876" 854,6" + 21,4 " 
88Q 1115" 1088,6" + 26,4" 
88nO ' 1165" 1138,0" + 27,0 " 
88Q20 ' 1218" 119).,9' , + 26,1" 
88Q30 ' 1275 " 1250,9 " + 25,1" " 
88Q40' 1335" 1315,6" + ]9,4" 
88Q50', 1400 " 1386,7 " + 13,3 " 
89Q 1469" 1464,6" + 4,4" 
89Q10' 1542" 1549,8 " 7,8" 
89Q20' 1620" I 1642,7 " 22,7 " 
89Q30 ' 1703 " 1743,5" 40,5" 
89Q40 ' 1790 " 18523" 62,3 " 
89Q50 ' 1882 " '1969'2 " 87,2 " , 
90Q 1980 " ,2094,1 " -114,1" 

II. - TEORIA ELEMENTAL DE LA REFRACCION ATMOSFERICA. 

a) Cambio de la densidad del aire con la altura, «Atmósfena 
Standard». 

Habiendo desarrollado la teoría 'en mi trabajo arriba citado, 
repito lo dicho en p. 151: «Dependiendo el cambio de la densi
dad del aire con la altura no sólo de la presión, sino también de 
la temperatura, suponiendo para 'el último cambio la ley más 
sencilla posible y tambié~ concordante con las observaciones, es 
decir, el cambio lineal: escribimos la relación: 

(7) T=T'o-cy, 
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significando T'o la tem~eratllra en la superficie terrestre (nivel 
del mar), T en la altura y. Con la constante e positiva la tempe
ratura disminuye .con la altura (disminución normal 'en la tro
pósfera e 'entre 0,005 y O,Olo/m) ... La «ecuación diferencial 
de la estática de la atmósf.era» es: 

(8) 
CJp , 
iJy=-pg, 

significando p la densidad, 9 la aceleración de la gravedad, p la 
, presión; y la ebuaéión de estado del gas perfecto: 

(4) p=RpT, 

siendo R la constante de los gases;, usando con EXT/¡er el MKS, R 
tiene el valor numér,ico 29,27. g, siendo 9 9,806". 

Mediante las tres "ecuaciones (7), (8) Y (4) se llega a las 
siguientes expr,esiones que relacionan densidad y presión con la 
altUra sobree el nivel del mar: 

(9) 

(10) 

~iendo: 

(11) 

[ ] 

x-l (*) 

P ,pI o ' 1 - T; o y , 

g: 
:x:=-; 

Re 

p' o' p' o' T' o son los valores correspondientes para y = o. 

(*) Esta. relación vals también, considerando la curvatura de la ti!3rra, su
poniendo que la ,temperatura sea constante sobre una superficie esférica con

centrica. 
En el trabajo citado se escribió: 

19 += (x-1) 19 (l-T~ y) 
po o 

ocn la temperatura T\ en 'Y = O, y, tratándose en la aplicaci6n del trabajo 

citado siempre de alturas pequeñas, se aproximó 19 ~ mediante p-p' o 
, po p+p'o· 

"', . 

'_ .~ .' ,;-.í ','. 'c /"~' 1" .' ,\:'., 
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Casos especiales. 

1. Caso isopícnico (densidad constante; generalmente no se 
presenta en la naturaleza). De la ecuación: 

,(9a) 

sIgue inmediatamente: 

y por lo tanto: 

(11 a) 

y también: 

p=p'o 

, 

%-1=0 

c=JL 
R. 

(lOa) [ !l'J' p=p'o 1- RTf; Y .• 

I 

Para el caso especial .de T'o=To = 273'0 K tenemos: 

, [1 Y] . P=Po -7991' 

7991.[m] es la conocida «altura de fa atmósfera homogénea» (15). 

2. Caso isotérmico. 

Poniendo: 

(7b) T=T'o 

se obtiene med~ante (8): y (4): 

(9b) 
\ 

(lOb) 

Para el caso especial T'o=To=2730 K (10b) es la fórmula 
conocida de Halley . .. , 
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3. Caso adiabático. 

Con: 

PP'(j 
-=const=-
p'Y p'o'Y 

Sfl obtienen las ecuaciones: 

(9 c) 

(10 c) , = ' [1- ,-1 gp'o ] T TI 
P Po ,P'QiY-

(7 c) T=T' [1- ,-1 gp'o y] o , -, 
, P!> 

que se identifican con las ecuaciones (9), (10) Y (7), si con el 
valor de y para el aire 1.405 ponemos: 

" 

_ _ 1 ___ '" -1 " _y - "'. ,es d-ecl·r·. c g ,-1 Cr.J O 010/ '" '" =-R -,-=" m. ,-1 ,~1 - , 

Ahora bien, dependiendo la «refracción»- en cada altura' del 
rndice de refracción del aire y éste a su vez de la densidad p y 
siendo aplicables las fórmUlas sencillas de arriba sólo para ángulos 
zenitales no muy grandes y para d caso de una superficie plana, 
tenemos que eleg¡¡; un estado medio normal de la atmósfera, fi
jando una distribución determinada de la temperatura, con con
diciones determminadas de densidad, presión y temperatura en el 
niveJ. del mar, luego calcular los valores numéricos de la densi-
dad para cada altura. ' 

Habiéndose adoptado en la Argentina oficialmente, con de
creto del Poder Ej,ecutivo de fecha 1<> de agosto de 1933 ,la «At
mósfera Standard» de la C. I. N. A., es decir «Convención Inter

, nacional de Navegación Aérea», habiéndose ,encargado con el mis
mo decreto a la_Dirección de Meteorología, Geofísica e Hidráulica 
definir dicha atmósfera, estabLeciendo y publicando las constantes" 

A;. 
-;J 
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f6rmulas y tablas de reducción correspondientes, tenemos que· 
elegir como base para cualquier cálculo numérico las_ definiciones 
siguientes publicadas por Alfre~o G. Galmarini (16) en 1934; 
(damos los datos en forma resumida): . 

Entre el nivel del mar y la altura de 11 km! (trop6sferª)I:, 

«gradiel}te térmico standard» (Toussaint) c~0,0065° C; tempera
tura en el nivel del mar: 150 C = 2880 K; por lo tanto: tempe
ratura e'n 11 km de altura: - 56,50 C = 216,.5° K. 

" 
~resi6n en el nivel del mar: 760 mm de Hg. 

Desde la altura de 11 km la atm6sf,era es «isotérmica». 

Con respecto a los valores de las constantes físicas, dice Galo
marini en p. 10: «No difieren mayormente de las de la C.I:N. 
A., sino en el valor de las decimales, por lo que no afecta ,el re
sultado final de las constantes que intervienen en las fórmulas». 
Las f6rmulas encontradas por Galmarini para tfC?p6sfera y e~tra
tosfera son naturalmente idénticas con las nuestras: 
Gálmarini, p. 15, f6rm. (8),=nuestra fórm. (9): 

[
e] x-1 

P=',P'(l 1- T'oY 

Galmarini, p. 16, f6rm. la = nuestra fórm. (9 b) 

R~ ( 1/- 11000) 
p= p/oe 11 

Daremos en la tabla V. los valores numéricos del aire, calcu
lados por nosotros para la aplic~ci6n del cálculo de las refraccio
nes ,comparados con Jos de la tabla de Galmarini. 

'. 

':1 
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TABLA V 

DENSIDAD DEL AIRE EN FUN0I6N DE LA ALTURA 

.dltura Densidad .dltura Densidad 

WÜ. Ga. WÜ. Ga. 

0,0 km 1,2257 1,2255 11 km 0,3638 0,3638 
0,1 I 1,2139 1,2138 12 0,3107 0,3107 
0,2 1,2023 1,2021 13 9,2654 0,2653 
0,3 1,1907 1,1906 14 0,2266 0,2266 
0,4 1,1793 1,1791 15 0,1935 0,1935 
0,5 1,1679 1,1677 17 0,1412 0,1412 
1 1,1122 1,11211 19 0,1030 0,1030 
1,5 1,0585 1,0584 20 0,08793 0,0879 
2' , 1,0069 1,0068 25 0,03985 0,0400 
2,5 0,9572 0,9571 30 0,01815 
3, 0,9095 0,9093 35 0,008247 
4, 0,8194 0,8193 40 0,003747 
5, 0,7363 0,7362 45 0,001703 
6, 0,6598 0,6597 50, 0,0007736 

. 7, 0,5896 0,5895 
8, 0,5252 0,5251 
9. 0,4663 ' 0,4663 
10, 0,4127 0,4126 

La coincidencia de los valores es suficiente; la ligera dife
rencia en la cuarta decimal se explica por: 

, 

p' 0= p' 273 = 1,293~. 273 = 1,2;567 (YO 1,2257; 
I 288 288 , 

mientras . que Galmarini tiene: 

\ 273 ' 
p' 0= 1,2930. 288 = 1,2255 (p. 10); 

los valores para" son prácticamente los mismos (Wü.: 5,2556; 
Ga.: 5,256). 

b) Teoría de la refracción. 

; Superficie plana 

Aunque 'en el caso ¡de una superficie plana, la distribución 
especial de las densidades del aire no tiene influencia sobre los 
valores de la refracción, si consider,amos alturas muy grandes, 
pues' Ja ecuación '(l:;a) determina un,Ívocamente el valor qu~ 

'.~ . .' 
"" 

" . 
" '1': 
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.corresponde a tal' altura, conviene considerar la determinación de 
este ángulo para una altura cualquiera y. 

(13) 

. {14} 

En este caso tendr.emos en vez de (1 a): 

sen cx. = [1 + e (p' o-p )] sen cx.o 

Ahora, en vez de la ,ecuación (9) que representa p en función 
·de la altura y, ponemos la ~cuación: 

(15) p -.p' o [1\.- ~] , 
calculando h mediante los valores de p' o Y de p de la tabla ", 
.para una determinada altura ,JI (p. ej. para y = 11 lu~); y en
,contramos, reemplazando (15) en (13) y poniendo: 

(16)' 
h 

Ra= Cp'o 

.la relación: . , I 

.(13a) sen cx. = [ 1 + ~o 1 sen cx.o 

En otras palabras, se reemplaza la curva que corresponde a 
'la ecuación (9) (Fig. 1) por la recta gue pasa por los puntos 
(O~ p'o) y (11, Pll)· . . 

Demostré en mi trab~jo citado que entonces la trayectoria del 
rayo de luz es representada por una circunferencia, cuyo oentro 
'liene las coordenadas: 

yo=-Ro 

y cuyo radio es: 

<es decir, para cada distancia zenital la magnitud Ro es u.na me,-
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\ 

dida para la curvatura 'media dentro de la tropósf>era (O a 11 km)' 
,Dividiendo este intervalo ,en los dos intervalos parciales 6y 5-
km, o trazando en la fig. 1 las rectas correspondientes, calcu
lando con (15) y (16)' los valores, y siguiendo este proceso hasta, 
intervalos de 1 km. se obtienen los resultados s~guientes: 

Intervalos de alt~tra 

0-11 

0-6 
6,-11 

0-3 
3 - 6 
6 - 9 
9 -11 

0-1 
,1- 2 
2 - 3' 
3 - 4 
4-5 
5 - 6 
6 - 7 
7-8 
8 - 9 
9 - 10 

10 - 11 

T A B L A VI 

. Radio de ourvatura 

56590 

47010 
74890 

42070 
53290 
68730 
86490 

39070 
42120 
45490 
49230 
53360 
57970 
63100 
68870 
75340 
82660 
90040 

Se puede ¡extender la subdivisión hasta las capas más cerca
nas a la superficie,encontrándose, p. 'ej., en el primer intervalo 
de 100 m uh radio de curvatura de 37840 km, ¡es decir la cur
vatura del rayo de luz aquí es la sexta parte de la de la tierra, 
(resultado ya conocido). be la misma manera se .puede proceder 
para la estratósfera. 

Ahora bien,para el caso irreal de la superficie plana, estas 
consideraciones no intervienen en el cálculo de las refracciones; 
para un determinado intervalo, p. ¡ej. para 11 km, la fórmula, 
(13) es idéntica con (1? a), y el valor de 'Y obtenido con ellas y 
con (14) es el mismo. También, si elegimos intervalos parciales, 
pi. 'ej. dos o cuatro, la suma de las refracciones parciales será 
igual a la refracción total. 

Elegimos el caso de la distancia zenital de 45° y calculamos
las refracciones para 1, 2 Y 4 intervalos de la tropósfera (para 
los sen se usa -la tabla del libro de Pryde (9); para los demús, 
cálculos la de SchlOmilcn (17). 

'/ 

/' 
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Se halla: 

'Par~ un intervalo. de 11 km: 40,1 = 40,1" 

para dos intervalos de 6 + 5 km: 26,3 + 13,8':""-- 40,1" 

.para cuatro intervalo;; de 3 + 3 + 3 + 2 km: 

14,7+11,6+9,0+4,8 = 40,1" 

Por otra parte, con la fórmula de aproximación: 

-(3 b) '( = 206265 e (p' o-p ) tg ao 

-obtenemos para' ao = 45° el mismo ángulo de refracción de 40,1" . 

.superficie con el radio de curvatura Ii = 6370 Ion. 

En el caso de la .superficie curvada '-,ractio de curvatUl'a 
igual al radio de la Tierra R, = 6370 km ~ el método de las 
capas de aire concéntricas, de igual densidad, da, en vez 'de (\3 a) 
la 'ecuación: 

(13b) 
R ' 

sen a=-R [1--jJ e (p'o- p)], sen ao 
+1'\ ' 

-significando ahora 1'\ la altur~ sobre el nivel del mar. (Fig. 2). 
Procediendo ahora, como en ,el caso de la superficie plana, obten-
dremos la 'ecuación: . 

I+..l 
Ro . sen a = --- sen ao 

1+ ~ 
(13 c) 

-o también, en buena aproximación, siendo Ro bastante más gran-
de que R y pomendo: . 

tendremos: 

1+ J:... Ro 1 1 1 1 ---=---, con: -=---
1 + ~ 1 + l J( R Ro 

(13 d) 
senao sena=---
1 +.!l.' 

J( 

, ' 

" :-.. 
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fórmula que expresa la influencia de la curvatura terrestre, Iilodi
ficadapor la curvatura del rayo de luz. 

Escribimos (13 d) en la forma: 

'.J 
, '.2 

1.1 

1.0 

0.9 

o.a 
0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

-
I'!o.. 
~ ~ 
~ ~ 
~ f0.. 

""" 

[(. 
1'\ = -- [sen ao - sen a] , 

seu ao 

t--.'r--.. t-
~ ~ i'.. 

" "" i"-- R 

~ ~ 
~ f;;;:" 

O.J o 2 J " 5 6 7 8 9 10 ft 

D"'J/dgd d., glr. ,,, funcló." ti, la 

altura ,n Kili, 

Fig. 1 

b d~. d Y O tenemos, con -d = tg a, mtegran o: 
11, , 

(14) 
, " 

o también, siendo ~ = R . 'q> : 
ao 

l( t§1"2 
q> = R sen aj) 19 --a 

, tO"-o. 2 

(14,a) , 

Fig. 2 

o en buena aproximación, para diferencias 'pequeñas (aO-a): 

(14b) [( ( )' cp = 7i ,aO-a . 

Finalmeente 'tenemos (Fig. 2): 

(15) Y = cp - ( ao-a ). 

'" ·,;t ",,;, .. ' ',;ve., JF¡,-

,y 

O', ',. 
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Ahora bien, hemos ~anado así el sigui~nte procedimiento para 
calcular las refracciones .par:a cualguier distancia zenital 0.0 : 

1) Calculamos para la trop6sfera ('l1 " 11 km) h", Ro y [{, 
luego mediante: 

(11) 

(111) 

sen a.n 
sena.=-_V 

1+ i( 
, [( ( ) q> = R 0.0-0. 

'Y = q> - ( 0.0-0.) 

kl primera aproximación para la refracci6n en la trop6sfera; 
lu~go subdividimos en' 6 y 5 k'¡m; si resulta la suma de las' r,efrac
ciones p,arciales igual, al valor anterior, para una determi
nada distancia zenital, ya tenemos iel valor v,erdadero; si no, sub
dividimos en 4 intervalos, etc., hasta que, subdividiendo más los 
intervalos inferiores, llegamos a una suma cOnstante que es en
tonces la refracci6n verdadera ,en la trop6sfera. 

2). Repetimos el mismo procedimiento pafa la estrat6sfera. 
Daremos un solo ejemplo para un 'ángulo zenital bastante 

grande, es decir, para 0.0 = 800 • 

1. Trop6sfera 

1 intervalo de 11 km: 

2 intervalos de 6 y 5 km: 

4 intervalos de 3 + 3 + 3 + 2 km: 

11 intervalos de 1 km: 

'P - (ao-a) = T 
1969,5 - 1748,0 = 221,~ 
1086,9 - 939,8 = 147,1 

883,4 - 808,2 = 75,3 
222,3 

547,0 - 464,3 = 82,7 
540,1 -:- 475,5 = 64,6 
532,5 - 483,1 == 49,4 
351,0 - 325,1 = 25,9 

222,6 

183,5 - 153,6 = 29,9 
182,2 ,.- 154,7 = 27,5 
,181,4 - 156,0 = 25,4 
181,0 - 157,6 = 23,4 
180,1 - 1~8,6 = 21,5 
179,0 - 159,3 = 19,7 
178,3 :..- 160,3 = 18,0 
177,3 ,- 160,9 = 16,4 
176,9 - 161,9 = 15,0 
176,2 - 162,6 = 13,6 
174,8 - 162,5 = 12,3 

22l:1,~ 

" 

.... , 

l.;' • 

. ), 

.: .~.; 
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2. Estrat6sfera 

1 intervalo de 39 km: 

2, intervalos de 19 y 20 km: 

4 intervalos ~e 9 + 10 + 10 + 10 km: 

8 intervalos, el primero de 4 km, 
los demás de 5 km: 

6264,4 - 6180,6 = 83,8 

3179,9 - 3096,6 = 83,3 
3087,8 - 3084,0 = 3,8 

87,1 

1539,9 - 1471,8 = 68,1 
1641,3 - 1624,8 = 16,5 
1530,9 - 1527,7 = 3,2 
1556,9 - 1556,3 = 0,6 

88,4 

692,2 - 649,7 -=42,5, 
847,9 - 822,1 = 25,8 
829,6 - 818,1 = 11,5 
811,8 - 806,7 = 5,1' 
795,1 - 792,8 = 2,3 
779,1 - 778,0 - 1,1 
783,3 - 782,9 = 0,4 
730,4 - 730,3 = 0,1 

88,8 

Resultará así 'para la refracción total que corresponde a la 
distancia zenital de 80° bajo la suposición de la Atmós:f)erfl Stan
dard el valor de 

1 = 222,7/1 + 88,8/1'= 311,5". 

Para una superficie plana resultaría ,el valor considerablemente 
mayor de 324';." ' 

Por otra parte, r,educiendo 161 valor ganado a las condiciones 
normales de temperatura y presión, se obtiene: 

1=328,6/1 

mientr~s que los valores de Faye y de Nassau son 329,8/1 y 
332,0/1 respectivamente. 

Demostraremos en otro lugar que la aplicación de la fórmula 
exacta (14 a) en vez de la de a,proximación (14 b) no mod'ificará 
el resultado para la refracción total y que la elección de las den
sidades que figuran en la tabla V. ,es suficiente hasta, para el 
cálculo de la refracción que' corr,esponde a la distancia zenital de 
900. Publicaremos también la tabla completa de refracciones. 

Instituto de Física. - Tu.cumán, noviembre 13 de 1949. 
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.además IR ~ el valor 14,6 (WÜ. 14,593; Ga. 14,595). Han calculado: 1 : 
g e 

0,0065 = 152,8, en vez de 153,85. ' 
Fünfstellige log(1,1'itlmvische '!/JItd trigonometJ'is~he Tafeln. Hrsg. v,. O. 

SOlILOMILOlI. Vieweg, Braunschweig, 1914. 
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TEORIA DE LAS ABERRACIONES GEOM~ETRICAS 
DE LOS SISTEMAS OPTICOS CENTRADOS 

por RICARDO PLATZEOK 

Observaorio Astronómico, Córdoba 

(Recibido el 2/12/1949) 

Sm.w:ARY: Two methods are developped in order to determine sucessively 
the geometrical aberrations of centered systems of an arbitrary number of 
optical surfaces ofaxial sy=etry, spherical or noto 

The fiist method is based on the classical concept of the angular eiconal 
(characteristic function), which is deduced from the principIe of Fermat. 

The second method uses foro the determination of the aberrations of the 
system the matrix which transforms any given ray in the object space into 
a ray of the image space. 'fhis procedure is based on a method which has been 
given by R. A. Sampson in orler to obtain the aberrations of third order. 
It is shown that it can be developped into a form which permits to determine 
by successive approximations the coefficients of arbitrarily high order. 

Introducción. 

En este trabajo se indica el proce'dimiento que debe seguirse 
para obtener las aberraciones d,e un orden (2n-V cualquier,a 
aplicando dos métodos fundamentalmente diferentes. El primero 
se basa' en la función clásica del eiconal angular (función ca
racterística) que se deduce del principio de Fermat. En el segundo 
se determinan las aberra~iones del sistema mediante la matriz que 
transforma a todo rayo' del espacio objeto en un rayo del e~pacio 
imagen. Este último -método está inspirado en una teoría desarro
llada por R. A. Sampson (1), limitada a las aberraciones de tercer 

(*) Extractado de la ,tesis presentada' por el autor en la Universidad Na
cional de La Plata en el afio 1945. 

Una exposición' más de~allada aparecerá" en otra parte; 
'(1) SAMPSON', R. A. A new Treatment 01 OptioaZ Aberrations; Phil. Trans" 

1913, 212, A, 149 ~ 185. 
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orden. La' modificación y ,generalización estudiada aquí permite~ 
en cambio, obtener sucesivamente las aberracione~ de un orden' 
cualquiera.. Ella ,es aplicable a sistemas ópticos centrados, con 
simetría alrededor de un ejle en los cuales los medios transparen
tes son de índices de refracción c(;mstantes y están s~parados por 
superficies de discontinuidad. 

Teoría del eiconal. 

1. Características del eiconal angular. Consideremos un siste
ma óptico centrado y dos sist,emas de coordenadas 00, Xo, Yo, zoell 
el espacio objeto y 01' Xl> Yl' Zl en el ~spacio imagen tales que 
los ejles Xo y Xl coinCidan con el eje ~ptico. Si Ao(ao, 0, O) Y 
Y Al(al, 0, O) son dos puntos sobre el eje óptico situados en el 
espacio obj,eto y en el espacio imagen respectivamente, entonces 
el 'eioonal angular W(po, qo, Pl' q,l) representa, 'para un rayo cual
quiera que atraviesa el sistema, el camino óptico entre los pies 
de las perpendiculares trazadas por Ao y Al ~l rayo considerado.' 
W debe estar expresado en función de Po, qo, Pl' ql> como varia
bles independientes, donde mo, Po, qo Y ml' Pú ql' son los cose
nos director,es del rayo considerado en el el?pacio objeto, (rayo 
incidente) y el espacio imagen (rayo emergente). Ao y Al pueden 
en particular ser puntos' conjugados. En la expresión de "IV fi
guran, desde luego, las -constantes características del sistem;a 
óptico, como ser índices de refracción, radios de curvatura de 
las superficies ópticas (no necesariamente esféricas), distancias 
entr,e las mismas, etc. 

Consideremos ahora dividido el sistema óptico 'en. dos piutes 
cualesquiera. Si es At el punto sobre el eje óptico que define 
la división y si son mt, Pt, q {, los cosenos directores del rayp en' 
el espacio correspondiente, y si 1,Vl ,W2 son los eiconales que 
caracterizan a la prime¡ra y segunda parte del instrumento, ,res
pectivamente, entonces es sabido que la suma W 1 + W 2 da el 
valor del ,eiconal de todo el sistema. Ahora bien, dado que en la 
suma figuran las seis variables Po, qo, Pt, qt, Pl' ql' es necesario 
eliminar las dos variables intermedias Pt' ql' para que dicha su
ma reprlesente verdaderamente al eiconal del sistema total. 

La división analizada, desde luego puede hacerse en un nú~ 
mero cualquiera de partes. Veremos más adelante que conviene 

:.~ .. \ , 
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ca,lcular el eiconal correspondiente a cada una de las superficies 
~pticas que comprende el sistema en estudio; sumar los valores 
obtenidos y eliminar después las variables p, q, intermedias. El 
valor que r,esulta así representa 'el eiconal angular de todo el 
sistema. 

Recordemos ahora cóniO se obtienen las aberraciones de un 
sistema cuando se conoce su eiconal angular. Sea (1,0 un plano per
pendicular al 'eje óptico que pase por el 'punto Ao, Y (1,1 un plano 
análogo que pase por Al.. En tal caso valen las -relaciones 

(1) 

donde no y nl son los índices de refracción en el espacio objeto, 
e imagen, respectivamente, Yo, Zo las coordenadas de 'la intersec
ció!'. del rayo luminoso con el plano frontal (1,0 e Y1> Zl las coor
denadas de 'la intersección del rayo mencionado con el plano (1,1; 

en particular (1,0 y (1,1 pueden ser el plano obj-eto e imagen del 
sistema cuyo ,eiconal angular es W. En tal caso 

da la intersección del rayo genérico con el plano objeto expresado 
en función de las variables indicadas <lntre paréntesis. Para obte
ner de las (2) las aberraciones del sistema óptico es necesario 
expresarlas en función de las coordenadas Yo"zo 'en el plano ob
jeto y de las coordenadas 1\, c; en el plano del diafragma (o 'de 
alguna de las pupilas del sistema). 

En lo que sigue expondremos un método qué permite obte- , 
ner sucesivamente los términos del desarrollo 

(3) Y _y (1) + Y (3) + z - z (:\.) + z (3) + 1- 1 1 ••• , 1 - 1 1 ••• 

en función de Yo' zo, 1\, c;, qonde el exponente entre\ paréntesis in
dica ,el grado ,en las -variables. )'1(1), Zl (1) dan naturalnient<l las inter
intersecciones. gaussianas, de modo que las aberraciones de 3°,' 

• 'l., I 
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50, :.. orden del sistema óptico están contenidas en las expre
siones 

(4) A _ (3) + Y (5) + 'Áz - z (s) +'z (5) + LlY1 - Y1 1 •.. , Ll 1 - 1 1 ••• 

/ 

2. Eiconal de la r-efracción en una superficie óptica. Sea 
0, x, y, z el sistema de coordenadas con origen en el vértice de la 
superficie óptica de eje x coincidente con el ej>e óHtico; designe
mos con P(X, Y, Z) al punto de intersección del rayo luminoso 
con la superficie. El valor del eiconal angular está dado, entonces, 
por la expr,esión (2) 

(5) W = (nomo- á1 m1) X + (no Po -n1 P1) Y + 
+ (no qo - n1 q1) Z - nomoao + n1 m1ai> 

~ + 
donde Uo(mo, Po, qo) y U1(m1, P1' q1) son' los vectores unitarios 
sobre ,el rayo incidente yemergt;lnte, respectivamente. W' no r,epre
senta al 'eiconal angular 'W buscado, ya que figuran Ifclemás de 
las variables Po, qo, Pi> CJ1' las variables X, 1;'", Z, mo, m1. Dehe-
mos pues, -eliminar estas últimas. La eliminación de mo Y mi 

resulta ele las relaciones 

(6) 

en cambio, la ,eliminación de X, Y, Z se hace mediante la ecua-
• ción de la superficie óptica 

(7) X = cr(Y, Z) o. F(X, Y, Z) 

-+ -+ ~ 

y la ley ele refraccióri según la cual el vector N = no Uo - n1 U1 

es normal a la superficie, vale decir, se satisfacen las rela'
ciones (3) 

(8) 

(") BORN, M., Optik (J. Springcl', 1933), pág. 73. 
(9) BORN, M., Opti7c, pág. 74. 

• 
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que introducidas en la (5) dan 
. , 

(9) 
- .uF uF uF 
W=(nOmO-nlml ) (X-+Y- +Z-)-

uX uY uZ 

Si ahora tenemos en cuenta que la· superficie óptica es de 
revolución podemos poner H2 = y2 + Z2, con lo que la (9) pue
de escribirse 

, 
y si desarrollamos la (7) en serie 

(11) 

resulta 

co 

F=X+I.djH2j, 
j-1 

"" 
X=-I.djH2j 

j-1 

(12) W = (no mo - nl ml) I.(2j-1) dj H2j - no mo a¿ + nl ml al' 
. j=1 

Ahora bien, para ¡eliminar H de la anterior nos valemos de 
dos expl1esiones; la primera de ellas se obtiene elevando al cua
drado ysumando las (8), siendo de la forma 

(13) 

y la seg~nda se' obtiene derivando, multiplicando por H y ele
vando al cuadrado la (11); su valor es 

(14) 

donde 

(15). 

Si ahora igualamos los segundos miembros de (13) y (14): 
y despejamos H2 se obtiene la siguiente fórmula de recurrencia 

, i t. . 
1,," 

" .-, 
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(16) 

donde H{¡)2r indica que H2r está desarrollado hasta términos de 
grado 2t en ,las p, q. La expresión (16) permite obtener sucesiva
mente H(1)2, H(2.)2, etc., valores gue reemplazados en la, (12) nos 
dan el' ,eiconal angular 

donde se ha tenido en cuenta la (6). 

3. Sistema COO'lJ r superficies ópticas. Consideremos un siste
ma formado por r superf~cies ópticas. Para definir. los r eico
nales parciales correspondientes a las mismas fij,emos sobre el 
ej1e óptico los siguientes puntos': Ao (ao' 0, 'O), en el espacio ob
jeto, Ar (al" 0, O) l6l1 el espacio imagen, y los puntos.A1 (l =.1, ... , 
r-1)entr,e las superficies SI y Slfh.. Por lcr demás los puntos 
Ao' ... , Ar son arbitrarios; Ao Y Ar pueden en particular ser 'las 
intersecciones de los planos objeto e imagen, respectivamente, con 
el eje óptico. . . 

. El valor del eiconal del sistema está dado, como sabemos 
ya, por la suma de los eiconales correspondientes a las part'es 
del instrumento definidas por los puntos Al' Podemos escribir 

expresión de la cual debemos eliminar las variables intermedias 
Pi> q1' •.• , Pr-1; q,-'J,.' Para ello derivamos sucesivamente la (18) 
con respecto a P1' qi>' .. , Pr-1' qr-;!. y obtenemos 

. (19) , oW¡ = _ oW¡ti , 
'. ()p¡ ()p¡ 

C>W¡ ()Witl --=---
()q¡ dqi 

(i= 1, ... , r-1) 

que de acuerdo a las (1)' no son sino las ecuaciones de conti
nuidad del rayo luminoso a través de los planos perpendiculares 
al ej,e óptico por los puntos AJ. 

Las expresiones (19) nos permiten ,efectuar la eliminación de 
las Pi' q¡ intermedias por aproximaciones sucesivas. Sean 

;L 
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(20) W · - W.(a) -1- W·(2) + ' + W·(b) + 1- 1 1 ••• 1 ••• (i:-1" ... ,r-1) 

los .desarrollos ,en serie' de los éconales de los elementos que 
componen el sistema óptico. Si reemplazamos Wq<2) en las (19) 
obtenemos un sistema de 2(r-1) ecua ClOnes cuya resolución nos 
da las 2(r-1) incógnitas 

(21) 'W (1) (1) g (1) Pi ,gl , ... , Pr-l , 1'-1 

en función de Po' go, PI" gr; ponemos el exponente entre parén
tesis para indicar que se trata de relaciones lineales. Si ahora m
trodu,cimos W i (2)+ W'¡(4) en (19) resulta un sistema de ecuaciones 
con términos de primer y tercer grado en las pi, gi intermedias. 
Pod~mos reemplazar en los términos de' tercer grado las (21) 
sin perder generalidad; en esta form'a nuevamente resulta un sis
tema lineal con 2(r-1) incógnitas, que resuelto nos da p/S), g/s). 
Siguiendo ,en la misma forma ,podemos obtener sucesivamente los 
términos de 50, 70, ... grado en las variables finales. Reempla
zando los valores obtenidos en (18) se obtiene el desarrollo del 
eiconal del sistema óptico dado en función de Po>go, PI" g,:. 

4. Abern;wiones ,t;n función de las coordenadas en el pl;zno 
objreto yen el plano del diafragma. Consideremos nuevamente un 
sistema aptico formado por r superficiés y supongamos que el 
diafragma se 'encuentre entre la superficie! l y la l + 1 Y .sea Al 
el punto de intersección del plano que contiene al diafragma con 
el ,eje óptico. Dividimos el sistema total en dos partes; la pri
mera comprendida entr'e Aa en el !lspacio objeto, y A¡, y la se
gunda entre Ai y Aren el espacio imagen. Los eiconales al,1gulares 
correspondientes los caracterizamos de la siguiente manera 

(22) W 1 = W 1 (Po, go, PI, g¡), W 2 ~ '"' 2(P¡, g¡, PI" gr), 

y que ya sabemos calcular hasta un orden 2s cualquiera. , 
Si ahora los pares (Yo, zo), (y,., Z,.), ("1, c;) son lascoorclena

das en el plano por Ao,por Al' Y en el diafragma, respectivam.ente. ' 
Entonces las (22) proporcionan de acuerdo a las (1) las ocho 
expreslOnes 

oW1 " 
--=noyo, 
opo ' 
oW . 
-_l=-n¡"1 
op¿ 

oW1 -,- =nozo .ogo 

oW ' 
__ 1 =-n¡c; 
ag¡ 

~ .. " 

,¡;._.;"." '" , ~ ,,' I ' 

", 

, . 
,',:' 
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(23) 

cuyas variables son 

(24) 

Para expr,esar las coordenadas y r', Zr en el plano A,. 'en fun
ción de Yo, zo, 11, C; prooedemos nuevamente por aproximaciones 
sucesivas. Introducimos los términos de 20 grado W~(2) y ll'2(2) 

ele] desarrollo en serie de las (22) en 'Jas (23). Resulta así un: 
sistema de ocho ecuaciones lineales; las dos últimas proporcionan 

y las seis restantes permiten eliminar Pl, ql' PI" qr por una ,parte~ 
e introducir Yo' Zo por la otra. Se obtienen p.sí las relaciones li
nealesde la aproximación gaussiana 

(26) Y w - '(1)(y ) '(1) (1)( ) r - Yr o' Zo, 11, C;, ZI' = Zr Yo' zo, 11, C; 

con las cuales se determjna la posición A de Al' conjugada de 
Ao. Si designamos con y, Z a las coordenadas correspondientes 
resulta 

(27) 

que naturalmente son independientes de 11, c;. 
Para obtener las aberraciones de 'tercer orden introducimos 

W 2 (4) del desarrollo de las (22) en las (23) y si reemplaza¡ffios 
los valores lineales ya obtenidos en los términos de tercer gra
do del sistema resultante, dicho sistema n~evamente será lin~al. 
Una vez- resuelto nos da 

(28) P (S) q (S) P (s) 'q (s) YI,(3), zr(s). o , o , ..• , l' , l' , 

Si repetimos el mismo procedimiento agregando más térmi
nos del desarrollo de W 1 y W 2 obtenemos sucesivamente' las abe
rraClOnes de 5°, 7°... . orden. 

\ 
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Teoría de las matrices. 

4. Introducción. Considellemos nuevamente Un sistema cual
quiera, con r superficies ópticas y sean Ao Y Ar dos puntos so
bre el eje; el primero en el espacio objeto y el segunidoen, el 

-espacio imagen. Con origen en Ao Y Ar fijamos dos sistemas 
de coordenadas 0, x, y, z y O', x', y', z', donde x y x' coinciden 
con el -eje óptico. A un rayo de ecuación 

(29) 

le corr,esponderá en general un rayo 

(30) 

Los dos sistemas de coeficientes 

definen al rayo objeto y al rayo imagen, respectivamente. 
Ahora bien, 'el' instrumento óptico estableoe una relación 

entr,e el primer grupo y el segundo, -vale decir que los valores' 
y l' Zl' /31, y ú pueden ser expresados 'en función de Yo, zo, /30' Yo, Y 
de las constantes que caracterizan al instrumento. V.eamos cómo 
se obtienen dichas relaciones. 

5. Refracción ,en una superficie óptica. Resolv,eremos pri
mero el problema propuesto para el caso de la refracción en una 
superficie que separa dos medios de índices no Y ni. Por el mo
mento consideraremos una superficie sin simetría particular, de 
ecuación 

(31) x =cp(Y, Z), F(X, Y, Z) =0. 

Hagamos coincidir los -ejes x y x', colocando el origen co
mún en el punto en 'que x corta a la superficie. Por tener los 
rayos objeto oC imagen correspondientes un punto común sobre 
la superficie es 

'.,;.:.::.-;:!.'.; "i: .. '" ,'," 

, , 
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Recurrimos ahora a la lJey de la refracción (y reflexión) en la 
forma en que la hemos presentado en el capítulo anterior. 

De la (8) y de la (31) resulta . 

(33)' _ d(nm)l ()X = d(np), _ ~(nm) ax = d(nq), aY az 

donde hemos introducido la notación abreviada 

(34) d(n",,) =no mo - n1 mi> 11 (n p) = n.o Po -n1 P1' 

d(nq) =no qo- n1 ql· 

Si nos valemos de las relaciones 

entre los I;:osenos· director·es y los coeficientes angulares, la (33) 
toma la forma 

, (36) 

Si ahora reemplazamos estas expresiones en la (32)', resulta 

_ +x d(nm) (_r.l _ oX) 
Y1-YO . ' IJO "y n).m1 u 

(37), 

Las (36) Y (37) dan los valores de Y1> Z1' 131> 11' para el 
caso general en que la superficie no está sometida a restricción 
alguna. 

Consider,emos ahora una superficie de revolución alrededor 
del eje x. En tal caso es . 

q 

/ 
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y como 

resulta 

aX _ 2 dX ( r.l X) aX dX 
aY - dH2 YO+IJO , aZ·=2 dH2 (zo+IOX). 

Si introducimos ahora estas ,expresiones en las~ (32) y (33)
obtenemos 

Zl= [1-2X dX . L\(nm) 1 Zo-X L\(nml[1+2x dX] lO-
dH2 Tl,11r1!li n1m!! - dH2 

(38) 

[3
1
=2 dX . L\(nm) .Yo+[nomo +2X dX L\(nm)] (3~ 

. dH2 n1m¡r nlml d.Ji2 n1m1; • 

que podeI?osescribir en forma abreviada 

Yl ; gl1 Yo + g±2 ~o ~1 = g21 Yo + g22 [30 

(39) 

Estas expresiones muestran que la transformación que per
mite -expresar Y1> zl' ~1> 11' en función de Yo, Zo, [30'10' queda per
fectamente determinada por la matri7i 

(40) 

1-2X dX f1(nm) 
dIl2 n1m1 

? dX A(nm) 
""' dH2 n1m1 

, 
.', .. '''.: ~;;I";';· .... ::~,~.\ ::.' ,o;,,, :.;;. 

~~ 
'. '1 

.... ~ 
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A la matriz (40) la designaremos con el nombre .de matriz 
''1ll'acterística de la superficie óptica, que sep!lra los medios de 
.índices de refracción no y ni' 

. 6. Combinación de varios sistemas ópticos. Analicemos 'pri- . 
mero el efecto de una translación del sistmpade referencia. Para 
expresar los rayos dados en el sistema O; x, y, z ,en el sistema 
·0', x', y', z', trasladado en 

x'=x-e 
I 

;no hay más que aplicar a Yo, t o, ~o, Icf;~~a,transformación defi
nida por la matriz 

1 e 
(41) Ilell= 

O 1 

para obtener Yi> Zl' ~i> -(1' como puede comprobarse de mm e
·diato. 

Si ahora 

(42) Ilgilcll = 

. son las matrices de los sistemas centrados p,ara los cuales el ori
gen de coordenadas en el espacIO imagen del primero, enton
-ces valen las expresiones 

Yl = g11 Yo + g12 ~o 

Eliminando de ellas las variables intermedias Y1> zl' ~1> 11' 
<obtenemos 
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Y2 = (gl1 k11 + g21 k12) Yo + (g12 lc11 + g22 k 12) ~O 

Z2 = (gl1 k 11 + g21 k 12) Zo + (g12 k 11 + g22 kd 10 

~2 = (gl1 k 21 + g21 k 22) Yo + (g12 k 21 + g22 k 22) ~O 

12 = "(gl1 k 21 + g21 lc22) Zo + (gi2 k 21 + g22 k 22) 10 " 

vale decir que" el instrumento compuesto tiene la matriz 

donde puedde observar~ que II Gilell es igual al producto de la., 
matriz IIkiTell por la IIgilell, es decir 

(94{ 

En general, un instrumento compuesto de n matrices 

IIgiklli j = 1, ... , n, 

tiene por matriz al producto 

1 

(44) IIGilell = 11 IIgiklli 
j-n 

que permite transforma~ un :r:ayo del primer espacio objeto en el 
rayo correspondiente del último espacio imag'en. 

7. Cálculo de las aberraciones. Consideremos un sistema Óp
itco comprendido entre los sistemas' de referencia (°0, Xo, Yo, zo) 
y (Or'xr,yl" zr). Sea (Oo,Yozo) ,el plano objeto y (Or,Yr,zr) el 
plano imagen del mismo. Si IIGilell <lS la matriz característica del 
sistema considerado, entonoes el punto P o(Yo, zo) es la intersec
ción del rayo luminoso (genérico) con el plano obj-eto y el punto 
Pr(Yr'z~) es la intersección del mismo rayo con el plano imagen. 

" Las coordenadas del punto P r están dadas por 

(45) 
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Ahora bien, si a Yr' 'zr ·le restamos los valores y/1),,) z/l) 

dados por la aproximación gaussiana,obtenemos las aberraciones 
del sistema óptico mencionado: 

(46) 

Del primer término del desarrollo en serie de las Gil" resulta 

y/l) = Gll(O) Yo, z/O) = Gll(O) zo 

ya que 

es la condición para que Pr sea conjugado de Po. 
Para que la (46) proporcione las aberraciones e.n la forma 

conveniente, es decir en función de las coordenadas en el plano 
objeto y las del diaf~agma, es necesario eliminar de las coordena
das sobre las superficies ópticas, las variables intermedias e in
troducir las variables 11, c:; sobre el diafragma. Estas operaciones 
se ¡efectúan en forma análoga a la desarrollada para el eiconal 
angular. 

8. Eliminaci6n de las coordenaoos sobre la superficie 6ptica. 
Basta hacer la eliminación de X, Y, Z, para cada una de las 
matrices características de las superficies de separación de dos 
medios consecutivos, que intervienen en un instrumento cual
qmera. 

Si analizamos la matriz. (40) que caracteriza a la superficie 

observamos que en las gik figuran' expresiones en 

dX m m X o' l' dH2' , 

Si tenemos en cuenta las (11), (13) Y (16), podemos expre
. sar estas cantidades en función de Po;qo, Pi' ql' o sea 

(47) 

:', 
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Si ahora tenemos en cuenta las relaciones 

i=O,l, 

podemos ,expresar g ir~ en función de ~o, 'Y 0' ~1' 'Y l' 

9. Sistema con r superticies ópticas. 

Si consideramos un sistema como el descripto en el'§ 3,pb
tenemos paralelamente a las (19) un sistema de ecuaciones del 

. tipo 

(48) 

que permiten, siguiendo un' procedimiento de aproximaciones su
cesivas muy análogo al 'empleado para el eiconal angular, di
minar las variables intermedias. 

10. Aberraciones en función de Yo, zo, 11, c;. 

Tomell!os nuevamente el sistema óptico dado en § 4 Y sea 
IIHi1~11 la matriz de la primera parte y IILi1~1I la de la 'segunda 
parte del instr,umento. Podemos formar con ellas ocho expresiones 
análogas a las (23) aplicando las (39) que nos permiten también 
obtener aquí las aberraciones del sistema en función de las Ya
riables finales según un camino paralelo al seguido en § 4. 

Este trabajo ha sido lexpuesto y discutido, en t()das sus 
partes, en el seminario del Observatorio de Córdoba, por lo que 
deseo expresar mi agradecimiento a los participantes del misIDp. 
en ,espec~al, a los doctores E. Gaviola y G. Beck. 
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ESPECTROSCOPIA DE SOLUCIONES 

por' HÉOTOR ISNARDI 
Instituto de Física - La Plata 

(Recibido el 12/12/1949) 

/ 

, SUMMARY: The spectra of aqueous solutions have been studied, exciting 
the spectra by an are and using the experimental arrangements in fig. 3 and 4. 

Atable is given of the values of sensibility which have been obtained whith 
a Zeiss spectrograph of three glass prims with acamara of 84 cm focal dis
tance. In all cases the are has been generated by 'a transformer of 12.000 V 
the secundary circuit being directly connected to the electro das. The current 
flowing in the arc is 3 A and the potential difference measured, qetween the 
electro des ii! approximately 600 V. 

For a solution of 2 mg of LiCl in 11 of water the .', spectral consumption" 
has been determined and has been found to be less than 10-" mg. 

§ 1. q-ENERALIDADES 

Los métodos y dispositivos experimentales usados en el es
tudio espectral de soluciones son poderosos auxiliares para la 
determinación de elementos contenidos en pequeña cantidad en 
muestras sólidas, previamente transformadas en soluciones por 
vía química. 

En una muestra líquida es fácil modificar su cconcentra
ción o separar por precipitación los elementos que no se tengan 
interés en determinar, lo que acarrea la doble ventaja de refor
zar en general las líneas de los elemlentos no precipitados y de 
simplificar los espectrogramas, por eliminarse todas o la mayor 
parte de las líneas de los precipitados. 

En cada caso particular y según el elemento que quiera 
determinarse, conv,endrá est,udiar la muestra por los métodos 
especiales para sólidos o líquidos. ' , 

De acuerdo con los valores de la sensibilidad para los' dis
tintos elementos por nosotros estudiados, puede asegurarse que 
su determinación cualitativa deberá ser realizada al estado' de 
solución, siempre que sé disponga de sqficiente cantidad ini
cial de muestra sólida. 

,o 
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§ 2. LOS DISPOSITIVOS EXPERIMENTALES USADOS 

En el año 1884 'excitando con chispa, electrodos de grafito 
humedecidos con soluciones, verificó Hartley la presencia de 
metaLes disueltos. ' 

Muchos años después en 1907, Pollok, continúa las expe
riencias de Hartley reemplazando, con el propósito de evitar 
la crepitación del líquido, los electrodos de grafito por electro-, 
dos de oro. ' 

El mismo año De Gmmunt, para evitar las líneas espec
trales de los electrodos metálicos, analiza soluciones haciendo 
saltar la chispa entre dos gotas ,de líquido que afloran en los 
extremos de tubos de cuarzo, estando sumergido cada uno de, 

. ellos en vasos que contienen la solución. 
Twyman y Hitchen en el año 1931 utilizan el tubo de fIar

tley modificado por Pollilty Leonard y con él constatan al es~ 
tudiar cuantitativamente soluciones de Co, Ni y Cr, que ,las 

'incrustaciones en la part~ superior de los electrodos de grafito 
y la descomposición de 'las soluciones, dan una falsa idea de 
su concentración. 

En el año 1935 Dllffenaalt, Wley y Owens y un añlo 
después Thompson y Duftendak, introducen modificaciones fun
damentales en el tubo inicial de chispa de Bartley. 

Un modelo usado por Twyman y construido por Hilger 
es el que ilustra la figura 1. 

e, 

Fig. 1 

,P 

Los electrodos son de grafito de 5 mm. de diámetro, la 
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solución está' contenida en el recipiente E de diámetro grande' 
para que varíe poco la velocidad de escurrimientQ del líquido 
mientras dura la experiencia, la solución llega a la par'te supe
rior del electrodo inferior, por un agujero central y la des
carga de la chispa se produce entre este y el electrodo superior: 
colocado frente a él. 

Loewe en el año 1928, excitando con chispa, analizó oolu
cionescolocando pequeñas gotas de líquido en una cavida:d he
cha en el electrodo inferior. Otros investigadores han estudiado 
espectralmente soluciones excitando con chispa o arco, electro
dos de carbón o grafito, previamente sumergidos en calienle va
rias veces ~n el líquido ó evaporando a sequedad la muestra y 
estudiando su residuo. 

W. Gerlach al oc'uparse del estudió espectral de humores 
y soluciones ha construido dos modelos de electrodos con ese fin. 

El primero es un tubo de vidrio de forma acodada que se 
carga por uno de SUB extremos que termina en forma de 
embudo y cuya punta opuesta, es coronada por una pequeña 
esfera de vidrio abierta en su parte superior con uml escotaduIJa 
circular de 4 mm. de diámetro. Un conductor de platino que 
termina en una esferita del· mismo melal, llega por el interior 
del tubo al ensanchamiento superior de martera que sobre él 
quede una pequeña capa líquida. . 

El electrodo superior se coloca frente .a la superficie li
bre del líquido y ha sido construido en Cadmio terminando su 
extremo en forma cónica. 

Con 'una adecuada regulación de la chispa esta salta a tra
vés dd líquido sin hacerlo crepitar y se obtienen las líneas de 
los elementos disueltos muy intensas con respecto a las propias. 
del Cadmio. 

El segundo de los modelos construidos por Gerlach es un 
trozo de hierro cilíridrico de 5 cm. de diámetro y 5 cm. de 
altura sostenido por un soporte, que simultáneamente sirve de 
conductor 'y todo colocaªo dentro de un embudo de. vidrio que 
se Hena con hielo. / 

En la parte superior del electrodo de hierro, una profunda 
cavidad permite colocar un recipiente de platino donde se depo-' 
sita la muestra líquida que se desea analizar. 

El electrodo superior es metálico, gr~eso y corto y se colo
ca . un poco descentrado frente al menisco del líquido para que 

\ -
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la lente condensadora recoja toda la luz del arco de llama. 
Con este electrodo srt autor registró, analizando orina, la 

línea 2537 A o última del mercurio, en una soluCión de 10-4 0/O 

de ooncentración, exponiendo tres minutos y utilizando el espec
trógrafo grande Steinheil con óptica de cuarzo. 

Lundengardh, ha construído un dispositivo, modificando 
mO,delos anteriores, especialmente diseñado para· el estudio es
pectral de alcalinos y alcalinotérreos en solución. La figura 2 
es un corte de este aparato . 

.E'ig. i:! 

La solución llega pulverizada al extremo de un mechero 
de vidrio con boquilla de cuarzo, donde arde la llama de gas 
acetielno. Con este aparato su autor ha realizado interesantes 
trabajos espectrales, especialmente en el dominio de la química 
agrícol.a . 

!, 
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Las "figuras 3 y 4 son reproducciones fotográficas de los 
modelos de electrodos construí dos por nosotros, _ para el estu-
dio espectral de soluciones. . 

En el primero de estos modelos (figuraS), de construcción 
muy sencilla, el derrame de líquido varía continuamente, mien
tras que en el segundo (figura 4) el derrame es uniforme yr 
por esa causa el foco luminoso I que produce el arco de llama 
es sumamente constante. 

Fig.4 

En los dos modelos los recipientes v son tubos de vidrio 
I pyrex de unos 3 cm. de diámetro y 15 cm. de longitud, ·que 

terminan en su parte inferior en conos esmerilados a los que 
se aJusta~ los electrodos o. 

En el modelo de derrame constante, los embudos de carga ·e 
se fijan a las pipas por dos tubos de goma g y su largo cuello, 
por donde salen los conductores e al exterior,. permite regular 
la velocidad de salida de la ~olución; la pinZl(lS p ajustan dos 
tubitos de. goma en¡chufados en salidas laterales de las pipas, 
que abiertaas permiten cargarlas, un tqbo de vidrio soldado 
normalmente al eje del vaso v sirve' para fijar sólidamente el· 
conj'unto al brazo p del soporte (figura 6): 
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. 'La: figura 5 es un corte longitudinal . de los terminales 
metálicos o. El porta electrodos B termina en cono para po
derlo ajustar al vaso v. El electrodo A es de 5 mm. de di á-

Fig. 5 

metró y 60 mm. de longitud, y ha sido rebajado y rosca¡do 
con paso fino para poderlo fijar al soporte B de manera, que 
el líquido que se desliza por el espacio E moje el extl"emo del 
electrodo y caiga gota a gota. Al tornillo R se le ha limado 
una superficie plana que permite el paso del -líquido. 

El espacio E es de más o menos 0,5 mm., pero su tamaño 
no tiene mayor importancia, puea se puede regular la velocidad 
de salida del líuqido levantando o bajando .el embudo e. La 
tuerca T fija sól~damente el conjunto y es indispensable cuan
do se quiere mantener constante la distancia entre los electro
dos" ya que los continuos levados con soluciones ácidas, des
gastan al tornillo R y al paso de rosca del porta electro B. 

Puede también utilizarse, cuando no interese la variación 
de la distancia entre los electrodos, un modelo más simple. En 
este modelo el electrodo A es cilíndrico y se desliza por el 
interior de la camisa'. B siendo retenido en posición por el con
ductor c, doblado sob~e el borde de las pipas o del embudo. 

Cuando se utilize el modelo de la figura 3 debe 'ajustarse 
con más cuidado la separación E o regular la caída del líquido 
. con un poco de hma de vidrio colocada en la parte inferior 
del vaso v. . 

La velocidad de caída de la solución debe ser tal que el 
arco funcione muy regularmente lo que evita por completo que 
el líquido crepite y que se pierda una parte de él -por ese 
motivo. 

En estas condiciones el foco luminoso es de pequeño vo
lumen, cuando se regula convenientemente la distancia entre las 
puntas de los electrodos. Esta distancia puede. variar entre 0,5 
y .2 mm., según .la tensión que se u.se para producir el arco 

/ de lllama y.la intensidad que circule. 
Bien reguladó el dispositivo, puede funcionar continuamen-

~'" ". ¡j.! ...... : ', •. 
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,te ,cualquier tiempo, salv.o l.os pequeñ.os interval.os neoesarlOS 
paxa recargar las pipas. 

El número de g.otas que cae por minuto p.or' cada electr.odo 
varía entre 80 y 120 Y el v.olumen total de s.olución que s,e 
derrama por hora esapr.oximadamente un litr.o. 

§ 3. ELECTRODOS UTILIZADOS 

Los electrod.os empleados fuer.on de Fe, Ag, Pt, Cu o Ni, 
según convinieI:a ,por la l.ongitud de onda, de las Hne,as últimas 
de los el,ementos disueltos. 

Los eelctrodos de hierr.o se utilizaron para obtener las pla
cas patrones y de los .otr.os oitados, los más utilizados fuer.on 
los de cobre por ser fáoil conseguir cobre relativ!lmente puro, 
y tener este element~ un espectro' poQO complicado~ , 

En algunos casos, especiales hemos utilizado electr.odos de 
caxbón o grafit.o o.on porta electr.odos B' de platino. 

Los electrod.os de carbón .o. grafit.o, ti~nenel inconveni'en ... 
te de dar un fuerte esplectro de fondo y,' además de desgar-' 
tarse mucho en el arco de llam.a, y sus impurezas s.on un incon
veniente muchas veces insalvable. 

Los espectros propi.os de los electrodos los hemos obtenido, 
en todos los casos, excitand.o con arco de llama y haciendo 
circular por las pipas agua tridestilada y ést.os espectros de' 
fondo se utilizaron como espectro de comparación. 

En la figura 6 se reprotduce la copia fotográfica del soporte 
de electrodos diseñado para ajustar fácilmente el arco de llama. 
Sobre la cremallera C, está sólidamente fija la chapa metálica 
m, a la que se ha fresa~.o paralelamente a su borde anterior. 
una ranura por donde pueden correr las piezas d, que. llevan 
soldados los soportes tubulares b, que pueden ser ajustados a 
la chapa m oon tornillo de mariposa . 

. La distancia entre electrodos se hace moviendo las piezas d y 
luego -el ,ajuste final con el t.ornillo de paso fino p. 

Los brazos p tienen en su extremo un collarín elástico don
de se fijan l.os tubos normalmente soldados a l.os cuerpos de las 
pipas, lo que 'permite inclinar los electr.odos metálicos para que 
la s.olución moje sus extremos. 

Para poder regular la altura de los electrodos y disponerlos ' 
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en un mismo plano los brazos p ~orren y' giran en los SQPortes 
tubulares b. r 

El tornillo t, que actúa sobre el piñón de la cremallera,' 
ajusta finamente en altura el arco de ..llama y los otr,os torni
llos centran la, imag:en hacie'ndo girar sobre su eje todo el 
soporte. 

Fig.6 

" § 4. LAS ,SOLUCIONES 

Las ~oluciones fueron preparadas casi siempre con' elemen-
'tos al estado de clor~ros disueltos en agua tridestilada y los 
aparatos destiladores para obtenerla se construyen totalmente 
de vidr10 pyrex, a los que se sometió previalmente a continua-
dos l~vados con soluciones ácidas. ' 

Los 'reactivos químicos utilizados para preparar las solu
ciones fueron estudiados por vía espectral antes de ser utilizados. 

Para preparar las soluciones de muestras animales o ve
,getalees, hemos destruído previamente, la materia orgánica ya 
sea utilizando el método, químico o reduciendo la muestra ini
cial a oenizas. 

En el primer caso se trata la muestra con ácido nítrico y 
perclórico, se la evapora a sequedad y el residuo se disuelve 
en agua. 
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En el segundo caso se reduce la muestra a carbón y se tra
tan las cenizas con solución de H Cl, se evapora a sequedad y 
se disuelve, en agua. -

Cuando se utilice el método químioo debe procederse con 
mucha cautela por el riesgo que significa el empleo del ácido 
perclórico. 

§ . 5. LOS ESPEOTROGRAMAS y LOS METODOS DE EXOITAOION 

Todos los espectrogramas que se publican han sido logrados 
con el espectrógrafo de Zeiss de tres prismas de vidrio y cá-
mara de 84 cm. de distancia focal. . 

El método de excitación para muestras líquidas fué siempre 
el de arco de llama y cuando se estudiaron muestras orgánicas 
reducidas a cenizas, se utilizó el arco ,cortado de oorriente oon
tinua. 

El arco de llama lo . obtuvimos oonectando directamente los 
terminales del secundario del transformador a los electrodos, por 
cuyo motivo al producirse este, la tensión cae enormemente. 
Así, por ejemplo, para una distancia entre electrodos de mas o 
menos 1,5 mm. con tensión en el secundario del transformador 
de 1200 V la tensión medida entre electrodos es aproximada
mente 600V. .. 

Los dos transformadores utilizados fueron donados por la 
Compañía CADE al, Instituto de Física. El primero es de 1,5 
KV A ,con tensión de entrada 220 V Y tensión en el circuito se
cundario de 4000 V. El otro transformador es 20 KVA para la 
misma tensión de entrada y 'ha sido construídooon bobinas 
secundarias múltiples,' de manera que según cómo se las co
necte, puede dar por etapas iguales de 1500 V tensiones ,cntre 
esta y 12000 V. . 

En el primario 'una . resistencia conectada en serie permite 
regular la intensidad. Para el transformador de gran potencia 
ésta fué construída con alambres Kanthal, cón 10 puntos de 
contacto y trabaja sumergida directamente en un recipiente de 
hierro por donde circula oontinuaInente agua. 

En adelante, para definir las 9aracterísticas del arco de 
llama, daremos la tensión aproximada en el secundario del trans
formador en circuito abierto y la intensidad que circula por los 
el,ectrodos funcionando el ,arco de llama. 

• 
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Las placas utilizadas fueron generalmente las que se em
',plean para uso. fotográfico común tipo H.P.3, fabricadas por 
IIford, para la zona infrarroja hemos recurrido ,a placas espe
,ciales de Eastman Kodak. . . 

Los negativos logrados, en todos los casos, son sumamente 
nítidos lo que no puede ser apreciado en las reproduociones que 
se publican. 

,En la figura '7 el espectrograma superior corresponde a 
una solución enagua de concentración 1 gramo por litro de 
,oenizas de sangre humana; arco de llama 12000 Volts; 1 = 3 Amp. 
T = 5 m ; placa 1 L. de Eastman Kodak, ,electrodos de cobre. 

'El ,espectrograma inferior se registró utilizando ,arco cor
,tado de corriente continua con una intensidad de 8 Amp. y uti
lizando 10 milígramos de la misma ceniza de sangre exponiendo', 
hasta su oonsumo total, en un ,electrodo tubular fabricado ~on 
el mismo cobre que el empleado en el arco de llama. 

), l ' ! 1 I 11: I II 1, 
II 1',. ;:1 I!I :.'111' 

Fig. 7 

En los dos espectrogramas aparecen nítidamente las líneas 
,üItimas d¡e Na, Li, [(. '. y Rb Y otras de menor intensidad, d~ 
Ca y Fe. 

Si comparamos los espectrogramas obtenidos oon loOs dos 
métodos de excitación se puede observar que algunas líneas, 
que pueden ser reforzadas ampliamente aumentando la concen
tración de la solución, son menos intensas en el arco de llama 
pero que este no tiene el inconveniente del espectro de fondo 
en la zona infrarroja que no puede ser evitado en ~l espectro
grama de arco cortado. 

Por otra parte; conviene destacar que para obtener el es
pectrograma con arco cortado se gastaron totalmente los 10 
milígramos de oenizas, que es la quinta parte de la cantidad con
tenida en los _50 centímetros cúbicos de solución que se utiliza
ron en el arco de llama y qUJe con este vol;umen se pueden ób-
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:tener ,un número grande de registros sin variar sensiblemente 
la intensidad de las líneas, completando despuéª de cada ex~ 
periencia su v.olumen al inicial, para n.o variar la concentríl!ción 
de la muestra, por ser muy pequeño, com.o' veremos luego, el 
consumo espectral. 

La figura 8 es el espectr.ograma .obtenid.o utilizando ter
minales de Fe puro de Hilger, circulando p.or ell.os agua tri
destilada. Arc.o de llama 12000 V; 1 = 1,6 A; T = 10 s. Pla
ca H.P~3. 

In 
d) 

g} '10 
iri' r:i ~ tri ui 
=i ~ ~ 

..::r o co o ~ -:r ~ ..:r JI) 11\ 

~ ~ ~ ~ .t 8: 

I " I I '11 ' I I I , 
, , 1 

Fig. 8 

En esta placa que hem.os utilizado c.om.o patrón, el númer.o 
de líneas nítidas y perfectamente medibles' pasa: de 200

1 
y el 

negativ.o n.o tiene eS'pectr.o de f.ond.o. . 
La figura 9 es la reproducción de un espectr.ograma .obte

nid.o c.on una s.olución de cl.oruro de Sr y c.oncentración 0,1 
gram.o p.or litr.o. Arco de llama 4000 V; 1 = 1,6 A; T = 3 m, 
placa H.P.3. Electr.od.os de Pt. Aparecen nítidamente c.om.o im
purezas B~, Rb, Mg y Fe. 
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Fig. 9t 

De est.os element.os n.o figura Rb c.om.o impureza en la ta
bla de análisis' de la dr~a. C.om.o la línea registrada fué la 
4755 A o que es muy débil, para c.ompr.obar si realmente exis
tía este element.o c.om.o impureza estudiam.os la misma s.olución 
.en la z.ona infrarr.oja d.onde están las Hneas últimas de Rby 
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comprobamos que efectivamente existe en la muestra estudiada 
de Sr como impureza Rb. 

La figura 10 es una capia fotográfica del agua potable de' 
la ciudad de La Plata. Arco de llama 4000 V; 1=1,6A; T=3m~ 
Placa "H.P.3. Electrodos de Pt. , 

- - -:~II) ~ci ~ .:1; r-: -011\ o 
<rIIl'" ot> 011'- 1/1 ,,;,,; ~,.:o ain! ,..: cri".;m- u\ .,.; tsi .;r CII ~ 
-3'1'l'" IIIJ/J I'l.::r 1'-01 ~~ 01 (1)0 CII 

o atOl 
ID °0000 .o CII 111111 ", 

", .. '" GI 111 ~ :j JIl",1tI 11) ",,,, ", .;¡' .. 'I".:r.;r <N '1" ..;r'l' .:;r 

" ~~ 

Fig. 10 

Se destacan nítidamente las líneas correspondientes a jJfg~ 
Ca, Mn, Si y débiles las de Rb y V. 

La figura 11 corresponde a un registro de dos espectro
gramas obtenidos COn ranura de ~contacto; para ambos; arco, 
de llaina de 6000 V; 1 = 6 A; T = 5 m. Placa de Eastman Kodak~ 
El,ectrodos de cobre. . 

Fig. 11 

(1101 
g\'~ 
<DCO 
11\1/1 

"'. ~ CON 
CDClO 
.0\11 
1/\11\ 

El espectrograma superior corresponde a . una solución de 
ClNa purísimo de concentración 1 gramo por litro. El espec
trograma inferior corr,e.sponde a la misma solución a la que 
se agregó 0,2 milígramos por litro de cloruros de Li Rb Y Cs. 

Las Jíneas últimas de estos tres elementos, aparecén en
tonces nítidamente y por comparación se verifica que el ClNa 
purísimo no tiene Cs pero sí vestigios de Li y Rb que no se 
indican en la tabla de certificación de immpuresas. 

Se estudiaron en las mismas condiciones anteriores 6 mues
tras de ClNa puHsimo de las cuales, en 4 aparecieron como im
pureza Li y Rb Y en ninguna de ellas Cs. 
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La figura 12 corresp~nde a 4, espectrogramas de solución 
con cloruros de Ba, Sr y Tl. Arco de llama 12000 V; 1=3 A; 
T = 5 m. Placa H.P .3. Electrodos de cobre. 
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Fig. 12 

La conoent;ación para los tres 'elementos es la misma: 0,001; 
'0,01; 0,1 Y 1 milígramos por litro. Con estas soluciones se 
han obtenido, exponiendo primero la solución de menor con-' I 

centración y sucesivamente las otras, Ilos cuatro reg'istros espec
trográficos superiores. El último de los espectrogramas corr~s
ponda 'al agua tridestilada que se utilizó para haoer la solu-
ción y su registro hecho en las mismas condiciones que los 
otros, certifica en esta la ausencia de los tres elementos estu
diados. 

La figura 13 es la reproducción de los espectrogramas 
de, las mismas soluciones obtenidos en dos trozos de la misma 
placa virgen, t~po 1 N de Eastman Kodak para zona infrarroja. 

J 
Fig. 13 
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Para las dos placas la solución es de c!o,ruro de es y Rb 
disueltos en agua tridestilada- de concentraciones 4, 3, 2, 1 Y 
0,1 milígramos por litro. Con estas cinco soluciones se han 
obtenido los cinco registros que fueron hechos comenzando 
por la solución de menor concentración para no. tener que 
lavar los electrodos metálicos entre una y otra exposición. 

En todos los espectrogramas se expuso el mismo tiempo 
3 m; en todos se excitó con arco de llama con dos transforma
dores de la misma tensión en el secundario para circuito abier
to, pero de distinta potencia; uno de ellos de 2 KV A Y el otro 
de 15 KVA. . 

El resultado, qUe por cierto tiene sobmente valor cuali
tativo, es que la sensibilidad usando el transform~dor de pe
queña potencia, es 10 veces menor que la sensibilidad usando 
el transformador de gran potencia. 

El cuadro siguiente da los valores de la sensibilidad para 
los elementos estudiados por nosotros disueltos en agua trides
tilada, utilizando el espectrógrafo Zeiss de tres prismas de vi
drio, excitando con arco de llama de 12000 V Y siendo 3 A la 
intensidad. 

Elemento 

Ea 
" Ca 

Cr 
,Cs 
K 
Li 
Mn 
Rb 
Sr 
TI 
V. 

I ' 

§ 

En Av-rTiempo t Sensibilidad 
regist1'ada I en minutos 

4554.0 5 10·" 
3933.7 3 10-11 
4254.4 8 10.Jl 
8521.1 10 10.Jl 
7664.9 10 10--'" 
6707.8 10 10-11 
4030,7 8 10.Jl 
7800.2 10 10.Jl 
4607.3 5 10-0 
5350.5 5 10-0 
4379.2 8 10-7 

6. CONSUMO ESPECTRAL 

Definimos como consumo espectral, la cantidad de elemen
to que estando en una muestra dada con cierta concentración, 
se pierde para obtener el registro fotográfico de su línea úl-



.',:'.: ' ....... _,.. " 

I . \ 

-211-

tima, utilizando cierta placa con un espectrógrafo dado y con 
'determinados métodos de excitación. 

En nuestro caso para Li disuelto en agua con una concen
tració de 2 milígramos por litro el consumo espectral sería: la 
cantidad de Li que se pierde para obtener el registro fotográ
fico de la línea 6707 A o utilizando placa H.P.3 en el espectró
grafo Zeiss de tres prismas iluminado con arco de llama ge
nerado por un transformador de 20 KV A, siendo la tensión 
en cir.cuito abierto de .12000 V, la tensión medida entre punto 
de los electros 600 V, la intensidad de 3 A Y utilizandoelec
tr.odos de cobre .. 

Hemos realizado la experiencia en las condiciones dadas 
como -ejemplo. 

Por dos agujeros diametrales hechos\ en un balón de vidrio 
pyrex de 8 cm. de diámetro penetran los electrodos de cobl'e¡ 
entre los que se produoe' el arco de lla~a. Los vápores des
prendidos ,escapan por un tubo soldado en la parte superior 
del balón y se condensa en un r,ecipienteenfriado con mezcla 
frigorífica; el agua de derrame se recoje por una salida in
ferior después de enfriarse con hielo. 

El volumen inicial de solución utilizado fué de 250 cma y 
el. arco de llama funcionó sin' interrumpirse 90 m., tiempo en 
el que se pudieron haber obtenido 2700 registros fotográficos 
de la línea 6707 A o. . 

Al terminar la experiencia se recogieron 75 cm3 de vapor 
condensado, 165 cma de solución residual y se perdieron 10 cm3 

por fuga de vapores y otras pequeñas perdidas. 
Estudiado el vapor condensado puede asegurarse, que la 

cantidad de Li arrastrada por el vapor es muy pequeña, que 
. en la: solución de derrame completando su volumen al inicial, 
v,aría muy poco la concentración en Li con respecto a la so
lución virgen y que el consumo espectral expresado en milí

. gramos es inferior a 10-:-6 •. 
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NOTA DE LA DIRECCION 

El trabajo, destinado a este' número, de A. González Do
mínguez, « Sobre algunos puntos de la teoría matemática de los. 
circuitos lineales», no ha podido ser incluído, en virtud de haber 
llegado los-originales cuando el número ya estaba .preparado. Este 
trabajo se publicará en próximas entregas de la Revista. 
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