""Volu‘vﬁ:ehf‘xibv' ’ | e : } Nimero 5
, 'iRE}\/»ISTA

’

UNION MATEMATIOA ARGENTINA

[RRS ORGANO DE LA

ASOCIACION FISICA ARGENTINA

_ RS D11ecto1 Jose Bnbnu “ o ‘
'»,v".Redactores de Ia U M A ‘Julio Rey Pastor, Luls A: Snntalo, Mlscha. Cotlar"
-“Redactores ‘de la A F A Ennque Gavmla, _Rlchald Gans, Guldo Beck

MIEMBROS’ TITULARDS DE LA. U M A

‘ ROMINAS (Mendoza). — A. DURARONA Y VEDIA (B: A1res) —I‘AOULTAD e CIEN-

" . CIENCIAS MATEMATICAS (Rosa.no) (fundador). FACULTAD DE QUfMIOA INDUSTRIAL

"t (fundador),~~J. GIANNONE (Roszmo) (fundador). — A. GoNzLLEz DomiNayEz,

— “W. 8. Hizn (Montewdeo) (fundador). — QBSDRVATORIO AsrronoMico (Lia
- Plata). — A, LASCURAIN " (Buenos : Aues) 7. OLeUIN - (Rosano) “(funda-

"aRAIMONDI '(Buenos Ajres) (fundador), — J."E. RDYNAL (Buenos. Anes) —
J. REY. PASTOR ‘(Buenos Aires) (fundador). — A, E.. SAGASTUMD ‘Berpa (L’

- enmén) ‘(fundador). — D T A, oE Sprvuzzi. (Buenos ‘Aires) (fundador) —_—
B Toxmnzos (Mendoza) ='0. A, TrEso " (La Platn) — J C VIGNAUX (Bue o

u’ nog A1res) — B H ZARANTONDLLO (La Plata)

':'." ‘ e

. )
iy

BUBNOS AIRDS

L 1950 SR
P ARO DEL LIBERTADOR o e
o GENDRAL DON’ JOSE 'DE SAN MARmiN A

- J."Bamint (Sonta: Fe). (fundudor) . Barawzie ' (San, Lms) gl BARRQL.‘{:
Bouro (B: Aires) (fundador). — C. A ‘Bura- (Rosario) (funda.dor) - — B, Qo--

c1as: EXACTAS, Fis10A8 Y NATURALES (B.'Aires) (fundador).— FAcurrap DE ~ « .
.+ (Santa’ Fe) (fundador). = A.-FArTNGo DEL Cokrro (B, ‘Aires). — Y. FRENEEL. - ) a0
(i (B, ~Aites) ., —B. ‘Gaspar’ (Rosario): (fundador).— .. L. ‘GaspaR (Rosario) . . |
R (Buenos Aljres) ,(fundador) - — J. GoNzArEz GALE (Buenos Anes) (fundador).: - 3
“ . ‘dor)..— D, Pavp, (Buenos Aires). —: P. Pt OALTEIA -(Sin'Juan), — B. R -

"’V,"Plata) WL ‘SalATAN (Buenos Aires) (fundadm) — J. :SoRTHEIX (Tu: L




AR UNION MATDMATICA ARGENTINA

r e ' —_— o .
_ Lu U M A ‘feconoce. cuatro categorias de mlembros- honora,nos, protee- S
".‘tores, titulares y- adherentes El miembro protector ‘paga ung cuota anusl de. . i
- 100 $, por lo menos; él. titufar-una cuots mensual de 5. $ o anual de 50 $; o :
.y el adheréhte una cuota .anual-de. 10 §. Los pagos- deberfin efectuarse .por .., .
*‘cheque, giro ‘u. otro medio libre de gastos, a la orden de ' Ia, Tesorem, Prof L
o ‘Olotﬂde A, Buli, Rioja: 3681, ‘Olivos” F.CG:M. . ) .
© U Por ser la U M. A. mlembro del patronato de | la Mathemuzucal Revmws g JooL
Coe e (sponsonng member), 1os" socios de la U. M.:A, .tienen delecho a suscribirse-a-" - -y 0
Sl esa nnportantq revista. de’ bxbhogmfia v entlco. con 50 % -de Tebaja gobre: el
- preédo: ‘deé__suseripeién ‘que-es -de 20 .d6lares por afio, Los g0cios* de la U. M A o
R ‘pagm’m por’ tantoysélo 10, d6lares: por ‘afio.” " o SN )
o7 .Lios autores. de tmbaJos reeibén gmtultamente una tuada apm:te de 50
s negemplales Las correeclones extraordmarms de pruebas, gon: por cuenta de 105 K

‘ autores . . e SO

v a

S e e e JUNTA DIREGTIVA
LA s Premdente, Julio Rey Pastor, Yerbal "898, Buenos AII'GS N
sl ‘V1cep1e51dentes, César- A, ‘Trejo,: Telix E. Helrem Secletauo general Mﬁxl-' ‘
S8 oy Valentinuzad, Secretmms Joedles, O, . A. Varsavsky, (Bs.Aires); Ri, A, Ri-"

seon LT cabarra (La Plata), P, T.:Checehi (Cérdoba); I. Gaspar: (Rosario), S I‘e1-'
ooV L o nAndes ! Long, (Bahid: Blanea); L. 0. Guglielmone (Tucum(m), 8 Slsp(mov (San_
AT Juan)s J de Diog Olivieri (Santd. Te), M. Balanzat, {(San. Luis), T, .Toran- . -

TR R (Mendoza) Tesorera., Clotilde - A. 'Bula,. Pmtesomm, Ma.na J osefma N
L T Duamuspe, Director  dé: Pubhcaclones, J: Babini, s L B

Vor

T 7

ASO C‘IACION I‘ISIOA ARGDNTINA

[
e i . lr ) -—————,—-— .
o La A . \A asoclaclén pnvada ide. mvestlgadortm, profesores y estudlan :

tes de fisica'y def astronomia, tiefie" por ‘objeto - fomentar, el progreso. de .la” -
..~ ensefianza,’ de dichas miaterids -por- 'medio, de réumones clentiflcus penédlcas y :

‘ de la- pubhcamén de: trabzuos ongmales . -

"t Podrfin.cingresar /egmmo. Bocios activos qulenes haynn efeetuado mvestxga- o

) cm,nes‘ ‘originales; pueden ser socios: adherentes los profesores que no cumplan) A
...~ "este .requisito; .y socios estudmntes los ‘que huyzm aprobado e1 pnmer ano de\. o
o 2 edtudios de ‘fisiea 0 de agtronomia. . v '

T Las sollcmudes de -ingreso, que- deberém llevar 1 f1‘rma de dbs. sogios ‘acs . -
.Y dives o adherentes, habr{m {de :dirigirse .al. secretario :local Tque. corresponda Los. i

. ‘goelos actlvos abonarﬁn ting cuoty mensual de. 7 $,-los- adhorentes de. 5:%y.
o108 estudlantes de 3 '$.En estas cuotas . estin incluidas las. suscupcmnes al

t 6rgane de la A, F. A, y-a la rovista ‘“Ciencia e Investigacién’?: ‘
: ‘Los  manuseritos . destinados, a la; puBlicacién” y -la. correspondenela adm1-_'-
'nlstlatlva -debersn env1a1se al’ delegado de.la ‘A. F; A Guldo Bock Lapnda. L
_922 Cérdoba. ’ Lol

~Para:la redaceibn y: presentaelén ‘de los trnbaJo& 86 agradecerﬁ, se tengan(
‘en cuenta las Normas generales dlstubuidas con esta. remsta én’ 1945 Lo

L COMISION DIRDCTIVA ’.'. G }. ) ;-

s Pres1deute R1ea1do Gans SR g v
'\ . Tedorera: Watrella’ Mazzolh de- M'Lthov, S'm Juan 1931 Buenos Anes
DRI Secretanos locales Brnesto E, ‘@dlloni, Buenos An'es, ,Yerbal 1768, ..
e . > . Mareo A ‘Poggio, La Plata, ealle '41 N¢ TeL
R R S I .' » . ~Guido Beck, Cérdoba; Laprida 922, ;- 7 o e T
B o Augusto Battlg, _Tucum&n, 25 de Mayo 731 '

e s Abonnement annuel N 1’et¥'angér 4.00 dollars (Etats-Ums) ”\ Lo
Pl ' “Pridre d’adresser toute la correspondance sc1ent1f1que et admmmtratlve
S L b. l’adresse ci-dessous: _ , B L R i
' . SmonmAmo DE. LA UNION MATDMATIOA ARGDNTINA S TR T
‘ Dr. MAXIMO VALENTINUZZL -, F N EU Y
Gascén 520 Buenos Alres (Rmp. ARGENTINA) PREAN . . o e




’

INTRODUCCION

(V]

Al conferu‘me la Asociaciéon Fi fsica Argentma el honor de-

escribir, a modo de introduccién, un articulo en el ntmero
de su revista dedlcado al homenaJe a Teofilo Isnardi en su se-
senta ‘aniversario, me ha impuesto, - también, una seria respon—

sabilidad: la de mantener a raya los impulsos del corazén y:
procurar que la mente sea fiel a la realidad.. Pero he aqm que

la realidad no es siempre objstiva; y talvez sea'esa la razén por .

la cual me han confiado, precisamente a mi, esta tarea.

Antes de referirme a la obra cientifica y didactica de Is-'

nardi —que, por oira parte, la mayoria de los que leen esta

revista conocen y valoran — vagaré un poco por los jardines del

recuerdo, que es, como alguien-ha dicho, un poeta, y que tra--

taré de no convertir en un historiador. . '
Han pasado ya més de cuarenta afios, pero tengo muy pre-
sente la impresién. que me causara mi primer - encueniro (po-

driamos decir lenoontr'én) con aquel nifio grande, cuando a la

~ sencilla presentacién siguié ya una controversia cientifica — qué

pretension — con poco fundamento y “abundante ironia. Se per-
filaba ya en &l un «logista», recio cruzado de la verdad. cienti-
fica, con su'lanza siempre en ristré para acometer conira el

error, con una-potente lummarla interior chspuesta a proyectar

luz donde hiciera .falta. - - . \

Una caracteristica’ sencillez de vida, y una excepcional vo-.

cacién por el estudio, lo convirtieron en un trabajador incan-
sable. Pasé brillantemente por tres facultades de la Universidad
‘de La Plata, dejando la impresién de un estudiante excppcional.

Su amor de juventud fué la geometria talvez porque la mag--

nifica arquitectura de esta ciencia se  amoldaba a su tempera- -

mento légico y su-harmonia atrafa su imaginacién poética; y

-en verdad, siempre razoné a la manera de los geémefras. Creia-
'mos, pues, sus compaiieros, que se dedicaria a las matematicas

'
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puras; y, en realidad, cambié de rumbo por una’ feliz coinci-
dencia; la de haber tenido como profesor a un eminerite maes-
tro de la fisica: Emilio Bose. ‘

Algunas veces he oido, si. né una critica, por lo menos una
queja, por no haberse consagrado mis de lleno a la investiga-
cién. No pretenderé justificarlo, pero si explicarlo:

El primer grupo de fisicos argentinos — formados por Bose
y Gans— fué requerido y obligado a trabajar intensamente en

la docencia; y entres ellos, por sus condiciones, fué Tedfilo

Isnardi el mas solicitado. Ademds ,predominé en él su esencia
fundamental de maestro. Le of decir muchas veces: cuando es-
toy frente a la .clase me olvido de toda' preocupacién, y soy
feliz. Ensefiar, aclarar ‘dudas, profundizar conceptos, hacer fa-
cil lo dificil, ponerlo al alcanoe de cualquler inteligencia, es-
cribir apuntes con la, misma fruiciéon de un colegial, escribir
libros claros y premsos todo eso, ha consululclo para €l un
gran atractivo y una aspiracién. En todas las, escuelas en que
ensefio, Yy en las que actualmente ensefia, se reconocen sus con-
diciones de expositor brillante y claro...

Participo también de la opinién de que dedicado” puramen-

te a la investigacion Isnardi hubiera producido mucho. y bueno;
pero los frutos de su accién docente no hubieran sido de tanta
abundancia y calidad. Ha sembrado semﬂla de gran valor, ¥y
por cierto no muy abundante en nuestro medio: ha ensefiado
lo que significa entender a fondo; lo que’ significa comprender
.y tener 1deas claras sobre las cuestiones fundamentales; a de-
cir «no entiendo» y tratar de entender; a ser cientificamente
modesto. o : .

Por otra Parteg su tarea docenle 1ncluye tamlnen obra de
investigador, alguna en el campo experimental, pero preferente-
mente en el de la critica de conceptos y teorias fundamentales,
historia de las ciencias fls1co matemdtxcas filosofia, légica, epis-
temologia, etc.

Entre sus mwesh aciones rexperlmentales cnaremos Sobre
el aclaramiento mafrpetlco de los cristales llquldos Sobre las

“tensiones de vapor y disociacién del vapor de bromo. La con--

ductibilidad del calor en los gases disociados y la disociacion del
hidrégeno. Sobre las.tensiones de vapor del bromo sélido.
Entre sus Lraba]os tedricos y Filosoficos:
Sobre - tridngulos homoldgicos. La. constante quimica. de
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afinidad. Nuevas -ideas en la -teoria de los electrélitos. Sobre

los denominados valores absolutos de la entropia. Scbre los sis-
temas eléctricos de unidades y en especial el sistema M. K. S.

Sobre la axiomética en la termodindmica. Los principios de in- -

dependencia en la mecanica de Galileo y Newton. La fisica de
Descartes, etc. Entre sus obras didacticas (en colaboracién):

Curso de Andlisis matematico (8 tomos). Curso de fisica
(3 tomos). Elementos de Geometria. Trabajos practicos de fisica.

Sus numerosas publicaciones, y las ideas expuestas en sus
clases de fisica tedrica ,revelan una ardua tarea de meditacion,
dedicada a preparar a los jovenes que en el futuro harén honor
a la ciencia argentina, y al maestro, contribuyendo al adelanto
de, esta hermosa ciencia que alguien ha llamado «aventura del
pensamlento ». :

El reconocimiento ‘de su proficua Iabor se . ha concretado

en sus importantes cargos y honores recibidos. Es actualmente: .

Director del Instituto de Fisica de la Universidad de Buenos
Aires; Presidente de la Academia Nacional de Ciencias Exactas,
Fisicas y Naturales de Buenos Aires; Miembro de la Academia
Nacional de Cérdoba; Miembro de la Academia Real de Cien-
cias de Madrid; Miembro del Comité Internacional, del Bu~
reau International ‘des Poids et Mesures»; etc.

.\ El merecido homenaje que rinde a Isnardi la' Asociacién Fi-
sica Argentina le llegara alla en Paris, donde ha ido a cumplir

la honrosa misién de formar parte de un congreso, como mism-
bro permanente del Instituto .de Pesas ‘y Mechdas. Al leer lo que
aqui digo. sobre él, se ofenderd un poco su modestia; pero lo
encontrara justificado cuando en buena parte de las péginas
de la revista vea la calificada cosecha de su siembra: porque
estos son ya promlsorlos frutos de un roméntico y habil sem-
brador.

-

' J. B. Collo
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SOBRE LA CALIBRACION DE EMULSIONES
:FOTOGRAFICAS. ESTUDIO DE UN METODO (*)

por DorA G. DB KOWALEWSKI ¥y VAIDEMAR J. KOWALEWSKI .
, Universidad de Buenos Aires
(Recibido el 2 Nov, 1949)

. ABSTRACT. — The self-consistency test and the inverse square law method
arg established as the mecessary and suffieient conditions. for obtaining a eali-
bration eurve of photographie emulsions independently of the speetrographie

~equipment and techmque employed. Results are given which were obtained using

the relation Detween the llght 1ntens1ty of an ineandescent lamp and its voltage,

.as o means to obtain variable exposures. The curves obtained fulfill the above

mentioned conditions using an adequate illumination system for the spectrograph
and a carefully designed mierodensitometer, in such a way as to minimize the
influence of the instruments.

El problema de la determinacién de la curva caracteristica
de una emulsion fotografica con precision y sin' errores sistema-
ticos ha sido tema de muchos estudios, siendo uno de los fac- -
tores que limitan la precision del anélisis cspeclrograflco cuanti-

tativo. Existen djversas técnicas para este fin y se han publicado

~ trabajos analizando los errores inherentes a cada una. Con todas
“estas técnicas se obliene, en general, para una misma emulsién,
" diferentes curvas de calibracion. Esto puede atribuirse a la omi-

si6n de uno o varios de los siguientes hechos: a) La existencia y
adn la variaciéon del coeficiente p de 'Schwarzschild (1); b) La
diferencia entre las respuestas do una emulsién a una iluminacion
continua y una intermitente (2)(3); c) La evaluacion erréhea de
la intensidad de la energia radiante incidente sobre la emulsion,-
debido al uso de diferentes partes de la dptica del espectrografo.

(*) Xste trabajo constituye partes de las Tesis Doctorales de los autores,
que fueran comunicadas en la 12* Reunién de la Asoc1ac16n Tigica, Argent1-
na. Septiembre 19, 1948, .
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para cada espectro marca . de calibracién; y a. las rei‘lexlones in-

ternas (2)(4); (lo pr1mero ocurre en los métodos que: dan simul-
~tdneamente toda una serie.de marcas.de calibracién); d)-El error
‘cometido. en la determinacién de densidades debido a la presencia

del efecto Schwarzschild-Villiger en el microfotémetro, y al grano

- de la emulsién. (Este Gltimo importante cuando la marca de cali- *

bracién es de dimensiones pequefias).
Los métodos de calibracién en los que se varia Ta intensidad,
constan, generalmente, -de algin medio - para- disminuir - el flujo

'luminoso‘,de' una fuente de intensidad constante [, en un factor
-k conocido (p. ej. factor de'filiro) y la curva de calibracién.

se traza con este factor como variable independiente. De modo.
que podemos poner en general: I=Fk.Io; (0=<k<1]}.:

Dos criterios han sido _propuestos: para probar una técnica
dada de calibracion y como medio de evidenciar, errores sistema-
ticos: El ensayo de-la auto-concordancia y el método de.la in-
versa de los cuadrados de las distancias (4)(¢). El ensayo de la

-auto-concordancia consiste en determinar, mediante el método

bajo ensayo,.dos curvas de calibracién con diferentes valores
de I,. Las dos curvas obtenidas tienen una porcién comin y deben

" _superponerse una sobre otra. El segundo método, basado en la

ley fundamental de la fotometria, es un método patron.

El ensayo de la auto-concordancia puede ser analizado como
sigue: La primera curva de calibracién. se efectiia con un valor
I, dela intensidad de la fuente. La .segunda con un valor

T 0=A I;. En el primer caso la relacién entre la den51c1ad de
_ennegrecimiento y la exposicion es de la: forma:

d=f(I. tp)-rp(loghrp logo

-y como % se ‘manticne - conslanlc_to, es:

d = p(log k-Hlog T-+p . log ;) = p(log h+C)

siendo C una cbnstanfe 5y en el 'segundo caso::
' d'.:cp(log I+log I’vo—{—p..log to) :'cp(llog k-}—log A—}—C). |

Las dos curvas obtemdas son iguales y estén desplazadab ho-
rizontalmente en log A. = . . S T
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Si, por alguna razén (errores introducidos por el instrumento

‘0 inherentes a la determinacién de los valores de k) la intensidad
relativa de la energia radiante incidente sobre la émulsién no esta
dad por /& (o sea no es proporcional a-k), no puede afirmarse que

en el segundo caso se ha sumado una constante al logk y, en

coonsccuencia, las dos curvas obtenidas no son paralelas.

El ensayo de la auto-concordancia da una indicacién de la
bondad de la técnica empleada, pero no pone en evidencia errores
debidos ‘al principio mismo de la técnica empleada, ya que este
ensayo se cumple tanto cuando se usa I como cuando se usa ¢
como variable independiente. Los métodos de calibracién 2n los

. que se varia ¢ no cumplen, habitualmente, el ensayo de la auto-

concordancia, debido a que p no es constante.

El ensayo de la auto-concordancia tampoco pone en eviden-
cia los errores inherentes al microfotémetro, debido a que en el
mismo se comparan dos puntos de las curvas. correspondientes al
mismo ennegrecimiento. Los errores posibles afectan de igual mo-
do ambos valores de la densidad.

Para tener la seguridad de que un método dado de calibra-
cién implica efectivamente una variacién de I, es necesario com-
pararlo con un método patrén. El métodorde la inversa de los

“cuadrados de las d1stan01as puede ser considerado como tal si se

lo utiliza bajo condiciones en que cumpla el ensayo de auto-
concordancia. No es suficiente efectuar sélo un ensayo de com-
paracion, ya que podrian obtenerse idénticos resultados en forma
casual, lo que se evita realizando una nueva comparacién bajo
condiciones distintas de iluminacion. _Esto equivale a un ensayq
de auto-concordancia.

En resumen: Los ensayos de ‘auto-concordancia y la com-
paraciéon con el método de las inversas de los cuadrados de las

~ distancias son las dos condiciones necesarias y suficientes (ue

debe llenar toda técnica correcta de calibracién de emulsiones
fotograficas. ; 4
Entre lo diversos métodos existentes (sector rolatorio, ranura
de Hansen, diafragmas y mallas metdlicas, cufia neutra, elc.), el
tnico que parece cumplir con las condiciones indicadas, ademas
del ya mencionado de 1/d?, es el método de los filtros neutros (2).
~ En el presente trabajo se describe un método para la calibra-
cién de emulsiones fotograficas, en el que sélo varia la intensidad
luminosa, manteniéndose constante el tiempo, el que se el1Je

) o .
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igual al tiempo de exposicion de la placa en consideracion (con
ello se evita errores debidos a la falla- de la ley de _reciprocidad).
Las marcas de calibracién se obtienen una por una, siendo por
00ns1gulente ‘de dimensiones adecuadas para una medicién pre-
cisa de las densidades (altura=5 mm.). El método requiere una
calibracién previa para cada una de las longitudes de onda de
interés, pero no es necesaria una estabilidad de la fuénte tan
grande como la requerida para el método de 1/d? y el de los
filtros neutros. En estos ultimos, la intensidad de la fuente
luminosa debe permanecer constante durante toda la serie de
exposiciones de calibracién, mientras que en el presente método,
la intensidad de la fuente luminosa dehe permanecer constante
solo durante cada una de las exposiciones.

.

AMPLI-
ficador

POTEFCIO | porENcTO-
p—— METRO METRO

g

Fig. 1

.‘Esquema. ‘de la instalaci6én utilizada para la determinacién de la relacién entre
la intensidad luminosa 7y el voltaje de una lémpara ineandescente, para una
dada longltud de onda (6000A).

Las marcas de calibracién obténidas son las de un espectro
continuo, lo que no constituye un inconveniente para la medi-
ci6n de intensidades de lineas espectrales (5)(7), si se tiene cui-
dadio. de evitar la luz difusa(2) y la 'influencia - del efecto
Eberhard (1)(7).

El méiodo propuesto se basa en la dependencm existente en-
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“tre la intensidad luminosa de una ldmpara eléctrica de mcandes- .

‘cencia y su voltaje, para obtener exposmlones de intensidad ro-

lativa conocida. Este método. fué sugerido, pero no ensayado por

Sawyer (8).
La calibracién .de Ia lampara se efectiia meclmnte el dispo-

sitivo de la fig. 1. La lampara empleada paraeste fin- es .de fila-

mento helicoidal, del tipo «excitadora de cine sonoro» que tra-
baja’ normalmente con una tensién de 10 voltios y una corriente
de 7,6 amperios. Al calibrar la lampara, se determina.el voltajo
de la misma con. un error menor .que 0,1 % mediante un poten-
‘ciémetro. La intensidad lummosa es medida mediante una céluls
fotoeléctrica.. La corriente fotoeléctrica produce una caida de po-
tencial sobre una resistencia de. alto .valor (101! ohms) que so
‘mide por comparaci(')n mediante olro potencidmetro, utilizando
ademas un  amplificador electrométrico como - «instrumento “do
cero». De este modo'la’ 1nLen31dad luminosa eés- medida en uni:

dades arbifrarias con una precision que varla entre 01 y 1%

(el mejor valor para las altas intensidades).
' En la fig. 2 puede verse una curva de calibracién de 1a
lampara, obtenida para la longitud de onda de 6000 'A. Difiere

‘muy poco de una recta de ecuacién: log'/=K .(log V)35, Puede

--verse que basta conocer el voltaje de la le’lmpara con una ‘preci-

sién del 0,1 9 durante cada una de las exposmlones de calibra-
ci6n’ de la emulsion, para obtener una prec151on mis que sufi- .

ciente en la .exposicion. ;
- Se ha determinado la ecuamén de dicha curva de cahbramon

de la lampara por el método de los cuadrados minimos. Puede -

utilizarse, para los fines practicos; ‘dicha wecua_clon en lugar del
grafico, pero el uso de ésta y en especial su determinacion re-
sultan engorrosos, puesto que se trata de una ecuaciéon de se-
gundo grado en la variable logy, V. Es pos1ble que en: el caso
de utilizar una lampara de filamento en forma de cinta la curva
caracteristica de la misma sea una recta, debido a la uniformi-
dad de la temperatura del emisor. En ese caso la determmacmn
de la ecuacién de la curva seria de valor practico.

Puede asegurarse la constancia de la calibracién de una
lampara de incandescencia cuidando de no. usarla bajo un régi-
men mayor que el?establecido (). Siendo éste de 10 voltios

para la lampara utilizada, ésta fué calibrada y utilizada con ten~
~ siones comprendidas entre los 3 y 9 V. Se obtiene con .ello una
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" variacién total dé la intensidad luminosa de 1 a 65. El intervalo
de variacién de la tensién que se puede utilizar 'es menor si se
calibra la lampara para una longitud de onda més corta, pero

dada la precisién con que se puede medir el vollaje, puede verse -

_que no queda con ello afectada la precision del método. De estas
.consideraciones acerca del intervalo de variacién, también se de-
duce que es preferible tomar el voltaje y no la corriente de la,
lampara -como variable .independiente porque, debido al “efecto
de la temperatura sobre la conductividad del tungsteno, para la
misma variacion de intensidad luminosa, la variacién de la ten-
sion es -casi el doble de la variacién de corriente. '

19 U
N
. j
@l
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=
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(=]
>
102 a0
. INTENSIDAD LUMINOSA
' ' Tig. 2
)
Curva, de ca.hbraclén de la’ lampala., obtenlda. con la instalaei6n indieada

en la Fig. 1. : R

La longitud de onda eleglda para eslas experiencias (6000
A) estuvo: condicionada por las caracteristicas de la- célula foto-
eléctrica disponible (modelo 868, sensible al rojo) y al amplifi-
cador electrométrico utilizado (dos limparas 38 en un circuito
puente) (10) (11) Posteriormente se. empleé una célula fotoeléc-

“irica al vacio sensible principalmente al.azul, para lo cual fué -

necesario, construir un nuevo arnphflcador Este fué hecho con

.
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un circuito similar, pero utilizando un par de lamparas 959 (11).
De. acuerdo con los resultados obtenidos, la no linealidad de la
célula gaseosa no parece afectar la curva de calibracion de la
lampara. Esto, ‘que era de esperar, se debe a que las corrientes
fotoeléctricas medidas son muy débiles (a lo sumo 10-8 Amp.),
permaneciendo dentro de la parte lineal de la caracteristica de
la fotocélula.
_ Una vez determinada la curva de calibracién de la lamnara
se efectué un ensayo de calibracién de la emulsion aph(‘ando
las consideraciones anteriores. Para ello se utilizé la lampara cali-
brada como fuente de intensidad variable iluminando con ella un .
difusor (vidrio despulidg) colocado frente a la ranura del es-
pectrografo. Efectuando dos series de exposiciones con dos va- -
lores distintos de la distancia lampara-difusor, (o con un segundo
difusor frente a la lampara) se obtienen las dos series de:marcas
de calibracién necesarias para el ensayo de auto-concordancia.
Para evitar errores debidos a la inhomogeneidad de la sensibili-
dad de la emulsién, es conveniente reahzar las dos series da
exposiciones alternativamente.

Con el mismo dispositivo puede calibrarse la emulsién con
el método de 1/d2 deJando constante el volta.]le de la lampara

'y efectuando varias exposiciones con una serie de valores de la

distancia fuente-difusor (2).

El primer ensayo de aulo-concordancia no di6 los resultados
esperados. Las diferencias entre las dos curvas eran mayores que
los errores experimentales, aproximéndose mucho, sin embargo,
una de ellas a la curva obtenida con el método de 1/d2. .

Como el método de calibracién considerado implica una va-
riacion directa de la intensidad y, para una longitud de onda
determinada, es equivalente alterar la iluminacion del difusor
variando la distancia de. la lampara o el voltaje de la misma,
su falta de auto-concordancia se deberia a una incorrecta aplica-
cién del mismo en alguna de sus partes. Aunque en condiciones
ideales el espectrogra[o no deberia afectar la calibracién de la
emulsion, la presencia de reflexiones en su interior puede in-
fluenciar la distribucién de la luz sobre la emulsién, resultando
asi exposiciones erréneas. '

A fin de disminuir al minimo las causas mencionadas, se
modifico el. sistema de iluminacién del espectrografo, sustitu-
yéndolo por el de la fig. 3. Su finalidad. es: -
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10) Evitar las reflexiones en las paredes del espectrografo
haciendo que el haz luminoso que penetra en el eolimador sea
‘de seccién menor que el didmetro de la lente .del mismo.

20) Utilizar siempre el mismo éngulo solido de entrada al
colimador para todos los ensayos, con lo cual el error introdu-
cido por reflexiones inevitables en la opt1ca del aparato es cons-
tante para las diversas series de exposiciones. -

En la fig. 8 L es la lampara calibrada; .C una lente con-
densadora; D, es un diafragma circular de unos 5 mm. de’ dia-
metro; Diff. son dos vidrios depulidos que actian de difusor;
L, es una lente cordensadora que.permite aprovechar mejor la
luz proveniente del difusor. (Debe cuidarse que esta lente no
produzca una imagen del difusor sobre \la ranura .del espectré- .

' Difi. ) ; -

. o D,
L : Lz 'COLTMADOR A
W“\‘L‘l\.\v__“_ .,_.______-,_l_____ - V
Fig. 8 -

Sistema 6ptico empleade para la iluminacién del espéctrégrafo, que asegurﬁ
la constancia del fAngulo s6lido de entrada y. evita reflexiones internas.

_ grafo pues de otro modo apareceria sobre la placa fotogra[ma
‘una imagen del grano del difusor); D, es un diafragma iris; L,
es una lente .adosada a la ranura del espectrografo que forma una
imagen del diafragma iris sobre la lente colimadora: La abertura
del diafragma se -ajusta de modo que dicha imagen sea menor
que el didmetro de la lente colimadora del espectrografo.

Evidentemente, en estas condiciones (sin considerar las re-
flexiones en la optica del espectrografo) no interesa la forma o
los medios mediante los cuales se varia la iluminacién del difusor.
Por consiguiente, cualquier método que permita variar esta ilu-
minacién sin intermitencias, debe dar resultados auto-concordan-
tes, siempre que la intensidad de la luz incidente esté correcta-
mente evaluada.

Utilizando este sistema de iluminacién montado sobre un
banco 6ptico, ne hay dificultades especmles para utjlizar el mé-
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todo de 1/d? excepto la de mantener constante la intensidad de la

fuente luminosa. En contra de lo que afirman‘ muchos auto- °

res (_2), no es necesario utilizar distancias muy grandes En estas
experiencias, las dlstan(:las estaban comprendidas entre 100 y 600
mm, y dadas las pequenas dimensiones del filamento de la lim-
para de iluminacién, la precisién con que se ‘determinan dichas
distancias, nunca es menor que, el 1 9.

Puede asegurarse la constancia de la tension aphcada a la

lampara o,.Jo que es lo mismo, de la intensidad de la luz emitida;

compensando el efecto de la continua caida de potencial de
la bateria de alimentacién introduciendo otra caida continua de
potencial en opos1c1on con la prnnera, proveniente de una bateria
auxiliar en serie en el circuito. Esta disposicion puede verse
en la flg 4. Si la caida de potencial de la bateria es pequefia, y

Jb_ .
14V = ,
e 0,5 .
+
. ) '
3 i
+ 1~
3V
Tig. 4

b
Instalacién utilizada para mantener constante ¢l voltaje apllcado a la lé.m-

para durante la exposicién de la emulsibn; y el de la fuente lummoaa, del

mierodensim tro

si se utiliza para el método de 1/d? una. lampara gemela de ‘la
calibrada, puede calcularse la disminucién relativa que ha sufrido
la intensidad luminosa de la lampara durante la serie de exposi-
cmnes mediante la ‘ecuacién aproximada de la curva de calibra~
cién: logI=K. (logV)35 y controlando el voltaje de la misma
durante todo el tiempo de las experiencias. - y
Utlhzando el 51stema de iluminacién anteriormente mencio-

3
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nado los resultados obtenidos fueron ‘satisfactorios, como puede

"apreciarse en la fig. 5. La curva: I fué obtenida con_ el método de

1/d2; las curvas II y I1I fueron obteridas con la lampara cali-
brada. Los circulos representan los puntos ‘experimentalmente
obtenidos; las cruces representan los puntos experimentales de

. . .

‘DENSIDAD

o . EXPOSICION
g, 5 . : R

Curvas de ealibracién obtenidas con la emulsién Eastman III-F. I es la curva

patrén obtenida mediante el método de 1/d* Las Curvas II y III se obtuvie-

ron con la lampara ealibrada para dos distancias diferentes de limpara-di-

fusor. Los efrculos son los puntos experimentales. Las:eruces indiean los pun-

tos de la curva III trasladados hacia.la eurva II por un desplazamiento hori-
zontal obselvaudose auto-coneordangia.

la curva III trasladados sobre la curva Il mediantle un desplaza—

‘miento horizontal (igual a 0,65) o por division de las exposi-

ciones respectivas por la constante K=4,47 (log K=0,65).
El microdensimetro. utilizado en estas experiencias fué mon-

-,
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tado con los elementos “disponibles en el laboratorio, junto con
un microscopio monocular provisto de una platina con movi-
‘miento micrométrico. El sistema o6ptico utilizado ‘en un principio
presentaba un apreciable efecto Schwarzschild-Villiger. Fué pos-
teriormente modificado utilizando un'sistema de doble ranura, con
lo que dicho ‘efecto se disminuye al-minimo. ‘(Se ilumina.la
placa con la imagen de una ranura, colocindose una segunda
ranura en frente de la fotocélula).

Una condicién muy importante que debe Tlenar el microfo-
tometro es la linealidad. Esta se aseguré, utilizando una foto-
célula de selenio del tipo fotovoltaico, conectada a un galva--
németro de baja resistencia interna (Hartmann & Braun, 5 ohms).

*Debido a que las. desviaciones del galvanémetro, que se leen
mediante un indice luminoso sobre una escala translicida son
relativamente grandes (40 cm.), es necesario verificar la lineali-
dad de las lecturas respecto de la intensidad de la corriente del
galvanomeltro. Los resultados obtmlclos indicaron una’ respuesta
perfectamente lineal.

" Los autores desean expresar su agradecnmenLo al Prof.
Teofilo Isnardi Y al Dr. Ricardo Platzeck por las ftiles discu-
siones y sugerencms relativas al presente trabajo.
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SOBRE ALGUNOS PUNTOS DE LA TEORIA -

MATEMATICA DE LOS CIRCUITOS LINEALES (%)

por ALBERTO GoNzALEZ DOMINGUEZ
Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de la Universidad
de Buenos Aires
(Reeibido el 28 Die. 1949)

SUMMARY, This paper deals with eertain aspects of the mathematieal theory
of linear systems. In the first part we study those systems whose transfer fume-
tion is a Laplace —Stieltjes integral with a veal generator— the inditial ad-
mittanee of the system — of bounded variation in. every finite interval. The
stable systems are obtained when de total yariation in (0,c0) is bounded. Ge-
neral theorems of Wiener-Pitt on TFourier-Stieltjes integrals, 'and their analo-

gues for Laplace — Stieltjes integrals enable one to immulate simple and ge-

neral stability entena, in particular for feedback systems of one or several
meshes.

The second part deals with de ‘¢ Wiener transfer 'funections’’, that is, those
whose admittanee han a derivative of integrable square. Due to the essential
faet that the eclass of these functions is identical with the class H, of Hardy
in a half plane, it is possible to establish a canonical representation of these

transfer functions where their modulus on the real axis and their zeros im -

the 1-ight half plane figure as parameters (formula’ 27). It is shown how this
formula can be made the basis of a theory, in a certain semse complete, of
these transfer funetions, generalizing antomatically “the important coneept of
‘‘minimum phase-shift’’ transfer funetions due to Bode, and of ‘‘all-pass’’
transfer functions. Formula (45) determines the pase of a Wiener transfer

funetion as a function of its modulus, and viee-versa, under conditions which.

are more gfaneral than the usual ones. Results are also obtained when the phase
or the modulus are known only in a finite frequeney interval.

In the third part we study the synthesis of circuits whose transfer fun-
ction is preassigned. ZBy means of formula (77) it is possuble to synthetize 2
transter funetion as a product of simple, maximum modulus transfer funetions.
Theorems 26 and 27 contain results on the possibility of synthesizing transfer
funetions ‘'when the modulus and the phase are simultaneously given,

\

(*) Este extenso trabajo del doetor ALBERTO GONzALEZ DOMINGUEZ re-
presenta la contribucién del autor a los homenajes cientificos tributados a los
doctores Ricardo Gans y Teéfilo Isnardi.



Estudiamos en la primera los sistemas cuya transferencia es una:
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Nos ocupamos en este. trabajo, que consta de tres ‘partes, de

ciertos aspectos de la teorfa matematica de los circuitos lineales.

integral de Laplace-Stieltjes con generatriz real —la admitancia
indicial del sistema—, de variacién acotada. en todo intervalo

fmno Dentro de esta amplia categoria — que  comprende natural-
mente. las transferencias de sistemas constituidos _por un nuamero

finito de constantes condensadas, que son funciones racionales —,
los sistemas estables corresponden a aquellas integrales de Laplace-

‘Stieltjes, cuya generatriz tiene variacidn total acotada en (0,).

Teoremas generales de Wiener-Pitt sobre 1ntegrales de Fourier-

Stieltjes y sus analogos para_ integrales de Laplace-Stieltjes de-
mostrados por Pitt, Beurling y- IIllle (cfr. Hille, 1), permiten

formular criterios generales y simples de estabilidad, en particu-
lar para sistemas con redlimentacién, de una o varias mallas

Estudiamos en la segunda parte las transferencias de ‘Wiener,.
es decir, aquéllas cuya admitancia tiene derivada de cuadrado -

integrable. Gracias al hecho —esencial para nuestro objeto -=,

/

de que estas funciones coinciden, segtn un teoroma de Paley—\
Wiener, con las llamadas funciones de.la clase H, de Hardy en

el semiplano, se puede establecer una representacién candnica de

-estas Lransferencms, en la que. intervienen como paramcl,ros su

modulo para las frecuencias reales y sus ceros interiores al semi-
plano de la derecha, (formula 27). Mostramos como .esta for-
mula permite elaborar una teoria en cierto sentido completa de

“estas transferencias, generalizdndose automaiticamente el concepto
~importante de transferencia de defasado minimo debido a Bode,
y el de transferencia «pasa-todo». Sefialemos la formula (45),

que determina la fase de una transferencia de Wiener en funcién de
su médulo y viceversa, en condiciones més generales que las
usuales. Obtenemos también teoremas sobre la ‘determinacion de
la fase en funcién del médulo y viceversa, en el caso muy comiin

“en la practica de que alguna de éstas caracteristicas se conozca s6-

lo. en un intervalo finito de frecuencias. _
Abordamos en la tercera parte el. problema de la sintesis

~_de circuitos de transferencia prefijada. Damos en primer lugar.
un método que permile, en casos muy generales, sintetizar una
- transferencia de médulo prefijado por medio de una exprési(’)n
' (férmula 77) constituida por un producto de transferencias sim-
' ples de médulo méximo. :
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Los teoremas 26 y 27, con que termina la memoria, con-
tienen resultados sobre la posibilidad de sintetizar transferencias
de médulo y fase simultdneamente prefijados.

La mayoria de los. resultados contenidos en esta memoria
han’ sido dados ya a conocer en comunicaciones presentadas en
las reuniones 72, 82, 92, 10a, 112 y 132 de la Asociaciéon Fi-
sica Argentina, realizadas la primera en La Plata, ¢l 19 de abril
de 1946, y la tltima en Buenos Aires, el 23 de mayo de 1949.

. PRIMERA. PARTE

TRANSFERENCIAS DE LAPLACE-STIELTJES

1. Definiciones. Sistemas lineales.

Los sistemas que consideraremos. serdn lineales, con para—
métros Fisicos 1ndependlentes del tlempo y admitiremos que
para ellos el principio- de superposicién se traduce en la for-
- mula fundamental ' b

R(t) = fE(t—T)dG(T). L

En esta formula, R(f) es la «respuesta» del sislema a la:
«excitacion» E(t); G(t), que supondremos de variacién acotada
en todo intervalo finito, normalizada y desprovista de parte sin-
gula<r (1), es una funci6n caracteristica del sistema, llamada cad-
mitancia indicial». E(f), G(t) y R(t) son nulas para {=0. De
la férmula (1) se deduce inmediatamente que G(t) es la res-
puesta del sistema al. «escalén», o funcién de Heaviside

<
Uty = 0 para t__.__Ov

- 1 para ¢>0. .

* E admitir que G(t) earece de parte singular no restringe la genera-
lidad en vista.de las aplicaciones; en efecto las funciones singulares (esto es,
de variacién acotada, continuas y de derivada nula en casi todo punto) no
han tenido hasta ahora trasecendencia en la fisica, y en cambio simplifica mo-
tablemente el tratamiento matemditico el suponerlas inexistentes en G(t), se-
gﬁn. veremos dentro de poco, cuando estudiemos los sistemas estables.



— 278 —

De entre. los sistemas que cumplen la relacmn (1), sélo es-

'tud1aremos aquéllos. cuya admitancia. indicial es. tal que la in-

g(p):f@"Pth(t), p:.’v—}—Lco [2]

es convergente para p ‘de parte real- suflcwntemenbe grande En

tales sistemas, la «transferencia compleja» g(p) determina univo-
camente 'a G(t), y puede ulilizarse para - caracterizarlos, con
iguales titulos que esta ultima. Si la integral (2) converge para
z=0, la funcién g(zm) coincide con el ccociente de la srespuesta
por la excitacién en régimen sinusoidal puro». Hay, pues, razo-
nes fisicas poderosas para definir la transferencia de un circuito
lineal como lo hemos hecho, por medio de una integral dé¢ La-
place—StleltJes En todo este trabajo, con la locucién « Lranaferen-
cia de Laplace-Stieltjes» -desigharemos, ‘pues, las integrales de
Laplaoe-SheltJues convergentes, de generatnz real.

2. Sistemas estables.
Caso " particular de los-sistemas cuya transferencia tlene la

expresién (2), son los sistemas estables. Son aquéllos en los
que toda excitacion acotada origina respuesta acotada (2). Los sis-

“temas estables se caracterizan por tener admitancia 1nd101a1 de

variacién total acotada en (0,0) (3).

He aqui algunos e‘]remplos, ilustrativos de las dehmclones
que preceden, que consignamos para,futura referencia.

. : o p— »
1 =L~ g real . v 3
) | 9@) e . [3]

(*) Usaremos indistintamente las palabras ‘‘sistema’’ y ‘‘circuito’’.
(®) Cfr. el teorema de Hildebrandt, (HILDEBRANDT, 1, phg. 868), segiin el
éual toda funeional lineal definida en-el espacio de las funciones medibles aco-
tadas en (—oo,oo) , adoptando como mnorma. ¢l extremo superior de lX(t)|,

se’ expresa por una mtegral de Lebesgue-Stieltjes

P = [t da(D),

y la’ var1ac16n total de a(E) es la norms, de-la funclonal
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efecto;
.g(p,).l:‘/ erdGD), K
0 . : ‘ C

Yy la variacién total de

\

G(t)= U(t) — 2 [ e dr,

0

es acotada.

'2)* | “Pth(t)

-~

Como la variacién total de '

L
 H)=U(t)+2a [ e de
, o 9 .

no es acotada, el circuito es inestable.

[o0]

.0

B gp=ew=[endleal ()

;-

el circuito (que es una linea de retérdo)_ es, pues, estable.
4) : g(p) =e®, a>0. ‘ , (52)

Esta funcién no es una transferancia, segun nuestra defml-
cion, pues no es representable por una integral de Laplace-
~ Stieltjes del t1po (2). :

-

5 g(p)=p=[ end[uU) C

0

Este circuito «p‘asa—todo» (lg(iw)]=1) es estable. En
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g(p) es la transferencia de un «amplificador ideal» de constante
de amplificacion p. El sistema es estable. Para abreviar, llama-
remos transferencias estables a las correspondientes a sisternas
estables. i

v
‘

8. Criterio general de estabilidad.

Es un hecho muy interesante el que, en condiciones muy
generales, las funciones holomorfas de transferenczas estubles son
transferencios estables. En términos mds precisos vale el si-
guiente ' S

Teorema 1.-Sea g(p) una transferencia estable, y. sca
cp(z) una funczon holomorfa en un cierto recinto R. La condi-
cidn necesaria y suficiente para que la funcion

i

M) =9(0(r) NG

sea .una lransferencia estable, es que R contenga la adherencia
del conjunto de valores .que J( p) toma en el semiplano conzplvto
de la derecha. '

Esta proposicion, que es la transcripci(')n, en términos de
transferencias, de un teorema que figura en el tratado de Hille (4),
tiene su raiz en un clisico teorema de Wiener, segin el cual
si una funcién que no se anula admite un desarrollo en serie de
Fourier absolutamente convergente, su rec1p10ca admite un desa-
rrollo semejante.

El teorema 1 tiene numerosas aplicaciones. Pomendo por

' »eJemplo @(2)=1/z, resulta que la reciproca de una transferen-

cia estable, distinta de. cero para Rp=0, es una transferencia es-
table; y como el producto de-dos transferencias estables es tam-

"bién una transferencia estable, (cfr. D. V. Widder, 1, pp. 83 Y,

siguientes), se llega al siguiente

Teorema 2.-El cociente de dos transferéncias estables es

_una transferencia estable, si el denominador no se anula en el

semiplano completo de la derecha. '
Bode llama «complementarias»; dos transferencias cuyo pro-

() E..Hig, 1, pig. 314, Lemma 15.5.1.
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v

ducto es una constante real (5). Del Teorema 2 se deduce como

caso muy particular, Iel siguiente

Teorema 8.-Toda iransferencia estable, sin ceros en el

semiplano completo de la derecha, tiene una transferencia com-

plementaria cuyo producto por ella es igual a la constante posi-

tiva prefijada A. Lo

‘Este. - teorema extiende, para transi‘erencms de Laplace-
Stieltjes, un teorema formulado por Bode para transferencms
racionales ().

4. Criterio general de eslabzhdad para szstemas con reali-
mentacion.

Del teorema 2 se deducen criterios: generales de estabilidad
para sistemas con realimentacion. En el caso més simple consi-

derado por Nyquist, en que el sistema consta de un amplificador-

de constante p (ejemplo 5 de pag. 279) y de un circuito pasivjo
de transferencia B(p), la transferencia total del 51stema tiene,
segn es bien sabido (%), la forma

il
|

g<p>\—-'—& o [7]
—pB

Si se repara en que el denominador de g(p) es, como dife-
- rencia de dos transferencias estables, una transferencia de la mis-
ma clase, obtenemos del teorema 2, sin necesidad de calculos, el

Teorema 4.-Si tanto el circuito W como el circuito B
son. estables, la condicidn ‘necesaria y suficiente para que el
circuito con realimenlacion de transferencia (T) sea estable, es
que sea : ' -

(PERFL g

para todo p de parte real = 0.
En el caso mas complicado de circuitos con varias mallas de

(*) Bopg, 1, pig. 249.
(") Bobpk, 1, pig. 249,
(") Bopg, 1, pp. 31 y siguientes.
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reaccion, la transferencia serd, en la ~:(grenreralid‘ad de los casos, un
cociente en que el numerador y denominador constan de varios
sumandos, cada uno de los cuales es a su vez el producto de un
ntmero finito de- transferencias, y el criterio general de estabilidad
sigue siendo aphcable El sistemia serd o no- estable, sequn que el
denomjinador sea o no distinto de cero en el semiplano com-

- pleto de la derecha.

Quedan asi precisados, y extendidos al caso general de trans-
ferencias de Laplace-Stieltjes, los teoremas consignados por Bode
para transferencias racionales. , : :

5. Sistemias de admitancia mono'tonaQ

Caso particular -de los. circuitos estables son aquellos cuya
admitan¢ia indicial es acotada no decreciente: Los HNamaremos
«sistemas de admitancia monétonay: Su interés reside en que la
“monotoneidad de la respuestaes Jpropiedad deseable (ausencia de

sobretenswones). Vamos a ver que es facil obtener sobre ellos -

multitud de resultados a poco precio. En efecto, su transferencia,
que supondremos normalizada, es decir, g(O)—i (lo cual no,
restringe la generalidad) (%), coincide en el eje imaginario (a
menos de una inesencial diferencia de signo en el integrando), -
con la_funcién caracteristica de -una varlable aleatoria no nega-
tiva. A continuacién mostramos, con algunos weJemplos, el part1d0
que puede sacarse de esta correlacion. .

Cabe preguntarse si existen filtros de respuesta monétona.
La respuesta es negativa. Més precisamente, la mera transcrip-
cién de resultados conocidos sobre variables aleatorias infinita-
mente pequefias, conduce al siguiente

Teorema b.-Sea g(p) la transferencia normalizada de
un circuito de admitancia mondtona. Si existe un w,>0, tal que

parq todas las frecuencias menores que w, en valor absoluto se

~verifica lo igualdad |g(iw)|=1, serd necesariamente

, g(p)=ecicw, az=0.

(®) En efecto .
| o | o |
o)z [ o-m a1 6()]1=o [ o= aH(®), 0=0(0)..

0 0

e

e b L




~ay

7

283 —

- Es decir, que .l tnico circuito ‘de. admitancia mondtona que
. tiene las propivedades exigidas en el teore’ma, es la linea de retai‘d‘o.

6. Relacwnes enire el tiempo de formacwn de la senal y- el
mddulo de la transferencia. .

Dos ntimeros caracteristicos 1mportantes ligados con la ad-_

mitancia indicial, son el «tiempo de retardo» y el «tiempo de for-
maci6n» de la sefial (%). Se han dado diversas definiciones de
esstas dos caracteristicas, semiempiricas, y por fanto inadecuadas
para un ftratamiento teérico general. Es por ello intergsante com-
probar que, para circuitos de admitancia mondlona es posible,

dejandose, guiar por la analogla con las, variables aleatorias no-

negativas, dar de estos dos nimeros ,uni “definicién satisfactoria
desde el punto de vista de la teoria. Es facil comprobar, en
“efecto, que el tiempo de retardo y el tiempo de.formacién son
conceptos correlativos de «esperanza matematica» y «desviacién
standard», respectwamente.

Dado, pees, un circuito de admitancia monétona G(t), de-
finiremos los dos «tiempos» mencionados de la manera siguiente:

Tr:/th(t> A T V (9)!

sz:‘[ (=) d G(t). | “ (10)

Son de gran trascendencia ‘en la técnica de las comunicacio-
nes las relaciones que ligan el tiempo de formacién de la seiial
con el moédulo..de la transferencia; una de ellas es la llamada
regla de Kupfmiiller, segin la cual el ancho de la banda pasaute
es aproxmladamente reciproco del tlempo de formacwn (10)

(™ In inglés ‘‘delay time’’ y ‘‘build up time’’, respectivamente.

(*) La regla de Kupfmiiller, euya validez aproximada comprob6 su autor en
el caso de un filtro ideal, ha sido justi:fic:ida. con rigor, para una categoria
bastante general de’ sistemas, por el Dr. Kurt Friinz (efr. K, Frinz, 1).
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He aqui un teorema que pertenece a ese orden de ideas.

Teorema 6.-Sea

oo -/

apy=emdGy BTy

[=}

la transferencia de un circuito de admitancia monotona que cum— '
ple la condicidn :

/ I ldo <. e
Se verifica ?IltOIlceS
=y de—ig@r. ¢ Gy
En efecto, .

4'Tf2+lg’(Q)]2;—-'/.t2dG(t)v :/tf'}dG(t)./ et dp =
: CHE o .

; =fclw/e—w5 t3d G(t) :/[—g"’(x)] de < .—%‘/lg’”(ico)'mco.
o, 0 ' 0 R . moo T

La inversién del orden de integracién estd Jusl11'1cada por la
positividad, y la ultima desigualdad es consecuencia de un teorema

de M. I’uesz (1).

(*) M, Risz, 1.
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SEGUNDA PARTE ™ .

TEORIA DE LAS TRANSFERENCIAS DE WIDNDR

7 Sistemas de excitacion disc ontznua

Objeto principal de este trabajo es el estudio de las transfe-
rencias de Wiener. Asi llamaremos a las transferencias de aque-
llos sistemas cuya admitancia indicial tiene derivada de cuadrado
sumable en (0, ) (12).

. Bl estudio y descubrimiento de las propiedades de los sis-
temas de Wiener, se facilita por la observacion de que tales
sistemas son correlativos «continuos» de los sistemas «de exci-
tacién discontinua» (13). Designaremos asi aquellos sistemas li-
neales tales que entre | Ja excitacién, la admitancia y la respuesta,

.que son sendas sucesiones '{E, } {G,} y {Ry}, subsiste la re-

lacién (analoga a la;(1)):

R Z En_\,G ' .- (14)

- y={

La transferencia del circuito de adm1tanua AG,} no es otra

cosa que la seriede Taylor
[e 0]
g(z)=2= G,z (15)
n=0 .
La teorfa matemdtica de ;estos circuitos coincide, pues, con

la de las series de polencias de coeficientes reales convergentes -en-

(*) Los teoremas 9, 16, 18, 19 y 20 figuran en un memorindum redactado
por encargo de la Compafiia Phillips, en el afio 1945. Agradezeo al ingeniero
Alberto Doiman, director de la empresa, su amable autorizacién para reprodu-
cirlos aqui.

(*) Es justo llamarlas asi, pues Wiener ha sido el pumelo en utilizar,.

para fines de sintesis, la representabilidad de transferencias por medio. de
integrales de Laplaee econ generatriz de cuadrado sumable. Cfr. Y. W. LEg, 1;
‘WiENEr-LEg, 1, 2; LpE-WIENER, 1.

(¥ Mae "Coll los llama ‘‘sampling eirenits’’; efr. MAc Cory, 1, pg. 88;

‘James, Nichols y Phillips (1, pg. 231), los llaman ‘filters with pulsed data’’.
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el-circulo unidad. Los circuitos discontinuos estables corresponden,
asi, a las series de potencias-(15) absolutamiente convergentes en
|z|=1; y los circuitos correlativos ‘de’ los corresponchentes a
transferencias de’ Wiener, son aquéllos cuya adm1tanc1a es tal que

'

EfGt<a  ae

‘

Es bien sabido que la familia de Ias funcmnes 9(2), Tegu- .
lares en z< 1, cuyos -coeficientes cumplén. la relacién (16), coin-
cide con la familia de las funcmneq regulares en |z|<1 y tales’
que

2n

f l,g<rei**> v < 6 0=r<1, o=reit;

es decir, con la . clase H de Hardy ,

En definitiva: «los sistemas de Wiener de exciticion discon-
tinua son aquellos cuya tr ansferencm es und funczon de la clase
"H,, de cocficientes reales». ,

8. F orma candnica de ‘las tr ansferencms de Wiener, cor es—,
pondientes a circuitos de:excitacicn ‘disconlinua.

La observacién recién consignada permite elaborar la teoria
completa de tales sistemas, que dejamos para otra ocasién. Nos
limitaremos a hacer dos observacmnes que nos serdn necesarias
més adelante. .

La primera .es que "las func10nes g(reit) de la clase H, de
Hardy son las :funcmnes)regulares en ]’|<1 tales que lg(rel”)lp
tiene, en el mismo recinto, una mayorante harmoénica. El interés
~de esta propiedad caracteristica de las funciones H, reside
que es invariante con respecto a ‘transformiaciones conforrnes, y
permite por lo tanto definir las clases #, no-sélo para: el circulo
unidad, sino para todo recinto snnplemenle conexo.

La segunda es que, de una representacion canénica de las
funcioges. de la clase H, dada por Smirnoff (*4); se deduce la
siguiente representacién canénica delas transferencias de siste-
mas de Wiener, de excitacién discontinua, que designaremos como

&) v . ‘SMIRNOFF, 1.
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14

Teorema - 7.-Toda transferencia de un sistema de Wie- S
<L ner de excitacion d1scont1nua admite la- representacmn canénica ‘
" 51gu1ente - o § :

€

'_g(z) B(z) exP{ il—;ifﬁ(g dt}

) | ‘exp{n (1—22)ds(t)}. .(17)'.

1--22 cos {22
§

En esta f6rmula, B(z) es el «producto de Blaschke» formado
con los ceros z, de g(z) interiores al circulo unidad:

L T
- z)——zHI y L 18)
' ( vV = |Zv| . . (
zZy -
debiendo los z, cumplir la condicién |
M|z, |<oo; o (19)

M(t) es una funcién medible no negativa, tal que [M({)|P y
lg M(t) son sumables; finalmente s$(¢) es una funcién acotada
no decreciente, cuya derivada es nula en. casi todo punto del
intervalo de definicién. '

Se comprueba facilmente que M(t) es, en casi todo punto, el
moédulo de la transferencia limite, y este hecho cogi‘lﬂre a la
férmula (17) evidente importancia para fines de sintdsis.

. S 9. Las funczones de la clase H, .de Handy en el semiplano
' de la derecha. -

Consignamos en. este pardgrafo algunos resultados acerca de”
las funciones de la clase H, en el semiplano de la derecha, qua -
necesitaremos luego .en varias ocasiones, y en particular para
establecer la forma canénica de las transferencias de Wiener (15).

(®) Véase la memoria de KriLorr, 1, donde figuran teoremas méis gene-
raled referentes al semiplano superior.,
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Diremos que ﬁna funcién g(p) (p==+iw), regular en el

‘semiplano x>0, pertenece a la clase de Hardy-Kriloff de orden

X, o mas brevemente, que g(p)eHK,, si |g(p)|* tiene en ese
semiplano una mayorante harmonica.

De lo dicho en el parag. 8 se -deduce que ‘estas funciones

‘no son sino las funciones de la clase H, trasplantadas del circulo
. unidad al semiplano de la derecha por med10 v.g., de la trans-

formacién
e 1—_p’ p= 1—z
. 14p 14z

T 1ol 14e®

9=—2arclgw, w=— tgi, d9 _-—2doo.

2 o 1-}-c0? (20)",

Resulta asi, sin necesidad de calculos, que la forma general

N

9p)=Za (1"—”)" @
—0 l—l—_p '
con
w i .
Zlan|2<oo. - (22)
n=0 i .

Poco miés trabajo exige el obténer, aplicando las transfor-
maciones (20) a la férmula general (17), el siguiente

Teorema 8.-La forma canénica de las funcion2s de
la clase HK, reales para p real, es

o9 =g {2 MO ) (2 (00}
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Los simbolos que  aparecen en esta i'ormula tienen el si-
guiente significado:

- @ es una constante no posmva B(p) es el «producto de

Blaschke» formado con los ceros pv de. g(p) mtermres al semi-
plano positivo:

14p,| 11—p,|
B _prvlva ol 24
2 v=1 p+py 1+p, 1—p, . @

debiendo cumplir los p‘,, la condicién
‘ . \
3 R o, L@
v=1 1+|pv12 o

M (¢) es una funcmn medible no ncgauva tal que las fun-

ciones
' BLOTL. lg M (1)
14 142

* son sumables; finalmente,

s(f) es una funcién no creciente, de variacién acotada en
(0,), cuya derivada es nula en casi todo punto del intervalo
de definicion.

10. Forma paramétrica de las transferencms de Wiener..
Las funciones regulares en el semlplano de la derecha que
cumplen la condicién

a

=

[lg(@tio)pdo<e, 0<o<w (26)

—co

\ 5,
son tales que |g(p)|7‘ admite en .ese semiplano una mayorante
harménica (16); constituyen, pues, una subclase de la clase HK,.

Las llamaremos funciones de la clase de H ille-Tamarkin, y escri-

h1remos, mas brevemente, g(p)eHT, (17). Estas funciones des- .

(), - Véase, por ejemplo, KriLorr, 1, pig. 98.
(") Hille ¥ Tamarkin han sido, en efecto, los primeros en estuduulas sxs-
temAticamente en una conoeida memoria. Cfr. HILLE-TAMARKIN, 1.
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" empefiaran un papel fundamental en lo que sigue, 'gradias al he-
-cho, esencial para nuestro fin, descubierto por Paley-Wiener (18),

de que la clase de las funciones HT, es idéntica.con la clase de
das’ integrales de Laplace con generatriz de cuadrado sumable.
Por lo tanto, las transferencias de Wiener no son sino las fun~
ciones de la clase HT, reales para p real.

Como las funciones de la clase HT, poseen todas una fun-
cidh limite g(io)e L} (19), de la formula (23) se ‘deduce el
siguiente = = -

Teorema 9.-Toda transferencia de Wlener adm1te Ia

‘ SIgulente representacmn paramélnca

e plgM(t)dt} {E/pds(t)} oy
g(p) = B(p) exp{ 2 [PEROd o 2 =

: 0 :

En esta formula o es una constante' no negativa, y B(p) est4
definida- por la férmula (24), deblendo los p,- cumphr la con-
dicién. (25); ' :

s(t) es una funcién no.creciente, de variacion acotada en el
intervalo de definicién; finalmente M(Z) es una funcién medible
no negativa, que cumple las condiciones

[
o) :

f|M<t)|2dt<o‘o, S (28)
] : o '
g M(e)\dt _

(29
142 (29)

0

"

11. Relaciones entre las iransferencias y las funciones de

la clase ﬁK

Antes de entrar a estudiar la representacién paramétrica, lo
wual va a permitirnos hacer la teoria completa de las transfe-

’

(®) . PALEY-WILNIR, 1, pig. 8, Theorem V. Cfr. también G. Domrscm, 1, phg.
272, SATZ, 1, quien da’ del teorema una demostracién especialmente interesans

~te para el fin que nos interesa, apoyfindose en resultados -de Hille-Tamgrkin.

Otra demostracién del teorema figura en Hiris, 2, pig. 99, Cfr, nota 22.
(*®) Ver HirLe-TAMARKIN, I, pig. 338.

s
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rencias” de ' Wierer, _consignaremos algunos. resultados que -nos
~ seran utiles mas adelante, sobre todo en los problemas de sintesis,
-acerca de las relaciones existentes ertre las funciones HK, y HT,.

Teorema 10.-El producto de una funcidn ¢(p), regular
y acotada en el semiplano >0, y real para p real, por una
transferencia de Wiener g(p), es una transferencia de Wiener.
 Este teorema se demuestra observando que ¢(p)eHK,; si
se efecta la mult1pl1cac10n expresando’ ¢(p), by g(p) por sus re-
presentacmnes canénicas, el teorema resulta sin dificultad (20)

Teorema. . 11 El producto de tma funcLon cp(p)eHKn,
real para p real, por una transferencia de Wiener g(p) tal que

g(iw) =0 (l) , es ung transferencza de Wiener (20)

Tamblen neste teorema se demuestra sin chflcultad recurriendo
a la representamon ca.nomca de los factores

Téorema *12. - Condicidn necesaria y suficienie para que

una funcién ¢(p), regular en x>0, pertenezca a la clase HEK,,
es la s1gu1ente. :

!
/

(Ti"g—g/l BT, (30)

Este teorema se demuesira, igualmente, recurriendo a la re-
presentacién canénica de ambas clases (21). ,

Para p=2 se obtiene del teorema anterior, teniendo en
cuenta las formulas (21) y (22), el siguiente corolario, que enun-
ciamos como

’

(”5 El teorema es vAlido, naturalmente, sin la restriceién de que ¢ (D)
¥ g(p) sean reales para p real, y se demuestra de igual modo.
(™) De todo teorema sobre representabilidad de funciones de Ila clase
HT) por integrales de Laplace se deduce, pues, en virtud del Teorema XII,
una,"proposicién anfloga sobre representabilidad de funciones de la clase HE),
Teoremas de los mencionados en primer término han sido dados por varios au-
tores; .cfr. CATON-HILrE, I, pig. 236, donde se demuestran resultados muy ge-
nerales de este tipo.- Cfr. también G. DoErscH, I, donde por primera vez figu-
ran demostraciones completas de teoremas sobre representabilidad de funciones
de 1a clase HTj por intermedio de integrales de Laplace.
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Teorema 13(22).-La clase de las transferencias de Wie-
ner es idéntica con la clase de funciones :

_°° (1—p)" '
9(p)= W .. (3

donde los coeficientes a, son reales, y

a2 <. . (31

g ne=(

Teorema 14.-La reczproca de una ]‘unczon g(p) de la
clase HK, sin ceros interiores y lal que g(io) —/—O es una fun-
cién de la misma clase.’

Este - teorema es consecuenc1a de la formula canonica.

- Teorema - 15.-La condwmn necesaria y sufwlente para
qiie una funcidn F (p), reqular en el semiplano de la derecha,
sea la reczproca de una transferencia de Wiener que no se anula
-para ninguna frecuencia real, es que esa funcidn sea el producto
de (14p)? por una transferencia de Wiener sin ceros en ¢l se-
miplano =0. "

La condicién es necesaria. En efecto, si se cumple la tesis.
serd, en virtud del Teorema 12:

F( )_1-I-p - R(p)7=0, para Re(p) =0,
P hip) h(p) e HK2. : o

Aplicando el Teorema 14 resulta pues

F(p)=(1+p) g(p) = (L+P)*(p),
con f(p)eHT? y no nula en Re(p)=0.

Invirtiendo los pasos de la demostracion se comprueba que
la condicién es también suficiente.

(**) De igual manera se demuestra que la (81), sin la restriccién de que
an sea real, cs la forma general de toda funcién f(p) eHT., Un teorema
equivalente ha sido demostrado por Hille (HILLE, 2, pig, 99), con método
completamente distinto del texto. Digamos' de paso que la lectura de -esta
memoria de Hille es la que nos sugiri6 apliear la teoria de las funeciones HT,
a problemas . de sintesis de eireuitos. ‘

,/
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.

12, Consecuencms de la. representaczon parametrwa el cri-
terzo de Paley-Wlener : :

1

Daremos comienzo al lestudlo de las propmdades de las trans—

ferencias de Wiener a partir .de su' representacion icanonica. Con~ - -

viene .en primer- lugar referirse al ‘significado de las- esenciales

condiciones’ (28) y (29).' La primera afirma que .el médulo de.

una transferencia no puede ser demasiado grande; la segunda; que
no puede ser demasiado pequefio (28). En particular, el médulo

no puede anularse en un intervalo arbitrariaménte pequefio sin -
. anularse 1denllcarnentu (24).- Otra .consecuencia inmediata del ele-

gante criterio que se traduce en las férmulas (28) ¥ (29), y que
", es adecuado Tlamar <criterio de Paley-Wiener» (), es que no

existé transferéncia cuyo rnodulo se anule Ie\nponﬂncmlmenlc en

el infinito. .
Escrlblremos la transferencla de Wlener general en la forrna

: o= Apue), e
B - ds | L
A(p)__ie apB(p) e\p{ _/pp2-[—(ti)’}’ o | (33)-

]

P

(®) La aserci6n (29) constituye el teorema ecorrelativo, para las furcio-
nes AT, del teorema de Szegd para las funciones H,, segin el cual el logarit-
mo.,de la funeién limite de una funclén de esa clase es integrable. Cfr. T.
Rizsz, 1, phg. 91. . : . ’

.(*) Bsto explica las contra dlccmnes a que da lugar la consideracién de
Jos llamados ‘‘filtros ideales’ ’, ¢l médulo de cuya transferencia ‘es idéntica-
mente nulo fuera de la banda pasante. De acuerdo con nuestra definicién, tales
filtros mo sbélo mo existen en la 1eahd‘1d sino que no existen como entes de
razén,

i

de la representacién canémica de la funciones de. la clase HT,

’

o é(é)-:exlg{é_fw}. o m
o ‘ Tod ; o

" Asi lo Tama tamblén Wullman (cfl YALLEY-WALLMAN, pag. 721).
Cfr. el teorema XII de Paley-Wiener, I, pig. 16, que se deduce sin dificultad.
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" Conviene observar que, de estos dos factores, sélo u(p) es’
una transferencia de Wiener. En efecto, e=*p es la transferencia
de un trozo . de, linea defasadora, de ‘admitancia indicial U(i—a);
cada uno de los factores del producto de Blaschke es también
(cfr. féormula (8)), la transferencia de un sistema estable. En
cuanto al ultimo factor de A(p), vamos a suponer de aqui en
adelante que la funcién s(t) carece de parte singular, y se reduce
por lo tanto a una funcién en escalara Sera, pues,

[pds <t>} {_E “_P?_} :
s(p)= exp{ f Vs exp - "i e _(35?,
- con ¢, =0, Z:c},<0° | 0_2&,{<°°.

=]

No estd demis comprobar quc cada uno de los factoress

1)
. . T on=1 p2-t,2

~ es una transferencia de ‘Laplace-Stieltjes. En efecto, si en la
"formula conocida (26)

R :
L_l[ ex {——ap}]:fj 2V (t—)7) . J 2]/;1; d
| M o no< V; %) - To(2 Vo).
ponemos
a:ifﬁ,
T iy,

y efectuamos un cambio lineal de variable, obtenemos la integfal
de Laplace, convergente para p>-0 '
o]
exp;{ 2 _P } Py / e-pt H (1) dt, (36)
7 p--{—t\ 2 AN '
. ;

n

——

(*) Vr, por gjemplo, G. DoErscH, 2, pig. 107, férmula 27. -
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t,

H<¥> _ / To[2Y (tt—)7] Ty [ 2V3—t—] d

'No entra en la formula el caso t,=0 (que se presenta cuan-
do la funcién G(t) de la férmula (14) se reduce al escalén de
Heaviside con salto ¢). Pero también este caso se reduce a una
integral de Laplace, obteniéndose sin dificultad (27)

A

A {;Ei} jo—ptd [U(t)+JO(2 ] | @70

T p

Las transferencias (36) y (87) corresponden a filtros limi-

tes de filtros regulares. Podrian llamarse filtros «supresores de .

raya», pues el modulo de la transferencia vale la unidad para to-
das las frecuencia menos una sola, para lacual ¢l médulo es cero.

12. Significado fzszco de A(p). F iltros generales « pasa todo» .
! L

Estudiemos con un poco de detalle la transferencla A(p)-
Puede comprobarse que A(p) es la forma mas general de fun-
cién regular, de moédulo menor que uno en el semiplano de parte
real positiva, real para p real y tal que A(iw)=1 en casi lodo
todo punto del eje imaginario. A(p) es ‘pues. la transferencia ca-
nénica del filtro «pasa todo» mas general (28). o(p) es, por su

parte, la transferencia mas general de un filtro pasa todo sin.

ceros en el semiplano de parte real positiva. Segtin hemos dicho
‘en (12) las transferencias o(p) corresponden a filtros. singulares
y conviene disponer de un criterio de ausencia de transferencia
" singular en un sistema.

(*) Cfr. CamMPBELL-FOSTER, I, pig. 79, Pair, 654.2,
(®*) Con esta locucién traducimos, a falta de otro mejor, la expresién in-
glesa ‘¢

nominaecién conespondelia g6lo a la transferencia e¢—% que aparece como fae--

tor en 4(p), pues cl médulo de ella es estrictamente igual a uno para todas

las freeuencias reales (p=iw). En eambio, B(p) yo (p) tienen médulo limite °

igual a la unidad sélo para casi todas las frecuencias,

all pass sectlon”. Conviene observar que, en sentido estricto, tal de-
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v Teorema 15.-Una transferencia de Wiener que no se
anula para ninguna frecuencia real (o mds general, una funcidn
- de la clase HK,, que no se anula en el eje lmagznarw) carece de

parte singular o(p).
Este teorema ha sido demostrado (para el caso del cu‘culo)
por HOSSJer—I‘rostman y por Seidel ().

14. Los factor.es de - B(p) letros « pasa todo» propmmmte
dichos.

La transferellcla B(p) tiene la _parhcularldad de ser la Tinica

" ‘de las componentes de la transferencia de Wiener g(p) qua se

anula en el semiplano de la derecha. Cada cero de, g(p)," con-

‘tado_con su respectiva multiplicidad, corresponde a- uno de los -

factores .

p__ljv Il‘]“‘pvl Il_pv|_..-._ " S (38)
p+pv l4p, 1—p, '

/ P
Estas _ lransferencms estables son las que Bode llama «all
pass sections»; en efecto; lienen médulo uno para todas las

frecuencms reales, de modo que permiten modificar la fase de . *

una transferencia sin modificar -su médulo (30) y (31) ‘

v Como toda transferencia de Wiener es real para p real, se

deduce que sus ceros p, o bien son reales, o bien aparecen @
pares .complejos conjugados (32). | . :

. Cada una de las transferencias (88) transforma  conforme-
mente el semiplano de la derecha en el circulo unidad. Por lo
tanto, cuando p recorre el eje imaginario desde —io hasta i o,
la transferencia (38) recorre la circunferencia unidad en sentido
negativo. Si son n-los ceros interiores, el argumento del producto
de Blaschke dard n vueltas en sentido negativo, y puede. demos-

—_—

(*®) TrosrMmaN, I, pig. 107, y SEIpEL, pigs. 205 y 213.

.(®) s sabido que- B(zw) =1 para casi todo w ; ‘efr. NevANLINNA, I,
pig. 196. _ ’ )
» (™) Véase ‘el parigrafo ‘‘Properties of all pass structures’’, del libro de

" Bode (BopE, I, pig. 239).

{(*) Por eso dice Bode (loc. ecit., pig. 240): “An/y all-pass network is

.eqmvalent to a number of first and second degree all-pass networks in tandem’’.
. Este resultado, demostrado por Bode para transferencias racionales, queds pues ex-

tendido para toda transferencia de ‘Wiener, sea o no finito el ‘nimero de ceros.

i
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‘trarse que en el caso general de ‘infinitos céros; el aflJO de: B(z)

‘toma efectivamente todos los valores de la mrcunferencm ‘unitaria
infinitas veces (33 Queda asi generahzada para transferencias
generales la asercion de Bode (3%) sobre transferencias racionales:

«we' see that the phase: characteristic' of “an’ all—pass structure :

must always have positive slope». T
. g

'15 Las tlwalzsﬁe_rellcias‘ de' mo’dulo‘ rria’ximo (of d’e 'clefcc.sado
mmlmo) ' 5
-Ocupémonos ahora de la h‘ansl'erencm u(p) que flgura en el
‘ 'segundo miembro de (32). : :
'Es ésta una transferencia de Wiener sin ceros en &l semi-
‘plano " de la derecha’ (todos los ceros de g(p) han sido '« alsladow
en el factor B( P), y, como- de acuerdo con lo dicho en pag.. 293,

A(p) tiene médulo menor que la unidad’ en ‘el interior del semi- -
plano de la 'derecha; y médulo uno en casi. todo punlo del e]e'

4mag1nar10 resulta,” para Re(p)\

il

<@l )

~es . decir, vale el

Teorema 16.-Enire -todas lus transferencias de Wiener

de midulo M(w) en el eje imaginario, lo dada por la formula .

(84) es la de mddulo mdzimo en el semiplano de la derecha.
‘Paréce pues natural Ilamar a las. transferencias de la forma
(84), transferencias de mddulo mdzimo. La propiedad més inte-
resante de estas trans[erencms, desde el punto de vista de las aph—
caciones, reside en que, segtn lo demuestra su forma canénica
(34), estdn unfvocamente caracterizadas _por su mddulo.
Supongamos que A(p) se reduce a un producto de Blaschke
con un namero finito:de factores (segin sucede en el caso de
transferencias racionales). Tomemos argumentos en ambos mlem—
bros de la 1gua1dad (32) Corno el argurnento de. B(zw) e del—

v

(™) Cfr. A; CALDERON,’ A -Gowzirrz DomiNaUEz y A.rZ&GMUND; 1.
(*). Boom, loc. cit., phg. 241. Téngase presente que Bode llama ‘‘phase
shift’’ al argumento, con signo negativo, Nosgotros tladuclremos phase 'shift

por defasado, y en cambio -emplearemos las palabms fage o mgumento 1ndls- b

tintamente.

iy
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creciente, se ve'que hay razones para llamar a las transferencias
(34) transferenmas de argumento mdzimo, o sea de defasado
minimo. :

, La férmula (34) constltuye en efecto, la generalizdciéon na-
tural de las transferencias racionales que Bode llama «de defa-
sado. minimoy, de las cuales hace en su libro importantes apli-
caciones. '

. De cuanto acaba de decirse, se deduce que el contenido fisico
de la formula (32) puede expresarse como sigue:

Todas las transferencias de Wiener de mddulo M(w) se ob-
tienen multiplicando la correspondiente transferencia de mddulo
mdximo por la seccidn pasd todo mds general.

La férmula’ canénica (27), puede a su vez, interpretarse co-
mo sigue:

El circuito mds general cuya transferencia tiene mddulo
M(w0) en casi toda frecuencia, se obtiene poniendo en cascada
una linea defasadora, un nimero arbitrario (finito o infinito)
de circuitos pasa todo, un filtro supresor de raya y un circuito
de transferencia de médulo mdzimo, correspondientz a M(w).

Puede decirse, en resumen, que la férmula candnica, apli-
cada a las transferencias de Wiener, permite generalizar de ma-

nera natural, y sin hipétesis adicionales «ad -hoc», la teoria de-

Bode de circuitos de defasado minimo de transferencia racional,
y sus teoremas sobre estructuras pasa todo.

16. Relaciones entre la parte real y la parte imaginaria de
transferencias de Wiener.
Sea u(w) una funcion de la clase de Lebesgue L* (—oo, o),

En tal caso existe, para casi todo ‘o, la «transformada de

Hilberts de u(w) (35):

' v(co)— P f ”(t)dt | - (40),

t—w

y si v(®) es también una funcién de la clase L* ('lo‘_ cual sucede
siempre si A>1), su’ transformada de Hilbert es igual en casi

(*) Con el gimbolo P. / designamos el ‘‘valor principal’’ de la integral,
en el sentido de Cauchy. '

I
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todo punto a —u(co):

v(t) dt (41

u(oo) =

Este- teorema ha sido .demostrado por Hille-Tamarkin, y
generaliza un clésico resultado de M. Riesz (36). )

Sea g(w)=u(w) +iv(w), la funcién limite de una funcién
de la clase. HT,. Se demuesira que u(o) y v(w) estin ligadas
por las relacmnes (40) y (41). Mas precisamente, subsiste el
teorema siguiente (37): :

Condicion necesaria y suficiente para que una funcién com-
pleja u(o)+iv(w) de Ly(—o 4 o) sea la funcidon limi-
te, para x—0 de una funcién de la clase HT,, es que u(w) y
~v(w) sean transformadas de Hilbert de la clase L, (—®, o).

Las transferencias de Wiener son funciones de la clase HT,,

reales para p real; por lo tanto, la parte real de la funcién limite
serd una funcién ‘par, y la parte unagmana una funcién impar.
De esta simple observacién se deduce, sin necesidad de calculos,
el siguiente teorema, 1mportante para las aplicaciones.

* Teorema ~-La parte real u(o) 'y la parte imaginaria

v(w) de la funcwn lzmzte g(») ‘de una transferencza de Wiener,
estdn lzgadas por las formulas, vdlidas en casi todo punto:

'U(CD)— P foo u(t) dt’

' (42)

.2 oc;,‘vt dt
. 0 ’

Estas férmulas aparecen por primera vez en la literatura téc-

*) Cfr HiLLE- TAMARKIN 1 pég 344; M. Rmsz, 1 pag 218.
(“’) TI'I‘C'HMARSH, 1, pig. 128,
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nica en la memoria -de, Bayard (38) Despues han sido- rodestu-

_biertas varias veces (39); . es curioso que nmguno haya notado

que las formulas (42) no son sino las clasicas formulas de’ Hil-,
bert, ‘para el caso u par y v.impar, a pesar de que ya Lee en
1932 (49), consigna la observacion  fundamental, (debida a N.
Wiener) de que «the conductance and the susceptance of the ad-

‘mlttance of a network, are Hilbert transl'orms or conJugatc inte-

grals of each other» ('11) L
Por lo demis, las férmulas (42) tienen, ya més do cien anos

'Hﬁrd‘y que las consxgna sin dcmostracmn en 1909 (‘12) se las
.atrlbuye a Schlonulch (43) o

i

17. Relaciories modulo—fase para. transferenccas de W iener

'de modulo mdmzmo D

Las formulas. (42) resuelven completamente para lransfe—

réncias de Wiener, el problema de la determinacién de la parte -
imaginaria en funcién de la parte real, y viceversa (), Pero estas

formulas, importantes cuando g(w) es una 1mpedan01a no lo

~ son tanio cuando g(co) 'es una transferencia. En’ este caso, lo.

que tiene real importdncia es la delermmaclon del modulo en fun-

‘cion del argumento, y viceversa.

* Ya sabemos' que el problema tiene solucién univoca solo

para. las transferencias que ‘hemos llamado de médulo miximo.

Tomando logantmos el problema queda reducido formal-

" mente al caso anterior. Pero sélo formalmente, pues el log antmo

!

de una transferencia de médulo maximo no es una transferencia
de Wiener, y por lo tanto las férmulas (17) no son aplicables.

(®) BAvARD, 1, pAgs. 661 y 663. Bayard flo considera i;rans,ferencias, sino
impedancias; w(w) es la ‘‘registencia’’ del dipolo; w(w) .la ‘‘reactancia’’.

(®) T. Murakr y M. S. CORRINGTON I, dan una b1bhogmfm bastante
completa al respecto.’ )

() Y. W. Leg, 1, pig. 87.

(**) Esta observaci6n de Wiener: es ‘una Fazén més para consulerarlo el
creador de la moderna teoria matem&tlca, de los circuitos lmeales .

() IIARJ)Y I, pig. 204. :

(#) 0. Scmrdmivcw, 1, vol. 2, pag 156. .

" (%) Se.logra que las f61mulas ‘(42) valgan en todo punto, 1mpon1endo‘
restricciones adecuadag; por ejemplo, admitiendo. que u(w) satisface unifor-
memente a -una condlclén de' Lipschitz; cfr. TITCHMARSC‘E[, I pig. 145. Theo-

rem 106. N ~ o o
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A fin de obtener férmulas de inversién que restrinjan menos
_el comportamiento de las funciones en el infinito, lo'mas cémodo

“es partir de las clas1cas férmulas de Hilbert -para el circulo:
v(fp)~_——fu(9 cotg (~—"- ’d9+——/(9

!

e | u((p) —'——/U(S) colg dS —I——/u(S)dS

Lasz_funcic'mveé u(cp) y ‘v(p) son las partes real e iTI:n‘aginaria'
de la funcién limite ‘de una funcién regular en |z|<1; y las

férmulas son vélidas en casi todo punto si u(9)e L2 (49).

- Estas formulas se transforman, segtin se comprueba sin d1—'

flcullad e el caso de que u((p) sea par (y v((p) impar), -

las s1gu1entes , : ’ ;
e "u(9) sen p d9
S : » .'U_((p) - —/‘u—,

: oos%)-—_—cos‘cp

Ry . = ., . 0

c0s 9—cos ¢

Pasemos del circulo al semlplano de la derecha por la lrans-
formacmn hneal (a>0)

a—p 1—z .
T=— pP=a s
» a+p 142 '
| e » $ 28
v 3-=’—23rctgg, o=—atg—, d&:—idm.
T P AP X
. (%) Pumsswmm, I, phg. 9. -
] o ‘

(43)

, , (44)
N U(S) sen 9dY : A
u(e)=1 +1 (e)d& R

e L
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Obtenemos asi, partiendo del par (44), el siguiente:

o) = fco u(t) dt’

2—?
0

4

o(t) [a?] dt 4 u(t) dt

u(m) = —
' (2—w?)(a2+-£2) —H?
v 2
Estas férmulas-valen en casi todo punto si tanto (t) u(t)
T T

son integrables; y valen en todo punto si u(f) satlsface uniforr-
memente a una condicién de Lipschitz de orden @« positivo.

Sea M (oo) el médulo de una transferencia _de moédulo ma-
ximo en el eje imaginario. Si ponemos, en las formulas (4b)

u(w) =lg M(w),

y admitimos que lgM(w) satisface a las hipdtesis recién con-
signadas, ellas permiten calcular el médulo en funcién del argu-
mento, y viceversa. Resulta asi que el argumento estd determi-

nade univocamente por el médulo, y que en cambio el Prlmero

determina al segundo a menos de una constante.

18. Casos particulares de las relaciones modulo—fase las
formulas de Bode.

Vamos a comparar las férmulas (46) con las férmulas que
dan.Bode y otros autores para el calculo del médulo en funcién

de la fase y viceversa. A tal efecto, escribamos la segunda mtegral

© (45) del s1gu1ente modo:

'u<m>=— 0[( P ] dta—-“’;ﬂoz@#"i (46)

12—  q2f¢2 a?+2

~ Si admitimos que la primera integral puede descomponerse. -

L

i
Lt Tl L mam
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en dos sumandos c’onvergentes, obtenemos

n
0

u(m)_ p [ tv(t)dt 2ftv(t)dt+2_a u(t) dt (a7

a2 ) a2’
.0 ) )

- para lo cual es suficiente que se verifique, por ejemplo

[ho ., =

Si tomamos limites ahora en (47), para a— o, la segunda
. integral tiénde a cero, y resulta, si la ultima integral tiene limite
finito (46): - : - : \

' [

()= =k “’“)dt+<> BT

0

En efecto, la funcién harménica en-el semiplano .de la de-

recha que toma en el eje imaginario los valores u(w), se expresa
;por su integral de Poisson

oc’9a'u’(t) di
) tapetar

u(a: )-_—

S1 hacemos en esta formula = a, o= O obtenemos, s1
' ex1ste el limite y u(w) es par,

u(a,0) = ?/‘Mﬁu(m, 0).

1202 a0

La férmula (49) es equlvalente a las formulas 14-21, pg-

320 del libro de Boda Ellas engen, ‘entre otras cosas (segin el

—

(“) Si u(oo) 0,y la mtegral converge, so obtiene la segunda férmula (42).
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mismo ‘'Bode lo dice, loc.. cit. pg. 321),-que- u{ ), o sea el
- logaritmo del médulo de ‘la transferencia para o=00, sea finito.
Esta condicién no se cumple ‘en general; més bien lo comtrario .
es la regla en ‘efecto, en todo sistema fisico, la ‘transferencia cae -

a cero tarde o temprano Las formulas (45) tienen sobre la (49)

la ventaja de no exigir la acotacidn de u(w) en el infinito, y sus .

condicioness de validez se cumplen en todos los casos :de . la
prdctica. , |
-Si tomamos limites, para ©—0 en la 1gualdad (49) y ad—

‘m1t1mos que existe la mtegral

0

(para lo cual bastard que, ademas de cumplirse la condicion-
(48) v(t) sea derlvable en el or1gen) resulta S

u(oo.)"—-u(O):EfU_dt;
. T t
.. v

o'sea, con el canibio de variable ="z

o) @=L [odaa. (@)

. L - ‘ . )
‘Esta férmula figura en la pagina 286 del libro de.Bode;
aunque muy | util por su sunphcldad (segtin lo prueban:las apli-
caciones’ que de ella hace el mismo Bode) nuestra demostracion

- prueba cudn restrlngldas son sus condiciones de validez.

19. Relaciones modulo-fase en un mtuvalo Jfinito de fre- -

cuenclas. - o . )

"Hemos visto en el pamgrafo anterior que si se conoce el
moédulo de una transferencia ‘de médulo méximo para todas las -

frecuencias reales, 1a fase esti dnlermmada umvocamentq (JQue

puede decirse de ella si "el médulo se conoce s6lo en un “intervalo -

finito de i‘recuencmsD A esto responde en cierta manera el s1-

guiente Conma R S : D
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, Teorema 18.-8Si el mddulo M(co)<1 de una transfe-
rencia de médulo mdximo 'se conoce en el intervalo-{a, b), su fase

- estd determinada, en ese intervalo,.a menos de una funcwn de-

" creciente de la frecuencia.

Dlemostracmn Escribdamos

| (=R +S@, (6D

donde _herﬁos puesto

[lgM(co) en a<o=<b,.

R(m) = , . /
L l .0 - en el conjunto complementario;
| 0 - ena<o<b, .
S(m): o L .
' 'lg M(0)  en el conjunto complementario.

La expresién de la fase sera, pues, de acuerdo con la pri-
mera formula (45)

b

t2

. v'(m)':%:f colgM(t)dt + A(o) . (52).;’.

a

{2—o?

" =2 fmS(t)dt fco‘S(t)'dt‘l- e

Para las frecuencias comprendidas entre ¢ y b-la funcién
es derivable, y la derivacién puede efectuarse baJO el s1gno con
lo que se obtlene ! :

Ae)= f(t2+°°2 S( dt f (t2+°°2)s(t tco, (s

(e2— mz)z (1P—w?)2

. ya qué es S(t) =0 por h1potes1s, y el teorema estd demostrado.

A
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En el caso particular de que el circuito sea un Filtro de ban-
da pasante (a,b), es decir, que sea M(w)=1 para a<ow=b,
y M(0)<1 en el conjunto complementario, resulta inmediata-
mente de las férmulas (52) y (53) el siguiente corolario, que es
la legalizacién matematica de un hecho b1en conocido de los
técnicos: o

Teorema 19.-En la banda pasante de un letro de

transferencia (de médulo de mdzimo) de médulo menor o igual
que 1, la fase es decrecwnte

Es interesante observar que el Teorema 19 es la localizacién
del teorema ya mencionado, segin el cual la transferencia de un
circuito cuya transferencia vale la unidad para todas las frecuen-
cias, es funcion decpecwnte para todas- las frecuencias. Es po-
sible incluso ir méis lejos en esa localizacion, pasando de un
intervalo de frecuencias a un punto. He aqui el teorema, cuya
demostracion omltlmos por brevedad.

Teorema 20.- Si el mddulo de una transferencia (ﬂe '

mddulo mdximo) vale la unidad para la frecuencza w=a, y es

‘ " convergente la integral

flog M {t) dt

(12—w?)2 ’
0 v o

' la fasees decrecwnte para la ]'rn,cuencza a.

Sefialemos que los teoremas 18, 19 y 20 t1enen correlativos

- para impedancias; y que (segin nos hemos enterado’ reciente-
mente por boca de su propio autor), dos de estos correlativos (los

correspondientes a los teoremas 18 y 19), ya habian sido demos-~
trados por el Dr.. Kurt Friinz (47).

—_—

(") KXurr FR;;:NZ, 1.
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TERCERA PARTE

SINTESIS DE TRANSFERENCIAS DE WIENER

a) Un metodo de sintesis a base de la expresion. de la transferen-
cia como producto de otras.

Como aplicacién de los teoremas generales demostrados en
la segunda parte, expondremos un método de sintesis de circuitos
de caracteristicas prefijadas (48). Este método es correlativo de un
método de sintesis de impedancias, que hemos expuesto en otro
lugar (49). :

v 20. Algunos teoremas sobre representacion de funciones
positivas. : .

Los correlativos y anéalogos para el semlplano del siguiente
teorema de Féjer-T. Pues7, desempeiian papel 1mportan’re en
nuestro método de sintesis.

Sea g(9) un polmomro trigonométrico de coeﬂcwnles reales,
no negatwo para todo valor real de 9. Eziste entonces un poli-
nomio p(z), del mismo grado que g(%), tal que, para z=eil
se verifica '

a@O=lp@lE ()

Reciprocamente la expresion |p(z)|? representa siempre, pafa
z=e% | un polinomio trigonoméirico no ne Jatzvo en'9, del mis-
mo grado que p(z) (50)

Si esta proposicion se transplanta del circulo unidad al semi-

plano dela derecha por medio de la tr ansformacién (20), se ob-
tiene el

Teorema 21.-8i la funcidn M(w), no negatwa en —o®
<o<» admite la representacion

(*#) Hemos explicado este método en una ponencia leida. en la reumén de -

la, Asociacién Fisica Algentma, reahzada. en Cérdoba el 20 de setiembre de 1948.
(*). A. GONzALEZ DOMINGUDZ 1
) L. FﬁJm 1.

vt
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existe una funcicn raczonal g(p) reqular en el semzplano de la -
derecha

/

1t P . - ,

- 9(p)= %C“(H ) : (57)

- tal que, para piioi '.se_;”ue‘rifica’; C | |
M(o)=lg(p)[* ‘ (58)

Importa observar q'ue‘la representacion de M(w) en la for-
ma (58) no es tinica. En efecto, si o es un cero de g(p) de parm :

" real positiva, la funcién

i (p) =g (p) P
91(p) J(P)p_a

’ U /
es tal que -se verifica

M () =|gy(w) 2

Es posible PueS,‘multiplicando g(p) ‘por el nfimero necesario

 de factores-de la forma

eliminar todos los ceros de g(p) de parte real pos1t1va, lleoan— "
dose asi al ' , ‘

T:eorema 22 ~Si M(w) cumple las thoteszs del “Teo- .

.- rema 21, existe una funcidn racional ¢(p), reqular y sin ceros en
el semiplano de la derecha, tal que g(1)>0 que cumple la

relacion (58). Esta funcion racional es tinica. En caso de que
M () sea una funczon par, la correspondiénte funczon g(p) tiene
coeficientes reales

e
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Corolario inmediato del teorerha anterior es el siguiente:

- Tneorema 23.-8i la func10n M (cn) no n'egauva en —oo,

) <co<oo admite la. representacmn

7

M(u) 1 Ea (1_@) , ~ 4y real, —'ﬂgvgn,"” {59)

, 1—|—co2 —n l—l—zm

ex1ste una funmon racmnal g(p), holomorfa en .el, sem1p1ano de
parte real: posmva '

" (I+pyra

’,

“fal que, para p_zoo se verifica

S Me=er ey

Tneorema 24.-Sea P(w) un. pollnomzo de - coeficientes
‘reales par, ‘no. negatwo pard todo w; existe entonces un polinomio

. Q(p), de coeficientes ‘reales, tal que, para p='iw, se verifica
. . : R - e .

P@IOEE o (o)

!

1

‘Este teorema ha sido demostrado por Verblunsky (°1), a par-

7 tir dé uno anterior de - Polya—Szego (%2). :
Procedlendo como en el caso dél teorema 22, puede lograrse .
que el POlanIIllO Q(p) no se.anule en el sémiplano de la\ derecha. -

Consideremos, por ejemplo, el polinomio positivo

. N

En este caso se comprueba d1rectamente sm d1f1cultad que
el pohnom10 Q(p) -tiene la mpresmn

O = 2 (p—ahy) (paly) .. (p—ak); (69

.

®

() 8. VERBLUNSKY 1, p{l,g 721.
(*) G. Porya y G SZEGO, vol. ‘II, pig. 82. Cfr. tamblén G Szego, 1,
pﬁgs 3, 5.

:P(w).zl—i— (;)2n’l,a>0.' o N ' (63.).

9(17) 0 M,' |  (60)

Vo
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(

i . :
‘en esta férmula ,con ky, ks, ..., Ky, se han designado las rai-

ces de orden 2n de (—1)»H, de parte real negativa (5%). Este

- caso simple del teorema 24 nos serd Gtil mis adelarte.

Del teorema 24 se :dediice el
Teorema 25.-Sea N
P(oo)

R.(.m)‘ S(o \ )

(65)

donde P(w) y S(w) son polinomios pares, de coeficienles rea- -
les, no negativos para todo ®; existe entonces una funcidn racio-
nal g(p), regular y sin ceros en el semiplano de la derecha, tal
que se verifica, para p=iw :

Ro=g)l (66

Este teorema tiene importantes aplicaciones a ciertos pro-
blemas de sintesis, que expondrembs en otra ocasién. Baste decir

‘aqui que permite simplificar notablemente la exposicién de los

métodos de sintesis de cuadrlpoloq reactivos, deb1dos a Darhng—
ton (*) y a Cauer (55)

. 21. Sintesis de un circuito de cuya tr.ans]‘erencm se prefija

el modulo (55 a).

- Los métodos generales- de sintesis creados por Wiener y
Lee (56) se basan en el desarrollo de la transferencia en serie de
funciones racionales; la cual se realiza ,pues, como suma de
transferencias Ielemental.es\ (®M).

(*®) Cfr. V. D. Lavpon, 1, pig. 350; VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176 y
siguientes.

() DARLI’NGTON 1; RAGAN' 1.

() W. CAUER, 1. .

(%) Hemos expuesto este método en una ponencia presentada en la 123
Roeunién de la Asociacién Fisica Argentina, el 20-de septiembre de 1948. (Rev.
de la Unién Mateméitica Argentina, vol. XIIIL, (1948), phg. 169).

(®) Y. W. Ler, 1; N, WieNer y Y. W. Lig, 1, 2 7 3.

() Todo desarrolio de una integral de Laplace en serie de funciones ra-
cionales es, potencialmente, un método de sintesis. Los resultados de Hille
(1) 'y Caton-Hille (1), son, por lo tanto, de gran interés para la teoria de la-

) sintesm Sobre esto volveremos en otro lugar. . i

|

.
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En el método que exponemos a continuaci6n, en cambio, se
sintetiza la transferencia como ‘producto de otras; es decir, que
el circuito que-la realiza consta de circuitos parciales en cascada
(desacoplados por tubos). La idea ha sido ya utilizada en casos
particulares, para el disefio ‘de cierto tipo de amplificadores (°8);

- nuestro método tiene, en camblo, teoricamente, validez general.

Sea, pues, M(w) una 'funcién par, no negativa, y continua
en [—o, o] Nuestro problema es determinar una transferencia

-de Wiener estable, de mdédulo mdximo, formada por un producto -

de transferencias simples del mismo tipo, tal que su mddulo di-
. fiera arbitrariamente poco de M(w) en un intervalo arbitrario,
prefijado.

Para resclverlo, comencemos por formar la funcién

q;(si):{M (—tg%)r: (67)

que es continua y. par en (—=, 7). Llamemos a, a sus coefi-
cientes de Fourier:

a, = %fcp(ﬂ') cos vd d9. l (:68)

En-virtud de la continuidad, ¢(%) podrd aproximarse uni-
formemente por sus sumas de Féjer, que serdn ademds, no ne-
gauvas

(8)——6 (9)_a0—|-22,1z71ﬂ——a cos v = 0. © (70)

Supondremos que 6,,(9) es efectivamente un polinomio fri-
* gonométrico de grado m, es decir ,que @, no se anula.

—_—

(®) Ofr. VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176-200 y™274-300.

|9(3) — o (3)]<e Lo (89)
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Con la’ ndtacién

ao =0y
. ; m+l—v
c . m--1 v v

formemos el polinomio .- , ' _ \

'p‘(z)": Oyt oo agzm T - 205 zm - a zmtl -, .+ Oy 22m, ('71)

Sean 2y, 2z, ..., 2y las raices del polinomio (71) situadas

en el interior o 'sobre la circunferencia del cn'culo unidad.. Puede
mostrarse (59) que, el po]1nom1o

()= V' .t |z|r.r[ 3:] C o

‘es precisamente aquel cuya existencia demuestra el teorema de '

I‘eJer es decir, que verlflca la relacmn

(9)-IP<Z)12 e=ei. (73)

Ademas, p(z) no se anula en el interior del circulo unidad. .

Dé¢ la formula (72). obtenemos, por la acostumbrada trans-
formacion -lineal, la funcién racional, regular y. dlstmta dne cero
en el semiplano de la derecha

.g<p)‘=1/',°°’"""|‘zll|'z'21.-_--|zm|11’(—p—i).- oy

1-|-p z,,
De . (67), (69), (73) y (74) se mflere que ol modulo de g(p)
en el eje imaginario, difiere arbitraria y uniformemente poco de .

Ia funcién dada M(w). : "

© 22. Obtencién de una transferencia de Wiener estable, a

\ﬁartzl de una de Laplace-Stieltjes.

La funcion g(p) que acabamos de fabricar, es una transfe-

—_——

() Cfr. G. SzE60, 1, pp.-3-4 y L. Frrfr, 1.

N

o
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rencia de Laplace-Stieltjes estable, como producto de un nimero
finito de .ellas; pero no es una transferencia de Wiener. Es facil
sin embargo construir, a parlir de g(p) una transferencia ra-

cional -de Wiener estable de médulo méximo, cuyo médulo en el
_eje imaginario aproxime tanto como se quiera a M(w) en un -

intervalo finito arbitrario.de frecuencias.

Bastara para ello, muluphcar a g(p) por una transferencm
de Wiener esstable de médulo méximo, cuyo médulo dlflera de
la unidad arbitrariamente poco en [—a ,a). '

Por @Jemplo, podemos elegir la transferencia ' {
' ke =g (m)

- Qp)

donde Q(p) viene dada por la férmula (64). En efecto, se com-

prueba en segulda que el modulo de h(p) para frecuencias

reales
N

1 N | . (76),

-difiere, para n suficientemente grande, uniformemente poco de
la unidad en —ate<w=a—e (a y ¢ arbitrarios, positivos,
fijos) (). |

’ Obtenemos, en def1n1t1va la transferenc1a A

Ihio)|=

_ 1p 17, 1 .
h(p)= a—n}LL - ] (p_a,fv)—ghxp) (77)

donde [ es el mayor de los numeros n, m, y

v ' lo‘m| K |
c= ZyliZols + o |Zm|-
. V 2 | 1|| ol -+ |2m] o

» La: significacion de k%, es la consignada inmediatamente
&e_spués de la férmula (64), y, si es n>m, el primer factor

(*) OCurvas de médulo del tipo (76) han side estu(ha.das por LANDON 1;

cfr. VALLEY-WALLMAN, 1, pig. 176 y siguientes.

/
i
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de cada término del producto (77) debe considerarse igual’ a 1
para v=m+1, m+2, ... . En cambio, si es m>n, seran

1guales a la unidad, por dehmcmn, todos los factores ———1-7— .
p—ac

para v=n+1, n+2, .

La transferencia (77 re%uelve completamente el problema
‘enunciado; cabiendo observar la sencillez de ‘cada una de las
transferencias h, que la componen. ‘

b) Algunos resultados sobre sintesis de transferencias de modula
y fase simultdneamente prefijados. :

23. Aprozimacion de una funcidn arbitraria por una trans—
ferencia estable, a menos de una fase lineal. B

1

En pagmas anieriores hemos visto c6mo se construye, con
aproximacién arbitrariamente grande, una transferencia de mé-
dulo prefijado. No plantea problema esericialmente distinto el
prefqar la fase, segln demuestran las férmulas (45); y lo
mismo. se diga si se prefija el médulo en ciertos 1ntervalo,s, y
la fase en los intervalos complementarios. Es éste en efecto, un
problema «mixto», de aparicion reciente en la teoria de las

~ comunicaciones (1), aunque- antiguo y muy estudiado en la Hi-

drodinamica (62); demostrandose, en hipétesis muy generales, que
el problema tiene solucién twnica.

- No es posible, en cambio, segiin se deduce nuevamente de
las formulas -(45), prefijar simulldneamente el médulo y la fase;
y los explicables deseos del -disefiador chocan aqui contra una

insalvable dificultad de pr1nc1p1o (89). N

Puede en cambio construirse, con aproximacién arbitraria-
mente grande, una transferencia que, a menos de un ‘factor de -

(™) - COfr. Bobx, 1, pp. 328-336.

(®) Cfr. DEMTCHENEOQ, 1, pp. 1-15 y SIGNORINI, 1 )

(“’) He aqui lo que dice LEE (1, pig. 84), acerca de la trascendencia pric-
tica del problema: ‘‘It is sometimes -desirable to synthesize a mnetwork with
two or more specified properties. T'or instance, a network possessing a design-

able admittance both in modulus and in phase would find many applications - '
“which are increasing in importance as the problem of the improvement of qua-

lity in eleetrieal transmission draws the attention of the eleetileal - emyineer
more and- more,’’

\

Y
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moédulo. uno y fase lineal, tenga médulo y’ fase prefijados (64);
asi lo afirma el s1gu1ente

Teorema 26.(%)--Dada una funczon flio) [—o<
© < ®], continua en todo intervalo finito, que tienda a cero para

|o|—ow y tal que f(—iw)={f(iw), existe un circuito estable cu-

-ya transferencia difiere,’a menos de una fase lineal, arbitraria y
uniformemente poco de f(io) en todo el eje imaginario.
En efecto, existe una funcién integrable G(f) tal que la
igualdad
.0

lo)= [ G ditnio), o)<

—Q0

se verifica pard —m < ol®, ton € arbllrarlo prefljado (66)
Eligiendo % >0, de manera que sea, para todo o,

-~ e
—k . .

eiut G(t) dt |,< €,

resulta pues

o : ' .

)= [ G(t) ditmy(u),  [na(w)|<2e;
—k ,

o sea, con el cambio de variable u=t-F,

" oo

- entok f(w) = [ G(i—k) di4n(a),  [n(u)]< 2,
' 0

con lo que el teorema queda demostrado.

[N

(*) En log circuitos de transmisién de sefiales, una fase lineal se traduce
meramente en un retardo, tolerable dentro de eciertos limites. Para estos eir-
cuitos, el problema-de sintesis mencionado hace un momento admite pues, so-
lucién completamente satisfactoria. A

() Este resultado pertemece a mi amigo el ingeniero Alberto ~Caldérén.
Véase VILLE, 1, pig. 72, donde figura un teorema muy similar al XXVI, aun-
que menos preciso, :

(®) Véase H. KoBER, 1, pig. 144,
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' 24. Aprozimacidn de funczones arbitrarias por transferen—
cias de Wiener estables a menos de una fase constante.

Veremos a continuacién que, a. partic de una frecuencia '
suficientemente elevada en -adelante, la- apr0x1ma01on puede efec:
luarse a menos de una fase no sélo lineal, sino practlcamente
constante.

Sea en lefecto g(Lco) la funcmn que se desea aprox1mar

[9(—iw) =g(iv)], N
y supongamos que para 'fco_—.r'oo

?(0) =g (iv) [1-+io] 0. 3 .

’
-

‘Del teorema de We1erstrass [se’ deduce, utilizando la trans—

'formacmn (20) que existe ‘una funcmn racmnal

1—i -,
R<w)_ (1+le) T

tal que vale la igualdad .

P@)=Zc, (; +“”)”+n<w>, n(@)|<s, —@<o<o.
Por lo taﬁto~ o o

S ledeoyn 1—ic - :
g(l.co)( l“’) — c_;n W—I—nl(u) |n_1(u)|,,_~<e.

Es decir, que.la aproximacién de g(i®) por la transferencia
estable del segundo miémbro se efectia a menos de la fase
—2n arctg @, la cual tiende a la. fase constante ~—nm, con lo que
el teorema queda demostrado

25. Apromunaczon de funciones de L2(——oo ‘), por trans-
ferencias de Wiener, a menos de una fase lineal.

Para comodldad del lector - consignaremos el siguiente teo-
rema de T1Lchmarsh (67), que enseguida utilizaremos.

“a
' '

"y L. C. Tmbmmscn, 1, p‘ag. 129,

P .
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Condicion necesaria y suficiente para que una funci'on
g(w)eLy(—,) sea la funcidn limite, para :1:——>0 de. una
‘ funczén g(p) r.egular para x>0y tal que

| f g(otio)Fdo0fct], )

es que la transformada de Fourier de g(w) se anule para t<—k..

Admitamos, en efecto, que g(p) satisfaga a las condlcmnes

,del enuncmdo Poniendo
. \

9P =b(p) elp

se verifica

A

A

[ lo(atio)2do=ete [|g(otiv)|2do=0[1]

Seré, por lo fqnfo, .en virtud del ‘teorema de Paley-Wiener.
i e ,

/

co

g(p):e’fl’/e‘PiG(t) dt, G(t) eL,. (79)

0

Se tiene, por otra parle llamando F(t) a la transformada de -

Fourrer de g( ®) . ;

F(t)_l 1 m. -————febmig(co)dco_ﬁ

‘@

~Li. % (o) ekt dco——G(k—l—t)
a—>w T

resulta, pues, G(t) =0 para {<—1, con lo que el teorema queda
- demostrado, pues el razonamiento es revers1ble .

' ~Basandonos en esta proposicion, demostraremos finalmente
el siguiente correlativo del Teorema 26 para transferencias gene-
rales de Wlener




—318—

Teorema 27.-Toda funcion g(io) (en general com-
- pleja) de cuadrado sumable -en (—ow,®), puede descomponerse en
dos sumandos,

tales que

1) gi(io) y g4(io) .son‘ambas de cuadrado sumable;
2) g,(io) es limite, para z— 0, de una funcién g,(p), re-
gular en el semiplano >0, de la forma

gu(p) =i [emG(yds; (81)
0 : ,
' 8) gs(iw) es limite, para x— 0, de una funcién g,(p) re-

gular en el semiplano de la izquierda y

[lgz(m)]_2dw<s. i
(- '
~ Si g(iw) es tal que g(im):g(ico), G(t) serd real.

" Demostracion. Sea’ G(f) la transformada de Fourier de

g(io); dado ¢ positivo arbitrario, fijemos & por la condicién

fm /;imi G(t) dt | do<e | (82)

— —a

para a>k, formemos las funciones. ‘ '

"

» —— L u,)g— t' ; . . 133 7
qﬂmfﬁﬁﬁi‘?£xwﬁ" )
) gz<p>:V12—_ﬁ [ e )

9(0) = gu(iw) + gaio) - (80)
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la primera devrella's.qs vegular en ¢l semiplano de la derecha, y
- -la  segunda lo es en el de la izquierda. Sus respectivos limites

gu(@)=limgy(p)=Lim. — [ e Gr)dt (z>0) (85)
©—>0 a > VZ-‘II S
~k

\

o L |
Go(@) =lim gy(p) =L i.m. —— f it G(t)dt (>0 (86)
. -0 3o \]/271: n ; "

cumplen la igualdad (80); ademés g,(p) tiene, en virtud del
teorema de Titchmarsh recién demosirado, la forma (81). Final-
mente, se verifica en vn‘tud de (86) para un cierlo A suficiente-
mente grande ' -

f|92(‘*’) — "1=f ot G(t) dt|2 do < g3
' Y2n

T —t0 L _A \ -
desigualdad que, en Co"n_'junci()n con la (82), nos da

Jlga(@) o<,

con lo cual el teorema queda demostrado..
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- .SOBRE LOS PRO.CESOS‘RADIATIVOS DE
.SEGUNDO ORDEN

" por CrciLia Mossmy Korny
Instituto de Fisica — Buenos Aires
(Recibido 12 marzo 1950)

' SUMMARY. —. Tle computation of transition ‘probabilities for ramative

processes can be considerably simplified by the use of the hypercomplex for-
malism, which accounts inmediately for all intermediate states due to diffe-
rent spin orientations and charge signs. As an example, the ease of two pho-
ton and two electron states is considered, which contains both the Klein-Nis-
hina formula for Coémpton scattermg ahd Dirac’s formula for pair annihi-
lation.

1. Introducccion.-La probabilidad de transicién de un pro-
ceso de segundo orden estd. determinada por el elemento de-

matriz

1)

4

donde A y I’ indican los estados inicial y final del sistema: I,
los estados intermedios; E4 y Ej, las energias del sistema en el
estado inicial e intermedio, respectivamente. La suma se extiende
a los estados intermedios posibles, caracterizados por las dos po-
larizaciones posibles de cada fotén y los dos signos del spin y;
de la energia del electrén. En tanto que la energia en los estados
inicial y final tiene el mismo valor, la E; de los estados inter-
medios difiere de él; en cambio, el impulso correspondiente  a

.Jos estados inicial, intermedio y final, en el caso de electrones

libres, es el mismo. Para el spin del electrén se adopta, en el
estado inicial, una direccion determinada.

Al utilizar el formalismo hipercomplejo, podemos incluir .

en el calculo, simultineamente, las dos direcciones del spin y
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los dos signos de la enei'gia del electrén en los estados inicial .
-y final, representando los elementos de matriz por matrices de

cuatro filas y columnas,
H = [/-FA*‘;PA Ubr Iy dv dy
HAF='/.H.4I'dt'HIF ' , —"

donde las matrices dependen 'explicitam-ente‘.del tiempo.

LI representa las autofunciones del campo de radiacién en
funcién del namero de fotones presentes y de las. fases de las.
ondas correspondienbes

CFPee z)‘(e,,n,,lcct—e,,n,‘{)k—l— ln21c) (3)

N
"¢, es el signo de la energia del fotén F,. g2=1.
¥ es la autofuncién del estado del electron libre de 1mpulso

->
p en el dominio de lado L, .

X L 21:1, : :
Dg--me— el (0 ct+p7) ,

lbl: -
Vis2 po(po%mc)

- ———— > >

Po,=j: VP2+m2 ¢ y=Pfa.

Ues la parte del hamiltoniano del sistema que corresponde -

al acoplamiento entre el electron y e campo de radiacién

he |

i (1 1) [Nz '3’&"111-1-'6 “’"\/N; w] -

s +—‘]2._ (1+Elc)[ mG € —iﬂ(‘ Uy +§ei&k Vﬁ/c u*k]} » ‘ (5) .

s

=(0/i 0%) es el operador del ntmero de fotonea,1 a,

e

el vector de polanzacmn, uk:ez e T L8,

(@
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~La expresion (2) es univoca sélo para, transiciones de pri-
mera clase (transicidn‘es entre estados del electrén, .gon .el mismo
signo de energia). Para dar un significado univoco a las partes
de segunda clase de (2), establecemos, para todas las expresiones
que seguirdn, que el factor dependiente del tiempo, en los ele-
mentos de matriz, estard siempra escrito a la izquierda (*).

. 2. La nmlrLz de la transicion de segundo orden'-ConSk
deramos ahora, la matriz (2), indicando los estados- inicial y
final, més explicitamente, asi: A— (A, k), F—(F,I), es de-
cr que admitimos en el estado inicial un fotén k presenle, en
el esstado final un fotén k. Distinguiremoss, ademads, dos esta-
_ dos’ intermedios posibles, uno sin fotén (absorcmn del foton ),
otro “con dos folones (emision del foton k'),

I; 11— (II k, k’)

\

Dlsungumndo entre las partes de primera y de segunda

clase de H=9"H —{— @H, obtenemos L v
o 1
g dt g
f A1 BEA‘l'Ek Ck_BEl . Al 1
1
(2 (2) L
j fIA’C: I- dt BEA—I—Ek C]f—i—BEI ‘HAkyI ) . /6)i

1 )
wH rodt=— £/ ’
f Ak,,z.r{c . "B ( Fa— EIJ)—Ek' ol Ak, 1111

1-
(2)
B(EA+-E11)+ep el

f(g)HAk’ Tk - dt =— I:IAk, gk’

Para poder 1ntroduc1r (6) en (2) debemos fijar, primero,
los. signos de ¢, en. cada caso. Para ello, tomamos en cuenta la
condicion de conservacion de la. energia en los estados inicial y
final del sistema, la cual se expresa, adoptando la regla men-

(*) Ver G. BECk, Phys. Rev,, 6'4,: 336, 1943, donde, sin embargo, el com-
portamiento de los ex no ésth.completamente determinado.
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'

cionada acerca del factor dependiente del tiempo que escribimos
a~la izquierda, mediante las relaciones

en primera clase: B(EA—Ep) +¢, ck—sgpck’=0

en segunda clase: ’B(E A+Ep) + ¢, cke —ep ck’ =0;

e manera que obtenemos:

en primera clase: e, =¢p =0, Eg+chk=Ep+ ck’

en segunda clase: g=—rgp=—048, N —}—"EI; =ck 4 ck’'. (7)

De (7) fluye, inmediatamente que, segin el formalismo hi-
percomplejo, las partes de primera clase hacen intervenir fotones -
de energia positiva solamente 'y corresponden a un proceso de
difusién de un fotén (efecto de Compton), mientras que en la
parte de segunda clase el fotén inicial figura, formalments, con
energia negativa, describiéndose un proceso de an1qu11ac1on (0
produccién) de un par de electrones de distinto signo, por emi-
sion (o absorcién de dos Iolones)

Consideraremos, en lo que sigue, estos dos casos por - sepa-

. rado.

v

3. El efecto de Compton.- Como vimos mis arriba, el efec—-
to de Compton se describe mediante la parte de primera CldSB
de la matriz (2) WH 4 pp-

Introduciendo (6) en (2), tomando en cuenta las conse-
cuencias (7) y separando la parte de primera clase, obtenemos

BOH 4 /Y rpge  BOH gy e H e, i
Epteck—E; Ey—E —ck'

OH gy, o1 = —

S ®
_ BOH g P H e BPH g gy P Hazige e
Etel+Eg EA—{—E a—cl’

-Comparando (8) con las transiciones conocidas, repnescu—
tadas en las figuras'a) y b), se ve claramente cémo, segin el
formalismo lnpercompleJO estas transiciones corresponden a los
términos de la prlmera y de la segunda fila de (8) respecliva-
mente.



- —327T—

Fig a) ' kig. )

Fig.d)
1

. Para hallar el valor de la expresion (8), elegimos un sis-
~tema de referencia en el que el electrén, en el estado inicial, se
-5
encuentra en reposo, [ =mc?, -”p =0; introduciendo las no-
taciones ‘ ‘
hle . hi
2nme’ - 2mme
>
n.y.me,

> >

1 ar
p=n.y.me; “p=

l

: > > .
donde n y n’ son los vectores unitarios normales a las ondas

primaria y difundida, y siendo -

. Y . 9 ->—>’
,Y—m,.'cos =nrn,
obtenemos
. —Pe2h2? 1 { L D R L e e
HA,,.’:': = e A0 q) (ad') + (e a) (aa]+
ol 4nL3m.‘~’c‘~’VY\"V2A(A—I) I )-< . )+ (ad) (ea]
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s G R SR
FH x> > > (aa)(an)(aa (u.n’)

ri(@aren) (o) @an) LR (©)
EHEn @6 e s
con 'A:1+]/1+(YZ—7'Z')2; . f:l—{—y(l—épé&).
El cuadrado absoluto de la matriz'(9).‘ es
| etht 1 ' o
lHl 16n2L6mlciW 2A(A 1) {4A2( o )2+
e [+ o) (n 1) —(ar) _<a'3'>1(i‘— 1) +
\ —{—ZY( -+ 7 ) [1—{—(a-a') (7-1);:) ( la)(a n)
(an’) - (ua’/\n) ((a/\a’) A (a/\n))] : N (10) -

\ .
]]fccluadas las sumas’ sobre los spins y uL111zando Ia ‘rela- .

cion que v1ncu1a |[H|2 con la seccmn eflcaz de choque '

4TtL

ao= "L oo

-

; donde pp indica el namero de estados fmales por intervalo de

energia, se obtiene la intensidad 'de 1a radiacién difundida bajo el
angulo & con una direccién de polarizacién dada, cuando’ la ra-
diaci6n prunana tiene una direccidn de'lermmada de _polaruacmn

dd) _ el i 1 . *
T dm2et [14-y(1—cos 9)]2
{ 114y (1—cos 9) ]2
l—I—Y( 1—cos 3)

44 cos?0 — 2}dQ - (11)

> > '
.’ =cos® (B=4ngulo enire las polarizaciones)

: (11) representa la formula de Klein-Nishina (¥).

(*) Zeits. Phys. 52, 853, 1929. -
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4. La aniquilacién de pares. - Introduciendo (6) en (2) uti--
~ lizando (7). y separando la: parLe de segunda clase, se obllene

¢

v

B(l)HAI I(z)HI Pl B(l)HAI IIIclc’( H TR, FI
A-EA——FI‘-v—'Ck E l'—,E.II—"C]C

H Ak;l1 K= ==
| | (12
_ BOH OH e BOH g e H e, i -,

B A—}—E,—ck . EgLBy—cl!

Los termmos de la pnmera y de la segunda fila de (12) se
.identifican con las transiciones indicadas en las figuras c) y d) ‘
nespecuvamente

Para -evaluar Jas. e*{presmnes (12) escogemos, esta vez, un -
sistema de_referencia en el que el cenitro de gravedad de las -
partlculas consideradas estd en reposo. En esle caso, por refe-
- rirse a transiciones entre. estados electronicos de distinto s1gno de .
energia, es ~ : ’

e S R e L
P p= P .
Ademas, les impulsos de los estados intermedios valen:

N T S - - >

Ip:A “,—‘]f} u :A +ky W=-—1k.

Adoptando la notacién p,—=E/c para las energias de los
" distintos estados del nelectron se obtiene, l‘malmentc como resul—
tado del célculo ‘de la expresmn ( 12)

g Beh 1 X |
S Alc,F'k'—_'L:%]f. AZAPO(Apo”}‘mC)A | .

—>—>->->—>-> > >

(r 2{< po+mc>2< @) ('p) (e ) — (a* P)(ea) ('P) () (2 Ap)+

'++ > L S>> >-x

+m0( potme) [(va) (M)(@ P)+(°° P) (W) (wa)}+

g {(Aputme)? (54 (ap) (we) — (u"‘p) (o) () () (44) +

+me (* prtme) [(ad) (aa) <a p>+<oo ) <aa><aa>]) (1)
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Formando el cuadrado absoluto de (13), que, pc\>r ser ung

-expresion larga, no serd reproducida explicitamente, sumando

sobre los spins y las polarizaciones, promediando sobre las di-
recciones-iniciales de los spins, llegamos a la f6rmula de Du‘ac *)
par la seccion eficaz de la an1qu11a(:1on de pares

{lc2—|—p2+p2 sen?d - 2pt sent &
4kp ( k2—p2cos?d  (k2—p2cos? 9)2

d= } . (14) -

5. Discusidn. - El formalismo hipercomplejo conduce, en con-
secuencia, a las férmulas conocidas de los procesos radiativos de
segundo orden, estableciendo una relacion mas estrecha entre dis-
tintos procesos, tales como el efecto de Compton y la aniquila-
cién de pares. Una relacién semejante se encuentra entre el efec-
to de Cherenkov y la formacién espontinea de un par por un
fotéon en un medio de indice de refraccién distinto (inferior),
de uno; entre el efecto de «bremsstrahlung» y la produccion de
un par en la _prommldad de un nécleo, etc. El métode permite,
ademas, seguir durante el calculo, de manera muy cefiida los
procesos fisicos: -

Para los procesos de primera clase, este método no difiere

- esencialmente de los otros métodos conocidos. Para los procesos
~ de segunda clase, en cambio, la representacion adoptada necesita,

contrariamente a las otras teorias, la intervencién de estados foté-
nicos con energias de distintos signos, anidlogamente a la teoria
del electron. Desde el punto de vista formal, la diferencia no es
esencial: en efecto, el elemento de matriz de una transicién
radiativa no cambia si, durante la transicién, estin presentés un
nimero arbitrario de fotones de energias p0s1t1vas o negativas,
sin participar en ella '

‘

Hyp= HA(ﬂIc),B(n'k)

y, en partlcular la absorcién de un fotén negativo es equlvalnnte
a la emision de un fotén positivo

HA'];,B :‘ HA,B;]c' . ’ N

—r———

(*) Proc. Camb, Phil. Soe. 26, 361, 1930,
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Sin embargo, desde el punto de vista fisico, la admision
de fotones de enefgia negativa no puede ser incluida en un mo-
delo del tipo de la teoria de las lagunas, ya que tal modelo no
puede ser extendido a particulas que obedecen la estadistica de

Bose-Einstein. Solamente criterios mas amplios que este pro--

* blema restringido de que nos hemos ocupado podrin decidir si
los fotones negativos pueden ser admitidos o no por la teoria.

Agradezco encarecidamente . al doctor Guido Beck los con-

sejos recibidos durante la realizacién de este trabajo.

' .



COMPORTAMIENTO SINGULAR DEL COBRE EN
.LAS DISOLUCIONES QUE CONTIENEN
. CATIONES "EXTRANOS

por JULIO PALACIOS
! i Catedrfitico de la Universidad de Madrid

Director’ del Centro de Estudios de Tisica de la Universidad de Lisboa
' (Recibido el 5 de abril 1950)

ABsTRACT. ~— The author deseribes the phenomena own'fng in galvanie
colls consisting of copper and cine electrodes submerged in a econecentra-
ted solution: of ZnSO,. The observed e.m.f, raises and oscilate rapidly de-
pending en different factors.

A theoretical explanation of the observed facts is offered, which is based
on the author’s theory of galvanic elements.

Cuantos hantratado de medir el potencial de un metal su-
mergido en una disolucién que contiene iones de otro hacen
notar lo dificil que es obtener resultados f1ded1gnos El propio
Nernst, fundador de la Electroquimica, afirma que .tal potencial
no tiene valor fijo, sino que depende de circunstancias fortuitas
de las que no es posible tomar cuenta. Sin embargo, aparte del
interés tedrico que puedan tener tales polenciales, es seguro que
desempefian papel importante en fenémeno de tanta trascendencia
y actualidad como el de la corrosion.: En este trabajo vamos a
describir un experimento que qu1za sirva para descubrir una de
las causas por las que dichos potenciales parecen no tener valor
fijo. , .

Sumérjase en una disolucién concentrada de SOy Zn, por
ejemplo 1 molar, un electrodo de cinc y otro de cobre, y tri-
tese de medir la £.e.m. de la pila asi formada mediante un po-
tenciometro (fig. 1), con un galvanémetro que tenga poca iner-
cia. - Sirve muy bien el galvanémetro de Baldwin con mancha
luminosa, eje con un -solo gozne (un1p1vot) y con una sensibili-
dad aproximada de 10 cm por cada microamperio. Cuando se
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tratar .de: explicar-el fendmeno que nos ocupa.

3

haya . conseguido aproximadamente el ajuste del potencmmetro.
manténgase cerrados los interruptores 1 y 2. Se notard un movi-
miento continuo de la mancha luminosa indicador de que la f.e.
m, crece. patlatinamente y, al cabo de, algunos minulos se verd

que la mancha ejecuta rapldlslmas excurs10nes, a modo de sacu-

Zn Cu

@*

P : . A‘ L, Fig. 1

didas .que se suceden - sin. ritmo ni regulandad ninguna y que

indican. que -la f.e.m. .experimenta. disminuciones bruscas. La’

amplitud-. de las-sacudidas .es muy variada; tan pronto hacen que
la mancha luminosa salga de la,escala como..se reducen a. una
pequefia guifiada de algunos mllunetros Sl se reglstrara el
fenémeno . con un . oscﬂoorafo se obtendrla una curva que ten-
dria el aspecto de la flgura 2. :

He :aqui algunos hechos que habra que tener en. cuenta al

'
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Con el transcurso del tiempo van siendo las sacudidas me-‘
nos violentas y menos frecuentes, hasta que al cabo de algunas_,
horas cesan totalmente. Basta sacar el cobre y frotarlo suave-
mente con un papel de filtro para que reaparezcan. Otro tanto
ocurre si se permutan los electrodos, esto es, si se coloca cada
uno en la rama del tubo en U ocupada por el oti‘o.'

Dejando los metales sumergidos .en la disolucién durante
varios dias, quedan recubiertos de una capa negruzca y, para que
vuelvan las sacudidas hay que limpiar. el cobre con papel de
esmeril. _ . .

. .

volls

Cu ,

097

¢
0 ) 5 10 horas

. Fig. 2 Tig: 3

Sustituyendo la disolucién-1 molar por otra més diluida, tal
como la. 0,005 molar, no hay sacudidas. En cambio, con la 2
Si, desajustando hgeramente el potencmmetro, se deja pasar .
por la pila una corriente muy détbil que la atraviese desde el
Zn al Cu, se observa un hecho extraordinario; la f.e.m. crece,
como si se hubiera producido una polarizacién al revés. Dicha

“corriente deposita Zn sobré el Cu, y por tanto resulta este metal

ennoblecido’ cuando se le incorpora Zn.

‘El aumento de f.e.m. se nota también atn con el circuito
abierto. Empleza valiendo 0,97 volts y alcanza pronto un valor
de 1,01, que parece ser ya estacionario. Si se depositan peque-
Tias cantldad.es de cinc sobre el cobre, sube también la f.e m.,
como yd se ha dicho, pero pasa’ por un méximo que coincide
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sensiblerente con el referido valor nestacmnarlo, y luego dis-
minuye. :

_ Sustituyendo el 'electrodo de Zn por otro de mercurio, como
indica la figura 3, se observan también las ‘sacudidas, pero su

sentido es contrario al- anterior, esto es, corresponden a un.

aumento de la f.e.m., al revés de lo que ocurria en el caso
anterior. Hay que tener presente, sin embargo, que ahora el co-
bre actiia de electrodo negativo. :

Sin hacer ninguna hipétesis, las sacudidas en cuestion -re-
velan que en la pila ocurren procesos que, una’ vez iniciados, se
desarrollan rapidisimamente, -a modo de pequeiias explosiones.
Por otra parte, hay motivo para pensar que tales procesos tie-
nen lugar entre el cobre y la disolucién, pues nada parecido su-
cede si ge sustituye el Cu por platino o ‘por carbén. Siendo asi,
el sentido de dislocaciones de la mancha indica que,.en los dos
casos mencionados, el potencial del cobre experimenta disminu-
ciones bruscas y recobra inmediatamente su valor normal.

Vamos' a proponer una explicacion de los fenémenos que
.acabamos de describir basindonos en la teoria de las pilas gal-
vénicas que hemos desarrollado -en otro lugar (1).

Seglin nuestra hipoétesis, todo metal sumergido en una diso-
lucién electrolitica atrae los cationes disueltos, sea cual fuere su
naturaleza, hasta que las fuerzas atractivas son equilibradas por
la repulsién electrostitica. En consecuencia, el metal adsorbe ca-
tiones y se cargard positivamente, originindose asi un salto gal-
vénico, E, para cuyo valor dedujimos la formula:

RT E—E, RT |
=Bty o F " EE, ‘n,Fl"“ 1

donde E; y E, son los. valores que toma E para c=1y ¢=0,
respectlvam-ente :

Sea ahora un metal ‘por ejemplo el cobre, sumergido en una
disolucién que contienc cationes extrafios, por ejemplo, de cinc.
‘Tal puede ser el salto de potencial producido por la. adsorcién

) J. PALACIos, 'La absorcion como origen de fuerzas electromotrices.
Cuadernos de Ciencia Espafiola, Buenos Aires, 1945. La teoria corregida se
publicard en el préxime nfimero de la Revista da TFacultade " de Clencms de
Lisboa. : :
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de estos cationes que 'provoque la salida de los propios cationes
de. cobre. Esto hace’ que ‘el electrodo-pierda cargas positivas con
el consiguiente descenso de, potencial, con lo que disminuira -el
campo electrostdtico 'y ‘podrén llegar al electrodo nuevos iones
de cinc. Hay, pues, un canje de cationes entre -el- metal y la
disolucién, y ‘como esto jsucede ‘aunque no circule: corriento por
la pila, habra de perder el electrodo -un catién de cobre por cada
catién de cinc que se'le’adhiere. En consecuencia, qumentaré la
concentracién [Cu2t] y disminuird la [Zn?t]. El*primer' proceso

hace subir el potencial correspondiente a los caliones de cobre,
" mieniras que el segundo hace ba]ar el debido a'los de cinc. Como’

al principio era menor el primer salto que el sewundo, llegarc
un momento ¢n que se’igualen; y cesard el fenémeno.

Con las precedentes ‘consideraciones, es facil explicar . las
sacudidas objeto de este trabajo. Basta admitir que la salidade
iones de cobre se produce de modo discontinuo, por procesos ais-

lados que se inician y terminan en- dominios limitados,- por.
ejemplo, ‘en ‘cada uno de- los crlslales que forman la. masa me-~.

tahca ' St

" Hemos d1ch;o; que, al, cabo de cierto- l1empo, toma el cobre

un aspecto negruzco, Ademids, si se deja expuesto al aire, aparece

un polvﬂlo blanco de 6xido ‘de cinc. Es da suponer que la oxida--

cién se produzca también en el seno del liquido y- que la capa
asi formada 'dificulte la salida de los cationes: de cinc. Asi se

explicaria el ‘que las sacudidas-recobren su' violencia sin mis- que :

frotar el cobre suavemente con papel de filtro.

Una vez que las concentraciones de los catiories de cinc y
de .cobre han alcanzado los valores correspondwntes al equilibrio,
cesan totalmente las sacudidas. Por la lentitud con que se difun-
den los cationes, ocurrird que en puintos alejados del electrodo de
cobre no tengan todavia dichas concentraciones los valores corres-
pondientes al estado de equilibrio y, por eso, basta poner el cobre

en la otra rama del tubo para 'que reaparezcanlas ‘sacudidas.’

Parece plausible que, en ausencia de oxigeho, quede el cinc

1ncorporado al cobré formando una capa superficial de cristales™
mixtos. En tal caso, el hecho de que la f.e.m. pase por un"

méiximo al aumentar la cantidad de cinc, puede ponerse. en pa-
rangén con aquella proposicién termodindmica que dice que en
la solidificacién de las mezclas binarias, siempre que al variar
la  concentracién de la fase liquida pasa la -temperatura por:un
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- méximo o por un minimo, las concentraciones de ambas fases
son iguales. En._nuestro caso, sucederia que, una vez alcanzado
el equilibrio, los cristales mixtos formados sobre el cobre debie-
ran tener la misma proporcién de cobre y de cinc que la exis-
tente en la disolucion.

Para terminar, diremos que los camblos bruscos de potencial
se observan también, aunque no con' tanta intensidad, en otros
" metales, como .por ejemplo hierro.. -

. R .. : . syt
CENTRO DE ESTUDIOS DE FISICA ‘
" LISBOA, MARZO 1950.
!
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INFLUENCIA DE ALGUNOS FACTORES:EN LA
DIFRACCION DE RAYOS X POR LOS
MEDIOS CRISTALINOS

,por ERNEsTO I, .GALLONI

I‘acultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales - Buenos Aires
(Recibido el -10-4-1950)

SuMMARY. — The author reviews the characteristics of X-Ray patterns
making special reference to the effeets of grain size, lattice disortion and
packing disorder. Particularly it explains the relative weakening of  the re-
flections due to several planes in erystals formed by parallel chains packed
toghether. The theory is based on the assumption of packing disorder consis-
ting in longitudinal displacements of the atomiec chains along their axis.

1. Intéroduccion. — Las teorias de Laue, Bragg y Ewald
para explicar el fenémeno de la difraccion de rayos X por cris-
tales y calcular las intensidades de los haces difractados se des-
arrollan sobre la hipdtesis de estructuras que, p01 lo menos en

lo mICI‘OSCOPICO son perfectas

> > -

Fijados los vectores fundamentales a,,a,, a3, en tres direc-
ciones del espacio, que caracterizan tres alineaciones cualesquie-
ra, todo punto de la malla estard representado por el vector
que lo une con el origen de coordenadas:

4 .

-> > - >
F=my a; + mya, +mya,, (1)

siendo my, my, my tres niimeros enteros.

Si en cada una de las mallas reticulares definidas por.(1)
existen, ademds de los Atomos ubicados en los nudos, n 4tomos
cuyas posiciones -estan determinadas con respecto a dichos nudos

- .
por vectores rj(j=1,2,3,...n), el reticulo completo quedara
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. v .
representado por el vector genérico:
. v

> > 3 > —>'_‘ > -
r=rjtro=rj4+mia; +mya,+myay (2

con j=1,2,...n y my, My, my=0,1,2,3,
. La malla asi representada est4 constltulda por n reticulos
congruentes entrelazados entre si pero que, en general, no se-
ran idénticos porque cada uno de ellos tendra diferentes iones o
dtomos en sus nudos. :

El método dee Laue para estudiar la difraccion de los ra-

yos X en estos reticulos conduce a las condiciones:

> o> > ' :

ay. (s—so) =hy X 3
| > > :

ay. (8 —8p) =hy X

> > S

ag. (s—so)=hgX

conocidas como «condiciones de Laue» o a la féormula de Bragg

que es equivalente:

2.d.sen9=nAx.

En estas formulas, sy es el vector unidad en la direccion de la

>
onda plana incidente, s es el vector unidad en la direccion de

observacion, d la distancia entre los planos reticulares normales
R . > ->
a s—sg, 29 el dngulo que forrnan los vectores s y s5 y n, hl,

hy, by son ntmeros enteros.

La deducmon de las condiciones (3) y (4) se ha hecho por
via cinematica, es decir, sin tener en cuenta la interaccion de la
onda con los iones del cristal. En la teoria dindmica de Ewald
se tienen en cuenta esas interacciones con lo cual se completa
el estudio del fenémeno, pero las ‘condiciones de obtencidn de
los maximos de difraccion no se modifican sustancialmente.

La observacién de los fendmenos de difraccion no requiere
forzosamente la existencia de un cristal macroscopico.’ En' los
métodos de polvo. cristalino (Debye-Scherrer) se opera con agru-
pamientos'de ‘cristales - desordenadamente orientados, cuyo tama-
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fio debe ser inferior a 102 cm. para ‘que se obtenga una - dis-
tribucién 1'errular de la intensidad en los anillos de difraccion.

La teoria de. las intensidades' de difraccién conduce a las

férmulas que dan la intensidad difractada por el cristal en base

a las conchclones freometrlcas del método. de observacmn, ab-
sorcion de la muestra y caracteristicas del rctlculo.
En buenas condiciones de. observacion, es decu' radlacmn

- monocromaética, cristal . perfecto, buena focahzacmn etc., -se . ob-

tiene, en ¢l método del registro fotografico por. eJemplo un
diagrama cuyas lineas aparecen bien defmldas y nitidas sobre
el fondo transpavenle de la pehcula ‘ B
'§ 2.-Causas que alteran el aspecto de los diagramas.
| : ‘ : ‘

Es corriente la obtencién de diagramas que no satisfacen
las condiciones mencionadas. Si el preparado esti constituido
por un agregado de cristales cuyo tamafio es superior a 10—% cm,
los anillos de difraccion aparecen discontinuos e irregulares; si
su tamafio es del orden de las particulas coloidales, o, sea, in-
ferior a 106 cm, los anillos. se_ ensanchan y difunden. Del an-
cho de esos anillos se deduce el ‘tamafio ds las particulas (1).

Sin embargo no es ésta la énica causa’ que puede conducir a un

ensanchamiento de las lineas del diagrama de difraccion.

A. Kochendorfer (2). ha estudiado muy detalladamente el
ensanchamiento producido por dos causas: tamafio de. particu-
las y microdeformaciones del reticulo. Como el ensanchamien-
to de las lineas no es el mismo para todos los angulos de difrac-

"cion, deduce la ley de variacién del ancho de las mismas .en

funcién del &ngulo segin se trate solamente  de ensancha-
miento por tamaiio de particulas o que haya ademas mlcrode-
formaciones del reticulo. -

En los hgregados crlstalinos'de'pafticulas grandes ‘en: que

el ‘diagrama estd formado por manchas aisladas que 1o asenleJan

més a un diagrama tipo Laue, las tensiones internas producen
deformaciones del reticulo cuyo ‘efecto es una dispersién radial

de las manchas de difraccién, en forma de estréllas o asteriscos.

Existen otras causas que alteran la intensidad o la nitidez de
los diagramas de difraccién. ‘

W. H. Zachariasen (3), estudiando la estructura crlstalma
del fluorurc de uramlo anhidro, obtuvo dlagramas correspon-
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dientes a una estructura exagonal en que las lineas de indices
hy hy by tales que hy—hy=38n o hy=3n aparecian nitidas y las
restantes difusas. Para explicar este- hecho y teniendo en cuenta
que la estructura mas probable de ese compuesto consiste en
un apilamiento de capas planas de 4tomos, estudié el efecto
que produciria un desorden de amlammnto paralelo a los planos
de las capas (Stacking disorder) (4) Logrd asi explicar satisfac-
_ toriamente las ‘anomalias observadas en los diagramas de difrac-
ci6n. El mismo. habia sido estudiado _prevmmente por B. E.

Warren (5).

Ultimamente hemos estudiado la estructura cristalina del
PtO, (6) y encontramos que tratindose de una estruclura exa-
gonal, las intensidades observadas en las reflexiones de planos
cuyos indices hy hyh, tienen. hy;=0 son .inferiores a las calcula-
das, con una disminucién sistemética, creciente con hs. La es-
tructura resulta formada por cadenas de 4tomos siguiendo la
secuencia Pt-0-O-Pt-O... agrupadas paralelamente al eje ag
Como K. Lonsdale (7) habla observado un efecto andlogo en
estructuras orginicas tipo cadena, en que los planos normales o
muy 1nchnados con respecto a los ejes de las' cadenas dan refle-
xiones debilitadas, hemos estudiado el efecto que un desorden
de agrupamiénto en las cadenas, consistente en desplazamientos

longitudinales sobre si mlsmas, produciria sobre las reflexiones .

de rayos X.
La teoria: explica sausfacborlamente los hechos observados.

§ 3.-Modelo de cristal con desorden de empaquetamiento.—
Con51c1eremos un cristal en que los 4tomos o iones se encuenlran

alineados en la "direccién 03, formando cadenas de 4tomos o
redes " lineales, agrupadas paralelamente en forma tal que las
intersecciones con un plano. cualquiera, no necesariamente nor-
mal a las mismas, estan representadas por la expresién:

1
-> ->
My ay -+ Mgy
con my y my=0,1,2,.
- Tomemos como origen de coordenadas uno de los dtomos

de una cadena y por él tracemos el plano al a2 Si las cadenas
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se encuentran desordenadamente desplazadas sobre si mismas

-
de modo que d,,,, es el desplazamiento paralelo a a; que ha
experimentado la cadena -de orden my;m, con respecto a-la que
se ha tomado.como origen, la posicion de cada atomo del re-
ticulo asi formado estd dada por el vector:

) > > > > . =S
‘ r=myay+myay+ myag+dy, 04 (5)

> . > .
¢ 8i 8, ,,, es una funcién periédica de a; y @, se tendrd un
cristal perfecto o una superestructura, .pero si varia arbitraria y
desordenadamente, tendremos una estructura con desorden de
empaquletammnto '
- Nos proponemos calcular el efecto que este desorden pro-‘

- duce sobre la distribucién de intensidades en el diagrama de di-

fracolon de rayos X obtenido con el crlstal

§ 4. - Difraccion producwba por la estruciura en ‘cadena. —

Sea so la direccién de la onda plana incidente y s - la direccién
de observacién de un punto infinitamente alejado del cristal.
La onda plana incidente estarad representada por:

> >

on .
E=E, ezwt—Tso . : : (6)

-5
La onda difundida en la direccién s por el dtomo situado a
ca . . v

da distancia 7 presentard una diferencia de fase con la que di-

funde el dtomo del origen:

La amplitud resultante por la superposicion de la totalidad
de las ondas difractadas por la red, en el punto de observacion
P situado a la distancia R sera:

P> >

. E ari =
E:f.tb.ﬁZeT(S—So),-r (8)
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siendo f el factor atémico y Y un facter que- incluye el de po-
larizaci6n de Thomson y todos los demés factores vmculados con
la geometria de la experiencia.

La suma debe extenderse a todos los atomos de la malla.

La intensidad difractada en esa direcgién resulta entonces:

'->->->

I=ppl 2D

\

Si el reticulo estd formado por N, cadenas en la direccion

B a;, Ny en la direccion a, y cada cadena estd constituida por
"N, atomos, la (9) resulta, beniendo en cuenta (5):

I Ny Na Ny NN, oni >

1 f’ 11,2 [Z z = Z' e (s'—so) (mi al-{—m2 aq—l—ms a;;-}-amymn aJ)]
0

‘ : | o (10)

La triple sumatoria representa el producto de la suma de-

tres series geomélricas en que la razén es

2L > > >
eT(S—So)~ai

~

y su valor es bien conocido:

5 2 » o >
s 1192 , sen (s—so) walNi . sen? == (s—8¢).azlV, N
om0 > - og > > .7
sen? 5}\— (s——so) sen? 3= (5—8¢).ap
! ” 2:": i T -
sen? 5~ (s—8q).a5V; BN 9ni > :
..‘ PR . (20‘6 (.s—so) asomlmg)z (.11)'
sen® —= (s—so) .43

Sin la dltima sumatoria tenemos el resultado clésico que
conduce a las condiciones de Laue que dan las direcciones de
maxima intensidad . difractada.

De la expresién (11) resulta que el desorden de agrupamien-
to, caracterizado por la distribucion de los Bm m, afecta a las in-
tensidades de difraccion. Desde luego, si son .todos nulos, en

la exponencial de la expresién (10) se anula el dltimo sumsndo




— 344 —

y se obtiene la expresion clasica correspondiente a los reticulos

- perfectos, como era de preveer. En caso contrario, seri nece-

sario conocer la ley de chslrlbumon de los 5,,,, para calcular
su efecto.

v

Fie. 1. f\Curvas que representan la funcién de distribucién y el factor de
fage (dibujadas en escala diferente)., En la parte inferior su producto,

Lo miés sencillo es suponer una distribucion gaussiana de.

los corrimientos en forma tal que de-las Ny Ny cadenas que cons-

tituyen el cristal; las que presentan un desplazamiento E’mqma

N comprendido entre los valores y e y-4dy sean:

) —Iy?
dn=Ae Y

dy. (12)

Como la i;uncién debe ser par, le{ limitaremos de — 0,5 a +0,5.

La constante A se delerminard por la condicion: '
A +0,5° o

. -y - <

fcln::Afe dy=N, N, (13)

205

y la constante k& caracierizard el grado de ‘desorden.

‘De acuerdo con ésto, la intensidad (11). se transforma en:

NN, : -+0,5
 2mt > > > . 9ng > > > T KRR
e —s).m¥dn=A | e =% @Y .e ~dy.
S o o

Si suponemos que la direccion de observacién satisface las
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. condiciones de Laue, podemos escribir:

-|;oa .
[= f2tb2 1o ]V12]V 2N32(Afe iy (5—50). 67437/—7‘32"/2dy)2 (15)

Y

" El integral que aparece en el paréntesis conduce a un des:.
- arrollo en serie cuyo significado no es de facil interpretacion:
En lugar de ello, si tomamos solamente la. parte real del ex-

ponencml - ' : i

ani > > -+
e (s—80).asy

que da la diferencia’ de fase producida por los borrimiéntos s
el integral puede escribirse, aplicando la 32. condicion de Laue:

40,6
e

e Y cos 27 hyy dy.

o5 -

Su significado es ahora fécil de. interpretar, pues resulta
igual al 4rea de una cosinusoide amortiguada en un ndmero
entero de periodos, ya que hy es entero. El area total serd tanto
mayor cuanto mayor sea el coeficiente % de amortiguamiento
(fig. 1). Esto significa que la intensidad del haz difractado cre-
ce al agruparse alrededor de cero los valores de y (o 6mxma) de

los corrimientos que caracterizan el -desorden de agrupamiento..
Ademds, para un determinado valor del desorden, el érea

total disminuye al crecer hs o sea el nimero de perlodos abar-
cado. . :

En el caso limite de que los desplazam1entos se encuentren
uniformBmente distribuidos entre 0 y 1 (estructura totalmeute
desordenada) el factor k serd igual-a cero y el drea de la cosi-
nusoide se anula para todo valor de hs.

§ 5. -Casos particulares — Algunos casos particulares son K

faciles de. calcular, tales como los que corresponden a planos
de indices 00h; y hy k0.

a) Planos de indices 00h;

Si aplicamos la férmula (10) suponiendo que se cumpllen
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las condiciones de Laue con h;=h,=0 resulta:

N 2> o> > MN; 2ng > >
Iooh -—f Ll)2 (Ze (§—$0) - ag 'm"xze T (5—50). assmxma)Z '

(16)

> >
0 sea, para (s—S§;). a3_h A

MNy Qi > = >

Iogi, = f* 4,2,._’]_?9% N, (i: e T G mbmm)z,(17)

Si fuera y=39, , =0 para todo valor de m,m,, tendria-
mos un cristal perfecto y la férmula (17) da, en ese caso:

LN

ooh f‘l’2"0—N32N12N2 . ‘ o (19)

en perfecto acuerdo con el resultado clasico.

Para el agrupamiento peri'ectamente desordenado suponga—,

mos el periodo de identidad w; dividido en N; /N, partes igua-
les y que ‘a cada cadena corresponde un desplazami-ento igual a
uno- de los N; N, valores asi obtenidos: :

1
myms = pr
e ULH] ]\1‘ a

.n ’ h=1,2,3,...N1N

EI paréntesis’ de (16) se convierte entonces .en el producto
de las sumas de los términos de dos series geométricas cuyas

- razones son: :

. -—>
9 > > > 21—)-—)

&

'.; R c—)\f(s—ko).{lg Y en (s— 60) 1\7'1\7o

y cuyos numeros de términos son, respectivamente N y N, N,.
Por lo tanto resulta:

> > > >

- g om N g 2m
sen? == (s—sg).azVy;  sen 5= (5—80)-ag

A . )
100113: f2 e i 2 . . — - (19)
sen? =~ (8—30)~‘“3 sen? 2% ( §~8¢)- 1\711\72

como si a la red hneal de periodo .a; se superpuswra otra de
periodo a3/N1N2 -




s —
La (19) se reduce a: _ |
. > o
I scn2 — (s—so) a3N
I 00h, = f* 1172 —

qen2 L (s—so) iaa/]VlNz

si tomamos a:_,_-a?,/]V1 N, puede escnblrse

o I sen~ = (s—so) a’sVy N2]\ 3 »
N IOOh f lb2 RO » o T - (21)
sen? T (5—50) -.a’s .

Esta expresion presentard maximos para:

(s—sg) . &3=hg\ -~
o sea: o , o

24’y sen 9 == hy >\.,

Como a3 <<\ no habra valores de 9. que satisfagan esta
_expresion con ha entero; os decir, las reflexiones de ].Oa planos
de indices 00h; no apareceran en el diagrama.

b) Planos de indices hy hy0
Asi como en el caso anterior es maximo el efecto del desor-
den, es facil demostrar que no influye sobre las reflexiones co-

rresponchentes a planos en que hy;=0.
I

Tomando la f6rmula (10) si hy=0 significa que a;. (s—ao)-—O
~ de modo que la intensidad sera:

e Lo N e N (@)

Resulta asi que la intensidad de las reflexiones en estos
planos no se encuentra afectada por el desorden de empaqueta-
miento. v .

. 1

§ 5.-Ejemplo de estructura con desorden de empaqueta-
miento. — Hemos dicho ya haber encontrado este tipo de des-
orden al estudiar la estructura del PtO,. Se ftrata de una es-
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tructura exagonal simple de aristas a;=4, 19A a1_3 08A con
- una molécula por malla. Las coordenadas de los iones son:

Pt++ 000
O-- 00u; 0Ou.

Esto indica que los atomos estén alineados en la direccion
a; formando cadenas paralelas separadas por la distancia q;.
. En los diagramas obtenidos en nuestros primeros estudios y en
los de otros autores, solamente aparecian pocas lineas que, aho-
ra sabemos, corresponden a los planés de indices hy hy,0. Ello
dificult6 la interpretacién hasta que, deshidratando el dxido,y
somet1endolo a prolongados procesos de calentamiento se ob-
tuvieron diagramas en que aparece la casi totalidad de las lineas,
con lo cual la interpretacién resulia relativamente sencilla. -

A pesar de todo, ain en los mejores diagramas, la distribu~
ci6n de intensidades no es perfecta. Gomparando los valores
calculados y observados'de los factores de estructura (Tabla 1)
se advierte ‘que los errores o dlscrepanmas crecen con el indice
hy de los.planos correspondientes.

Para dar un indice cuantitativo de estas dlscrepanmas cal- -
culemos los valores L

q:z ![Fcélcl—lbesl] ’
T E(F,)

Si consideramos la totalidad de los planos 1ndlcados en la
tabla I resulta el valor:

0 =0,63

. . _
que no es muy satisfactorio. Pero -calcularemos los valores a por

grupos de planos con hy; comin. Se obtienen los 51gu1entes Te-
sultados -

a(hy hy,0) =0,083
a(hy hyl) =10,62
a(hy hy2)=1,15
. a(hy hy3)=1,23 S
ca(hy hyd)=19. =
Es evidente que, siendo muy buena la precision que corres-
-ponde a los planos con h;=0, se desmejora al crecer el tercer
indice,”en completo acuerdo con la teoria. Esto permite afir-

pd




mar que el PtO, estd forinado por cadenas de
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- denadamente agrupadas.

(1) G. L. CeARg, Applied X-Rays. N. Y. dnd London, 1940, p. 490.

(2)
(3
(%)
(5)
(6)

(N

El tipo de curva que representa dicho desorden que puede
no ser gaussiano, como hemos supuesto en este trabajo, debera
deducirse de la distribucién de los valores o en funcién de hj.

adtomos desor-

! TABLA I
Factores de estructura del Pi0,
, Fh)hghn
hydioley - -
obs. cale.
001 103 174
100 ° 220 221
101 i 66 160
002 . . 98 157
102 D ¥ § 147
110 185 177
111 122 140
003 104 166
200 : 170 162
201 ‘ 88 129
112 65 128
103 76 150
202 ) 79 124
004. — 117
113 — 136
120 163 134
121 126 112
104 — 109
- 203 ) — 127
122 . 45 110 .
300 106 - - 126
301 - 21 108
-~ 114 60 117
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EL TEOREMA ERGODICO EN LA MECANICA
CUANTICA

por OSCAR ALBERTO VARSAVSKY

(Recibido el 13 de abril de 1950)

SummArY: Known methods of ergodie theory are applied to the phase

"space of quantum mechanics in the case of a finite number of degrees of

freédon., The flows comstitute inner automorphisms of a matrix algebra. Phy-

gical criteria are used to characterize the *‘fransitive cells’’.” A sequence of

consecutive measurements is seen to behave as a Markov cha,m, which is slmple

if equal a priori probabilities are assumed and, the limit of their means agrees
with the ergodic theorem.

I I ntroduccién.'

"En esie trabaJo se aplican los resultados més sencillos de la
teoria ergddica al caso particular de la mecénica cuintica, ya
abordado por von Neumann (4) antes de poseerse las herral-
mientas matematicas necesarias (que él mismo contribuy6 en
gran parte a crear). )

EI método segmdo es .considerar a los operadores como pun-
tos de cierto espacio de Hilbert que s6lo ‘se estudia para el caso
de dimension finita. ,

En este espacio las «corrientes» tienen una interpretacién
sencilla; la «transitividad métrica» existe para un cierto subespa-
cio cuyo complemento ortogonal estd formado por  operadores

invariantes para la corriente de que se trata, y en su interpreta- -

cién fisica se encuentra que.la admisibilidad de cualquier método
de medicién de una magnitud tiene la misma importancia que
en la deduccién de la.forma del «operador estadistico» hecha
por ven Neumann (5).

Por dltimo se demuestra que una sucesién de mechclones
conmstituye estadisticamente una cadena de Markov, mas bien

.
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que un proceso aleatorio estacionario, y se calcula 6l promedio

pacml con hipétesis equivalentes a la transitividad métrica, que
'aqul aseguran que la cadena de Markov sea sunplc.

II) El espacio ergddico.

Llamaremos EH—1 al espacio de las fases de un sistema

saber: ,EFH—1 es un espacio de Hilbert; cada direccién en él
representa un «estado puro»  del sistema; los operadores auto-
adjuntos estin en correspondencia biunivoca con las maguitudes
fisicas y en particular "los operadores proyecciéon o «proyacto-
res» (autoadjuntos ¢ idempotentes) se corresponden con las «pro-
-piedades» fisicas, es decir, magnitudes cuya medicion tiene sélo
e dos resultados posibles: si-y no. El conocimiento que se tiene
- del estadp de un sistema se engloba en:un operador autoadjunto

o

cual puede calcularse el valor medio de una:magnitud A cual-
quiera por la férmula: wm(A)=Sp(SA)/SpS, donde el sim-
kolo Sp significa traza (Spur) del operador a que sé aplica. La
traza es una funcional lineal, invariante para cualquier transfor-
macién unitaria del operador y real cuando- éste es autoadjunto.
Aplicada a una proyecciénida el nimero de dimensiones del sub-
espacio sobre el que' se proyecla.

En EH—1 consideremos un subespacio I (con la nisma

letra designaremos a un subespacio y al operador que proyecta

: P sobre él) de ntmero de dimensiones N=_Spl tan grande co-
mo se quiera; pero finito. Observacionalmente este I no se di-

ferencia del espacio total si N es suficientemente elevado (ver -

(10), pag. 80); por ello llamaremos en lo sucesivo FH—1 a
cualquiera de ambos, siempre que no produzca confusion.

Todos los operadores lineales acotados que conmutan con

I pueden representarse en ese subespacio por miatrices de N

, filas y columnas. Dado entonces un operadér A, lineal, acotado
y tal que Ajvl (el simbolo v significa «conmuta con»), consi-
deraremos s6lo su «componente segin I»: A=Ayl. Si A es

autoadjunto, su representacion canénica serd: A= Zaq, [,, sien-
' . n .
do los a, sus valores propios y los Ex sus «proyectores propioss,

=

- .

temporal de una tal sucesion hallandoselo igual al -promedio es-

fisico, con las caracteristicas descritas por von Neumann (5), a

definido _positivo, llamado «operador estadistico» S, mediante el
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es decir, los operadores que proyectan sobre sus subespacxos carac-

- terlsucos, Yy E; E/c——i’ncEJ '

Admltlendo valores complejos para los an, esla represen—
tacion vale para los operadores «normales», o sea aquellos que.
conmutan con sus adJunLos (en particular los unitarios).. En,
general, siendo B una matriz cualquiera, se puede escribir;

B=R+iJ, donde R y J son autoadjuntos: R:—z— (B+B*);

i = %(B'—B*); (Mediante- B* se indica, el adjunto de B). R

y J conmutan si y sélo si el operador B es normal.
Con los elementos de FH—1 como puntos, definimos un
nuevo espacio euclideo, el 'EH—2, que es entonces a la vez

el dlgebra de las matrices de 1a forma AI=IA, y tiene N2 di-
_ mensiones.

El punto de apoyo para Is conclusmnes que pretendemos
obtener es la siguiente definicién de producto .interior:

-

| (flle):SpAB*. . ’ . o » »

Es facil verificar que se trata de un producto interno her-
mitiano recordando que SpA*=SpA y que SpAB=SpBA.

La métrica asi obtenida.es idéntica a la que se defind
usualmente mediante el isomorfismo que existe entre el espacio’
de las matrices de N filas y columnas y el de los vectores de N? -
componentes. Pero esta corrsspondencia no es céomoda de apli-
car a productos de matrices, y ademés nos parece que la nocién
de traza es la basica (ndtese, por ejemplo, que se-obtiene asi un
criterio de convergencia que es un caso particular de lo que
von Neumann llama «strongest convergence» (7))..

En EH—2 del'mlremos a_su vez operadores lineales, que .se
indicarén con nlayusculas verticales: T, E; etc. En particular
nos -ocuparemos de los operadores unitarios de EH—2, o sea
aquellos T tales,.que:

(TA, TB)_(A B), para todo Ay B

Es desagradable tener: que limit;arseval caso 'de dimensién
finita, pero_ son conocidas las”dificultades que se presentan si se
quiere pasar al limjte N —o. La méas evidente aqui es que
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habria qu"e.trab'ajar con operadores ‘tales (\]ue».SI'JAA*<‘o€>.", y en-

* tonces los wunitarios no cabrian en el EH—2. Tampoco parece.

posible aplicar en este caso el conéepto -de dimension “continua
introducido por Murray y von Neumann (8) '

G,

I1I) Corrientes enel EH —2.

Sea {T,} un grubo abehano .de " operadores unitarios en
EH—2, donde ¢ es real. En caso que valga la relacién T [AB]-=
T,A.T,B para todo A y B diremos que el grupo {T} repre-
senta una corriente en EH—2 (ver von Neumann (6)).

Pero es sabido que toda aphcacmn de un a]gebra de ma-
trices sobre si misma, que sea biunivoca, lineal y. distributiva
con respecto al producto, es un aulomorhsmo interior. En otras
palabras, para cada T, de una corrlenle existe una.matriz T

~ tal que:

T,A=T AT, para todo ‘A.

La unitariedad de los T, en EH-2 1rnphca que las T

- deben ser unitarias en EH—1; y la estructura de grupo, que las .

T; también forman un grupo abeliano y T~ 1=T_,.
El ejemplo fisico mas interesante es- aquél.en que las T,

son-de la forma T,=exp (itH) donde H ‘es una. matriz aufo-

adjunta relacionada con la energia del sistema. Los T, dan la
evolucion temporal del sistema, .y:estudiarla - como hasta - aqui
en su-efecto sobre’ los operadorss, corresponde a la llamada
«representacion  de : Heisenberg». Si':se’prefiere por mas intui-
tiva la «representacion dé Schrodinger», en que .aparece explicita-

. mente la direccion del EH—1, que indica el estado del sistema,
.y se sigue la evolucién de clicho estado manteniendo fijos los -

Operadores debe usarse en: lugar de-.cada:-operador A, la. funcién
A(P)=AP, donde P es el proyestor de.una . direccién genérica
de EH—1. Tendremos ahora como nuevas defmlclones
producto Interno: -(AP,BP_.)::SpAB’,";l =
producto de funciones: A(P) . B(P):AB(P), » .
corriente: T,A(P)=A(T_,PT,)=AT_,PT,.
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1) Desscomposicién del EH—2 segin una corriente. .

Sea T un operador unitario de corriente en EH—2; le co-
rresponde, como hemos visto, un operador unitario I' de EIl—1
(que puede multiplicarse, trivialmente, por un factor numérico
de médulo uno). Con respecto a éste podemos descomponer al
EH—2 en dos subespacios ortocronales a cuyos proyectores Ila~
maremos F; y E,. :

E| es el amllo de todas las matrices que conmutan con T.
Es evidente que forman un espacio lineal, que T deja invariante.

E; es el contradominio del opcrador T—I (donde I es la
identidad en EH—2); o sea, A¢[E; si y-solo si es de la forma

A=TBT'—B para algin punto B de EH—2. Es también

un espacio lineal y su ortogonalidad con E’, se ve facilmente:
si AeE, y BeE',: (A,B)=([T-I]C, B)_(C T1B)—(C,B)
=0, pues T tamblen deja invariante :

A la inversa, todo elemento M perpunchcular a E, [pertenece
a E, pues: (M, TC—-C)=(T1M,C)— (M,C), y si esto es
cero para todo C de EH—2, M ‘es invariante por T-! y por
lo tanto, por T.

A su vez el E; puede desoomponerse en una parte «trivialy,
de proyector E, forrnada por las matrices de la forma al, y
su complemento, ortogonal con respecto a E’,, quec llamare-
mos E,. . ' . .
En resumen, un operador cualquiera A puede descompo-
nerse en suma de otros tres, perpendiculares entre si segin la
definicion- de producto interno de' FH—2: A=al+ L+ M, don-
de I es la identidad .en EH—1: L es invariante por T y M ..
es de la forma M =TCT'—C para algin C. Por ser per-
pendiculares a I, tanto L como M son de traza nula, y por lo

tanto es a=SpA/Spl.

El operador I no- tiene interés fisico, pues como tiene un
solo autovalor, corresponde a una magnitud fisica cuya medi-
cién puede dar un solo resultado y ‘por lo tanto no nos ensefia
nada nuevo sobre el sistema que se estd estudiando. Representa
los datos que se conocen por: hipétesis, por ejemplo la exis-
tencia del sistema. Recordemos también’ que como operador
estadistico (véase (5)) representa -a un sistema del cual no se
sabe absolutamente nada, y en tal sentido, el nimero SpA/Spl=
(A,1)/Spl es el valor medio de la magnitud fisica representada
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por A (si es autoadJunto) en el conJunto de Gibbs. representa-
tivo de tal sistema.
Si por lo tanto nos limitamos al-subespacio ortogonal a B,

ello equivale a restar a cada magmtud fisica su valor medio

sobre un conjunto totalmente desordenado. En otras palabras:
toda magnitud fisica cuyo.opnerador ‘pertenezca a E,+E, tiene
como valor medio cero cuando se la mide sobre un sistema del
cual no se sabe a priori nada.

Diremos que se ha «normalizado» un operador cuando se

lo ha proyectado sobre E; +E,, es decir, cuando se le -ha res-

tado (SpA/Spl).1

El mgmfmado fisico de E; esta claro: si T representa la
evolucién temporal del sistema (es decir, aproximamos el grupo
{T'} por las potencias de-T), las magnitudes fisicas de E; son
constantes del movimiento.

En cuanto-al.E,, veremos que sus clementos ‘merecen el
nombre de ergodicos con respecto al operador T.

Un problema- importante es la determinacién de las dimen-
siones de estos subespacios. El E, tiené por supuesto dimension
uno. Las de los otros dos dependen del especiro de T.

Hay dos casos extremos: uno, trivial, cuando T=1I y en-
tonces el subespacio E, desaparece; otro, ‘el més interesante,
ocurre cuando T tiene espectro simple, o sea es de la forma

I'==ZeMP,, donde los P, son proyectores unidimensionales
" :

ortogonales entre si y los A, son todos distintos.
En este caso es: facil ver que E’; estd formado exclusiva-
mente por operadores normales de la forma A__Z}ya P, (sm

restriccion sobre los a,). Por lo tanto los P, forman en B’y un

sistema ortogonal completo, de” modo-que E, tiene N—1 di-
mensiones (si EH—1 tenia N) y E, tiene N2—N.
Para un caso intermedio cualquiera, sea r, la degenera-

cién del n-ésimo autovalor de T. Es también inmediato que la

dimension de E/, es Zr, 2 (la suma extendida a todos los auto-
valores dlferentes) ' ‘
Tomemos como ejemplo el caso de dos dlmensmues El

EH—2 esta formado por todas las matrices de dos filas y ‘dos

columnas; las tres mairices de Pauli y la unidad forman alli
un sistema ortogonal completo. Sea T una matriz unitaria de
esspectro simple, si elegimos los ejes de modo que resulte dia-
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gonal tendremos la siguiente descomposicion ‘del EH—2: el E,
tiene como base a la matriz unicdad; el E, es unidimensional y,
tiene como base a la matriz diagonal de Pauh, el E, es bidi-
mensional y estd subtendido por las dos.matrices no ciagonales -
de Pauli. Tomando como TV a una de las matrices de Pauli (pues
_son unitarias), obtenemos la siguiente propiedad: «Si P es una
matriz de Pauli y A una maltriz cualquiera, la funcién PAP-1--A
-es una combinacién lineal de las otras dos matrices de Pauli».

V) El teorema ergddico.
Nos limitaremos al estudio de una corriente ¢discreta»
TrA=Tnr AT-n

ya que el pasaje al caso continuo no trae novedad. No nos ocu-

pardn tampoco las posibles generalizaciones (reemplazo de los

operadores T por otros no unitarios, etc.). Para.lo que sigue,

" compérese con Hopf (2), paragrdafos 8 y 9.

-Sea entonces A un .elemento cualquiera de EH—2 y {T#}

“.una corriente ‘discreta, se trata de calcular el limité del «pro-
medio temporal» : ‘

lim L ZTEA—lim L STk ATF=1.p.1,A
1> k-=1 . [N k=1
(hrmte del promedio temporal).

Segun lo visto en el paragrafo antenor, podemos descom-
. poner a A en tres partes ortogonales entre si: A=Ay+ A;+ Ay,
“siendo A,=(SpA/Spl)I; A,vT; Ay;=TBT-1—B para cierto
B, y SpA;=_S8pA,=0. :
Es evidente que:
l.p.t.AO:AO; l-p'L'A]_:Al
pues conmutan con T'.

. Como Tr A2_T"+1 BT-n-1_Tn BT—ﬁ, resulta, como es in-
mediato: C : '

L.p.t. A‘,_hm———(Tn+1 BI-11_B)=0

n>n N

en la métrica de FH—2. En resumen:
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" Teorema ergddico:

1 o o ; .
lim — 2Tk A= (SpA/Spl) I+ A, =F'{ A.

n—yn N o=l

Se dice que la corriente {Tn} es «ergochca» si, y solo- 51,'

Al-—O pare, todo A de EH— 2 Co .

. | ;
;

VI) Transzthdad mélrica.

. " » Y, S

Diremos que una corriente es «métricamente transitiva»

cuando solo deja invariantes a los elementos I y 0 de EH--2,
es decir, a.todo el espacio EH—1 o a sus partes vacias.

Evidentemente esto es lo mismo que pedir que la corriente
sea ergodica (equivalencia que en el fondo se debe a la finitud

de, EH—1).

Podemos pues enunciar- el siguiente .
Teorema 2.-En el espacio EH-2 no hay corrientes mé-
tricamente trans1t1vas

En efecto, el subespacio E, no es nunca vacio, y en el caso
mas favorable tiene.N—1 dimensiones (cuando T tiene espectrn
simple, ver pgfo. IV). Sin embargo ,como EH—2 tiene N? di-
mensiones, si T se mantiene de espectro simple al tomar N
cada vez mayor, podemos despreciar el subespacio invariante
frente al espacio total, y decir que existe una transitividad mé-
trica aproxunada ' ‘

Lo mismo ocurre cuando, sin ser T da espectro snnple su
degeneracién méxima se mantiene acotada. al crecer N. Tales
operadores’ de «degeneracion acotada» dan origen a corrientes
«aproximadamente métricamente transitivas».

Sin embargo, fisicamente el camino ‘correcto no consiste en

despreciar esas magmtudes invariantes. Si por ejemplo se trata.
-de un sistema que evoluciona a energia constante, nadie se
" preocupa porque no haya transitividad mélrica en el espacio

total de las fases. S6lo interesa el subespacio compatible con
la condicion dada. ; '

~ En nuestro caso, al dar el operador T estamos indicando

]
'
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‘todas las constantes del movimiento del sistema. Es _pues légico

que nos baste la transitividad métrica en el subespacio E,, que
incluso puede ampliarse agregindole el E,, como -es inmediato.

La no transitividad del espacio total puede expresarse pues -
diciendo que: «cudnticamente es forzoso que haya constantes del

‘movimiento no triviales: (/=1)».
Para todo AeEy,+ E,=M vale entonces

llm — Z Tk A= (SpA/Spl) I=E, A.
Ny g T gy .

Si se quiere ver el significado de esta formula en la repre-

sentacion de Schrédinger, puede 'multiplicarse ambos miembros

por un proyector unidimensional.genérico P y tomar lra7as
Resulta entonces:

: © lmt ZI SpAT-* PTk=SpA/Spl. ,

PRGOS [y |

SpAP es el valor medio de la magnitud A para un sistema
en el «estado puro» simbolizada por P. Por lo tanto el primer

miembro es el promedio temporal de A al ir variando el estado
del sistema segin la corriente originada por T-1. El segundo -

miembro hemos dicho ya que representa el valor medio de A
sobre el conjunto de Gibbs mas general posible que representa
al sistema. En este sentido es un promedio espacial.

‘Mas aclaratorio atn es el caso en que A es un proyector.
Desde von Neumann (4) se sabe que los proyectores representan
las «celdas» del espacio de las fases cuéntice, y el volumen de
dichas celdas esti medido por su nimero de dimensiones, es
decir, por la traza del proyector. Ahora entonces el segundo
miembro es la relacién de volimenes entre la celda A y el es-
pacio total EH—1, y el primero es la permanencia hmlte tem-
poral del punto P en la celda A. ‘

VIIj Ezistencia de proye-ctores en el subespacio Es.

v Sea T= Ze”\ E, la dcscomposmwn canoénica de T (los

A dll'erenles enlre si; los L, de cualquier dimensién)..

3

\




Entonces: .
- 1 : . Tk=z e\ E,
' Tk AT~k = 3 E, AE,eik(h - -, )

7,8
/

lm—szA =E. AE,. hml X oik: ) = Z B, AE,

-y T - 7,8 N-yon 1E fmml ,

. 0 sea:

ZE,AE, =, A= (B, +E)A-

T Si A¢Ey+4E,, es A—al ortogonal a B/, (a=SpA/Spl), y
por lo tanto SpAE,.=aSpE, para todo E,, o sea’ que A debe
tener igual valor medio para todos los conjuntos de Gibbs
caracterizados per los operadores estadisticos E,.

Si ademés algtn E, tiens mas de una dimensién, y P es-un
proyector cualquiera contemdo en él, lambu,n PeE y entonces

SpAP =aSpP.

1

~ (Si esto se cumple para todos los P unidimensionales de
E’{, se cumple para todos los elementos de B’ 1, ya que son com-
binaciones. lineales de ellos): ' :
Veamos en qué casos pueden satisfacetse esas igudldades
suponiendo que A es también un proyector.
- -+ Un proyector de M dimensiones esti dado por M2~{— (N—M)2
" condiciones, pues se comporta como unidad en un subespacio
M-dimensional y como cero en el complemento.
Si D es la dimension de E, (ver paragrafo IV), tendremos
para un proyector de M= O—I By M2+ (N--M)2+D condi-
" ciones, pero que no son necesariamente independientes entre si.
Se ve entonces que aun en el peor de los casos (T con sélo
dos autovalores y de 1gual dimensién, y todas las condiciones
, 1ndepend1enles) habra siempre proyectores en M pero puede no
haberlos unidimensionales.
Por la linealidad de M es obvio que si un proyector pen-
tenece a M, su “complemento también.

VIII) Un criterio fisico.

-
#
-
't

Veamos ahora cuél es el significado experimental de ese li-
“mite en media a que hemos sometido a los operadores, y si existe
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algtn criterio fisico,que permita caracterizar al subespacio «ergo-
dicor M=E;+E; - . :
Por lo proato sélo debermmés consul‘,rar operadores auto-
aclJunlos para poder hablar de 31gnlflcado flsmo, pero nos redu-
© ciremos a'tratar los proyectores (que representan «propiedades»;
ver pardgrafo II), pues solo para éstos hemos encontrado. una
solucién sencilla al segundo problcrna : S o
La utilizacién de la expresién - ' . : .k

1im L =Tk ET-*
N0 k=1

oo

-s1gn1f1ca que al sistema se lo deja . evolucionar en el llempo sin
perturbarlo con. mediciones, que acarrearian d1sconl1r1u1dades salvo
~ en el caso en que EvT, que. dejaremos de lado.' Seria lo mismo
T B decir gue .se hacen mediciones, pero en namero. finito, y a
’ partir ‘de la dltima podemos estudiar la -evolucién que sufre el
sistema por el mero transcurso del tiempo. N »
b : ‘ Podemos pues. limitar el problema a dos mediciones: la
' Gltima medicion de E, y la del limite, que es un operador uth“ L
. adjunto E,. §
: Para que esto: benga algtin sentido observacmnal es me-
‘ nester que la medicién de E no cambie el limite E;, y eso 1ndc-
penchenbemenlr= del método ce medicién utilizado. :

Que la medicién de E no perturbe a E,, es decir, que am-
bas tengan s1gn1flcado fisico simultineamente, se expresa como es
bien sabido por la condicion: E, v E. Que esto sea independiente

g del método de medicion nnpllca més. En efecto, la mechcmn,
L - de cualquier magnitud A equivale a la de E con la tnica con-
e ~dicién de que los subespacios caracteristicos de A estén incluidos
» ) : en alguno de loss de I y ambas magnitudes conmutan. Pero si
exigimos que A tampoco perlurbc al- llmlle By, éste debe ser
forzosamente de la forma '

E,=aE+b(I—E) ' . -

o, en otras palabras, E, debe conmutar con todo lo que conmuta
con I (en simbolos E, w E). S .
- - Demostraremos ahora que, para que un proyector pertenezca
al subespacio M, es negesario y suficiente que no sea inyariante
\

e
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Y que los metodos de mechrlo ne perlurben al promecho temporal
asintético. , :
La necésidad-de ambas condiciones es evidente. Veamos la
SllflClGIlCla. '

Teorema 3.- Sea E um proyector E no vT E _ual]—|—b
(I—E), Entonces es

E,= (SPE/'SPI) 1
" La demostracmn es 1nrnﬂc11at'1 con- sélo recordar que . el li-
mlte B, tiene, que ser invariante, es decir F 1vT ¥ eso 1mpl1ca

-~

P | a=b=SpE/Spl. . .

En el p'aragrafo anterior hemos dado conchcmnes de B‘(lat(}ll-
aa de proyectores en el subespacio M. ' ’

1

IX) Las corrientes como funciones Aal'eatoria& eslacionarias.
\
Es: sabido que un proceso eslacmnano puede represenlarse
'mediante un grupo de operadores unifarios en un espacio de-

Hilbert (véase Kampé de Fériet (3)). En el presente caso, por

- ejemplo; cada operador autoadjunto A aplicado a un sistema en

el estado P (proyeccién unidimensional en EH—1) representa una
variable aleatoria real cuya funcion de d1slr1bu01on eéstd dada.en
términos de su Iamlha espectral Es decir, si ‘

\ /-12"/00?\ dE)\

. N

es la reppesentacmn canénica- del operado; A, SpE P es la fun-
cién de distribucion de la variable aleatoria AP (cuyo valor
medio serfa entonces Sp AP) S

A primera vista entonces toda corriente {T} genera un .pro-
ceso aleatorio estacionario a parlu' de una variable ‘A, y entonces -
el teorema ergodico cuantico seria sélo un caso particular del ya
conomdo en esstadistica. . .

Pero es menester recordar que la funcién de correlacién  a
dos tiempos cualesqulera debe ser una magnitud medible, 'y esta

, ; c :
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condicién, que en la mecénica clasica no agrega nada nuevo, en
‘la cuéntica implica que las mediciones de la magmtud A a los
‘tiempos ¢ y ¢ no deben perturbarse, o lo que es lo mismo, que
los operadores A, =TA y A,=T A deben conmutar (ver Ar-
nous y Massignon (1)). De otro modo toda medicién introdu-
duciria un factor independiente del: grupo generador del procebo,
que dejaria entonces de ser estacionario. ,

Sin embargo esta exigencia entrafia grandes limitaciones,
que los autores citados (1).no han sefialado. Si, como es lo usual
en Fisica,' la corriente es una funcién continua-del paf‘émetro' L,

la ecuacion : .

AT AT_ =T, AT_ A
no puede satisfacerse para todo ¢, salvo en ol caso trivial AvT,
en que justamente no hay transitividad métrica. Incluso si se
admitiera la existencia de un quantum elemental de tiempo, de
modo que el grupo {T,} fuese efectivamente discrelo; para que
valga ATr AT-n=Tr AT-" A para todo n y A no vT las lrans-

formaciones T admisibles son muy- pocas relativamente, pues de-
ben consistic en el intercambio dz autofunciones de A pertene-.

-cientes a distintos autovalores.

Notese la diferencia con-la condicién exigida en el paragrafo
anterior: aqui se pide que. A conmute con todos sus: transforma-
dos segan T'; alli s6lo que conmute con su limite temporal A4,

.aunque de-un modo mas completo, a saber: A1 wA. .

X) Las corrientes como cadenas de Markov.

Sin embargo a todas luces es més fisico, o por lo menos
més «operacional» el planteo de Arnous y Massignon, porque

se refiere a mediciones sucesivas realmente efectuadas. ¢Por qué
‘se limita tanto entonces el alcance del teorema?

A juicio del autor, el érror consiste en tratar a una sucesién

‘de mediciones cuinticas como un proceso estacionario. Cuando

se recuerda que una de las primeras leyes cuédnticas es que el
resultado de una medicién depende del estado del sistema en ese
insstante y no de ‘su historia anterior (luego se puntualizara esto)
resulta evidente que, como proceso estadlstlco, corresponde a una
cadena de Markov.
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El «estado» de un sistema fisico a un tiempo # es la coj-
leccion ‘de todo lo que se sabe acerca de él, y este conocimiento
proviene de mediciones, la ultima de las cualés se supone efec-
tuada al tiempo cero. Todas las propiedades del sistema asi veri-
ficadas se resumen en una proyeccién E (qué corresponde al

" operador estadistico de von Neumann). El transcurso del tiempo

¢ transforma el estado E por ejemplo. en TET-!, siendo T el
operador unitario apropiado. Sea el caso no trivial, E no vT. En
este nuevo estado el sistema tiene una cierta lprobabilidad de
seguir poseyendo la propiedad E, que es SpETET-1/SpE (esta
férmula se deduce a partir del principio de eguiprobabilidad a
priori y es una generalizacion de la conocida formula |(e, ¢)|?
a la que se reduce cuando E es la proyecciéon sobre la funcién
de onda ¢. Véase (5)). Efectuada la medicién al tiempo #, por

ejemplo con resultado afirmalivo (si fuese negativo habria’que .

reemplazar E por I—E), se sabe que €l estado es nuevamente

E; pero puede ocurrir que se sepa algo’ mas. En efecto, si E.

y TET-1 tienen un subespacm comun, éste puede mantenerse sin
perturbar eligiendo convenientemente el método de medicion (ha-
bria que verificar la propiedad E midiendo una magnitud AvE
de espectro puntual positivo cuando las autofunciones pertenecen
a E y negativo en caso contrario, y tal que algunas de sus auto-
funciones  formen una base en el subespacio comin).

Para que esto no ocurra es menester recurrir a la misma
condicién del paragrafo VIII: que la propiedad E pueda ser
verificada por cualquler método, o en otras palabras, que en la
eleccion del método no intervenga la inteligencia. Entonces todo

«recuerdo» del estado TET-1 queda borrado y el sistema queda’

caracterizado por la proyeccion E solamente.
El proceso es entonces una cadena de Markov simple.

~Las probabilidades que fijan el problema son:

SpET,, ET_,, /SpL' — probabilidad de que una medicién dé
“ resultado afirmativo si una medicién efectuada ¢, segundos an-
tes di6 resultado afirmativo.

- SpET, (I-E)T_,,
- dicién dé afirmativo si una medicién ¢, segundos anterior dié
. negativo. '

" -Llaméandolas  respectivamente a, y b,, donde el subindice

* indica que se trata de la n-ésima medicién,” debe cumplirse la

/Sp(I———E'):probabilidad de que una me-
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conocida ecuacién-(ver p. ej. Uspensky (9)): py=(a,—b.) . Py
" +Db,, siendo p, la probabilidad de obtener un resultado afir-
mativo en la n-ésima mediciéon. Una solucién particular de esta-
ecuacion  es pn—SpE/SpI como puede verificarse - con faciles
célculos. '

La ecuaciéon homogénea: p,= (a b,) - pn_y tiene como so-
luc1on. '

prn=cTI (2j—bj);
1
de modo que la solucién general es:

C e SpE
pr=¢ 1T (a4j—b)+ Spl
| Como S |
L L b, _SpI SpET, ET_,—(SpE)?
| " Spl.SpE—(SpE)*

y esto es menor que uno en valor -absoluto siempre que Enole,

la solucién de'la ecuacién homogénea tiende a cero al tender a
infinito el nimero de mediciones. Se toma ahora como clcf1n1—
cién de promedio bemporal de E la cantidad:

p =lim 1y Z p,c
n> o

‘

y se obllene como resultado final: que como se ha -

. SpE
p= Spl”’
dicho, es también el promedio espacml en el espacio de las fases.

 La transitividad métrica vale, pues, con las mismas hipé-
tesis anteriores, aunque aqui se trata de una sucesién de medi-
ciones - efectivas, efectuadas a intervalos cualesquiera e incluso
admitiendo que el operador T cambie de un intervalo a otro,
con la tnica condicién de que no conmute con F.

- \

- VII) Conclusiones.
. 1 N H | : H ! !

|,| [EE . ' ' ' !

Se ha visto, pués, que en un- espacm de lqs fases de di-
.mensi6n finita vale el teorema crgochco, es decn' ex1ste el limite
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temporal; y hay transitividad métrica, es decir, igualdad con el

limite espacial, con dos condiciones: 1) que el operador o mag-

nitud a medir no conmute con el que genera la corriente; es de-.

cir que no sea una constante del movimiento, y 2) que .el prof-
cedimiento de medlclon no pueda ser elegido inteligentemente.

La primera es clésica; la segunda ha sido discutida parcialmente -
.por von Neumann.en relacién con:la hipétesis de equiprobabili~
dad a prlon (5 y sera analizada en otra oportunidad.

\
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o
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5)

6)
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8)
9

10)
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SOBRE LA OXIDAGION DIRECTA DEL PLATINO
L POR OXIGENO |

© por RODOLFO H. Buscu :
Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Buenos Au'es
(Recibido 20 abril 1950)
. : Y
+ ABsTRACT. — Evidenece favouring the hypothesis of the djréit “oxidation
of platinum by oxygen is reviewed, with spetial reference to the aﬁj‘._hmt’s results.

e

La posibilidad .de la oxidacién directa del platino. se” discute
desde los tiempos de Sainte-Claire Deville, quien establecié que,
contrariamente a lo que sucede con olros miembros de la familia
del platino, éste no se combina directamente con el oxigeno, cua-
lesquiera sean las condiciones experimentales (lelle y Debray
(1)). Le Chatelier (2) era en cambio de la’ op1n1on exactamente
opuesla. : ‘
Entre los hechos que pueden citarse en favor de la hlPOleblS
+ de la oxidaci6n directa cuentan en primer lugar las observaciones

de Wohler (3) sobre el color azulado que toma el plalmo calen-
tado durante mucho tiempo en atmoésfera de oxigeno a 4500 C, los
resultados de los analisis quimicos realizados por Laffitte y Gran-
dadam (4) y por Baroni (5) sobre muestras de platino’ someltido
durante muchas horas a la accién del oxigeno a presién, a tem-
peraturas relativamente elevadas y que parecen. indicar la forma-
cion de 6xidos de .composicion definida.

Ademas, la formacion de peliculas de 6xido durante la oxida-~
cion anodica de platmo observada ya por de la Rive. (6), Helm-
holtz' (7) y otros sugieren una posibilidad de ataque del platino
por el oxigeno. N

© Altmann y Busch (8) demostraron que en ciertas condiciones,
las peliculas observadas consisten del diéxido de platino hidratado.

_ Finch, Stuart, Murison y Thomson (9) estudiaron los pro-
ductos obtenidos por dispersion catddica de platino en atmésfera
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de oxigeno, con difraccién de electrones, concluyendo que se trata
de la misma sustancia que se adquiere en el comercio como
dioxido de platino, salvo que esta ultima contiene abundante
cantidad de platino, como lo demuestran. los diagramas obteni-
dos. . . R
Rideal y Wansborough Jones (10) estudian la combustién
del platino en atmésfera de oxigeno, llegando también a.la con-
clusién de que se forma el d1ox1do Por otra parte, Langmuir
(11) en sus célebres experiencias sobre la actividad catalitica del
platino en la sintesis del agua, ddmite que los lugares activos
del catalizador consisten de PiO,. También Pennycuick (12) ad-
mite que el comportamiento de los soles de platino. preparados
por dispersién eléctrica de platino en presencia de aire se explica
suponiendo la formacion del écido hexalndronplallmco, o0 sea
formalmente el tetrahidrato del di6éxido de platino. Giintherschulze
y Betz (18) miden el trabajo de extraccion de electrones de una
superficie de platino en atmésfera de diversos gases, concluyendo
que la superficie del platino se recubre en presencia de 0x1geno
de una tenue capa de 6xido. También habla en favor de la oxi-
dacién directa del' platino la circunstancia de que Galloni y
Roffo (14) hallaron ‘un 6xido de platino recubriendo un alam-
bre del mismo metal que habia servido durante mas de 10 afios
para catalizar la sintesis del agua.
Busch y D’Alessio (15) prepararon més. tarde el mismo
6xido, confirmando. los resultados roenlgenogra[wos anteriores.
. Como habiamos adquirido cierta experiencia en el (trabajo
~ con los 6xidos del -platino (véase Busch, Galloni, Cairo y Rasko-
van (16), Busch, Galloni y Gotzulsky (17), Galloni, Busch, Ras-
kovan y Cairo (18), Raskd®an y Pena (19), Cairo (20), Galloni
(21)), parecia posible resolver definitivamente este problema, lle-
gando a una demostracion directa de la formacién de 6xidos. La
principal dificultad consistia en que las experiencias que induda-
blemente demuestran que el platino aumenta de peso al ser ca-
lentado en atmosfera de oxigeno, no dan resultados concluyentes
acerca de la forma en que se halla ese oxigeno incorporado al
" platino. |
Los resultados de Finch, Stuart, Murison y* Thomson (0. c)
parecian indicar la posibilidad de demostrar si se forma o no el
_diéxido de platino, pero Baroni, (0. c.), encontré solo el dia-
grama del platino sobre muestras cuya composicion eslequlome—'

4
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tricd es la de un éxido. Este resullado no debe sorprender ya que
Busch, Galloni.y Gotzulsky (0 .c.) mostraron que el djagrama de
rayos' X correspondients al monéxido de platino es muy seme~
jante al del platino, con.una ligera alteracién’de los "par'émetros,
de tal forma que si se mezcla con platino una muestra de mondxi-

do, las. reflexiones aparecen duplicadas. Otra diferencia impor—.'

tante es que el monodxido de platino es insoluble en agua regia,
el dlagrama de'los. parametrds alterados no desaparece a pesar de
sucesivos lavados con agua regia.

Repetimos entonces las experiencias de Laffitte y Granda—
dam (0. ¢f) con algunds modificaciones. ~Nuestras - expe-

. riencias con la descomposicion térmica del PtO, (Busch, Gallo-
ni, Gairo y Raskovan (22)) nos indicaron la conyeniencia de tra--

bajar a temperaturas mds elevadas que aquellos autores y la
] I que aq )
posibilidad de emplear presioiies menores.

Colocamos- 0,3 g de platino, purificado p'reviamlente'por el

~método ‘de Gilchrist (23), en un baloncito de vidrio dificilmente

i'u51ble unido en la forma habitual a la bomba de vacio y a un

manémetro de mercurio. Se llen6 el aparato de oxigeno puro, se -
~llevé el bulbo a la temperatura elegida, regulando la presion de
oxigeno en el interior del aparato de tal modo que fuera ligera~-

mente inferior a una atmésfera. Esto tiene la ventaja de gque la
reacci6n’ puede. ser segmda por la disminucién de la presion del
oxigeno. Establecida la lemperalura en 5400 G, se dejo el apa-
ralo [uncmnando leyendo la presmn de 0x1geno cada 24 horas

. ]:T‘ig. 1
Diagrama de rayos X del Pt 4 O, degt)ués de 45 dfas\n t=550°C, p~ 1 atm.

(Busch) (24)). Al cabo de algunos dias se observé que la pre--
" s16n disminufa en forma sistemdtica, pasando de 629 a 584 mm
de Hg en 14 dias de funcionamiento continuado. La experiencia

fué repetida varias veces, extrayendo muestras para ser analizadas
mediante rayos X' a los 8, 14, 30 y 45 dias. Se observé asi que
al _principio se .ensanchan las hncas correspondientes ‘al platino,
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hecho ‘que puede interpretarse como indicio de la _formacion de
soluciones solidas. A los 15 dias aparecen, ademds de las lineas
del platino, otras que pueden identificarse con las del Pt;0;. A
los 30 dias aparece también la linea mas intensa del chomdo de
platino y a los 45 dias se tiene practicamente todo el diagrama /
del Pt,0, ademéis de las lineas del platino y de las cinco mas‘
intensas “del PtO2 : "

‘La figura 1 muestra el dlacrrama obtenido .a los 45 dlas la
tabln muestra las lineas mechdas y su interpretacion.

TABLA I . . S L
e Linea N° a () Interpretacion
1 4.56 441  P1,0, , L
2 336 - 313 Pt,0, . co v
3 263 ' 2.66° Pt0O, S
. 4 2.44 , ‘ Pt 223
5 5 2.33 2.22 . Pt,0, . N
6 2.20 2.23 Pt ,
i 7 L 2,11 ' Pt 193 .
: 8 1.926 1.93 Pt .
- 9 1.796 1.81. Pt,0,
P 10 . 1.69 1.69 P00 ‘ )
o : ‘ .. . 163, o = e
e 12 1.604 157 Pt0, ¢ : - S
3 ~ 13 ; 1.536 . 1.547 - Pt0, . » ;
i v 14 : 1.508 . - Pt 137 A o
15 . 1.44 . 145 PO, , "
16 1.37 1.37 Pt ‘ N
o : 17 1.32 1.34  Pt0, 1.33 Ptdod . ST
- ' 18 1314 Pt 117 ‘
: 19 1.247 1.279 Pt,0; i
20 . 1.22 . ‘ . P, 112 I
207 1.21 _ 1.227 Pt,0, : _ o
21 ‘ 117 117 Pt L -
' 22 . 1.14 114 Pt,0,. ‘ i C
v ‘ 23 . 1123 112 Pt \ : S
T 24 1074 Pt 0976 ‘
25 1.057 1.07  Pt,0, o
26 1.035 1.04 Pt,0, g
27 1.005 1.015 PtO, o
. A 28 0.989 . 0.983 Pt,0, C ' o]
; ' 29 0.977 ‘ 0.976 Pt : o
30 0.964 0.96 Pt,0, > - - i

31 . 0.954 0.938 Pt“ro‘ . ' o A




¢9)
(2
(3)
(4
(5)
(6)
N
(8

)

(10)
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17)
(18).
(19)
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EL PROBLEMA DE LA ROTURA.
SUS ASPECTOS FISICOS

por Francisco Garcfa OLANO
(Reeibido el 25 abril 1950)

RBESUMEN: En este estudm cl aut01 enumera las punclpales teorias de
rofura propuestas. Sefiala luego la necesidad de definir con preeisién la- ter-
minologia téenica relativa,ala rotura o insiste en la gran importancia que
tienen los aspectos fisicos de este problema. Finalmente indica las teorfas tée-
nicas mis satisfactorias, dando una nueva y més légica interpretacién de la
teoria. do Huber-von Mieses-Heneky.

SUMMARY: In this paper the author reviews the’ punclpal proposed theo-

" ries of failure. He shows afterwards the' necessity of defmmg precisely the

technical terms relative to failure, and he insists upon the great importance

of the physical aspects of this problem: Finally, he points out the most sa-

N tisfa&ory.ﬁechnical theories and gives a mew and more logical interpretation
of the theory of IHuber-von Mieses-Hencky,

INTRODUCCION

' El problema de la rotura de los cuerpos especialmente de
aquellos utilizados en la construccién y las industrias, es, como
se comprendera, de cspccml interés para la Técnica.

No'es de extrafiar, pues, que desde hace mis de 170 afios (¥)
se hayan propuesto numerosas teorias y crilerios al respecto y que
desde fines del siglo- pasado sea impresionante la cantidad de
ensayos realizados en los principales laboratorios técnicos mun- '
diales, tendlentes a comprobar d1chas teorias ¥y criterios o a en-
contrar nuevos. . : :

A pesar de toda esa ingente labor de gran utilidad practica,

(*) El primer trabajo téenico sobre estas cuestiones puede considerarse
que ei el de CouLoms, ‘‘Tssai sur une application des regles de méximun et mi-
nimun‘’, Paris, 1776.

U . \
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Nno creemos c_[ue el tema haya sido aclarado’ debldamente en el
cqgnpo técnico. ce R
Por otra parte, los flSlCOb a. qulenes interesa cada vez mas
la teoria de los solidos, han hecho también 1mportantes aportes
teéricos que no han. enconirado entre los técnicos en general, la
difusién que merecen. A su vez, en el campo fisico, a través
de las lecturas que hemos hecho, no parecen ser debidamente
aprovechados muchos de los resultados obtemdos en los ensayos

. técnicos.

La experiencia adquirida en varios afios de estudios de .estos
temas y de concurrencia a Congresos Técnicos y a las reuniones
de la Asociacién Fisica Argentina, nos reafirman en nuestra
conviccion de que s6lo se obtendrén avances de trascendencia en
este campo, a través de la colaboracion eslrecha e intima enlire
fisicos, dedicados a Ia teoria de los solidos, 'poseedores del serio
bagaje tebrico y experimental correspondlente y técnicos, que
dominen. bien’ Ias teorfas de elasticidad .y~ plasticidad y estén
acoslumbrados a trabajar en laboratorios © a interpretar critica-
mente los resultados de los ensayos. . .

s 1. Teorias 'de rotura.’ S

La primera chl'lcullad con que se tropieza en. osto tema es la

gran cantidad de teorias de rotura que han sido elaboradas, mu-

chas de las cuales conntlnuan siendo defenchdas por chversos au-
tores.

No cabe en el propdsito de este estudio, enLrar a su. expli-
cacion - y analisis. S1rnplemente nos hmltaremos a dar una lista

.de las principales, indicando los autores y | las Iuenles donde pue-
“den ser consultadas.

A quien interese tener una exposicion : metochca de las mis-
mas, remitimos a las siguientes obras que traen excelenles eXpo-
siciones y restimenes: . -

Timoshenko 8. - Strength of Materlales -vol.- II -

Bacs L.-Resistance des. Malenaux Bruselas 1980-34, pgs:
500 a 602. /

Marin J. -Failure theories of materials subjectéd to com-
bined Stresses -~ Proceedings Amencan Soc1ety of Civil Engineers,
agosto 1985. .

/

f

"
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Marin J. - Mechanical Propertres of Materiales ‘and De51gn

New York, 1942.
" Nadai A.-Plasticity - New York, 1931- Pgs 55 a Td.

Nadai A.-Theories of Strength - Transactions Amrencan So-
clety of Mechanical Engineers-1933. ‘

Westergaard ‘The resistance of ductile materiales to com-
bine stressen in two or three directions  perpendicular to oné |
another - Journal  Franklin Institute - Mayo, 1920.

. La lista’ de teorias de rotura que nosotros hemos- fichado es-
la s1gulente (*)

(a Teorias basadas en las tensiones en general

(1) Méxima tension principal posmva (Baes L., pag. 529).
Segtin dicho autor esta teoria fué la primera enuncmda por Gali-
leo y Leibnitz. : -

-(2) Méaxima tensién principal (positiva o negatwa) «Maxi-
mum stress theory» de Rankine y Lame. (Baes, pag. 533).

(3) Méxima tensién normal: (Marm Proceedmgs A.S.G. L
agosto 1935, pag. 853).

. (4) ICombma(‘,lén de las teorias de méxima tensién principal
con méaxima tensién normal (Marin, op .cit., pag. 854).

b) Teorias basddas en las deformaciones:

(5) ‘Teoria de la mayor dilatacién principal positiva. (Baes,
pag. 534), conocida como teoria de Poncelet y de Saint-Venant.

(6) Teoria de la mayor dilatacién principal positiva y de
la mayor dilatacién principal negativa (Baes, pag. 542), aplicada
por. Grashof, Resal y Bach.

(7) Teoria de la méaxima dlStOI‘SlOIl (Marin, op cit., pag
855).
| (8) Teoria de la méaxima distorsién y méxima dilatacion
(Marin, op. cit.,, pig. 856).
[ .

_ ¢) Teorias basadas en las tensiones tangenciales.

(9) Teoria de la maxima tension tangencial (Baes, pig. 543),

(*) Hemos seguldo el smtema. de clasificacién de las teorias adoptado por
MARIN en su estudio’ pubhca.do en los Proceedings A.S8.C. E.
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. conocida como teoria de Saint-Venant-Guest. (Guest-Philbso?

phical Magazine, 1900).

(10) Teoria de Coulomb generalizada o de frotamiento in-
terno proporcional (Baes, pag. 547) h

(11) Teoria de Mohr (Baes, pag. 553 y Mohr: Welche

Umstande bedingen die Elastizititsgrenze und den Bruch eines |

1

Materials, Z.V.D.I., 1900, pags. 1524 a 1572)

d) Teorias basadas en la energia de cleformacw.n:

*'(12) Teoria de la maxima energia total de deformacién
(Baes, pag. 560). Conocida como teoria de Beltrami y Haigh.
*(Beltrami: Sulle condizione di resistenza dei corpl elastici. Opera
matematiche Rend. 1885 y Haigh: The strain-energy function

- and the elastic limit. Engincering, 1920).

(13) Teorla de la mixima energia de distorsion (Baes; pag
. 563), conocida como teoria de’Huber-von Mieses-Hencky. (Hu-
"ber: Die spezifische Formiiderungsarbeit als Mass der Anstre-
gung cines Materiales; Czasopismo technize, Lemberg, 1904;
von Mieses: Mechanik der festen kérper in plastisch deformablen
Zustand, Nachr. d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gétting,en, 1913
¥y Hencky: Zur Theorie plasticher Deformationen, etc., Z. ang.
Math. und Mech, vol. 4, 1924 y Uber das Wesen der plaQLlchen
Verformung, Z.V.D.1I,, vol. 69, 1925)

(14) Teoria cornbmando la energia de distorsién y de de-
formacion total (Baes, pag. 56 y Marin, op .cit., pag. 86L).

\

(15) Teoria de la maxima energla de dllatacmq cibica .(vo-

lume energy) (Marin, op. cit., pag. 861)

(16) Teoria de la energfa de distorsién funcién de la ten-
sién normal media o de la dilatacién cibica; propuesta por F.
Schleicher en «Der Spannungszustand an der Fliesgrenze», Zeits.
fur ang. Math. und Mech., junio 1926 (Baes, pag. 573).

e) Teorias varigs. : . o

(17) Teoria de la méxima distorsién o maxima tensién tan-
gencial, funcién lineal de la dilatacién .cibica o de la presién

" media normal; propuesta por G. Sandel: Uber die Fesligkeits- .

bendingungen», Leipzig, 1925 (Baes, pag. 570).
(18) Teoria de Wehage empirica (Marin, ‘op. cit., pg. 862).

\

[ ]
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(19) Teoria de la méxima dilatacién de voltmen (Marin,
op. cit., pag. 862)., , :

(20) Teoria. basada en la combinacién de las toorias de mé-
xima dilatacién y de méxima tension tangenclal Teoria .de Be-
cker (Marin, op. cit., pag. 863).

(21) Teoria de Norris, semi-empirica propuesta para la ma-
dera de pino en «The elastic theory of wood failure», Trans.
~ American Society Mechanical Engineers, 1939; (Marm, Mecha-
nical Properties of Materials and Design, pag. 65).

(22) Teoria del comportamiento plistico de materiales no
is6tropos; desarrollado por Brandtzaeg. («The failure of plain
and specially reinforced concrete in compression», por F. Ri--
chart, A. Brandizag y R. Brown en el Bulletin No. 190 de la
Engineering Experiment Station de la Universidad de’ Illinois).
Existe ademés otra publicacion, que no hemos obtenido, titu-
lada «Failure of -a Material .Composed of non-isotropic’ Ele-

~ments», en Kgl. Norske Videnskab. Selskabs Skrifter, l‘rohd-
* heim, 1927.
" - Aunque la consideracién de esta teoria ! 'escapa a, los fines
’ de este estudio, no queremos deJar de aprovechar la ocaS16n para
llamar la atencién sobre essta teoria, muy légica y razonable y
que no ha tenido la difusién que merecm dentro de los ambien-
tes técnicos.

(23) Teoria basada en las pequefias fallas de los materiales
(minute-cracks) y en especial en el vidrio. Basado en las fuertes
concentraciones de esfuerzos en los bordes de las fallas; pro-
puesta por Griffith en 1920 en Phllosoplucal Transactions Ro-
yal Society, Seric A y en 1924 en el primer Congreso Interna-
cional de Mecanica Aplicada que tuvo lugar en Delft (Holanda).

) Teorias basadas en la estructura de la materia:

(24) Un grupo de teorias muy difundidas trata de determi-
nar la cohesion de los sélidos partiendo de consideraciones ted-
ricas sobre las fuerzas atémicas o de la energia superficial. Co-
mo todos los materiales corrientemente utilizados, estin muy
lejos de cumplir las conchclones supuestas en esas teorias deben
esperarse grandes diferencias en los resultados experlmentales,

lo que realmente ocurre.
- Fiirth y Born M., Proc. of the Cambrldge Phil. Society, 1940.




— 376 —

M. Polanyi, Z. PPhysik (1921) basado en la energia super-
ficial..

F. Zwicky, Phys Z. (1923). . -

J. H. de Boer, Trans. Faraday Soc. (1936) _

Véase también al respecto R. Houwink, Materie plastiche ed
altri materiali (Trad. italiana, Mﬂau, 19486).

. § 2. Definicién de rotura.

Al examinar detenidamente estas teorias y los ensayos que
las: fundamentan, uno de los primeros hechos que resaltan es la
diversidad de criterios adoptados por los distintos autores para
considerar que un material ha llegado a la «rotura».

Aunque cueste creerlo, una de las mayores fuentes de mul—
tiples -discrepancias y divergencias es que no existte acuerdo téc-
nico acerca de cudndo. deba considerarse «roto» un material.
Quien se inicie en estos estudios, debe tomar muy en cuenta al
leer un articulo o estudiar ensayos de laboratorio el criterio de
drotura» adoptado por los autores.

En la literatura -anglo-sajona; en especial, existe un término
genérico «failure», que podriamos traducir por ««fracaso -o falla»
del material o estructura, que se presta a multiples interprrem—
ciones. Con razon dice Marin (*): «<«El .término - failure esta
sujeto a una gran variacién de definiciones. Implica un valor
limite de cambio de forma, tension, deslizamiento, energia o una
combinacién de estos factores, determinéndose experimentalmente
un punto de failure por una curva de tensiones-deformaciones.
En la lista de ensayos que transcribe fueron elegidos los criterios
'de considerar que se habia llegado a failura cuando se alcanzaba:
(1) el limite inicial de escurrimiento; (2) el limite de escurri-
miento; (3) el limite de elasticidad; (4) el punto de rotura (rup-
ture point); (5) el limite de proporcionalidad; -(6) el limite de
escurrimiento de Johnson (**) y (7) el punto -determinado por

(*) Proc. Am. Soe. Civil Engineers. Agosto, 1935, pg. 851. )

(**) Adoptado por A. BECKER en su trabajo: ¢‘The streng and stiffness
of steel under biaxial loading’’. Boletin n® 85 de la Universidad de Illinois.
El ‘‘limite elistico aparente’’ de Johson se define ”como el esfuerzo unita-

rio en el cual la relacién de deformaei6én (-A—-) es 509, mayor que en el ori-

Ao
gen(L{ ).”
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la interseccion -de las prolongaciones de la parte elastica y parte

- pléstica de la. curva de tens1ones-deformacmnes._

En un trabajo muy importante e interesante, reciente; titu-
lado «Fracture and Strength of solids», aparecido en 1949 en el
volumen XII de los «Reports on progress in physics», de la Phy-
sical Society de Londres, E. Orawan comienza asi:

«Strength is the resistance of a material to fracture; in
the quantitative sense, it is a critical valuee of stress at which
fracture occurs. In a loose usage which has not completely
disappeared yet from engincering and metallurgical literature,
strength denotes the stress at which the material «fails» either by
fracture or by plastic.deformation. However, the stress at which
plastic deformation takes place should be called the yield stress».

No hemos traducido este parrafo porque no hemos querido
traicionar en lo mas minimo el pensamiento y las palabras del
aufor . y ademas porque la traduccién hubiera .ocultado varios

" términos ingleses muy empleados en la literatura técnica moderna

Yy que conviene conocer en el original. x

Como puede apreciarse, existen términos que necesitarian
definiciones técnicas concretas y precisas, tanto para los mate-
riales como para las estructuras.” En castellano: rotura, falla' o
fracaso, fractura, resistencia. En inglés: fracture, failure, rup-
ture ,sirength. Esperemos que en préximos congresos, reuniones,
o simplemente por acuerdo suficiente entre los autores,. se avance
hacia un entendimiento comiin y generalizado del s1g111f10ad0 de
esos términos. Grandes malentendidos desapareceran de inme-
diato. '

No' entraremos aqui a proponer definiciones, pues conside-

ramos que debe fratarse que ellas salgan de instituciones o gru-

pos, en vez de ser personales. Nos limitaremos a sefialar que en

" lo que sigue nos referiremoss en especial a los' materiales més -

corrientemente utilizados en la Técnica y que adoptaremos el cri-

terio de failure o sea de falla o fracaso del material en su utili-

zacién, o sea justamente el aspecto que Orawan no considera ne-
cesario analizar en su informe citado. Este estudio trata pues de
ser complementario de aquél; y pretende que entre ambos se tenga

~una idea lo més concreta posible del estado actual del problema.
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' § 3. Aspectos fisicos del problema. - '

. Dos son, a nuestro juicio, las causas principales que han
llevado a la multiplicidad de las teorias de rotura y a la insufi-
ciencia de la mayor parte de ellas. En primer término se ha
pretendido por algunos autores aplicar formulas deducidas de la
teoria de la -elasticidad mas’alla de su campo de validez. Asi se
han querido aplicar dichos tipos de férmulas para materiales en
evidente estado plastico; o para grandes deformaciones o cerca

de la rotura. Se olvida que la teoria de la -elasticidad parte de

cuerpos is6tropos, defformaciones infinetisimas (en el sentido
fisico) y de la ley de Hooke. Si estas hipolesis no se cumplen,
no tiene sentido alguno aplicar esos tipos de f6rmulas. Es absurdo
pretender que pueda tener algén sentido la teoria de rotura de
la méxima deformacidn, cuando se calculan éstat con la teoria
de la elasticidad. Lo mismo ocurre al tratar de aplicar en la ro-
tura las teorias de la energia elastica de deformacién (tanto de

_ dilatacién como de distorsién). No. insisliremos en este punlo, .

dado su evidencia. Llama por eso mismo la atencién que Mur-

nagham en su estudio aparecido en el American Journal of Ma- -

- thematics, 19387, trate de determinar teéricamente . el limite de
escurrimiento cuando el cuérpo ya no es eléstico, aplicando las
formulas por él deducidas rlgurosamenle para deformaciones
finitas eldsticas. :

La otra causa de las dificultades reside en que en general
no existe mayor preocupaciéon por los aspectos fisicos del pro-
blema. Este olvido es la causa precisamente de que hasta hace
relativamente pocos afios no se reconociera categdricamente la
imposibilidad de encontrar una teoria unicay general delarotura.

‘Por el contrario, hasta hace 20 afios, los mayores esfuerzos se

hicieron para tratar de encontrar esa teoria general y se descar-

‘taban o discutian teorias con. amplios campos de validez, Gni-

camente porque no eran validas para todos los materiales.

Al reconocimiento de esa imposibilidad se llegé después de
arduos y numerosos ensayos. El primero que la enuncié en tér-
minos precisos fué M. Ross, en lo que Freudenthal (*) llama el
teorema de Ross, que enuncia asf:

—_—

(*) En su trabajo ‘‘Allgemeine Platizititsheoire, Gleitlinien felder’’, 2¢
Congreso en 1936, en Berlin y Munich de la Internationale Vereinigung fiir
Briickenban und Hochbau.
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«No ‘es posible una teorin general de rotura que no tenga

en cuenta la textura del material, debido- al hecho de que el

comportamlento de los materiales de estructura interna d1ferente.
es a menudo fundamentalmente diferente». S

* «Cada material exige su propia teorfa de rotura, como con-
secuencia de su estructura interna y de su comporlamlento bajo.

'deformacmn» (*). .Afiade Freudenthal, con toda razén: «El
hecho de que este teorema no hubiefa sido nunca formulado tan

precisamente y que hubiera asi una tendencia a genecralizar los

resultados de lexperlmentos llevados a cabo al ensayar ciertos
‘materiales, explica la existencia dé tantas hipétesis».

En efecto, basta observar simplemente los ensayos de los

- laboratorios para compreﬁder por. ejemplo, que el mecanismo

de rotura de una pieza de hormigén, tanto a la compresion como

a la traccion, flexién o torsion o de una de acero son’ totalmente

diferentes. Todavia mds, un mismo malerial, segun su estado,

" puede romper en forma diferente y para cada estado habra una

teorla ‘diferente que mejor se ajuste a los hechos.

' Orawan en su Informe sefiala: «El mismo material puede
romperse seglin diferentes mecanismos de fractura, segin las con=
diciones de esfuerzo y deformacién y segin la temperatura; asf,
un acero con bajo tenor de carbono puede mostrar los tipos de
fractura fibrosa y al corte a la temperatura ambiente, fractura
fragil a menos de —80°C, y fractura por deslizarhiento inter-
granular (creep) en deformacion lenta a temperaturas superiores
a 6000 C». Incidentalmente ‘queremoss llamar la atencién sobre
la interpretacion que da Orawan, en‘ese estudio, a-esta disstinta
manera de comportarse el material por ser la mejor que cono-
cemos y un buen lejemplo de teoria logma ajustada a los as-
pectos fisicos. - : \

Sentadas estas conslderaclones que estimamos esenciales, de-
bemos .comenzar por clasificar los principales y mas corrientes
tipos de rotura, o falla (failure) de los materiales, en general

distintos entre si, para cada uno de los cuales debera eleg1rse

la teoria que mejor se adapte y 16° explique. .

( ) La pnmem. definieién del temema de Ross que nosotros hemos en-
contrado en sus trabajos es: ‘‘La afirmacién de que cada grupo de materiales
tiene su teoria de la rotura que' le es propia parece justificada’’. Ella consta
al final de la publicacién de febrero de 1929 del Gabinete de Materiales de
Zurich titulada ‘¢Versuche zur klirung der. Fiage der Bruchgefhar’’..
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Eligiendo los materiales mds corrientemente usados por la
técnica los podemos clasificar en cinco grandes grupos: 1° me-
tales y aleaciones ductiles como hierro, acero, cobre, aluminio,
bronce, etc.; 29. materiales fragiles, en especial la fundicion de
hierro y el hormlgon 30 .materiales plasticos, el asfalto, los me-
" tales a alta temperatura, etc.; 4°. materiales con textura fibrosa,

como la madera. ¥ 5°. materiales compuestos por grandes’
agrupacioness moleculares; por ejemplo el caucho.

En el capitulo siguiente indicaremos cuéles son las teorias
técnicas mas satisfactorias para los dos primeros grupos de ma-
teriales ,que incluyen un porcentaje, particularmente elevado de
materiales usados en construcciones. Con respecto al primer gru-
po, o sea el de metales dicliles consideraremos que el material
deja de cumplir su funcién cuando se produce el escurrimiento
(yleld stress failure). :

Se tratard alli de inferpretar fisicamente las teorias més
aceptadas y mejor' comprobadas.

A quien interese los fenémenos de rotura, ruptura y iraclura
propiamente dicho, remitimos al trabajo reiteradamente citado
de E. Orowan «Fracture and stragth of solids»; tanto por ser
reciente (1949), como por la excelente y realista apreciacién de
los fenémenos involucrados, asi como por la bibliografia que
trae. Aun a riesgo de extendernos demasiado, creemos’ interesante
reproducir los tipos de .rotura (fracture) que Orowan analiza

-y estudia. -

«(1) Fractura frdgil (fractura poor clivaje).- Este es el me-
canismo de fractura tedricamente mejor conocido. Es el iinico
que ocurre en materiales completamente fragiles; sin embargo,
también se observan en materiales dactiles bajo ciertas condi-
ciones (por eJ-emplo la fragilidad del acero ‘en plezas con en-
talladuras). - ' .

(2) Ruptura (por localizacién de deformacion plastica). -
Muchos materiales muy ductiles, particularmente en formas la-
minadas, sufren ruptura er® tensién por el adelgazamiento con-
tinuo alrededor de una seccién («necking»); las parles arriba y
abajo del cuello finalmente se separan segin una arista aguda o
en un punto, como un hilo de melaza o vidrio caliente. En for-
ma similar ,cristales Gnicos de materiales ‘ductiles pueden sepa--
rarse en dos partes, cuando se deforman lentamente a una tem-

w
\
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peratura suficientemente elevada, por deslizamientos limitados a
unos o pocos planos de deslizamiento” que finalmente terminan
en que dos partes del cristal se separan una de la otra. Tales pro-
0esS0S No pueden ser llamados con precisién fractura (fracture);
en lo que sigue se denominardn ruptura (rupture)

(8) Fractura fibrosa. - Esta forma el fondo de la copa en
la fractura de «copa y cono» de metales dictiles en €l ensayo a
traccién. La superficie de fractura aparece mate alerc1opelada al
ojo desnudo y fuertemente mellada ba]o el microscopio; es
aproximadamente perpendicular a la maxima tensién.

(4) Fractura por corte. - Esta produce las fractura -de borde
de la copa en la fractura de «copa y cono»; es la fractura tipica
de materiales ductiles al corte, a la torsidn, y en los ensayos a
traccién de liminas. La fractura sigue una superficie de maxima
deformacién de corte; la superficie de fractura es -a menudo no-
tablemente - lisa.

(5) Fractura por fatiga.-La fractura por fatiga mecanica
bajo esfuerzos ciclicos tiene mucha semejanza con la fractura
fragil, por ejemplo, en s’ sensibilidad a los defectos superficia-
les, y en el hecho de que la superficie de fractura es general-
mente perpendicular a la méxima tensién. Sin embargo, la frac-
tura tipica de fatiga no puede ocurrir sin deformacion plastica
local en el borde de la pequefia fisura de propagacién, y una
delgada capa en la superficie de la fractura es intensamente en-
durecida (cold-worked). z

La fatiga por corrosion, la corrosion por esfuerzos y los
fenémenos de fatiga estatica en materiales fragiles (por ejemplo
la fractura retardada del vidrio) tienen mecanismos diferentes.

(6) Fractura viscosa intergranular (creep fracture).- Esta
ocurre solamente si la temperatura es elevada y el ritmo de de-
formacién bastante lento para que, los granos puedan deslizarse
uno con respecto al otro sin considerable deformacién intracris-
talina. Gomo consecuencia del deslizamiento, se ahren cav1dades
entre los granos.y finalmente tiene lugar la fractura

(7) Fractura intergranular 'frdgil.—En NUMEerosos €asos, im-
purezas que se segregan y acumulan .a lo largo de los limites
de los granos en metales bajan tanto la cohesion entre los granos
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que la fractura puede ocurrir por separacion intergranular sin nin- .
- guna (o muy pequeiia) deformacion plsatica, aun si los granos’

individuales son muy ddctiles. ,

(8) Fractura por deslizamiento molecular. - Esta es similar
a la fractura viscosa intergranular en el hecho de que la estructura
del material se debilita por un deslizamiento detipo viscoso enire
elementos estructurales; en el presente caso, sin embargo, los ele-
mentos no son granos de melales policristalinos sino grandes mo-
léculass de materiales organicos. La fractura estd a menudo prece-
dida por el desarrollo de opacidad debido a la abertura de cavi-

d_adess intermoleculares..

(9) Tipos especiales de fractura.- Cada uno de ‘los tipos
enumerados arriba ocurre con muchos materiales diferentes; ade-
més hay numerosos mecanismos de fractura que se deben a
algtn rasgo xespecml de la estructura y textura limitada a una
clase de material mas bien especial. Asi por eJemplo materiales
con la textura dendritica a menudo se rompen segin los limites
de los dendritos (Iitaka, 1931; Iitaka y'Yamaggishi, 1938) y

cristales gemelos o plegados segin los planos de dpareamlenlo o
plegado (Orowan, 1942). Algunos de estos mccanismos espe- |

ciales estin intimamente vinculados a uno de los tipos mas gene-

raless; otros, sin embargo, son demasiado partmulal‘es para for-

zarlos a un esquema general».

§ 4. Las teorias técnicas de rotura mds. satisfactorias. .

(]

Deseamos terminar este estudio.indicando, por dos razones,

-cudles son las teorfas técnimcas de rotura que para los materiales.

mas importantes mejor se ajustan a los resultados de los ensayos.
- En primer lugar, para mostrar, el estado concreto, satisfac-
torio, en que se encuentra la técnica con respecto a las teorias

‘de rotura de los principales materiales.

En segundo lugar, porque con respecto a la teoria de Huber-
von Mieses-Hencky, que es la que mejor se ajusta a la’ realidad,
para los materiales- ddctiles damos una nueva interpretacion que

consideramos més sencilla, mas légica y que contempla mejor-
‘los aspectos fisicos. ,
Aqui nos-referimos a los dos grupos de materiales mas co-

rrientemente utilizados en las construcciones.
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I - Materiales fragzles Hormlgén y: [undlclén. S \ )
‘La rotura se produce.debido a las-tensiones tangenciales so-

bre planos de deslizamiento, existiendo fuerte frotamiento interno;

0 por: arrancamiento: ‘interno; o por arrancammnto debido a ten-

-+, . siones de traccion. ‘

' La teoria que mejor interpreta Tos' hechos y da resultados

practlcos muy satisfactorios €s la de Mohr. Pata una compren-

sibn' més intima y profunda del fenémeno deberia ahondarse la-

1nvesuga01on siguiendo las lineas propuestas por Brandtzaeg (*)-

II. Materialess . ductlles Hierro, -acero, alummlo cobre, ni-
quel, ete. : p
Para estos malerlales una gran cantidad de ensayos (desla—:
cindose entre ellos los del concienzudo y: serio investigador suizo
‘Ross én Ziirich y los de Lode en Alemania (**)), permite asegu-
_ rar que Ja teoria que mejor se ajuste a la. realidad es la de:
. . energia de distorsién, llamada teoria” de. Huber-von Mleses y
Hencky, que damos por conocida del lector. »

. ' Al autor no le cabe duda; desde hace .varios afios, de que
.' esta teorfa da resultados muy satisfactorios para los metales déic-
tiles, pero le chocaba.profundamente que la energia de distor-
sién fuera calculada aplicando férmulas validas sélo en el campo
elastico, que eran luego extendidas, sin més, al perlodo plastico.: ‘ ,
Evidentemente era ésta una seria falla.logica que debia ser sub- o
sanada.
Desarrollando una idea esbozada en .van Tterson (>l Yy Ross
Y Eichinger (****), hemos llegado ala contlusién de que esta teo-
ria da buenos resultados, no porque la energia de distorsion sea
un criterio que realmenté se ajuste-a los hechos, sino' porque.
/.. . simplemente da resultados praclicamente similares a los que se
N obtienen con otra interpretacién fisica més logica, y sin la falla
. 'sefialada. ‘
En los metales dictiles parece nalural pensar que el Iactor

“(*)  Para e'stas'teorias, véage la bibilografia que consta en el capitulo don- ‘
de se enumeran las distintas teorfas de rotura. T
(**) Beritche des: Werkstoff ansschuss V. D. E, Diisseldorf, 1925. Proe. 2nd.
International Congress of Applied Mechanies, Zunch, 1926 Mitt., #. Fors-
chungsarb Heft 303, 1928.
© (***) Traité de plastieité pour 1’Ingen1eur, Paris-Lieja,. 1947.
v (****)  Versuche zur klirung der Frage der Bruchgefahr. Zurich.

\ - ' ) N

;.
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determinante debe ser el esfuerzo tangencial méximo- en el plano
.mds favorable al deslizamiento.

b (Si el factor determinante, fuera simplemente el esfuerzo
tang-encial maximo llegariamos sa la teoria de .Guest—‘Mohr Y,

por ejemplo ,se tendrla para el corte simple T, = —12— G,, R lugar

de 0,577 o,, como da la experiencia y la teoria de la energla‘

de distorsion).

Supongamos dadas las ires tensiones pr1n01pales Gy, Gy ¥ 63.
Elijamos un sistema de coordenadas, cuyos ejes x, y, 2, coin-
cidan con las rectas de accién de las tensiones principales. Si que-
remos determinar las tensiones en un plano cualquiera determi-
nado por su normal n, cuyos cosenos directores son cos (nx),
cos (ny), cos (nz) tendremos: >

'

b= V PPon o Ty = V PPua + p2n5' + Pz [1]

Py =04 €O (1) Pay=03008 (ny); Pe=0ycos (nz)  [2]

Pr, = 04 c0s? (nx) + o, cos? (ny) + oy cos? (nz), [3]
siendo pa la tension. que actiia sobre el plano determinado por n
Y que en gener‘al tendra una componente normal a dicho plano
Prn (el primer indice- indica al plano -sobre el que actda la ten-
sion y el segundo indice la direccion de la componente) y una
tension ttangencial 7., (el primer indice corresponde al plano n;
el segundo, »’, es la direcccion normal a n en el plano determi-
nado por p y n). .

Teniendo ‘en cuenta las (1), (2) y (3), resulta

W = Py + Poay+ Doz — Poan = 0% cos? (na) + ot cos? (ny) +
—[-‘032 cos? (nz) — [0y cos? (nx) 4 o, cos? (ny) +- o5 cos? (nz) 2=
=0,2[cos? (nx) — cosil(n‘w)] -+ 652 [cos? (ny) — cost (ny) ]+
40,2 [cos? (nz) — cpst (nz)] — écl G, cos? (nw) cos? (ny) —

— 20, 64 cos? (nx) cos? (nz) — 20, o3 cos? (ny) cos? (nz).

Simplificando esta expresion, utilizando la relacién

cos? (nz) + cos? (n y)—f—coé‘-’ (nz) =1,

-
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después de algunas transformaciones se llega a; = -~ |

2,0 = (0,—0,)2 cos? (nx) cos? (ny) +

'(51—53)2 cos? (nw) cos? (nz) 4 (62.——63‘)2 cos? (ny) cos2 (nz) [4]

Para el caso de los metales qua cristalizan en el sistema ct-
bico de caras centradas (el aluminio, cobre, niquel, etc.) el plano
en que méas favorablemente se efectia él deslizamiento es el (111)
, cuyos cosenos directores con los ejes de simetria son

cos (lzw) =cos (nyj =cos (nz) = Vé:

{(Para el h1erro los planos mas favorables son el (101) y el
(112). Para el tungsteno el (112)).

Si las tensiones principales actuaran segin los eJeS de si-
metrla la tensién tangencial en el plano (111) seria

o=V (oo (o5—oe + (o oo)" 4]

Si fijamos como criterio de rotura que T, en el plano
- {111) no debe exceder de un cierto valor, caracteristico para cada
material llegamos a la condicién

'

(oo + (r—09)* + (o) 5200 [5]
Slendo o, la resistencia a la traccién 51mp1e (61 G,, Gy =05 =0).

‘ La condicién (5) que hemos determinado tnicamente en base -
a la méxima tension tangencial en el plano :de deslizamiento ‘més
- favorable, es casualmente igual a la condicién que resulta de- aph—
*car el criterio de mixima energia de distorsion.

En el caso del metal policristalino debe . tenerse -en cuenta
~ la expresién general [4]. Pero no -es logico seguir el procedi-
miento de determinar .el valor medio de' 7,,/, suponiendo orien-
tados igualmente en todas las direcciones los cristales elementales.
 Este criterio legitimo para determinar las deformaciones elasticas
de un policristal partiendo de los principales cosficientes elasticos
de un monocristal, no es valido para el caso de rotura, en que
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interesan, no el promedio, sino los valores minimos de resistencia
determinados sélo por los elementos orientados mds desfavora-
blemente. ’

Para el caso de traccién simple

. (61:62, 62=63:O)
la [4] nos da que el valor critico constante

‘- . ! \
T =0, cos (nx) sen (nx)
- . ' T, ns

67-1,: y - . . " . | [4 b]

cos (nx) sen (ni)

El valor minimo de o, se tiene para

'

. cos (nz) =sen ("@): V—l—z— .

. Es. decir que la resistencia minima a la traccién de un mo-
nocristal cibico ‘se tiene cuando se aplica la fuerza de traccién
formando un 4ngulo de 45° con. la normal al plano de dessliza-
miento. méas favorable- La férmula (4b) permitiria Suponer que
orientando favorablemente al cristal, siendo t,. el factor deter-
minante o,-podria crecer. Ello es exacto y la .experiencia lo
oomprueba (*). Pero o, no puede crecer indefinidamente, pues
al llegar a cierto valor uel deslizamiento se produciria- sobre otro -
plano para el cual 'es; desde luego, t,n mayor que para el pri~
mer plano. :

Con respecto al ‘caso general de ‘tres tensiones prmmpales
distintas la formula [4] nos dice que para que no ocurra la ro-
‘tura debe tenerse ~

(01—0,)? cos? (nx) cos? (ny) -+
(61—03)? cos? (nz) cos? (nz) 4
(53—03)2 cos? (ny) cos? (nz)

< o2, cos? (nz) sen? (nx)
=< o2, cos? (ny) sen? (ny)
< o2, cos? (nz) sen? (nz).

(*) Véase “‘Les bases de la resistancé méeanique des metaux et alliages®’,
por P. LAURENT, J. VALEUR et S. Boerorr, Paris, 1947, eap. IV. :
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~ Para el caso de corte simple <t0:61=—62 ; 03=0) se te;lj_ : '
, dra: - ‘ c- :
._ PO L AT cos? (nz) cos? (ny) + o2 cos? (nx) cos? (nz) +-
‘ 742 cos? (ny) cos? (nz) < o2, cos? (nz) sen? (nz); eto.
L ) ' - ' z . i
. - El valor minimo' de 1;—0 se tiene pzira

e - o : . z ‘

cos? (nx) = cos? (ny) = —lé—; cos? (nz) =0

(9 para los valores alternativos correspondientes) y es igual a .
1g=0,50, o sea igual al valor dado por la teoria de Guesi-
Mohr y encontrado en algunoss ensayos. De acuerdo con la for-

\

mula anterior el valor de 1;1 podria crecer teéricamente en for-
b4 - . L
ma indefinida. - ' -

El limite superior fisico estard dado por el hecho de que el
deslizamiento se producira segin el plano mas favorable en se-
gundo término. Faltan datos e*cpenmentales para llegar a valores
concretos - definitivos. Admitiendo a titulo de hipdtessis que la
a resistencia en el segundo plano de deslizami-ento fuera superior

Tp
‘en un 50 % al del mas favorable, se puede estimar que —G— mé-
z

xima seria igual a 0,72. Debiéndose esperar una ‘orientacién
media de los elementos méas débiles, groseramente puede calcu-
N ™. medio=0,60 2 o

fo0 larse que dz’mecm__ _]/3 _

Estos valores, tanto el minimo como el maximo -y el me-
dio son precisamente los- obtenidos en los engayos.

Podemos concluir provisoriamente, hasta que se realicen
los ensayos, que sta 1nterpreta01on sugwre, que desde el punto
de vista de la resistencia, se'llega a los mismos resultados en el
policristal y en el unicristal cuando las. rectass de accién de lag
tensiones principales coinciden con los ejes de simeirfa.

.
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CALCULO DE FRECUENCIAS NORMALES DE
* VIBRACION DE MOLECULAS Y IONES
COMPLEJOS DEL TIPO M(XY),

por J uLio V. IRIR,ARNE ’

I‘aceltad de Ciencias Exactas, I'isicas y Naturales. Labo;atouo de
~ Tisicoquimiea

(Recibido el 29-de abril de 1950)

l SUMMARY. — A vibrational analysis has Dbeen made for molecules or com-
plex ‘ions the type M (XY), assuming an octaedric ‘structure (symmetry
group Op). As internal cbmdmates, valence forece coordinates .were chosen. -
An e\p1ess1on for the potential energy, contammg some interaction constants,
was written, Symmetry coordinates were dete1m1ned The kinetie energy was
calenlated by Wilson’s method, and the seeular equation was reduced.

The results were applied to the Raman frequenecies known for thiee ecya-
nide complex: ions. Bxperimental data only allow ealeulation of two force coms-
tants, corresponding to bon(l -length variations for meta.l-calbon and embon—

nitrogen.

Introduccion

El calculo de vibraciones de moléculas y iones complejos
octaédricos .de la formula general XY ha sido realizado en de-
talle por varios autores-(1), (pags. 836 y 342). En este trabajo.
se efectia el calculo para las moléculas y iones de férmula
M(XY),, donde M es un atomo central, y X¥ un’ radical bia-
témico; la estructura se-supone octaédrica, con los radicales XY
alineados radialmente, siendo X el dtomo més interno. Las si-

" guientes especies moleculares y i6nicas responden a esa formula:’

Fe(CN),=, Fe(CN)E, Co(CN);=, Rh(CN);=, .Ir(CN);=,

Mn(CN)(E, Cr(CN)eE, Cr(CO); Mo(CO), W(CO)s De es:

tos, s6lo existen datos- experimentales de frecuencias de vibra-
cion, de acuerdo con la informaicion del "autor, para los cinco

. primeros iones, cuyos espectros Raman han sido estudiados por

varios experimentadores (2). : :
La molécula (o ion) octaédrica estudiada, pertenece al gru-
po de simetria O, y la aplicacion de la teoria de grupos per-




mite deducir (ver, p. ej., 3) para la misma los siguientes tipos
de vibraciones normales: 2 pertenecientes a la representacion

‘no degenerada A;g, 2 a la representacién doblemente degene-
rada Eg, 1aTy 4aTy, 2a Tyyy2a T,,, triplemente de-

i “generadas estas ultimas. De ellas, las frecuencias Ayg, Eg y Ty

L : serdn activas en Raman y dardn rayas totalmente polarizadas

I . para A;q y totalmente depolarizadas (p=6/7) para Lg4 y T'yg.

1. En infrarrojo sélo serdn aclivas las frecuencias T7,,.

La molécula queda descripta por 3 N —6=233 coordenadas,
y correspondientemente, la ecuacion secular que plantea el cilcu-
lo de las vibraciones normales, estard dada, por un determinante
de orden 33. Aplicando .los métodos de la teoria de grupos,
por la eleccién de coordenadas de simetria adecuadas (3), es
posible sin embargo, factorear la ecuacién en una serie de de-
terminantes de menor orden.

, De acuerdo con los néimeros de frecuencias normales citados
mas arriba, se debera obtener en este caso: 1 determinante de
20. orden (Ag), 2 determinantes idénticos. de 20." orden (L), 3
determinantes idénticos de. ler. orden (Tyg), 3 determinantes
idénticos de 4°. orden (Ty,), 3 determinantes idénticos de 2°.
orden (Tyg). y 8 determinantes idénticos de 20. orden (T',). Se
ve que, drebido a la gran sinietria de la molécula, el problema
se simplifica enormemente en este cziso.

Coordenadas internas

Como coordenadas internas de la molécula, se han adop-
tado «coordenadas de fuerzas de valencia», o sea, variaciones en
las longitudes de las uniones interatémicas y en los éngulos de

- : valencia (ver figura). Las mismas forman cuatro conjuntos de
' coordenadas equivalentes, de acuerdo con el siguiente cuadro:

Coordenadas internas - ‘ ' N? de coordenadas
. equivalentes
i AR, ARy, ARg, ARy, AR, AR; 6
‘ AR, AR.n’ ARy, ARy, ARy, ARy, ( ‘ 8
i ] Aoy, Aayy, Aags, Aajg, Adgy, Adyy, Aags, Ay, 12 (3 (redundantes)
Aags, A“ss: Acys, Aoy '

o . By i @2:. Yo Bsr Yoo B Yoo Bor Yo B Yoo ) 12

i -

&t )
-
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De las coordenadas A o, hay 8 redundantes, lo cual corres-'
ponde a condiciones geométricas que “deben llenar los 4ngulos
“(®. , :

Para determinar la posicién de los 4tomos Y, se tomaron
las dos componentes B y y de la variacién del édngulo MXY
(igual a m, en el equilibrio), segtin dos planos ortogonales arbi-
" trarios; de.la siguiente manera:

o

(*) P. e}, a menos de variaciones de segundo orden, debe cumplirse:

{ Acya+ Avgg + Nogy + vy =0
,Aa15 + A(‘L25 + ,/\..0'2(; +'.Au15 =0
Aoy Aoy + /_y s+ Aagg=0

w




—392 — ‘ '

B.: componente del ingulo que forma B, con RB1 en el plano X, X, XX, (que se
ha elegido por los Atomos X de nfimero mis bajo, después del X, y el X,), con-
siderada positiva si ¥ se aleja de X, (del dtomo Z% préximo de nimero mis
bajo). - \

71: -componente del mismo fngulo en el plano pe pendicular al anterior,
considerada positiva si ¥, se aleja de X Y

Y anilogamente para las demis.

REPRESENTACIONES

A los ofectos de determinar las coordenadas de simetria, es conveniente
conocer, no s6lo 1a tabla de caracteres del grupo de simetria, sino también
las matrices de representacién. Bn este casq basta obtener las representaeio- .
nes del grupo O (0, = O x I, donde I ‘es la operacién inversi6n).

Para la-vepresentacién F, se observa que el subgrupo invariante de 0:
E,'C'fl, Ci,"e, C.ﬁa (donde las € son giroé en ' alredaglor de los tres ejes de
gimetria cuaternarios) determina un grupo factor isomorfo con el grupo de si-
metria C,,. La representacién I de este dltimo (véase, p. ej., 4, pg. 533) es
1-ai11biéu, por- lo tanto, representacién de O. :

Para la representacién T, se eligen tres ejes de coordenadas =, ¥, %, a
lo largo de las uniones Ry, R; y Ri respectivamente, con centro en el Ato- -
mo M. Las matrices de las permutaciones que efeetiian las distintas operacio-

_ nes de simetria en las coordenadas a:, 9, #, constituyen la Tepresentacién T.

Tor ej.: L,
170 0 !
roe) =(0—1 0o
. 0 0 —1

(el eje C, GSth dmgldo a lo lzugo de las- uniones R,, R.).

Los cjes de coordenadas @, g, ¢ dividen el espacio en cuatro pares de
octantes opuestos, Numerando estos pares de -octantes, y determinando las ma-
trices de 49 orden de permutacién de los mismos correspondientes a las dis-
tintas operaciones- de mimetria, se obtiene una representacién reducible R, que
contiene la representacién T, P. ej., denominando a, b, ¢, d a los pares.de
cetantes doterminados por las uniones R,B,R; R.BR, R.BR;, B.RR, y sus ’
opuestos, respectivamente, la matriz con"espondiente a C.ﬁl resulta: )

=R-N-2"

R (C‘.'-’l) =

HRo oo
oOROC
(== =]

A

Es posible redueir la representacién B a la ‘‘suma’’ de la representacién
_ tridimensional T. y una representacién unidimensional. Se encontr6 que una




matriz adecuada para esta reduceibn es (*):

|

mlr—‘"o%l

- Asf, p. ej., pard,la operacién C‘,,”“1 resulta:

DE(CS )D-* =

|

; - .
© w9 wIIi—‘ @

- -
|~ = Sl

!
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1 .
_— 0 0
2]
l_“ —]3 0
13 3
1 1 /
L LB
9y3 Y3 2"
111
2 2 2/
L VE'O'
£} 3
-2
_2 _= 5
3 V3 !
2 _ 1
5 3 ° :
0 0 1.
0o =
8
1 2
Ta(C.f.l)= BT
2 12
EI 3

Coordenadas de simeiria -

Se utilizaron coordenadas «de simetria geométricar, es de-
cir, coordenadas  de simetria que no contienen las masas ato-
‘micas. Algunas se determinaron con el método de Nielsen y
Berryman (5), pero la mayoria, y en particular las pertenecien-
tes a las representaciones Tog y Ty, de las cuales s6lo se bus-
caron algunas matrices, se obtuvieron al tanteo. En este sentido

(*') La matriz D se hallé como producto de las matrices de 3 rotaciones

de planos en un -espacio de cuatro dimensiones:

10 00
D:‘OI 00.
0 0 cosy Beny

0 O—sen‘T eos ¥

1 0 0 0 cos ¢ ‘Sell g
0 cos f§ sen B o ‘—sen ¢ COSa
0 —senf ecosf O ] 0
6 o o0 1 0 0

" determinando luego los dngulos o, B y 1 adeenados.

oo o
R o 0.0 -
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facilit6 el problema el conocimiento de las vibraciones norma-
les de las moléculas de formula XY, (ver p. ej.,'1, Fig. 51,

,pdg. 122). A continuacién se da la lista'de las coordenadas de

simetria utilizadas.

Representacién Agg
‘31=176=('A~31+A Ry+ ARy +A Rut Ao+ R

1:{-2’— (ARI‘FARI’I'ARIII+ARIv+ARv+ARvI)-

V_
Representacién Efl .

R3a=9—1/=[2(AR5+ARG)—(AR1+ARz+ARs+AR4)]
- | Ry %[(ARIJFARz) (A Ry +AR,)]

T (AR,V+A Ra)—(A RI+ARH+A Ruz A Ry,)]

Ry, = % [(A R,+ A Re)— (A Rug - A Ry)].

Representacién T g

[(s+ Bs)— (Yi +Bg)]

5a:

[(73 + Ye) <Y4 +75)]-

5,

1
2
CRpp= ‘é‘ [(By + [34);(32 + Bs)]
1
2
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Representacion Ty,

RGc =

R,

RQa

Rsar=21—{/—§[(A oo13+Aoc23—{;Aa3\5—ni—A aae)._(Aa14+‘\Aa24‘-{-QAq4‘5-{_—Aa46)]
Rgy =‘2—% [(Awyg+AuggHAegt-Aays)—(A cele-l-AObge-i‘AA“ge—l—A.%e)]'
5_:,/—5[@ a]'a—}—-Ao;M—i—A a15+Aa16)—< Aa23+Aa24+Aa25+A§26)].
Rig= 2 (B B+ 610

‘,.R7b=-1‘(Y1+Y2+Y3+Y4). |

Rey==(A By~ A Ry)

1 >
Rgcz—f(A R,—AR))

I L (A Ry— A Ry

= —/: (A R,—A va).

(A RI ARy).

- Representacion Tog

RlOa =

: RlOc =

L os—5)
21/5( 27 1)

Ry = — (2 ’
‘101) = E}TG— (205 —0; —d,)

2—1/—5 (dy+ 3+ 5;) by = [(Aays +A°’14-).”(A°‘13 + Aay,)].

1

Donde:
oy = [(A“% +A’“46)_(A°‘36 + Adgg) ]
By = [(Aags + Avyg)— (Ao + Aagg)]
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Donde:
1/*(‘32—‘51) . ' é_llc/e ,

- g = (Y3 +Y5)f (Ye+Ys)

R, — :
' b= V (2 s~ — %) g = (Y2 +Bg)—(Y1+ Bs)

311c%2—17§—(81 _,I—je%_{_%) | 83%(52+B4>“ (By+ Bs)-
. Representacion Ty

N | . ) ' .
1{124 Y (Ez — &) |

1 a
1 B12b:4—v_§<——255~—21—22)

| I{lzc:éﬁ-(gl“i‘ €y —‘Es) ) o ‘ A , (

Donde

1= [(A“m +A°°14+ Aagg + A“ze) (A"‘zs +A“24+ Adyg+ A“m)]
3 :_[(A%s +Aagg + Ao s+ A%s)_(A“m +A“g4+ Aoy + Aagg)]
gy=[(Aays TI'A%& + ‘A“?JG -+ Adyg)—(Aayg +A°°2.6 + A“35+ Aayg)]. o

o 1 . -
i Ryga= 21/‘* (ne— 111) - |Donde: o
‘ ' ‘ . ﬂ1=[([33+[34>_(55+[36)]
i ) B’isl; 21/6 (— 2113 .f— fg) : -
\f' S o [ me=[(By+Be)—(vs+Ye)] |
i L - .
'\; 13c=2—1§(ﬂ1 +mne—mg) ng:[(»Y1+Y2),—(Y3+n)]-
b

Llamaremos en 1o sucesivo U a la’ matriz (de 33><36) for-
mada .por los coeficientes de las 36 coordenadas internas en las
expresiones de las 33 coordenadas de simetria.

= e
Ll “-A.‘ o
- Lo
r
4
4
o

R =




~-

—397— >
Energ'ia potencial

En la e‘{presmn elegida para la energia potencual v, sola-
mente se conservaron, ademas de los términos cuadraticos, los

* términos mixtos correspondientes ‘a los siguientes ejemplos tlpl-_
. €OS: ' ' A :

AR;. AR, , con la constante de fuerza frRr
ARCAR,, > > 5 0 v fm
ARLAR, 5 s > s fmn,
AR, . Augg, > » ERE e f’II?al'
A%a Aoy > » » > Faar
Avyg:Aags, > o b T
La exl.)res'i()n completa queda, pues: _
2V=fr(AR2+AR2+AR:2+ AR2+ AR2+ARy) +
+frt (AR2+ ARp2+ ARy + AR 2+ AR 2+ AR,?) +
+7a (A°°132 + Ay, ? -+ Aoy HAay e + Aagg? 4
o+ Aag? 4 Aagg? A“ze + Aagy? +Aagg? + Aay? +A0’462) +
+ 7 (312+Y12+|322+Y22+f332+ -
Yo? o Be? 742 + Bs? + Y5+ Be? +Ye?) +

+2frr[AR (ARy+ AR5+ AR, + AR; + AR;) + AR, (AR, +

+ARy+ ARy +AR) + ARy(AR, + ARy + AR;) +
 +AR, (AR5—|- ARq) + AR AR]+

) v+2fRRI (ARl ARI ‘I‘ARO ARII+AR3 ARIII+

-+ ARl ARIV + AB5 ARv+ ARG AI?VI) +

) +2f R [AR1(A“13 +A°°14 + A“w +A“16) + ARz(A"'za +

: N ’ +A0«21+Au25+Aa26)+
+ ARg(Aays + Avgy + Aagy + Aagg ) + ARi(A“14+ ‘.
’ + Aagy + A“¢5T{‘A“is)+
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+ AR5(A°°15 ‘l‘ A“25 + Aagg+- A“45) + ARG(A%G +
v . - + A“ze-l-A“ss-l—A%e)]
F2F ga[Aagg(Aag, + Adyy+Adig+ Aagy -+ Aagy + Aagg) +
| +A“14~(A“_15‘|‘A“16+A“21+A“45+A“46>+

- ’ +A“15(A°'16+A°°25+A“35+A°‘45)+
‘+ A“m(A“ze + Aagg + Aayg) -+ A“23(A“24+ A“zs +
‘ ' + Aagg+ Aogg + Aayg) +

+ A“24(A“25 + Aogg+ A“45 +Adyg) +
+ A195 (Avgg + Acgs + A"‘iﬁ) +

'l‘ A“ze(A%s + Adyg) +Aags(Aagg+ Anys) +
+ A%s A%s + A%s A%s]

Puede escribirse, matricialmente:

\ 2V=R'FR

donde R es el vector columna formado por las coordenadas in-
ternas, R’ su traspuesta, y F la matriz energia potencial expre-
sada con respecto a las coordenadas internas, es decir, la ma-
triz ‘formiada por los coeficientes de la expresién anterior. Pa-
sando al sistema de coordenadas de simetria, la matriz encrgia
potencial se reduce a una serie de submatrices a lo largo de la
diagonal principal, en la misma forma que se describié para el.
determinante completo de la ecuacién secular (3): 1 sub-
matriz de. 20. orden correspondiente a la, representacién Ag,
2 submatrices iguales de 2°. orden, correspondientes a la repre-
sentacién Ly, etc. Llamaremos F, que serd

F=UFU (1)

I -

a la matriz energia potencial expresada con respecto a las coor-

denadas de simetria, y F4,, Fg, etc. a las submatrices "que
la componen.
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Se encuentra a51, aplicando 'la (1), las 51gu1enles subma-
trices: : '

FAlg <f3+5f1m fRRI>

fRR, . Iry

FE;;<f&~fRR fRRI>

fRR[ fRI

FTIg:(f’B> ' i
®  fet+2fea O 2fRa 0 \ -
| 0 fs O 0 o )

FT1u=, . ’

- 2frs O 2(fR—7rR) 2fRRx,-

_0 0 szR[ szI

) g fla_zf/(w 0

g Fng——:jFT2u_=< ! 1.

o 0 fs

Energia cinética~

Para el calculo de la energia cinética se aplicaron los mé-
todos de Wilson (6). Llamaremos B a la matriz que define las
coordenadas internas en funcién de las coordenadas caltesmnas
de todos los atomos de la molécula:

R=BX | (@)

-

donde R es el vector columna.de las coordenadas internas, y X
el vector columna de las coordenadas Ty, yl, 2y, Ly, Yo, Zay oee
LN, YN, 2N- i

- La energia cinética se puede expresar en forma matncml
como ° o :

zT:R'G—1R

donde R es el vector columna de las velocldades generalizadas,
y G queda definida por los coeficientes que aparecen en la
expresién de la energia cinética. Se demuestra que los elementos

'
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de la rhatriz inversa G quedan dados por:’

) N B
Gy = DB e

=t Ty ,

donde Bj; iy Bj son elementos de la’ matriz B y m; la masa
del 4tomo correspondiente. La matriz G puede reducirse en la
misma forma que F, expresindola con respecto a las coordena-
das de.simetria, a una matriz. G, compuesta por una serie ‘de
* submatrices G4y, Gg,. elc., a lo largo de la diagonal principal :

G=UGU. : (4)
: . v. A : . o )
Por otra parte, puedenr definirse vectores sp y S por

las ecuaciones:

sy N > -

| Rk: El B/fi L= Elskl - Pt . (5)
’ N N . ‘ . 5 . ' '
SO=ZUpsu (6

. . - . > . .
. ‘donde Ry, es la k-ésima coordenada interna, p; es el vector des-
plazamiento del atomo ¢, los Uy, son los elementos de’ la ma-
triz' U, el subindids I se refiere al namero de orden de las coor-
d@nadas de simetria y el punto en la tltima expresion . de (5)

+ -
indica producto escalar. Los vectores sj, pueden hallarse facil-
mente por expresiones gencrales dadas por Wilson, y a partir

‘ -
de los mismos, mediante la (6), se obtienen Jlos vectores SfY.
Wilson demuestra que con estos vectores _pued-en calcularge direc-
tamente los elementos de la malriz G, aplicando la férmula:

1 .d = > .
- Gu=g Z e Z 80 Sed® . (M
B . P . a :

‘donde d es la degeneracién de las coordenadas Ry, pp es la in-
~ versa de la masa. de los adtomos del conjunto de atomos’equiva-
lentes p, g el nimero de 4tomos en ese conjunto, ¢'es un ato-
mo . arbitrariamente elegido dél mismo coiijunto y @ indica a
qué parte de la representacion degenerada se refieré la coorde-
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® nada Ry, (hay una, dos o tres R, segin que pertenezcan a una
representaciéon no degenerada doblemente, o triplemente de—
generada). ' ‘

En este trabajo se calcularon los elementos de la matriz G
por los dos caminos indicados: 1) determinando las expresiones
de las coordenadas internas en funcién de coordenadas carlesia-
nas (*) (férmula 2), y aphcando luego la (3) y la (4); 2) cal--

culando los vectores S/cz y Sl(i), y aplicando la formula (7). - .
Ambos procedumentos dieron resultados. concordantes, corro- '
borando asi la correccién de los calculos. Las submatnces ob-

tenidas se escriben a continuacién. .

- [wx o—ex o\
G/llg‘: G.I’)g. = + <
. : Hx BX T By ‘
"] 1 '
/ Gp,, = R (hx + Hy) -
1 42 V2. 4
8 2 S UM = —— 0
Ry — Bpy+ H,\) R P'Mz RE, X R, B _
41/‘ 2 4 1 ’ 212 _
— - —— (py A ar= 0
T =R R P R Hf‘[_}_l% ; (B +py) 7, Ma
4 B |
—_ ara , "oy — .
le _ R1 b HM‘|‘P-X- Tk | o
0 . 0 ' —px - pxtun ’
4 2 iy
GTZg . *
R VX Re VX

. (*) Resulta cémodo elegir para cada Atomo el origen de coordenadas en
¢l mismo Atomo, y orientarlas en foima anfiloga; p. ej., eon el eje # en di-
reccion radial, y los ejes © e y en las direcciones de los &ngulos B y v.




- correspondientes a las distintas representaciones irreducibles r;

G Ry? HX B R R, Hx

Tou = .

' P Bx - (kx + by)
R1R'I R12 X Y

Aplicacion a datos numéricos

La ecuacién secular, que puede ser .escrita

|GF — EX|=0

(E: matriz unidad; A=4n2c2+v2, donde las ¢2v2 son las fre-

" cuencias normales de vibracion -y ¢=2,9978.1010 cm/s es la

velocidad de la luz), queda reducida por el tratamiento anterior
a una serie de ecuaciones '

|G F—EX=0 (8)

L
del grupo. Analizaremos ahora su aplicacién a los datos expe-
rimentales ‘de espectros Raman. Tomaremos para ello los re-
sultados y las asignaciones de Mathieu (2). Dejando de lado
los éspectros de Fe(CN)g= y Fe(CN)=, en los cuales sblo se
obtuvieron 2 y 1 rayas, respectivamente, los resultados de Mathieu

se resumen en- el siguiente cuadro: : N
A dyg | E, Tog ;
. Compuesto Y A10-2 v Mo Y Ao
. (em—) (52) (em-Y) (8=2) | (em—?) (s=2)
406 0,0585 | — _ 98 . | 0,00341
Co(CN) K, T i
. 2149 1,638 2137 1,620 — —
445 0,0703 435" | 0,0671 94 | 0,00813
Rh (CN) K, . ) : .
2166 | 1,664 | 2147 1,635 — _
463 0,0761 450 0,0718 95 0.00320
Ir (CN) (K, ’ ’ ! ,
2167 1,666 2143 1,629 — _
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De las 6 frecuencias distintas activas en Raman, se han
observado 5 para los compuestos de Rh e Ir, y 4 para el Co.
Si nos referimos a los modos simétricos de vibracién (ver ta-
bla de coordenadas de simefria), vemos que la pequeiia fre-
cuencia T';g corresponde a deformaciones angulares, mientras
que las otras rayas corresponden a modificaciones de las lon-
gitudes de union M—C y C—N; como lo observa Mathieu, las
pequefias diferencias entre las frecuencias A,g y las Ey se deben
_al acoplamiento de los distintos grupos coordinados ‘en el “ion
complejo, pues los modos de vibracién correspondientes se re-
lacionan por simples diferencias de fase en el movimiento de
estos grupos y por el namero de grupos que se mueven.

Las ecuaciones (8) resultan, para las representaciones Ayg
y Eg (reemplazando las letras X ¢ ¥ por los 51mbolos Cy N,
respectivamente): :

s

Asg: j‘z_k[(fR‘l‘E)fRR\_szRl) e+ fr(ret )]+ _
| +[(fr+5 frr) fr,—*rR,] - popn=0  (9)
Ey: M —X\[(fr—frr—21RnR,) - Fe+ fr,(kc+1m)]+
| +[(fr=frr) fr— FPrr] - poen =0 ()

\ ' N :

Dado que se conocen las raices X, y se buscan las constantes

de fuerza f, conviene plantear, para cada una de las antenores,
las' relaciones

AMtre=—p (10)
AMAp=q )

siendo p el coeficiente de A en las mismas, y g el término in-
dependiente. Como para los compuestos de Rh e Ir se conocen
las 4 frecuencias, se podria en principio plantear los dos pares
de ecuaciones (10) y deducir los valores de las 4 constantes fp,
Jry: TRRY fRR, - El procedlmlento conduce sin embargo a

valores inaceptables de / Ry » lo cual es inmediatamente explica-

ble si se atribuye a las medidas de longitudes de onda un error
del orden del Angstrém. Se ensay6é un cilculo por aproximacio-
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nes sucesivas, pero no. se .obtuvo convergencm La proximidad de
los pares de lineas observados no permiten, pues, deducir valo-
res para las constantes de interaccion frp y frR, - Desprecian-

do entonces fpp, las (9) ¥ (9") quedan ambas:

—[f'. i+ TR, (e + ww)] + F Fr; - b iy =0

‘donde ‘f’ es fp+5frr para-Ayg y fR—fRR‘ para Eg. Para los

compuestos del Rh'y: del Ir, del par de valores de f’ se puede

estimar el valor de fpp; con éste se puedé aan corregir f' pa-

ra obtener fp, pero hay que tener presente que fr y fg, esta-

rian sujetos a una correccién més importante si se pudiera cal- -
cular frp,, que es presumlblemcnte mayor que fRp.

En el cuadro siguiente se consignan los valores obtenidos de
f' (o sea fg, si se pone frr=0); fg,, el valor estimado de fpp,
y fr corregido por este tltimo. Todos los valores estan dados

-en 105 dyn/cm.

Compuesto | Datos i “fry frr r
Co(CN)= | 4y | 2,65 16,79 - _ —_—
, Ay | 821 . 16,90
"Rh(CON),= 3,14 16,76 0,025 |. 3,09
e Eg | 8,06 : 16,63 :
. Ay | 349 16,82 :
Ir(ON), = 3,39 16,66 0,033 3,33
: o Eg | 3,29 16,49

* Naturalmente, para obtener valores de las constantes de
fuerza correspondientes a ‘un esquema tan simplificado, no es
necesario llevar a cabo el tratamiento completo de coordenadas
de simetria (*). Queda sin embargo, la posibilidad de disponer
de las cuatro frecuencias activas en el infrarrojo T';,, atn no de-
terminadas, qlixe corresponden a una ecuacién de cuarto grado

(* ) P. ej, consldelando por separado los’ smtemas formados por el Atomo®
('Glltla.]. My cada uno de los’ grupos XY (véase 1, pig. 173, £6rmulas IT, 198/9),
¥ cons1delp.ndo la masa. de A .como infinita, para dar cuenta de su inmovilidad,
sc obtienen dos relaciones equivalentes a la (11), Véase también MarmIEU, L. C.
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en la que también figuran las constantes de fuerza anteriores,
junto ocon las de deformacién angular.
Para la representaclon Ty9, la ecuacién (8) toma la forma:

_}‘[4‘}""0(7:04 , zfaa)'{‘(HC'I'PN)fB]
.+4ff3(fa 2fau> P'CP"N 0 <112)‘

donde en lugar de fy, fg ¥y fuo S0 ha escrito

f’ f’ua
s ¥ faa Rlo :

fo= R2’ff3

Simplificando la (12) con - f,,220, planteando las (10), y
suponiendo. que la tnica linea observada ‘esté en realidad com-
puesta por dos lineas no separacas, es decir \; &2 ),, se’ obtienen
constantes f imaginarias. Se deduce én cambio, que para que
estas constantes sean reales, \; y X, deben estar relacionadas por
un factor no menor que 6,5. Pueden darse entonces dos casos:

" que la frecuencia observada sea la mayor, o la menor. El se-

gundo caso parece poco probable, por no haberse ebservado
ninguna ofra linea en el espectro. En el primer ‘caso, la fre-
cuencia no ‘observada serfa tan pequefia (v<38cm!) que que-
daria’ seguramnente confundida con la linea excitadora; si el fac-
tor A/, no pasara de 50 y suponnendo f3=fa fo estaria pro-
xima a 0,014.10° dyn/cm y fg seria del orden de los milésimos
de 10° dyn/cm. Como para ‘las ‘constantes de fuerza considera-
das antes, se puede esperar que la determinacién de las frecuen-
cais activas en el infrarrojo complem\enle los datos de frecuen-
cias Raman, a los fines de calcular los valores de las constantes
de fuerza. '
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e '~ TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES Y
i - - FLUCTUACIONES DE CAMPOS CUANTICOS
| 'ESTAGIONARIOS

; ) por Jost A. BALSEIRO
T ' oo Instituto de IFisica.—La Plata
| j,f - (Recibido el 9 Mayo 1950)

SumMARY. In a previous paper, quoted below, we have dealt with the
problem of tlie transformation of configurations of the radiation field. The
generalization for quantum fields satisfying Bose-Einstein statisties is imme-
" diately obtained. For quantum fields satisfying Fermi-Dirac statistics a par-

tieular representation of the wave functions is chosen, which permits, in a
. simple way, to find the particle distribution. The problem arises if we deal
o ‘ with the passage of a particle field through a physical apparatus without

: absorption and in the case that the field cam be considered stationary. The
description, of the field requires a particle distribution to be given over the
states of an orthogonal system of vibration satisfying the field equations,
and after the fields passage through the apparatus, it will De, in general,
convenient to deseribe the field in terms of another orthogomal system, for
which the particle!distribution remains to be determined. The problem is of
interest in partieular with respect to the fluctuation phenomena, for which we
chtain expressions which resemble those of fields in thermodynamic equilibrium,
for they contain a term that gives the classical fluctuations of particles and
further, other terms, which must be attributed to interferences,

§ 1. Introduccién. Trataremos el problema de obtener una
descmpcmn completa de campos- estacionarios de particulas en
el caso en que, estando dada una configuracién de campo refe-
rida a los estados de un sistema ortonormal de soluciones de las
ecuaciones de campo, se adopta para la descr1pc1on del mismo
otro sistema ortonormal de soluciones.

~~ El problema se origina al considerar el pasaje de un campo
de particulas por un disposilivo, idealmente supuesto sin absor-
cién, y en el caso en que el carripo puede ser considerado esta-
cionario (por ej. radiacién que "atraviesa un sistema 6ptico,
particulas cargadas en un sistema de campos electro-magnetos-
o tatico, espectrografo de masa, etc). El campo descrlpto inicial-
mente mediante un sistema de soluciones f, serd. conveniente,
después de atravesar el - dispositivo, describirlo mediante otro

-
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‘sistema de soluciones F,, respecto de cuyos estados se trata de
determinar la distribucién de particulas. Es también el caso
_en que, por la naturaleza del problema o .por las condiciones de
" contorno, el campo se describe mediante cierto sistema de solu-
ciones . de las ecuaciones de campo y por las condiciones de ob-
servacion es necesario adoptar una representacién mediante otro
sistema de soluciones de estas ecuaciones. Tal por ej. el campo
descripto mediante ondas esféricas observado dentro de angulos
s6lidos pequefios (ondas planas). ‘

Si bien las condiciones impuestas (campos estacionarios y
conservacion del niimero total de particulas asociadas al campo):
restringen considerablemente la generalidad del problema, éste
“es, sin embargo, de interés en lo concerniente a una mejor com-
prensién del mecanismo de los campos cuénticos y, en particular,
en lo referente a los fendémenos de fluctuaciones que .aparecen-y
que, en condiciones adecuadas, podrian permiﬁr verificaciones
experimentales.

En un trabajo prev1o (1) hemos tratado la transformacion
de configuraciones del campo de radiacién, determinindose ‘la
distribucién de fotones sobre los estados del segundo sistema
de soluciones de las ecuaciones de campo. La correspondiente ge-
neralizacion para campos cualesquiera de estadistica Bose-Einstein
(B—E) es inmediata, pues el tipo de estas transformaciones de-
pende solamente de las relaciones de conmutaciéon de los opera-.
dores de amplitud.

Tratandose "de campos de particulas de estadlsuca Fermi-
Dirac una representacion adecada de las autofunciones del ha-
miltoniano permite, en forma simple resolver el mismo pro--
blema para esta clase de campos.

Sea ¢ el operador de campo expresado medlante un sistema
de soluciones f, -de las ecuaciones de campo:

(I)::Ea,.fl.%—va,ﬁ‘f,;‘ (11)

siendo a, y a," los operadores de amplitud que involucran- los

factores periédicos ex'p( A E, t) y exp ( h ) , respec—

’

\ . ) - .
() J. A, BALSEIRO, Revista de la Unisn Mat, Arg. vol. XIV, phg. 64, 1949,
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tivamente, llamando.E, a la cnergia de la particula asociada al

' estado r. Consideramos, por otra parte, a ¢ expresada median- |
/ te otro sistema de soluciones F, de las mismas. ecuaciones de- -
campo, '
t . (l): Z bst'Fbs-l—Fs* . .. (1 2)
3

siendo by y bg+ los operadores de amplitud referidos al nuevo
sistema de soluciones, vinculadas con las anteriores: mediante la
s v ‘ transformacion unitaria

fo=ZC,F, @)

transformacion, ésta, que establece entre los operadores de am-
plitud las relaciones de - transformacion

'

a,= Z C,5* b, o oAy
: . . by==Csa. . . (1.4) -
, , .  Si se da una distribucién de particulas sobre los estddos del ﬂ

18 ' sistema de soluciones f, expresada mediante la autofuncién .

o y(nyng...) del hamiltoniano del campo referido a este sistema, = ;

‘ ‘el problema de determinar la distribucion de particulas sobre - - T
los estados del sistema F,, se resuelve encontrando-la autofun-

| ci6n transformada de Y(nyns...) expresable mediante la com-

P ‘ binacién lineal ' :

I
| . .
)

Z.d(leﬁz-... /mymgy . ) E(mymg..)  (Zn,= Zmy=N)-

. en donde L(mym,...) se refieren a cada una de las configura-
ciones de campo referidas al sistema F,. La probabilidad de la .
configuraciéon a la cual se refiere esla autofuncion queda da- :
da por  W(ngng.../mymg...) =d*(niny... [mymy...) d(nyn,.../

- mlmg...). ‘ : I

‘I valor medio del ntimero de particulas asociadas al estado

i t, pertencciente al sistema -de soluciones F,, se define:

i m(ngng'.. /) =Zm W(ngne ... /mymg...my...).
‘ m ’

(1.5)

'
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entendiéndose que la suma sobre m debe :efectuarse. sobre todos
los valores de m’ companbles con Z mg= Z n,=N..

La chspersmn medla respecto del valor medio o fluctuamon‘

queda dada por

1

\

cs‘-’(n1 Ny .../0) :“ni2(n1 ng /t) — ["n?(nl ny SO (1. 6)
siendo
ﬁ2(nl Ny ...[t) = Zmg? W(In1 ng-../my mé My ) (1.7)

. Se encuentra para estas fluctuaciones expresiones que con-

tienen términos que dan las fluctuaciones clésicas de particulas -

y términos atribuibles a interferencias propias de una y otra
de las estadisticas cuanticas, en forma que recuerdan las expre-
siones correspondientes a fluctuaciones de campos cuanticos en

equilibrio termodindmico. En el caso de estadistica B—E cuan-’

do el nimero de particulas asociadas a cada estado del campo
es suficientemente grande las fluctuaciones’ de particulas des-
aparecen. quedando Unicamente las debidas a interferencias.

I. - Fluctuaciones cldsicas

§ 2.-Fluctuaciones de "particulas. Consideraremos ,respec-
to de las fluctuaciones de particulas clasicas, un ejemplo - que
nos servird como punto de comparacién referente a los resul-
‘tados que enunciaremos mas adelante y que, por otra parte, no
estd desarrollado, con la generalidad que lo necesitamos, ‘en los
tratados. de estad;stlca@)

Sean N cajas que contienen esferas: ny la primera, n, la-

segunda ...ny la Nma. DEstas esferas pueden caer al. azar en M
celdas de distintas dimensiones y disposicién. Sean. Py, Py, ...

P,y, las probabilidades que una esfera de la caja 1 caiga en las
celdas 1,2,... Mma. Py, Pyy ... Pgyy, las probabilidades corres-
pondientes a una esfera proveniente de la caja 2, etc. De esta

(®) Ver p. e. R."B. LiNDsAY,. Intwductwn 1o phszal statistics, Gap VII
§ 3, (John Wiley & Sons, New" York, 1941).
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manera definimos ‘las N><M probabilidades elementales Pj;.
Si introducimos el polmomlo o ‘

M <
Zi=Z Py,

se demuestra que en el desarrollo:

L L. Zyow — :
= Zw(ny ny...[mymy...) yy™ ygme . yymu( Z n,= 2 my)

MIM2eees

los coeficientes w(n ny.../m;m,...) dan la probabilidad que .
my, my,,...my esferas caigan, respectivamente, en las celdas
1,2,... M. ’

Observando que Zj=1 para y;=yy,=...=yy=1, calcu-
lamos el valor miedio del namero de esferas que caen en la
celda ¢ de la siguiente manera:

m(nyng...[t)=Zmw(nny.../mymy...) =

d—.j’— (Zp1 Zgne ... Zynw) ]’:: = ;n,L P, (2.1)
L : ” ] ‘

fh=fa=..1

Calculando el valor medio cuadrético m2(n, ny.../t) de ma-
nera andloga, mediante una segunda derivacion de Z,;m Z,ns... Zyny
obtenemos para la dlspersmn media cuadritica, segun la de-
finicion (1. 6) la expresion:

- o¥(nyny...[L) :Tfln,.P,;(li—»P,-z)-‘ , _ (2.2)

Cuando N=1 esta expresién se reduce:

62(0.0...n,0...0/t)=n, P (1—P,). (2.38)

§ 3. - Fluctuaciones debidas a inferferencias. Paralelamente
al ejemplo del paragrafo anterior trataremos un ejemplo. én
el que quedan de manifiesto las fluctuaciones clasicas, debidas
a interferencias, de un campo de radiacién estacionario.
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Sea B, una onda electromagnética expresada en funcién
de ciertas solu01one< paruculares A, de las ecuaciones de Max-
well: : : . . : , \

Bi=ZC, A, =Z0,e?tA,
. r r
donde hemos expresado explicitamente las fases. relativas:
Crt = Oy eipre \ Icrbl =

. La intensidad I, de la radiacién es proporcional al cua
drado del moédulo de BL: . : ‘

ILN lBtl2 Z}m,,l\A |24+ = a, ,u:“el(‘{"i—‘f” nA&A,.
r/r

El valor medio de la .intensidad se -obtiene promechando
sobre todas las fases relativas

ENZOL,.LZ[A,.l2:ZlC,.‘¢|2|A.rl2.,‘ ©(3.1)

o De la misma manera obtenemos la intensidad media cua-
dratica: R

TP ~ ot | AjJE 4 2.5 |G ]2 G2 | A, 2] Ag 2
r r=f=r' )
‘con lo cual calculamos la dispersion ‘media cuadratica:
of =12 — (1)~ El Cri|? |Crg|2 | A |2 A |2 (8.2)

Teniendo presente que |A,|2 es proporcional al ntimero n,
de fotones asociados al estado. r podemos expresar la (3.1) y
(3.2) en la forma:

I,~=n,|C.l2 - (3.1)

62 ~ S,y |Cy|2|Croy|2. (3.2")
rof=r : .
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I1. - Campos de estadistica Bose-Einstein

§'4 - Probabilidad de una confiéumcidn de . campo. Se de-
muestra que las autofunciones del hamiltoniano de campos de

estadistica B—E v(nyn,...), admiten la representacion (%)

31111 3071-
y(n,ng .. ) _Vn11 Vn2 ............

siendo 3,=—1ia,.

Mediante esta' representacion, la transformacion de las au-

- tofunciones a las correspondientes autofunciones referidas al

sisterna. de soluciones -F se reduce a una transformacion de’
coordenadas dada por la transformacion ortogonal (1. 4) de
modo que:

21n1 B ' ‘. Z m1. Z ms

Y(nlnz )= an Vil ~=m;‘“:5(n1‘ng---/m1'mz )lelvmz
L=20(nyny . /mymy...) E(mymy ... ‘, (41)¢

T Maeye
i

VA 11711 Z me
Formando el desarrollo de ——
Vmy ! Vm,!

en funciéon de

3,1 Zgne N
—... mediante la (1.4’) se demuestra que

y, ademaés, que estos coeficientes cumplxen la propiedad

6*(17,1 R oo /My My ...) 3(ngng ... 0o /mymy L )=05 s,
MyMa.. - . )

En esta forma la probébilidad de la configuracion de cam-

® ZLoc. oft. § 1.

P

- (4.8)
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po referida al sistema de solucmnes F  ala cual correapon(le
E(mpms.,.) queda determinada por

W(n ny .../’m1 My ...) :6*(111 Mg .../mymy .. )d(ny Ny ... [mymy...).
- (4.4)

En el caso de una sola particula presente en la representa-
cién original del sistema f, en el estado r observable en el sis-
tema .F, en el estado ¢ estd dado por G,*C,. Las probabili-
dades elementales de los estados del segundo sistema referidos

-a los estados del primero estin dado, pues, por

-

=Gt C= |Gl . (4®)

§ 5.-Valores medios y fluctuaciones. Temendo eu cuenta
la definiciéon general del valor medio (1.5), la expresion (4.4)
se demuestra (Apén. § 1) que el valor medio del nimero de
particulas asociadas al estado ¢ (perteneciente - al sisterna Fy)
esta dada por:

M(nyng /1) = B0, | G| 2. (an

!

Anilogamente, el correspondiente valor medio cuadratico:

m2(ny ny .../t)_ (n,[C,l|2)2+ Z: n,)C.|2 = (ny+1) [C ',12

P

con lo cual encontramos se_gun la definicién (1. 6),. para la des-
viacién media la expresion:

62.(nl 2 /t) = Z'nrlGrllz(l _—|Crllz) +Zn, nr’l.Crl|2 |Cr'L|2‘ (5 2).
T ) r:f/:r’

Teniendo en cuenta la notacién y el significado de (4.5),
podemos expresar a la (5.1) y (5.2) en la forma:

m(ngny /t) = Z n.P, (6.1),

o?(nyny .. /t)_}:n P,t(l P,l)—i—Zn,n,'PﬂP . - (5.2)
_./.- ,‘_‘
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- En el caso en que en la representacion original solamente
el estado r estd ocupado por n, particulas la (5.2") se reduce a-

02(0,0 ... ny ... 0ft) =n, Py (1— P,y). © (5.3)
Ademss, la fluctuacién dada por la (5.2) puede, tam-
bién expresarse en la forma:

<52'(n1 ng.../ty=m(n, ny .. Jt) 4 .
‘ +[m(nyng ... /)2 — Zn.(n,+ 1) (Cp* Cpy)?

que nos permite, formando la dispersion relativa:

[cs(n1n2.../t) r 1

m(n, ny.../t) =m(nlnz.../t)

+1—

1 iy
_Ww§.nr(nr + 1) (C,.L* Cl‘l).2

discutir el caso en que, en la representacién original, los estados
estdn ocupados por un gran numero de particulas de modo
que n,> 1. En efecto, en tal caso el primer término se anu-
la de modo que podemos dar para las fluctuaciones el valor -
asintotico:

o?(nyny ... /t) 2 Zn, ny| Gy |2 C ]2 , (5.4)
: /= . . ~

III. - Cainpos de estadistica Fermi-Dirac

§ 6. - Probabilidad de una configuracién de campo. Para
los campos de estadistica F—D es posible escoger una repre-
sentacién de las autofunciones del hamiltoniano en la cual los
operadores de amplitud @,,,aq,,... considerados como variables -
no conmutables, describen los estados ry,7; ... ocupados por una
particula y . a,* a,*... los mismos estados vacios. En esta
representacién las autofunciones ¥,,(q;) ¥,,(qs) ... expresadas en

~ funcién de las coordenadas de particulas se transforman en

(Apén. § 2): . : ,
- Y(ryry ... TN) =0, Oy, Oy, ' (6.1)

"
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donde es necesario tener en cuenta que las variables @, anti-
conmutan entre si. Por ello convendremos en ordenar los fac-
tores en forma que los indices formen una sucesidn creciente.
Por otra parte, el principio de exclusién expresado a,a,=0, im-
plica que cada una de las configuraciones de campo represen-
tada por.y(ryrs...) no contiene dos indices iguales. .

Las autofunciones Y(r,r,...) referidas a 'los estados del
sistema de soluciones f, de las ecuaciones de campo se Irans-
forman, mediante (1.4) en:

Y(r17g . IN) =0, Oy, . Gy = z A (PyTg .o [sySg+) by by oo oy =
_ZA(r ro..ifs18g ) E(sy8e...8v) , (6.2)
B81<83.. . .

en donde Ii(s,s;...5y) corresponde a cada uno de los estados
individuales del sistema de soluciones F,. ‘ '

Los coeficientes A (ryry...Ty/s;Ss...5y) resulten ser los
determinantes menores del determinante unitario |C,*|=1 y de
orden igual al nimero N de estados ocupados.

Formando by, b,, ... b,, mediante (1.4) se encuentra que

A*l(;-lrz ,;./8182 “'):A(Sisz---/"ﬂ'z )

Yy, ader.nés, se demuestra (Apén. § 8) que estos coeficientes
cumplen la propiedad (¢) '
CZARryry .y 518y sy) A(riry )

8) <824,

La probabilidad de la configuraci6n de campo a la cual se
refiere Li(s;s,...sy) queda determinada por:

W(rire...tn/s185 ... s8)=A*(r,ry...ry/54 Sy sN) A(rymy i/
' /5185 .- SN). (6.4)

(*) La propiedad de estos determinantes menores de un determinante ortogonal
¥ A('rlrg. . IN/S:1Ss. . .sN)A (rfa. . /8484 . Ssy) =1
como caso particular del nuestro, ha sido demostrado por N, TRubl. Ver T.

Muir, The theory of determinants un the historical order of development, pﬁ,g
£86, T. III (Mac Millan, 1920).
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En el caso en que una sola particula esta presente en el
campo, en el estado original r, la probabilidad de observarla
en el estado t se redice, como en el caso de estadistica B—FE a
C,/*Cy. La (4.%5) es, pues, vélida para ambas estadisticas.

§ 7.-Valores medios y. fluctuaciones. El valor medio del
- namero’ de particulas observables en el estado t, dados original-
mente los estados ocupados 7y,Tg, ... TN esta dado por:

m(ryrg ... TN/t) =2my W(ryrg...TN/S18g - St*- SN)
om

donde es necesario tener een cuenta que m; admite solamente
los valores 0 o 1 y que la suma - sobre m.estd extendida sobre
todos los valores compatibles con = m,=N, nimero total de
particulas presentes en el -campo.

Usando de la propiedad -(6.3) se muesira que.
m(ryrg... /1) = |G, |2+ |Crpl2+ ..+ |C,N5|2=E n G2 |
) - o | (7.2)

.z | i .
debiéndose notar -que n,=1 para los estados correspondientes
al sistema f. ocupados, y n,=0 para los - vacios.

Teniendo en cuenta los valores posibles de m, se ve, en for-
ma inmediata que: ' ‘ -

m(ry g .. f)y=2Zm2 W(ryry... 5/
| " sl_s‘u“,,...sl;..sN) :‘ﬁ(rlrz.:./slsg...) (7.3)
con los cual obtenemos para la dispersion la expresién:.
621y 7 .o ft) = Zn, |G, (1-|c,,,|2)_;ﬁ§rp,'n,,\ Cul? 1Col® (74
| \ .r,r’=r1r2..., ‘ 4
o bien, segan la (4 5), -

oz(rfrz.../c);_;,n,fp‘,.t(1—1>,.,)—‘_/z_r},, ngPpPu. = (1.4)
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En el caso en que todos los estados r estin ocupados de
(7.2) y (7.8) se sigue que m;,=1,02=0. Las fluctuaciones
correspondientes a cualquler estado f, como es de esperar, se
anulan.

A}

IV. - Discusidn

_Teniendo presente (5.1°) y (7. 2)'-'podemos_‘dar para el
- valor medio del numero de particulas observables en el estado
i, para campos de una u otra estadistica la expresién

i, = Zn, Py, . L oav.y)
'y segtin (5.2") y (7.4’) para las fluctuaciones:

o2 =Zn,Py(1-P,) £ Z 0 PP (Iv.2)

donde debe tenerse ‘en cuenta que n,,n, toman para los campos- ‘
de estadistica F—D los valores 0 01, y. que el signo + de o
corresponde a la estadistica B—E y el — a la de F—D.~ -

Segtin hemos visto (final de §§ 4 y 6) P,; define la pro-
babilidad elemental del estado t . respecto del estado r. -Esto
nos permite afirmar que el primer grupo de términos de o2
corresponde a fluctuaciones de partlculas clasicas, segun se
muestra en el § 2.

El segundo grupo de términos de Gﬁ debe ser alrﬂ)uldo a
fluctuaciones provenientes de interferencias. En un instante dado,
- concurren al estado ¢ pariiculas provenientes de distintos estados
originales. En condiciones adecuadas, las ondas asociadas a estas -
partlculas ‘pueden interferir dando origen a las fluctuaciones '
mencionadas. Se ve que es asi, pues en el caso que en el campo.
“se hallen presente so6lo n, particulas en el estado original r,
las fluctuaciones debidas a interferencias desaparecen, quedando -
solamente las correspondientes a particulas, como lo indican
(6.8) y (7.4’), comparadas con (2.3). En este caso, las fluc-
tuacmnes son las que corresponden a las del nimero ‘de mo-
léculas en subvolumenes de un volumen de gas ideal.

Rutherford determiné experimentalmente las fluctuaciones
de la desintegracién o. Usando el método de los centelleos. con-
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taba el nimero de impactos de particulas o (estadistica B—E)
producidas dentro' de un pequefio dngulo sélido, durante cierto’
intervalo de. tiempo, dividido en subintervalos. Observando el
nimero de centelleos en cada uno de estos subintervalos, se de-
termina experimentalmente las fluctuaciones referidas a cada
uno de éstos. Rutherford encontrd que el valor asi determinado,
coincide, dentro de un error del 5 % con el dado por la (2.3),

siendo, en este caso, n, el nimero de impaclos observados.
Desde nuestro punto de vista, las particulas o emitidas por los
nicleos pueden ser descriptas mediante ondas esféricas, cada una
de las cuales, en general, no contiene més de 1 particula (n,=1)."

Para que en las fluctuaciones del namero de particulas dentro
de un pequeiio dngulo sélido (onda plana) los términos debidos
a interferencias fueran significalivos, es necesario que al mis-
mo estado del sistema en el cual se realizan las observaciones
(onda correspondiente al 4ngulo sélido elemental) concurran si-
multineamente mas de una particula, lo que en el dispositivo de

Rutherford es muy poco probable (5).

Por otra parte, como hemos visto (§ 5 (5.4) en el caso
de estadistica B—E las fluctuaciones de particulas desaparecen
cuando el ndmero de particulas prescnte en cada estado es su-
ficientemente grande, quedando solamente las fluctuaciones de-
bidas a interferencias, lo que es de esperar segtin el principio
de correspondencia. Comparando la (5.4) con (3.2°) y (8.2)
se aprecia estas fluctuaciones corresponden a las determinadas
clésicamente para un campo de ondas (%).

En el caso de estadistica F—D cuando todos los estados
estin ocupados las fluctuaciones desaparecen (final del § 7).

Finalmente, sefialaremos la analogfa existente entre los
resultados obtenidos y las fluctuaciones a las cuales conducen
las estadisticas cudnticas obtenidas por Einstein (estadistica B—E) .
y por Pauli (estadistica F'—D) (7).

(®) Para los valores de las mediciones ver R. B LrNDSAY, loc. mt Cap.
I, § 11.

(%): Un ejemplo concerhiente a las fluetuaciones de fotones y la transicién
al limite clasico ha sido estudiade por D. CaNaLs FrauU, Rev. de la Unidn
Mat. Argentina. Vol,- XIV, pig. 213, 1950. .

« (") Ver p. e..art. de W. PauLl, ‘Handb. der PhJS'ﬂG, T. 24, 1 § 14, pﬁg
197 Berlin, 1933.
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Se obtienen en estos casos,

(m,)

= i

siendo G, el peso de.la conflguramon a la cual se re[nere my
corresponchendo el signo + a la estadistica B—E, y el — a la
de F—D. Por otra parte las fluctuaciones a las cuales conduce
la ley de distribucién de Boltzmann estin dadas por:

/L

Es conocido el hecho ‘que, en caso de equilibrio termodina-
mlco las fluctuaciones debidas a interferencias estan represen-

. ()

tadas por el término
. G,

fluye en forma inmediata.

con lo cual, la analoula con (1V.2)

Deseo expresar, en forma especml mi agradecummto al

Prof. G. Beck plor las sugerencias y crilicas concernientes a los

i

temas ftratados en esle trabajo

.

APENDICE

8 1.-Demosiracion de (5.1) y (5. 2)‘ Teniendo en cuenta
que z y Z son variables comple]as los coeficientes de (4.1)
‘admiten la representamon

myimyl.
d(nyny...[mymy...)= (2m)N]/ 1ln f

Zlnlzznﬂ. .o
Zmitt Zgmett .

dZ,dZ,... (Ap. 1).
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Ademas, teniendo en cuenta la (4.2)

o*(ny ng .../mymy '~-);(2ﬂi)N .l/mlln; ! 1}
’ ’ 1 PREEES

b

f%dzldzz . (Ap. 2)

ZMzgne, ..

en donde las integraciones estin tomadas sobre ‘el circulo uni-
dad con centro en el origen. Mediante esta representacion, de
(4.1) se sigue inmediatamente v :

T O¥(nyn, ... 0 mymy...) B0y Ny - o, [mimg...) =00} '

) (Ap. 3).

Teniendo en cuenta la (Ap. 1):

‘ 1 m’!m .
mtb(nlnz.../mlmz...mt...)_:—(2m.)1vl/nl'»nl f
R r1. 2---- N
, _ 1

d 1 21n1z2n9. N ™~
‘{E(Ztmt ) Z1m1+1._ . 'Zt—1m‘—1+IZH.1mt+1+1. - dZ1 de -

Integrando por partes, considerando que el integrando es
una funcién uniforme y teniendo presentg la (1.4)

myd(nyng.../myms... my...)=
ZanCrt*C,.Lﬁ(nlnzr... n,.... nrl.../mlmz...) +
. T N .

=nC A= C,.,t‘o(ﬁl ng...n—L... n,,+1/m1 my...). (Ap. 4)

r'of=r

_Multiplicando por d(nyng...n,...ng.../my mg...) sumando
sobre m y teniendo presente la (Ap. 3) se obtiene para el valor
" medio la expresion (5.1).
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Tenemcs, por ofra parte, que calcular:

mﬁ'b(nlnz.,./mlmz...ml...).\- - o

. Repitiendo el desarrollo medlante el cual se ha obtenido
(Ap 4) llegamos: :
mg2 6(.111 Ng.../Mymgy...my...)=
ZJ (n : C,.'L* C”)2 8(ny ng...My ... My mz...) +
+ E n, C'rt'* C,. Zi(n +1) C :f' G, :tb(nl ng.. oMy M)
=’ -

términos en B(nl ng...nr——2...n,,,—|—2/m1 mz...).

" Multiplicando por f)(nln2 1....n.,.,.../m1 Mmy...) 'y sumando

sobre m se obtiene

dz(nl Ns...[t) = Z nC*Cy= (ny +1) C""* Cy.

- o . =
- Finalmente. 'teniendo en cuenta que '
+ T
= Cr'l* Cry= 1 - Crl* C;-l’ -~

‘ r.—/:r'
. se llegaalé (5.2). .i ‘ ‘ AT R o

§ 2. - Demostracidn cle/(6 1). En el caso de cstadiétiéa\ Fer-

mi-Dirac los operadores de amplitud cumplen las reglas de con-

mutacion

a, ﬂrl+ -{-a,ﬁr a, = 6,,!,.
a,a, -+ aya,=atat+atar=0 ror

a.q,=aFa+=0. : I' (Ap. 5)

Estas reglas son satisfechas, como es sab1d0 representando

estos .operadores mediantes vanables Gy, O3, O quue cumplen las

4
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reglas de conmutacién de los operadores de espin de Pauli:
1 .
=5 (o, —1 0’2)r\
1
) (01+109),

1
' a,.+ u,.—_— —E (1 -+ 63),..

Este tltimo es el operador de ntmero N, de particulas aso-
ciadas al estado r y ‘cuyos autovalores son 0 y 1. Introduciendo
los espinores de Pauli §,n, que describen los estados ocupados
y vacios, respectwamenLe :

Cata, gr_: Er

atea,n,=0n, (Ap. 6)
se ' encuéntra: '
a. &=, _ a+€,.=0
ar+nr:gr arn'i-:O-! i : (Ap 7)

- Las autofunciones del hamiltoniano ¥, (q,)¥,,(¢;) ... dondé
q,9s--- son las coordenadas de particulas, corresponden a la
representacion (q/W) : ’

Efectuamos las transformacmnes

(N/W> =(N/q) (¢/W) o
(a/W)=(a/N) (NjW) (4p. 8
De (Ap. 6) se sigue que (N,;/W,.) admite solamente los dos

valores (N,/W, )__{ TEI

. Ademés (a,/N,) dado que los autovalores de‘bN son 0y 1

admite igualmente los dos- valores ‘(a,./N,‘):{ Ezr;(l)g

0

"
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La segunda ecuacién (Ap. 8) es, por consiguiente, conside-
rando por ahora una sola particula presente en el campo en el
estado r: ' - : :

(a/Ny) = (a,/1) &+ (a /0) -
Temendo presente las (Ap 7): v
(@)= (@) a1+ (0/0) 0.,
Igualmente término a términ-o con la enterior resulta

(a,/1)=(a,/0) a,
(all/ O) = ('ar/ 1) a,*

L

-y, finalmente, teniendo en cuenta las reglas de conmutacién . ob-
tenemos ‘

(ar/]-):‘ar ) (ar/o)z'ar-I" - (AP 9)

En la representacion (a/N) los eslados ocupados y vacios es-
"tan descriptos por las variables a, y a,*, respectivamente. Las
reglas de conmutaci6n, aparecen desde este punto de vista como
las relaciones de- ortogonalidad de estas funciones.

Se encuentra en forma inmediata, teniendo en cuenta que

(q/W)=1,(q,) tlo,ﬂ(qz) . en el caso, general de varios estados
ocupados (8): ‘

B o (a/]V)__ua.lq,.z...q,.N.

§ 8.-Demostracién de- (8. 3) y (7 2). Los coeflclentes da
(6.2) admiten la representacion -

ON(a, a,,...a;)
0by 0b,,,_...0b ()b

A(ryrg...rn/s sg...58) = (Ap. 10) |

le

(®) Esta 1ep1esentaclén de las funciones de onda, asi como la dada en el
§ 64 ha sido empleada por H. W. Pena, Proc, Roy Ir. Ac vol. 51, pag. 113,
1947.
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 oN(b, by by,)
A*(]‘l.r2.‘..7‘1v/3.1 52"'SN) = oa. oa “ ;
rary_y

..0a,, 0a,,

donde debe tenerse en cuenta el orden de las derivaciones de-
bido al caricter ‘no conmutativo- de las variables. Teniendo en
cuenta la dependencia lineal entre las variables @,y bs y el ca-
racter anticonmutativo de las -variables a y de las variables b sa

_demuiestra sin dificultad

oN(a,, ay,...0,,..-a5,)

{

| Cp,e o T ibrtrtt —_

da, 0a,, ....0Q;...00, o '
e ON(ay. i tpy) OV, beye.Dg,)
5 0bg,0bs, ,...0Ds, 0a, ---0ay .00, )

de donde, en forma inmediata, teniendo en cuenta (Ap. 10) se

sigue la (6.3).

Mediante la representacién (Ap. 10) de los coeficientes '
de’ (6.2) operando de manera similar a la del primer parégra--.
fo de.este apéndice se logra la (7.2). _

1




'DIFRACCION DE LUZ EN UN FILO

pox RicarRDO GANS (La Plata) ¥ Guipo BECK (Cérdoba).
(Reclbldo el 11 de Mayo de 1950) -

’

ZUSAMMENTASSUNG: Eg ist ein schwieriges Problem, .den Kriimmungsra-
dius einer Schneide zu messen. Deshalb liegt es nahe, es mnicht mechaniseh,
gondern auf optisehem Wege zu tun. Dazn muss man die Lichtbeugung an der
Schneide in Abhiingigkeit von ihrer Krimmung kennen. Die vorliegende. Ar-
beit stellt einen Versueh dar, diesen Einfluss in erster Niherung, d. h. fiir
© Kriimmungsradien, dle klein gegen die Wellenlinge sind, theoretisech zu er-
mitteln.

'Die Lichtbeugung an einer Halbebene o ! eines vollkommen reflektierenden
Materials ist bekannt, es ist die beriihmte strenge . Losung Sommerfelds. Diese
bildet den Ausgangspunkt unseres Verfahrens. Wir iiberlagern.ihr eine Sto-
rung derart, dass die neue Losung den Grenzbedingungen an der benachbarten

Miiche o’ mit dem Kriimmungsradius p (2 % p/\. < 1) geniigt. Dabei be-
sehriinken wir uns auf die Losung in g1055e1 Dntfelnung (gross gegeniiber der
Wellenliinge) von der Schneide, was praktisech allein in Frage kommt. Ausser-
dem entwickeln wir, ohne dass es ngtig wire, unsere Formeln nur im Bereich
des geometrischen Schattens,” d. h. wir sctzen die besonders bequeme Be-
obachtung im Dunkelfeld voraus. - ;

Das’ Endresultat findet sich in den TFormeh (43) und (44). Bs ist die
Infensitiit des in den Schattenraum abgebeugten Lichts fiir die Falle, dass das
Licht parallel resp. senkrecht zur Schneide schwingt, Die Klimmern stellen

-den Finfluss der Klummung dar; das Verhiiltnis der beiden Intensitiiten ist
. von p unabdelhiingig. .

1
\

N :
Es un problema dificil medir mecdnicamente el radio de
curvatura de un filo. Por esta razén se sugiere efectuarlo éptica-
-mente. Para eso hay que conocer la difraccion de la luz en un
filo en dependencia de su curvatura. El actual trabajo representa'
“un ensayo para determinar tedricamente esa influencia en pri-
mera aproximacion, es decir para radios de curvatura pequefios
en comparacion: con la longitud de onda.

La difraccién en un semiplano o de un material perfecta-
mente reflejante es conocida. Es la famosa solucién de Sommer-
feld: Ella forma el punto de partida de nuestro procedmuento
Superponemos a ella una perturbacién tal que la nueva solucién
_ obedezca a las condiciones de contorno en la suoer[mh, prouma.
o' ‘del radio de curvatura p(an/}\<1) )

Nos limitamos a la solucién a gran distancia (grande en
comparacién con la longitud de onda) del filo, la winica que es
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de, interés practlco Ademis deducimos; lo que no serfa nece-
“'sario, las férmulas solamente en el dominie de la sombra geo—
métrica, es decir, suponemos la observacién part1cularmente c6-
moda a campo oscuro.

Nos proponemos, pues, determinar la soluciér de la ecuaciénn
de onda que corrésponde .a una onda plana de direccién determi-
nada, incidente sobre una pantalla semiinfinita o’ idealmente
conductora de la “forma indicada en la figura. 1, en el caso
restrmgldo kp= 27tp/)\<1

o a0 ’ E

\
|
\

Fig. 1

. Utilizaremos la solucién rigurosa para el caso de un semi-
plano (o),.dada por A. Sommerfeld (onda plana ramificada),
como punto de partida.

feld se construye mediante las funciones
o G o
[ .
el f e~iv*ds
yr ‘ -
_ ‘ Vokr sin (p;a o
AR ot m
U_(f’ P) o= gilr €08 (Pta)

CLT o
f e—iTdt
/=

¢ta : )
2

Uy (r, ) = ik 005 (#~c)

2kr cos

o

§ 1. La solucién de Sommerfeld.-La solucién’ de Sommer- .
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En el caso de que el vector eléctrico de la onda incidente

. - .
oscila paralelamente al filo, E=(0,0,E,), la solucion de Som- -
merfeld para E, se escribe ‘ :

- | Us(r, o) =Us—U_ ®
. , -> '
y, sies el vector magnético, H=(0,0, H,), el que oscila en esta
= direccién, H, estd dado por :

N\

Uy(r, ¢) =U, +U_ 3)

,

Las soluciones (2) y (8) satisfacen las condiciones

A EACRE o S O)
oU oU o
G)emz=(G)em-s =0 ®

. Notamos, para lo. que sigue, las integrales:

.(i_i)
o \L 9/

o0

. . , —22 ], 1=
iT —it? o] = lim e?dz —_ *
e 4‘0/ et .1: m (_)/_. 5 VTE( )
' Y & TN
., Z=T.¢el I-'_—'z'") (6)
l';: w0 . -
et dr= l(m V > 1.

1/— 2V¥5 g

§ 2. La polarizacidon en la-sombra geométrica.- Considera--
mos los valores de las funciones (1) a gran distancia del origen,
‘en el punto r=R, p=d/, kR>1,0 >0, donde o'=o caracteri-
za el limite ‘de la sombra geométrica.

*) Egta. relacién, muestra, que el factor multiplicativo arbitrario en (1)
. ha sido elegido de manera tal, que la amplitud de la luz incidente sea igual
a la -unidad.




l\ d
|
{ .
L
|
4 . :
‘. } ' — 428 — '
1 Con (1) y (6) obtenemos ,
i . T - \ -
[ : g . b ) e Ty
: . k . e"("“"'—;) e '("R+T)- .
- - T Vet T aVerRes it
/e R sen —; R cos =
) . -
y, para la relacion de las intensidades de las dos polarizaciones
mencionadas
) a’—a [2 '
sen 5 . : . /
o — o T n o
U. |2 cos 2% cos? (——-i‘ cos? (—+—a-)
|7 = R WIIC)
. U? [} sen % —a .0032 (%.*..‘:_;‘_) C052 —‘I_—%)
: 1 S :
- L dta
€08 —
q, en funcién de o estd ‘dada,  para a=00 y para a=45°"en |
la figura 2. 7
a 1.0 .
i : L I AN ' o - g
", » . ) . . N
if 03 - - :
o \ A
i o - : 0,8 \ . \ — ‘ , )
02 ' ' o L
o\ - . \"45. » : )
08— \ — - ‘ - . S
'&-_o'_ . . o \ . . . . :
05} \ : - \ s
04 \ : > \ |
) | \\ K
0. - — — < — — : :
. , \ 4 .
b D 1w " age 45° 60° =780 o' 900 .
[ - : ' TFig. 2
: ) (*) Ver: B. B. Baxur and . T. CorsoN, The mathematical theory of Huy-
gens’ principle (Oxford, 1939), pp. 147-49. <
T
' \ — .
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v La relacién (8) se presta particularmente para la observacion:

blrrefrmgente y un nicol, girando este ltimo hasta que se vean
las dos 1rnagenes del filo con igual intensidad (penumbra)

. § 3. Apllcacwn del ieorema de Green.-El primer paso
de nuestro calculo ctonsiste en agregar a las soluciones. de Som-
merfeld, (2) y (3), las funciones de perturbacién u; y u,, Tes-

~pectivamente, de manera tal que sean satisfechas-las condiciones
de contorno en ¢. . B .
Sea Gy (Gg) la funcién de Green del espacio limitado por

o o 0G,

¢’, de manera que Gy —0——— se anula en o, donde, por oira
. . n ' R

parte u;=— U, dug/ On= — U,/ on: Enlonces vale, con una
normalizacién apropiada de_ Gy G, ' N

[, 0G, 0
u\i'-_—"—“"-.fUl ()n d ’ u2—-f U2 G()-d ’

N Teniendo U; y 0Uy/dn valores muy pequeiios en- o', por la
vecindad de las dos superficies o y ‘o, podemos reemplazar las
funciones de Green Gy y G, relativas a o’ por las que se re-
fieren a o y podemds, ademas, I‘GeIl‘lPlaZﬂI‘ la integracién sobre

¢’ por la sobre o, por lo.menos a gran distancia del filo.
| Notamos que, para proceder con todo rigor, la superficie o
debe ser completada por una superficie (nhndnca de radio infi-
nito alrededor del filo, para formar una superficie cerrada. Sin -
S embargo, dejaremos esta superficie cilindrica en el infinito- de
lado, porque es sabido que su contribucién es nula (*).

G, y G, son soluciones de la ecuacién de onda que corres-
ponden a un hilo luminoso (en nuestro caso de amplitud 1/2 =),
paralelo al filo, colocado en el punto campo. Dado ‘que no nos
_interesan sino punltos a gran distancia del filo, G; y Gy son,
nuevamente, soluciones de Sommerfeld. '_ ‘ y

Por esta razén, consideramos, ahora, las soluciones de Som-
merfeld que obtenemos de (1) por la substitucion. o — o’ —m,

. 195; . RELLICH, Jalresbericht d. D. Math. Vereinigung, 53, (1943), 57.

se enfoca un anteojo al filo, intercalando entre ellos un prisma-

(*) Ver: A. So»l\n\mnmw, Vorlesungen iber theoretische Physik, Bd. VI,

1Y
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E . . ' . 1 . .1 . 00
, . 0 o— éikr cos((p—a’) E'_i f e—itt dt
R S A \
: , —Valker ct':m 3 . ‘
{} G_:_l_e—ikr“’_(rpﬂ') f'__i f et dr
“ N VT[ —Vakr s +o |
| G=G,—G_; Gy=0CG.+G. (10)

b ‘ ¥ que satisfacen, segtn (4) y (5), las condiciones

o

o akp=ak-D)
G, 106G, _ T
(’o—,f)qm_;r_—('gf)(p:_s_n“ou (1)

h " N es un factor de normalizacién constante que determinaramos
- continuacion. ' A ‘ '

(10) representa, en el finito, una onda plana incidente sobre
el semiplano de Sommerfeld en la. direccion o —m. Podemos
considerar esta onda como una parte:de un frente de onda cilin-
drica emergente de un hilo paralelo al filo, colocado a gran
distancia del mismo, en R — o, @=0'. ’

Cerca del origen, R. @, estas ondas cilindricas se comportan

v . . como la funcién de Hankel H(® (k') y, en particular podemos
conseguir por eleccién conveniente de la constante de normaliza-
cién N, que valga para ' <1 - :

i
{
|

r
|

I
i

s

1

Gy,o ('lcr’) =0 H,@) (kr'y~ —21; 1nr' + const. (12)

|- o Comparando el valor asintotico de la funciéon H(@) (kr’)
| ) o
‘ - 2 e““("""—}) eilcrcos((p——a’)

ﬁD@) (kl")é = —
o = \VkR

e o ‘ re=R—r cos (p—a)

3 . . .
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con (9) y (10), el valor de N que.a'segura ( 12) resulta ser

1 —-:(IR——-—)
‘ 4i V kR
En la forma (10) con (9) y (13) las funciones G pueden

Servir, 1nmed1atamente como funciones de’ Green que permiten
construir, por :

1/N =— (13)

u, (R, “')‘—:ful(d) (Oil)cdé | - (14)

G

S du; : | ’
R,y = [G(o) (322) ds (15)
soluciones de la ecuacién de onda
Au+k2.a=0

que tengan, en el semiplano ¢ de Sommerfeld, valores predeter-
. minados o de la funcién u,(s) o de la derivada normal

(du2/()n)6:
siempre que el valor de R sea suficientemente grande.
. Como ya hemos mencionado arriba, las relaciones (14) y
-(15) quedan ‘validas, salvo términos de orden superior, en una
superficie o cualqulera, suficientemente vecina al semiplano de
Sommerfeld, p. ej., en ‘la superficie indicada en la figura 1,
‘siempre que la distancia p sea pequefia en comparacién con la
- longitud de onda (kp<<1). ‘
Eligiendo,” en la superficie ¢’ indicada,

ACOESUACH (.
Ouy Uy : .
GG, )

las funcionres .
ViR, o) =Uy(R, ) +uy(R, @) (18)

!
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Vo(R, o) =Uy(R, ') + uy(R, o) (19).
] > . . Ve

satisfacen las condiciones de contorno necesarias sobre la super-

ficie o’ y representan, con la apronmacmn deseada, las solucio- °

nes que buscamos. : oo

Si nos limitamos a calcular las perLurbacxones para o' >—
n/2, en particular en la sombra geoméirica, o’ >a, lo que co-
rresponde. a la observacién a campo oscuro, los integrandos -de

los segundos. miembros de (14) y (15), con (16) y (17), con-

sisten, en ambos lados de la pantalla, de dos factores de los
cuales uno es muy pequefio menos en la cercania inmediata del

filo. Eso fluye del hecho, que en el mencionado caso siempre-.
una de' las caras de la pantalla se encuentra en la sombra geo- .

métrica, sea de la fuente luminosa U, sea de la fuente imaginaria
que corresponde a G. De ahi resulta la cenvergencia rapida de
esas integrales, a las que’ contribuyen solamente unas pocas longi-
tudes de onda alrededor del filo de la extensién de o

& 4. La contribucion de la cercania del filo. - Para poder
evaluar las integrales (14) y (15). necesitamos los valores ‘de las
funciones u,, G2, up/0n y 0Gy/dn en la vecindad del semiplano
de ,Sommeri‘eld los  que eslableceremos a conlinuacién en cada
Caso. ,

Simplificaremos el caleulo, dividiendo la superhcle o’ en dos

partes: a) la cercania del borde, la que compr ¢nde el semicirculo
r=p, —n=¢=<0 y las parles vecinas de los dos planos

r=+p, 0=y=y,; b) la parte ale]ada de los dos planos,

x=-p, y=y,. Eligiendo kp <kyy<<1 podemos encontrar en ca-
da una de las dos partes un desarrollo conveniente de las funcio-
nes que nos interesan y podemos tratar las dos.partes por sepa-
rado. 1

.~ En la cercania del borde, kr<1, vale

- 1

1_‘ 2

Gzél/N.{1+V}— e Vlcr (cos 2 +sen 3 )} (21)
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J
- 0Gy oGy Qu, Ou, ) .
i S EE A i i — o<
on o ' on ()r_\en el semicirculo —n=¢<0.
- 0G, . 0G, Ou,  Ouy . o
o —;f:a—, 07_1_":t_0; en lo§ [.)lanos x._:|:p
con
oGy 1 92 ; o—a’ o’
oy et | (o —en )
22)
OV [ T (22)
oz - 2N V= Y 2
Quy oU, 1 /2 =1/ k. -0
dr_—dr_zl?‘e _:(OQ-S~2,.+
_u, . V"
-+ sen )—I—zcs-encpsenoo (23)‘
oy _ V oma _ gta
039— - = — ,S 5 —sen 2_)-

‘Es caracteristico para nuestro problema, que el borde del
semiplano de -Sommerfeld es un punto de ramificacion y que
las derivadas de las funciones presentan, en este punto, singu--
- laridades (integrables).

Introduciendo (20) y (22) en ‘(14) y (21) (23) en (10) e
integrando sobre ‘

. 0 ‘ b
' fdco con r=p
. / Y . N
T[——

Yo . . a P
f dce—l—f ds.o eon 1= cos g

._..___l_._
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encontramos, sin- dificultad

. lf_ﬂ -2_ Ie—z(kl?———
n=— VIR V(1+sen a) (1—sen o)

(+1+i 2’g°) (24}

- : 5 e—ilkR— )
= lcp 2 i

v o 271—TTV7CT{

{—nseno&h— V(l——sen @) (14-sen o) (——1+l 2ky0} (25)

§ b. La contribucion de y = y,. - Para evaluar las funciones
(1) y (9) y sus derivadas de ambos lados del semiplano de Som-~
merfeld, a pequena d1stanC1a del m1smo, observamos primero
que

VZ_ICI .sen q)z—a :i Vlc . (r—z.cosa—y . sen )

V._?._I;' . €08 (P+a —~j: Vlc (r+x . cos ai—‘y . Sen o)

- VEIE‘ . COS'(P;(L,. = :F Vlc . (r+x.cosa/'+y.sena’). .

— V% . s‘e'r_l_cp‘_;(ib =F V. (r—=. o —i—y .sen a’)

para ¢ Z 0 respectwamente

- ' - Obtenemos, entonces, para &= -+p, Y=7

:l ' . x 'l ) ® .
‘ iy g e~y

Uy = :l: ’CP Ccoso e { 2ie —iley sen G ]6_117 dr F ————____—_——_—}
V“ ka(l—sen a)

. :I:VI:y(x—u;:ua\ i ) 26 N
e hedd et 2T o
- 0Gy ' cos o elf{ L ,f,__g\ e—ily }
— =] = 1 9jetikysena’ | =it dt - mm—————
+ 0% i N Y= j:V/cy(l—}—sen o)) -

:F'V Iey(14sen o'y

14
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y .
e
. G 2 ii ellcy sen o e__irﬂ dT. N ) .
"Ny ! ,
F Vhky(14sen o')
0 T >

Uy €4 i 2 7 :
—==kp cos? o —={ Qe ~ikysen f e—ittdt 27),
e T (27)

+ Viy(1—sen g ¢

+ ik

ey k Vl,-—ﬂsend e—i’fy}
VoG mma =2 e Vi’

Introducimos, primero, (26) en (14)1 e integramos sobre y

Sienao ry, =<1, podemos, en general, reemplazar el limite
inferior de la integral por cero. Solamente en el caso de términos
donde las integrales divergen en y=0 indicaremos, en lo que

sigue, el valor finito del limite inferior. Las mtevrales que oh»- '

tenemos se simplifican por las subshlucmnes

z:_2.'lcy

e-ilcy(x-f-sex} a) " 2 : ) -- i
—————dhky=——-— [ e~i"ds, o= )ky(1+sena)
J ka ‘ V 14-sena :

—iky{1—sen ) 2 ' .
d Ify :_—_—_—/16"""‘2 dd, = ka(]__sen q,’)

, VE Vl'—s‘en o
y resulta, por calculo directo, -

—i(leR — —)

{V li—sena)(l—sena)f e_‘“-dv

aleyg

= kp

ulf 2n n— VER
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) - 0o +atgd
+2.0 4 (1—sen o)) (1—sen a’) f e—iotds . f e dt
-0 e tg d
“ . ) e +';S tg o
2.0 V'(l—l—se‘n o) (1-+sen o) f e—ic* do / e-itt dt
' ) 0 —otg d 28
| - - . (28).
492.cosa.cosd / gily(sen 6/—son @) f e-is*do’ f it dt
0 . + Viy(i—seno) - Viry(1twon o
02) 0. o8]
+ 2 .cos o.CoS o / ‘eiky(scn o'—sen ) f e—»ic‘l dd /- e ?Tg d‘L' }
con P
' 1—sen o T ou. ' ,
lgﬁr—_— - , 6:—__; tg'b:
1+sen o 4 2 ,

/ o - |»/~1—l-sen o’ Coma ' -
_ — =, ¥E=—t—- 29) -
: - - owhl—sen o’ 4 + 2 (29,

Introduciendo (27) en (14) obtenemos ‘de manera analoga

‘ ] Y iR T ) ' ’ oo o .
L= ¢ o eV T s
. u2.:‘———g 2 {V (1—sen o)(1—sen o) f 5 do
: 2r | = V ER J o2
; . .
» i ‘ot d
| e-itdr.
—alg o
[ +atg o )
21 cos? o ' o
+ e s —— e~ dd et d‘r:
V (1—sen a)(1—sen o/ ) .
. 0 —aigd
+2.cos? o f gitrsen@'—snd) ( Jey f e=io"do f e—iv dt
) \
0 : . .+ Vky(z—sono)  — Vicy(1sen o) '

; //
;
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“|“.2 .cos2 o / giky(sen o/—sen ) dky / e—is* o / e-it dT }
0 o — 'V]:y(l'—sun‘a\ + Vieylaitsen

_donde la primera integral pucdc todavia, ser transformada inte-
grando por - partes ~ '

o0 +ogd o) ‘
e—io® - . e :
: = do e dr=21gd' |+ tg v’ , dz "
S —agd . 2kyo
w  doigd : :
— 9 / eiv*ds f edn (31
A 1] —atgd : - .

con - ' o _ \

1-+-sen o

'Sg = Vlcyo(l —sena’); tgd = ]/

1—sen o

Llama la atencién el hecho, que, contrariamente a (28), la

expresmn (30) no hace intervenir en forma simétrica los angulos -

o y o’. Veremos, sin embargo, iméas adelants, que esta asimetria

' No es sino aparente y que las expresmnes (28) y (80) presentan

simetria del mismo t1po

) § ‘6. Evaluacion de las integrales. - Notamos, primero, que
para valores péqueiios de ky, vale con suficiente aproximacién

. | | |
f T ds=—by.2hy—ig, Iny=05TT...  (3)
aleyp : C o e

* La integral

fo'] +atg ]
L= do [ deeitos)
v —oigd .

Id

puede ser ‘considerada como una integral en el plano de la fi-
gura 3 extendida sobre la parte rayada de la superficie. Intro~

-t
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duciendo en el plano (,7) coordenadas pt;lares (p,b) resulta

=r [ o f ewar=—n0)
o)

*'y obtenemos para las integrales que aparecen en (I28), (30) y
(31) con la condicion (29)

® ) "4;otéb j i
. . 4 07
—id® do- ~ittdr—=—i{———) \
fel o f ectdi= _1(4 2) (33), .
] —atgd

RS

}‘ . v (*) Para determinar el valor, a primera vista indeterminado, de la integral
L S - f e—iP*, dp?
. - 0 .
tenemos que recurrir a la definicién més rigurosa d¢ muestras integrales, dada
en (6). Entonces resulta i
- A o
' f it dp*=1im e— (e, dp® = lim

g ->
3 € 00 ) e>0

=1

1
e+1.
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fo'e) +c tg lb’ ’ (
f e—ic* dg / it dr—— (1_;. _a_) = (34)
J . 4 2 '
0 —otigd .
Para determinar, finalmente, la l'iltimq .Integral,
' 0 _ - o R
/
I‘?:!:= / ely(sen o/—sen o) dlfy / e_igﬂ dU ' / e_it2 dT , (35>

0 . + Vey(s—sen o) F Viylifsen o
partimos de la identidad |
. _ )
2iksena e—ikyena / e~ie*do :|: I Vl — sen_oc e/_l i
L VR Viey

() -0
—_ 2 — e—-iky fsen o / e—ic‘l dG

oy e
:]:'l y(l—bcna ’

Multiplicando los dos miembros por

- o] :
@iley son o’ / et dr -

o= Vky(1-tsen o)

integrando sobre y y transformando por- integracién por partes
obtenemos v -

. 1— o) . o
2iksenal 2i +2 V —senga et dr / =it dr

1—sen o’ G

Foigd
,00 | _ |
=—2 / ol “ / e=ic* do | etitreend’ dloy [ et dt
| ’ ) F Vit

. SRR % . m ®

=9 @il¥isen o' —sen a) / e—ic® dO" / =it g
L =+ ]/Ic)'(';—-scxl o) F ]/]:y(-l_‘_sm & . , 0 ‘
o . /. ~

+2 f g ikysena dley / e—is* do 5% ety sona’ f e~ dt

v o= VEy(1—son o - © F Vky(rtsen o\
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o0

: : ™
: . T . 14-sen o’ 0 it
=—i—-2ikseno [,* j_-_;ZI/ Ltseno [e—lﬁ'dd f e-vdr. ..
2 ] : 1tsena g rotgd .

De aqui fluye inmediatamente la relacion
L -

2. (sen o’ —sena) . (IyH-I,—)=m .

-— ® +aoigd . S
ge |/14sen of s . .]/ 1—sen o
—2 ]/———T f e~is"do e~ dr—2i |/ —

¥ 14séna ¢ g - ¥V l—seno”
| ..o Fowd
[ewwds [ ewar (sey-
0 —atgd )

.|y, con (33) y (34), el valor de la integral que nos interesa -

1

sen o&’'—sen o

n: |/14sene’ ym o 1_sena ;T oy .
{?\ ]/l—l—sena_-(él 2)- '_1~sena’(4«'+2)} ( )

8 7. Resultado del cdlculo. - Introduciendo los valores obte-
nidos en (32), (83), (34) y (36) en (28) obtenemos .

T, .

e»—i(/cn—l T)

=_ kpy/2 e
an n Vﬁ

4

+V (1—sen o) (1—sen o) (% — oz,) + ' | ‘ (38)}

+V(+ sexli @) (1+sen o) (_} + o/)

. , T

+ M [11:-—-' \Z(l—seﬁ @) <1+s§n 0/),(1; +o +—2— —° ) ] }

sen o/--sen o cosa”  cosa

™

Para evaluar (30) con (31) Tlevamos, primero, estas rela-

4
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ciones con ayuda de la identidad (30), a una forma més simé-
trica - ‘ -

- Fp o e~ =T ()
m=—o Vlc_R— {ﬁ(_l—..tsena)—{—

+ V/(1—sena) (l-l—sgn o) (2—ln YZIcy; i —g)

2 | . +otgd
_ZLV(I—[—sen ) (1+sen a’) / e—id do. fe_” dx _
- —oigd . ‘(39).!
' | +otgd .
—2i | (T—sena) <1—sena') f et ds [ eitdn
—olgd

-

+2 (:-H-S‘en 0y . (1+sen o) . (Ig++157) }

y, observando (32), (33), (34) y (37), a L

= _ ]fp *‘Z ie——x(er———)
B2 = onl m WcR

{Tc(l—l—sen a)+ -

+V (1—sena) (1+S‘§_fl ‘?/) (Z—Zn 5'2757 0— L%)

o V (1-++sen @) (1--sen o) (% —_ 'oc) —

—V(l—sen o) (l—senoo ) ( + w") A (40)

(1—1—sen a) (14sena’) . o,

sen o —sen o

. [n——lTl—senoc) (1%senu)(n —}——;——*_oi’)]} .

cos®- . COS O

Sumando, finalmer‘lte, (24) vy (38) y (25) y (40) llegamos:
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“a las soluciones buscadas

. kp “/? e ;(I::R-—T
u R, o) =—
(R, o) i

T ’ LT
{ V(1+sen @) (1—sen o) (E + 1 — Invkp — 1—27)

+ V(l—sen ) (1—sena) (—Z—_g,) + - : ) .
+ V(l—{—sen a).(14-sen a’) (g—+“’)

+.M“_'[n_f‘/( —sen o) (l—I—éena) ( — +%+0i'] )}

sen o’'—sen o COS O cos o

. ks
—i(leR— —4—)

V27r Ee

us(R, o) = s o '
2( ) I‘«'P ‘ VI{R | L

{u + V (1fseha) (1+4-sen a’) (—;— 41 —Inykp — l—;:)

= V(Thsons) (Thsene) (5 —=) - | (420

= ¥(1—sen a) (1—sena’) (—;— Jaf )

(1+sen a) (1+sen o )
* seno’—sena
| [n—l/(l—sena) (1—{—sena)( 2—}—@)”.
cosa  cosa

" Los términos Teales en los paréntesis de (41) y (42), co- = -
rresponden al cambio de fase que acompafia cada desplaza-
miento de una superficie reflejante. Ellos no modifican la inten-
sidad de las ondas consideradas y tienen poco interés fisico. Los
términos imaginarios, sin embargo, afectan la intensidad de la luz

/y son més significativos. Estos términos provienen de la parte

imaginaria de la integral (32),
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OQsen2lcy ‘
;f p dy

Yo
"y su origen puede ser localizado en el primer cuarto de onda de
las dos caras planas de o', cerca del filo.
, Formando lass soluciones (18), (19), con (1), (2), (3),
(41) y (42) y elevando al cuadrado absoluto, obtenemos para
la intensidad .

g cos? (—} —%) cos? (% + —O-;L) (43);

2. Lol of
V4l B (son a—son a)? [1— kp(sen o’—sen a)]
Y- ' . ] !
o oot (T Y cos (E ) - 44y
9 cos? ( T g ) cos? ( 3 , , (44)
[Vol2= iR (son d’)—sen a; 2 ) [1—kp(seno’—sen a)]. -

§ 8. Discusidn.-Las ecuaciones (48) y (44) representan el
resultado final, las intensidades de la luz difractada por umna cu-
chilla en la region de la sombra (o">a), para ondas incidentes
que oscilan paralela y normalmente con respecto al filo. Los fac-
tores afuera de los paréntesis corresponden a la solucién de Som-~
merfeld y valen, pues, para p=0. Los paréntesis representan la
influencia del radio p en primera aproximacién (kp :—2%9 <1).
- Esta influencia disminuye la intensidad y tanto mds cuanto mas
entramos en la sombra. La relacion de ambas intensidades es in-
dependiente de la curvatura p en la aproximacion apetecida.

Hablando maés. exactamente, nuestro resultado contiene no
solamente la influencia del radio dé .curvatura del filo, sino al
mismo tiempo la del espesor 2p de la cuchilla o', la que' com-
paramos con la lamina o (véase la figura 1).




EL MECANISMO DE LA BOMBA A GHORRO
DIFUSOR PARA ALTO VACIO =~ ¢

por. ENRIQUE GAVIOLA,. CRISTALERfAS RIGOLLEAT
(Recibido el 10 de junio de 1950)

ABsTRACT: An experimental study is made of the factors governing the wor-
king of a vapor jet (diffusion) pump. A simplified tecmque for measuring
pump speeds, is deseribed. g

Gaede’s diffusion is not needed, it is present as a negatlve term and it has
t0 be kept small. Langmuir’s condensation is important under all cond;t;ona.s
The postulated maximum compression factor of 100 does not exist: values of
up to 4.10* for a single stage and 9.10* for 2 stages heve been measuved. The
behavior is different under ‘‘static’’ and under ‘‘dynamie’’ conditions: in the
first case the jet pump works mainly as a ventil, in thé second also as a
coMpressor.

"A small “booster’’ pump is descnbed ‘which stands between 2 and 3 mm
" Hg forepressure working with butyl-phtalate and gives a speed of up to 6
- 1ts/sec with an intake tube of 27 mm inside diameter.

The speed “of a jet pump is not constant below a certain value of the
forepressure: this is so -according to experience and to theory.

The importance of the “‘border of oil’’ and of “the ‘‘second dlffuﬁuon’ ?
(independent from ‘Gaede ’s) is shown. )

A formula is given for the speed, taking into acecount the swept volume,
outgassing and oil cracking, ‘‘clean up’’ and ‘‘getter’’ action, Gaede’s an
the Seecond Diffusion. ) - ‘

Introduccion

La técnica de la construccién de bombas a chorro para alto
vacio. ha hecho notables progresos a partir de los primeros tra-

'_ba‘]os de Gaede(1), Langmuir (2) y Crawl'ord( ). De la’ velo
cidad de 0,04 & 0,07 litros/seg obtenida originariamente por

(1) 'W. GAEDE,' Ann. Phys 46, 357 (1915); Zs. techn Physik £; 3387 (1923)
(* I Lawemuir, Phys. Rev. 6, 48 (1916). g
(*y W. W. Crawrorp, Phys. Rev. 10, 557 (1917).
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Gaede en su difusor a ranura de unas décimas de mm. de an--

cho, se ha llegado a mas de mil lts/seg en cafios, de didmetros
.que se acercan al metro.

La teorla no ha progresado, sin embargo al mismo paso,
a pesar de las contribuciones efectuadas por Alexander (%). Sub-
sisten aun prejuicios provenientes de razonamientos hechos sobre
modelos primitivos o especiales, razonamientos .que no son -apli-
cables a modelos postnriores diferentes, tales como:

a) el factor de compresion maximo por escalon es igual a

100(%); -

'b) Ia velocidad no depende de la presion preliminar, por
debajo de un cierto valor de esta;

¢) una bomba a chorro de aceite soporta, cuando mucho,
algunas décimas de milimetro de presién preliminar (Strong,
Le., p. 111)

Veremos que eslas afirmaciones o son 1ncorrectas o tlenen
validez tnicamente bajo condiciones especiales.

Una vieja controversia entre las escuelas de Gaede y de Lang-
muir colorea, por otra parte, la litératura: Gaede pone énfasis
sobre la difusién del .gas proveniente del recipiente de alto vacio
conira la corriente de vapor de retroceso que surge de la gar-
ganta de chupada; Langmuir pone énfasis sobre la condensacion
del chorro de vapor que arrasira al gas y lo deposita parcial-
mente sobre la pared fria.

El prop051lo de éste trabajo fué inicialmente, estudiar di-

sefios dle bombas a chorro que, funcionando con aceite, sopor-

taran presiones preliminares relativamente altas. A ello se le ha
dado poca importancia en paises donde una bomba mecénica
que chupe 2 o mas litros por segundo a 10~2mm. es facil de
adquirir. Aqui tenemos que trabaJar a menudo en condiciones
menos_favorables. (Al perseguir este proposito, se ha conseguido,
al -mismo tiempo, aclarar algunos conceptos y precisar el modo
‘de funcionamiento de las bombas a chorro. '

\

{

(*) P. ALEXANDER, J. Se. Imstruments 23, 11 (1946) '
(®) J. Srrong, Proeedures in ]]xpeumental Physies, p. 112 (1938) repite la
afirmacién de Gaede. «

2
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Aparato de Pruebas

La velocidad de un equipo de bombas. trabajando en condi-
ciones estacionarias, se determina midiendo el flujo de aire que
entra al aparato, en presion por volumen sobre tiempo, y divi-
diendo este flujo por la presién estacionaria dentro de la ci-
mara de alto vacio. La velocidad medida incluye la conductan-
cia de la tuberia. R

La figura 1 inuestra, en forma esquematica, el: dispositivo
usado. Consta de un Macleod para medir la presion fina Py;
un mandémetro a aceite (phthalato de butilo) que indica la dife-

S

- Ve )L oW SO
AR GBOT S Ha:
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TIrig. 1
Dispositivo para ensayo de bombas de vacio

_rencia Py, entre la presion fina 5y la presion preliminar; un gru-
po de capilares finos y largos que permiten la entrada continua
de pequeiias cantidades de aire (flujé); un manémetro incor-

I
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porado a la bomba para medir la presién P, de «caldera»; un
balén V que estabiliza  la presién preliminar y. sirve de trampa
de proteccién; un tubo secador, robinetes y las bombas .a chorro
— difusor amplificador de 2. escalones (D.A.2)— y mecénica
preliminar (*). :

Los capilares son hechos est1rando rapidamente un tubito

calentado al soplete. Para calibrarlos se procede del siguiente

modo: s¢ cierran los extremos libres de los capilares con una
llamita; se desgasa el aparato lo mejor posible, teniendo ambas

bombas en funcmnamlento durante algunas horas y calentando -
todas aquellas partes. que soporten este tratamiento — especial-

mente el Macleod; se cierra el robinete R; y se toma, simultd-
neamente, una lectura de presién con el Macleod; se toma una

segunda lectura algunos minutos después. El aumento "de pre-

sion por el volumen del aparato desde el difusor hasta el robi-
nete, sobre el tiempo transcurrido indica el flujo de gases y
vapores que se desprenden dz las paredes interiores.del aparato
y de los cuerpos que contiene. Si este flujo fuese grande (¢jun-
tas de goma?) es conveniente localizar su origen introdu-
ciendo, si es necesario, robinetes adicionales Se supone que
las perdldas, o entradas de air: exterior, ya han sido elimina-
das. Evacuado de nuevo el aparato, se efectiian simultdneamente 3
cosas: se cierra Ry, se toma una lectura P, y se quiebra el ex-

~tremo de uno de los capilares. Se toma una segunda lectura

con el Macleod después de n segundos. Se funde el extremo del
capilar. .Se tiene asi el flujo del capilar més el flujo de des-
gasamiento. Es importante quez la descarga de aire se produzca
contra una pared, y no en direccién a la garganta de chupada.

La produccién de flujos conocidos y préacticamente cons-
tantes mediante el método descrito tiene ventajas sobre el proce-
dimiento usual que requiere una vilvula a aguja, un capilar ca-

librado y una gota de mercurio: es més facil de. construir; hay

menos posibilidades de pérdidas incontroladas; se tiene en cuen-
ta el desgasamiento (no despreciable) del aparato y la descom-
posicién del aceite; el estado estacionario producido al abrir un
capilar con una o ambas hombas funcionando no tiene limite de
tiempo; con capilares de seccién practicamente constante, el flujo

es inversamente proporcional a su longitud, de modo que puede

. (*) Mieropal B2 de a ¢ Compagnie Générale de Radiologise’’,
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hacerse uha serie’ de medidas acortando un capilar, con una sola
calibracién. El Macleod usado permite medir hasta una fraccion
de 10-5 mm Hg; el manémetro de aceite P, permilte leer el décimo
de milimetro a simple vista y el centésimo con una lupa. Debs
notarse que Py es la diferencia entre la presién preliminar y la
presion fina Py; la presién preliminar es, pues, P+ Py=P;.

+

N ., . B .y
Ensayos sobre Condensacién y  Difusion

Crawford (L. c.)’construyé ya en 1917 bombas a chorro
sin (circulaciéon de agua. Ellas requerian una presién preliminar

relativamente baja. Parécia interesante tratar de obtener una’

| ! :
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‘Efecto de la refrigeracién

=

_bomba del’ ‘mismo upo que resistiera una presion prehmmar re-
lativamente alta. A tal efecto fué disefiada y construida la
bomba cuya parte esencial se encuentra reproducida al tope de la
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‘figura - 2. El -cuello era cénico y tenfa un didmetro minimo
igual al del extremo de la tobera. Llamaremos. a esta bomba 1b.

Llenada con aceite, colocada en el aparato.de pruebas y des-:

gasada, la bomba a chorro no funcionaba: P, ecra igual a cero
.y P, era igual a la presion que se' obtenia cor la bomba meca-
‘nica sola. Podia obsérvarse, a simple vista, que una parte del
chorro de vapor emergente de la-tobera retrocedia hacia el lado
del alto vacio. Estdbamos, pues, en el caso Gaedeano: los gases
debian difundir a través de la contracorriente de vapor prove-
niente de la garganta de chupada; pero no difundian en. canti-

dad suficiente para modificar las lecturas manométricas, a pesar -

de la teoria de Gaede. Abriendo un capilar fino, de flujo 0,0025
litros mm/seg, la bomba a chorro funcionaba, si se permitia que
la presion preliminar aumentase hasta 0,35 mm. Hg. En este ca-
so con P,=60mm. de aceite se obtenia P,=0,1 y P;=0,25
~mm Hg. Teniamos asf un factor de compresién F=DP,/P,

., =35y una velocidad V =0,0025/0,1=0,025 lis/seg.

* Este resultado. es imporlante para la teorfa. Mientras en el
sistema Teinaba la presién de 0,02 mm. producida por la bomba
mecénica, la contracorriente Gaedeana no permltla, Bracucamen-

~ te, la llegada de gas a la garganta de chupada; su velocidad era
tal que la difusion del gas era, practicamente, nula. Gaede man-
tenia baja la velocidad de la contracorriente de vapor usando

~capilares o ranuras finos, de décimas de milimetros de ancho 0
_de didmetro. La garganta de chupada tenia en nuestro caso 2 mm.
de ancho. La experiencia muestra que esta velocidad puede ser
reducida, también, aumentando. la presion del lado del alto vacio

(por la abertura del capilar) y reduciepdo la velocidad de la bom- .

" ba a chorro por el aumento de la presién preliminar. Esto al-
- timo se consigue obturando parcialmente la conexién a la bom-
ba mecénica. -
La observaci6n anterior’ sugiere agregar al escaléon a tobera
un escalén a sombrilla, del lado. del alto vacio, que pudiera tra-
* bajar a una presién preliminar (intermedia entre ambos esca-
lones) de 0,1 mm. El escalon a tobera funcionaria como val-
vula capaz de soportar 0,35 mm de presién-preliminar y el es-
calén a sombrilla como compresor. -

La Contracorriente noes, pues, indispensable para el fun-

‘ cionamiento de la_bomba a chorro como Gaede lo creia, sino
un inconveniente que hay que tratar de reducir a un minimo.
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V' Ello se consigue de varios modos Uno de ellos es la condensa-'

cién de Langmuir.

Envuelto el cuello. con un algodén mojado, el comporta-
miento de la bomba cambié radicalmente. El mismo estd des-
crito por la curva inferior, en forma de arpa acostada de la fi-
gura 2. Para 1nterpretarla conviene aclarar algunos conceptos.'

Vilvala y Compresor; Sistemas Estdtico y Dindmico

Desde que se generalizé el uso de-bombas a chorro de gran-
des velocidades los autores separaron los sistemas de vacio en
«estdlicos» y «cinéticos». En los primeros se suponia que la
parte de alto vacio era hermética y tan bien desgasada que la
bomba, después de un corto tiempo, trabajaba esencialmente co-
mo vélvula; en los segundos se suponia que la parte de alto va-
cio 0 no habia sido desgasada o poseia juntas de goma o de lacre
que no permiten un buen desgasamiento o tenia pecuefias pér-
didas de magnitud tolerable. Sears () ha llamado recientemente
la atencién sobre el hecho ‘de que esta separacién es artificiosa.
I'odos los sistemas son cinéticos, en ese. sentido, pues el desgasa-
miento nunca es completo y siempre existen en el -alto vacio va-
pores del liquido que se usa en la bomba, descompuesto o no.
La diferencia es pues, cuantitativa- y no cualitativa.

En ofro sentido, sin embargo, conviene distinguir dos tipos -

- de funcionamiento. 1) Si en el aparato de figura 1, con los ca-

pilares sellados, después de un tiempo de funcionamiento de
ambas bombas, se cierra el robinete Ry, la presion-en el «reser- .
voir» V aumentard lentamente debido al desgasamiento y a la
descomposicion del aceite. El factor de compresmn F=P,/P,
recorrerd una cierta curva en funcién de la presién preliminar
P;. Lo mismo ocurrird con la velocidad; ésta puede calcu-
larse tnicamente si se’’conoce el flujo proveniente de la parte
de alto vacio; 2) Si'el robinete R, esti abierto —ambas bom-
bas" funcionando — se quiebra el extremo de uno de los capi-
lares y progresivamente se acorta su longitud (aumentando el
flujo) el factor F y la velocidad V recorren ahora en funcién
de la presion prehmmar una curva distinta de la ‘anterior (véase
figuras 2" y 3)." ' '

o

(") G. W. Smars, Rev. Sci Inst. 20, 458 (1949).
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En el primer caso la cantidad de gas que la bomba compri-
me es tan pequefia que no perturba casi el o los chorros de vapor.
Estos conservan (casi) todo su impulso para impedir la difusién
.de gas de la zona de presion preliminar al alto vacio (22. di-
fusién).  La bomba -trabaja como valvula que sostiene una pre-
sién preliminar «estatica».

~ En el segundo caso el flujo de gas a temperatura ambiente
reduce el impulso y ‘pertarba la direccién del o de los chorros

- '|05_ e~
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- de vapor. Este efecto perturbador es tanto mayor cuanto mayor
“es el flujo. Ello reduce la eficiencia-de la bomba a chorro como
valvula y también su velocidad. La presién preliminar serd aho-
ra la que resulte del flujo y de la velocidad de la bomba mecé-
nica, El factor de comppesmn y la velocidad tendran, ahora, en
funcién ‘de la pnesmn prelnmnar, valores menores que antes.
Este caso puede ser llamado «dinimico»; la bomba traba]a co-
mo compresor y como valvula.

A partir de un punto cualquiera de la segunda curva se
puede cerrar el robmele R;: F y V recorrerin curvas semeJantes
a la que se obtenia cerrdndo el robinete con el minimo flujo.
Sus valores serdn siempre menores que los de esta ultima, de-
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- bido a la perturbacién producida por el flujo mayor. La curva
- «estatica» correspondiente al flujo minimo encierra todas las
‘otras curvas andlogas.

Ensayos sobre Difusion y Condensacidn

" La curva en forma de arpa acostada al pie de Fig. 2 mues-
tra los resultados obtenidos con la bomba 1b refrigerada con
un algodon mojado envuelto en la zona del cuello y proximida-
des. La rama superior corresponde al comportamiento «estatis
co» (con R cerrado) y la inferior al «dindmico» (R, abierto).
La presion preliminar maxima que soporta es relativamente
satisfactoria. El factor de compresién, en cambio, en condicio-
nes dindmicas, con algunas décimas de mm de presién prelimi-
nar, es reducido. Para 2.1072 'de presion preliminar se obtiene
tan sélo 2.10~% en el vacio «fino», valor insuficiente. Estos he-

.chos muestran que la bomba trabaja relativaments bien como

valvula, pero' deficientemente como compresor (velocidad pe-
quefia). La refrigeracién ha reducido la contracorriente - Gae-
deana permitiendo la condensacién de una parte del exceso de
vapor que no pasa por el cuello. La refrigeracién empleada es
deficiente, pues el algodén m»OJado no disipa ripidamente el
calor. Un enfriamiento eficiente mejoraria, sin duda, el compor- -
tamiento de la bomba. Pero sacrificariamos el prop051t0 ini-
cial de poder trabajar con refrigeracién a aire.

Era dé esperar que la contracorriente se reduJese, si se trans-
formaba el cuello conico en uno cilindrico, de didmeiro igual .
al que tenia en la garganta de chupada (al nivel de la boca de la
tobera). Esto fué hecho sin modificar el resto del aparato. La
bomba transformada funcionaba;, ahora,-sin y con refrigera-
cién a agua. Las otras 2 curvas de la figura 2 muestran los
resultados obtenidos.

Con refrigeracién a aire se obtuvo un factor de compresién de
hasta 300, en condiciones dinimicas, para flujo pequefio, con
una presién preliminar de 5.10~2. Ello da un vacio fino del or-
den de 104 -Pero la presiéon preliminar maxima que soporta .
es, ahora, reducida. Con el robinete cerrado se ha obtenido una
velocidad de 0,44 lis/seg para P;=0,15 y flujo=0,0011.

Con un algodén mojado envuelto al cuello, el factor au-
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menin hasta 2330 (*) v la pr'esi()h preliminar maéxima hasta
~unas 3 décimas de mm. La velocidad alcapza ‘ahora 2,2 lts/seg

para fluJo—O 001 y P,=0,10 mmHg. Una, refrigeracion efi- -

ficiente mejorarfa, seguramente, los resultados.
Observemos, de paso, que el «factor méximo» 100 por es-

calon no existe: aun sin refrigeracién a agua hemos obtenido

F=300 y con una refrigeracion rudunentarm cerca de 8 veces
mas. . :

Estos ensayos muestran que uno de los efectos de la rel'rl—
geramon es eliminar, en gran parte, por condensacion, el exceso
de vapor que de otro modo generaria la contracorriente Gae-
deana. Se podria pensar en disefiar el cuello cilindrico y la tobera
de modo tal que no hubiera exceso de vapor ni contracorriente.
~ Ello no puede ser realizado sino para flujo cero o para un flujo
préfijado, pues el gas frio que se mezcla con-el chorro de va-
por cambia las trayectorias de las moléculas de éste, producien-
do un ensanchamiento del chorro. Esle ensanchamiento - varia
con el flujo. Si para un cierto flujo el didmetro del cilindro
es correclo, para uno mayor habrd excsso de vapor, y para

uno menor el chorro no Ilenara el cilindro y no servira de vél-

. vula. : ‘ "
Con refrigeracion a aire el cuello necesita tener didmetros am-
- plios para mantener dentro de limites la contracorriente (disefios
de Crawford l.c.), pero la presion preliminar tolerada se hace
exigua. Con refr1gerac1011 a agua corriente se puedé reducir el dia-

metro del cuello y aumentar con ello la presién preliminar tolerada -

‘.
- sin, producir una contracorriente peligrosa; pero se reduce la
velocidad de chupada. ' :

Es interesante observar que para un mismo euello cilin-
drico la refrigeracién aumenta el valor de la presion preliminar
tolerada (figura 2); ello muesira que el exceso de vapor, ade-
més de producir la contracorriente, reduce el impulso hacia ade-
-lante del chorro. Se producen, seguram‘ente,‘torbel’linos de va-
“por no condensado a lo largo de las paredes, los que absorben
parte del impulso. del chorro y lo transmiten a las paredes la-
terales, restdndolo’ al necesario para contener la presién pre-
hmmar

(*') En una medicién posterior se ha llegado hasta F'=4.10* para P,=0,09.

|
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Para’_obtener presion preliminar y velocidad altas parece
conveniente’ usar. 2 escalones uno dlsenado como valvala de re-

- tencién y el otro cdmo compresor de velocidad razonable

' Bomba a Ghorro de 2 Escalones

EI disefio de esta -bomba estd indicado, esqueméiticamente,
en figura 1; los resultados de su prueba en £1gura 3. Tiene re-
frlgeraclon a agua corriente. El tubo de coneccién al alto vacio
tiene un didmetro interior de 27 mm y el que va a la bomba
preliminar de-15 mm. Los resultados:de su prueba estin indi-
cados graficamente en figura 3 y numéricamente en Tabla T.
Los puntos llenos corresponden al valor del factor de compresion
(la rama superior en condiciones estiticas-y la inferior dindmi-
cas), con escala a la izquierda. Las pequefias cirounferencids, a
la velocidad, en condiciones dinimicas y las cruces en condicio-
nes eslticas, cuya escala estd -a-la derecha.

La presion preliminar que la bomba soporta en condiciones
estdticas depende de la presion de - caldera. La curva llena fué
tomada con una presién de caldera de unos 65 a 70 mm de aceite
o'sea 5,0 a 5,4mm de mercurio; la de puntos y r.ayas, con 85 mm
de aceite, o sea ‘6,5 mm dé mercurio. Este aumentos hace crecer
la presion preliminar mdaxima estatlca de 2,3 a cerca de 2,7
mm Hg.

La.rama estitica de la curva factor de compresién arranca
del punto P;=0,11, P,'=2,2.10"%, flujo 0,0011 (medida No. 6
de tabla I) de Ia curva dindmica; -esto es, toda ella estd tomada
con el capilar No. 2 abierto y el robinete R, cerrado. Lo mis-
mo vale para la ramia estitica de la curva de velocidad. Si las
curvas estticas arrancasen de puntos de menor flujo de la curva
dindmica, su recorrido 'serfa anlogo pero sus valores podrian
ser considerablemente superiores. Los dos puntos al tope, por
ejemplo (mediciones 1y 5 de tabla I), indican valores I' =5.104
y 9.10% para una curva «estitica» cuyo. flujo, formado por el
desgasamiento y la descomposicién del aceite, no se conoce, pues
‘los capilares estaban cerrados. No es posible, sin el valor del
flujo, calcular una velocidad correspondiente a los mismos.

' Se dice arriba que esos puntos corresponden a la rama esti-
tica porque, si blen el robinete estaba abierto, la presmn preh-
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minar -de 0,10 y 0,18 no era debida al flujo proveniente del alto

vacio sino a la humedad y vapores ‘del - aceite .de 1a bomba me-

cénica preliminar. La presencia de estos vapores reduce practi-
camente a cero, para flujo e alto vacio despreciable, la velo-
cidad de la bomba mecénica, lo que es eqmvalenle en cierto
sentido, a cerrar el robinete.

La reducciéon de P, de 0,18 a 0,10 se deblo a una hm—
pieza del tubo secador despues de la medlcloq No,

La curva dindmica se interrumpe con un'ci-erbo flujo maxi-

mo, cuyo valor puede ser aumentado si se aumenta la presion de -

caldera; para un valor de la presion preliminar algo inferior al

que se alcanza en condiciones estticas.

e

Conviene observar que para mantener la presion de caldera
P, constante al llegar a presiones preliminares elevadas, es ne-
cesario aumentar la calefaccion. Ello se debe a que P, esla di-
ferencia entre la presion de caldera y la presién pr,ehmlnm, de

modo que la presion total de caldera es P,+P;. Al au--

mentar Py se reduce la corriente de.evaporacién si no se aumenta
simultineamente la temperatura. En las mediciones No. 32 y
88, por ejemplo, fué necesario aumentar la calefaccién de 138
a 210 watios para mantener P,=170 mm aceite. Si se permitia
bajar a la pres1on de ese valor la bomba no pocha contener el
empuje de la presion preliminar y fallaba.

Podria pensarse en aumentar aiin' mas la presion de caldera

a fin de tolerar mayores presiones preliminares. Hay dos li-

mites: ‘uno es la diferencia de nivel entre la 'superficie liquida -

en caldera y el punto de arranque del  tubo que conduce: a ‘la

bomba preliminar; el otro es el hecho de que al aumentar la

cantidad de vapor circulante mas alli.de cierto limite, disminu-

yen la velocidad y el factor de compresién de la bomba. En las

mediciones 3 y 4 de tabla I, por ejemplo, funcionando la bom-
ba en condiciones dinimicas, con un capilar de flujo 0,0079 lis:
mm/seg ‘abierto, ‘el que producia una presiéon preliminar de 0,32,
con 15 mm aceite (1,15 mm Hg) de presion de caldera, se ob-
tuvieron V=382 lis/seg' y ['=130; aumentando la presién de
caldera a 80 mm aceite (6,15 mm Hg) los valores se redujeron a
V=24 y F=95. Hay un aumento de 34 0/o en la velocldad al
reducir. P,.

Este efecto se debe, seguramente, a que con la cantidad de
vapor circulante aumenta la densidad de la contracorriente Gae-

N
i
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N o
deana, principal obsticulo a la llegada del gas a la garganta de
chupada. Si el liquido hierve en forma irregular, con explosio-
nes, en el momento de una de éstas bajan la velocidad y el fac-
tor por la misma razén. Esto introduce fluctuaciones en las me-
didas. Pueden evitarse desconectando la calefaccién unos cuantos
segundos antes de medir.  Conviene observar, también, que, con
frecuencia, al aumentar el, flujo aumenta V pero se reduce F.
Véase mediciones No. 7 y 8, 24 y 25, 28 y 29. Esto muestra las
limitaciones del concepto de velocidad, medido en volumen so-
bre tiempo, para la descripcion - del l'uncmnannento de una
bomba a chorro.

Con esta bomba se ha conseguido el propésito inicial de

construir una «amplificadora» («booster») que soportase pre-' '
siones pnehmmares del orden del milimetro, J.'acﬂmenle obteni-

bles atin con bombas preliminares mq"us y .tuviese una veloci-
dad de varios litros por segundo (4,1 l‘fs/sefr a 1 mm de presion
presliminar -«estatica» y 2,4 a 2,9 lis/seg en condiciones dina-

micas con flujo del orden de 0,1 lts mm/seg) y presién fina in- -

ferior a 10~3 mm en el primer caso y de 4.10~2 en el segundo.
Ella amplifica el poder de una bomba preliminar chica, de
0,1 lis/seg, 24 a-29 veces en condiciones dindmicas y 41 veces
en condiciones estiticas, en.cuanto a velocidad.

La combinacién bomba mecinica chica y bomba amplifi-
‘cadora a chorro puede substituir a una bomba mecénica grande
como equipo completo o como preliminar de una bomba a
chorro de gran velocidad. No permite reducir el tiempo necesa-
rio para llegar de presion atmosférica a un par de milimetros.
Pero 'ehmma en cambio, ¢l tiempo necesario para pasar de un
par de milimetros a 10-2, presién a la que comienzan a funcio-
nar la mayoria de las bombas a chorro grandes. Ambos tiempos
son del mismo orden de macrmLud para bombas mecénicas de 2
escalones, con aceite de baja ténsién de vapor y no emulsionado
con agua y con un secador en buenas condiciones; en otras con-
diciones, el tiempo necésario para pasar de 2 a 0,01 mm suele ser
muchas veces mayor que el que se emplea para llegar a 2 mm des-
de presion atmosférica.

R . ., b
“La Incozzsmncia de la Velocidad

La 1dea de que la velomdad medida en volumen sobre’ tiem-
po, de una bomba a chorro es constante, por debajo de una cierta
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. 'su energia es mayor por cierto que la de las moléculas del gas ala- -
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_presion preliminar, es tan atigua como las bombas mismas.” o
Es “curioso que sé' haya mantenido tanto tiempo; Ella implica =~
sostener .que una bomba a chorro trabaJa como una bomba a e
cilindro y pistén sin espacio nocivo o residual: Esto es, qué el . ’
volumen barrido por un «frente» del chorro es mdepenchente\de‘
‘la cantidad de gas frio que se le mezcla. Ello es absurdo, desde
el punto de vista de’la aerodinimica. La_ velocidad del chorro
_ de vapor len una bomba moderna es, segtn Alexander, en el ca-
so de Hg, de 1, .2 a 8,4 veces mayor que lg velocidad mas. pro-
_bable de los atomos del mismo a la temperatura “del vapor y

temperatura ambients. El mismo Alexander (l.c.) anota que--
el aumento-del flujo (mayor ntmero de choques) retarda, («slows
down») el chorro~que sale de la boquilla y acorta su alcance
efectivo. ‘Ello significa reducir el volumen barrldq y con ello
forzosarnenbe la veloc1dad S - : Co

La perturbamén produclda por el quJo de gas ensancha el
- chorro una vez salido de la boquilla o tobera y aumenta con
ello la contracorriente Gaedeana. Ello reduce también “1a’ ve-
locidad. . - . -

.La corriente del mismo fluJO .en cambio, reduce el valor. -
- de la contracorriente y. cogfello aumenta la- velocidad. Un ejem-

plo de esto ult1m0 lo tuvimos en'la: bombita 1b sin refrlgcracmn : B '. .‘

Se tienen, pues hasta, ahora, 3 cfectos, 2 de los. cuales re- . S e
. ducen la velocidad y 1 la aumenta. Ha_y un 4°. efecto ligado o '
“.al 1o y al «borde de aceite» que se verd enseguida. La influen- - '
cia’ cuantitativa de estos 4 efectos deberd calcularla la ‘teoria
" dinimica de la bomba a chorro o

Las curvas empiricas muéstran que | ng’ ex1ste tal constancla v ,
‘ni en condiciones estaticas; ni en.el caso dinmico (Fig. 3). El ma- - - ’
ximo intermedio, para P,=0,6 a 0,75 es sin duda real en el caso o '
dindmico; en el caso estatico »es probable que sea real tamibién.
Su explicacién habra que buscarla en parte, en el tercer efecto,
~la neutralizacion de la. contracorriente.

La. forma y-el valor de las curvas de velocidad de la bomba A
. a -chorro deplenden también de la curva de velocidad de la bom- R
ba mecénica que se use y de'las tuberias que las conectan: para =
un mismo flujo, diversas bombas mecanicas o tuberias de"dis-
tinto dlametro y largo - producen dlstmtos valores. de la presion = .

.
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prehmmar lo que modlflca el factor de compresmn y la ve-nt

: locidad. .. -

| R ‘ - Con mercurio se obt1enen variaciones ain mayores de la

. " - velocidad en funcién de la presion prehmmar Ello sera des-
cfito en .una proxima publicacion. ' '

- Sin :embargo, una buena cantidad de curvas de ve10c1c1ad pu-
blicadas (go todasellas?) presentan la zona de constancia pos-
-tulada por Gaede desde una cierta presion preliminar hasta lle--
.gar cerca de la presion minima, limite del alto vacio: Sears

I (L ¢c.) ha eliminado el limite inferior de la postulada constancia,’
b ~ mostrando que el’ descenso de Ja velocidad para flujos tendiendo
Con a cero es aparente y debido al desgasamlento del aparato y-a
~la descomposwlon del aecite.

¢Por qué se han publicado tantas curvas asi?

El problema es en, parte fisico, en otra psicolégico. Uni-
camente a la primera parte se puede hacer’ referencia aqui. La
velocidad medida tendez% ' ser constante si:ésta se acerca a la
conductancia de cualquier parte de las conexiones y gargantas .~
del alto o bajo vacio, o a la de su conjunto. Si éste es el caso, . -

S : lo que se mide es la conductancia de tuberias y gargantas y no' . o
I - la velocidad de la bomba: Es 1/V,=1/V+1/C donde V,, es . ="
Lo ' la velocidad medida. V.la de:la bomba a chorro y C la conduc— L
. tancia del aparato, si V>C la veloc1dad medlda V depende

3 mas de G que de V. \ :

-l Borde de’ Aceite y la Sequnda Difu-sio'n‘. ‘

- Es comin observar en bombas de vidrio ‘0 v1dr10 metal que '

. funcionan a chorro de aceite, al final del periodo de calenta- .
miento, algo después del comienzo de la circulacién dé vapor - .

; de aceite, la formacion de un borde liquido- sobre la pared de '
‘: T vidrio, casi al nivel del extremo de la sombrilla o tobera. Este
! : . borde presenta sectores circulares.paralelos al canto de la som- b
 EE -+ brilla o tobera unidos por partes en Y donde puede observarse -
SR que el aceite corre hacia abajo (véase figura 4). El borde, cuya
{ - ' ’ formacion es raplda, se desplaza- lentamente hacia abajo, para-
I
{

oo lelamente a si .mismo, reduciéndose al mismo su tiempo, su
e seccién y, por lo tanto, su visibilidad. Desaparece cuando alcan-
‘ ' za cierta distancia (30 mm en el caso de figura 4) del nivel del s
extrenio de la sombrilla. . ' B

)
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S ; : : . |
o7 Se 1n13erpreta, generalmenlc la presencm del borde de acelte ' o
"como indicacion de que la bomba no «tira» aun Yy que hay que

esperar a que desaparezca para que «entre en régimen». Ello ‘
+ no.es correcto. Es facil demostrar, midiendo las presiones fina - L

y prehmmar, que. la bomba ha comenzado a trabajar en el . . e

mismo instante en que aparecieron él o los bordes de aceite (pue- - :

de haber uno en cada escalén). El borde de aceite demuesira que’
. ‘la bomba a chorro ya estd Lrabajando. o
3 p»,pz <0.10 =015 ©  =0.25mmHg S

-

R ST Fig.4 - ‘ SoiE
T : ‘ o _El borde de ‘aceite. ‘ . I

-~

- El borde de aceite aparece de nuevo con la bomba a chorra
‘«ya en régimen» si la presion preliminar aumenta maés alla de j
cierto limite. A partic de este punto, si la presion preliminar '

sigue aumentando, el borde hace el recorrido inverso al descrito

v ~ anteriormente. Sube y engorda acercindose al nivel de la boca .
! ~° de la sombrilla o tobera. Si la presion  aumgnta méis adn, el -
o borde se derrama en un cierto instante, hacia arriba y hacia - T
-abajo,. desapareciendo: La bomba ha dejado de tirar por exceso o

. de presion prelimidar. La figura 4 -muestra 3. fotografias de . =~ - T
una bomba de ensayo (II.2) de 2 escalones; en pleno funcio~ o

v
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SN e namlento tomadas en 1dénucas condmlones salvo- la " variacion
., 7. de la presién preliminar. En ellas se distingue el tubo de chu-
" pada, ‘la sombrilla del escalon fino, el tubo "que conduce él.
-+ vapor-al escalon a tobera central, ésta y el tubo que condensa
) el chorro de la tobera y ¢onduce a la conexién de la’ bomba
~ "+ preliminar (esqaématicamente en figura 5). En la fotografia
"2 e ’de la izquierda, tomada:con presion preliminar -0,07 .mm no
" bay borde de aceite visible en el escalén superior y a duras -
-, penas jpuede - distinguirse en el escalon a tobera. La fdtografia
S - del centro corresponde a 0,15 mm. " Puede verse, algo borroso, v ,
e - el borde en la parte izquierda del tubo.-de chupada_del escalon .. L.
b ‘ a’ sombrilla, unos 7 mm por debajo dél extremo de ésta. A la
© derecha, _su presencia . perturba la sombra’ lineal negra incli-:
. “nada.” En’ estas condicionies el borde es dificil de fotografiar
e ' porque no se estd quieto: se desplaza varios milimetros-hacia.
’ * arriba y hacia abajo 4l compés de la irregular ebullicion de la
caldera. En la vista.de la derecha el borde"se muestra clara-
mente, con sus sectores. cu'culares y sus «desagiies» en Y.
¢A qué se debe y qué S]O'nlflca el borde de aceite? . ,
I Para que el borde no «caiga» y tenga que «desaguar» por I
:t, % ..+ lugares especiales, es necesario que sea sosténido’ por una co- L
i R " rriente de gas, hacia arriba. El borde esti en el lugar en que esta
i+« .. ocorriente da la vuelta, formando un torbellino sobre lapared -
‘del tubo de chupada (vease esquera en figura 5). En el tor-
Jbellino reina un méximd de presion de gas. Ya Alexander (l.c.)
7 al describir, el funcionamiento del ‘chorro.afirmaba que sobre la -
_ pared se forma, debide a la condensacién, una region en -la v
e T cual la densidad del gds alcanza un méaximo. Esa es la region
Lol ~ cuya presencia demuestra el borde .de aceite.

N . El borde sirve, también, para controlar el centraJe de tobe-
b o ras y sombrillas: donde el extremo de una de éstas se encuenira o
L " mis cercano a la pared del tubo de chupada el borde de- aoelte 4
-es soplado a mayor distancia*

La distancia media-del borde de aceite. al mvel del extremo
de la sombrilla es linealmente proporcional al factor de com-
presién (figura 5). Ello muestra que por-encima del borde de.
aceite. y alo largo de la pared difunde gas desde el torbelhno

() -La. asimetria. de los agujeros que sumini_stran vapor al escalén en 80m-
. .. brilla produc¢e el mismo efecto.

‘
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hacia el alto vacio. Llamo a ésta la 22, difusién, _para d1st1n-
gulrla de la difusién Gaedeana. Ella es posible,.a pesar de la
alta velocidad del chorro de vapor, debido a que esta velocidad

+ se reduce por frotamiento al acercarse a la pared; en el limite

es cero. .
El borde liquido no puede ser  observado para mercu;rio,
porque no moja a la- paréd de vidrio.

4 BORDE de ACEITE _
'y 22 DIFUSION | A ..
200t W

'100---‘ ‘  ; ‘ ﬂ(‘

,/v
Y DISTANCIA 5
10 20 30 40 mm
Tig. 5

FACTOR

=

>n

La Férmula de la Velocidad

Como resumen de este trabajo se puede escribir una for-

mula para la velocidad de un escalén de una bomba a chorro.

Ella puede orientar al que encare el cilculo aerodindmico com-
pleto. :

M

V=S—D/Py+C—G—H (Py/P,)

S es el volumen barrido por un frente del chorro de vapor.. D

es la cantidad de gas generado por el desgasamiento de las pa-

" redes y por la descomposicién del vapor dé la bomba (Sears

L. c.) medido en presion por volumen. P, es la presion fina y
P, la preliminar. C es el volumen que se elimina por ad- y por
absorcmn en la zona del vacio fino (efecto de «Cleanup» y de
«Getter»). G es la reduccion del volumen de gas que llega a la
garganta de chupada debido a la contracorriente de Gaede; ‘ella
depende del disefio- de la bomba y de las COIldlClOIlGS en que

trabaja; para calcularla hay que tener muy en cuenta la pre-

!
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sion lateral de Bernoulli para chorros a velocidades superséni--
cas. H es la 22. difusién, la que se produce lamiendo la pared,
a partir del torbellino que sefiala el borde de aceite. Todo en
Ja unidad de tiempo. S, G y H son funciones del flujo y de'las

- presiones de caldera, preliminar y fina.

Deseo expresar mi agradecimiento al sefior Angel De Fran-
cesco por haber hecho posible la construccién de los diversos
modelos de bombas a chorro utilizados; al sefior Atilio Colautti,
por haberme prestado una bomba mecénica de su construccion,

~ por haberme obsequiado phthalato de butylo y otras cosas y por

haberme cambiado mercurio sucio por mercurio tridestilado; a
los sefioresyAleyn y Heguilor ds Fadet por haber manufactu-
rado esmeradamente las bombas de acuerdo. a mis disefios.
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TABLA I

BoMBAa A CHORRO A-2

5 - @ S e Q 3
Sof| 8|S |88 | . | N s |S |5 |E ¢ 8
ESE[EE |ef |l | S| T E 155 oS 5
2 SIS3 |88 |NE | S £ 3
1 no | 80 |002 |0,18 |018 |— 3 90000 |dinfim.
P 2 80 | 1,8 |09 |09 0,0011|61 | 1050 | » :
3 1 80 32,5 |0,31 |031 10,0079 | 2,4 o5 | » [umento do T Y
4 1 15 245 |032 032 | » |32 130 | - |00 reduceon de Lo
5 no 80 (0,02 (0,10 |0,10 |— — | 50000 » |secador limpio
6- 2 70 |22 0,11 |0,11 |0,0011f 5,0 500 » |aumento de V7 con-
7 1 60 30 10,25 (0,25 [0,0079 (2,6 83 » |flujo pero reduccién
8 3 60 | 185(065 |067 0,053 |29 36| > lde P~
9 3 30 | 430 (0,65 {0690 | » |12 16| » [roduccién de F y ¥
10 2| 8 |22 |020 |020 |0,0011]50 910 | estat. lcon Pe
11 > 75 | 2,7 [050 [050 | » |41 | 1850 ». ‘
12 » 75 12,0 [065 [065 | » (55 |3250| »
13 » 70 |27 |1,00 1100 | » |41 | 3ar00| »
14 | » 70 127 (1,20 [120 | » |41 | 4450| »
15 » 70 12,7 (1,40 [140 | » |41 | 5200/ »
16 | » 65 |30 |1,60 [1,60 | » '|37 | 5340 » N
17 > 65 (50 |1,80 (1,80 | » |22 |3600( >
18, » 70 200 | 2,00 | 202 > 0,06 | . 101 >
19 » 65 | 1000 (| 2,10 | 2,20 » 0,01 221 4 |comienza a fallar
20 | » 65 130 (030 |030 | » |37 |1000] »
21 » 65 |30 [060 060 | » |37 |2000]| -
22 5 65 3,0 (090 |09 | » |37 | 3000 » ,
23 | -2 70 |20 012 [012 | » |55 600 |dinam. :
24 | 1 | 70 33 |026 | 026 0,0081|25 19| > [gerento do 7 con el
25' 3 65 | 170|070 [0,72 0,060 |35 2| » Jo y reduceion
26¢ | 3 65 | 180|070 | 0,72 | » |33 40| > .
27 | 4 65 | 500|098 |1,08 0,095 |19 21| » :
28 5 | 65 | 400|007 [101 | » |24 o5 | 5 [amento de ¥y red.
29 6 70 | 500{ 1,00 |115. {0,146 |2,9 23| »
30 7 70 | 900 | 1,25 | 1,34 [0,204 |23 15 » )
31 8 70 1308 1,40 (1,58 (0,256 |20 | 12| » .| 4
32 9 70 | 280D | 1,40 [ 1,68 (0,307 |11 | 6,0 > .
33 9 | 70 2100|150 [Tr7 [ |11 jes y [|pumento  ealefaceién
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_mo el Advisory Council on Beilstein ‘and Gmelm (I, A. d) de la Unién Inter-

CRONICA

\

EL INSTITUTO GMELIN HA REANUDADO SUS ACTIVIDADES
'Y SOLICITA LA BIBLIOGRAFIA QUIMICA ARGENTINA

Los trabajos para la continuacién de la conocida enciclopedia de Gmelin,
que se publica ‘ininterrumpidamente desde 1817, han.sido reanudados en 1946
en Clausthal-Zellerfeld, zona Britinica de Alemania, La 8% edicién de la im- : S
portante obra de consulta quedarfi asi terminada dentro del plazo -establecido e
durante el XI Gongleso Internacmna.l que Quimlcé celebndo en Londres en .
1947, k

Una dificultad especial que se presenta -al eirculo de colabora.dores es la ' - |
falta de algunas revistas, originada por la guerra. Si bien esta dificultad cs
solucionada en parte gmcms al .apdyo plestado por algunas instituciones, eo-

nacional de Quimlca y del Compendia Committee de la American Chemical So- _
ciety, faltan no obstante muchas publicaciones importantes. L ) C
.Los temas que interesan especialmente son los siguientes: i :

Quimica Inorginica Historia de.la quimiea.

Quimica Analitica - T'isicoquimica o v
Hlectroquimica Coloidequimieca : o ' R
_ Quimica de 1los equ111bnos heterogéneos Corrosién y pasividad i . i
Quimica tecnolégica : Mineralogia - - .
Cristalografia Geologia, o
Geoquimica / Beneficio de minerales ) , ERE
- Hierro y acero Quimica econémica - !
Maetalurgia ) Métalografia ‘ L -

Metales no ferrosos Metales livianos

Figica experimental: fisica atémica y - nuclear, rzidiohctividad, propiedades .
mecAnicas, ' térmieas, Gpticas, eléetricas y magngticas de la materia. - ‘ ‘

Il Tnstituto Gmelin solicita a los autores argentinos el envio de apartados . ‘

" de los trabajos cientificos publicados en lag Gltimas déeadas, al Director, Prof.

E. Pietsch, Instituto Gmelin, Clausthal-Zellerfeld Altenauer Strasse 24, Ale-

- mania, para ser tenidos en cuenta en la publicacién de la préxima. edicién.
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