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,.La U.M. ' ,A.' reconoce. :cuatro c~tegori~s de,miem~ro~: ·'b.¿~orar¡os,' in'otee;, 
tores, titulares, yadheie~t~s~ ,El mieml:¡ro proteeto~pagauua CUO~8i aD.ual de:: 
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.'y el a,dhereilte una cuota :an~al de 10 $. Los pagos deberán ef~ctiIarse, por 
,cheque,' ~irou otr() medio 'libre de gastos, a la, orlIen de; la,Tesorera;: Prot. , 

Clotilde A., Bula, ;Rioja 3681. Olivos ;E'.C:M.' ), , " , : \ ' . . ' , 
" " ' ,Por ser la/U. M: A~miembro del patromtto de la ,MatliemaÜcal Revie~~' 
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','1' eEia'lmportantE\ ,reVIsta de bIbhogrltfia y. Cl'ltIca con ,50, ,%de rebaJa' sobre, ,el", 
~recioMsuscríp'cióÍl 'que es de ,20,dó1l1res por año; Lossóilios'·de li, U.M. A. 

",' . 

'Pl1garún por tanto/sólo 10 dólarfls, pora,fio.." ' y, 
, Los au~ore~ détrabajos reciben, gratuitamente~unÍ1 t¡rada iÍparte de,l 50" ' ' 

",ejemplal'es."Lás 'correcciones extraordinarias .. de· pr~ebas" son po'rliueilta. de los, 
autores; , ' , ': ' " , 

" ' 
''', , ,JUNTA :qIRECTIVA "~o i 

',1 " '1 .' ,1 , ' .. ' , ",' 
" ' ' P,residente¡ Julio Rey Pastor, '.Yerbá1898, BU,en,os Aires., ' 
,'\Vicepresidentes, César, A~ 'Trejo,: Féli,: E.' Herrera. Se,cretario, general, ,Mú~i­

mo, Válentinuzzi. Secretar¡os 10 (jales, 'O~ A. Vursavsky, (Bs;:AÍl'es), R., A., Ri~ 
cábarra (La Plata); F; ,L. Checchi (Córdoba), ,E .. Gaspar (l,'toáariq),S., Fel';~' 
JiúndezLopg (Bahíd)3Ianca); '1. C;"Guglielni.one (Tucumán), S. Sispán,ov(San 
Juan).J. de Dios Olivieri (Santa. Fe), .M~Balanzat':(San LuiB).,F>Tora:(l~ 

,z()s (Mendoza)';' Tesorera, Clotilde, A. 'Bula,: Pl'otesorera,' 'M,ai'Ía','Josefina 
",El'l'amusp,{!, DÍl'ectór de Publicac~ones, J: Babini:-. ','" .'., ,,' ,', 

", .,ÁSOOIACtON,'F\ISICA' ARG1jJN'.6:NA 
,1 '. r·. 

I /;. -- .1, 

'LaA:~. F;'\A;, a~ocil;t~i6ri:,priV~~i1::'de h1Ve~~igad,o~es,'pro~esores' ye~tudiai1'1 
'tes de fíSica, y der ustrouomía,' 'tIen.e por ','obJetofomentur, el progreso de la 
el!-señunza ~,e~ichitsnlatori.dspó: .medio, de re1¡1nio~es, científicas. periódi~as r 
dEi la'publIcacIón de trabaJOS orlgmales. ". "',' ' 

, '. ,podrán, ing,asar Ic¡qino Bociosuctivos' quienes hayan' efeCtuado )Avéstig~: 
,cio,I1es 'óriginales; pueden ser so,\ios adhoreIltes los profesores que 'nocun;¡plrin I 
':este ,requisito;'y só,cio.s 'estudiante's los, que hayím aprobado el prilll~r'añode \ 

", estudioB,de 'física o de astronomía. , ' , ',.:,' " " , ' " , 
,1, I,assolieitudes de ingreso/que deberál,l llevar la: firma: de dos, SO!iiOSÍ1C7' ' 

"tivos oadhere!1tes, :habrán "tle dirígirse ,al secretario 10cQ,1lque correspqnda. Loa, 
: BOcios' activos :'aboJi.arán uua cuot:¡, mensual de, 7 $" los' ádhereútesde 5' $ y, 
,~¡'s estudiante~ de 3 $.' En, estas' cuotas están incluídas las suscripc~on~s al, 

óI'gUl).O de ~a A,. F. A.,y a la r,evista "O~encia e Investigación",'" , ' . 
, \ 'Los lljaJiu~ilrítos.destinudos, a ,la, publicación' y ,lacor~espondencia ,admi- , 

nistrat!va ~eber{tn enviarse al delegado de la A. F. A., Guido Bock, Laprida . 
922, Córdoba. , " "', " ",'. :' ,',,: ' 

'l"ara l~ reducci6ny'presentación de los trabajóÉlsé agrudec'eráse',t(lllg~, 
en cuent(t 'las N armas ,ne1,ter~le8 'distribuídas con esta, ,reVista en. 1945., " ',,' . 

, co~sIbN,DIRECTiV:A' 

'" P,!:,~sideute :Ri~ardo"Gans " , " : ' , '" . " , " \ '. 
" ,Tesorera:' ;Estrella' Mazzolh de' Mathov, San Juan '1,93ljBuenos ,AIres .. , 

, Seci:etarios locale~: ,Ernesto EtGrilloni" Buenos Airesi "Yerbal,1763. 
Mar,coA.\Poggio, La ,Plata; calle '4lN\l '764~< ' 

.1. .' Guido Beclt, Córdoba; Laprida: 922. ": ,,',,', ' 
'\' 1 , • .A.Í1g~stó Battig, Tucurrián, 2.5 de ,Mayo 731. 

• l. ' .. 

,Abonnement ~~uel a. l'etrang~r; 4.00 dollara ,(Etats-Unis). \ ( 
" ',', ' "!' \.'" .'" .• 

'Priere d'ad,esser toúte ,)a ,c!lrrespondance scientifiqueet áa:mi~istrativf 
" a. l'adr,essll ei-dessoua: . ,': ' , ' ' ' , 

, '~~YSEOl~E;ARIO D,E LA' UNION MATEMATIOA ARGENTINA: I 
Dr. MliIi,to VALENTINUZZI

" Gascón '5~0" Buenos' Aires (REP. ARG:ENTHh), .. :, .: 
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IN T R O D U C:C ION 

Al cor¡.ferirme la Asociación Física' Argentina el honor de· 
escribir, a modo de intmducción, un artículo en d núnlerO 
de su l'evista. de~1icado al hom~naje a Teófilo Isnar(:li en su 8'e­
senta 'aniV'ersario, me ha impuesto,' también, una .seria respon­
sabilidad: la de rhan~ener a raya los impulsos elel corazón y' 
prócurar que la mente' sea fiel a la realidad .. Per;o he aqiií que 
la realic}ad no es siempre objetiva; y talvez .sea 'e~a la' razón por' 
la cual me han confiado, pl'iecisamente a. mi, esta tarea. 

Antes' de referirme a la obra científica y didáctica de Is-' 
nardi - que, por otra parbe, la mayoría de los Gfue leen esta' 
revista conooen. y valoran - vagaré un poco por los jardines del 
recuerdo, que es, como alguien:'.ha dicho, un poeta, y que tra-' 
taré de no conv,ertir en un historiador. > 

Han pasado ya más de clwr,enta años, pero tengo mUy pre­
sent,e la impresión. que me causara mipfimer" encuentro (po­
dríamos decir ,enconLrón) con' aquel niño gránde, cl::tando' a la: 
sencilla pl'iesentación siguió ya una coritroversia científica - qué 
pre~ensión - con poco fun~lamentó y' abundante ironía. Se per­
fil~ba ya en él un '«logista», r,ecio cruzado pe laverdact cientí­
fica, con su ,lanza siempr,een risLTopara acometer contra el 
,error, coQ. una potente IU~l1inaria interior dispuesta a proyectar 
luz donde hiciera falta. " 

Una característic'a' sencillez' de vida, y una excepcional vo­
cación 'por ,el estudio, lo convirtieron ,en un trabajador incan­
sable. Pasó brillantemente por tres. ,facultades de la Univarsidad 

'de La Plata, dejando la impresión de un estudianté exoJ3pcional. ' 
Su amor ele juv,en¡tud fué- la geometría; taivez porque la . mag- :. 
nífica arqui,tectura de esta, ciencia se amoldaba a su tempera-' 
mento lógic,o y su -harmonía atraía su imaginación poética; y 
. en vlerelad, siempre razonó a Ja manera de los geóme\t.ras. Creía~ 
. mos, pues, sus .compañeros, que se deflicaría a las matemáticas 
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puras; y, en realidad, cambió de rumbo por una' feliz coinci-: 
dencia; la de haber tenido como profesor a un ,eminerite ma.es-
tro de la física: Emilio Bos'e. ' 

Algunas veóes he oído, si, nó una crítica, por 10 menos una 
queja. por ¡no haberse consagrado más de lleno a la investiga­
ción. No pretenderé justificarlo, pero sí explicarlo: 

El primer grupo de físioos argentinos - formados por Base 
y Gans - fué requerido y obligado a trabajar intensamente en 
la docencia; y lentre? -elLos, por sus oondiciones, fué Teófilo, 
Isnardi el más solicitado. Además ,predominó en, él su esencia ' 
fundamental de maestro. Le oí decir muchas veces: cuando es­
toy frenLe' a la clase me olvido de toda preocupación, y soy 
feliz. Enseñar, aclarar 'dudas, profundizar conceptos, hacer' fá­
cil lo difícil, ponerlo al alcanoe de cualquier inteligencia, es­
cribirapuntes con la. misma fruición de tin colegial, escribir 
libros claros y' precisos; lodo leso, ha constÜuíd,o p,ara él un 
gran atractivo y una aspiraoión. En todas las, esoUielas 'en que 
enseñó, y en las que actualmente enseña, se reconocen sus oon­
diciones de expositor brillante y claro., 

Participo también de la opinión de que dedicado' puramen­
te a la inViestigación Isnardi hubiera producido mucho, y bueno; 
pero los frutos de su acción docente no hu~ieran sido de tanta 
abmidancia y calidad. Ha semhrado serriilla de gran valor, 'y 
por cierto no muy abundante en nue~tro medio: ha enseñadQ 
lo' que significa lenteneler a fondo; lo que: significa comprender 
y tener ideas claras sobre las cuestiones fundamental,es; a ele­
cir «no entiendo» y tralar de entender; a ser científicamente 
modesto. ' ' ' 

Por otra .p·arte~ su tar,ea' docente incluye también obra de 
investigador, alguna len el campo ,experimental, pero preferente­
mente en el de la crítica de conceptos y teorías fundainentales, 
historia de las ciencias físico-matemáticas, filosofía, lógica,apis-
t!~mología, !etc., . ' ' 

~ntre sus invlestigaciones experimentales citare~os: Sobre 
el aclaramiento mag,nétioo d,e los cristales líquidos. Sobre las 

. tensiones de vapo.r y disociación del vapor de bromo. La con-' 
ductibilidad del calor ,en los gases disQ.ciados y la disociación del 
hidrógeno. Sobm, las, tensiones de vapor del bromo sólido. 

. Entre sus trabajos teóricos y filosófic~s ~ . 
. Sobre' triángulos homolósicos. La, constante química de 
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afinidad. Nuevas ,ideas en la, teo,ría de los electrólitos. Sobre 
los denominados valor,es absolutos de la entropía .. Sobre los sis­
temas le~éctricos de unidades y. en especial el sistema M. K. S. 
Sobre la axiomática len la termodinámica. Los principios de in- ' 
dependencia en la mecánica de Galileo y' Newton. La física de 
Descartes, 'etc. Entre ,sus obras didácticas (en colaboración) : 

Curso de Análisis maleniático (3 tomos). Curso de física 
(3 tomos). Elementos de Geometría. Trabajos prácticos de física . 

Sus numerosas publicaciones, y las ideas expuestas en sus 
clases' de física teórica ,revelan una ardua tarea de meditación, 
dedicada a preparar a· los jóvenes que en el futuro harán honoD 
a la Ciencia ,argientina, y al maestro, co'ntribuyendo al adelanto 
de,lesta hermosa ciencia que alguien ha llamado ;«aventura .del 
pensamiento» . ' . 

El reconocimiento 'de su profícua labor se, ha, concretado 
en sus importantes cargos y honores recibidos. Es actualmente:. 
Director del Instituto de Física de la Universidad de Buenos 
Aires; Pr,esidente de la Academia ~ acional de Ciencias EX'actas, 
Físicas J Naturales, de Buenos Aires; Miembro de la Academia 
Nacional de Córdoba; M1embro de la Academia Real de Cien­
cias de Madrid; Mie¡pbro del Comité Internacional, del Bu"" 
reau' International 'des Poids et Mesures»; etc. 
\ El merlecido homenaje que rinde a Isnardi la' Asociación Fí-' 

sica Argentina le llegará allá en París, donde ha ido a' cumplir 
la honrosa misiólí de formar parte de un congr,eso, como miem­
bro permanente del Instituto de Pesas 'y Medidas. Al leer lo que 
aquí digo, sol;>re. él" se ofenderá un poco su modestia; pero lo 
encontrará justificado cuando len buena parte de las páginas 
de la revista vea la calificada cosecha de su siembra: porque 
estos son ya promisorios frutos de' un romántico y hábil sem­
brador. 

J. B .. Collo 
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SOBRE LA CALIBRACION DE EMULSIONES 
. FOTOGRAFICAS. ESTUDIO DE, UN METODO C,) 

por DORA G. DE KOWALEWSKI y VALDEMAR J; KOWALEWSKI 

Universidad de Buenos Aires 

(Recibido el 2 Nov. 1949) 

'" ABSTRACT. - The self-consistency test and the inverse squaie law method 
are estlJ-blishecl as the necessary and sufficient conditions, for obtaining a cali­
bration CUl've of photographic emulsions independently of the spectrographic 
oquipment and techniquo employed. Results are given which were obtained using 

, tlle relatioll between U{e 'liglit illtensity of an incandescent lamp and its voltáge, 
, as a means to obtain variable c:\."posures. TIle curves obtauled fulfill the above 
mentioned conditions using an adequate illumination system for tjle spectrograph 
aml a cal'cfully designed microdensitometer, in such a way as to minimize the 
1nfluence OI the instruments. 

El I)roblema de la determinación de la c~rva característica 
\ ' 

de una emulsión fotográfica con precisi~n y sin errores sistemá-
tico~ ha sido tema de muchos estudios, siendo uno ,de los faa-

. '! \ 

tores ,gue limitan la precisión elel análisis espectrográfico cuanti-
tativo. Existen dj.versas técnicas para leste fin y se han publicado 
trabajos analizando los ierrores inherentes a cada una. Con todas 
estas técnicas se obtiene, en general, para una misma emll.lsión, 
diferentes curvas de' calibración. EstQ puede atribuirse a la omi­
sión ele uno o varios de los siguientes hechos: a) La existencia y 
aún la variación del coeficiente p de 'Schwarzschild (1); b) La 
diferencia ,entre las respuestas de una emulsión a una iluminación 
continua 'y una intermitente (2)(3); c) La evaluación erróhea de 
la intensidad de la energía radiante incidente so})re la emulsión, 
debido al uso de dif,erentes partes de la óptica elel 'espectrógrafo, 

(*) Este trabajo 'constituye partes de las Tesis Doctorales de los autores, 
que fueran comunicadas en la 12" Reunión de la Asociación Física" Argenti­
na: Septiembre 19, 1948. 

-, 
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, . , 

para cada. espectro marca. de ,calibración; J a,. las ref~exiones in­
,rernas (2) (4); (ló primero ocurr·e en los métodos que dan simul­
táneamente toda una serie·demarcas,de calibración); d)El error 
,cometido. en. la determinacióI;i de densidades debido a la presencia. 
del ef,ecto Schwarzschild-Villiger en elmicrofotómetro, y al grano 
de la emulsión. (Este último i~portante cuando la marca .de cali:-
bración ,es de dimensiones pequeñas). , 

Los métodos de calibración en los qlle se' varía la intensidad, 
constan, generalmente, de algún medio para disminuir el flujo 

'luminoso, de una fuente de inten,sidad constante lo en un faclor 
. le conocido (p. "ej. factor de' filtro) y la cUrva de calibración 
s·etraza con este factor como variable independiente, De modo 
que podemos ,.poner en general: I=lc.lo;" (O'~le<l, .. 

Dos criterios han sido ,propuestos, para probar una técnica 
dada de calibración y como medio de evidenciar, er~'ores sistemá­
ticos: El lensayo de la auto-c0l1cordancia y, el método de ,la in­
v,ersa de los cuadrados de las distancias ('1)(6). El ens~yo de la 
'auto-concordancia consiste en determinar, mediante el mélodo_ 
bajo ensayo" do!? curvas de calibración c~n dif.erentes valores 
de lo. Las dos curvas obtenidas tienen, una porción común y deben 
superponerse una sobre otra. El segundo método, basado en la 
ley fundamental de la fotometría, es un método pa.trón. 

El .'ensayo de laauto-~oncordancia puede ser analizado como 
sigue: La' primera curva de calibración se efectúa co.n un valor 
lo de, lail1tensidad de la fuente. La .segunda con un valor 
l' o = A . lo. En ,el primer caso la r,elación entre la densidad de 

,ennegr,ecimiento y la ,exposición es de la: forma: 

I 

Y como t se mantiene, constante = to, es: 

'd = q:>(log lc+log lo+p .log to) = q:>(log k+C) 

siendo C una constante; y en el segundo caso: 

d~= q:>(log le+log I"o+p .log to) :::::;q:>(log ":+log A+C). 

Las dos curvas obtenidas son iguale-s y están desplazadas ho-
rizontalmente len log A.' '.,', 

~, 
I ~ I 

I 

, , 

J 



\1 

'1
1 

Ir 
" 

I 
I 
i 

" ,\ 

-"'- 266-
(, 

Si, por alguna razón (errores introducidos por el instrumento 
'o inherentes a la determinación de los valores de le) la intensidad 
relativa de la energía radiante incidente sobre la em1l1sión no está 
dad \ por le (o sea! noesproporci()nal a' le), no ,puede afirmarse que 
en el segundo caso se ha sumado una constante al log le y, en 
coonsccuencia, las dos curyas obtenidas, no son paralelas, 

E! ,ensayo de la auto-concordancia da una indicación de la 
bondad de la técnica empleada, pero no pone en evidencia errores 
debidos al principio mismo de la técnica empleada, ya que este 
ensayo se cumple tanto cuando se usa 1 co~o cuando ~e usa t 
como variable independiente. Los métodos de calibración an los 

, que se varía t no cumplen, habitualmente, el ensayo ele la 'auto:­
concordal\cia, debido a que p no es constante. 

E! ensayo de la auto-concordancia taII}poco "pone en eviden­
cia los errores inherentes al microfotómetro, debido a que en el 
mismo se comparan dos 'puntos de las curvas conespondientes al 
mismo ennegrecimiento. Los errore~ posibles afectan de igual mo­
do ambos" valores de la densidad. 

Para tener la seguridad de que un método dado de' calibra­
ción iniplica efectivamente una variación de 1, es, necesario com­
pararlo con un método patrón. El método~ de la inversa de los 
cua.drados de las distancias puede ser considerado como tal si se 
lo utiliza bajo cohdiciones en que cumpla ,el ensayo de auto­
concordanqia. No ,es suficiente efectuar sólo un ensayo de com­
paración, ya que podrían obtenerse idénticos resultados en forma 
casual, lo que se evita realizando una nueva comparación bajo ' 
condiciones' distintas ele iluminación. Esto equivale a un ensayq 
de auto.,.concordanciil. ' ' 

En resumen: Los ensayos de auto-concordancia y la com­
paración con el método de las inversas de los cuadrados de las 
distancias son las dos condiciones necesarias y suficientes que 
debe llenar toda técnica correcta de calibraQión de emulsiones 
fotográficas. , 

Entr,e lo diversoS ,métodos existentes (sector rotatorio, ranura 
de Hansen, diafragmas y mallas metálicas, cuña neutra, etc.), el 
único que pareoe cumplir con las condiciones indicadas, además 
del ya mencionado dé ljd2, es el m1étodo de los filtros neutros (2). 

En .el presente trabajo se describe un método 'para -la calibra- \ I 

ción de emulsiones fotoHráficas, en el que sólo varía la intensidad 
,luminosa, manteniéndose constan[.e el tiempo, el que se elija 

.. I 
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igp.al al tiempo de exposlClOn de la placa en consideración (con 
ello se evita errores debidos a la falla de la ley de _ reciprocidad). 
Las marcas de calibración se obtienen una J)or una, siendo por 
consiguiente . de dimen,siones adecuadas para una medición pre­
cisa de las densidades (altura = 5 mm.). El método, requiere una 
calibración previa para, cada una de las lon,gitudes de onda de 
interés, pero no es necesaria una estabilidad de la fuente tan 
grande como la 'requerida para el mé~odo de 1/d2 y el de los 
filtros neutros. En estos últimos, la intensidad de la fuente 
luminosa deb'e permanecer constante durante toda la serie da 
exposiciones de calibración, mientras que en el presente métoclo, 
la intensidad. de la fuente luminosa dehe permanecer constante 
sólo durante cada una de las exposiciones. 

I-----'i POTENCIO 
METRO 

l!'ig. 1 

, ' 

POTENCIO­
METRO 

Am'LI-

Esquema de la instalaci6n utilizada para la determinaci6n de la relaci6n entre 
la intensidad luminosa ;y el voltaje de una lámpara incmidescente, para una 

dada longitud de onda (6000A). 

Las marcas de calibración, obténidas son las de un espectro 
continuo" lo que no constituye un inconveniente para la medi- , 
ción de intensidades de líneas espectrales (5) (7), si se tiene cui­
eladlo'. de evitar la luz difusa (2) y la 'ihfl}lencia, del ded(\< 
Eberhard (1) (7). 

El método propuesto se basa en la dependencia existente en-
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tre la intensidad luminosa de una lámpara eléctrica de incandes-
, o€mcia y su voltaje; para obtener expos~ciones de intensidad re- i' 

lativ~ conocida. Este método, fué sugerido, 'pero no en~ayado,pol' 
'Sawy,er (8). . 

La calibración. de la lámpara se, >efectúa mediante el disl?o" 
sitiyo de la fig'. l. 4a lámpara empleada para este fin es de fila-:­
mento helicoidal, del tipo «excitadora ele cine sonoro» que tra­
baja normalmente con una tensión de 10 voltios y u!1a corrienl.t.l 
de 7,5 amperios. Al calibrar la .lámpara, se determina, el volta,il' 
de la misma con, un error menorqüe 0,1 % mediante un poton .. 
'ciómetro. La intensidad luminosa es medida mediante una célu]a 
fotóeléctrica'''',La corriel).te fotoeléctrica produ?e una Gaída, de po­
tencial sobre una resistencia de, ,alto valor (1011 ohms) que se 

. mide por comparación mediante otro ,potenciómetro, utilizando 
además un.' amplificador electrométrico como' « instrumento . ele 
.oero». De ,este modo, I la intensidad luminosa es' medida en Ulri', . 

dades arbitrarias con una préCisión que varfa, entre 0,1 flOJo 
(/el mejor valor para las altas intensidades). ' 

En la fig. 2 puede v;erse una curva ,de calibración de la 
lámpara, obtenida para la longitud de onda de 6000 'A. Difiere 

'muy poco de una recta de ecuación : log'[ = [{ . (lag V) g,5. Puede 
. 'v,erse que basta conocer el voltaje de la lámpara con llJiapveci­

sión del 0,1 % durante cada una de las exposiciones ,de calibr,a­
ción de.la emulsión, para obtener una precisión más que sufi­
ciente 'en la, exposición. 

. Se ha determinado la ecuación de dicha curva de calioración' 
de la lá~pa:ra por el método de los cuadrados míni~os. "Puede 
utilizarse, para los fines prácticos; dicha ecuación en lugar del ' 
gráfico, pero el uso de ésta y en especial su determinación re;- , 
sultan engorrosos, puesto que se trata de una ecuación de se­
gundo grado en la variable IOg10 V. Es posible que en'el caso 
de útilizar una lámpara de filamento en forina de cinta la curva 
característica de la misma sea una recta,' debido a la uniformi~ 
dad de la temperaturá del e~isor. En ese caso la determinación 
de la ecuación de la curva sería de valor práctico. " 

Puede asegurarse'" la constalicia de la Galibración d~ una 
lámpara de incandesoencia cuidando de no. usarla b~jo un régi­
nirOn mayor que el ~ establecido (9). Siendo éste de lO' voltios 
para la lá~para utilizada, ésta fué calibrada y utilizada con ten.,., 
siones comprendidas entre los 3 y 9 V. Se obtiene co?ello una 
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variación total de la intensidad luminosa de 1 a 65. El 'intervalo 
de variación de l~ tensión que se puede utilizar .:es menor si se 
calibra la lámpara' para una longitud de onda más corta, perlo 
dada la pr,ecisión con que se puede medir' el volLaje, puedr verse­
que no queda Con ello afectada la precisión del método. Da estas 

'.consideraciones acerca del intervalo de variación, también se de­
duce que es preferible· tomar el voItaj'e y no la corriente de la. 
lámpara. como variable independiente porque, debido al 'efecto 
de ll:! temperatura sobré la conductividad del tUI?-gsteno, p&ra la 
misma variación de intensidad luminosa, ·l~ variación de la ten­
sión és ,casi el doble de la variación de corriente, ' 

'r<! Dl .. 
001 .. 
"" o 
1>-

¡ N T E N S 1 DAD L U M I, N o S A 

]'ig. 2 , 

Curva de ciüibración de la 'lámpara, obtenida con la instalación indicada 
en la Fig. 1.' l.' 

Lá longitud de onda el,egida para estas experiencias (6000 
A) 'estuvo, condicionada por las características de la" célula foto­
eléctrica disponible (modelo 868, sensible al r~jo) y al amp~ifi­
cador ,electrométrico utilizado ,(dos láni.paras ?8 'en un circuito 
p;uente) (10) (11). Posteriormente se empleó una célula fotoeléc-

'trica al vaCÍo' sensible principalmente al ,azul, p.ara lo cual fué ' 
necesario, construir. un nuevo amplificador. Este fué hecl19' 60n 

/' 
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un circuito similar, pero utilizando un par de lámparas 959 (1~). 
De acuerdo con los resultados obtenidos, la no linealidad de la 
célula gaseosa no' parece afectar la curva de calibración de la 
lá~para. Esto, 'que era de esperar, se debe a que las corri0utes 
fotoeléctricas medidas son muy débiles (a lo sumo 10-8 Amp.), 
permaneciendo dentro de la parte lineal de la característica de 
la fotocélula. 

Una vez deberminada la curva de c,alibración de la lámpara. 
se efectuó un ensayo de calibración de la ,emulsión 'apli;ando 
las consideraciones anteriores, Para ,ello S!'l utilizó la lámpara cali-

I brada como fuente de intensidad variable iluminando CGn ella un 
difusor (vidrio despulidcy) colocado, frente a la ranura del es­
pectró~rafo. Efectuando dos series de eX'posiciones con dos va- . 
lores distintos de la distancia lámpará~difus?r, (o con un segundo 
difusor frente a la lámpara) se obtienen las dos series de· marcas 
de calibración necesarias para el ensayo de auto-concordancia. 
Para 'evitar errores debidos a la inhomogeneidad de la sensibili­
dad de la emulsión; es conveniente realizar las dos series do 
exposiciones alternativamente. 

Con el mismo di~positivo puede calibrarse ,la emulsión con 
el método de 1/d2, dejando oonstante -el voltaj,e de la lámpara 
y .efectuando varias exposiciones con una serie de valores de la 
distancia fuente-difusor (2). ' 

El primer ensayo ele aulo-concordancia no dió los resultados 
esperados. Las diferencias entre ,las dos curvas eran mayoJ;"es que 
los 'errores :exp!'lrimentales, aproximándose mucho, sin embargo, 
una de ellas a la curva obtenida con el método ele 1/d2 • . , 

Como el método de calibración considerado implica una va­
riación directa de la intensidad y, para una longitud de onda 

, determinada, es ,equivalente alterar la ilu.minación del difusor 
variando la distancia de, la lámpara o el voltaje de la misma, 
su falta de auto-concordancia s,e debería a una incorrecta ~plica­
ció n del mismo en alguna de sus partes. Aunque en condicione..<; 
ideales el espectrógrafo no debería afectar la calibración 'de la 
emulsión, la presencia de reflexiones 'en su interior puede in­
fluenciar la distribución de la luz sobre la emulsión, resultando 
así exposiciones erróneas. 

A fin de disminuir al mínimo las causas mencionadas, se 
modificó el. sistema de iluminación del espectrógrafo, sustitu­
yéndolo por el de la fig. 3. Su finalidad· es: I 
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1 0) E~itar las reflexiones en las paredes del espectrógrafo 
haciendo que 'el haz luminoso ,que penetra en' el eolimador se,a 

. de ,sección menor que el diámetro de la lente, del mismo. 
'2~) Utilizar siempre -el mismo ángulo sólido de entrada al 

colimador para todos los ensayos, con, lo cllal el error introdu­
cido por reflexiones irievitables en la óptica ·del, aparato es cons­
tante para las diversas series de exposiciones. 

En la fig. 3 L es la lámpara calibrada;C una lente con­
densadora; D1 ,es un diafragma circular de unos 5 mm. de' diá'­
metro; Diff. son dos vidrios depulidos que actúan de difusor: 
L1 les una lente condensadora que permite aprov,echar mejor la , 
luz proveniente del difusor. (Debe cuidarse que 'esta lente no 
produzca una imagen del difusor sobre la ranura .del espe<::ti'6- . 

DiFr. 
D D~ 

~, e " ..... II~ , L2 
-- COlIMADOR 

. ~~--~-:::::::::~:~:::-"-' .~ 
Fig. 3 

Sistema óptico empleado para la iluminación del espectrógrafo, que asegura 
la constancia del ángulo sólido de entrada y evita reflexiones internas. 

grafo, pues de otro modo aparecería sobre la :placa fotggráfioa 
una imagen del gr¡}no del difusor); D2 es un diafragma iris; L2 
es una lente ,adosada a la ranura del espectrógrafo que forma Una 
imag,en del diafragma iris sobre la lente colimadora: La abertura 
del diafragma se ajusta de modo que dicha imagen sea menor 
que el diámetro de la lente colimador a del espectrógrafo. 

Evidentemente, en estas condiciones (sin considerar las re­
flexiones en la óptica del espectrógrafo) no interesa la forma o 
los medios mediante los cuales se varía 'la iluminación del difusor. 
Por consiguiente, cualquier método que permiÍ}l variar esta ilu­
minación sin intermitencias, debe dar resultados auto-90ncordan­
tes, siempre que la intensidad de la luz incidente esté corr·ecta- . 
mente evaluada. 

Utilizando este sistema de iluminación montado sobre un 
banco óptico, no hay 'dificultades especiales para utilizar el mé-

i 

/ 
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todo de 1jd2 exoepto l~' de mantener constante la intensidad de la 
fuente luminosa. En contra de lo que afiJ:"man¡ muchosauto:­
r,as (2), no es necesario utilizar distancias muy grandes. En estas 
exp"eriencÍas, las distanc~as estaban comprendidas entre 100 . .1 600 
mm, y dadas las pequeflas dimensiones del filamento de la lám­
para de iluminación, la precisión .con que se determinan dichas 
distancias, nunca ,es menor que I ell%. ' 

Puede asegurarse la constancia de la tensión aplicada' a la 
lámpara o, .10 que ,es lo mismo, de la, in teRsidad de la luz emitida,; 
compensando el efecto de la continua caída de' potencial de 
la hatería de alim:entación inLroduciendo otra caída continua de 
potencial en oposicion con la primera, ,proveniente de l!-na batería 
auxiliar en serie en d' circuito. Esta disposición puede verse 
'en la fig. ,4. Si la caída de potencial de l,a batería es pequeña, y 

3 .n 0,5 .n. 

L 1IfV --
0,5.n. 

+ 

3V 

\ 

Fig. 4 

Instalaci6n utilizada para mantener constante el voltaje aplicado a la lám­
para durante' la exposici6n de la emulsi6n; y el de la fuente luminosa del 

micro densímetro. 

si se utiliza para el método de 1jd2 una lál~para gemela de 'la 
calibrada, puede calcularse la disminuciól)., relativa' que ha sufrido 
la intensidad luminosa de la lámpara durante la serie de exposi­
ciones mediante la,ecu~ción aproximada de la curva de 'calibra"' 
ción: log 1 = [( . (log V)~,5 y controlando ,el voltaje c:1e la misma 
durante todo el tiempo de las experiencias. ' 

Utiliúmdo >el sistema de iluminación anteriormente menclO-
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n~do, los r·esultados obtenidos fueron' satisfactorios, cómo puede 
. apreciarse e~ la fig. 5. La curva 1 fué obtenida con. ei rp,étodo de. 
l/ld2 ; ¡as curvas n y nI fueron obteriiClascon la lámpara cali­
brada. Los CÍrculos represtlntan los puntos. ~~periinentalmente 
obtenidos; las cruces :representan Jos puntos experiníentales de 

, .' 

EXP05ICIO~ 

Fig. 5 

Curvas' de calibración' obtenidas con la emulsión Eastman III-F. I es la curva 
patrón obtonida mccliante el método (le l/el". Las Curvas II y' III se obtuvie­
ron con la lámpara caltbrada para dos (listancias difereutes de lámpara-di­
fusor. Los ch'culos son -los puntos expllrimentales. Las" cruces indican los pun­
tos de la curva III traslad[i,dos hacia .la curva II por un desplazamiento hori-' 

zontal, observándose a.uto-cQncorda~ia. . 
• i 

la curva In trasladados sobr.e la curva n mediantbe un desplaza­
miento h~rizontal· (igual a 0,65) o por división de las eJSposi­
ciones respectivas por la constante [( = 4,47 (log [( = 0,65) . 

Elffiierodensímetro .utilizado en estas .experiencias fué mon-

" 
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tadocon los elementos' disponibles en el laboratorio, junto con 
un microscopio monocular provisto de una platina con movi­
miento micrométrico. El sistema óptico utilizado 'en un principio 
presentaba un apreciable efecto Schwarzschild-Villiger. Fué pos­
teriormente modificado utilizando un' sistema ele doble ranura, con 
lo que dicho 'efecto se disminuy,e al· mínimo. '(Se ilun~ina, la 
placa con la imagen de una ranura, colocándose una segunda 
ranura en frente de la fotocélulaY. 

Una condición muy importante que elebe llenar el microfo­
tómetro es la linealidad. Esta se aseguró, utilizando una' foto­

l. 
célula de selenio del tipo fotovoltaico~ conectada a un galva-
nómetro de baja resistencia interna (Harlmann & Braun, 5 ohms). 

'Debido a que las, desviaciones del galvanómetro, que se leen 
mediante un Índice luminoso sobre una escala translúcida son , , 

relativamente grandes (40 cm.); es necesario verificar la lineali-. 
dad ele las lecturas respecto de la intensidad de la corriente del 
galvanómetro. Los resultados obtenidos indicaron una' respuesta 
perfectamente lineal. 1 

Los autores desean expresar su agradecimiento al Prof. 
Teófilo Isnardi y al Dr. Ricardo Plalzeck por las útiles discu­
siones y sugerencias relativas al presente trabajo. 
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SOBRE ALGUNOS PUNTOS DE LA TEORIA 
MATEMATICA D~ LOS CIRCUITOS LINEALES (*') 

por ALBERTO GONZÁLEZ DOIIIÍNGUEZ 
Facultad de Cienciás Exactas, Físicas y Naturales de la Uniyersid.ad 

, de Buenos Aires 

(Recibido el 28 Dic. 1949) 

SUMMARY. Tllis papel' deals with certain aspects of the mathematical theory 
of linear systems. In the first pal't we study those syst(1ms whoslj transfer fune­
tion ls a Laplace -Stieltjes integral with a real generator- the inditial ad­
mittance of the system - of boundecl variation in every finite interval. The 
stable systems are obtained when de total yariation in (0,00) is bdunded. Ge­
ilOral theorems of Wiener-Pitt on Fourier-Stieltjes integrals, 'allCI their analo-. 
gues for Laplace - Stieltjes integral s enable one to formulate' simple and ge-, 
neral' stability, criteria, in 'partículal: for feedback sy~tems of ono 01' several 
meshes. 

The seconc1 part deuls with de "Wiener tr:msfer' functions ", that is, 'chose 
whose ac1mittance han a derivative of integrable square. Due to the essentíal 
fact thn,t the class of these functions is identical with the cluss I-Io of I-Iardy 
in a ha]f plane, it is possible to esta~lish a canonical representation of these 
transfer fimctions where their modulus on the real [J,.'{i's and their' zeros in, 
the right half plane figure as parameters (formula' 27). It is sho,vn how this 
formula can he made the basis of a theory, in a certain sense complete, of 
these transfer functions, generalizing automatically ~the important concept of 
, 'minimum phase-shift" transfer functions due to Bode, and of "all-pass" 
transfer functions. Formula (45) determines the pase of a Wiener transfer 
function as a function of its modulus, anc1 vice-versa, unc1er conc1itions w]¡ich, 
are more general tbim the nsuul ones. Resnlts are also obtained when the phase 
01' themod\tlus are kno,~n only in a, finite frequency i;nterval. ' 

In the third part we 'study the synthesis of circuits whose transfer fun­
ction is preassignecl. By means of formula (77) it is possible to synthetíze a 
transfer function as a proc1uct of simple, maximum modulus transfer' functions. 
The01:ems 26 and 27 contatn results on the possibility of synthesizing transfer 
functions 'when the modulns and the phase are siuiultaneonsly given. 

(*) Este extenso trabajo del doctor ALBERTO GoNZÁLEZ DOM1NGUEZ re­
presenta la contribnción del autor a los homenajes científicos tributados a los 
doctores Ricarc10 Guns y TeMilo Isnarcli. 
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Nos ocupa!ll0S 'en este, trabajo, que consta de tres partes, de 
, ciertos aspectos de la teoría matemática de .los circuitos linealas. 

Estu.diamos en la primera los sistemas cuya transferencia es una' 
integral d~ Laplaoe-Stieltj,es con generatriz raal -:-la adniitancia 
i'1dicial del sistema -, de variación acotada. en todo intelwalo 
finito. Dentro de esta a~~plia categoría -que comprende natural- ' 
mente las transferencias' de sistemas constiluídos por un número '" 
finito, de constantes condensadas, que sun funcioD:es n¡wioTIJales ~" 
los sistemas est,ables corresponden a aquellas integrales de Laplace­
Stj:eltjes, cuya generatriz 'tiene variación total ~cotada en (0,00).' 

; T'eoremas generales de Wiener-Pitt sobre integrales de Fourier­
StieÍtjes y sus a'nálogos para. intesrales de Laplace-Stieltj'es de-, 
mostrados por Pitt, Beurling y Hille (cfr. Hil1e, 1), permiten 
formular criterios generales .y simples de estabiFclad, en 'particu­
lar para sistemas con realimentación, de una o varias mallas. 
. Estudiamos 'en la segunda parte las transferencias de ·Wiener, .. 
es decir; aquéllas cuya admitancia tiene' derivada de cuadrado' 
integrable. Gracias al hecho -esencia~ para nuestro objeto ---'-, 
de que estas, funciones coinciden; según un' teorema ele Paley­
.Wiener, con las llamadas funciones de la clase 1I~ de Hardy en 
el seliliplano, se pueeleestableoer mi.a representación 'canónica de 
estas transferencias, en la que intervienen como parámetros su 
módulo para las f¡',e~uencias reales y sus ceros interiores al sami­
plano de la derecha, (fórmula 27). Mostramos cómo esta fór­
muia permite elaborar una teoría en cierto sentido completa ,~e 
estas transferencias, generalizándose automáticamente el éoncepto 
importante de transfer~ncia ele defasado mínimo debido a Bode .. 

, y d ,de transferencia «'pasa-todo». Señalemos· la fórmula (45), 
que determina la fase de una transferencia de Wiener en función de 
~u módulo y vioeversa, ¡en condiciones más gene~ales que las 
usuales. 0btenemos también teoremas sobre la determinación de 
la fase en función del módulo y viceversa, en el caso muy"común 
en la práctica de que alguna de éstas características se conozca SÓ-, 

lo. ,en un intervalo finito de frecuencil:fs. 

.. , 

,Abordamos ,en la terbera parte el, problema de la síntesis 
de circuitos de transferencia prefijada. Damos en, primer ,l~gar 
un método que permite, en casos muy generales, sintetizar .una 
transferencia de módulo prefijado por medio de una expresión 
(fórmula 77) cOnstituída por un producto ,de transfepencias sim­
ples de módulo máximo. 

:1 . 
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Los teoremas 26. Y 27, con que termina la memoria, con...., 
tienen' resultados sobre la posibilidad de sintetizar transferencias 
de módulo y fase simultáneamente prefijados. 

La mayoría de los resultados contenidos' en esta memoria 
han' sido dados .ya a conocer en comunicaciones presentadas en 
las reuniones 7 a , 8a , 9'a, 10~, Ha y 13a de la Asociación Fí­
sica Arg,entina, realizadas la primera en La Plata, el 19 de abril 
de 1946, y la última en Buenos Aires, el 23 de m~yo de 1949. 

PRIMERA. PARTE 

TRANSFERENCIAS DE LAPLACE-STIELTJES 

1. D:efiniciones. Sfstemas lineales. 

Los sistemas que consideraremos, serán lineales, con pará­
metros físicos independientes del tiempo; y admitiremos qua 
para ,ellos el principio· de superposición se traduce en la fór­

. mula fundamel).tal 
t 

R(t) = f B(t--c) dG(-c). [1] 
'o 

En esta fórmula, R(t). es. la «r,espuesta» del sistema a la, 
'«excitación» E( t); G( t), que supondremos de variación acotada 
en todo intervalo finito, normalizada y desprovista de parte sin­
gular (-1), 'es una función característica del sistema, llamada «ad­
mitancia indicial». E(t), G(t) y R(t) son nulas para t<O. De 
la fórmula (1) se deduoe inmediatamente que G(t) es la res­
puesta del sis tema al «escalón», o función de Heav'Íside 

O para t<O 
U(t),= 

1 para t>O. 

(') El admitir quo G(t) carece de parte singular no restringe la genera­
lidad en vista, de las aplicaciones; en efecto las funciones shigulares (esto es, 
de variaci6n acotada, continuas y de derivada nula en casi todo punto) no 
han tenido hasta ahora trascendencia en la física, y en cambio simplifica no­
tablemente el tratamiento matemático el suponfilrlas inexistentes en G(t), se­
gún veremos dentro de poco, cuando estudiemos los sistemas estables . 
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De: entre, los, sistémas que cUn;lplen la relación (1), sólo es­
tudiaremos aquéllos cuya admitancia indicial es, tal que la in..: 
tegral' 

00 

g(p) = J e-pt d G(t), 'p=x+ioo [2] 
u 

es' convergente para' p 'de parte real· sufictentemente grande. En 
tales sistemas, la «transf.erencia compleja» g(p) determina unÍvo­
camentea G( t), Y puede utilizarse para caracterizarlos, con 
iguales títulos que :esta última. Si la iritegral (2) converge para 
x=O, la función g(iro) coincide con el «cociente de la..respuesta 
por la ,excitación en régimen sinusoidal puro». Hay, pues, razo­
nes físicas poderosas para definir la transferencia de :un circuito' 
lineal como lo hemos hecho, por medio de una integral de La­
plaoe-Stieltjes. En todo este trabajo, con la locución «transferen­
tia de Laplace-Stieltjes»designarembs, 'pues, las integralos de 
Laplaoe-StieItjes convergentes, de g'eneratriz real. 

2. Sistemas estables. 

Caso par:,ticular de los" sistemas cuya transferencia tiené. la 
expresión (2), son los sistemas ,estables. Son aquéllos en los 
que toda excitación acotada origina respuesta acotada (2). Los sis­

. temas estables se caracterizan por. tener admitancia indicial de 
variación total acotada ,en (0,00) (3). 

He ,aquí algup,os ejemplos, ilustrativos de las definiciones 
que, pre'oeden,., que consignamos p,ara: futur~ ref,erencia. 

1) g(p) ='p-
1a

, a r,eal. 
, p+a 

[3] 

(2) Usaremos indistintamente las palabras // sistema" y /, circuito". 

(3) Cfr. el teorema de Hildebrandt, (HILDEBRANDT, 1, pág. 868), según el 
cual toda funcional lineal definida en' el espacio de las fnnciones meciibles aco­
tadas en (-00,00), adoptando como norma \11 ex.tremo superior de ¡X(t)l, 
se expresa por una integral de, Lebesgue·Stieltjes 

.F(x~t)) = f'x(t)da(E), 

y la' va!iaci6n . total de a (E) es la norma de' la funcional. 
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Este circlij.to «pasa-todo» (lg(ico)l==l) es estable. En 
efecto 

00 

l(P.) = le-pt dG(t), 
o 

y la variación total de 

t 

G(t) == U(t) -2a f e-a't de, 
. , b ' 

es acotada. 

00 

2) , ('" p-I-a ¡" -td' H(t) 
9 PN= 'p , a == e P '" .. , 

u 

COID9 la variación total de 

t 

H(t) == U(t) -1- 2¡al ( e-a't de 
, '6 

no Js acotada, el, circuito es inestable. 

00 

3) ,g(p) == or;Pp= le-pt d[cU(t-a)]; 
,o 

'1 ' 
el circuito (que es una línea de retardo ~ es, pues, estable. 

\ 
4) 

[4] 

(51) 

Esta fúnción no ,es una transferancia, ,según nuestra defini­
ción, pues no es r,epres(mtable por una, integral de Laplac&­
Stieltjes del tipo (2). 

00 

5) ,g(p)==r-t== f e-Ptd[~U(t)]. 
o 

/ 

.j 
, 
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g(p) es la: transferencia de un «amplificador ideal» de constante 
de amplificación /-L. El sistema ,es estable. Para abreviar, llamar 
r,emos transferencias es~ables a las corre~pon~lientes a sistemas 
estables. 

3. Criterio gene;-,al de estabilidad. 

Es un hechó muy interesante el que, en condiciones muy 
g,ener~les~ la,~ funciones holomorfas de transfer,encias estables son 
transferencias estables. En términos más precisos vale .al si-
guiente ' 

T 'e o r e m a 1. - Se.a, g(p) una transf.ér.encia estable, y sea 
cp(z) una función holomorfa len un cierto recinto R. La condi­
ció11: necesaria y suficiente para qr.:e la función 

h.(p) = cp(g(p» [6] 

sea I U/W transferencia estable, es ql.Le R conteng,(l la adherencia! 
del conjunto de valor~s ,ql.Le g(p) loma ,en el semipla1J:o compl~to 
de la derecha. 

Esta proposición, que es, la transcripción, -en términos de 
transferencias, de un teorema qua figura -en el tratado de'Hille (4), 
tiene su raíz -en un clásico teorema de Wiener, según el .. cual 
si un'a función que no se anula admite un desarrollo en serie de 
Fourier a,bsolutamente convergente, su recÍpl'oca admiLeun desa-
rrollo semejanbe. ' 

El teorema 1 tiene numerosas aplicaciones.' Poniendo, por 
ejemplo, cp(z) = l/z; resulta que la recíproca de una tr.ansfer~n­
cia, estable, distinta de, cero para Rp::::: O,' es una transfer.encia es­
table; y, como el produj::to ele dos transferencias estables 'es tam-

'bién una transferencia estable, (cfr. D. V. Widder ... l..,pp. 83 Y, 
siguier,ttes), s-e llega al siguiente 

T e o r e nia 2. - El cociente de dos transfer,encias estables es 
una transferencia estable, si .el denominador no s,e anula en el 
semiplano completo de la derecha. ' 

Bode llam,a «col~plementarias» ~ dos transfer.encias cuyo pro':' 

(4) E .. HILLE, '1, pág. 314, Lemma 15.5.1. 

.,' 
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ducto les una constante. real (5). Del Teorema 2 se deduce, oomo 
caso muy particular, d siguiente 

T ,e o r e m a 3. - T o'da tranSferencia ,estab'le, sin ceroS en el 
s,emiplano completo de la deroecha, tiene una transferencia com­
plementaria cuyo producto por ella es igual a la constante posi-
tiva pmfijada A. _ 

Este . teorema extiende, paratransf.erencias de Lapl1!-ce"': 
Stieltjes, . un teorema formulado por - Bode PSlra transferencias 
racionales (6) . 

. 4. Criterio general de estabilidad para sistemas con r,eali­
mentación. 

Del teorema 2 se deducen criterios' g'enerales de estabilidad 
para sistem.as con realimentación.- En el saso más s~mple consi­
derado por Nyquist, en que el sistema consta de un a~plificador­
de constante fX (ejemplo 5, de pág. 279) Y de un circuito pasiV¡o 
de transferencia~(p), la transferencia total del sistema tiene, 
según es bien sabido (7), 'la forma 

.. f-t~ 
g(p}¡=--. 

1-f-t~ 

Si se repara en que el denominador. de g(p) es, como dife­
r·encia de dos transferencias estables, una trans:l!erencia de la mis­
ma clase, obtenemos del teorema 2, sin necesidad de cálcul~s, el 

T ,e o r e roa 4 .. -Bi tanto el circuito f-t- como el circuito ~ 
son. esta'bles, la con'dición 'necesaria y suficiente para qued 
circuito con realin,!'(]ntación de tT'clnsferencia (7) sea ~stabl3, es 
que sea J 

f-t(pH(p) =-1=1 [8J 

para todo p de parte r·eal > o. 
En ,el caso m.'ás complicado de circuitos con varias mallas de 

(ó) BODE, 1, pág. 249. 
t") BODE, 1, pág. 249. 
(') BODE, 1, pp. 31 Y siguientes. 

I 
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l'eaCClOn, la transferencia será, en la $eneralidad de los casos, un 
cociente en que el numerador y denominador constan de varios 
sumandos, cada uno de los cuales' es a su vez el ,;producto de un 
número finito de transferencias, y d criterio general de ,estabilidad , 
sigue siendo a.n.licabI,e. El sisteniCt será o no: estable., . seaún !J.zze el 
denorrl¡inador sea o no distinto de cero ,en el s~miplano com-

. pleto 'de la der.echa. 
Quedan así precisados, y extendidos al casQ gener.al de trans­

f'erencias de Laplace-Stieltjes, los teoremas cons~gnados por Bode 
para transferencias racionales. 

5. Sistemas de ,adm,itancia monótona. 

Caso particular de los circuitos estables son aquellos ~riJa ' 
admitancia indicial ,es acotada no decreciente: Los llamaremos 
«sistemas de admitancia monótona»; Su interés reside en que la 
monotoneidad de la respuesta I es J?ropiedad deseable (ausencia de 
sobre[en:;~'(mes). Vamos a ver que es fácil obtener sobre ellos 
multitud de resultados a poco precio. En efecto, su transferencia, 
que supondremos normalizada, es decir,. g(O) . 1 (lo cual no, 
r,estringe la g,eneralidad) (8), coincide en el eje imaginario (a 
menos de una inesencial diferencia de signo en el iútegrando). 
con la, función característica de una variable aleatoria no nega­
tiva. A continuación mostramos, con algunos ejemplos, el partido 
que puede sacarse de esta correlación. . 

Cabe preguntarse si existen filtros de respuesta monótona. 
La r,espuesta es' negativa. Más precisamente, la mera transcrip~ 
ció n ele resultados conocidos sobre variables aleatorias infinita­
mente peque,ñas, conduce al siguiente 

T'eorema 5.-Sea g(p) la transferencia normalizada de 
un cil'cl,1.ilo de admitancia monótona. Si existe un roo> 0, tal que 
paro(!, todas las frecuencias men.ores que roo en valor absoluto se 

.verifica la igualdad Ig(iro)l=l, serd necesariamente ' 

g(p)=,e-iaro, 0.>0. 

(8) En efecto 
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. Es decir, que "el único 'circuito 'de, admitanCia monót<?ml que 
tiene las propiedades exigidas en el teorema, es la ,línea de retard,o. 

6. Relaciones entre el tiempo de formación de la señal y el 
~ódulo de la transferencia. 

Dos números característicos import~ntes ligados con la ad­
mitancia if,ldiyial, son ,el « tiempo de retardo» y .el « tiempo de for­
mación» de la: 'señal (9). Se h!J.n d~do diversas definiciones <te 
esstas dos características, semiempíricas, y por tanto in,adecuadas 
para un tratamiento teórico general. Es por ello inter~sante com­
probar que, para circuitos de adm'it~ncia monótona es posible; 
dejándose, guiar por la analogía con las, variables, aleatorias no 
negativas, dar de estos dos números "una' definición satisfac~oria 
desde el punto de vista de la teoría. Es fácil compr,obar, len 

, efecto, que el tiempo de retardo y el tiempo de, fotinación son 
conceptos correlativos de «esperanza matemática» y «desviación 
standard», respectivamente. 

Dado, pfies, un ,circuito de admitancia monótona G(t), de­
finiremo's los elos «tiempos» mencionados de la manera siguiente:, 

00 

Tr =/ t d G(t) (9)) 
u 

00 

'T.f'J=/ (!-T.I') 2 d G(t). (10) 
o 

Son ele gran trascendencia' en la técnica de las c9municacio­
nes las relaciones que ligan el tiempo' de formación ele la señal 
con el módqlo. ele la transf.erencia; una ele ellas es la, llamada 
regla de KupfmüIler, según la cual el ancho ele la banda pasante 
es aproximadamente recíproco del tiempo 'ele forinación (10). 

(") En inglés "delay time" y "build up time ", respectivamente. 
('0) La regla de Kupfmüller, cuya validez aproximada comprob6 su autor en 

el caso de un filtro ideal, ha sido justüic~da con rigor, para una, categoría 
bastante general de' sistemas, por el Dr. Kurt Franz' (cfr. K. FRANZ, '1)'. 
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He, aguí un teorema que pertenece a ese orden de ideas. 

Te o r e m a 6. - Sea . 

00 ,,1 

'q(p) = le-pt d G(t) --1:.11J 
o 

'w. transferencia de un circuito de admitancia monótona que 'cum-
ple la condición ' 

00 f I gl/l ( iro ) I dro < 00 • "[12] 
-00 

Se verifica entonces 

00 

1:f2 ~ ~ JIg'''(iro) Idro - Ig'(O) 1
2. (13) 

-00 

En ,efecto,. ' 

00 . . 00 00, 

. ·1:f2+lg'(Q)12· f t2dG(t)=ft3dG(t)f e-mtclx= 
o o o 

00 - 00 00 00 

. = Jclxf e-ml t3d G(t) j[-gl/l(X)]dX<, ~jl~l/I(iro)ldro. 
o o o' - -00 

La inv,ersión del orden de integración está ju~Li:ticada por la 
posiLividac( y la última ~esigualdad es consecuencia de un teorema 
de M. Riesz (11). 

(U) M. RIES~, 1. 

• 
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SEGUNDA PARTE (*) 

TEORIA DE LAS TRANSFERENCIAS DE WIENER 

7. Sistemas de excitaciÓn discontinua. 

Objeto principal de ,este trábajo es ,el estudio de las transfe­
rencias de Wiener. Así llamaremos a las transferencias de aque­
llos sistemas cuya admitancia indicial tiene derivada de cuadrado 
sumable en (O, (0) (12). 

, El 'estudio y descubrimienlo de las propiedades de los siS'­
temas de' Wiener, se facilita por la observación de que tales 
f¡istemas son correlativos «continuos» de los siste~as «de 'exci­
tación discontinua» (13). Designaremos así aquellos ,sistemas li­
-neales taLes que entre ¡la excitación, la admitancia.y la re~p~esta, 

,que son sendas suoesiones ~ {En}, {Gil} Y JRiri} , subsiste la re­
lación (análoga a la i (1) ) : 

n 

Rn =.2:; En-vGv· 
v-o 

{14) 

La transferencia del circuito de admitancia {Gil} no es otra 
cosa que .la serie cde Taylor 

00 

g(z) =.2:; Gnzn. (15) 
n-O 

La teoría' matemática de ;estos circuitos coincide, pues, con 
la de las series de potencias de coeficiente~ r,eales conv.ergentesen-

(*) .Lós teoremas 9, 16, 18, 19 Y 20 figuran en un memoránc1um rec1actado 
por encargo' de la Compañía Phillips, en el año 194!'í. Agradezco al ingeniero 
Alberto Doiman, director de la eplpresa, su amable autorización para reprodu­
ch'los 3;quí. 

(l!l) Es justo llamarlas así, pues Wiener ha sido el primero en utilizar" 
para fines de síntesis, la representabilidad de transferencias por medio de 
mtegrales de Laplace con g,eneratriz de cuadrado sumable. Ofr. Y. W. LEE, 1; 
WIENER·LEJ~" 1, 2; IJEE·WIENER, lo 

(la) Mac 0011 los llama "sampling circuits"; cfr. MAC OOLL, 1; pg. 88; 
J'ames, Nicholsy Phillips (1, pg. 231), los llaman "filters with pulsed data". 
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el'CÍrculo unidad. Los 'c~cuit~s discontinuos estables corresponden, 
así, a las series de potencias -(:1:5) absolutamente convergentes _ en 

'1 z 1 <1; Y los circuitos co:r:relativosde los correspondientes a 
transferencias de' Wiener, son aquéllos cuya aqmitancia' es t,al que 

CXl 

, Z:IGnI 2<oo. 
'"...,0 

(16) 

Es bien sabido que la familia de las funciones' g'z), regll­
lar,es en z < 1, cuyos 'coefici'entes cumplim,la relación (16), coin­
cide con la familia de las funciones regulares en 'Iz 1 < 1 Y tal'es' 
que 

21t ' , f Ig(1'eif}) 12 dB' <. c~,' 0,<1'< 1, z , rei tl' ; 

o 

es decir, Con la, clase H 2 de' HardY. , , ' " 
En definitiva: « los sistemas de W iene1' de exciü:LCión discon­

tinua son aquellos cuya transferencia es una función de la clase 
, H 2' de coeficientes 1',eal~s». 

8. Forma, canónica de \las transferencias de lViener., COl'l',es-, 
pondientes a circuitos de . excitación 'discO/tlimia. 

La observación recién consignada permite' elaborar la teoría 
completa de \ tales sistemas, que dejamos para otra, ocasión. NoS' 
limitaremos a hacer dos observaciones que nos serán, necesarias 
más adelante. 

La primera ,es que ':las funciones g(r.e i&) de la clase H p de 
Hardy son las funciones)regulares en Izl<l, tales que Ig(l'ei&)IP 
tiene, ,1m el' mismo ¡recinto, una mayorante harmónica. El interés 

,de esta propiedad característica de las funciones H p ,resicle en 
que es invariante con respectó atransforniaciones conformes,. y 
permite por lo tanto ,definir las clases Il p no sólo para' el círcuLo 
urlÍdad, sino para todo recinto sÍl~plemente conexo. 

La segunda es que, de una representación canónica de las 
funcio¡¡:esde la Clase H p dada por Smirnoff (14); se deduce la 
siguiente representación canónica de 'las transf·erencias de siste­
mas, ele Wiener,' de excitación discontinua, gue designaremos como 

(14) v. J. SMIRNOFF, l. 

'- ' 
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T e o l' e m a7. - Toda transferencia de un sistema de "Vie­
ner de excitación discontinua admite la· representación' canónica 
siguiente: .r l' ; 

1t 

( ) -B() '{ 1 f(1-:i2)lg lI1(t) dt} g z - z ¡exp - . 
; 1t 1-2z cos t+Z2 

, o' 
1t 

{
lj(1-Z2)dS(t) } exp - . 
1t 1~2zcos t+z2 

'o. 

(17)' 

En ,esta fórmula, B(z) es el «producto de Blaschke» formado 
con lols ceros Zy de g(z) interiores al cír.culo unidad: 

z-z 1 
B(z)=zhJI --~ -,.' 

, v z-- IZyl 
zv --

debiendo los Zy cumplir la condición 

',' 

(18) 

(19) 

M (t) es una función medible no negativa, tal que I M( t) I p y 
19 M (t) 'son sumables; finalmente s( t) es una función acotada 
,no decreciente, cuya ~.erivada e:5 nula 'en, casi todo punto del 
intervalo de definición. . 

Se comprueba fácilmente qu~ M (t) es, 'en ca15i todo punto, el 
módulo de la transferencia límite, y este hecho coIJfiere a la 
fórmula (17) evidente importancia para fine~ ,de síntésis. 

9. Las funciones de la clase Hpde Hardy en ,el sem,iplano 
de la derecha. 

Consignamos en este parágrafo algunos resultados acerca de' 
las funciones de la clase H p en el semiplano de la derecha, que. 
necesitaremos luego ,en varias ocasiones, y en particular para 
estableoer la forma canónica de las transferencias de. "Viener.(15). 

(111) Véase la memoria de KRILOFF, 1, dond,e figuran teoremas más gene­
rales referentes al semiplano superior .• 

" 
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Dir,emos que una funciÓn g(p) (p = x + im),' regular en el 
semiplano ,x> O, pertEmece a la clase de Hardy-Kriloff de orden 
A, o más brev,emente, que g(p) E H [(A' si Ig(p) lA tiene en ese 
s-emiplano una ma'yorante harmónica. 

De lo dicho en el parág. 8 se deduce que estas funciones 
no son sino las funciones d,e la clase HA t'rasplantadas del CÍrculo 

, unidad al semiplano' de la derecha por medio, v. g., de la trans-
formación . 

1-p z=--, 
, l+p 

'O l-.:.im 
etu'= --

. l+im' 

1-z rp= 
l+z 

, 3" ~2dm 
&=-2arctgm, m=-tg-, d&=--. (20): 
" . 2 1+m2 

R'esulta aSÍ, sin neoesidad de cálqulos., que la forma general 
de las funciones de la clase H [( 2 ,es 

(21) 

oon 

, (22) 

Poco más trabajo ,exige sI obtener, aplicando las transfor­
maciones (20) a la ~órmula general (17), el siguiente 

T e o r e'm.a 8. - La forma canónica de las funcionas da 
la clase H [(A reales para p, real, es 

.~ ~ 00 

(
;;"1' a B()' {2jPlgM(t)dt 1 {21 PdS(l)} 9 p;=,e P pexp - Jexp - ---- . 

_ , re p2+t2 ..' re p2+t2 (23) 

O O 

I . 

-.. ', 
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Los símbolos que aparecen en esta fórmula tienen el, si­
guiente significado: 

, a. 'es una .constante no positiva; B(p) ·es el ;<producto de 
Blaschl~e» formado con los ceros Pv de,'g(p) interiores al semi­
plano positivo: 

(24) 

debiendo cumplir los Pv la condición 

(25) 

M (t) .es una función medible no negativa tal que las fun­
ciones 

IM(t) lA 19 M(Q 
1+t2 Y 1+t2 

'Son sumables; finalmente, 
s(t) es una función no creciente, d,e variaclOn acotada en 

(O, CXl), cuya derivada es nula en caSI todo punto del intervalo 
de definición. 

10. Forma ponlmétrica de las transfe~encias de Wiener .. 
Las ,funciones regulares -en el semiplano (le la derecha gue 

cumpLen la condición 

.00 f Ig(x+iro) lAdro < e, 0< X<CXl (26) 
-00 

son taLes que Ig(p) lA admit,e en 'ese semiplano una mayorante 
harmónica (16); constituyen, pues, una subclase de la clase H[(J..: 

Las llamaremos funciones de la clase de Hille-Tamcu'lcin, y 'escri­
bir,emos, más brevemente, g(p) ellT)., (17). Estas funciones des-, 

('6). Véase, por ejemplo, KRILOFF, 1, pág. 98. , 
(17) Hille y Tamarldn lJan sido, en efecto, los primeros en estudiarlas sis-

te¡p.áticamente en una conocida memoria. Cfr. I;[ILLE-TAMARKIN, 1. . 
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. empeñarán un papeJ fundamental en lo que sigue, gracias al he': 
. cho, 'esencial para nuestro¡ fin, descubierto por Paley-Wiener (iB),. 
de que la clase de las funciones HT 2 es idéntica con la dase de 
)as' intezrales de Laplacecon generatriz de cuadrado sumable. 
Por lo tanto, las trans,ferencias de Wiener no son sino las funr­
ciones de la clase HT 2', reales para p real. 

Como las funciones de la clase HT A . poseen todas una fun­
cióÍl lírriite g(iro) e U .. (19), de la fórmula (23) se deduce el 
siguiente 

T e o r e m a 9. - Toda transferencia de Wiener admite la 
siguiente r,epresentaeión par~métrica: . . 

00 00 

g(p) =,e-ap B(p)exp {~fPlg M(t) dt} exp {~fpd S(l)}., ,(27) 
1l p2+t2 1l p2+t2 

o o 

En ,esta fórmula a, es una constante' no negativa, y B(p) está 
dMinida por la fórmula (24), debiendo los ,Pv: cum'plir la con-
dición. (25); " ' 

s( t) es una función no creciente, de variación acotada en el 
intervalo de definición; finalmente M (t) es una función medible 
no negativa, que cumple las condiciones 

00 

JI M (t) 12 dt < 00 , .(28) 
o 

'(29) 

11. Rdaciones entre las tran~fe,.encias y las, funciones de 
la clas,e fI [(2' 

Antes de entrar a estudiar la representación paramétrica, lo 
~C'UaI va a permitirnos haoer la teoría completa de las trarisfe~ 

(18) PALEY-WIENER, 1, pág. 8, Theorem V. Ofr.también G. DOETSOH, 1, pág. 
272, SATZ, 1, quien da' del teorema una demostración especialmente interesan, 
te para el fin que nos interesa, apoyándose en resultados 'de Hille-Ta~arkin. 
Otra demostración del teorema figura en HILLE, 2, pág, 99. Ofr. nota 22. 

(10) Ver HIÚ;E-TAMARKINi I, pág. 338. 
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rencias c de' Wierier, consignaremos a~gunosresultados que ·nos 
serán útiles más adelante, sobre· todo en los problemaª de ¡::intesis, 

. aoerca de las relaciones~xistentes mUre las funcio,nes H KA Y HT J..: 

T .e o r e m a 10. - El' producto de una función cp (p), re.gu1ar. 
y acotada en el semiplano x> 0, y real para, p real, por una 
transferencia de. Wiener g(p), es una tmnsfierencia de Wiener. 
. Este teor,ema' se demuestra observa!ldo que cp(p) E HK1 ; si 

se efectúa la multiplicación expr~ando cp(p)~y g(p) por sus re­
presentaciones ,canónicas, el teorema r,esulta sin dificultad (20). 

T,eorema H.-El producto ,:ie'ün,~ fllnción cp(p)EHK2, 

real para p real, por una transferencia .de ·Wíener g(p) tal que, 

g(iro)-.:.o'(~); ,es urw.'triinsfer~ncia deWiener(20).' 
ro . ' . 

También 'este teorema se dem·uestra sin dificultad recurriendo 
a la representación canÓnica de . los factores. . . , 

.. 
T ,é o r e m a .. 12. - Dondiciónneces,ari{l y sufiCienle para que 

una función q;(p), r,egular en x>O, pertenezca a la clase HKA, 

es la siguiente: 

(30) 

"Este teorema se demuestra, igualmente, recurriendo a la re­
pr,esentación canónica de ambas clases (21). 

Par,á p=2 se obtiene del teoremll. anterior, t~niendo en 
cuenta las fórmulas (21) y (22), el siguiente corolario, que enun­
ciamos como 

(20) El teorema es válido, naturalmente, sin la restricei6n de que cp (p) 
y g (p) sean reales para p real, y se demuestra de, igual modo. 

(21) De todo teorema sobre representabilidad de funciones de la clase 
HT A por integrales de Laplace se deduce, pues, en virtud del Teorema XII, 
una'proposici6n análoga sobre representabilidad de funciones de la clase HEA. 
Teoremas de los mencionados en primer término han sido dados por varios au­
tores; . cfr. CATON-HILLE, I, pág. 236, donde se demues.tran resultados muy ge­
nerales de este tipo.· Cfr. también G. DOETSCII, I, donde por primera vez figu­
ran demostraciones completas de teoremas sobre representabilidad de funciones 
de la clase HTA por intermedio de integrales de LapJace. 

, 
\ 

I ¡ 
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T ,eo re m a 13 (22)._ La clase de las transferencias de lVie­
ner es idéntica con la clase de funciones 

donde los coeficientes an son reales, y, 
CXl 

2; lanl2 <oo. 
n=O 

(31) 

T'eorema 14.-La recíproca de una función g(p) de la 
clas,e HK).. sin ceros interiores y tal qu,e g(iro) ~/=O, es urw fun-
ción de la misma clase.' ' 

Este, teor,ema es' consecuencia, de la fórmula canónica. 

- T,eorema . ,15.-La condición necesaria y suficiente para 
qu,e una funció,n F(p), ,regular en el s,emiplano de la derecha,. 
s,ea la recíproca de, .una transfere!wia de lV iener que no se anula 
para ninguna irecuencia real, es que esa función sea el producto 
de (l+p)2 por una transferencia de lViener sin ceros en el se­
miplano x > O. 

La condición ,es neoesaria. En efecto, 'si se cumple la tesis, 
s'erá, en virtud del Teorema 12: 

F(p) = 1+~ 
, h(p) 

h(p) ~/= 0, para Re(p) > 0, 
h(p) E H[(2. 

Aplicando ,el Teor:ema 14 resulta pues 

F(p) = (l+p) g(p) = (l+p)2f(p), 

con f(p) E HT2 Y no nula -en Re(p) > O. 

Invirtiendo los pasos de la demostráción se comprueba que 
la oondición es también suficie,nte. 

(00) De igual manera se c1emuestra que la (31)., sin la restricción de que 
ai. sea real, es la forma general de toda función f(p) EHTo• Un teorema 
equivalente ha sido demostrado por Hille (HILLE, 2, púg, 99), eon método 
completamente distinto del texto. Digamos' de paso que' la lectura de 'esta 
memoria de Hille es la que nos sugirió aplicar la teol'Ía de las funciones HT. 
a problemas de síntesis de circuitos. 

, " , 
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, .' 

;. 12. Ccms.ecuencias de' la representación paramétrica: el Crl­

táiode Paley" Wien~r. ' 

Daremos, cómienzo al estudio de las propiedádes de las trans­
úl'rencias ,deWieneI' a partir ,de su' r'epresentació,ri' ¡canónica., Con­
viene ,mi primer, lúgar ,refer.irse al' significado ele la:s~ esenciales 
condiciones: (28) Y (29). La primera afirma que ,el módulo de 
una transferencill no puede ser deinasiado grande j la. segunda; que 
no puede ser demasiado pequeño (23). En particular, d módulo 
no puede amil~r~e en un intervalo ar~itrariqll',lente pequcllo sin 
anularse idé~ti¿amente (24). OtraconsecuencÍa inmediata elel e13-
gante 'criterio que .se traduce en 'las fórmulas '(28) Y (29), Y que 
es adecuado :llamar «criterio de Paley-Wieneq (25), es que no 
existetra~sferéncia cuyo mód~l<? se anule 'exponencialmente en, 
el infinito. '. 

:Escribirem~s la transferencia de Wienerge¡;leral en la form~ 

g(p) = A(p) u(p), (32). 

con 

00 • 

( ) _ '., { 2 fp 19 111 (t) dl } u p -exp - . 
, . JI p2+t2 , 

o ..' ' 

,(34) . 

--_\ 
("") La aser'ción (29) constituye el teorema correlativo, para bs fUlício­

nes' HT2) del teorema de ,Szegopúra las funciones H", según el cual el logarit­
mo . de la función .límit.e de una función de esa clase es' hitegrabie. Cfr. F. 
RIEsz, 1, pú,g. 91.. 

. (21) Esto explica las contradiccioncs a que da ,lugar ,lp. 'consideración de 
los llamados "filtros ideales ", el módulo de' cuya transferencia 'es id~ntica­

!llente nulo fuera d,e la billlda pasante. De acuerdo con nuestra 'c1efinición', tales 
filtros no s610 no existen en la realic1ac1, sino que no existen COUlO entes de 
razón:~ 

("') Así 10 llama también Wallman (cfr. VALLEY-WALLMÁN,pág. 721). 
Cfr. el teorema XII de Paley-Wiener, I, pág; Üi; que se c1ec1uce sin dificulta~, 
c1e la representación canónica c1e la funciones de. la clase HJ: •. 

..... 
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Conviene observar que, de estos dos factores, sólo u(p) es' 
una, transf.erencia de Wi~ner. En efecto, e-ap es la transf.erencia 
de un trozo, del línea defasadora, de ''admitancia indicial U (t-a) ; 
cada uno de los factores del prOducto de Blascfifce es también 
(cfr. fórmula (3)), la transf,erencia de un sistema estable. En 
cuanto al último factor de A(p), vamos a suponer de aquí eni 
adelante que la función s(t) carece de parte singular, y se reduce 
PQr lo tanto a ~a función ,en ~scale¡ra. Será, pues, 

, con cn ? O, z: ch < 00 , 
n-l 

No ,está demás comprobar qua cada uno de los factores.s 

es una transfer,encia de ,Laplace-Stieltjes. En decto, s~ en la 
'fórmula conocida (26) 

ponemos 

2 cn a=--, 
re tn 

y efectuamos un cambio lineal de variable, obtenemos la integral 
de Laplace, conve~gente para p > O ' 

(36) 

('0) Vr, por ejemplo, G. DOETSCH, 2; pág. 107, fórmula 27. " 
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.con. 

u" 

H(t)=!Jo[2Y(Un-T)T]Jo l~V¡~ C;n
T
'] dT. 

o 

No 'entra en la fórmula el caso t.;¡ = O (que se presenta cuan­
do la función G(t) de la fór!Dula (14) se reduce al escalón de 
Heaviside con salto c). P,ero también este caso se reduce a una 

. integral de Laplaoe, obteniéndose sin dificultad (27) 

\ { '2 c} ¡OO ( lf2d] --; p , ,e-ptd U(t) +J~(2 V -;-) .,' (37): 

u 

Las transf,erencias (36) y (37) corresponden a filtros lími­
tes de filtros regulares. Podrían llamarse filtros «supresores de. 
raya'», pues el módulo de la transferencia vale la unidad para ~o:­
das las frecuencia menos una; sola, para la rcual el, módulo ~s cero. 

12. Significado físico de A (p). Filt¡:os generales «pasa todo»). 
. 1 ' 'L 

Estudiemos con un poco de detalle la transferencia A(p). 
Puede comprobarse que A(p) es la forma más genera.l de fun­
ción r,egular, de módulo menor que uno en el semiplano de parte 
real positiva, real para IP real y tal que A( iro) = 1 en casi todo 
todo punto del eje imaginario. A(p) es ·pUJes. la transfer,encia ca­
nónica del filtro «pasa todo» más general (28). c5(p) es, por su 
parte, la transferencia más g.eneral de un filtro pasa todo sin. 
,ceros en el semi plano de parte r.eal positiva. Según hemos dicho 

'en (12), las transferencias o(p) corresponden a filtros, singulares 
y conviene disponer de un criterio de ausencia de· transferencia 

, singular ,en, un sistema. 

(07) Cfr. CAMPBELL-FoSTER, I, pág. 79, Pair, 654.2. 
('") Con esta locución traducimos, a falta de otro mejor, la ell.--presión .in­

glesa "aH pass section". Conviene observar que, en sentido estricto, tal de­

nominación correspondería sólo a la transferencia e-ap que aparece como fac· 
tor en Ll (p), pues el' niódulo de ella es estrictainente igual a uno para todas 
las frecuencias reales (P=ilU). En cambio, B(p) ya (p) tienen módulo límite' 
igual a la unidad sólo para casi todas las frecuencias. 
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T,e9rema 15.-Una transferencia ele Wiener que no se, 
Janula para ninguna fr,ecuencia real (o más general; una función, 
de la clase H[(>.., que n.o se anula .en el ,eje imaginario), CClrece de 
parte singularo(p). - " " . 

Este teorema ha sido demostrado (para el caso del círculo), 
por Hossjer-Frostman y por Seidel (29). 

14. Los jactones deB(p); filtros «pasq. lodo» .propiamente 
dichos. 

La transferencia B (p) tiene la particularidad, de ser la única 
de las componentes de .la' transferencia de VV~ener "g(p) q\l:3 s~ 
anula en el semiplano de la derecha., Cada cero de. g(p),' con­
tado con su respectiva multiplicidad, corr,esponde 'u· uno de los, 
factor,es 

I 

P-Pv 11+Pvl 11-Pvl 
P+Pv l+pv 1-pv 

(38) 

~stas _ tr,ansferenci~s estables son las, que Bode llama «an 
pass sections»; en efecto; tienen módulo uno .para todas' las 
fr,ecuencias' reales, de modo gue permiten modificar la fase de 
una' transf,erl3l1cia sin Ínodificar' su módulo (30) y' (31). 
\, Como toda transf,erencia de Wiener es r,eal para p real, Ise 
deduce que s~s ceros Pv 00 bien son reales, o bien aparecen 'oa 
pares ,complejos conjugados (32). 

Cada una de las transferencias (38) transforma, conforme­
lJ}ente el semiplano de la derecha '8ll el círculo unidad. Por lo 
t,anto, cuando p recorre el eje imaginario desde - ioo hasta i 00, 

la transfererwia (38) recorre la' circunferencia unidad ,en sentido 
negativo. Si son n' los ceros interiores, el argumento del producto 
de Blaschke dará n vueltas en 'Sentido n'egativo, y puede, demos.., 

("") FROSTMAN, I, pág, 107, Y SEIDEL, págs. 205 y 213. 
(110) Es sabido que -B(iw) =1 para casi todo w ; 'cfr. NEVANLI~A, I, 

pág. 196. 
(31) Véase 'el parágrafo "Properties of an pass structures", del libro de 

Bodo (BODE, I, pág. 239). 
_ ('12) Por eso dice Bode (loc. \lit:, pág. 240): "Any an-pass network Ís 

equivalent to a number of first and second clegree aU-pass networks in taudem.". 
,Este resultado,<Jemostrado por Bode para transferencias racionales; queda pues ex­
tendido para toda trausferencia de Wiener, sea o no finito el -número de ceros. 
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trarse que en'el caso general ele infinitos ceros' el:afijodc'B(z) 
tOma 'efectivamente todos los valores eÍ'e la ciI:cunferencia'unitarih 
infinitas veces (33). Queda así generalizada" para transferencias 
generales la aserción de Bode (34) sobretransferendas'racionales: 
',« w,e' see that 1:he pliase' characteristic' oí 'an ., aH-pass structur,e. 
musí always have positive slope». ;, 

, '. 
15. Las' tmnsferencias de n~ódulo' n'iáximo (o d-e 'de/asado 

mínimo). 
Ocupémonos ahora ele la transferencia' u(p) que figura' en el 

'segundo miembro de (32). ' 
\ Es" ésta una transferencia de Wiener sin ceros' en el semi"-, ' ' 

plano 'de la derecha (todos los ceros de g(p)' hansído '«aislados) 
en el factor B('p)), y, como ' ele acuerdo coa lo dicho mi pág. 293, 
A(p) tiene módulo m:enor que la unidad en 'el interior, elel sen~i:-! 
plano' ele la 'derecha; y módulo uno en casi todo p~nto del y"fe. ' 
imaginário, resulta,para Re(p) >0 '. , 

Ig(p) I<!u(p) 1;' (39) 

es ,decir, vale el' 

T ,e o r e' ni a '16: - Entre' todas las lrclI1sfer87tcias de }Viener " 
de módulo M(ro) en el eje imaginario; la dada por la fórmula 
(34) es la de módulo máximo en el sem.iplano de la derecha. 

'Par,ece imes nat~ral llamar a la~, transferencias de la forma 
(34), transferencias de módulo máximo.' La propiedad más inte':' 
'resante de estas tr~nsferencias, desde el punto de vista de las apli­
caciones, resIde ,en que, . según lo den{uestrasu forma canóniCa 
(34), ,están un,ívocmnente c~racterizadas por su' módulo. ,,' 

Supongamos que A(p) se reduce a ~n producto d~ Blaschke 
con un número finito' de factor'es (según sucede en el caso de 
transf,erencias racionales). Tom,emos argumentos en ambos miem­
bros de la igualdad (32). Gamo ,el argumento de, B(iro) /s de!-

(33) Cfr. A: CALDERÓN, A~GONZÁLEZ D01>1ÍNGUEZ ;{ A. ,ZYGMUND, 1; 

('1) BODE, loe. cit., pág. 241; Téngasp presente que Bode, llama "phase 
shift" al argumento,' cOn signo negativo. Nosotros traduciremos phase 'shift 
'Por i1:efasaclo, y en caplbio emplearemos las palab\'as' fase ° argumento indis- ': 
tintamente. 
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creciente, se ve' q~e hay razones para llamar a las transferencias 
(34),. transf.erencias de argumento máximo, o sea de defasado 

". ' I , mmlmo.. ' ' 
La fórmula (34) constituye, en efecto, la generaliuición na­

tural de las transferencias racionales que Bode llama « de defa­
sado, mínimo», de las cuales hace en su libro importantes apli­
,ca~ione~. 

De cuanto acaba de decirse, se d~duce que el contenido físico 
de la fórmula (32) puede expresarse como sigue: 

Todas las transferencias de Wien..er de módulo M(co) se ob­
tienen multiplicando la correspondiente transfer,encia de módulo 
máximo por la s,ección pasa todo más general. 

La fórmula'canónica (27), puede a su y,ez, interpretarse co­
mo ,SIgue: 

El circuito más g.eneral cuy,a transferencia tiene módulo 
M ( co) ,en casi toda frecuencia, se obtiene poniendo en cascada 
una lín..Ba, defasadora, un número arbitrario (finito o infinito) 
de circuitos pasa todo, un filtro supresor de raya y un circuito 
d~ transferencia de módulo máximo) corr.es pondiente a M,( co). 

Puede decirse, en resumen, que la fórmula canónica, apli­
cada a las transf.erencias de WiellJer, permite generalizar de ma­
nera natural, y sin hipótesis adicionales' « ad ,hoc», la teoría' de 
Bode de circuitos de defasado mínimo de trans:f)erencia racional .• 
y sus teoremas sobre estructuras pasa todo. 

16. Belaciones entr,e la parte real y la part'3 imaginaria, de 
trans¡'erencias de Wiener. 

Sea u(co) una funció,n de' la clase de Lebesgue O ... (-oo., 00) .• 
En tal caso existe', para casi todo' co, la «transformada de 

Hjlberb> de u( co) (35) : 
oo. 

v( co) = ~ p .f u( t) dt ; 
1[' t-co 

(40): 

-00 

y si v( co) ,es también una función de la clase V... (Io cual sucede 
sl!empre SI A >1), su' transformada de Hilbert es' igual en casi 

("") Con el s1mbolo P. j designamos el "valor principal '.' de la in~egral. ' 
en el sentido de C;auchy. 
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todo punto a --:-u( ro) : 

'1 oo. 

u( ro) = _ ~fV(t) dt . 
1t t-ro 

-00 

(41): 

Este teorema ha sido ,demostrado por Hille-Tamarkin, y 
g,eneraliza un c'ásico resultado de M. Riesz (36). 

'Sea g(ro)=u(ro) +iv(ro), la función límite de una función 
de la clase, HT2• Se demuestra que u(ro) y v(ro) están ligadas 
por lasrelaéiones (40) Y, (41). Más precisamente, subsiste 'el 
teorema siguiente (37): \ , 

Condición necesaria y suficiente para que una función com­
ple fa u( ro) + i v( ro) de L 2 ( -:- ~ +' ~ ) sea la función lími­
te, para X--70 de una función de la clase HT2, es que u( ro); y 
v( ro) sean transformadas d~ H ilbert de la clase L2 (- 00 , 00 ). 

Las transfer,encias de Wiener son funciones de la clase HT 2' 

r,eales para p real; por lo tanto, la parte real de la función límite 
será unafunción 'par, y la parte imaginaria ,una func~ón impar. 
De esta simple observación se deduce, sin necesidad de cálculos,. 
el siguiente teorema, importante para las aplicaciones. 

. T 'e ~ t em a 17. - La parte re,al u ( ro) 'y la parte imaginaria 
v(ro) de, la función límite g(ro) 'de una transferencia de Wiener, 
están ligadas por las fórmulas, válidas en casi todo punto: 

, 00 

v(ro)= ~P.J'rpu(t)dt, 
. 1t t 2-ro2 

9 

(42X 

Estas fórmulas aparecen por primera vez en la literatura téc-

(86) Cfr. HILLE-TAMARKIN, i, pág. 344; M. Rmsz, 1 pág. 218. 
(37) TIT(J}IMARS's:, 1, pág. 128 .. 
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nica en la memoria -de, Bay'arcJ (38). Despué¡¡' han ,sidóredesclli-
,biertas varias veoes (39); "es curioso que ninguno haya n!=>tado 

que las fórmulas (42) no son sino las clásicas fórmulas de' Hil-, 
hert, para el caso u piir y v.impar, a pesar de que ya Lee Of\.' 

1932 (4.0), consigna la obs'ervación fundamimtal, (debida a N. 
Wiener) de que «the conductanoe and the' susceptance of the ad:­
,mit,tance ,of a network, ar,~ Hilbert transforms or c~njuga~e int'e'-
gr~ls ofeach other» (41). . , ' 

Por lo ~demás, las fórmulas (42) tienen ya más de cien año's; 
'Hardy, qüe Ías consIgna sin demostración en 19()9,(42); se las 
atrlbqye iSch16milch (43)." ' 

17. Belaci07íes, módulo-fase para transferencias' de ,lV iene~ 
'de módulo'máximO. . . , . . . 

Las fórmulas (42), resuelven completamente, para 'transfe:-:­
,rencias de WieIl;e:r, el probleJ;na de la determinación de 'la parte ' 
imaginaria IOn funci6n dI,:) la' parte real, y vicev,úsa (44). Pero ostas 
fórmulas, importantes e~ando _ g( ro) 'es uriaimpeciancia, no lo 
son tanto cuando g( ro) 'les' l1na transferencia. En este 'caso, 'lo, 
que tiene real importancIa es la determinación del módulo~n fun-
ción del argumerito, y vioev:ersa. ' . ' ''', '. . , 

Ya sab:emos' 'que' 'el p~úblema tiene solución unívoca sól~ 
,para. las transfere!,!cias que' hemos llamado de módulo máxir~o. 

Tomando iogaritmos,el problema' q.ueda Irechicid~ formal­
,illIente al caso apterior. Pero sólo form,almente, puesel.Iogaritmo 
de una transferencia de módulo máximo no es una transf'erencia 
de Wiener, y por lo ta!1to las fórmulas (17) no son ~licables. 

;' I 

("") BAYAltD, 1, págs. 661 y 663. Bayard no considera transferencias,. sino 
impedancias; ~¿(w) es la "resistencia'" del dipolo;v( 0) .la . "reactancia". 

(:ro) T. MURAKI' y M. S. CORRINGTON, I, dan una bibliogi'afía bastante 
completa al respecto. 

-' ('0) Y. W.LEE, 1, pág. 87. 
(41) Esta observaci6n de Wiener. es . una raz6n más para considerarlo el 

el'pador de la moderna teoría matemática de los circuitos lineales. ~. 
('") HÁRDY, I, pág. 204. 
('") O. SCHLoMILcrr, 1, vol. 2, pág. 156. 
("") Se . logra que las f6rmulas '(42) valgan en toao punto, imponiendo 

restricciones adecuada~; por ejemplo, admitiendo, que ~¿ (w) satisface. unifor­
memente a 'una conclici6n de Lipschitz; cfr.· TITCHMARScrr, I, pág. 145. T~eo­
J'em 106. 

, .'. 

',1 

( 
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A fin de obtener fórmulas de inversión que restrinjan úlenos 
, el comportarpiento de las funciones en el infinito, -Iomás cómodo 
es partir de 'las clásicas fórmulas de Hilhertparael círculo:' , 

1t 1t -

1'f' B'-cp 1 f' v(cp) =- -' u(B') cotg (-) 'dB'+- v(B,) d&, 
. '2n 2, 2n, 

, ' , 
, -1t -1t 

(43) 
TI' 1t \ 

uCCP),='~fV(B-):cotg (B'-cp) dB'+~fu(B}aB-, 
" ~" ,2 ~ , 

-1t -1t 

Las funciQnes u( cp) y IV( cp) son las partes r~a~ e imaginaria 
de la función límite· de una función regular ,en I z I <'1 ; y las 
fórmulas son válidas len casi todo punto si u(~') e L2 (45): ' 

Estas fórmulas se transforman, -según se comprueba sin di- ' 
ficultad," e(n el caso de ,que u(cp) , sea par (y~(cp) impar),. >811 

las sigu~en~es':' . , 

1t 

,v(cp) -,- , . - f" u(B,) sen, cp dB' 
cos B'-cos cp 

o ' 
(44Y 

1t 1t '-

. ~(; ;'"-J:f' v(B,) sen B- dB' + ~JU(B') d&. , 
, 1t ' co~ B--cos cp JI ".. , 

'\ 

o o 

. Pasemos del círculo al semiplano ele la derecha por la trans:-' 
formaci6n lineal (á >.0) . ' 

¡j,,-p 
z=--

l-z 
p=a l+z 

: .' ro 
'; &=-'- 21:!,rctg-, 

, 'a 

('") PLESSNElt, ,r"pág. 9. 

:' 

a+p 

3' 
ro=-atg- , 
" 2 . 

., 

'2a 
d&=---dro.' ' 

a2+ro2 

\ . 

. ..... . "1 

-. , 

~ , '¡ 
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Obtenemos así, partiendo del par (44), el siguiente: 

(Xl 

v(ro) = ~Jro u(t) dt,. 
1t t2-ro2 

o 

(Xl 

+ 2aJu(t) dt . 
1t a2+t2 

o 

, E f' '1 1 ' . d . u( t) lL( t)2 stas ormu as '.va,en en caSI to o punto SI t1jmto -- como --
, 1+~ 1+~, 

so~ integrables; y valen en todo punto si u( t) satisface unifOl¡:­
memente a una condición de Lipschitz de orden ~ positivo. 

Sea M(ro) el módulo de una transferencia de módulo má­
ximo en el eje imaginario. Si ponemos, en las fórmulas (45) 

u(ro) =lgM(ro), 

y admitimos que 19 M ( ro ) satisface a las l~ipótesis' recten con­
signadas, ellas permiten calcular el módulo en. función del argu­
mento, y vicevoersa. Resulta así que el argumento está determi­
nado unívocamente por el módulo, ,Y que' en cambio el.primero 
determina al se$U11do a menos de una constante.' ' 

18. Casos ~articular,es de las relaciones módulo-iase: las 
fórmulas de" Bode. 

Vamos a comparar las fórmulas (45) con las fórmulas que 
dan. Bode Y otros ,autores para el cálculo del' módulo en' función 
de la fase Y vioeversa. A tal ef.ecto, 'escribamos la segunda integral 
(45) del siguiente modo: " 

(Xl (Xl 

u(ro) =- ~p .J'V(t) [_t_ -_t_'J dt-+- ~Ju(t) dt (46)' 
1t t2-ro2 a2+t2 1t a2+t2 

~ o ' 

Si admitimos que la primer~ int,egral puede descomponerse, 
¡ 

'"j 
'j 

~l 
1 

·:1 
j 

" 

! 
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en dos sumandos convergentes, óbtenemos 

00 00 00 

( ) _ 2 P (_ tv(t) dt 2 }tV(t) dt 2ajU(t) dt u m __ _ +- , +-
. 1t • ~ t2-ro2 n a2+t2 n a2+t2 ' 

(47») 

u u . , o 

para lo cual es suficiente que se verifique, por 'ejemplo 

(48); 

Si tomamos'límites ahora en (47), para a--+ oo , la segunda 
integral tiende a cero, y resulta, si la última integral tiene límite 
.finito (!i6): ': I I 

oc 

,u (00)' . ~jtv(t) dt + u( 00). 
1t t2-002 , 

(49) 

u 

En ¡efecto, la función harmónica en elsemiplano .de la de­
r,echa que toma en el eje imaginario los valores u(oo), se expresa 

. por su int~gral de Poisson 

00 , 

u(x,ro)=~j xu(t)dt . 
, . n (t-00)2+X2 

-00 

Si haoemos en esta fórm~la x=a, 00.=0, obtenemos, SI 
existe el límite y u ( ro) ~s par, 

00 

( O) - 2. a¡u(t) dt (. O) u a, _ --+u 00, • 

'n t2+a2 a-7OO' 
U 

La fórmula (49¡ es \ eqiIivalenb~ a las fórmulas 14 - 21, pg. 
320 del libro de Bode. Ellas exigen," entre otras cosas (segúI~ el 

-'---
("') Si u (00 ) ~o, yla integral converge, se obtiene la segunda fórmula (42),_ 
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mismo \ Bode lo dice; loc .. cit; pg. 321)"q~e, u( oo},o sea lél 
logaritmo del módulo de 'la transferencia para ro = 00, sea finito. 
Esta condición no se cumple '~mgener,al; más bien Jo contrario 
eS la regla; en 'efecto, len todo sistema físicQ 1¡J. ~transferenciacae 
a oerp tarde o temprano. ,Las fórmulas (45) tienen sobre la {49), 
la vehtaja de no exigir la acotación de u( ro) en el infinito, y sus 
condi~i07'hess de validez ,se cumplen entados 'los casos: de "la 
práctica. ' 

. ,Si tomamos límites, para co~o en la ig~aldad (49), Y ad-
'mitimos que existe la in,tegral ' 

'(para lo cual bastará que, además de cumplirse l~ condición 
(48), v(t) sea derivable en el orig~n), 'resulta 

. 00, '. , 

u( oo)~ 'u(O) l= - '-' - dt; ,2 ¡v(t) 
, TI t 

", o 

o sea, con' el carribio'cle varü,lblet='eu 

CXJ , 2}" u( 00 )~u(?) = -; v[eu] duo . (50) 

o 
I 

'Esta fórmula figura l8D la pagma 286 del libro ele, Bóde; 1', 

aunque muy útil por~u simplicidad (según 10 prueban' las apli­
caciones que de ella hace el mismo Bode) nuestra :demostración 
prueba cuán restringidas son sus condiciones de 'validez. 

19. Belacion,es :rn.qdulo~fase' ,en un intervalo ..finito 'de. fre-
0' '.' . 

cuencias. . I 

'Hemos visto en 'el parágrafo anterior que si se conoce el 
módulo de una transfer,ynciade módulo máximo para todas las ' 
fr,ecuencias r,eales,la:f~~e', está determinada: Unívocamerit~: ¿Qué. 
puede decirse de: ;e113: si elrriódú.lo se conoce' sólo en un' iritervalÜi " 
finito de fr.ecuencias? A esto responde en cierta manera el ,si; 
,güiente 
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. T eor e ma 18. - Si el módulo M( ro) < 1, de una transfe­
rencia de módulo máximo .'se conooe en el ihtervalo[a"b], su fase 
está determinada, en ese iittervalo, .. a menos de una función de-
creciente de la frecuencia. . 

Demostración. Escribamos 

(51) 

donde hemos puesto 

pg M(ro) 
R(ro)=~ . 
. l· O 

en a<ro <b,. 

en el conjunto complementario; 
\ 

. {O \ . 
. S(co) = 

.. 19M(cq) 

.en·á<ro<b, 

. 'Cli. el conjunto complementario. 

La expresión de la fase será, pues, de acu~rdo con la pri­
mera fórm:ula j 45) 

b. . 

v ro _-_ _ ro , ( ) - 2 -f- colgM(t)dt +A( ) 
. . 1t t2-ro2. 

(52) 

a 

con 

(53) 

Para las fr,ecuencias comprendidas entre a y b ·la .función 
es derivable, y la derivación puede efectuarse bajo .el signo, con 
lo que se óbtiene I 

. ya que es S(t) <o por hipót,esis, y el teorema está demost-rado. 

'. 

. I 

, ~ 

i I , , 

. , 
" 

I 
1, 

, ii 
"11 ! 
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! 

En el caso paz:ticular de gue el circuito sea un filtro de ban-
da pasante (a,b), es decir, que sea M(ro) =1 para a<ro<b, 
y M ( ro) < 1 en el conjunto complementario, resulta ill,mediata­
mente de las fórmulas (52) y (53) el siguiente corolario, que es 
la legalización matemática de un hecho bien conocido de los 
técnicos: 

T'eorema 19.-En la banda pasante, de un filtro de 
transferencia (de módulo de máximo) de módulo menor o igual 
que 1, la fase es decreciente. 

Es interesanté observar que el Teorema 19 es la localización 
del teoreina ya mencionado, según el cual la: transferencia' de un 
circuito cuya transferencia vale la unidad para todas las frecuen­
cias, es funci6,n decI'eciente para todas' las frecuen~ias. Es, po­
sible incluso ir más 'lejos en esa localización, pasando de lID 

intervalo de frecuencias a un punto. He aquí ,el t'eorema, cuya 
demostración omitimos por brevedad. 

T e o r e m a 2 O. - Si el módulo de una transferencia (de 
módulo máximo) vale la unidad para la frecuencia ro = a, y es 

, conveT'J}ente la inteflnal 

,la fas,e es decr,eciente pa,;.a la frecuencia a. 

Señalemos que los teoremas 18, 19 Y 20 tienen correlativos 
para impedancias; y que (según nos hemos enterado' reciente­
mente por boca de su propio autor), dos de estos, correlativos (los 
corr,espondientes a los teoremas 18 y 19), ya habían sido demos": 
trados por el Dr .. Kurt Friinz (47). 

,('7) KURT FRANZ, 1. 

" 

)' 

x 
r 

\; I 
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TERCERA· PARTE· 

SINTESIS DE TRANSFERENCIAS DE WIENER 

a) Un método de síntesis' a base de la expr.~sión de la transferen­
cia como producto de otras. 

Como aplicación de los teor,emas ge.nerales demostrado,> en 
la segunda parte, expondremos un método de síntesis de circuitos 
de características prefij adas (48). Este método es correlativo de· un 
método de síntesis de impedancias, que hemos expuesto en otro 
l~gar (49). . 

'-
20. Algunos teoremas sobre r,epres,entación de funcion;es 

positivas. 
Los correlativos y análogos para el semiplano del siguiente 

teorema de Féjer - F. Riesz, desempeñan papel importante en 
n1.1:estro método de síntesis. -

Sea g(3-) un polinomio trigonométrico de co:eficientes reales .. 
no negativo para todo valor real de 3-. Existe entonces un poli­
nomio p(z), del m~smo grado que g(3-), tal qu.e, para z=eitl­
se verifica 

g(3) =Ip(z) /2. (55) 

Recíprocamente la expresión Ip(z)I2 representa siempre, para 
z=eitJ., un polinomio trigonométrico no negativo en ·fr, del mis­
mo grado que p(z) (50). 

Si esta proposición se transplanta del CÍrculo unidad al semi­
plano de la der,echa por medio de la transformación (20), se ob-
tiene d' . 

T ,e o r e ID a 21. - Si la función M (ca), no negativa en - 00 

< ca < 00 admite la representr:ción 

('")Hemos e:\:plicado este método en una ponencia leída en la reuni6n de 
la. Asociaci6n Física Argentina, realizada en C6rdoba el 20 de setiembre de 1948. 

('.) A. GONZÁLEZ DOllríNGUEZ, 1. 
(ro) L. FÉJElt, 1. 
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\, 
, n (l---c-:iro v ' 

M.(ro) =z ay --.-) "ay rec¡[, -n<v<n 
-n l+tro ' 

(56) . 
. \ 

existe una función racional g(p), regularen el s,emiplano de la . 
derecha: . 

• I 
n l-p y 

g(p) =z c.¡ (-) 
o. 1+p' 

(57) 

tal que, para p...:...- iro se verifica ,1 

M{ro) =/g(p) /2. (58) 

Importa observar que la l1epresentación de M (ro) en la for­
ma (58) no ,es única. En e:l)ecto, si. a, es un cero de g(p) de partG' 
r,eaJ positiva, la función 

,es tal que -se verifica 
( , 

Es posible pues, multiplicando g(p)"por 'el número necesário 
de factores· 'de la forma 

eliminar todos los ceros de g(p) de .parte r,eal .. positiva, llegán-' 
dos'e así al .' 

, 
, / 

T'eorema . 22. ~Si M(ro) cumple las hipótesis 'del, Teo-
. rema 21, existe una función racional g(p), regular y sin ceros en 
el setniplano de la derecha, tal que gel) > 0, que cumple la 
r,elación (58). Est,a función racional es única. En caso de que 
M (ro) sea una función par, la coriespondiénte función g(p) tiene -: 
co'eficientes r,eales. 

'. 

, , 
,( , 
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\ ' 

Corolario inmediato del teorema ante~ior es el s~guiente: 
t ' 

T,eor ema 23.- Si la función M(ro), no negativa en 
~ ro<oo,. admitela .. repr,esentación. ' 

" .. 1 ,n (l-iro) v , M(zz)=--2::ay --.- , 'ay r,e,al, -,n~v<n,' 
': , , 1+ro2 -It l+zro . 

-00 
I 

'59) ~ , 

existe una función racional g(p), holomorfa en .'eL seiniplano de 
parte real positiva 

(60). 

tal que, para 'p = i~ se v~dfica 

'M(ro) /g(p)/2. (61Y , , 

, T ,e o r;~ m a 24. - Sea P( ro) un, polino"f!l-io de coeficientes 
,",ea les, paJ', no ,negativo par,Cij todo ro; existe 'entonces un polinomio, I ' 

Q(p), de coeficientes reales, tal que, 'para p='ún, .se verifica 
, I 

pero) , /Q(p)/2., .(6~)¡ -
. " . 

¡ Este teorema ha sido demostrado por Verblunsley. (51), a par-
tir de uno anterior de P,olya-Szego (52). .' 

P.r~cedi(mdo co~oen 'el caso del ~eorema 22, puede l~gl'arse " 
, que el polinomio Q(p) no se. anule en el semiplano de la derecha. 

, Consideremos, por efemplo. el polinomio positivd , 
l" ... - • 

(63) 

\ ' En 'este caso se comprueh'l directamente sin, dificultad que 
el polinomio Q(p) , tiene la ,expresión',:.. 

1 / ' " Q(p) = -' (p-ak1) (p-alc2) ••• (p-alen); (64) 
, ' an 

,(Gl) S. VERBLUNSKY, 1, pág. 721. 
("") G. POLYA y' G: SZEGO, vol. II, pág. 82. Cír; también 'G. Szego, 1, 

I piígs. 3, 5. ' 

/, 

. . 

\, 

! 
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en esta fórmula ,con lel , k 2; ••• , kin, se han designado las raÍ­
ces de o~den 2n de (_l)n+l, de' parte real negativa (53). Este 

. caso simple del teorema 24 nos será útil más adelante. 
Del teor-ema 24 se ,.dedjlOe el 

T'eor e ma 25. - Sea 

R(O))=P(O)) , 
. . s (O) ~ 

. (65)! 

'donde P( 0) y S( 0) son polino~1Íos pa,res, de coeficientes l'ea- . ! 
les, no negativos para lodo iD; existe entonces una función racio­
TlJal g(p), r,egular y ,sin 'ceros en . .el semiplano de la derecha, tal 
ql1ie se verifica, para p = iO) 

R(O) ~Ig(p) 12. (66' ) 

Este teovema tiene importantes aplicaciones a ciertos pro­
blemas de síntesis, que expondr-emos en otra ocasión. Baste decir 
'aquí que permite simplificar notablemente la exposición de los 
métodos de síntesis de I.cuadripolos reactivos, debidos a Darling­
ton (54) y a Cauer (55). 

21. Síntesis dé un .circuito de cuya tmnsferencia se prefija 
el módulo (55 a). 

Los métodos generales de síntesis cr·eados por Wiener y 
L'ee! (56) se. basan ·en el, desarrollo de la transf.erencia en serie de 
funciones racionales; la cual se realiza ,pues, como suma de 
transf'erencias elementales (57). 

I 

("') Cfr. V. D. LAN.DON, 1, pág. 350 ¡ VALLEY-WALLMAN, 1, pp. 176 Y 
siguientes. . 

(O') DARLINGTON, 1 ¡RAGAN, 1. 
(00) W. CAUER, l. . 

(""\l) Hemos expuesto este método en una ponencia presentada en la 12\1 
Reuni6n de la .Asoci~ci6n Física .Argentina, el 20 -de septiembre de 1948. (Rev. 
de la Uni6n Matemática .Argentina, vol. XIII, (1948), pág. 169). 

(GO) Y. W. LEE, 1; .N. WIENER y Y. W. LEE, 1, 2 Y 3. 
(07) Todo desarrollo de una illtegral de Laplace en serie de funciones ra­

cionales es, potencialmente, un método de síntesis. Los resultados de Hille 
(1) yCatori-Hille (1), son, por lo tanto, de gran interés para la teoría de la. 
s~tesis. Sobre esto volveremos en otro lugar. . 

, ~, 

.~ 

' .. 
·,ir 
';',1 
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En el método que exponemos a continuación, 'en cambio, se 
sintetiza la transferencia como 'producto de otras; es decir, ql!'e 
el circuito que -la realiza consta de circuitos parciales en cascada 
(desacoplados por tubos). La idea ha sido ya utilizada' en casos 
particulares, para el diseño 'de c.ierto tipo de amplificadores (58); 
nuestro método tiene, en ,cambio, teóricamente, validez Benera!. 

Sea, pues, M(ro) una 'función par, no negativa, ycorilinua 
en I - (Xl, (Xl]. N ues'tro problema es determinar una trans~erencia 

, .de Wiener estable, de módulo maximo, formada por un producto, 
de transferencias simples del mismo tipo, tal que su módulo di­
fiera arbitrariamente poco -de M (ro) en un intervalo arbitrario,. 
prefijado. . , 

Para resólverlo, comencemos por fo~mar la función 

(67), 

que es continua y, par en (-n, ,n). Llamemos av a sus coef¡­
cientes de Fourier: 

1t 

a-v, = ~Jer(B') cos vB' dB'. 
. n 

(68) 

o 

En' virtud de la continuidad, er(Bo) podrá aproximarse uni­
formemente por sus sumas de Féjer, que serán además, no ne­

'gativas: 

(69) , 

I (70) 

Supondremos que <1m(Bo) es 'efecti-Vamente un polinomio '(ri­
, gonométrico de grado m, es decir ,que am no' se anula. 

, ("S) Cfr. VALLEY-WALLMAN, 1, pp. ,176-200 y·"274-300. 
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Con la notación 

form~'mos el polinomio 

Sean Zl' Z2' •.• , Zm las raíces del polinomio (71) situadas ' 
Cn el interior o 'sobre la circunfer,encia' del círculo unidad .. Puede 
mostrarS13 (59) que, e~ polinomio 

p(Z) = (72) 

es precisamente aquél cuya ,existencia demuestra el teorema de' 
, Fejér, es decir, que verifica la relación 

.(73) 

Además, p(z) no se' ánula en ,el interior del círculo unidad. ' 
De la fórmula (72), obtenemos, por la acostumbrada trans­

formación lineal, la función racional, regular y distinta de cero 
en el, semiplano de la der,echa ' " 

(74): 

De (67), (69), (73) Y (74) se infiere que el módulo de g(p) 
en el ,eje imaginario, difiere arbitraria y uniformemente poce) de 
la función dada M ( ro) ~ 

22. Obtención de una transferencia de Wiener estable, a 
'partir de una de Laplace-Stieltjés. 

La función g(p) que acabamos de fabricar, es una transfe-

("0)' Cf\', G, SZEGO; 1, pp .. ,3-4y L. FEJÉR, 1. 
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r,encÍa de Laplaoe~Sti-eltjes 'estable, como producto de un número 
finito de ,ellas; pero no es, una transfer,encia deWie.ner. Es fácil 
sin ,embargo construir, a partir de g(p), una transf.erencia ra'­
cional deWiener 'estable de módulo máximo, cuyo módulo en el 
eje imaginario aproxime tanto como se' quiera a M (ro) en un 
intervalo finito arbitrario, de frecuencias. ' 

Bastará para ,ello, multiplicar a g(p) por una transferencia 
de Wieneresstable de módulo máximo, cu,Y¡o módulo difiera de 
'la unidad arbitrariamente poco en [-a, a J. 

• 
- Por ejemplo; podemos elegir la transferencia 

1 
h(p)=-\ 

Q(Pl 
(75) 

donde Q(p) viene dada por la fórmula (64). En ,efecto, se com­
prueba en s'eguida que el módulo de h(p) para ,frecuencias 
r-eales 

.\ 

/h(iro) /= , 1 
111+( lO )2/t ,a 

, (76) 

difiere, para n suficientemente gr a lid e, uniformemente poco de 
la unidad en -:-,a + E < ro <a - E (a y E arbitrarios, positivos, 

'fijos) (60). 
Obtenemos, en definitiva, la transferencia 

. , 

, c z [1- 11 '1' Z h(p)=-TI -.l!._= ( .) =lIhv(p) 
an v-l l+p Zv p-alcy ' '1-1 • 

(77), 

donde l ~s ,el m1l!yor de ios números n, m, y 

La, significación de leves la consignada inmediatamente 
después de la fórmula ,(64), y, si es n>m, 'el primer factor 

(IJO) Curvas de mÓdulo del tipo (76) han sido estudiadas por LANDON, 1; 
cfr. VALL)"Y-WALLMAN, 1, pág. 1'76 Y siguientes. 
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, , 

de cada término del producto (77) debe considerarse igual a 1 
para v=m+1, m+2, . Oo, n. En cambio, 'si es m>n, serán 

iguales a la unidad, por definición, todos los factores __ 1_ , 
p-aTcv 

para v=n+1, n+2, .;., m. 
La transferencia (77) resuelve completamente el problem~ 

enunciado; cabiendO' observar la sencillez de cada una de las 
transferencias hv que la componen. 

b) Algwios resultados sobre síntesis de transfer,encias de módrzlo 
y fase simultáneamente prefijados. 

23. Aproximación de Ulta función arbitraria por una trans­
ferencia estable, a menos' de una fase lineal. 

En páginas anteriores hemos visto cómo se construye, con 
aprO'ximación arbitrariamente grande, una transferencia de mó­
dulO' prefijado. Nó plantea problema esericialmente distinto el 
prefijar la fase,' según demuestran las fórmulas (45); Y lo 
mismo, se diga si se prefija el módulo en ciertos intervalos, y 
la fase en los intervalos coml"lementarios. Es éste en efecto, un 
prO'blema «mixto», de aparición l'eciente en la teoría de las 
comunicaciones (61), : aunque· antiguo y muy estudiado en la Hi­
drO'dinámica (62); demostrándose, en hipótesis muy generales, que 

'el problema tiene solución única. 

No es pos~ble, en cambio, según se deduce nuevamente de 
las fórmulas .(45), prefijar simultáneamente el módulo ,J la fase; 
y los ,explicables deseos, del. diseñador chC!can aquí contra una 
insalvable dificultad de principio (63). .. 

'~uede 'en camb~o construirse, con aproximaclOn arbitraria-
mente grande, una transferencia ,que, a menos de un 'factor de ' 

(01), ,Cfr. BODE, 1, pp. 328-336. 
(O!!) Cfr. DEMTCHENKO, 1, pp. 1-15 Y SIGNORINl, 1. 
(03) H~ aquí lo que dice LEE (1, pág. 84), acm'ca de la trascendencia prác­

tica del problema: "ú is sometimes desirable to synthesize a network with 
two 01' more sp,ecified properties. For instance, a network possessing a design­
able admittance both in modulus and in phase would find many applications 
which are increasing in .importance as the problem of the improvement of qua­
lit Y in electrical transmissioll draws the attention of the elect:tlcal en~meer 
more an'd' more. ' , 

'" 
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módulo uno y fase lineal, tenga módulo y' fa~e prefijados (64);' 
así lo afirma el siguiente ' 

T·e·orema 26. (65) __ ¡Dada una función. f(iro) [-(Y.l < 
ro < ~ J, continua en todo intervalo finito~ que tienda a cero para 
lrol--*oo y tal que f(-iro) , f(iro), existe un circuito estable eu­

'ya transferencia difiere,' a menos de una fase lineal, .arbitraria y 
uniformemente poco de f(iro) en todo el eje imaginario. 

En efecto, existe una función integrable, G( t) tal que la 
igualdad 

,00 

f( ro ),=.r e-irot G( t) dt + l1i( ro), 111~( ro) 1 < e 
-00 

se verifica para -00 <ro<oo, con e arbitrario prefijadQ(66). 
Eligiendo le> 0, de manera que sea, para todo ro,' 

,. 
-1, 

1 j e-iut G(t) dt 1< e, 
-00 ' 

resu.lta pues '..-' 

00 

ten) = je-;ut G(t) dt-j-'112(U), 1'112(U) I<~e; 
-k 

o sea, con el cambio de variable u = t + le, 

. ,00 

e-irolcf(ro). . je-:-iut G(t-lc) dt+l1(U), 111(U)1< 2f:, 
o 

con lo que el teorema queda demostrado. 

(01) En los circuitos de transmisión de señales, una fase lineal se traduce 
meramente en un j'etm'do, tolel'able dentro de ciertos ·limites. Para estos cir­
cuitos, el problema' de síntesis mencionado hace un momento admite pues, so-
lución completamente satisfactoria. ' \ 

(0") Este resultado pertenece a mi amigo el ingeniero Alberto' Calderón. 
Véase VILLE, 1, pág, 72, donde figura un teorema mUyBimi1a~ al XXVI, aun­
que menos preciso. 

(:'0) Véase H. RODER, 1, pág. 144. 
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24 . ..Aproximación (le funciones arbitrarias por transfieren­
das de W iener e~taQles a 1jheríos de -una fase constante. 

V,eremos a continuación: que, a partir ~e una frecuencia i' 

suficientemente elevada en :;¡,delante, la aproximación puede'efec':' 
tuarse a menos de una fase no sólo lineal, sin~ prácticamente , 
constante. 

. I 

Sea en efecto g (iro) la función que se des:ea aproximar, 

[g( ~,iro) = g( iro)], 

y supongamos que para ro __ 00 

cp(ro). g(iro) [l+i<p] -40. 

I 
'-

Del teoreniá de. W~ierstrass (se deduc~, utilizando la trans": 
. formación (20) que existe 'una fu~ción: racional 

_ n l-iro v 
R(ro) =Z; Cy (-. ), 

-n l+tco., 
. / 

,tal que vale la igualdad, 

n (l-iQ))iV 

(r(co)=,Z; Cy .. _1-.-' + 11(ro), 111(ro)I<E, 
-n l+~ro , 

":""'00< ro <oo •. 

Por lo tanto' 

- l~iro n/' 2n (l---:iro)V': . 
g(iro) (l+iro) , ~ Cv-\n (l+iro),:+l + 111(U), l~l(U) 1.:<: E. 

Es decir, que.la aproximación de g( ii:n) por la transferencia 
estable del segundo rr¡iembro se' efectúa a . me.nos de la fas'e 
-2n arctg ro,' la cual tiende a la fase 'constante -nn,. con lo que 
el teorema ,queda demostrado. 

.' ~ 
25. Aproximación de funciones de Ll- 00, (0),: porirans-

fere,ncias de lfiener, "amenos de ~na fase lineal. . 
Para com'odidad del lector consignaremos el siguiente teo.., 

rema de Titchmarsh (67), qUe 'enseguida utilizaremos. 
~:. . 

(07) E. C. TITCHlfARSCH, 1, pág. 129. 
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Condición necesaria y suficiente pam que una función 
g(ro)EL2(-oo;oo) sea la función 'límite, para x-¿O, de una 

, función g(p)~ r1egular para x>O Iy'tal que 

00 ' 

flg(x+iro)12dro~O[e21cm]" (78) 
-00 

es que la tmnsformada de F onrier de 9 ( ro) s,e anul~ para t< - k , 
Admitamos, IEln ef.ecto, que g(p) satisf~ga a las condiciones 

,del enunciado. Poniendo 
\ 

, g(p) = ~(p) e1rP 

se verifica 

~erá, p'or lo tant~, ; en virtud del teor~ma ~ de Paley-'Viener, 
, ( 

00 

g(p) =.elr~P Ie-pt'G(t) dt, G(t) EL2 • 

o ' 
(79) 

Se tiene, por otra parte, llamando F(t) a ia transformada de 
Fourier de g( ro) 

a 

F(t) " 1. i. m. 1 feówt g( ro) dro = 
, ' a-+oo y2n' 

-a 

a 

=1. i.'m., 1 'J~(~) eiw(/ctt) dro = G(I1:+t); 
a-+'" y2n , 

-a 

I 

resulta, pues, G(t) =,,-,0 para 't < - 11:, con lo que i:ll teor,ema queda 
demostrado,. púes el razonamiento ,es r,eversible. 

Basándonos len esta proposición; demostraremos finalmente 
el siguiente yorrel~tivo del T'eorema 26 para transferencias gene-
rales de Wiener. / 
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T e o r e'm a 2 7 . - Toda función 9 (iro ) (en general com­
pleja) de clwdrado sumable·en (-00,00), pu.ede descomponerse en 
dos sumandos, 

(80). 

tales que 

1) 9 i (iro) y 9 2 (iro) son. ambas de cuadr.ado sumable; 
2) gl (iro) ,es límite, pam x --+ O, de una "función gl (p), re­

gularen el semiplano x> 0, de la forma. 

"" 

gl(P) =e1cp f :-Pl G(t) dt.; . (81) 
o 

3) g2( iro) es límite, para x --+ 0, de una función g2(P} re­
gular en el sem~plano de la izquierda y' 

,., 

(lg;¡( ro) 12 dro <: E. 
t' -00 . 

. Si g(iro) es tal que g(iro) =g(iro), C?(t) será real . 

. Demostración. Sea' G( t) la transformada de FO.urier de 
9 (i ro ) ; dado E positivo arbitrario, fijemos le por la condición 

00 .-k 

f I f e-irot G(t) dt I d ro<. E 

-OC) -a 

(82) 

para a> le, formemos ~as funciones 

co 

(84) 
-00 
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la primera de ellas i1s l'egular' en el semiplano de la, derecha, y 
·la segunda lo es en el de la izquierda. Sus respectivos' límites 

a 

Yl(éu) = lím Yl(P) =1. i. m. ~_!,e-irot C(t) dt (x>O) (85)' 
"'-70 a +'" i2n ' ' 

-k 

-k 

i2(ro) , lí,rnY2(p)=1.i.m. 1 !e-irotG(t)dt (x>O) ,(86) 
. ",-+0 ' a-+,,-, ;¡I2n ' 

--fI, 

cumplen la igualdad (80); además Yl(P) tiene, en virtud del 
teorema de Titchmarsh recién demostrado, la forma (81), Final~ 
'mente, se verifica en virtud de (86) para un cierto A suficiente-
mente grande " 

desigualdad que, en c6~junción con la (82), nos da 
00 

!IY2( ro) 1
2 dro< E, 

con lo cual el teorema qm:da demostrado., 
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,SOBRE LOS PROCESOS RADIATIVOS DE 
SEGUNDO o'RDEN 

por CECILIA MOSSIN KOTIN 

Instituto de Física' - Buenos .Aires 

(Recibido 12 marzo 1950) 

, SU1In.rAltY. -, Tlie computatión of transitio~' probabilities for raCllativE> 
pro ces ses can be considerably simplified by tlie use of tlie liyperSlomplex for­
malism, whicli accounts inmediately ,for a11 intermediate states due to diffe­
rent spin orientations and charge signs. .As an example, tlie case of two plio­
ton and two electron states is considered, wliich contidns both the Klein~Nis­
lrina formula for Compton scattering and Dir.~c 's formula for pair annihi­
Iation. 

1. [ntroduccción.;.. La probabilidad de tr.p.nsición de un pro­
oeso de segundo orden está determinada por d elemento de' 
matriz 

(1) 

donde A Y F indican los estados inicial y final del sistema: [, 
los 'estados intermedios; E A Y E z, las energías del sistema en el 
estado inicial e intermedio, respeCtivamente. Lá suma se extiende 
a los 'estados intermedios _posibles, caracterizados por las, dos .po­
larizaciones posibles de cada fotón y los dos signos del spin YJ 
de la energía del electrón. En tanto que la energía en los estados 
inicial y final tiene el mismo valor, la E I de los estados inter­
medios difiere de él; en '~ambio, el impulso correspondiente a 

..los 'estados inicial, interme/dio y final, en el caso de electrones 
libres, es d mismo. Para el spin del electrón se adopta, en el 
estado inicial, una dirección determinada. 

Al utiliz,ar el formalismo hipercomplejo, podemos incluir 
en el cálculo, simultáneamente, las dos direcciones del spin y 
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los dos signos de la energía del ~lectrón en los -estados iniciar 
y final, r,epresentando los elementos de matrÍz por matrices d.e 
cuatro filas y columnas, 

l1 AI = II r A~'¡A U lfI r I d,d3' 

HAF= IHAI • dt .HIF 

donde las matrices dependen explícitamente del tiempo. 

(2), 

n r,epres'enta las autofunciones del campo de radiación en 
fUnción del número de fotones presentes y de las, fases de las, 
ondas correspondientes 

(3) 

I E'e les el signo de la energía del fotón l~" Eje 2 = l. , 
~ lf "es la autofuncióndel 'estad~ del electrón libre de i~pt}lso 

-+ 

P 'en el dom~nio de lado L, ' 

con 

2' -+~ 
~ (~Po ct + P 1') e, h 

Po , ± V p2 + m2 e2
, 

(4) 

U les la parte del hamiltoniano, del sistema que corresponde ' 
al acoplamiento entre el electrón y el campo de radiación 

, ' 

-). -+ 1 / he ( l' ' .' . '-, 
I U(E) ,-e ~alc a,c V "kt2: (l-Elc)[N.'c,e~{)-k u'lI\ +e-~&k~NI.UlC] +. 

+ ; (l+ElcY[ V N*lc1e'-i{)-k ulc +ei{)-k VN\ u\~} (5) 

Nlc = (Oji O&,c) les el operador del número de fotones; a,c' 
, -+-). 

el vector de polarizacíón, ulc=e i 7e r /LS/2. 

l' 

" , ..... \"' .. ; 

" 
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, " ,La expreslOn (2) e,s unívoca sólo para" trans~ci~nes de pri­
mera clase (transiciones entre estados dal electrón,;9Qn ,el mismo 
signo de energía). Para dar un significado unív,oco a las partes 
de segunda clase de (2), establecemos, para todas las expresiones 
que seguirán, que ,el factor dependiente, del tiempo, en los eIe¡­
mentos de matriz, ,estará siempra escrito a laizguiercla(*). 

, 2. La :malriz de la transición clesegundoorden.- Consi­
deramos, ahora, la matriz (2), ,indicando los estados irric~al y 

,finaL, más ,explícitamente, así: A --+ (A, le), F --+ (F, k'), es de­
cir que admitimos en el estado inicial un fotón' le' presente, en 
el esstado final un fotón k'. Distinguir,erposs, además, dos esta­
dos' ~ntermedios posibLes, uno sin fotón (absorción, del fotóll le), 
otro con dos fotones (erpisión del fotón le'), 

1; 1I --+ (II~ k, le'). 

Distinguiendo entre las partes de primera yde segt1nda 
clase de l! = (1)l! + (2)l!, obten~mos .' 

! (1) Él Al l.' dt = -, 1 (1ll! Ale, 1 
ti, ~EA+Ele cle-~El 

j'(2)l! Ji dt - -'--- 1 (2)l! Ale, 1 
le, l· - ~EA+Ele ck+~E1 

, (6)~ 

!(l)HAle"llle,.dt=-, ~(E El) J,(lll!Ale, lIlrTe l 

A- 11 -Ele/ce 

Para poder introducir (6) en (2) debemos f.ijar, primero, 
los signos de E'e en, cada caso. Para ello, tomamos en cuenta la 
condición de conservaCión de la energía en los estados inicial y 
final del sistema, la cual se expresa, adoptando la regla men-

C") Ver G., BECK, Phys.' Rev., 64, 336, 1943, donde, sin embargo, el com­
portamiento de los Ek 110 está corr¡pletamente determinado. 

,1 



-326-

cionada acerca del factor dependiente del tiempo que escrib~mos 
a-'la izquierda, mediante las relaciones 

en primera clas,e: ~(EA-EF) -/- EJ, ele - Eje' ck.' = O 

en segunda clase: ~(EA-/-EF) -/- EJe ele -ETc' ck.' =0; 

. de manera que obtenemos: 

en ¡:>rimera clase: EJe = EJe' = 13, 'E A-/- ck. = ]S F -/- ck.' 

en segunda clase: EJe=-Elci=-~, EA-/-EF=cle-/-clc'. (7) 

" De (7) fluye, inmediatamente que, segÓn el formal~smo hi­
percomplejo, las partes de primera clase hacen intervenir fotones 
de energía positiva solamente y corresponden a un proceso ele 
difusión de un fotón (efecto de Compton), mientras que en la 
parte de segunda clase el fotón inicial figura, formalmenta, con 
energía negativa, describiéndose lln proceso de aniquÜación (o 
producción) de un par de electrqnes de distinto signo, por emi:­
sióií (o absorción de dos fotones). 

Consideraremos, en lo .que sigue, estos dos casos por sel)a­
rado. 

3. El ,efecto de Compton. - Corno vimos más arriba, ,el efec-­
to de Compton se describe mediante la parte de primera clase 
de la matriz (2) (l)H ATc,FTc" 

IntrocÍuciendo (6) en (2)~ tomando en cuenta las conse"­
cuencias (7); Y separando la parte de primera clase" obtenemos 

_ ~(2) H Al •. )2) H U'Te' 

E¡l-/-cl¡;+Er 
~(2)HA'(.TI/ .. ,)2)HJI""c"PTc' 

E¡l +E JI-ele' 

(8) 

. Comparando (8) con las transiciones conocidas, repl'lesen­
tadas en las figuras a) y b), se ve claramente cómo, según el 
formalismo hiper.complejo, estas transiciones corresponden a los 
términos de .la primera y de la segunda fila de (8)., respectiv,a": 
mente. 
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. Para hallar ,el valor de la expreslOn (8), elegimos un sis­
tema de referencia en el que el electrón, en el estado inicial, se 

-+ 
encuentra en reposo, E=mc2, Ap=O; introduciendo las no-
taciones 

hk hle' 
1 = --; 1"=--

21tme' 21tme 
-+ + -)-. + 

1 .11, P = n . l' me, p = n . l' me, 

-)- + 

donde n y n' son los vectores unitarios normales' a las ondas 
primaria y difundida, y siendo 

. 1 -+-+ 
1'-' . cosB'=nn', . -l+I(l-cos B') , . 

obtenemos' 
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-+ +~ -+ -+ -+ -+ -+ + 

+'Y[(Ct'ah~l~) (ua') (un) 

-+ +, '-+' + -+ -+ -+ -+ ' 
+ ( u a') (u n') (u a) (u n) 

, " 

". , ,'. 
-+ -+ +'~" ,+,._~> ~':"'¡' o' 

(u a') (~n'V( u,~):: u ~')].} 

A=l+ -V1+('Y~-'Y'~')2;. !=1+'Y(1-C9S3'). 

El cuadrado ahsoluto de la matriz (9) es 

e4h'L l' 4. + ' 

IHl2= 16n2L61n4c4'('Y' 2A(A-1) {4~~(á,a',)2 + 
, ' , 

-+ -+ -+ -+ -+, + + + -+,+, -+ -+ 1, 
, + 4'YA(a d)[(a a') + (aa') (n,n') -'Ca n')Ca' n)] (7- 1 ) + 

l' +-+ -)-+, ++ -+-+ 

+2'Y(1+ p) [1+(aa')2(nn')~(aa')(a'n) 
, I 

-++ -+ -+ -+ + -+ + 

(an'):""" (a'/ln') ~.ca/\a') /1 (~/\n)n:. 

(9) 

(10) 
\ 

Efectu,adas -las sumas' sobre los spiris y utilizando lU 'rela~ 
ció n que vincula 1# 1.2 con la sección eficaz ,de choque 

donde PF indica el númerQ de estados finales por intervalo de 
energía, se obtiene la intensidad ~de la radiación difundida bajo el. 
ángulo 3· con una dirección de polarización dada, cuando' la ra­
diación primaria tiene una direccióp. determinada de "polarización 

e4 1 
d<p=-- ------

, , 4m2c4 [1-/-'Y( 1-cos 3')]2 

{
1+[1+'Y(1-COS3,)]2 '4 2" 2}dn --"----'-----'--"- + cos 9 - ¡,¿, 
, l+'Y(l-cos 3') , , ' 

(11) 

--+ -+ 
a . a' = cos 0 (e = ángulo' entre las polarizaciones) 

(11) representa la fórmula de Klein-Nishina C,)· 

(*) Zeits. Phys. 52; 853, 1929. ' 

l ... ·· '\' 
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4. Laaniquilación de pqres. - Introduciendo (6) en (2), uti--, 
liZ1~ndo (7). Y sep'arando la' par.te de segunda cJas~, ~e, ~btiene 

~(2WAlf./l) 111,Ph' 

EA+El-clc 

~(l)H Alr.I~/de,(2lH nicle', /el> 

'J}ll ~ElI-Ch:' 

~(2) 11 Alr,ll/de,(l) 11 TIIr1e~. Fle' 

.' E11+F),II-cl< 

(12):. 

Los términps de la primera y de la segunda fila de (12) se 
.identifican con lastr'ansiciones indicadas en las figuras c)' y el) 
respectivamente.· 

Par(l .. evaluar ·las. expresiones (12) escogemos, esta vez, un 
sistema de. referencia en el que el centro de gravedad de las' 
partículas consideradas está en reposo. En esté caso, por' refe­
rirse a ~ransiciones mitre estados electrónicos de elistintó signo el!) 
energía, es 

+ . + 
A F·' 
p= P 

Además, los imp~:risos de l~s ,esta~os intermedios "alen: 

.o7'.o7 + -+ ~ + 
lp=Ap __ -:_}c; IIp=Ap +lc; lc'=-lc. 

Adoptando la notación .Po = E le para las energías de los 
- distintos estados elel electrón, se, obtien~, finalmente, comp resul-

tado del cálculo 'de Ü expresión (12) . 

. 1 / . -+-')- -+ ~ -+-+.' -+ + ++ -+ -+ -++ ,+ -+ ; . e Po2 {( A po+mc) 2 ( a. a) (a. 1 p) ( a. a') '- (a. A p) ( a. a) (0.1 p) ( a. a') (a. Ap), + 

. + + ....;..+ -+ + + -+ + -+ -+ -+. 

+ ~c (A po+mc) [( a. a) (a. a') (a. Ap) + ( a. A p) ( a. a) (a. a') ]} t 
"1 . -++ -+ -+ +-+ + -+ -+...;. + -,)- . '* 4 +-+ 
+~ {(Apo+mc)2 (a. a') (o.IIp) (o.,a) - (o.Ap) (a. a') (o.IIp) (a. a) (o.Ap) + 
~ ,'. 

, ->-+ +o7 -+-+ +'+ -++ ++ 

+mc (Apo+mc) [(a. a') (0.0) (o.Ap)+(o.Ap) (a. a'), '(a. a)]}). (13) 

l' 
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IFormando el cuadrado absolutp de (13), que', por ser UI1!~ 
. expresión larga, no será reproducida explíQitamente, sumando 
sobre los ~pins y las polarizaciones, promediando sobre las dif­
recciones iniciales de los spins, llegamo's a la fórmula de Dirac (*) 
par la sección eficaz ele la aniquilación de pares . 

(14). 

5. Discusión. - El formalismo hipercomplejo conduce, en con­
secuencia, a las fórmulas conocidas de los ,procesos radiativ'os de 
s'egundo orden, 'estableciendo una relación más estrecha enlre dis­
tintos procesos, tales como el ·efecto de Comptoñ y la aniquila­
ción de pares. Una 'relación semejante se ,encuentra entro el efec­
to de Cher·enkov y la formación espontánea de un par por un. 
fotón ,en un medio de índioe de refracción distinto (inferior). 
de uno; entre d efecto de «bremsstrahlung» y la producción de 
un par ·en la proximidad de un núcleo, etc. El método_permite, 
además, seguir durante el cálculo, de manara muy ceñida los 
prooesos físicos: 

Para los procesos de .primera clase, este método no difiere 
. esencialmente de los otrps métodos conocidos. Para los procesos 

de segunda clase, en cambio, la representación adoptada necesita, 
contrariamente a las otras teorías, la intervención de estados fotó­
nicos co~ 'energías ele distintos signos, análogamente a la teoría 
'del electrón. Desde el punto de vista formal, la diferencia no es 
esencial: en .efecto, el elemento de matriz de una tran~ició'll 

radiativa no cambia si, 'durante la transición, están .present~s un 
número arbitrario de fotones de energías positivas o negativas, . 
sin participar en ella . 

y; len particular, la absorción de un fotón negativo ,es equivalente 
a la emisión de un fotón positivo 

~' 

(*) Proc. Cambo Phil., Soco 26, 36.1, 1930. 
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Sin ¡embargo, desde el punto de vista físico, la admjsión 
de fotones de energía negativa no puede 'ser incluída en un mo­
delo del tipo de la teoría de las lagunas, ya que tal modelo no 
puede ser extendido a partículas que obedecen la estadística de" 
Bose-Einstein. Solamente criterios más amplios que este pro-­
b1ema restringido de que nos hemos ocupado podrán decidir si 
los fotones negativos pueden ser admitidos o no por la teoría. 

Agradezco encarecidamente, al doctor' Guido Beck los con­
s'eios recibidos durante la realización de este trabajo. 
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COMPORTAMIENTO SINGULAR DEL COBRE EN 
LAS DISOLUCIONES QUE. CONTIENEN 

. CATIONES 'EXTRAÑOS 

por JULIO P ALAOIOS 

Catedrático de la Universidad de Madrid 

Director' del Centro de Estudios de Física de la Universidad de Lisboa 
(Recibido el 5 d,e' abril 1950) 

ABSTRACT. - The authOl' describes the phenomena owntlg in galvauic 
cells consisting oí copper and cinc électrodes submerged in a concentra­
ted solution oí ZnSO.,. The observed e. m. í. raises and oscilate rapidIyde­
pending en difíerent factors. 

A theoretical explanation of tlui observed fucts is offered, which is based 
on tlle author 's theory of galvanic elements. 

Cuanto~ han I tratado de medir el potencial de un metal su­
mergido en una disolución que contiene iones ~le otro hacen 
notar lo difícil que es obtener resultados fidedignos .. El propio 
Nernst, fundador de la Electroquímica, afirma que .tal potencial 
no tiene valor fijo, sino que depende de circunstancias fortuitas 
ele las qué no tOS posible tomar cuenta. Sin embargo, aparte del 
interés teórico que puedan tener tales poLenciales, es seguro que 
desempeñan papel importante en fenómeno de tanta trascendencia 
y actualidad como ,el de la corr~sión .. En' tOste trabajo vamos a 
describir un experimento que quizá sirva para descubrir una de 
las causas por las ,que dichos potenciales parecen no tener valor 
fijo. '. 

Sumérjase en una disolución concentrada de S04Zn, por 
ejemplo 1 molar, un electrodo de cinc y otro de cobre, y trá­
tese ele medir la f. e. m. de la pila así formada mediante un p()l­
tenciómetro (fig. 1), con un galvanómetro que tenga poca iner­
cia. Sirve muy pie n el galvanómetro de Baldwin con mancha 
luminosa, eje 'con un "solo gozne (unipivot) .y con una sensibili­
dad aproxirriada' de 10 cm por cada microamperio. Cuando s'e 
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haya, consegllido aproximadamente el ~just~ del pot.enciómetro .. 
manténgase cerrados los inter~uptores 1 y 2. Se nQta~á un movi­
miento cOJ).tinuo de la mancha lumÍIlO~a indicD:Slor. de que la Le. 
m, cr,ec,~', pa"(Ilatin¡uI.J.el1te y, al cabo qo. algun<,:>s minutos se verá 
que la map.cha eje~uta rapidísimas e~cursi~nes, ,r-,' :ri:lOdo'de sacu-

' .. 

Zh 

~ 

J+ 

+ ,Cu 

Fig. 1 

,'" 
2 

9 

didas ,que se, suoeden ,sin ritmo ni regulaúdad ninguna y que 
indican· que ·la .f.:e. m., ,experim'enta d~sminuciones bruscas. La' 
amplitud •. de ,las· sacudidas, es muy variada; tan, pron~o hayenque 
la mancha luminosa salga de la I escala como, ,se reduoen, a ,una 
pequeña guipada ~le ,alglunos milímetros. ·Si ~e registrara -el 
f,enól)1,eno ; con. un. oscilógrafo 'seopteQ.drí~ una cUrva que ten-
dría ,Iel; ,a¡;¡pec,to de la figura, 2. " ' . , ' : . " . , , 

He :aquí :algunos hechos que habrá, que' tener. encuentL~ al 
tratar .de: explicar. el fenómenogue nos OCl.Wa. 
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Cün el transcurso. del tiempo. van siendo. las sacudidas me­
nüs viülentas.y menüs frecuent~s, hasta que al cabo. de .. algunas. 
hüras cesan tütalmente. Basta sacar el cobre y frütarlü suave­
mente con mi papel de filtro. para que reaparezcan. Otro. tanto. 
ücurre si se permutan lüs elect.ro.do.s, esto. es, si se cülüca cada 
uno. ,en la rama del tubo. en U ocupada pür el ütro.: 

Dejando los metales sumergidos .en la disolución durante' 
varios días, quedan recubiertos de una capa negruzca y, para que 
vuelvan las sacudidas hay que limpiar el cübre con .papel de 
esmeril. 

E. 
volt, 

0,97 

o 5 

Fig. 2 

10 hora~ 

Ca 

Pt 
Fig; 3 

SO Zn 

Sustituy,endü la disolu'"Ción'l molar por otra más diluída; tal 
como la, 0,005 molar, ,no hay sacudidas. En cambio, cün la '2 

'mülar son "iolentísimas. 

Si, desajustando. ligeramente el potenciómetro, se deja pasar. 
pür la pila una corriente muy détbil que la atraviese. d~'1de 161 
Zn al Cu, se übserva un hecho. extraordinario.; la f. e. m. cr{lce, 
cümo si se hubiera producido una polarización al revés. Dicha 
corriente deposíta Zn sobre el Cu, y por tanto. resulta este metal 
ennoblecido' cuando se le inco~pora Zn. , 

( . 

El aumento. de' f. e. m. se nota también aun con ,el circuito. 
abierto. Empieza valiendo 0,97 volts y alcapza pronto un valo.r 
de 1,01,. que parece ser ya estacionario. Si se depositan peque.­
.ñas 'cantidad,es de cinc sobre el cobre, sube también la f. e. m., 
como ya se ha dicho, pero. pasa' por un máximo. que coincide 
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s'ensÍblem,ente con el referido valor ,estacionario, y luego' dis­
minuye. 
, Sustituy'endo el ,electrodo de Zn por. otro d!'l mercurio, como 
indica la figura 3, se observan también las >'sacudidas l . paro su 
sentido es contrario ál anterior, esto es, corresponden a un 
aumento de la f. e. m", al revés de 19 que' ocurría en el casa 
anterior. Hay que tener presente, sin 'embargo, que ahora el eQ'­

br,e acbía de electrodo negativo, 
Sin haoer ninguna hipótesis, las sacudidas en cuestión. re­

v,elan que 'en la pila ocurren prooesos que, una' vez iniciados, se 
desarrollan rapidísinlamente,a modo de pequeñas explosiones. 
Por otra parte, hay motivo '.para pensar gue tales prooesos tie­
nen lugar e'ntre el cobre y, la di.30Iuc~ón, pues nada parecido su­
cede si se sustituye el eu por platino .0 'por carbón. Siendo así, 
el sentido de dislocaciones de la' mancha indica, que,. en los dos 
casos mencionados, el potencial del cobre experimenta disminu­
cío:rJ.,es bruscas y recobra inmediatamente sU: valor normal. 

Vamos' a proponer una explicación de los fenómenos que 
. acabamos de describir basándonos en la teoría de las pilas gal­
vánicas que hemos desarrollado en otro lugar (1). 

Según nuestra hipótesis, todo m~tal sumergido en una rliso­
lución ,electrolítica atrae los cationes disueltos, sea cual fuer,e su 
natlirale~a, hasta que las fuerzas. atractivas son equilibradas por 
la r,epulsión electrostática. En consecuencia, el metal adsorbe ca­
tiones y se cargará positivamente, originándose así un salto gal­
vánico, E, para cuyo valor dedujimos la fórmula: 

RT 
~lnc 
nF 

donde El y Eo son los valores que toma E para c = 1 Y c = 0, 
:respectivamente . 

. Sea ahora un metal, 'por ejemplo el cobre, sumergido en una 
disolución que contiene cationes extrf,lños, por ejemplo, de cinc. 
Tal puede ser el salto de potencial produci~o por la. adsorcióü 

, 
(') J. PALACIOS, La abso¡'ción como origen de fuerzas elect¡'omotrices. 

Cuadernos de Ciencia Española, Buenos Ai~es, 1945. La teoría corregida se 
publicará en el próximo número de la Revista da Facultade' de Ciencias de 
,Lisboa. 

!:; 
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de estos catíones que 'provoque la salida de los propIOs cat~ones 
de cobre.' Esto haoe' que el eleCtrodo! pierda ca~gas positivas con 
el consiguiente descenso de. potencia( con lo que disminuirá el 
campo dectrostátiéo y podrán llegar al electrodo nuevos iones 
de cinc. Hay, púes, un canje de cationes eritred metal y la 
disolución, y como ,esto Isucede 'aunque no circule· corriel1t3 por 
la pila, habrá de perder' el' electrodo' uil catión de cobre por cada 
catión de cinc' que se 'le; adhiere. En consecuencia, ~Ulnentará la 
conoentración [Cu2+] y disminuirá la [Zn2+J. El'primer proceso .. 
haoe subir el potencial correspondiente a los ca'tiones de cobre .. 
mientras que.al segundo hace bajar el debido a,las de cinc. Como 
al principio era' m~rror el primer salto que el" segundo, llegará! 
Un momento en que se' igúahm, y cesará el fe~óI'neno. 

Con las precedentes consideraciones, es fácil ,explicar . las 
sacudidas objeto de ,este trabajo .. Batita admitir que la salida' de 
iones. de cobre se produce de modo discontinqo, por procesos :ais­
lados que se' inician y terminan en' domini0s li~itados, por. 
ejemplo,·,en 'cada uno de"los"cristales que forman la. masa me­
tálica. ' 

Hemos dich¡q que, al, cabo de cierto tiempo, toma el cobr·e¡. 
un aspecto negruzco. Además,' si se deja expuesto al aire, apare~e 
un 'polvillo bla'nco' de óxido de cinc. Es da suponer que la oxic1a-· 
ció n se produzca también en el seno del líquido Y' que la capa 
así fármada 'dificulte la salida de los cationes. de cinc. Así se 
explicaría el que las sacudidas' recobren su violencia sin más que 
frotar el ~obre suavemente con papel de filtro; 

Una vez que las conoentraciones de los ?atiories de cinc\'y 
de cobre han alcanzado los valores correspondientes al equilibrio, 
oesan totalmen~e las sacudidas. Por la lentitud con que se difun­
den los cationes, ocurrirá que en lmotos al~jac1os del electrodo de 
cobr,e no tengan todavía dichas concentraciones los valores corres­
pondientes al estado de equilibrio y, por eso, basta poner el cobre 
en . la otra rama del tubo para I que reaparezcan las sacudid,as.' 

. Parece plausible que, en ausencia deox!geho, quede el cinc 
inco~porado al cobr~ formando una c~'pa superficial de cristales" 
mixtos. En tal caso, el hecho de que la f. e. m. pase por un 
máximo al aumentar la cantidad de cinc, puede ponerse ·en pa­
rangón con aquella .proposición termodinámica que diée que en 
la solidifioa~ión de las mezclas binarias, siempre que al variar 
la conoentración de la fase 'líquida pasa lateml?eratura por' un 
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"maXlmo o por un mmlffi'Ü, las concentraciones de ambas fases 
son iguales. En~ nuestro caso, suoedería que, una vez ai.tan~ado 
el equilib~io, los cristaLes mixtos formados sobre ei cobre debi,e­
ran tener la misma proporción de cobre y de' cinc que la exis .... 
tente en la disolución. ' 

Para terminar, diremos que los cambios bruscos de potencial 
se observan también, aunqu,e no, con: tanta intensidad, en otros ' 
metales, como ,por ,ejemplo hierro., 
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INFLUENCIA DE ALGUNOS FACTORES· EN LA 
DIFRACCION DE RAYOS X POR LOS 

MEDIOS CRISTALINOS 

.por ERNESTO E •. GALLONI 

Facultad dc Ciencias Exactas, Físic~s y Naturales - Buenos Aires 
(Recibido el 10-4-1950) . 

SUMlIfARY. - Tlle autllor reviews tlle characteristics of X-Ray patterns 
making special\ reference to the effects of grain size, lattice disortion and 
pa.cking disol'deF~ Particularly it explains the relative weakening of' the re­
flections due to several planes in crystals fOl'l11cd by parnllel clmins packed 
toghether. The theory is based on the assumption of pacld~g disorder consis­
ting in longitudinal displacements of tlle atomic chains along their axis. 

1. Introducción. - Las teorías de Laue, Bragg y Ewald 
para explicar el fenómeno de la difracción de ntyos. X por cris­
tales y calcular las intensidades de los haces difractados se des­
arrollan sobre la hipótesis de estructuras que, por lo menos en 
lo microscópico, son perfectas. 

~ -+ .-+ 
Fjjados los vectores fundamentáles al' a2, aa, en tres direc-

ciones del espa,eio, que caracterizan tres alineaciones cual\3squie­
ra, todo punto de la malla estará representado por el vector 
que lo une con el origen de. coordenadas: 

-+ -+ -~ -+ 
r=mlal +m2(l2+ maaa, (1) 

siendo m l , m2' ma tres números enteros. 
Si en cada una de las mallas reticular,es definidas por. (1) 

existen, además de los átomos ubicados en los .nudos, n átomos 
cuyas posiciones -están determinadas con respecto a dichü.3nudos 

~ 

por vectores r¡ (j = 1, 2, 3, .. , n), el retículo completo quedará 

/ 
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representado por el vector genérico: 

-+ ~ '~. + ~ + + . 
r=rj+ro=rj+m1Q l +m2Ia2+mgag (2) 

conj = 1, 2, ... rn 'y ml, m 2, mg = 0, 1, 2, 3, ... ' 
La malla: así r'epresentada está constituída por n retículos 

~ongruentes entrelazados entre sí pero que, e,n general, no se­
rán idénticos porque cada uno de ellos tendrá diferentes iones o 
átomo§ en sus nudos. 

El método dee Laua para ,estudiar la difracción de los ra­
yos X en estos retículos conduce a las condiciones: 

~ ~.~ 

al . (s - so) = h l A (3) 
+ ~.~ 

a2 . (s - so) = h2 A 
~. + ~ 

ag • (s - so) = hg A 

conocidas como «condiciones de Laue» o a la fórmula de Bragg 
que es equivalente: 

2.d. sen&=nA. 

~ 

En 'estas fórmulas, So es el vector unidad en la dirección de la' 
~ 

onda plana incidente, s es el vector unidad en la dirección de 
observación, d la distancia entre los planos reticula,res normales 
~ -+ + ~ 

a s - so' 2 B' el ángulo que forman los vectores s y So Y n, h1, 

h2, h3 son núm~ros enteros. 

La deducción de las cOJldiciones (3) y (4) se ha hecho por 
vía cinemá tica, es decir; sin tener en cuenta la interacción de la 
onda con los iones del cristal. En la teoría dinámica de, Ewald 
se tierien en cuenta esas interacciones con lo cual se completa 
el estudio del fenómeno,p9ro las condiciones de obtención de 
los máximos de difracción no se modifican sustancialmente . 

La observación de los fenóme'nos de difracCión no requiere 
,forzosamente 'la existencia de un cristal macroscópico.' En' los 
métodos de polvo cristaljno (Debye-Scherrel') se opera con agru:' 
pamientos de cristales desordenadamente orientados, cuyo tama-

\ 
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ño debe ser inferior a 10-3 cm. para; que s'e obtenga; urra ,.di!s­
tribución regular de la intensidad en los .anillos de difracción. 

La teoría de, las ,intensidades' de difracción conduce alas 
fórmulas que dan la intensidad difractada por el cristal en base 
a las condiciones geométricas del método. de . observación, ab-
sorción de la muestra y cara.cterísticas del r.etíc~lo." . 

En buenas condiGÍones de. observación, e~. decir, rü:diación 
monocromática, cristal perfecto, buena focalización, e~c., se ob­
tiene, en el método del registro fot~gráfic~ por 'eje~plo, un 
diagrama cuyas líneas aparecen bien definida~ y ¡:lítidas sobre 
el fondo transparente de la película'. ' ., " ' 

. § 2.- Causas que altenan el aspecto de los diagrqmas. 

Es corriente la obtención de, diagramas que n9 satisfacen 
las condiciones mencionadas. Si el preparado está constituído 
por un agregado de cristales cUJ"o tamaño 'es superior a 10-3 cm, 
los anillos de difracción apal'~cen discontinuos e irregulares; si 
su tamaño es del orden ele lasl?artículas coloidal~s, o,sea, in­
f,erior ,~ 10-6 cm, los anillos, se, ensanchan y difunden. Del an­
cho de esos anillos se deduce el tamaño dé 'las partículas (1). 
Sin embargo no 'yS ésta la única ,caus'a que puede conducir a un' 
ensanchamiento de las líneas del diagrama de difrácción. 

A. [(ochen'dorfer (2). ha estudiado muy ~letalladamente el, 
ensanchamiento producido por dos causas: tamaño de p.artícu­
las y microcleformaciones del ret-ículo. Como el en,sanchamien­
to de las lineas no es el mismo para todos los ángulos,dedifracr-

'eión, deduce la ley de variación del ancho de las mismas, en 
función del' ángulo según se trate solamente ,de ensancha,­
miento por tamaño de partículas o que haya además' microde:.. 
formaciones del retículo. ' 

En los agr,egados cristalinos' de' partículas grandes,' en. que 
el diagrama está formado por manchas aisladas que'lo asemej an 
más a un diagrama tipo Laue, las tensiones internas producen' 
deformaciones del retícUlo cuyo efecto es una dispersión radial 
de las manchas' ele ,difracción, en forma ele estrellas o asteriscos. 

, Existen otras causas que alteran l~ inten~idad o la nitidez de 
los' diagramas de difracción. 

W. fl. Zacl1.iariasen (3), ,estudiando la estructura cristalina 
del fluorur6 de manilo' anhidro, obtuvo diagramas correspon-

! .• 
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dientes a una estructura exagonal en que 11:).s líneas de índices 
h1 h2 lig tales que h1 - h2 = 3n o hg = 3n aparecían nítidas y las 
restantes difusas.' Para explicar 2ste· hecho y tenieúdo en cuenta: 
que la 'estructura más probable de ese compuesto consiste en 
un apilamiento de capas plan~s, de átomos, -estudió el efecto 
que produc.iría un desorden de apilamiento ,paralelo a los planos 
de las capas (Stacking disorder) (4). Logró así explicar satisfac­
toriamente las 'ánomalías observadas en los diagramas de difrac-

. c~ón. El mismo· llabía sido estudiado .previamente por B. .E. 
Warren (5). 

Ultimamente hemos ,estudiado la estructura cristalina del 
- Pt02 (6) Y encontramos que tratáJ}.dose de una estructura exa­

gonal, las intensidades observadas en las reflexiones de planos 
cuyos índices h1 ha h2 tienen. ha -:-j::. O' son ,inferiores a las calcula­
das, con una disminución sistemática, creciente con ha. La es­
tructura resulta formada por cadenas de. átomos siguiendo la 
secuencia Pt-O-O-Pt-O .... ¡agrupadas paralelamente al eje ag 

Coino IC Lonsdale (7) había observado un efecto análogo en 
estructuras orgánicas tipo cadena, en que los planos normales o 
muy inclinados con r-e~pecto a los ejes de las' cadenas da~ refle­
xiones debilitadas I hemo~ estudiado el efecto gue un desorden 
de agrupamiento en las cadenas, consisténte en desplazamientos 
longitudinales sobre sí mismas, produciría sobre las reflexiones . 
de rayos X. 

La teoría' explica satisfactoriamente los hechos observados. 

§ 3.. -Modelo de cristal con desorden de empaquetamiento.­
Consider,emos un cristal en. que los átomos o iones se encuentran 

+ 
alineados en la . dirección aa, formando cadenas de átomos o 
redes' lineales, agrupadas paralelamente -en. forma tal que las 
intersecciones con un plano cu¡~lquiera, no necesariamente' nor­
mal a las mismas, están representadas por la expresión: 

con m¡ Y m 2 =O, 1,2, .... 
Tomemos como origen de coordenadas uno de los átomos 

. -+-+ 
de una cadena y por él tracemos .el plano al a2" Si las cadenas 

.', 
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se lencuentran elesqrdenadamente desplaz.adas sobre sí mismas 

'de moelo que bm1m2 es el desplazamiento paralelo a as que ha 
éxperimentado la cadena de .orden ml m2 con I:.especlo a· laque 
se ha tomado, com.o orig.en, la posición de cada átomo del re­
tículo así f.ormado está dada por, >el vector: 

-+ -+ -+ + 4-

r = ml al + m2 a 2 + m 3 as + bm1m2 as (5) 

+ + 
, Si bm1m2 es una funCión periódica de .al Y al) se tendrá un 

cristal perf.ecto .o una superestructura,. pero si varía arbitraria y 
aeso~denadamente, tendremos una estructura con desorelen' de 
émpaqu~tamientQ. 

, , ,N os pr.oponemoS calcular 'el efecto que este desorelen pro­
duce sobr,e la distribución de intensidades en el d~agrama de di,­
fracción de rayos X .obtenido oon el cristal. 

§ 4: -Difrocción producida por la estructú'raen' cadena. -
+ ~ 

S~a So la dir:écción de la onda plana incidente y S la dirección 
de .observación de un punto infinitamente alejado del cristal. 

La .onda plana. incidente estará represen.tada por: 

(6) 

+ 
La .onda difundida en la dirección s por el átomo situado a 

, + ' 

.la distancia r presentará una diferencia de fase con la que di­
funde ,el átom.o del .orig.en: 

2rc -+ v + 
~ (s-so). r . 

. : La amplitud resultante por la superposlClon de la totalidad 
de las .ondas difractadas por la red, en el punto de observación 
P situado a hl distancia R será: 

(8) 



i 
¡- . 

siendo t ,el factor atómico y ~ un factor que incluye el de· po­
larización de Thomson y todos los demás factores vinculados· con 
la geometría de la experiencia. 

La suma debe extenderse a· todos los átomos de la malla. 
La intensidad difractada en esa direcgión resulta entonces: 

(9) 

Si éJ. l\etículo está formado por Ni cadenas en la dirección 
al' N 2 en la dil1ección a2 Y cada cadena está constituí da por 
Ng átomos, la (9) resulta, teniendo en cuenta (5): 

La triple· sumatoria l\epresenta· él producto qe la suma de·· 
tres series geométricas en que la razón es 

21ti -+ -)o -+ 
e T (s-so) • ai 

y su valor es bien oonocido: 

, '-+ + + 

sen2 ~i (s-so) .agN g 

.. 
Q -+ + + 

9 ~1t ( ) sen~ 1: s-so .al?; 

N¡N. 21ti -)o + + 
( Z; e -T (s-so)· aa Om¡m. )2. (11), 

u 

Sin la última sumatoria tenemos el resultado clásico que 
conduce a las oondiciones de Laue que dan las direcciones de 
maXlma intensidad difractada. 

De la ,expresión (11) resulta que el desorden de agrupamien­
to, caracterizado por la distribución de los bm1m• afecta a las in': 
tensidades de difracción. Desde luego, si' son. todos nulos, en 
la exponencial de la ,expresión (10) se anula el último sumando 
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y se obtiene la expresión clásica oorrespondiente a los retículos 
perf,éctos, oomoera de preveer. En caso contrario, será nece­
sario conocer la ~ley de distTibl,lción de los bm1ms para calcular 
su ef'ecto. 

FrG. 1. 7 'Curvas que representan la función de distribución y el factor de 
fase (dibujadas en escala diferente). En la parte inferior su producto. 

Lo . más sencillo 'es suponer una distribución gaussiana de 
lós corrimientos en forma tal. que de 'las N 1 N 2 cadenas" que cons­
tituyen 'el cristal) las que presentan un despl~zamiento blntma 

comprendido. entre los valores y e y + dy sean: 

(12) 

Como la función debe ser par, la limitaremos de- 0,5 a + 0,5. 
La constante A. se determinará por la condición: 

¡N¡N2 '. ¡+O'~7c2~¡2. 
cln=;A e dy=N1 N2 · 

'o -0,5 

(13). 

y la constante le caracteÍ"izará el grado de desorden. 
'De acuerdo con ésto, la intensidad (11) se trans:forma en: 

N¡N, +0,5 

f 21ti -+ -+ + , ¡ 21ti -+, -+ -+ . _7c2 y2 
e T (S-SO),' a3Y cln = A e T (S-SO)· a3 y, . e . cly. 

o -05' -

"" Si suponemos que la dirección deobs6rvación satisface las 

/, ' 
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condiciones de Laue, podemos escribir': 

(15) 

El integral que .aparece en el paréntesis conduce a un des,;.. 
arroHo en serie cuyo significado no es de fácil interpretación; 
En lugar de ,ello, si tomamos solamente la parte. real del ex­
ponencial 

2'1ti ~ + -)o. 

e T (s-so) . aa ;1J 

que da la dif'erencia' de fase producida por los corrimientos y, 
el integral puede e/lcribirse, aplicando la 3a. oondición de Laue: . . . 

+0,5 

J -1c21J2 
e . cos 2 re haY dy. 

-0,5 '. 

Su significado es ahora fácil de interpretar, pues resulta 
igual .al área de una cosinusoide amortiguada eri un número 
entero de períodos, ya que ha es entero. El área total sera tanto 
mayor cuanto mayor sea el coeficiente le de amortiguamiento 
(fig. 1). Esto significa que la intensidad' del haz difractado cre­
ce al agruparse alrededor de cero los valores de Y (o 0mlms) de 
los corrimientos que caracterizan el· desorden de agrupamiento .. 

Además, para un determinado valor del desorden; el área' 
total disminuye al crecer ha o' sea' el número de períodos abar­
cado. 

En el caso límite de que los desplazamientos se encuentren 
uniform'funente distribuídos entre O y 1 (estructura totalmente 
desordenada) el factor le será iguala cero y el área de la cosi­
nusoide se· anula para todo valor de ha. 

§ 5. - Casos particulares. - Algunos casos particular.es son 
fáciles de, calcular, tales como los que corresponden a planos 
de índioes OOh3 y h1 h20. 

a) P lano.s de índioes OOhg 
Si aplicamos la fórmula (10) suponiendo que se cumpl1en 

., 
¡ 

., 
.' 
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las condic~ones de Laue con hi = h2 = O resulta: 

+ + + 
(16) 

o sea, para (s - so) . aa = ha A: 

, (17) 

Si fuera y , ~mlm2 = O para todo valor de mi m 2, tendría­
mos un cristal perf.ecto y la fórmula (17) da, en ese caso: 

(19) 

en perfecto acuerdo con el resultado clásico. 
Para el agrupamiento' p~¡'f.ectamente' desordenado suponga": 

mos el pedb~o de identidad aa dividido ,en Ni N 2 partes igua- ' 
les y que 'a cada cadena corresponde un desplazamiento igual a 
uno· de Los Ni N 2 valor,es así obtenidos: 

El paréntesis' de (16) se convierte entonces ,.en el producto 
de las sumás de los términos de dos series geométricas cuyas 
razones son: 

21C + -)-, -)­
e T (s-so) . aa 

-)-

21C -)- -)- a3 
y e T (s-so), N

i
N

2 

y cuyos números de términos son, respectivamente Ns""y Ni N2-

Por 10 tanto resulta: 

" (19) 

como si a la ,red lineal de período ,a3 se superpusiera otra ;de 
p~ríodo a3/ Ni N 2' 

-: ' 

",\1 : 
'il' 

,< ' 
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La (19) se rt:lduce a: 

(21) 

Esta expresión presentará máximos para: 
" 

-+ -+ -+ 
( s - so) . a' a = h3 A 

o sea: 

Como a'3 ~A no habrá valores de B·, que satisfagan esta 
expresión con h3 entero; es decir, las refl.exiones de los planos 
de índices 00h3 no apareoerán en' el diagrama. 

b) Planos de, ínqices h1 h20 
Así como en :el caso anterior es máximo el efecto del desor­

den, 'es fácil demostrar que no influye sobre las reflexiones. co­
rrespondientes .a planos en que ha = O. 

<" -+ +-+ 
Tomando la fórmula (10), si h3=0 significa que Q'3.(s-so)=O 

de modo que la intensidad será: 

(22) 

-Resulta así que la intensidad ele las reflexiones en estos 
planos no se . encuentra a:Bectada por el desorden de empaqueta­
miento. : r ; 

§ 5:- Ejemplo de estructura con desorden de empaql.Leta­
miento. '- Hemos dicho ya haber enoontrado ,este tipo de des­
orden al estudiar la estructura del Ptü2• Se trata de una es-

" .) 
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D o 

tructura exagonal simple de aristas aa = 4,19 A, al , 3,08 A oon 
una molécula por malla. Las coord[enadas de los iones son: 

Pt++ 000 
0- - OOu; OOU. 

Esto indica que los átomos 'están alineados en la dirección 
as formando' ca~enas paralelas separadas por l'a distancia al. 

, , En los diagramas .obtenidos 'en nuestros primeros estudios y en 
los de .otros autoDes" solamente aparecían pocas líneas que, aho':' 
ra sabemos, oorr,esponden a los planós de índices h l h20. Ello 
dificultó la interpDetación hasta que, deshidratando el óxido, y 
sometiéndolo a prolQn'g~dos proaesos de calentamiento se ob­
tuvier~n diagramas len que aparece la casi totalidad de las líneas, 
con 10 cual la interpiletación resulta rdativamente sencilla. ' 

A pesar de todo, ,aún en los mejores diagramas, la distriblC: 
ción de intensidades no es perfecta. Comparando los valores 
calculados y observados de los factores de estructura (Tabla: 1) 
se advierte que los errü:res o discrepancias crecen con el índice 
ha de los, planos corDespondientes. 

, Para dar un índice cuantitativo de estas discr,epancias cal­
culemos los valor,es: 

Z; ! [F 0;'10 I-IF oba/ J ' a. = 7'", -.:.:'---'=~--'--,:---'-"''-'-''-

Z; IF obal 

Si consideramos la totalidad de los planos indicados en la 
tabla 1 resulta d valor: 

0.=0,63 
, . 

, que no es muy satisfactorio. Pero' calcularemos los valores a. por 
grupos de planos con ha oomún. Se obtienen los sig.uientes re-' 
sultados: 

a.(hl h 20) =0,083 

a.(hl h21) =,0,62 

a.(hl h22) = 1,15 
a.(hl h23) = 1,23 

, a.(h1 h24) =1,9. 

Es 'evidente que, siendo muy buena hr precisión que corres­
ponde a los planos con ha = 0, se desmejora ,al crecer el teroer 
índice, - 'en completo acuerdo con la teoría. Esto permite afir-

,' .. 
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mar que 'el PtÜ2 está formado por cadenas de átomos desor­
denadamente agrupadas. 

El tipo de curva que representa dicho de,sorden, que puede 
no ser gaussiano, 'como hemos supuesto en este trabajo, deberá 
deducirse de la distribuci6n de lbs valores a. en función de hjj' 

TABLA I 

Factores de estructura del PtO. 

I FTt¡h.h. -
hlh.h. 

I obs. calc . 
. -

001 103 174 
100 220 221 
101 66 160 -002 98 157 
102 57 147 
110 185 177 
111 122 140 
003 104 166 
200 170 162 
201 88 129 
112 65 128 
103 76 150 
202 79 124 
004 - 117 
113 - 136 
120 163 134 
121 126 112 
104 - 109 
203 - 127 
12,2 45 110 
300 106 ·126 
301 

I 
21 108 

/' 114 60 117 
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EL TEOREMA ERGODICO EN LA MECANICA 
CUANTICA 

por OSOAR ALBERTO VARSAVSKY 

(Recibido el 13 de abril de 1950) 

SUMMARY: K~own methods of ergo!lic theory are applied to the phase 
spaee of quantum mechanies in the case of a finite number of degrees of 
free don. The flows' eO!lstitute" inner automorphisms of a matrix algebra. Phy­
sieal criteria are used to eharacterize the "transitive eells". A sequenee of 
consecutive meas~¡;ements is seen to behave as a Markov chahL, which "is simple 
if equal a priori probabilities are assumad, and the limit of their means agrees 
with the ergo die theorem. 

1) Introducción. 

En este trabajo se aplican los resultados más sencillos de la 
teoría ergódicaal ' caso parti.cular de la mecánica cuá~tica, ya 
abordado por von "Neumann( 4) antes de poseerse las herra~ 
mientas matemáticas necesarias .( que él mismo contribl}Jó en 
gran parte a crear). " 

El método seguido es .considerar ~ los operadores comopun­
tos de cierto <espacio de Hilbert que sólo "se estudia para el caso 
de dimensión finita. 

En ,este 'espacio las « corrientes» tienen una interpretación 
sencilla; la « transitividad métrica» existe :para un cierto subespa­
cio cuyo complemento ortogonal <está formado por Qperadores 
invariantes para la corriente de gue se trata, y en su int~rpreta­
ció n física se encuentra que la admisibilidad de cualquier método 
de medición de una magnitud tiene la misma importancia que 
en la deducción de la. forma del « operador estadístico» hecha 
por von Neumann (5). 

Por último se demuestra que una suceSlOn de mediciones 
constituye estadísticamente una cadena de Markov, mas bien 
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que un proceso aléatorioestacionario, y se calc~la e1 promedio 
temporal de úna- tal suoesión hallándoselo igual al 'promedio es­
pacial con hipótesis equivalentes a la .transitividad métrica, que 

-aquí aseguran que la cadena de Markov sea simple. 

II) Eléspacio e!,gódico. 

Llamar,emos EH-l al espacio de las fases de un sistema 
físico, oon las cafl\cterísticas descritas por van Neumann (5), 11, 

saber: . EH-l es un espacio de Hilbcrt; cada dirección en él 
representa un « estado purO» del sistema; los operadores auto­
adjuntos están en correspondencia ,biunívoca con las magnitudes 
físicas y en particular 'los operadores proy,ecoióno «proyacto­
res» (autoadjuntos e: ide~potentes) se corresponden con las «pro­
piedades» físicas, es decir, ,magnitudes cuya medición tiene sólo 
dos resulÚldos posibles: siy no. El conocimiento que se tiene 

. del estado de un sistema se engloba en:.'un operador autoacljunLo 
defiJ?-ido _pósitivo, llamado «operanor ,estadístico» S, mediante el , 
cual puede calcularse .el valor medio de una. magnitud A cual\:­
quiera por la: fórmula: vm(A) =Sp(SA.)/SpS, donde el sím­
bolo Spsignifica traza (Spur) de] operador a que se aplica. La 
traza es una funcional lineal, invariante para cualquier transfor­
mación unitaria cJ.el operador y real ouando éste es a':ltoadjunto. 
Aplicada a una proyección ¡da el número de dimensiones del sub­
espacio sobre el, que se proyecta. 

Ell" Ell-l c~nsideremos un subespacio l (con la niisma 
letra designaremos a un subespacio y al operador que proyecta 
sobr.e él) de número ele dimensiones N = Spl tan grande co­
mo s~ quiera; perü finito. Observacionalmente este l no so di­
ferencia del espacio total si N es . suficientemente elevado (ver 
;(10), pág. 30); por ,ello llamaremos en 10 sucesivo EH-l a 
cualquiera de ambos, siempre quo no produzca confusión. 

Todos los operadores lineales acotado~ que conmutan con 
l pueden r~presentarse en ese subespacio' por matrices de N 
filas y cólumnas. Dado entonces un operadór ,1'0 .lineal, acotado 
y tal que ,10 v l (el símbolo v significa «conmu ta con»), consi­
deraremos sólo su «componente según l»: A = Ao l. Si A. es 
autoadjunto, su representación canónica será: A = ~ a¡¡ En, sien-

n 

do los an sus valores propios y los En sus «proyectores propios», 
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es decir, los op~rador(3s que pr~yectan sobre sus subespacios carac-
'terísticos, y Ej E" = 'bj¡, Ej. ' ", 

Achp.itiendo valores complejos para los an, esta represen­
tación vale para lo~ operadC;>I1es «normales», o sea ~quellos que!. 
conmutan con sus adjuntos (en particular los unitarió~)., Ein, 
g,eneral, siendo B una matriz cualquiera, se puede escribir¡ 

B = R + iJ, donde R y J son auto adjuntos : R = ; (B+BI/i); 

iJ = ~ (B~B*). (Medianie B* se indica. el adjunto de B). R 

Y J conmutan si y sólo, s~ el operador B es normal. 
Con los 'elem,entos de ¡ EH-l como puntos, definimos un 

nuevo espacio euclí~eo, _ el , 'EH -2, que -es entonoes a la vez 
el álgebra de ,las matrices Ae 'la forma Al = lA, Y tiene N2 di-
mensiones. , 

El punto de apoyo 'p'a~~ ls cdnclusiones que pretendemos 
obtener es la siguiente definición da producto, interiOfr : 

(A,B)=SpAB*. 

Es fácil v-erific'ar, que se t~ata de un producto interno her­
mitiano recordando que SpA*=SpA y que SpAB=SpBA. 

La métrica así obtenida, es idéntica a la que se definré I 

usualmente medi'ante el isomorfismo que existe entre el espacio' 
de las matrices de N filas y columnas y .el de los vectores d~ N2 
componentes. Pero ,esta corrasponelencia no es cómoda ,'de apli­
car a productos de matrices, y además nos parece que la noción 
de traza es .Ia básica (nótese, por ejemplo, que se obtiene así un 
criterio de converg,encia que es un caso particular de lo que 
von Neumann llama «strongest convergence» (7»., 

En Ell-2, definiremos a, su v·ez o,peradores lineales, ,que, se 
indicarán con m'ayúscul~s verticales: T, E; etc. En particular 
nos, .ocupar,emos ele los operadores unitarios de EH -2, o sea 
aquellos T tales ¡.que : ' 

(TA; TB)-'= (A, B), para todo,A y B. 

Es desagradable tener' que limitarse al caso ,de dimensión 
finita, pero. son conocidas las dificultades que se presentan si se 
qUIere pasar al límite ,N,-HXJ. La más evidente aquí es que 
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habría que trabajar oon operadores 'tales queSpAA*<ti>, y en­
tonoes los ,unitarios no. cabrían en el EH -2. _ Tampoco pareoe 
posible aplicar en este caso el córicéPto'de dimensi6n continua 
introducido por Murray y van N~timalll~(8). 

¡",' 

III) Corrientes en .. .el Ei! -2. 
I I ; 

Sea {TI}' un grupo abelia,H() i ~e operadores' unitarios en 
EH-2, do~cle t eSl'eal. En ca<;o q~e valg'a b. relación T,[ AB]:= 
Tt,A. T¡B para todo A y B dir,emo$<pie' ~l grupo. {TI} repre­
senta una corriente en EH-2' (ver vo~ Neumann (6». 

P,ero es sabido qu.e tóda a:pli~ación de un álgebra de ma­
trioes sobre sí misI1).a, que sea bi~nívoca, 'lineal y, diStributiva 
con r,especto al producto, es un autom'orfísmo interior. En otrÍl.:s 
palabras, para 'cada TI de una cor'riente, existe una. mati'iz T, 
tal que: ' , , 

La u~itariedad de los Tt en EH-2 implica que las TI., 
deben ser unitarias en EH-l; y' la estructura de grupo, que la;s , 
T t también forman un grupo ab,~li~no, y Tt-l = T -l' 

El ,ejemplo físico más interesante es aquél 'en que las TI 
son' de la forma T t = exp (itll) donde 1I ',es una mat¡'iz auto­
adjunta relacionada con la energía :delsistema. Los T, dan la 
evolución temporal del sistema,:y::estudiarla como hasta' aquí 
en su efecto sobre~ los operadores, corresponde a la llamada 
«representación de Heisenberg»'. Si';se'prefiere por ~lás intui­
tiva la «r,epreséntación de Schr6dinger», en que ,aparece explícita­
menJe la dir,ección del EH-l; ,que indica el estado del sistema, 
y se sigue la evolución de ,dicho :estadornanteniendo fijos ,los 
operadores, debe usarse en lugar ,cled:ada'operador A, la. función 
A (P) ~AP, donde P es el pro.yector de un~. dirección genérica 
de EH --" 1. Tendr,emos ahora como, nuevas definiciones: 

producto interno: (AP, BJ~)= SpAB*; . 

producto de funciones: "A:(pf B(P)' AB(P), 
. . \ '.' 

corriente: T¡A(P) = A(TLtPT¡),=. AT -tPTl' 

.. :'l, 
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1) Desscomposición 'del Ell·-2 según una, COl'ri,ente. 

Sea T un operador unitario de corriente en Ell ~2; le co­
rresponde, como hemos visto, un operador unitario 'J' de ElI·-l 
(que puede multiplicarse, trivialmente, por un factor numórico 
de módulo uno).. Con respecto a éste podemos descomponer al 
Ell-2 en dos subespacios ortogonales, a cuyos proyectores lla-
maremos E/l y E2• . " 

E/l 'es el anillo de todas Jas matrices que conmutan con T. 
Es 'evidente que forman un ,espacio lineal, que T deja invariante. 

E2 es el contradominio del operador T - 1 (donde 1 es la 
identidad en Ell"';"2);. o sea, ,A E \Eli si y' só~o si es de la forma 
A = T BT-l - B para algún punto B de Ell-2. Es también 
un espacio Íineal y su ortogonalidad con E/l se ve fácilll1<lnte: 
si A E E2 Y BE E\: (A,E) = ([T-I] C, B)= (C, T-l B) - (G, B) 
= 0, pues T-l también deja invariante a B. 

A la inv,ersa, todo elemento M perpendicular a E.2 pertenece 
a E'l , pues: (M,TC-C)=(T-lM,C)-(M,C), y si esto es 
cero para todo C de Ell-2, M "es invariante por T-l' y por 
lo tanto, por T. . 

A su vez el E/l puede descomponerse en una parte « trivial» , 
de ,proyector Eo, formada por las matric~s de la forma al, y 
su complemento, ortogonal con respecto a E/l , qua llamare­
mos El' 

,En resumen, un oper~dbr cualquiera' A puede descompo­
nerse ,en suma de otros tres, perpendiculares entre sí según la 
definición- de producto interno de Ell-2: A = al + L + M, don­
de 1 es la identidad ,en, EH-l.: L es inváriante por T y M 
es de la forma M = TCT-l - C 'para algún C. Por ser perL 

pendiculares a 1, tanto L como M son de traza 'nula, y por 1.0 
tanto 'es a=SpA¡SpI. 

El operador 1 no tiene interés físico, pues como tiene un 
solo autovalor, corresponde. a una magnitud física cuya medi­
ción puede dar un solo resultado y 'por lo tanto no nos enseña 
nada nuevo sobre el sistema que se 'está 'estudiando. Representa 
los datos que se conooen por: hipótesis, por ejemp~o la exis­
tencia del sistema. Recordemos también' que como operador 
estadístico (véase' (5» representa ,a un sistema del cual no se 
sabe absolutamente nada, y en tal sentido, el número SpAjSpl == 
(A, I)jSpI' ,es el valor medio de la magnitud física representada 

,,' 
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por A (si 'es autoadjunto) en el conjunto de Gibbs. representa~ 
tivo de tal sistema. 

Si por lo tanto nos limita~os al- subespacio ortogonal a EQ, 

ello equivale a restar a cada magnitud. física su valor medio 
sobre un conjunto totalmente desorclena:do. En otra's Qalabras: 
toda ma,lirnitud física cuyo. operador \p.er(enezca a E1. + E2 tiene 
como valor medio cero cuando se la mide sobre un sistema ele] 
cual no se sabe a priori ·nada. . 

Divemo8 que se l~a «normalizado» un operador cuando se 
lo ha pr0Y'~ctado sobre El + E2, es decir, cuando se le ·ha res­
tado (SpA/SpI) .1. 

El significado físico de El está claro: si T r.epresenta la 
evolución temporal del sistema (es decir, aproximamos el grupo 
{T,} por las potencias de T), las magn~tucles físicas de Ea 'son 
constantes del movimiento. 

En cuanto' al. E2, veremos que sus elementos'mereoon .el 
nombre de ergódicos con respecto aI" ope~ador T . 

. ' Un problema· importante e3 1\1 determinación de las dimen­
siones de estos subespacios. El Eo tiene por supuesto dimensión 
uno. Las ele los otros dos dependen del espectro de T. 

Hay dos casos extremos: uno, trivial, cuando T = 1 Y en­
tonoes el suhespacio E2 desaparece;' otro,d 1pás interesante, 
ocurre cuando T tiene espectro simple, o. sea es. ele la forma 
T = Z; \eiAn Pn , donde los P n son proy.ectores unidimensi¡;males 

1> 

ortogonales entre sí y los' An son todos distintos. . 
En 'este caso '~s. fácil ver que E' 1 está formado ·exclusiva,­

mente por operador~s normales de la forma A = Z; \an Pn (sin 
n 

restricción sobre los an). Por lo tanto los P n forman en E' 1 un 
sistema ortogonal completo, ele modo· .que El tiene N-l di­
mensiones (si EH-l tenía N)' Y E2 tiene N2-N. 

Para un caso intermedio cualquiera, sea r n la degenerai.. 
ción del n-ésimo autovalor de T. Es también inmediato que la 
dimensión de E'les Z; r n 2 (la suma :extendida a . todos los autp­
valores difer.entes). 

Tomemos como ejemplo el caso de dos dimensionés. ,El 
EH-2 \está formado por todas las matrices de dos filas y dos' 
columnas; las tres matrides de Pauli y la unidad forman allí 
un sistema ortogonal completo. Sea T una ~atriz unitaria de 
esspectro simple, si elegimos los ej-es de modo .gue resulte dia-, . 
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gimal tendremos la siguiente descomposición 'del EH -2: 'elEp 
tiene como base a la matdz unidad; el El es unidimensional y, 
tiene como base a 1a matriz diagonal de Pauli;' el E2 es' bid~­
mensional y está subtendido por las dos, matrices no diagonales 
ele Pauli. Tomando como TI a una de las matrioes de Pauli (pues 
son unitarias), obtenemos la siguiente propiedad: «Si P es una 
matriz de Pauli y A una matriz cualC[~iera, .Ia función P AP-L_A 
es una combinación lineal de las otras dos matrices de Pauli». 

V) El teorema .ergódico. 

Nos limitaremos al estudio de una corriente «discreta» 

TnA---.:TnAT-n 

ya que el pasaje al caso continuo no trae novedad. N o nos ocu­
parán tampoco las posibles generalizaciones (reemplazo de los 
operadores T por otros no uRitarios, etc.). Para lo qaesigue,. 
compárese con flopf (2), parágrafos 8 y 9. 

,Sea entonoes A un ,elemento ~ualquiera de EH-:-2 y {Tn} 
, ,una' corriente \discreta, se trata de calcular el límite del «pro­

medio temporal»: 

"1 '}' 1 ''}' 
lím - z: Tic A = lím --:- z: T'c AT-h.s l. p. t .fA 
1i+oo n k-l 11+00 n k-l 

(límite del promedio temporal). 
Segú~ lo visto en ,el parágrafo anteri~, podemos descom­

poner a A en tres partes ortogonales entre si: A = Ao +ftl + A2, 

siendo Ao=(SpA/SpI)}; A~vl'; A2 =TBT-l_B para cierto 
B, y SpAl =SpA2 =O. 

Es ,evidente que: 

l . p . t . Ao = Ao; l . p . t . Al ' Al 

pues conmutan con T. 
, Como Tn A2 = Tn+l BT-n-l- Tn BT-~, resulta, como es lll-

mediato: 
, '1 ' , 

l. p. t. A2=lím- (TIl+l BT-n-l_B)=O' 
. 11+'" n ' 

en la métrica de EH-2. En r,esumen: 

o 

, , 

.. , .. 
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, T,eorema ergódico: 

1 r ,',,' ~ , 
lím- ~ T'c A = (SpAjSpI) 1 + Al = E' l A. 
71-+'" n 7c=1 ' " " ' 

Se dice que la corriente {Tn} es «ergódica» SI, Y sólo' si,' 
Al =0, para, todo A de EH-2. 

l' l' ¡ 
VI) Transitividad métrica. 

Dir-emos que una corriente es «métricanlente transitiva» 
cuando sólo deja invariantes a- los elementos 1 y ° de Efl--2,. 
es decir, a, todo el espacio EH-loa, sus partes vacías. 

Evidentemente esto es lo mismo que pedir que la corriente 
sea ergódica (equivalenci~ que, en el fondo se debe a la firiüud 
de, EH-l). . 

Podemos pues' enunciar' el siguiente 

T ·eo r e m ri 2. - En el espaclO EH -:-2 no hay corrienLes mé­
tricamente transitivas. 

En decto, >el subespacio ~1 no es nunca vacío,.y en 01 caso 
más favorable tiene N-l dimensione¡;; (cuando T tiene espectro 
simple, ver pgfo. IV). Sin' embargo ,como EH-2 tiene JV2 di­
mensiones, si ,T se mantiene de -espectro simple al tomar N 
cada vez, mayor, podemos despreciar elsubespacio' invariante 
frente al espacio total, y decir que existe una transitividad ffi~\­
trica aproximada. 

Lo 'mismo ocurr-e cuando, sin ser T da espectro simple, su 
degeneración máxima se mantiene acotada al crecer JV. Tales 
operadores' ele «degeneración acotada» dan origen a corrientes 
«aproximadamente métricamente transitivas». 

Sin embargo, físi~amente el camino 'correcto no' consiste :en 
despreciar esas magnitudes invarianLes. Si por ejemplo se frata, 

. ele un sistema que evolucioria a energía constant~, nadie se 
. pr,eocupa porque no haya transitividad métrica en el espacio 

total de, las fases. Sólo inLeresa el subespacio compatible con 
b condición dada. ' 

En nuestro caso, al dar el operador T estamos indicando 
" 

. ", . ~ ~\ 

, ' 
/, 

, 

I 
I 
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. todas las constantes Idel movim~ento del sistema. Es ,pues lógico 
que nos baste la transitividad métrica en d subespaciol ~2' que 
incluso puede ampliarse agregándole el Eo, como ,es inmediato. 

La no ,transitivid~d del espacio total puede expresarse pues' 
diciendo que: «cuánticamente es forzoso que haya constantes del 
movimiento no triviales· (-j= 1) » . 

Para todo A E E2 + Eo == M vale entonces 

, 1" . 
lím - Z; T'c A = (SpAjSpI) 1 = Eo,A. 
71-+9 lb k-l 

Si .se quier,e ver el significado de esta fórmula mI la rgpra­
senlación de Schr6diI~B'er, puede multiplicarse ambos miembros 
por un proyector unidimensional. genérico P y tomar ,trazas. 
R,esulta entonoes: 

SpAP 'es el valor medio de la magnitud A para un sistema 
en el «estado purO» simbolizado por P. Por 10 tanto el primer 
miembro es el promedio temporal de A al ir variando el estado 
del sistema según la corriente originada por T~l. El segundo 
miembro hemos dicho ya que representa el valor medio de A 
sobre el conjunto ele Gibbs más general 'posible que representa 
al sistema: En este sentido es un promedio espacial. 

·Más aclaratorio aún es el caso en que It es un l~royector., 
Desde von Neumann (4) se sabe qtie los proyectores re'presentan 
las «oeldas» del espacio de las fasas cuántico, y el. volumen de 
dichas oeldas está medido por su nlllil'Cro de dimpnsiones, es 
decir, por la traza del proyector. Ahora e11-tonces el segundo 
miembt,o es la r,elación de volúmenes entre la· celda 11 yel es­
pado total EH-l, yel primero es la permanencia límite tem­
poral del punto P en la oe~da A. 

VII) Exil1tencia de proyectores en el su.bespacio Eli . 

. Sea T . Z; eiAr E,. la descomposición canónica de T (los ,. 
Ar diferentes entre sí; los E,. de cualquier dimensión) .. 

, ' 
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Entonces: ' 

1',B 

o sea: 
z; El' ~EI'= E':i A = (Eo + El) A.' 

l' 

Si AE E2+Eo, 'esA-al ortogonal a E'l(a=SpAjSpl), y 
por lo tanto SpAEI' = aSpEr para Lodo ,El" o sea' que A debe 
tener igual valor medio para todos los conjuntos de Gibbs 
caracterizados p0r los operadores estadísticos El" ' 

Si además algún Er tiene más de una dimensión, y Pes ... un 
proyector cualquiera contenido en él, también P E E' 1 Y entonces 

SpAP = aSpP, 

(Si esto se cumple para tod~s lo~ P unidimensionales de 
E' 1> se cumpl'e para todos los elementos de E' 1" ya que son com'-
binaciones lineales de' ellos); ,,' 

Veamos en qué casos pueden saLisfacei'se esas igua:ldades 
suponiendo que A, es también un proyector. 

Un proyector de M dimensiones está dado por M2 + (N-M)2 
. condiciones, pues se comporta como unidad en un subespacio 

M-dimensional y como cero en el compleinento. . 
Si D 'es la dimensión ele El (ver parágrafo IV), tendremos 

para un proyector de lVI = Eo + E2~ M2 + (LV __ M)2 + D condi­
'cioues, pero qua no son necesariamente independienbes entre sÍ. 

Se ve entonces que aun en el peor de los casos (T con sólo 
do:; autovalores:y ele igual dimensión, .y todas las condiciones 
independientes) habrá siempre proyectores en lVI , pero puede no 
haberlos unidimensionales. 

Por la linealidad de lVI es obvio que 51 un proyector pen­
lenece a lVI , su' complemento también. 

VIII) Un criterio físico. 

Veamos ahora cuál es el significado experimental de ese lí­
, mite en media a que hemos sometido a los. operadores, y si 'existe 
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alg~n criterio físico,.que p3rm'ita caracterizar al subespacio «ergó-
dico» M -.E2 + Eo' , 
. Por lo proJilto' sólodeberíamós con¡siclarar operador~s auto-

adjuntos, para poder hablar de significado físico,' pero nos 'redu­
j::iremos a' tratar ,lbs proyectores ( que representan «propiedades»~, 
ver parágrafo 11), pues sólo 'para éstos hemos encontrado .. una 
solución sencilla al segundo problema. 

La utilización de la expresión 

, 1 '1' 

, lím - .2:; Tlr ET-Ic 
n-+", n k~l 

significa que al sistema se lqdeja ,evolucionar en el tiempo sin 
perturbarlo con, niediciones, que acarrearían discontinuichleles salvo 
en el caso en que E v T, que. dejaremos de lado! Sería 'lo misma 
elecIr ,que ,se hacen, me~liciones, p.ero ,en nÚI~lero finito, y a 
partir de la última podemos estudiar la evolución que sufre el 
sistema por el meró transcurso del tiempo. ¡, 

Podemos pues. limitpr el problema a dos ciediciones.: la 
últin~a mediCión de E" y la del líinite, que es un operador autq-
adjunto El', ' 

Para que esto.- :benga algún sentido observacional, es me-
nester' que la mediCIón de E no cambie el límite El', yeso indet­
,pendientemente delniétodo de medición utilizado. 

Que la medición ele E no perturbe a El' es dec~r, que am­
bas tengan significado físico simultáneamente, se .exptesa como es 
bicen ,sabido por la condición: El.v E. Que ·esto sea independiente 
elel método de medición implica más." En -efecto, la medición, 
ele cualquier magnitud A equivale a la de, E con la única CQI~:" 

'dición de que los sub~spacios característicos de A estén ip.cluídos 
len alguno de loss ele, E y ambas magnitudes conmutan. ,Pero si 
exigimos que A ·tampoco petturbc al·, límite El> éste debe ser 
forzosamente ele la forma' ' 

, ' 

o, len otras palabras, El debe conmutar ¡con todo lo que conmuta 
con E (en sjmbolos ~l vv E). 

. ,Demostraremos ahora que, para que un proyector pertenezca 
al suhespacio M, eS neFesario Y suficiente que' no sea inyariante 

. ' , , , , , , ' 

. ,; 

, , 

, ) 
," 
i 

J •• '~ 

, ",;1 

, ,¡' 

• ,L 



';' 

( .. 
~. 

r 
~' 

f' 
~' ( , .. 

'r " ",' 

:; , ,~ . 

. i 

." ":' .. 

• 

,\ ' ',' 

-361-

y que los métodos de medirlo no perturben al promedio temporal 
asintótico. ' . 

La necesidad ,de ambas condiciones ,es ev.idente. Veamos· la 
suficiencia. 

T,e ore m á 3. - Sea E un. proyector: E no vT; El =.aE -\- b. 
(l-,-E)'l Entonces es . 

El = (SpE/$pI) 1.' 

, La demo~tración es inmediata con sólo recordar gue,el lí­
miteEl tiene, que ser invariante, es de.cir El vT, y es~ implic~ 

a=b=SpE/SpI. 

En ''Cl plarágrafo. anterior heinos dado condiciúiles deexislen­
cia de proyectores en el suhespacio M. 

I • ' , '. 

IX) Las corrientes c~mo funciones ,aleatorias, estacionarias. , . , 

Es sabido que un proceso 'estacionario puede ,representarse 
I mediante, un grupo de operadore:') Unitarios' en un e~,pacio de" 
Hilbert(véase Kampé de Fériet (3)). En el presente caso, por 
ejemplo; cada operador autoadjunto A aplicado a un sistema en 
el estado P (proyección unidimensional en EH-l) representa una 
v.ariable aleatoria real cuya función de distribución está dada. en 
términos de su fqmilia espectral. Es decir, si 

co 

ll= I A dE). 
, 

, \ . 

es la repr>esentación canOlllca del ?perador, A, SpE}"P 'es la fun-
ción I de distribución' de la variab1e aleatoria AP (cuyo val.or 
ni'edio sería entonces SpAP). \ 

A primera visfa entonces toda corriente {T} genera un ,pro­
ceso aleatorio estacionari~ a partir de una variable 'A, y entonces 

, el teorema ergódico cuántico sería sólo un caso particular del ya 
'cOnocido len esstadística. ' 

P'ero es menester reéordar que la función de correlación a 
dos tiempos cualesquiera debe ser una magnitud medible, y esta 

I l. 
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condición, que en la mecánica clásica no agrega nada nuevo, en 
'la cuántica implica que las mediciónes de la magn~tud A a los 
·tiempos t y t' no deben perturbarse, o lo que es lo mismo, que 
los operadores Al=TlA y Al'= T,IA deben conmutar (ver Ar­
nous y Massignon (1)). De otro modo toda medición introdu­
duciría un factor indeper,tdiente del- grupo generador del proceso, 
que dejaría entonces de ser estacionario. . 

Sin embarg.o esta ,exigencia entraña grandes limitaciones .. 
que los autores citados (1) .no han señalado. Si, como es lo uSl,al 
en Física,' la corriente es una función continua' del parámetre t. 
la 'ecuación 

ATl AT_l= T1AT_1A 

no puede satisfaoerse para todo t, salvo en el caso trivial A. vT, 
en que' justamente no h~y transitividad lllétrica. Incluso si se 
admitIera la existencia de un quantum elemental de 'tiempo, de 
modo que el grupo {T n} fuese efectivamente discreto; para que 
valga ATn AT-n =Tn AT.,..n!t para todo n y ft no v T las trans-

formaciones T admisibles son muy' pocas rdativame~te, pue~ de­
ben consistir en el' intercambio da, autofunciones de A pertene-, 

-cientes a distintos autovalore3. 
Nótese la diferencia con ·la condición exigida en '8l parigrafo 

anterior:, aquí se pide que. A conmute con todos sus transforma­
dos segúri T; allí sólo que conmute con su límite temporal A.1, 

_ aunque de'un modo más completo, a saber: Al v~ A. 

\ 

X) Las corrientes COl1W cadenas de M arlwv. 

Sin embargo a todas luces e.:l más físico, o por lo menos¡ 
más «operacional» el planteo de Arnous y Massignon, porque 
se r.efier,e a mediciones sucesivas realmente efectuadas. ¿Por qué 

'se limita tanto entonces el alcance del teorema? . 
A juicio del autor, elenor consiste en tratar a una sucesión 

'de mediciones cuánticas como un proceso estacionario. Cuando 
se recuerda que una de las primeras -leyes cuánticas es que el 
resultado de una medición depende del estado del sistema en ,ese 
insstante y no de 'su historia anterior puego se 'puntualizará esto) 
resulta evidente que, como procesoestadísticQ, corresponde a una 
cadena de Markov. 

o 
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El «,estado» de un sistema físico a un tiempo t es la co,i­
lección de todo lo que se' sabe acerca de él, y ,este conocimiento 
proviene de mediciones, la última de las cualés se supone efeQ­
tuada al tiempo cero. Todas las propiedades del sistema así veri­
ficadas se resumen leI?- una pr9yecció~' E (que corresponde ,al 
operador estadís.tico de van Neumann). El transcurso del tiempo 
t transforma ,el estado E por' ej-emplo en TET.,...l, siendo T el 
operador unitario apropiado. Sea el caso no trivial, E no ~ T. 'En 

este nuevo est~do el sistema tiene una cierta probabilidad de 
s¡pguir poseyendo la propiedad E, que e;> SpETET-ljSpE (esta 
fórmula se deduce a partir del principio de ,\quiprobabilidad a 
priori y ,es una generalización de la conocida fórmula .1 ( (P, (p~).J 2 

a la que se reduce cuando E es la proyección sobre la función 
de onda cp. Véase (5»). Efectuada la medición al ti~mpo t, por 
ejemplo con resultado afirmativo (sI fuese negativo habría' que, 
,reemplazar E por 1 -E), se sabe que el estaeto es nuevamente 
E; pero puede ocurrir, que se sepa algo más. En ~fecto, si B 
y TET-l,tienen un' sub!3spacio común, éste puede mantenerse sin 
perturbar eligiendo convenieritemente el mét<;>do de medición (ha­
bría que verificar la propiedad E midiendo una magnitud A 'V E 
de espectro puntual positivo cuando las autofuncionesperteneoen 
a E y negativo en caso contrario, J tal qua algunas de sus' autbl:-­
funciones' formen una base en el s'ubespacio común). 

Para que esto no ocurra es menest.er recurrir a la misma 
cOI].dición del parágrafo VIII: que la propiedad, E pueda ser 
verificada por cualquier método, o ,en otras palabras, que en la 
elección del mét~do no intervengp.' la inteli~encia. Entonces todo 
« ¡O,ecue.rdo» del ,estado T ET-l queda borrado y el' sistema queda' 
caracterizado por la proyección E solamente. 

El proceso es entonces una cadena de Markov simple. 

Las probabilidades que fijan el plioblema son: 
SpET In ET _tjSpE = probabilidad de que una medición dé 

, resultado afirmativo si una m~dición efectuada tn segundos an­
tes dió resultado afirmativo. 

SpET1n(l-E)'IT -'-ijSp( 1 -E) = prebabilidad de que una me­
, dición dé afirmativo si una medición' tn segundos anterior dió 
, neg,ativo. ' 

'Llamándolas r,espectivamente an y b~, donde el subíndice 
indica que se trata de la n-ésima medición," debe cumplirse la 

. ' 
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conocida ecuacióil'(v,er p. ej. Uspensky (9)): 'Pn=(a,¡'-bn).Pil-l 
+ bn, siendo Pn' la probabil~dad de obtener un r,esultado afir­
mativo en la n-ésima medición. Una solución particular de esta 
ecuación 'es Pn~SpE/SpI, como pueele v'erificarse con fáciles 
cálculos. 

La ecuación homogénea: Pn = (an-bn)· PLl tiene como so­
lución: 

r 

pn = e TI (aj-bj); 
1 

de modo que la solución general es': ' 

Como 

l' SpE 
pn = e TI (aIj-b i), + SI 

. 1 ~P 

al! ~ b --.: SpI . SpETtnE~ _11I-(SpE)2 
n SpI . SpE-(SpE)'J 

'. 

y ,esto 'es menor que uno en valor 'absoluto siempre que E no v T¡, 
la solución de' la ecuación homogénea tiende a cer'o al tender a 
infinito el número ele mediciones. Se toma ahora como dofini­
ción de promediobemporal de E la cantidad: 

.. 1 r 
p=lím:~ z: PIe 

n"* 00 TI. k-l 

SpE ' 
y se obtiene como resultado final: P . -S l' que como' se ha 

. ...p. 
dicho, ,es también el promedioes,pacial en el espacio de las Jases. 

. La transitividad métrica vale, pues, con las ,mismas hipó­
tesis anteriores, aunque aquí se tratcl de una sucesión de. medi­
ciones efectivas, ,efectuadas a intervalos cualesquiera e incluso 
admitiendo .que el operador T cambie de un intervalo a Qtro .• 
con la única condición de que no conmute con E. 

VII) Conclus~or/¡es. 
~, ; 

'1 • 

:':. f 
: I 
I 

Se ha visto, pués, qué en un espacio de lqs fases de di­
. mensión finita vale 'el teorema ergódico, es decir, .existe el límite 

. l" ',:',1 , \ 
1, 
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temporal; y hay transitividad niétrica, es decir, igmlldad con el . 
límit~ espacial, con dos condiciones: 1) que el operador o mag­
nitud a n~edir no conmute con el que genera la corriente; es de:-. 
cir que no sea una constante del movimiento, y 2) que \ el pro{­
oedimiento de medición no pueda ser elegid,o inteligentemente. 
La prí~era· es clásic~; .la· segunda ha sido discutidaparcialme~te 
,po~ von Neumann. en relaeión con lahipótesi'S ,de equiprobabm ... 
dad a priori (5) Y será analizada en otra ~portun,ida.d. 

1) 
2) 
3) 
4) 
5) 

6) 
7) 
,8) 
O) 

lO) 

/" 
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SOBRE LA OXIDACION DIRECTA DEL PLATINO 
POR OXIGENO 

'\ .. 

por RoDOLFO H. Buscrr 
Facultad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Buenos, Aires 

(Recibido 20 abril 1950) 

, AnsTRAcT. - Evidence f,avouring the hypothesis of the dil'oit oxidation 
of platumm by oxygen is l'eviewed, with spetial, 'l'efel'ence to the authol'!s resulta. , . 

La posibilidad ,de la oxielac~ón directa del platino, ~e discute 
desde los tiempos de ~ainte-Claire Deville, quien estableció que, 
contrariam:ente a 10 que sucede con otros miembros de la familia 
del platino,' éste no se combina directamente c~:m el oxígeno', cua­
lesquiera sean las condiciones experimentales '(Devill~ y Debray 
(1)). Le Chatelier (2) era en cambio de la' opinión exaetament,e 
opuesta. 

EÍltre los, hechos que pueden citarse en favor de la hipótesis 
. de la oxidación directa cuentan en primer lugar las observaciones 

de Wühlér (3) sobre el color azulado que toma el platino calen­
tado durante mucho tiempo en atmósfera de oxígeno a 4500 C, los 
msultados de los análisis químicos realizados por Laffitte y Gran-, 
dadam (4) Y por Baroni ,(5) sobre muestras de platino' sonieticlo 
durante muchas horas a la acción del' o:X:i~eno, ~ presión, a tem­
peraturas relativamente elevadas y que pur,ecenindicar la ,forma-
ción de óxidos de ,composición ~le:fi~id~. ' , ' , 

Además; la formación ele películas de óxido durante la oxida-' 
ción anódica de ,Platin9 observada ya por de la Rive (6), Helm­
holtz (7) y otros sugieren una posibilidad de ataque del platino 
por 'el oxígeno. ' , , 

, Altmann y,Busch (8) ,demostraron que en ciertas condicio~es, 
las películas observadas consisben del dióxido de platino hidratado. 

Finch, . Stuart, Murison y Thomson (9) estudiaron los pro- . 
duetos obtenidos por dispersión catódica de platino en atmósfera 
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de o.xízeno., co.n difracción ele electro.nes, co.ncluyend,o. que se trata 
de la misma sustancia que se adquiere en el co.mercio. como. 
dióxido. de platino., salvo. que esta última contiene abundante 
cantidad de platino., co.mo. lo demuestran Io.S 'diagramas o.bteni­
do.s. 

Rideal y Wansbo.ro.ugh Jo.nes (10) estudian la co.mbustión 
del platino. en atmósfera de o.xígeno., llegando. también a,la co.n­
clusi6n de que se fo.rma el dióxido.. Po.r o.tra parte, Langmu,ir 
(11) 'en sus célebres experiencias so.bre la actividad catalítica elel 
platino. 'en la síntesis del agua, ¡{dmite que lo.S lugares activo.S 
del catalizado.r ,co.nsisten de PL02• También Pennycuick(12) ad­
mite que el compo.rtamiento. de lo.s so.les, de platino. preparado.s 
po.r dispersión eléctrica ele platino. en presencia de aire' se explica 
supo.niendo. la fo.rmación del ácido. hexahidro.x~plaLí?ico., o sea 
fo.rmalmente el tetrah,idrato. del dióxido. de platino.. Güntherschulze 
y ,Betz (13) miden el trabaJo. de extracción de electro.nes de una 
superficie de platin?, en atmósfera de diverso.s ,gases, co.ncluyendo. 
que la superficie del platino. se recubre en presencia de o.xígeno. 
de una tenue capa de óxido.. También habla en favo.r de la o.xi­
dación directa del' platino. la circunstáncia de que Gallo.ni' y 
Ro.ffo. (14) ha¡llarbn' un óxido. de platino. recubriendo. un alam­
bre del mismo. metal que había servido. durante más de 10 año.¡S 
para catalizar la síntesis. del agua. 

Busch y D'A1essio. (15) prepararo.n m~s tarde el mismo. 
óxido., co.nfirmandó, Io.S r'esultado.s ro.entg-eno.gráfiiQs anterio.res. 

,Co.mo. habíamo.s adquirido. ciert~' experiencia en el trabajo. 
co.n lo.s óxido.s del platino. (véase Busch, Gllllo.ni, Cairo y Rasko.­
van (16), Busch, Gallo.ni y Go.tzulsky (17), Gallo.ni, Busch, Ras:­
ko.van y Cairo. (18), Rask~an y Pena (19); Cairo. (20), Gallo.ni 
(21)), par,ecía po.sible reso.lver definitivamente este pro.blema, lle­
gando. a una demo.stración directa de la fo.rmación' de óxido.S. La 
principal dificultad co.nsistía en que las experiencias que induda­
hIemente demuestran que el platino. aumenta de peso. al ser ca­
lentado. en atmósfera de o.xígeno., no. dmi resultado.s co.nchlyentes 
acerca de la fo.rma en que se halla ese o.xígeno. inc01;po.rado ,al 

. platino.. 
Lo.s r,esultado.s de Finch, Stuart, M uriso.n yO Tho.mso.n (o.. c) 

par,ecían indicar la posiblilidad de demo.strar si se fo.rma o. no. el 
. dióxido. de platino., pero. Baro.ni, (o.. c.), enco.ntró sólo. el dia­
grama del platino. so.bire muestras cuya co.mpo.sición. estequio.mé- . 

.... 
\ 
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trica ,es la de un óxido. Este ,r,esullado nodebfe . sorprender, ya que 
Busch, Galloni,y Gotzulsky (o .c.) mostraron que el d}agrama de 
rayos' X correspondiente al monóxido de, platino es muy seme­
jante al'del platino, con.,una ligera alteración' de los ,parámetros~ 
de tal forma que si se mezcla con platino una muestra de ;monóxi­
do, las r,eflexiones aparecen duplicadas. Otra diferencia impor­
tante e~ que el monóxido de platino es insoluble en agua regia, 
el diagrama de' los. parámetros alterados no desaparece 'a 'pesar .de 
sucesivos lavados con agua regia. ' 

R,epetimos entonces las experiencias de Laffitte y Granda­
dam (o.. c4) can algunas modificaciones. "Nuestras . expe­
riencias con la desc9mposición térmica del Pt02 (Busch, Gallo­
ni, Cairo.y R:;tskovan (22)) nos indicaron la con.veniencia de tra-' 
biajar a temperaturas más devadas que aquellos autores y la 
posibilidad ele emplear presiOJles menores. 

Colocamos· 0,3 g de platino, purificado previamente por el 
m~todo ele Gilchrist(23), en un baloncÍlo de vidrio difícilmente 
fusible, unido en la fórma habitual a la .bomba de vacio y a un 
manómetro' de mercurio. Se llenó el aparato de oxigeno 'puro, se 
nevó el bulbo a la temperatura ,elegidª" regulando la presión de 
oxigeno en el interior qel aparato de tal modo que . fuera lige:6a­
mente inferior a una atmósfera. Esto tiene la ventaja de que la: 
:.:,eacción puede, ser ~eguida por la disminución de la presión del 
oxígeno. Establecida la temperatura en 5400 C, se dejó el apa­
rato ~uncionapdo, ieyendo la presión., de oxígeno cada 24 horas 

Fig. 1 

Diagrama de rayos X del Pt + O. de~ués .de 45 días \a t=550QC, p~ 1 atm. 

(Busch) (24)). Al.cabro de algunos días se observó que la pre­
sión disminuía ,en forma sistemática, pasando de 629 a 584 mm 
de Hg eh 14 días ele funcionamiento continuado.' La experiencia 
fué r,epe:tida varias veces, extrayendo muestras para ser analizadas 
mediant~ rayos X a los 8, 14, 30 Y 45 días. Se ohservó así' gue 
al ~principio se. ensanchan las líneas corre~pondientes 'al, platino; 
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11~cho :que puede interpretarse como indicio de la _ formación de 
soluCiones sólidas. A los 15 dÍ1is apareoen, además de las líneas 
del pratino, otras que pueden identificarse con las del Pt3Ü:1• A 
los 30 diasapiwece también la línea más intensa del d~6xido ele 
platino y a los 45 días se tiene prácticamente todo :el diagrama I 

del PtgÜ 4 aae~ás de las líneas del platino y ~e J~s cinco más 
intensas -del PtÜ2• \ . '. . 

. La figura 1 muestra el diagrama obtenido a los 45 días, la 
tabl~ muestra,las líneas medidas Y. ~u interpretación . 

. TABLA I 

Lín~a NQ d (A) Interpretación 

'1 4.56 4.41 Pt"O, 
2 3.36 3.13 Pt"O. 

. 3 2.63 2.66 PtO, 
4 2.44 Pt 2.23 
5 2.33 2.22 Pt"O. 
6 2.20 2.23 Pt 
7 2.11 Pt 1.93 
8 1.926 1.93 Pt 
9 1.796 1.81 Pt"O. 

10- 1.69 1.69 Pt.o., , 
11. 1.63, 
12 1.604 1.57 Pt"O., 
13 1.536 1.547 'PtO, 
14 1.508 Pt 1.37 
15 1.44 1.45 PtO, 
16 1.37 1.37 Pt 
17 1.32 1.i14 pta. 1.33 \Pt"o. 
18 1.314 Pt 1.17 
19 1.247 1.279 Pt"O,,' 
20 1.22 ·Pt. 1.12 
20' 1.21 1.227 Pt.o. 
21 1.17 1.17 Pt 
22 1.14 1.14 Pt"O" . 
23 1.123 1.12 Pt 
24 1.074 Pt 0.976 
25 1.057 1.07 Pt.o. 
26 i.035 1.04 Pt,.o .. 
27 1.005 1.015 PtO. 
28 0.989 0.983 Pt,.o. 
29 0.977 0.976 Pt 
,30 0.964 0.96 Pt.O. 
31 0.954 0.938 Pt"O. 
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EL PROBLEMA PE 
SUS ASPECTOS 

LA ROTURA. 
FISICOS 

por FRANCISCO GARcfA OLANO 

(Recibido el 25 abril 1950) 

RESUMEN: En este est~dio el autor, onumera las principales teorías de 
rotura propuestas. Señala luego In. necesidad de definir . con precisión 'la' ter­
minología técnica relativa; á, la rotura o insisto en la gran imp.ortancia quo, 
ti!'uen los aspectos físicos de este problema. Finalmente indica las teorías téc­
nicas' más satisfactorias, dando una nueva y más lógica interpretación de la 
teoría de Ruber-von Mieses-Rencky. 

SUMMARY: In this paper the author reviews tIlO' principal proposed theo­
ries oí failure., Re shows afterwat'ds tIlO' necessity of defining precisely the 
technical terms rel~tive to failure, and lle insista upon tIlO great importance 
oi tho phys:cal aspects of this problem; Finally, he points out the most sa­
tisfaJior;¡: ,tecImical theories and gives a new and more logical interpretation 
of the theory of Ruber-von Miescs-Rencky. 

INTRODUCCION 

El .rroblenla de la rotura de los cuer_pos, especialmente de 
aquellos utilizados en la construcción y las inaustrias, es, como 
s,e comprenderá, de especial interés par~ la Técnica. 

No ,es de extrañar. pues, que desde hace mús de 170 años (*) 
s-e hayan propuesto numerosas teorías y criterios al respecto y que 
desde fines del siglo, pasado sea impresionante la cantidad de 
ensayos realizados en los principales laboratorios técnicos mun!.. 
diales, tendientes, a' comprobar dichas teorías y criterios o a en­
contrar nuevos. 

A pesar de toda esa ingente labor de gran utilidad práctica, 

(*) El primer, trabajo técnico sobre estas cuestiones puede considerarse 
que, es el de COÚLOMB, "Essai sur une application des regles de máximmi. et mí-' 
nimun' " París, 1776. 
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no cr,eemos qué' el tema haya sido aclarado' debidamente' en el 
C1WllpO técnioo. : 
" Por otra "parte, los físicos a ,quienes interesa cada vez más 
la teoría de los sólidos, han hecho también importantes aportes, 
teóricos que no han, ,encontrado entre los técnicos en general, la 
difusión que mer,ecen. A su vez, 'en ,'el campo físico, a través 
de las lecturas que, hemos hecho, no parecen ser' debidm;nentc 
aprov,echados muchos de losresultadqs obtenidos en lo~, ensayos 
técnicos. . 

La ,experiencia adquiri~la 'en varios años de estud,ios de ,'estos 
temas yde concurrencia a Congresos Técnicos y a las reuniones 
de la Asociación Física Argentina, nos 'reafirman "en n~estra 
convicció~ de que sólo se ohtend.rán avanéesde trascendencia en 
~este campo, a 'través de la colaboración estrecha ,e Íntimaflntr'e 
físicos,. dedicados a la teoría de los sólidos,' poseedor,es del serio 
bagaje teórico y experimental correspondie~te,' y técI).ieos, que 
dominen bien' las teorías de elasticidad y plasticidad y lestéll 
acostumbrados a trabajar 'en laboratorios '.o a interpretar críti~a­
mente los r,esultados de. los ensa.yos. 

§ 1. T,eorías 'de rotur,a.· , '. o 

La primera dificultad con ,que se trqpieza en,'este tema es la 
gran cantidad de teorías de rotura que han sido elaboradas, mu­
chasd~ las cuales ,conntinúan siendo, defendidas por diversos au­
tor,as. 

No ,cabe en 'el' propósito. de este 'estudio, 'entrar, a su, expli-' 
ca ció n y análi~is. Simplemente nos lÍmitar,emos a dar una Íísta 

, de las principales, indic~ndo los autores y' las 'fuenlesdonda pue-
den ser consultadas. ' ' 

A quien interese tener una ,exposición metódica de las mis­
mas, r,emitimos a las sigui~nt'es obras que traen excelentes expo­
siciones y resúmenes: 

Timoshenko 'S~ - &trength of Materiales - vol., II. ' 

Baes L. - Resistance des, Matériaux - Brtlselas 1930-34, pgs, 
500 a 602. 

I '. 

Marin J. -Failure theories of maberials subjectecl to com~ 
'bined Stresses - Proceedings American SO,ciety of Civil Engineers, 
agosto 1935. ' 

.' 
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Marin J.- M,echanical Properü'es oí Mater"ialesand Úes~gn 
New York, 1942. _ 

, Nádai Á.-PlasticitY-New York, i931-Pgs. '55 a 74. 
N adai A.- Theorles of Strength - Trailsactions ',American .So": 

ciety of Mechanical Engineers -1933. 
, W,estergaareL -The resistaric9 of ductile materiales to com­

bine stressen in two or' tlmee directions ,perpendicular to' one 
another - J ournal Franklin Institute - Mayo, 1920. 

, La lista' de teodas de rotura que nosotros liemos fichado 'es 
la sigl.úente (*): 

(a) T,eodas basadas en las tensiones en general. 

(1) Máxima tensión principal positiva (Baés L., pág. 529). 
Según dicho autor esta teoría fué la primera enu'nciada por Gali­
leo, y Leibnitz. 

(2) Máxima. tensión principal (positiva o 'negativa) «Maxl­
mum stress theory» de Rankine y Lame. (Baes, pág. 533). 

(3) Máxima tensión normaL. (Marin Proceedings A. S. C. E.., 
agosto 1935" pág. 853). 

, (4) Combinación de las teoría') de máxima tensión principal 
con máxima tensión normal (Marin, op .cit., pág. '854). 

b) T,eorías basa'das en las deformaciones: 

(5) T'eoría de la mayor dilatación principal positiva. (B~es, 
pág. 534), conocida como teoría de Poncelet y de Saint-Vena.nt. 

(6) Teoría de la mayor dilatación principal positiva y de 
la m~yor dilatación' prinpipal negativa (Baes, pág. 542), aplicada 
por Grashóf, R'esal y Bach. '. 
. (7) T~orÍa de la máxima, distorsión (Marin, op. cit., pág. 
855). . 
¡ (8) Teoría de la máxima distorsión y máxima 'dilatación 
(Marin, op. cit., pág. 856). 

c) T,eorías basa'das en las tensiones tangenciales. 

(9) Teqría de la máxima tensión tangencial (Baes, pág. 543), 

(*) Hemos s'eguido el sistema de clasificación de las teorfas 'adoptado por 
MARIN en 'BU estudio' publicado' en los Proceedfugs A. S. O. E~ 
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conocida como teoría' de Saint-Yenant-Guest. (Guest - Philoso-, 
phical Magazine, 1900). 

(10) Teóríade Coulomb generalizada o de fr()tamiento in­
terno proporcional (Baes, pág. 547).-

(11) T,eoría de Mohr (Baes, pág. 053 y Mohr: Welche 
Umstande bedingen die ElastiziHitsgrenze und den Bruch eines 
Materials, Z. Y. D.I., 1900, págs. 1524 a 1572)., 

d) r,eorias basadas en la energía de deformación: 

.. (12) T'eoría de la máxima 'e):wrgía total de deformación 
(Baes, pág. 560). Conocida como teoría de. Beltrami y Haigh. 

'(Beltrami: Sulle. condizione di resistenza dei corpi elastici. Opera 
matematiche Rend. 1885 y Haigh: The str~in':'energy fundion 
and tlle elastic limito Engineering, 1920). , 

(13) T'eoría de la máxima energía de distorsión (Baes; pág. 
563), conocida corrÍo teoría de' Huber-von Mieses-Hencky. (I-Iu­
her: Die spezifische FormaderungsarbeH als Mass der Anstre­
gung cines Materiales; Czasopismo technize, Lemberg, 1904; 
von Mieses: Mechanik der fes ten korper in plastisch deformablen 
Zustand, NaclIr. d. Gesellsch. d. Wiss·ensch. zu Gottingen, 1913 
y Hencky: Zur Theorie plasticher Deformationen, etc., Z. ang. 
Math. uncl Mech, vol. 4, 1924 Y Uber das W,esen der plastichen 
Y,erformung, Z. V. D.I., vol. 69, 1925). . 

(14) T·eoría combinando, la energía de distorsión y de de­
formació~ total (Baes, pág. 56 Y Marin, op .cit., pág. 861). 

(15) Teoría de la máxima energía de dilataCión cúbica .(vo-
lume energy) (Marin; op' cit., pág. 86,1)., ' 

(16) T,eoría de la 'energía de distOl:sión función de la ten-, 
sión normal media o de la dilatación cúbica; propuesta 'por F. 
Schleicher en «Der Spannungszustand a~ der Fliesgrenze», Zeits. 
fur ang. Math. und Mech., junio 1926, (Baes, pág. 573). 

:e) r eorias varids. 

(17) Teoría de la ~áxiina distorsión o máxima tensión tan­
g,enciaI, función lineal de la dilatación .cúbica o de' la. presión 

'media normal; .propuesta por G. Sandel: Uber die Festigkeits­
bendingungen», Leipzig, 1925 (Baes, pág. 570).' 

(18) Teoría de Wehage. empírica (Marin, ·op. cit., pg. 862j. 
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(19) T,eoría de la máxima dilataciÓn de volúmen (Marin, 
op. cit., pág. 862)., 

(20) T'Boría. basada en la combinación de .las teorías de má." 
xima dilatación y de maxima tensión tangencial. Teoría. de Be­
cl{jer (Marin, op. cit., pág .. 863). 

(21) T,eoría de Norris, semi."empírica propuesta para la ma­
dera de pino en «The elastic theory of wood failure»" Trans. 
American Society M.echanical Engineers, 1939; (Marin, M'echa­
nical Properties of Materials and Design, pág. 65). 

(22) Teoría del comportamiento plástico de materiales no 
isótropos; desarrollado por Brandtzaeg. (<<The failme of plain 
and specially reinforoed concrete in compression», por F. Ri­
chart, A. Brandtzag yR. Bro·wn ,en el, Bulletin No. 190 de la 
Engineering Experiment Station de la Universidad de' Illinois). 
Existe además otra publicación, que no hemos obtenido., titu­
lada « Failur.e ofa Material. Composed of non-isotropic' Ele­
ments», en Kgl. NorsI{je Videnskab. Selska~s Skrifter" Trond­
heiin, 1927. 

Aunque la consideración de esta teoría lesca,pa a.los fines 
de este estudio, no queremos dejar de aprovechar la ocasi6npara 
llamar la atención sobre essta teoría, muy lógica y razonable y. 
que no ha tenido la difusión que merecía dentro de los . ambien­
tes tét:nicos. 

(23) T,eoría basada en las pequeñas fallas de' los materiales 
(minute-cracks) y en 'especial en el vidrio. Basado en las fuertes 
conoentraciones de .esfuerzos en los bordes qe las fallas; pro­
puesta por Griffith en 1920 en Philosophical Transactions Ro­
yal Society, Se6e A y en 1924 en el primer Congreso Interna'­
cional de Mecánica Aplicada que tuvo lugar en Delft (Holanda). 

f) T,eor~as basadas en la es'tructura de la materia:· 

(24) Un grupo de teorías muy difundidas trata de determi .. 
nar la cohesión de los sólidos partiendo de consideraciones teó­
ricas sobr.e las fuerzas atómicas o de la energía superficial. Co­
mo fodos los mater~ales corrientemente utilizados, están muy 
lejos de cumplir las condiciones s\l;puestas en esas teorías deben 
esperarse grandes diferencias 'en los -resultados experimentales, 
lo que, realmente ocurre . 

. , Fürth y Born M., ~roc. of the Cambridge Phil. Society, 1940. 

:,'. , 
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M. Polanyi, Z. PPhysik (1921), basado en la energía super-
ficial., 

F. Zwicky, Phys. Z. (1923). 
J. H. d~ Boer, Trans. Faraday Soco (1936). 
Véase también al respecto R. H~:lUwink, Materie plastiche ed 

altri materiali (Trad. italiana, Milán, 1946). 

§ 2. Definición de rotura. 

Al ,examinar detenidamente estas teorías y los ensayos que 
las fundamentan, uno de los primeros hechos que resaltan es la 
diversidad de criterios adoptados por los distintos autores para 
considerar .que un material ha llegado a la «rotura». 

Aunque cueste creerlo, una ele las mayores fl!.entesde múl­
tiples .discrepancias y divergencias es que no 'exisUe acuerdo téc­
nico acerca de cuándo deha considerarse «roto» un material. 
Quien se inicie en estos estudios, dehe tomar mlly en cuenta al 
l,eer un artículo 'Ü estudiar ensayos de laboratorio el criterio de 
irotura» adoptado por los autor,es. 

En la literatura, anglo-sajona; en especial, existe un término 
genérico «Í~ilure», que podríamos traducir .por ««Íracaso 'o falla» 
del material o estructura, que¡ se presta a múltiples interpreta­
ciones. Con razón dice Marin '(*): «El, término' failure está 
sujeto a' una gran variación ele definiciones. Implica un valor 
límite de cambio de forma, tensión, deslizamieato, energía o una 
combinación ele estos factor,es, determinándose 'experimentalmente, 
un punto de failure por .una curva de tensiones-deformaciones. 
En la lista ele ensayos que transcribe fueron elegidos los criterios 
'de considerar' que se había: llegado a failuracuando se alcanzaba: 
(1) d límite inicial ele escurrimiento; (2) el límite de escurri­
m:~ento; (3) el límite de elasticidad; (4) el punto ele rotura (rup­
tur,e point;; (5) el límite de proporcionalidad; ,( 6) el límite ,de 
~scurrimiento de J ohnson (**) y (7) el pun,to ·determinado por 

(*) Proc. Am. Soco Civil Engineers. Agosto, 1935, pg. 851. 
(**) Adoptado por A. BECKER. en su trabajo: "The streng and stiffness 

of steel under biaxial loading' '. Boletín nI' 85 de l.a Universidad de Illinois. 
El "límite elástico aparente" de J ohson se define "como' el esfuerzo unita-

rio en el cual la relación de deformación (-~) es 50% ~ayor que en el ori-

gen(~) ." 
Ea,' 
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la intersección de las prolongaciones de la parte elástica y parte 
plástica de la curva de tensiones-deformaciones .. 

En un trabajo mU;y importante e interes,ante, reciente; titu­
lado «Fracture and Strength of solíds», aparecido en 1949 en el 
voJumen XII de los «Reports on progress in physics», de la Phy­
sical Society' de Londres, E. Orawan comienza a.sí: 

«Stvength is the r,esistance of a material to fracture; in 
t11,8 quantitative sense, i't is a critical va luce of stress at whlch 
fracture occUrs. In a loose usage which has not completely 
disappeared .yet from engineering and metallurgical literature,. 
str,ength denotes the stress a~ which the material «Íails»' either by 
fractur,e or hy plastic. deformation. However, the stress aL wl).ich 

í plastic deformation takes place should be calleel the yicld stress». 

No hemos traducido este párrafo porque no hemos querido 
traicionar 'Üll 10 más mínimo. el pensamiento y las ,palabras del 
autor, y .además porque la traducción hubiera . ocultado varios 
términos ingleses muy empleados en la literatura té~nica moderna 
y que conviene conocer en el original. 

Como' puede apr,eciarse, 'existen términos que necesitarían 
definiciones técnicas concretas y precisas, tanto para los mate­
rial,es comO para las estructuras. En castellano: rotura, falla' o 
fracaso, fractura, r-esistencia. En inglés: fractur-e, failure, rup­
tur,o ,strength.' EsperemoE¡ que en próximos congresos, reuniones. 
O simplemente por acuerdo suficiente ,entre los autores, se avanoe 
hacia un ,entendimiento común y generalizado del significa'do de 
esos términos. Grandes malentendidos desaparecerán de inme­
diato. 

No' lentraremos aquí a proponer definiciones, pues conside­
ramos que debe tratarse que ellas salgan de instituciones o gru­
pos, ,en vez de ser personales. Nos limitaremos a "señalar ,que en 
lo que sigue nos r-eferiremoss en especial a los materiales más' 
corrientemente utilizados en la Técni~a y que adoptaremos el cri­
,terio de failure o sea de falla o fracaso del material en su utili .. 
zación, o sea justamente el aspecto que Orawan no considera ne­
cesario analizar en su informe citado. Este estudio trata pues de 
ser complementario de aquél; y pretende que entre ambos se tenga 
una idea lo más concreta posib,le del ~stado actual del 'problema. 
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, § 3. Aspectos físicos del problema. 

Dos son, a ntI;estro juicio, las causas principales qua han 
llevado a la multiplicidad de las teorías de rotura y a la ipsufi­
ci,flllcia de la mayor parte ,de ellas. En primer término se ha 
pretendido por algunos auto[~es aplicar fórmulas deducidas de la 
teoría de ladasticidad más I allá de su campo de validez. Así se 
han querido aplicar dichos tipos de fórmulas para maJeriales en 
evidente ,estado plástico; ,o para grandes deformaciones o cerca 
de la rotura. Se olvida que la teoría de la, 'elasticidad parte de 
cuerpos isótropos, delformacioncs infinetísimas (en el sentido 
físico) y de la ley de I-Ioole;e. Siestas hipótesis no se cumplen", 
no tiene sentido alguno aplicar esos tipos de fórmulas. Es absurdo 
pvetender que pueda tener algún sentido la teoría de rotura ele 
la máxima deformación, cuando se calculan ésta~ con la leoría 
,de la elasticidad. Lo 1,1lismo ocurre al tratar de aplicar en la, ro­
tura las Leorías de' la energía elástica de deformación (tanto de 
dilatación como de distorsión)'. No insistiremos en este punto" ' 
dado su ,evidencia. Llama por eso mismo la atención que Mur­
nagham 'en su estudio aiJarecido -en el American Journal of Ma­
thematics, 1937,' trate' de determinar teóricamente, el ,límite de 
e¡"currimi~nto cuando el cuerpo ya no es elástico, aplicando las 
,fórmulas por él deducidas rigurosame:nbe para deformaciones 
finitas elástioas. ' 

La otra causa de las dificultades reside en que en general 
no lexiste¡ mayor pr-eocupación por ,los aspectos físicos del pro­
blema. 'Este olvido es l~ causa precisamente de 'que hasta' haoe 
relativamente pocos ¡1ños no se reconociera categóricamente la 
imposibilidad de ,encontrar una teoría única y general de la rotura. 

'Por d, contrario, hasta hace¡ 20 años, los mayoves ,esfuerzos se 
hicieron para tratar de -encontrar -esa teoría general y se descar- \ 
t~ban ó discutían teorías con, amplios campos de validez, úni­
camente porque no ,eran válidas para todos' los materiales.' 

Al r,econocimiento de esa imposibilidad se llegó después de 
arduos y numerosos' ensayos. El primero que la enunció en tér­
minos pr-ecisos fué M. Ross, en lo que Freudenthal (*) llama el 
teorema de Ross, que enuncia así: 

(*) En su trabajo "AlIgemeine Platizitatsheoire, Gleitlinien felder", 2\> 
Congreso en 1936, en Berlin y Munich de la Internationale Vereinig'ung für 
Brückenban und Hochbau. 
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«No.es P?sihle una teorh general de rotura que no tenga 
en cuenta la textura del material, debido al hecho de que el 
Comportamiento de los materiales de estructura interna' diferente. 
es a menudo fundamentalmente diferente». 

, «Cada material exige su propia teoría de rotura, como con­
'secuencia de su 'estructura inte'rm:l y de su comyortamiento bajo' 
deformaci6n» (*).Añade Freudenthal, con toda razón: «El 
hecho dé que ,este. teorema no hubiefa sido nunca formulado tan 
pI1ecisamentey que, hubiera así' una tendencia a generalizar los 
r,esultadosele 'experimentos llevados a cabo al 'ensayar ciertos 
materiales,. ,explica la existencia dé tantas hipótesis». 

En 'efecto, hasta' obs'ervar simplemente los 'ensayos de los 
laboratorios para comprmider por ej emplo, que el mecanismo 
de rotura de una pieza ele hormi(gón, tanto a la compresión como 
a la tracción; flexión o torsiÓ'n o de un~ de acero son' totalment~ 
dif,e~entes. Todavía más, un . mismo material, ,según' su estado,. 
puede romper en forma diferente y para cadilestado habrá una, 
teoría diferente que mejor se ajuste a los hechos. . 

\ Orawan 'en su Informe señala:' «1~1 mismo ~aterial puede 
romperse según diferentes mecanismos de fractura, según las' con:' 
eliciones de .esfuerzo y defornlación y según la .temperatura; así .. 
un . acero con hajo tenor' de carbono puede mostrar los tipos do 
fractura fibrosa y al corte a la temperatura ambiente, fractura 
frágil a menos d'e -800 C, y fractura por deslizalhiento inter­
sranular (cr,e~p) ,.en deformación lenta a temperaturas superiores 
a 6000 C». Incidentalmente' queremoss llamar la atención sobr·e 
la interpretacióh que da Orawan,en . ese estudio, a esta disstinla 
manera de comportarse el material por ser la mejor que cono-, 
oemos y un buen ejemplo de teoría 16gica ajustada \l los as-
pe?tos físicos. f. ' 

., Sentadas estas consideraciones. que estiniamos esenciales, de­
bemos .comenzar por clasificar los 'principales y más corrientes 
tipos de rotura,' o falla (failure) de los materiales, en general 
distintos' entre sí; para cada uno de los cuales deberá elegirse 
la teoría que mejor se adapte' y ler explique. , 

\ (*) La primera definición del teor~ma de Ross que nosotros hemos en­
contrado en BUS trabajos 'es: "La afirmación de que cada grupo de materiales 
tiene su teoría. de la rotura que le es propia parece justificada". Ella. consta 
al final de la publicación de febrero de 1929 del Gabinete de Materiales. de 
Zurich titulada '~Versuche zur ldlirung der. Frage del' Bruchgefhar" .. 
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Eligiendo los materiales más corrientemente usados por la 
técnica los podemos clasificar el1 cinco grandes grupos: l°me­
tales y aleaciones dúctiles como hierro, aC\3ro, cobre, aluminio! 
bronce, etc.; 2°. material'es frágiles, en especial la fundición de 
hierro y el hormigón; 3° .materiales plásticos, el asfalto, los me­
tales a alta temperatura, etc.; 40. materiales con textura fibrosa; 
como la madera·., "J 5°. materia~es compuestos por grandes' 
agrupacioness molecula~es; por 'ejemplo el caucho. 

En el capítulo siguiente indicaremos quáles son las teorías 
técnicas más s~tisfactorias para los dos pri~eros grupos de ma­
teriales ,que incluyen un porcentaje, particularmente elevado de 
materiales usados en construcciones. Con respecto al primer gru­
po, o sea el de metales dúctiles considerar,emos que el material 
deja de cumplir su función cuando se produce el escurrimiento 
(yield stress failme). ' 

Se tratará allí de interpretar físicamente .las teorías ll1~S 
aceptadas y mejor' comprohadas. 

A qui'en interese los fenómenos de rotura, ruptura y fracturf,l 
propiamente dicho, rtlmitimos al trabajo reiteradamente citado 
de E. Orowan «Fracture and stregth of solids»; tanto por ser 
r,ecient,e (1949), como por la excelente y realista apreciación de 
los fenómenos involucrados, así como por la bibliografía que 
trae. Aun a riesgo de extendernos demasiado, creemos interesante 
lIeproducir los tipos de ,rotura (filactur,e) que Orowan analiza 
y 'estudia. ' 

«(1) Fractum frágil (fractura .poor clivaje).-Este es el me­
canismo de fractura teóricamente mejor conocido. Es el único 
que ocurre '!;ln materiales complet'amente frágiles; sin embargo', 
también se observan en' materiales dúctiles bajo ciertas condi­
ciones (por ~jemplo la fragilidad del acero en piezas con 'en­
talladuras) . 

(2) Ru.ptu.ra (por localización de deformación plástica).­
Muchos materiales m~.y dúctiles.. particularmente en formas la­
minadas, sufren ruptura en'l'll tensión por el adelgazamiento con­
tinuo alrededor ele una sección (mecking»); las partes' arriba y 
abajo del cuello finalmente se separan según una arista aguda o 
en un punto, como un hilo de melaza' o vidrio caliente. En for­
ma similar ,cristales únicos ele materiales dúctiles pueden sepa­
rarse en dos 'partes, cuando se deforman lentamente a una tem':" 

,¡ 
" 
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peratura suficient'emente elavada, por deslizamientos limitados a 
,unos o' pocos, planos de deslizamiento' que finalmente terminan 
en que dos partes del cristal se separan una de la otra. Tales pro­
oesos no .pueden ser llamados con precisión fractura (fractur~); 
en 10 que sigue se denominarán Tllptura (ruptUre). 

(3) Fractura fibrosa. ,- Esta forma ,el fondo de la copa en 
la fractura de « copa y cono» de metales dúctiles en él ens~yOi a 
tracción. La superficie de fractura ~parece mate aterciopelada al 
ojo desnudo y ,fuertemente mellada bajo 'el microscopio; ,es 
aproximadamente perpendicular a la máxima tensión. 

(4) Fl1actura por corte. - Esta produce las fractura de borde 
de la copa en la fractura de «copa y cono» ;es la fractura típica 
de materiales dúctiles al corte, a h torsión, y en los 'ensay,os a 
tracción de láminas. La fractura sigue una superficie ¡:le máxima 
deformación de corte; la superficie de fractura es, a menudo no-

I tablem~nte, lisa. ~ 

(5) Fractur,a por fatiga. - La fractura por fatiga mecamca 
bajo 'esfuerzos cíclicos tiene mucha semejanza con la 'fractura 
frágil, por ,ejewplo, en su' sensibilidacl a los defectos superficia­
les, y en 'el hecho de que la superficie de fractura es 81eneral­
mente perpendicular a la máxÍma tensión. Sin tlmbargo, la frac­
tura típica de fatiga no puede ocurrir sin deformación plástica: 
local 'en el borde de la pequeña fisura de propagación, y una 
delgada capa en la superficie dd la fractura es intensamen,te en­
dur,ecida (cold-worked). 

,La fatiga por corrosión, la corrOSlOn por esfuer7;os y los 
f'enómenos de fatiga estática en materiales frágiles (por ejemplo. 
la fra.ctura r,etardada del vidrio) tienen mecanismos diferentes. 

(6) Fractura viscosa intergranular (cree.r fracture). - Esta 
ocurre solamente si la temperatura es elevada y el ritmo de de­
formación. bastante lento para que, los granos puedan deslizarse 
uno con respecto al otro sin considerable deformación intracris­
talina. Como consecuencia del deslizamiento, se abren cavidades 
entr,e los granos, y finalmente tiene lugar la fractura. ' 

(7) Fractura intergranular frágil. - En numerosos casos, im­
'pur,ezas que se segregan J acumuJana lo largo de los límites 
de los granos en metales baj an tanto la cohesión entre los granos 

" 
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que la fractura puede ocurrir por separaciÓn intergranular sin nin-' , ' 
guna (o muy pequeña) deformación plsática, aun si los ,granos' 
individuales son muy dúCtiles. 

(8) Fractura por deslizamiento molecular. - Esta es similar 
a l~ fractura viscosa inteJ::granular en 'el hecho de que la estructura 
del material se debilita por un deslizam.iento de' tipo viscoso mitre 
elementos ':estructurales; en el presente caso, sin embargo, los ele­
mentos no songrarios de melales policristalinos sino grandes mo­
léculass de materiales orgánicos. La fractura está a menudo prece­
dida por ,el desarrollo de opacidad debido' a la abertura' de cav~ 
dadess intermoleculares. ' 

(9) Tipos ,especiales de fract[~ra. - Cada uno de 'los tipos 
enumerados arriba ocume con muchos materiales diferentes; ade­
más hay numerosos mecanismos de fractura que se deben a 
'algún rasgo ,especial de la estructura y textura limitacla a una 
clase de material más bien especial. Ásí por ejemplo materiales 
con la textura d~ndrílica a menudo se rOII).pen según los iímites 
de 'los dendritos (lit~ka, 1931; litaka y'. Yamaggishi, 1938) y 

, cristales gemelos o plegados según los planos de apareamiento o 
plegado (Orowan, 1942). AlgunoJ de estos me\:canismos espe­
ciales están íntimamente vinculados a uno de los tipos más gene­
raless; otros, sin embargo, son demasiado par~icular,~s para for­
zarlos a un esquema general». 

§ 4. Las teorí'as técnicas de rotura más satisfactorias. 

Deseamos terminar este estudio, indicando, por dos 'raz'ones, 
cuáles son las teorías técnimcas de rotura que para los materiales, 
más importantes mejor se ajustan a los r~sultados de los ensayos. 

En primer lugar, para mostrar, el estado concreto, satisfac­
torio, en gue se encuentra la técnica con respecto a las teorías 
de rotura de los prinCipales materiales. 

En segundo ~ugar., porque con respecto a la teoría de Huber­
von Mieses-:Hencky, qúe es la que mejor se ajusta a la' realidad, 
para losmat(lriales' dúctiles damos una nueva interpretación que 
consideramos más sencilla, más lógica y que contempla í mejor 

"los aspectos físicos. 
Aquí nQs-referimos a los dos grupos de materiales más co­

rrientemente utilizados en las construcciones. 

,'l' 
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1. - Materiales frágiles. Hormigón' y',fundición; . 
La rotura se produce ¡debido a las-tensiones tangenciales so':' 

br,e planos de deslizamiento" existiendo tu.erte frqtáiniento interno; 
QPor arrancamiento : interno; o por aiI:ancamíimtodebido, a ten':' 
,siones de tracción. ' ' ' 

La teoría que mejor interpreta los hecho~ '" y d~ resultados 
prácticos muy satisfactorios es la de Mohr; Para una compDe,n;­
sión' más Íntima y profunda del fenómeno debería ahondarse la ~ 
inv,estigación siguiendo las líneas pr'op~estas pór Br~hdtzaeg (*). 

11. M,aberialess ',dúctiles. Hierro, ,acero, aluminio, cobre, nf,,; 
quel, etc.' . 

Para -estos material-es, una gran cantidad de ensayos (desta-': 
cándose entre ellos los del concienzudo y serio irivestigador suizo 
Ross en Zürich y ;los de Lode ,en Alemania (**)), permite asegu­
rar que .la teoría que mejdr se ~juste a la realidad es la de, 
energía de distorsiÓn, llamada teoría de.. Huber-von Mieses y' 
Hencky, que damos por conocida del lector. 

A~ autor no le cabe duda; d-esde hace varios años, de que 
esta teoría da resultados muy satisfactorios para los metales dúc­
tiles, pero le chocaba, profundamente que la energía de distor­
sión fuera calculada aplicando fórmulas válidas sólo en el campo 
elástico, que eran luego extendidas, sin ,más, al período plástico. 
Evidentemente era ésta una seria falla ,lógica que debía ser, sub-
sanada. , 

Desarrollando una icleae.5bozada en van Iterson (***) y Ross 
y Eichinger (****), hemos llegado a la conclusi6n de que esta teo­
ría da buenos resJIltados, no porque la energía de distorsión sea' 
un 'criteri,o que realmenté se ajuste ,3 los hechos, sino' porque 
simplemente, da resultados prácticamente similares a los que se 
Qbtienen con otra lllterpretación física más lógica, y sin fa falla 
señalada. '. 

En los metales dúctiles parece natural pensar que el factor 

(*) Para estas 'teorías, véase la bibilografíaque consta en el capítulo don­
de se enumeran las distintas 'teorías de rotura. 

(**) Beritche des Werkstoff ansschuss V. D. E. Düsseldprf, 1925. Proc. 2nd'. 
International Congress of Applied Mechanics. Zürich, 1926. Mitt. ,ü. Fors­
ehungsarb, Heft 303, 1928. 

.. :',1' 

(***) Traité de plastiCité pour 1 'Ingenieur, Paris"Lieja,. 1947. 
(****) Versuche zur ldarung del' Frage der Bruchgefahr. Zurich. 
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determinante debe ser el esfuerzo tangencial máximo en el plano 
,mds favorable al deslizamiento. 

(Si ,el factor determ~nante, fuer,a simplemente el esfuerzo 
tang,encial máximo llegaríamos sa la teoi .. ía de ,Guest-Mohr y, 

por ,ej'emplo ,se tendría para: el corte simple 't'móx = ~ 0z, eH lugar 

de 0,577 0z' como da la experiencia y la teoría de la energía 
de distorsión). 

Supongamos dadas las ,tres tensiones principales 01> 02 Y 03' 

Elijamos un sistema d~, coordenadas, cuyos ejes x, y, z" coin­
cidan con las rectas de' ac'ción de las tensiones principales. Si que­
r,emos determinar las tensiones en un plano cualquiyra deter:mi­
nado por su normal n, cuyos cosenos directores s'on cos (n:l!), 
cos (n y), cos (nz) tendremos: 

pnX = o~ cos (nx); PnY= 02 cos (ny); PnZ= 03 COS (nz) 

pnn = 01 COS2 (nx ) + 02 COS2 (ny) + 03 COS2 (nz), 

, 

[lJ 

[2J 

[3J 

siendo pn la tensión, qu'e actúa sobre el plano determinado por n 
y que en general tendrá una componente normal a dicho plano 
,Pnn (d primer índioe indica al .plano 'sobre el que actúa la ten­
sión y d segundo índioe la dirección de la componente) y una _ 
tensión ttangencial 'nn' (el primer índice corresponde al plano ,n; 
el segundo, n', es la direccción normal a nen el plano determi­
nado por p y n). 

T,eniendo 'en cuenta las (1), (2) Y (3),resulta: 

,2nn, =p2l1x + p 2ny + p21lz - p 2nn = °12 cos2 (nx) +°22 COS2 (ny) + 
+ °32 COS2 (nz) -[ 0i COS2, (nx) + 02 COS2 (ny) + 03 COS2 (nz)]2-:­

= °12 [cos2 (nx) - cos4 '(nx)] + °22 [COS2 (ny) - COS4 (ny)] + 
+0~2 [cos2 (nz) - cps'L(nz)] - 201 02 COS2 (nx) COS2 (ny) -

- 2°1°3 cos2 (nx) COS2 (nz) -2°2 ° 3 cos2 (ny) cos2 (nz). 

SimpHficando esta expresión, utilizando la relación 
"-

cos2 (nx) + cos2 (11Y)+COS2 (nz) = 1, 

" 

, / 

, \ 
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después dé algunas transformaciones se llega a: 

't'2nn,= (°1-°2)2 cos2 (nx) COS2 (ny) + 
(°1-°3)2 COS2 -( nx) COS2 (nz) + (°2-°3)2 COS2 (ny) COS2 (nz). [4] 

Para d caso de los metales qU.1 cristalizan en el sistema cú­
bico de caras centradas (el aluminio, cobre, níquel, etc.) el plano 
en que ~*s favorablemente se ·ef'ectúa él deslizamiento es el (111) 

, cuyos cosenos directores con los ejes de simetría son 

.1, 
cqs (nx) = cos (ny) = cos (nz) = y"3 

.(Para 'el hierro los planos más favorabl'es son el (101) y el 
(112). Para el tungsteno el (11,2)). 

Si las tensiones principales actuaran según los ejes de si­
metría, la tensión tangencial en el plano (111) sería 

1:nn, = ~ y (°1-°2)2 + (Ol~03)2 + (02TOa)2 [4 a) 

Si fijamos como criterio de rotura que1:nn, len d plano 
(111) .00 debe exceder de un cierto valor, característico para cada 
material llegamos a la condición . 

[5) 

La condición (5) que hemos determinado únicamente en base 
.3: la máxima tensión tangencial en el plano ,de deslizamiento 'más 
favorable, es casudmente igual a la condición que resulta cleapli­

. car lel criterio de máxima energía· de distorsión. 
En d caso del metal policristalino debe. tenerse· en cuenta 

la expresión general [4]. Pero no ·es ló.,gicoseguir el procedi­
miento de determinar .el valor medio· de· 1:nn" suponiendo orien­
tados igualmente en todas las direcciones los cristales elementales . 

.. Este criterio legítimo para determinar las deformaciones elásticas. 
de un policristal partiendo de los principales coeficientes elásticos 
de un monocristal, no es válido para el. caso· de rotura; en .que 



" 

,. 
l, 

P. : 

-386-

;7 , 

interesan, no el promed~o,sino los valores mínimos de resistencia 
determinados sólo por los elementos orientados más desfavora- ' 
blemente. \ 

Para ,el caso' de tracción simple 

(Ol=Oz, <12=°3=0) 

la [4] nos da que el 'valor crítico constante 

. o 

El valor niínimo de 0Zl se tiene para . 

. . l' 
cos (nx) = sen (nx)= V2 . 

[4b} 

Es decir que la resistencia Illíriima a la tracción de un mOr­
nocristal cúbico se tiene ,cuando se aplica la fuerza de tracción 
formando un áng~lo de 450 con. la normal' al plano de dessliza-, 
miento más favorable.. La fórmula (4 b) permitiría suponer que 
orientando favorablemente, al' cristal, siendo 'tn/u el fa~tor deter­
minante 0z' podría creoer... Ello es exacto y la ,experiencia lo 
comprueba (*). Pero 0z no puede crecer indefinidamente; , pues 
al llegár á cierto valor 'el deslizamiento se produciría sobre otro 
plano para .·e1 cual 'es; desde luego, 'tnnl mayor que para el pri-
mer plano. . 

Con respecto al caso g·eneral de tres tensiones principales 
distintas la fórmula [4] nos dice que para que no ocurra la ro-' 
Itura debe tenerse 

(01-02)2 cos2 (nx) cos2 (ny) + 
(°1-°3)2 cos2 (nx) cos2 (nz) + 

(° 2-°3)2 cos2'(ny) C'OS2 (nz) 

< 0 2Z1COS2 (nx) s'en2 (nx) 
< 02Z2 cos2 (ny) sen2: (ny) 
S 02zs cos2 (nz) sen2 (nz). 

(*) Véase "Les bases de la resistance mécaniqüe des metaux et alliages'·\ 
por p.. LAuRENT; J. VALEUR ~tS. BOGROFF, París, 1947, cap. IV. 

/ 
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Para 'el caso de corte simple (.0 = di = - d 2 ; da = O) se ten­
drá: 

4.0
2 ros? (nx) cos2 (ny) + .02 cos2 (nx) cos2 (liz) + 

.02 cos2 (ny) cos2 (nz) < d 2
z• cos2 (nx) 8en2 (nx); eto. 

. I ' . 

. . . . 

El valor mÍJ).imo' de "o se t~ene paq 
. u" 

. 1 . 
cos2 (nx) = cos2 (ny) = -; cos2 (nz) = ° 

2 

(q para los valores alternativos corr-espondientes) 'y es igual a 
'¡ro < 0,5 d z o sea igual al valor dádo por la teoría de Gues~ 
M;'Ohr y ~encontrado en algunos s -ensayos. De acuerdo con la fór-

·0 1 ' , . . f mula anterior el valor de - poe na crecer teoncamente en 'or-
d" 

ma indefinida. , 
El límite superior físico estará dado por el hecho de gue el 

deslizamiento s-e producirá según el plano más favorable en se'... 
gundo término. Faltan datos experimentales para llegar a valores 
concr-etos definitivos. Admitiendo a título de hipótessis que la 
resistencia en el segundo plano de deslizamiento fuera superior 

en un 50 Ojo al del más favorable, se puede estirri~r que ~ má-
. . ~ 

xima sería igual 'a 0,72. Debiéndose esperar una I orientación 
media de los elementos más ~biles, groseramente puede calcu­
.1' 

. larse que ..,Q. medio . 0,60 C/.) '/-3 . 
d; , . y 

Estos valores, tanto el mínimo como el máximo' y el me­
dio son precisamente los· obtenidos en los en~ayos. 

Podemos concluirprovisoriamente,hasta que. se realioen 
los 'ensayos, que ,ésta interpretación sugiere, que desde el punto 
de vista de la r,esistencia; se l llega / a los mismos result;1dos en el 
\lolicdstal y en el unicristal cuando las rectas~ de acción de la~ 
tensiones principales coinciden con los ejes de s~etda. 

; 
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CALCULO DE FRECUENCIAS NORMALES DE 
-VIBRACION 'DE MOLEGULAS y .IONES, 

COMPLEJOS D,EL TIPO M(XY)6 

por JULIO V. IRIRARNE, 

Faccltad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales. l;.abo.l·atorio de 
Físicoquímica 

(Recibido el 29· de abril de 1950) 

SUMMARoY. >- A vibrational ;tnalysis, has been made for molecules ,01' com­
plex ions the type M (XY)o, assuming un octaedric 'structure (symmetry 
group O/¡). As internal coordinates, valence force coor¿iinates ,were chosen. 
An expression for the potential enei'gy, containing sorne interáction constants, 
,,"as writtmL Symmetry coorclinates were 'determined. The ldnetic energy was 
calculated by WilsOll'S method, anel the seculai.· equation was recIuced. 

TIlO results ,vere applied to the Raman frequencies lmown for tlnee cya­
ni de complex, iolls. EXperimental data only allow calculation of two force cons­
tants, corresponding tri bond-Iength variations for inetal-carbon anel carbon­
nitrogen. 

Introdu.cción, 

El cálculo de vibraciones de moléculas y iones ~omplejos 
octaédricos de la fórmula general XY 6 ha sido realizado en de­
talle po'r varios autores (1-), (págs. 336 y 342). En este trabajo 
se efectúa el cálCulo para las moléculas y' iones de, fórmula 
M(XY)6' donde M es un átomo central, y XY un radical bia­
tómico; la estruc'tura se, supone octaédrica, con los rad~Gales XY 
alineados radialmente, siendo X el átomo más hlterno. Las si-

, guientl3S especies molecular,es y iónicas responden a esa fórmulru:' 
Fe(CN)6=' Fe(CN)6~' CO(CN)6=' Rh(CN)6=' Jr(CN)6=' 
Mn(CN)'6§' Cr(CN)6~' Cr(CO)6' MO(CO)6' W(CO)6' Dees~ 
tos, sólo existen elatos -experimentales de frecuencias de vibra­
ción, de acuerdo con la informaición del autor, para los cinco 

,primeros iones, cuyos espectros Raman han sido estudiados por 
varios ex;perimentadores (2). , 

La molécula (o ion) octa&drica estudiada, pertenece al gru­
po de simetría Oh y la aplicación de la teoría de grupos per-:-
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mite deducir (ver, p. ej., 3) para ~a mi~ma los siguientas tipos 
de vibraciones normales: 2 pertenecientes a la representación 
no degenerada Aly , 2 a la representación dobl,emenbe degene­
rada E!J], 1 a T 19' 4 a T lu' 2 a T 29 ~y 2 a T 2u' triplemente de-

. generaClas. estas últimas. De ellas, las freCllJencias A19, Ey Y T 29 

serán activasen .Raman y darán rayas. totalmente polarizadas 
para A19 y totalmente depolarizadas (p = 6/7) para Ey y 1'2g. 

En infrarrojo sólo serán activas las frecuencias T1n• 

La molécula queda descripta por 3 N - 6 = 33 coordenadas, 
y correspondientemente, la ecuación secular que plantea el cálcu­
lo de las vibraciones normales, estará dada. por un determinan té 
de orden 33. Aplicando .los métodos de la teoría de grupos, 
por la elección de coordenadas de simetría adecuadas (3),' es 
posible sin embargo, factorear la ecuación en una serie de de­
t~rmi~antes de menor o;rden. 

De acuerdo oon los números de frecuencias normales citados 
más arriba, se deberá· obtener en este caso: 1 determinante de 
2°. orden (Af!1), 2 df:lterminantes idénticos. de 2°: -orden (Eu), 3 
determinantes idénticos. de ler. orden (T lU), 3 determinantes 
idénticos de 4°. orden (T lU)' 3 deterniinantes idéntico.;; de ~o. 

orden (T29 ). y 3 determinantes idénticos de 20. orden (1'211)' Se 
v,e que, debido a -la gran sinletría de la molécula, el problema 
se simplifica ,enormemente en este caso. 

CoordenJadas internas 

Como coorclenadas internas de la molécula, se han adop­
tado « ooordenadas de fuerzas de valencia», o sea, variaciones en 
las lóngitudes de las uniones interatómicas y en los ángulos de 
valencia (ver figura). Las mismas forman c!;latro conjuntos de 
coordenadas equivalentes, de acuerdo con el siguiente cuadro: 

Coordenadas internas . 

d R1 • 11R2• dRa • .1B.1• dR5' dRG 

dR¡. dR¡1' dRm. dR¡y. dRv. dRy¡ 

11a13 ; d aH • d aw daíG' L\a23 • 11a2.1• d a25 • L\a2G• 

d~35' daBG' da45 • da4G 

NQ de coordenadas 
equivalentes 

6 

6 
, 

12 (a redundantes) 

12 

..' 
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De las coordenadas /). 0., 11ay 3 red31ndantes, lo cual corres­
ponde a condiciones ,geométricas que 'deben llenar los ángulQs 
ct (~). 

Para determinar la poslclOn de loOs átomos Y, se tom~ron 
las dos componentes ~ y y ele la variación del ángulo MXY 
(igual a 1t, en el equilibrio), según dos planos ortogonales arbi­

. traiios; de .la siguiente manera: 

(*) P. ej., a menos de variaciones de segundo orden, debe cumplirse: 

¡ Lla1~ + Lla23 + . '\.a24 + ilag = O 

. Lla15 + Lla 25 + !\.a26 + .1a16 =0 

Lla45 +'Lla46 + L\r J + Ll«36 =0 
,!" 

,/ 
v. 

l' 
I 

i': . ! ~ 
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~l: componente del ángulo que forma R, con Rr, en el plano X,X.X.X. (que se 
ha elegido por los átomos X de número más bajo, después del X, y el X.); con­
sid~rada positiva. si Y, se ale.ia de X" (del átomo ¿;,~r6Ximo de número más 
baJO). ' .. 

11 : componente del misnio ángulo en el plano p'i:. endicular al anterior, 
considerada .positiva si Y, se aleja de X.. \-

y análogamente para 'las demás . 

REPRESENTACIONES 

A los efectos de determinar las coordenadas dQ simetría, es conveniente 
conocer, no s610 la tabla de caracteres del grupo de simetría, sino también 
las ma.trices de 'representaci6n. En este case¡ basta obtener las representacio­
nes del grupo O (Oh = O X J, clonde J 'es la operaci6n inversi6n). 

Para la ~ representaci6n E, se observa que 'el subgrupo invariante de O: 

E, O;" C,"., C,", (doncle las O.,' son giros en' 1t alredlljlor de. los tres ejes de 
simetría cuaternarios) determina un grupo factor isomorfo con el grupo de si­

metría O,,". La representaci6n E de este último (véase, p. ej., 4, pg. 533) es 

1.a;nbién, poi, lo tanto, representaci6n de O. 

Para la representaci6n T
" 

se eligen tres ejes de coordenadas' x, y, 11, a 
lo laJ:go de his uniones R., R. Y R

" 
respectivamente, con centro en el, áto­

moMo Las matrices de las permutaciones que efectúan las distintas operacio­
nes 'de simetría ~n las coordenadas x, y, 11, constituyen la representaci6n T,• 

1'01' ej.: 

(el eje O, está' dirigido a lo largo de las· uniones R
" 

R.). 
1; . 

Los ejes de coordenadas x, y, z dividen el espacio en cuatro pares de 
octantes opuestos. Numerando estos pares cleoctaútes, y cleterminando las ma­
trices de 49 orden de permutaci6n de los mismos correspondientes a las dis­
tintas operaciones- de simetría, se obtiene una representaci6n reducibl!l R, que 
('ontiene la representaci6n T •. P. ej., denominando a, b, 0, el a los pares· de 
Gctantes determinados por las uniones R,R.R., R,R.Ro, R,R.R., R,R.R.o Y sus 
opuestos, respectivamente, la: matriz cor{'espondiente a O.,' resulta: 

• 1 

'1) O 
O . 
O 

Es pos.ibl~ reducir la representaci6n R a la "suma" de la representaci6n 
tddimensional T. y una' l'epresentaci6n unidimensional. Se encontr6 que una 
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matriz adecuada para esta reducción es (*) : 

1 1 

V2 ]12 .. O O 

1 1" -v1 (l 

D = 
¡l6 ]lB 
1 1 1 ¡13 

2]1B 2¡/a 2]/a 
1--2 -

1 1. 1 1 
2 2" 2 2" 

--Así, p. ej., para ,la operación ol resulta; 
1 .-

1 -n O ¡la 
O 

DR(O'"l )D-"- = 
1 2 2 

1'3 -3 ]la 
o 

-V~ 112 1 
O 

o a 
O o. O 1 

O 

1 
T. (0"'1 ) = ¡13 

-lif a, 
I 

Coordenadas de sime,tría ' 

Se utilizaron coordenadas ,«de simJ:)tría geométrica», es de­
cir, coordenadas de simetría que no contienen las masas ató­
micas. Algunas se determinaron oon el método, de Nielsen y 
Berryman (5), pero la mayoría, y en particular las pertenecien­
tes a las representaciones T 2g Y T 211 , de las cuales sólo se bus­
caronalgunas matrices, Ise obtuvieron al tanteo.. En este sentido 

(*) La matriz D se halló como producto de las matrices de 3 rotaciones 
de planos en un espacio de cuatro dimensiones: 

;,=e~ ~~) (~ 
O O 

~)( --=:: sen a 
O ~) cos ~ sen ~ cos a O O 

O O cos T sen T -sen ~ cos ~_ O ,O O 1 ti 
O O -sen T cos T O O O 1 O O O '1 

déterminando luego los ángulos a, ~ y T adeeuados. 

" / 

"'\ 
l' 

I 
! 

'1' 

. I , 
," ¡ 
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facilitó el -próblema el conocimiento ~e las vibraciones 'norma­
les de las moléculas de fórmula XY6 (ver p. ej., '1, Fig. 51, 

" pág. 122). A continuación se da la lista' de las co~rdenadas de 
simetría utilizadas. 

Repr,esentación Alg 

1 ' , 
Rl = /- (tJ..'Rl + tJ.. R2+ tJ.. Rg +tJ.. R4+ tJ.. R5+RS) 

16, \ 

1 " ' 
R2 = Y6 (tJ.. RI+L\ Rn+ tJ.. RiI~+ tJ.. R1V + tJ.. Rv+ IJ. Rvx). 

Repr,esenbación Eg' 
. 

1 ,,' , 
Rga = -/- [2( tJ.. R5 + L\ R6 ) - (IJ. Rl + L\ R2 + IJ. Rg + IJ. R4)] 

213 /-

1 . 
, RSb = - [( IJ. Rl + tJ.. R2)-( tJ.. Rg + tJ.. R4) ] 

,2 , 

1 '-
R4a = 2Y3 [2(IJ. Rv +IJ. RVI)-(IJ. R1 + L\ Rn +IJ. Rm + tJ.. R1V)] 

_ l· ' 
R4b = ~ [(IJ. Rx+ tJ.. RII)-(IJ. Rm+ IJ. R1V)]. 

2 

Representación T 19 

¡ 1 ' 
, Roo = '2 [(12 + ~5)-(ll + ~6)] 

,:R5b = ~ [(~l +~4)-(~2+~g)] 

I R,,=; [(r~ + r,)-:- (r: + ro) J. 

. 
d 
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Repr,esentación T lu 

1 \ '.' . 
R6a = ,/- [(Ll a,13+Lla,2S+Ll a,35+Ll a,36)-( Ll a,14+ Ll a,24+Ll q45+Ll a,46)] 

2,2 . ,-

. 1 . 
R6b = ,/- [( Ll a,15+Ll a,25+Lla,35+Ll a,45)-( Ll a,16+ Ll a,26+Ll a,36+Ll a,46)] 

2,2 , '. 
1 . . 

R6c = 2 -{2[ (1 a,13+~ a,14+Ll a,15+Ll a,16)-( Ll a,23+L\a,24+Ll a,25+Ll a,26).]· 

. 1 
R7a ="2 (~1 + ~2 +15 +16) 

1 
R7b = 2" (11 + 12 + la + 14) 

1 . . . 
R7c = "2 (~3 + ~4 + ~5 + ~6) 

. 1 
Raa = t2 (L\ Rs - Ll R4) 

1 
Rab = 1'2(Ll R5 ~ Ll R6 ) 

1 
Rae = -¡f2 (D. R1 - Ll R2) 

1 . 
R9a = V2 (Ll Rm- tl R1y) 

'1 

1 

R9b= t2'(Ll Ry-D. RyI) 

. 1 
Rge = f2Y'J. R1 - Ll RII )· 

Repmsentación T 2g 

1 .. 
R10a = ,¡- (;)2 - ;)1) 

2,2 

1. . 
R10b = 2:Y'6 (2 ;)a - ;)1 - ;)2) 

R 
1 . 

. 100= 2 "'1'3 (;)1 +;)2 + ;)3) 

Donde: 

;)1 = [(Lla,35 + Aa,46)-(Lla,36 + D.ci45 )] 

;)2 = [( D.a,25 + D. a,16)-( Ll a,15 + L\a,26)] 

;)3 = [(Lla,23 +Lla,14)-(D.a,la + L\a,24)]' 
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Donde: . 

. Repl'~sentación T-2ú 

'. 1 
R12~ = 4 (~2 - ~1) 

1 
R12b = ,/- (- 2 ~3 - ~1 - ~2) 

4v3 

. .1' 
R12C = ,/-(~1 + ~2 -'~3) 

2y6 . 

Donde: 

~1 . [(~a13 + Lla14 + Lla25 + Ll~26)-(~a2s +Lla24 + Ll'a.15 + Ll(l,16)] 

~2 = [(~a13 +Lla23 + Lla45 + Lla4.6)-'( ~a14 + Lla2'1 + ~a35 + Ll(l,36)] 

~s = [(~a15 + Lla25 + ~a36 + Lla46 )-(Lla16 + Lla;6 + ~aS5+ Ll(l,4.5)]· , . 

R l. 
13a =' r ('112 - 1'\1) 

212 . 

1 ' . 
R13 /¡ = ,/- (-2 '113 - '111.- 1\2) 
.'. 2 V 6 .. 

. 1 . 
H13C.- 21/3 (,'111 +'112 - 1'\s) 

Donde: 

'111 = [(~3 + ~4.)-(~5 + ~6)] 

'112 = [(~1 + ~2)-(Y5 +Y6)] 

'113 ~ [(Y1 + Y2}-(YS +Y4)]' 

, . 
Llamaremos len lo sucesivo U a la' matriz (de 33 X 36) fór-

mada., por los. coeficientes de las 36 coordenadas internas en las 
~xp~esiones de las 33 coordenadas de simetría. 

. ,','.' .... 
I ;" • I 

l' 

" 
.•... j 

" " 

:.~ 
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Enel'gÍJa potenchal 

. . En la expresión elegida para la energía p9tencial V, sola­
mente se conservarón,además de los _ términos cuadráticos, los 
términos mixtos correspondientes a los sigqientes .ejemplos típi-

. , 

. cos: 

!J.Ri. !J.R3 , con la constante de fuerza tRR 

!J.R1 ~ !J.R2 , ' » » » » » tRR 

!J.R1·11R¡ , » » » » -» tnRI 

!J.R1 . !J.(/,13 , » » » » , » f'na 

!J. (/,13 • !J. (/,1';;' » » » » » laa· 

!J. (/,13 : !J. (/,15, ' 
, 

. f'aa » » » » » 

La expr'esión conipl~ta queda, pues: 

2V = tR (llR12 + !J.Rl +!J.R¡¡2 +- !J.R42 + !J.R52 +I1R62) + 

+ tRI (!J.R¡Lj- !J.Rn 2 + !J.Rnl...+ !J.R¡y2 + !J.Ry2 + !J.Ry¡2) + 

+ ti a (!J.(/,132 + !J.(/,142 + !J.(/,152 +!J.(/,162 + !J.(/,232 + 

. + !J.ri242 + !J.(/,252 + !J.(/,262 + 11(/,352 +11(/,362 + !J.(/,452 +;/J.(/,462) + 
+ t'~ (~12 + ?(~2 + ~22 + .y2~ + ~32 + 

"{32 + ~42 +"{42 + ~52 + "(52 + ~62 + "(62) + 
+ 2 fIm [!J.R1 (!J.R2 + I1R3 + I1R4 + !J.R5 + !J.R6) + !J.R2(I1R3 + 

. \ 

+ I1R4 + !J.R5+ I1R6 ) + !J.R3( !J.R4 + I1R5 + !J.R6 ) + 
+ !J.R4( !J.'R5 + I1R6) + !J.R5 !J.R6] + 

I , 

+ 2 tRRr (I1R1,!J.R¡.+I1R2 !J.Rn + I1R311Rm + 
-1- I1R4 !J.R¡y + I1R5 !J.Ry+ I1B6 !J.Ry¡) + 

. , . 

+ 2 tiRa [I1R1(11(/,13 +11(/,14 + !J.(/,15 +11(/,16) + I1R2( ~(/,23 + 
-1- 11 (/,24 + !J.(/,25 + 11 (/,26)+ 

+ !J. R3(11 (/,13 + !J.(/,23 + 11(/,35 + !J.(/,36) + 4R4(11(/,14 + 
-1- 11 (/,24 + !J. (/,45 -+ 11 (/,46) -1-

'-

\' 

. , 
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+ /)..R5(/).a15 + lla25 -:1- /).a35+ A(45) + IlR6(Aa16 + 
, , 

+ /).a26 + lla36 +l1(46 )] + 

+ 2 f' aa [(\a13(lla14 + /).a 15 +l1ci16 + /).a23 + Aa35 + /).a36 ) + 
+ /). a 14( Il a 15 + /). :1.16 + (\ a2~ + A a 45 + /). a~6) + 

-+ lla16( Aa26 + /).a36 +110,,16) -1- !10,23(Aa24 + /).a25 + 
+ 1l(l,26 + Aa35 + /).(1,36) + 

+ lla24(Aa25 + /).a26 + (\,a45 + A (1,46) + 
+ /). :1.2'5 (A a.26 + Il a35 + /). a.45) + ' 

+ Aa26( (\(1,36 +/).d46 ) + Aa35( lla36 + /).a45 ) ,1-

+ Il ((,36 /). a 46 +- /). a 45 Il (1,46]' 

Puede escribirse, matricialmente: 

2V=R'FR 

donde R 'es el vector columna formado por las coordenadas in­
ternas, R' su traspuesta, y F la matriz energía potencial expre­
sada con respecto a las coordenadas internas, es decir, la ma­
triz 'formada por los coeficientes de la eXpresión anterior. Pa­
sando al sistema' de ooordenadas de simetría, l¡t matriz energía 
potencial se reduce a una serie de submatrices a lo largo de la 
diagonal principal, en la misma :l)orma que'se describió para el, 
determinante completo de la ecuación secular (3): 1 sub­
matriz de, 2°. orden cbrrespondiente a la, representación A19, 

2 submatrices iguales de 20. orden, oorrespondientes a la repre~ 
sentación Eg, ,etc. Llamaremos F, que será 

(1) 
I 

a la matriz energía potencial expresada con respecto a las coor­
denadas de, simetría, y FA1U' F Eu "etc. a las submatrices que 
la componen. 

,) 

! 

-1 
,;/ 

¡: 
',; 

-"'. 

"O: 

: ~I 
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Se lencuentra aSÍ, aplicando 'la (1), las siguientes subma­
trices: 

F A19~ (fR +5 fRR 
' fRRI , 

fRRI) 
tRI 

F ' _CR-tRR 
Eg -

tRRI 
tRRI) 
tRI 

FTtg = (f'~) 

• f'a + 2f'a~ O 2f' Ra O 

O f' O O 
FT1U , 

,~ 

2f'Ra O 2(fR-fRR) 2fRRI 

O O 2tRRI 2tR I . r -2f 0) a aa 
FT2g F T2u = O f'~ , . 

EnergLa cinétioa-

Para el cálculo de la energía cinética se aplicaron los mé­
todos de Wilson (6). Llamar,emos B a la matriz que define las 
coordenadas internas en función de las coordenadas cartesianas 
de todos los átomos de la molécula: 

(2) 

donde R les el vector columna" de las coorden,adas internas, y X 
, el v'ector colunma de las oobrdenadas Xl' Yl' Zl'X2' Y2' Z2' ... , 

XN, YN. ZN· 
, La energía cinética se puede expresar en forma matricial 

como .' 
. . 

2T=R'G-1R 

donde R es el vector columna _ de las velocidades generalizadas, 
y G-l queda, definida por los coeficientes que apareoan en la 
exp~~sión de la ,energía cinética. Se demu~estra que los elementos 

i 
I 

~ 

1, 

i 

~ 
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de la: matriz inv,ers'a G quedan dados! por: 

G 
_ ~ B,ci,B li 

Id-~---' 

, ;=1, mi 

(3) 

donde B1ci ,y Bli 800ft ¡elementos de la matriz B y mi la masa 
del átomo correspondiente. La matriz G puede reducirse en la 
misma forma que F, ¡expresándola con respecto a las coordena­
das de simetría, a ,una matriz, G, compuesta por una serie 'de 
submatrices GA 19; G Eg" ¡etc., a lo largo de la diagonal principal: 

G=UGU'. (4)' 

'-+ -+ 
Por otra parte, p,üedeir definirse vectores S'cl Y S{O PQr 

las ecuaciones: 
stV tV ~ -+ 

R,c = Z B1cix¡= Z S'cl.Pt (5) 
i=l t=l 

+ -+ 
,S{t1=:2:; Ul/e ' S'cl 

" 

I(S)! 

-
donde R1c 'es la !J:; .. ésima coordenada interna, Pl es el vector des-
plazamientodel átomo t, los U,Ue son los elementos de la ma­
triz' U,. el subíndide\ l se refiere al número de orden de las coor­
d~nadas de simetría yel punto en la última expresión, de (5) 

-+' . 
indica producto lescalar. Los vectores S1cl püeden hallarse fácil­
mente por expresiones generale'3 dadas por Wilson, y a partir 

-+ 
de los mismos, mediante la (6), se obtienen los vector,es Sft). 
,'iVilson derrmestraque oon estos vectores pueden calcular~ direc­
tamenLfI los elemen~os de la matriz G, aplicando la fórmula: 

(7), , 

donde d es la degeneración de las coordenadas R[, ¡.tp es la in­
v,ersa de la masa de,los á~omos del conjunto de átomos 'equiva­
lentes p, gp el número de átomoS e'ri ese conjunto, t 'es un áto­
mo arbitrariamElllte elegido del mismo conjunto y, a indica a 
qué parte de la representación degenerada se refiere la c00rde-

" 1 . '" ',.'; .. ,' l. .": 
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• nada R¡a (hay una; dos o tres R¡, según que pertenezcan a una' 
representación no deg,enerada, doblemente, 6 triplemente de-
generada)., ' , 

En este trabajo se calcularon los elementos de ía matriz G 
por los dos caminos indicados: 1) determinando las expresiones 
de las coordenadas internas en función de coordenadas cartesia­
nas (*) (fórmula 2), Y aplicando luego la (3) y la (4); 2).citl- ' 

, -)- ~ 

culando los y,ector,es s¡,¡ y sto, y aplicando la fórmula (7),­
Ambos procedimientos' diew'tl resultados oOIlcordantes, corro­
borando así la correccióJ;.l de los cálculos. Las ,submatrices ob­
tenidas se escriben a continuación. 

G¡ho='G mo ' = (' ¡..tx, - ~x, ) 
. - ¡..tx ¡..tx+ ¡..t.y¡ 

'1 . 
G1'to = R

I
2 (¡..tx+¡..ty) 

1 
R

1
2(8¡..tM+2¡..tx) 

,4(2" 1"2' 
- 'R 2 ¡..tM - R R ¡..tx 

1 ' 1 l. 

41'2 112' 
- R 2 ¡..tM- R R ¡..tX 

1 1 l 

4 1 
R12 ¡..tM + Rr2 (¡..tx+ ¡..ty) 

4 
--¡..tM 

Rl 

2V2 
-- ¡..tllf 
Rl 

O 

O 

4 
--'-¡..tM 

R1 , 

21'2 
--¡..tM 
Rl 

. 2 ¡..tM + ¡..tx -¡..tx 

O O -¡..tx ¡..tx + ¡..ty¡ 

4 
R

1
2 ¡..tx 

,(*) Resulta cómodo elegir para cada átomo el origen i:le coordenadas en 
el mismo átomo, y orientarlas en forma análoga; p. ej., con el eje z en di­
rección radial, y los ej es ro e y en las dire~ciones de los ángulos ~ y T . 

, \ 

.' 
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'V2 
- R

1
R¡ ¡'¡'x 

1 

Aplicación ,a datos numéricos 

La :ecuación secular, que puede ser escrita 

IGF-EAI=O 

(E: matriz unidad; A = 41[2 c2 y2, donde las c2 y2 son las fre­
. cuencias normales de vibración· y c = 2,~~7'8.1010 cm/s es la 

velociúlad de la luz)" queda reducida por el tratamiento anterior 
a una serie de ecuaciones 

(8) 

correspondientes a las distintas representaCÍo,nes irreducibles r¡ 

del grupo. Analizar<eI'!1ós ahora su aplicación a los datos expe­
rimental'esde ,espectros Haman. Tomaremos para ello los re­
sultados y las, ,asignaciones de Mathieu (2). Dejando tle lado 
los espectros de' Fe(CN)6~ y Fe (CN)u'= , en los cuales sólo se 
obtuvieron 2 y 1 rayas, r,espectivamente, ,los resultados de MaLhieu 
se I'esumen en' el siguienLB cuadro: -, 

. Co~puesto '" I 1..10-"" 
(cm-') . (8-") 

I ,406 0,0585 
Co(CN)oK. 

2149 1,638 

445 0 .• 0703 
Rh(CN)oK. J 

2166 1,664 

463 0,0761 
Ir (CN)oK. 

2167 1,666 

" (cm-') 

--
2137 

435 ' 

2H7 

450 

2143 

},.10--"" 
(8-") 

-
1,620 

0,0671 

1,635 

0,0718 

1,629 .. 

98. 

~ 

94 

-

95 

~ 

1..10--"" 
(s-") 

0,00341 

--

0,00313 

--

0,00320 

--
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De las 6 frecuencias distintas activas en Raman, se han 
observado 5 para los compuestos de Rh e Ir, y 4 para el Co. 
Si nos referimüs a lós modos-simétricos de vibraci6n (ver ta­
bla de coordenadas de simetría). vemos que lá pequeña fre­
cuencia T~'g corl'>esponde a deformaciones angulares,. mientras 
que las otras rayas oorl'>esponden a modificaciones de las lon­
gitudes de unión M-e y e-N; comü 'lo observa Mathieu, las 
pequeñas diferencias entre las frecuencias A19 y las Eg se deben 

. al acoplamiento de los, distintos grupos coordinados en el 'ion 
complejü; pues los modos de vibración corr,espondientes se re­
lacionan por simples diferencias do fase en el movimiento ele 
estos grupüs y por el número de grupos que se muev,en. 

Las ecuaciones (8) resultan, para las representaciones A1g 
y Eg (reemplazando las letras X e Y pür los símbolos e y N, ' 
respectivamente) : 

Af9 : A2 - A [(fR + 5 fRR ~ 2 IRRI) ¡.tc+ fRI(¡.tC+ ¡.tN)] + 

, + [(fR+5 fRR) fRI- f2RR¡]. ¡.tC¡.tN=O 

Eg: A2_ A [(fR-fRR- 2 fRR¡)· ~C+fRI(¡.tC+¡.tN)]+ 

(9) 

+ [(fR -'- fRR) fR¡- f2 RR¡] . ¡.tc'¡.tN = O (9') 
\, 

Dado que se conocen las raíces A, y se buscan las constantes 
de fuerza f, cónviene plantear, para' cada una de las anteriores, 
las relaciones 

{

?-l +A2 . - P 

Al A2 =q 
(10) 

I 

siendQ P' 'el ooeficiente de A en las mismas, y q .el término in­
dependiente. Como para los compuestos de Rh e Ir se conocen 
las 4 frecuencias, se podría en principiü plantear los dos pares 
de 'ecuaciones (10) y deducir ·los valores de las 4 constantes fR, 
fR , fRR Y fRR . El procedimiento conduce sin embargo a 

.... I I 

valores inaoeptables de fR
I

, loO cual es ir.lmediatamente explica-
blesi se atribuye a las ~edidas dlOl longitudes de onda un error 
del orden d':ll Angstrom. Se ensayó un cálculo por aproximacio-

i 
'\ 
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nes sucesivas, per~ no se ,obtuvo convergencia. La proximidad de 
los pares de líneas observados no permiten, pues, deducir valo­
res para las constantes de interacción IRn y IRRI . Desprecian­
do entonoes IRRI, las (9) y' (9') quedan ambas: 

},.2 -},. [/' • ~C+fRI(¡.lC+ ¡.tN)] + l' IRI'· ¡.te ¡.tN , o 

'donele f' 'es In + 5 IRRpara 'A1g Y IR - IRR paraEg. Para los 
cQmpuestos del Rh' y del Ir, del pan de valores de f' !'le puede 
estimar 'el valor de fRR; con éste se puede aún corregir l' pa~ 
ra obtener IR, pero' hay que tener presente que IR y IRI esta­
rían sujetos a unacorre¡eción más importante si se pudiera cal- . 
cular IRRI' que ,es presumib~emente mayor que IRR. 

En el cuadro sig"uiente se consignan ios valores obtenidos de 
l' (o sea IR, si se pone IRR=O); tRI' el valór estimado de IRR, 
y f¡~ corr,egido por este último. Todos los valores están dados 
en 105 dyn/cm. 

Compuesto I Dato~ I t' , tRI tPRI tR 

Co(CN).= I A.,g 2,65 16,79 -- --

, A.¡g 3,21 } 16,90 } 
'Ifh(CN).= 3,14 16,76 0,025 3,09 

Eg 3,06 16,63 

, A.,g 3,49 } 16;82 } 
Ir(CN). = 3,39 16,66 0,033 3,33 

Eg ,3,29 16,49 

Naturalmente, para obtener vaLores de las constantes de 
fuerza oorr.espondientesa 'un esquema tan simplificado, no es 
necesario llevar a cabo el tratamiento completo de coordenadas 
de simetría (*)~ Queda sin embargo, la posibilidad de disponer 
de las cuatro frc'cuencias ,activas en el infrarrojo Tiu, aún no de­
terminadas, qúe corresponden a una ecuación de cuarto grado 

- , 
(*) P. ej., considerando por separado los sistemas formados por el átomo'" 

eentriü M y ~ada uno de los 'grupos XY (véase 1, pág. 173, fórmulas II, 198/,9), 
Y considerando la masa, de M ,como infinita, para dar cuenta de su inJ?lovilidad, 
se obtiene~ dos relaciones equivalentes a la (11). Véase también MATHIEU, L. C., 

\. 
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en la" que también figuran las co.nstantes dé. fuerza anterio.res, 
junto. oon las de deformación angular. 

Para la repr,esentación T2g , la ecuación (8) ,toma la forma: 

,Al!,- A [4 IJ-c(fa ~ 2fo, ct.) + (IJ-C+ IJ-N) f~]-+: 

. + 4 f~(fo, -2 fo,o,)·IJ-C IJ-N=O (12) 

donde en lugar de f'o" f'~ y f'~ct. 'se ha 'esc~ito 

f In f' f' 
f W f ~ f-~ 
0,= R

1
2 ,. ~ = Rr3 y ct.ct. - R '> • 

1~ 

Simplificando. la (12) con f ct.ct. C/.) O, planteando. las (10), Y 
supo.niendo. que la única línea o.bservada 'esté en realidad co.m­
puesta po.r dos líneas no separadas, es decir ~1 C/.) A2, se' obtienen 
co.nstantes f imaginarias. Se deduoe en cambio., que para que 
estas oonstantes sean reales, Al y A2 deben estar relacionadas por 
un facto.r no. menor que 6,5. Pueden darse ento.nces do.s casos: 
que la fr,ecuencia observada sea la mayor, o la meno.r. El se-, 
gundo caso pareoe po.co pro.bable, po.r no haberse 0bservado 
ninguna otra línea en el espectro. En el primer caso., la fve­
cuencia no. ·observadá sería tan pequeña ,(v < 38 cm-1) que que­
daría seguramente confundida con la línea excitadora; si elfac­
tor Al/A2 no p~sara ele 50 y supo.niendo f~ < f ct.' fa estaría pró­
xima a 0,014.105 eljn/cm yJa sería del orden ele los milé¡;¡imo.s 
ele 105 dyn/cm. Co.mo para 'las ·co.nstanbes ele fuerza consielera­
ela~ .antes, se puede esperar que la det,erminación ele las frecuen­
cais activas en el infrarrojo complemente lo.s elatos ele frecuen­
cias Raman,á los fines de calcular los valores de las constantes 
ele fuerza. 
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TRANSFORMACION DE CONFIGURACIONES Y 
FLUCTUACIONES DE- CAMPOS CUANTICOS 

ESTACIONARIOS 

por JOSÉ A. BALSEIRO 

Instituto de Física. - La Plata 

(Recibido el 9 Mayo ~950) 

SUMMARY. In a previous paper, quoted below, we have dealt with the 
]?roblem of tlie trausformation of configurations of the radiation field. The 
generalizution for quantum fielc1s sutisfying Bose-Einstein statistics is imme­
diately obtained. For quuntum fielc1s satisfying Fermi-Dirnc stutisti<is a par­
ticular l'epresentation of the wuve functions is chosen, which permits, in u 
simple way; to find the particle elistribution. The problem arises if we deal 
w:th the pussage of a particle fielc1 through a physical appuratus without 
absorption ane1 in the cuse thut the field cun be considered stat~onary. The 
de~criptioll of the field requires a particle distribution to be given ovar the 
states of un orthogonal system of vibration satisfying the rielc1 equations, 
und uf ter the fielc1s pussage through the upparatus, it will be, in general, 
convenient to deseribe the field in terms of unother orthogonal system, for 
which the particle: clistribution remuins to be determined. The problem is of 
iilterest in purticular with respect' to the fluctuation phenomena, for which we 
obtain exprcssions which rcsemble those of fields in thermodynamic equilibrium, 
for they contain a term thut gives the classicul fluctuations of partides und 
further, other terms, which must be uttributed to interferences. 

§ 1~- Introcüzcción'. Trataremos el problema de obtener una 
descripcióJ;t completa de campos' estacionarios de partículas en 
el caso en que, estando dada una configuración de campo refe­
rida .a los estados de un sistema ortonormal de soluciones de las 
ecuaciones de campo, se adopta para la ' descripción del mIsmo 
otro sistema ortonormal de soluciones. s 

El problema se origina al considerar el pasaje de un campo 
de partículas por un dispositivo, idealmente supuesto sin absor­
ción, y en el caso en que el campo puede ser considerado -esta­
cionario (por ej. ra,dia:ción que' atraviesa un sistema óptico, 
partículas cargadas en un sistema de camposelectro-magnetos­
tático, espectrógrafo de masa, etc). El campo descripto inicial­
mente me~1iante un sistema de soluciones 1,. será conveniente, 
después de atravesar el dispositivo, qescribirlo mediante otro 

" 

'. 
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sistema' de soluciones Fs' respect~ de cuyos estados se trata de 
determinar la distribución de partículas. Es también el caso 

, tm que, por la naturaleza del problema o .por las ,condiciones de 
, contorno, el campo 'se describe mediante cierto si~tema de solu­

ciones. de las ecuaciones de campo y por las condiciones ele ob-, 
servación es necesario adoptar una representación 'medianle otro 
sistema de soluciones de estas ecuaciones. Tal por ej. el campo 
descripto mediante ondas esféricas observado dentro de ángulos 
sólidos pequeños (ondas planas). 

si bien las condiciones impuestas (campos estacionarios y 
conservación del número total de partículas asociadas al campo); 
restringen considerablemente la generalidad del, problema, éste 

" es, sin embargo, de interés en lo concerniente 'il una, mejor com­
prensión del mecanismo de los campos cuanticos Y1 en particular, 
en lo referente a los fenómenos de fluctuaciones que .aparecen, y 
que, en condiciones adecuadas, podrían pern~itir ,verificaciones 
experimentales. 

En un trabajo previo (1) hemos tratado la transformación 
de configuraciones del campo de radiación, determinándose 'la 
distribución de fotones sobre los estados del segundo sistema 
ele soluciones de las ecuaciones de campo. La correspondiente ge­
neralización para campos cualesquiera de estadística Bose-Einstein 
(B-E) es inmediata, pues el tipo de estas transformaciones de­
pende solamente de las relaciones de conmutación (~e los opera-, 
dores de amplitud. 

T~atándbse 'de campos de partículas de estadística Fermi­
Dirac una representación adecada de las autofunciones del ha­
miltoniano permite, en forma simple resolver el mismo pro- ' 
blema para esta clase de campos. 

Sea <1> el operador de campo expresado mediante un sistema 
de soluciones t,. ,de las ecuaciones de campo: 

(1. 1) 
r 

siendo a,. y Q,,+ los operadore~ de amplitud que involucran' los 
2 . r 2ici 

factores periódicos exp ( ~l E,. t) Y exp (-T,E,. t) , respec-

(1) J. A. BALSEIRO, Revista de la Uni6n Mat. Arg., vol. XIV, pág. 64, 1949. 
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tivamente, namarido. Er a la ~nergía de· la partícula asociada al 
estado r. Consideramos, por otra parte, a <p. expresada median­
te otro sistema de. soluciones F s de las mismas ecuaciones de· 
campo, 

(1. 2) 

siendo bs y bs+ 10:s . operadores de amplitud referidos al nuevo 
sistema de soluciones, vinculadas con las anteriores· mediante la 
transformación unitaria 

(1. 3), 

transformación, ésta, que establece entre los operadores de am­
plitud las -relaciones de· transformación 

:ar = Z; .O,.s* bs 
\ 8. 

(1. 4): 

(1. 4') 

Si se da una distribu'ción de partículas sobre los estádos del 
sistema .de soluciones t,. e.xpresada mediante la ímtofunción 
;y( ni n

2 
... ) del hamiltoniano del campo referido a este sistema, 

. el problema de determinar la distribución de partículas sobre 
los estados del sistema: Fs' se resuelv·e encontrando ·la autofun­
ción tran~formada' de ¡(ni 112 ... ) expres'able mediante la com­
binación lineal 

Z; .d(nl n2· ... / mim2 ... ) B(ml m2 ... ) (Z;n,.= Z; ms = N), 
". 

en donde B( mi m 2 ••• ) se refieren a cada una de las configura­
ciones de campo referidas al sistema Fs' La probabilidad de la 
configuración a la cual se refiere esta autofunción queda da­
da por' W(nl n2 ... / ml m2 ... ) =d*(nl n2 ... ¿ ml m 2 ... ) d(n i n2···¡ 
ml m2 ... ). . 

El valor medio del número de partículas asociadas al estado 
.t, perteneciente al sistema' de soluciones Fs' se define: 

1~1,(nl1.12 ' ... / t) = Z; m¿ 1-li(ni n2 ... / mi m2 ... mt ... ). 
?n 

(1. 5) 

. '. 

,'". 

,." 
"t. 
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entendiéndose que la suma sobre ni debe efectuars,e. sobre todos 
los valores de m compatibl,es con z: ms = z: n r --:- N. 

8 r· 

La dispersión media Fespecto del valor medio o fluctuación. 
que~a dada ,por . 

(1. 6) 

siendo 

m2(n1 n2 ... /t) = z: ml2 W(n1 n2 ... /m1 m 2 .. · ml : .. ) (1. 7) 
'1), 

Se encuentra para estas fluctuaciones expresiones que con­
tienen términos que dan las fluctuaciones clásicas de partículas ' 
y termino s ritribuíbles a interferencias propias de una y otra 
de las estadísticas cuánticas, en forma que recuerdan las expre­
siones cOrI,'espondientes a fluctuaciones de campos cuánticos en 
equilibrio tennodinámico. En el caso de estadística B-E cuan-' 
do el número de partículas asociadas a ca,da estado del call1Po 
es su:fici~ntemente grande las fluctuaciones' de partículas des­
apaI,-'ccen quedando únicamente las debidas a interferencias. 

1. - Fluctuaciones clásioas 

§ 2. - Fluctrhaciones deparlículas. Consideraremos ,respec­
to ,de las fluctuaciones de partículas clásicas,' un ejemplo que 
nos servirá como punto de comparación referente a los resul~ 
tados que enunciaremos más adelante y que, por otra parte, no 
está desarrollado, con la generalidad que lo necesitamos, 'en los 
tratados de estadfstica (2). ' 

Sean N caj as que contienen esferas: n1 la primera, n2 la 
segunda . ~. nN la Nma. Estas es:lleras pueden caer al. azar en M 
celdas de distintas dimensiones y disposición. Sean, P 11> . P 12 '" 

P~II1"las probabil~dades qu~ una esfera de la caja 1 caig~ en las 
celdas 1,2, ... Moma. P21> P22 ... P2M, las probabilidades corres­
pondientes a una esfera proveniente de ~a caja 2, etc. De esta 

(") Ver p. e. R.'B. LINDSAY" Int¡'oiluction to physicaZ, statistics, Cap. VII,. 
§ 3, (John Wiley & Son~, :New'Yor]¡, 1941). . 
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manera defilliimos . las ~ N X JI.! probabilidades elementales P ji. 
Si introducimos el polinomio 

se d~muestra que en el desarrollo: 

Zlnt Z2n2 ... ZNIIN = 
= ~ w(n1 n2 ... ¡m1 m 2 ••• ) Y1m1 Y2m2 ••• YMmM(~ n~= z: m~) 

1nl'11t:? ... 

los coeficientes w(n1 n2 .. .jm1 m2 .... ) dan la probabilidad qua 
m 1, m2, ( ... mM lesfera~ caigan, respectivamente, 'en las celdas 
1,2, ... M. 

Obs~rvahdo que Zj = 1 para Y1 = Y2 = ... = YM = 1,. calcu­
lamo~el valor medio del número de esferas que caen en la 
celda t de la siguiente manera: 

(2.1) 

Calculando el valor medio éuadrático m2(n1 n2 .. . jt) de ma:" 
nera análoga,. mediante una segunda derivación de Z1111 Z2n~ .. ,ZNnN 

obtenemos 'para la dispersión med~a cuadrática, según 'la de­
finición (1. 6), la expr!'lsión: 

N 

C12( n1 n 2 .. . jt) = z: nI' P r:(l- fl't). 
. r-1 

(2.2) 

Cuando N = 1 esta expresión se reduce: 

(2.3) 

§ 3. - Fluctwaciones debimas a interferencias. Paralelamente 
al ejemplo del .parágrafo ante:d~r trataremos un ej1emplo. en 
~l que. quedan de' manifiesto las fluctuaciones clásicas, debidas 
a interferencias, ~de un campo de r.adiación estacionario. 



, . 

Sea Bt una on.daelectromagnética expresada en función 
de ciertas soluciones pa~ticulares Al' de' las ecua~iones de Max­
well: 

Bt = 2:: Cr1 Al' = 2::, 0,1'1. eieprt Al' 
I 'JO r 

donde hemos expresado explícitamente las fases. r,elativas: 

. La intensidad li ,de la r,adiación es. proporclonal al cua 
drado del módulo de B t : 

l t ", \Bt\2= ~ al'/\iAr \2 + 2:: CJ,rl CJ,r'lle!(eprt-epr't) A,.,* A,,, 
'}. r::::j=r' 

El valor medio de la. int/3nsidad se obtiene promediando 
sobre todas las fases relativas 

(3. 1)' 
r r 

De la misma manera obtenemos la intens~ciad media cua­
drática: 

l t,2 "-' 2:: CJ"i' \ A,:\4 + 22::1 \ CI'/\2 \'C,:~i\2\ Ar\2\ Ar:,\2 
r r=/:::r' 

con lo cual calculamos la dispersión media cuadrática: 

rJ:p = 1;2 - (11)2 '" 2:: .. \ Cl'd 2 \,c,:,c\2 \ Ar\2\A",.\2. (3.2) 
r=(:::r' 

Teniendo presente que \ Al' \2 es proporcional al número nI' 
de fotones asociados al estado. l' podemos expresar la (3.1) Y , 
(3. 2) en la ,forma: 

lt'" 2:: ;1,r\Cr~\2. (3.1')' 
r 

r5t2 "-' 2:: nI' l1r , \ Crt\2\ Cr,¡\2. (3.2'} 
r=/:::r' 

!I.~ II
11 

1;1 1, 

1
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11. - Campos de estadística Base-Einstein 
\, 

§ 4. - Probabilidl[ld de una configuración de. campo. Se de­
muestra que las autofunciónes del hamiltoniano de campos de 
estadística B-E ¡(n1 n2 ... ), admiten la r,epresentación (3) 

s~endo 3,.- - i aJ" 

Mediante esta representación, la transformación de las au­
tofunciones a las correspondientes autofunciones refieridas al 
sistema. de solucionesFI~ se redu~e a una transformación de 
coordenadas dada por la transformación ortogonal (1. 4), de 
modo que: 

3
1
n! 3

2
m ., . Zl m.l Z2m2 

¡(ni n2 ... ) =y , .y. . .. = ~ b(n1 n2 ... /m1T(L2 ... ) V ,y-
n1' n21 . ./tlm,...' . m1· m21 

(4 .. 1) 

Zl'n1 Z2m, 
Formando el desarrollo de V m

1

! V m
2

1 •.• en función de 

31n! 3"n2 \.-

Y
_ y u •••• mediante la (1. 4') se demuestra que 
n1 1 n2 ! . 

(4.2) 

y, además, que estoscoeficienles cump1en la propiedad 

" ~ b*(n1 n2 ... n,. .. . /m1 m2 ... ) b(n1 112'" n',. .. . /m1 m2 ... )= bnrnlr 

(4.3) 

En esta forma la probabilidad de la configuración de cam-

(8) .Loe. oit. -§ 1. 

)' .... . i . ,', 

,,'o i ¡ 

.' 
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po referida al sistema de soluciones Fs a la cual correspo~de 
E( m~m2 .,.) queda determinada por 

W(n1 n2 ... /m1 m2 ",) = ó*(n1 11,2 ... /m1 m2 ••• )ó(n1 n2 ... /m1 m2 .. ·)· 

(4.4) 

En el caso de una sola partícula presente en l~ r,epresenta- . 
ción original del sistema f ro en _ el estado' r observabl'e en el sis­
tema .Fs en el estado t está dado por G,.J* Grt . Las probabili­
dades elementales de los 'estados del segundo sistema r,eferidos 
a los estados del primero están dado, pues, ,por 

(4.5) 

§ 5. - Vllilores medios y fluctwaciones. Teniendo ,en cuenta 
la definición general del ;valor medio (1. 5), la expr,esión( 4. 4)' 
se der.nuestra (Apén. § 1) que el valor medio del número de 
partículas asociadas al estado t lperteneciente' al sistemaF.,s! 

• está dada pOI: : 

m(n1,n2 :/t) = Z; nr lGrd2. (5.1) 
l' 

Análogamente, el correspondiente valor medio cuadrático: 

m 2.(n1 n2 ... jt) =Z; (n,.IGrd2)2+ Z; n,..IGrd2 Z; (nI" + 1) 1 G,,'d 2 
r r r'=J~r 

con lo cual encontramos se,gún la definición'.(l. 6},. para la des,. 
viación media la expresión: . 

02(n11!2 .. . jt) = Z;·Í1,rl G,.d 2(1-1 Grd 2) + z; 11,,. 11,1',1 Grd 2 1 Gr,d 2. (5.2), 
r r~/=r' 

Teniendo en cuenta la notación y. el significado de (4. 5) 
poaemos expresar a la (5.1} y (5.2) en la forma: 

m(n1 11,2 ... /t) = Z; nrP,.t (5. 1'), 
'r 

02(11,111,2" .jt) = Z; nrP,.t(l- P,.t) + Z; nI' 11,,.; Prt P,,'t· 
']. r-=/=r' 

(5.2') 

, ' 

i 
1 
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En el caso en que en la representación original solam<~nte 
el estado l' está ocupado por nI' partículas la (5. 2'). se reduce a 

Además, la fluctuación dada por la (5.2) puede, tam­
bién expresarse en la forma: 

02(n1 n2 .. . /t) = m(n1 n2 .. . /t) + 
+ [m(n1 n2 .. . /t»)2 - ~ I1r(n,. + 1) (C,l C,.I)2 

l' 

discutir el caso en que" en la representación original, los estados • 
están ocupaclos por un gran número de partículas de modo 
que nr>' L En efecto, en tal caso el primer ,término se anu­
la de modo que podemos dar para la'~ fluctuaciones el valor 
asintótico: 

0~(n1 n2 .. . /t) C/.) ~ n,. 11,{\ C,.t \2\ C"'I \2. 
. r-/:::r' . 

(5.4) 

. JII. - Campos de estadística Fe1'mi-Dirac 

§ 6. - P1'obabilñdadde una configuración de campo. Para 
los campos de estadística F -D es posible escoger uml repre­
sentación de las' autofunciones del hamiltoniano en la cual los 
operadores de amplitud 0"1' la,.? .. . considerados como variables 
no conmutables,describen los estados 1'1> 1'2 ..• ocupaClos por una 
partícula y. a,./,aI'9*'" los mismos estados vacíos. En esta 
representación las autofunciones tP"l( q1) tP",( q2) ... expresadas en 
función de las coordenadas de partículas se . transforman en 
(Apén. § ~): 

(6.1) 
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donde es necesario tener en cuenta que las variabl,es ar anti­
conmutan entre sí. P.or ello convendremos en orde.nar los fac­
tores en forma que los índices formen una sucesión cvecient'e. 
Por otra parte, el principio de exclusión expresado ar ar = 0, im­
plica que cada una de las configuraciones de campo repr,esen­
tada por ¡(1'11'2 ... ) no contiene dos índices iguales. 

Las autofunciones ¡(1'11'2 .. :) referidas a los estado§. del 
sistema de soluciones tr de las ecuaciones de campo se trans­
forman, n;tediante (1. 4) en: 

1'(1'11'2'" ~N) =Ur1 ar2 ••• arN= ~ /1 (1"11'2" '/Sl S2 ... ) bS1 bS2 ... bsN = 
81<82'.. . . 

=2:./1 (1"l1'2··;/SlS2·.·)E(SlS2···~NY I (6.2) 
.81<S!Z ••• 

en donde E (Sl S2 ... SN) corresponde a cada uno de los estados 
individuales del sistema ele soluciones Fs' 

Los coeficientes /1 (1'11'2 . ~. 1'N/ Sl S2 ... SN) resulten ser ·los 
det.erminantes menores del de~erminante unitario I10r/11 = 1 Y de 
orden igual al número N de estados ocupados. . 

Formando bS1 b.'2 ... bSN mediante (1. 4') se 'encuentra que 

/1*(1"11'2 ,;,/Sl S2 ... ) = /1(Sl S2 ···/1'11'2 ... ) 

y, además, se demuestra (Apén. § 3) que estos coeflcielües 
cumpleri la propiedad (4) 

2:. L1 *(1'11'2 ... l' P ... 1'N/ Sl S2 .. ; SN) L1 (1'11'2 ... l' p' ... 1'N/ 
8,<8, ... 

(6.3) 

La probabilidad de la oonfiguración de campo a la cual se 
refiere E(Sl S2 ... SN) queda determinada por: 

W(1'l1'2 ... 1'N/ Sl S2 ... SN)= L1 *(1'11'2'" 1'N/s1 S2 ... siv) L1 (1'11'2';' 1'N/ 

/slS2",SN). (6.4) 

(') La propiedad de estos determinantes menores de un determinante ortogonal 

~ d(i·,j·, ... rNls,s", .sN)d(r,r, .. :IS,8, ... 8N) = 1 

como caso particular del nuestro, ha sido demostrado por N. TRUDI. Ver T. 
MUIR, The theoj'Y af dete?"?ninants un the histarioaZ o?"der of deveZap?1wnt, pág. 
286, T. III CIY.i:ac Millan, 1920). . 
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En '61 caso en que ulJ-a sola partícula está presente en 'el 
campo, ,en el estado original 1', la probabilidad de observarla 
en el estado t se reduce, como ,en el caso de estadística B-E a 
Crt'* C

llt
• J-,a. (4. \5) es, pues, válida para ambas estadísticas. 

I . 
§, 7. _ V,alores medios y fluctuaciones. El valor medio del 

, número de partículas observables en el estado t, dados original­
mente los estados ocupados 1'1,1'2"" rN está dado por: 

m(1'l 1'2 .... rN/t) = z: mt W(1'l 1'2··' 1'N/S1 S2 ... St'" SN) 
1l! 

donde es necesario tener een cuenta que mt adinite solamente 
los valores O o 1 y que la suma' sobre' m· 'está extendida sobr,e 
tqdos los valores compatibles con z: Int = N, número total de 
partículas presentes en el campo. 

Usando d~ la propiedad (6. 3) se muestra que, 

m(1'l1'2 000 rN/t) = ICr1 t1 2 + ICrs t!2 + .. 0+ ICrNd2= z: nrlCI'tl
2 

'1' 

(7.2) 

debiéndose notar' que nI' = 1 para los estados correspondient'es 
al sistema f l' ocupadQs, y nI' = O para los vacíos. 

Teniendo en cuenta los· valores posibles de mt se ve" en for-
ma inmediata que: . 

con los cual obtenemos para la dispersión la expresión: 

d 2(1'l1'2 .. ojt) = ~ nrlCrtl 2 (1-IC1r I2)- z: nrnr,ICrt!2ICr't!2 (7.4) 
T . . rel:::.r' . " 

o bien, según la (~. 5) ' .. 

d2(l'i1'2 .. ojt) = z: nr,P'/'t(l-PI'I)- 'z:nl' nr' P rt P r'to 
10 r-::-/=r' 

(7.4') 

\ 
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En el c~so. eli que todos los estados r están ocupados de 
(7.2) Y (7.3) se sigue. que mt = 1, 0t2 = O. Las ;fluctuaciones 
correspondientes a cualquier estado t, como ~s ele esperar, se 
anulan. . 

IV. - Discusión 

. Teniendo presente (5.1') Y (7.2)' podemos dar para el 
valQr medio del número de partículas observables en el estado 
t, para. campos de una u otra estadística la expresión 

mt=~nI'Pr.! 
'1" 

y según (5.2') y (7.4') para las fluctuaciones: 

0t2 = ~ 1~I'Prb(l-Pr{) ±~ á,l'nr'Prt PI"t 
I 'J' rc/=r" 

(IV.1) 

(IV.2) 

donde debe tenerse' en cuenta que nI'; nI" toman para los campos 
de estadística F-D los valores O o 1, y que el signo + de 0t2 

corresponde a la estadística B-E y el - a la deF-D .. 
Según hemos visto (final de §§ 4 Y 6) Pl't define la pro­

babilidad elemental del estado tTespecto del estado r. Esto 
nos permite afirmar que el prímer grupo de términos ele 0t2 

corresponde a flu(ctuaciones de partículas .clásicas, según se 
muestra en el § 2. 

El segundo grupo de términos de 0t2 debe ser atribuído u' 
fluctuaciones provenientes de interferencias. En un instante dado, 
concurren al. estado t partículas prove~ientes de distintos estados 
originales. En condiéiones adecuadas,las ondas asociadas a estas' 
partículas pueden interferir dando origen.a las fluctuaciones 
mencionadas. Se ve que es así, pues en el caso que en el campo 
se hallen presente sólo nI' partículas en el estado original r~ 
las fluctuaciones debidas a interferencias desapar'ecen, quedando 
solamente las correspondientes a' partículas, . como lo indican 
(5.3) Y (7.4'), compara,das ¿on (2. 3). En este caso, las fluc­
tuaciones s-on las que correspomden a las del número de mo- . 
léculas en sub volúmenes de un volumen de gas idMI. 

Rutherford determin·ó. experimentalmente las fluctuaCiones 
de la desintegración a. Usando el método de los .ceutelleos. con-

, .. ' 

-'"1 

·1 

.1 
1 

-, : 

'.1 
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taba el número de impados de partículas a. (estadística B-E) 
producidas dentro' de un pequeño ángulo sólido, durante cierto 
intervalo de tiempo, dividido en subintervalos. Observando el 
número de centelleos en cada uno de estos subintervalos, se de­
termina experimentalmente las fluctuaciones referidas a cada 
uno de éstos. Rutherford encontró que el valor así determinado, 
coincide, dentro de un error del 5 010 con el dado por la (2.3), 
siendo, en este caso, nr el número de impactos observados. 
Desde nuestro punto de vista, las partículas a. em~tidas por los 
núcleos pueden ser descriptas mediante ondas esféricas, cada una 
de las cuales,' en general, no contiene mús de 1 partícula (nr-l). I 

Para que en las fluctuaciones del número de partículas dentro 
de un pequeño ángulo sólido (onda plana) los términos debido~ 
a interferencias fueran significativos1 es necesario que al mis­
mo estado del s~stema en el cual se realizan las observaciones 
(onda correspondiente al ángulo sólido elemental) concurran si­
multáneamente más de una partícula, lo que en el dispositivo de 
Rutherford es muy poco probable (5). 

Por otra parte, como hemos visto (§ 5 (5.4) en el caso 
de estadística B-E las flucf;uacione~ ",de partículas desaparecen 
cuando el número de partículas presente en cada estado es su­
ficientemente grande,queda,ndo solamente las fluctuaciones de­
bidas a interferencias, lo que es de esperar según el principio 
de correspondencia. Comparando la (5.4) con (3.2') y (3.2) 
se aprecia estas 'fluctuaciones corresponden a las determinadas 
clásicamente para un campo de. onda~ (U). 

En el caso de estadística P:--D cuando todos los estados 
están ocupados las fluctuaciones desaparecen (final del § 7). 

Finalmente, señalaremos la analogía existente entre los 
resultados obtenidos y las fluctuaciones a las cuales conducen 
las estadísticas cuánticas obtenidas por Einstein (estadística B-E) 
y por Pauli (estadística F -D) (7). 

(") Para los valores \le las mediciones ver R. B. 'LINDSAY, loo. oit., Cap. 
n, § 11. 

(6): Un ejemplo concerhiente a las fluctuaciones de, fotones y la transición 
al límite clásico 1111 sido estudiado por D. CANALS FRAU, Rev. de la Uni6n 
Mat. Al'gentina. Vol.' XIV, pág. 213, 1950 . 
. ' (7) Ver p. ~ .. m:t. de W. PAULI, 'Handb. dm' Physi7c, T. 24. 1 § 14, pág. 
197, Berlín, 1933. 
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Se obtienen en estos casos, 

siendo Gt el peso de l'a configur.ación a la cu'al se refiere mt y 
correspondiendo el signo -1- a la estadística B-E, yel - a la 
de F -D. Por otra parte las fluctuaciones a las cuales conduce 
la ley de distribución ele Boltzmannestán daelas ,por: 

2 -(jI. = 1nt· 

Es conocido el hecl19 'qua, en caso de equilibrio. Lermodiná­
. mico, las fluctuaciones debidas a interferencias están represen-

, ¡) (m)2' 
tadas por el término -ot con lo cual, la analogía cón (,Iy.2) 

;rt 

fluye en forma inmediata. 

Deseo expresar, en forma especial, mi agradecimiento p.l 
ProL 'G. Bec/k p!or las sugerencias y críticas concernientes a los, 
temas' tratados en este trabajo. . 

APENDICE 

§ 1. - Demostración de (5.1) y' (5. 2). Teniendo ,en cuenta 
que z y Z son variables complejas los coeficientes de (4. 1) 
adI~liten la representación 

\ 

• 

>. 
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Además, teniendo en cuenta la (4. 2) 

··fZlmlz2m'····d d . 
Zl Z2'" (Ap. 2) z nlz no . . 

1 2'" 

en donde las integracion,esestán tomadas sobre' el círculo uni­
dad con centro en el origen. Mediante esta represent~ción, de 
(4. 1) se sigue inmediatamente 

(Ap. 3). 

Teniendo en cuenta la (Ap. 1): 

Integrando por partes, considerando que el integrando es' 
una función uniforme y teniendo p'resent~ la (1. 4), 

r 

1:; nr C,l·1:; C,.lt 'O( ~1 n2 ... n,.-l ... nr+1/ml m2 ... ). (Ap. 4) 
r r':-j=r . 

Multiplicando por 'O (ni n2 ... n,. ... ns ... /ml m2 ... ) sumand~ 
sobre m y teniendo pre;;ente la (Ap. 3) se obtiene para 'el valor 
medio la expresión (5.1) . 

. . 
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Tenemos, por otra parte, que calcular: 

Repitiendo el desarrollo mediante ,el cual se ha obtenido' 
(Ap. 4) llegamos: 

mt2 1'>(n1 n2 - • .jm1 m2 .. -- mt,,·) = 

Z; (nr Crt* Crt ) 2 1'>(n1 n2•• .11.1", .nr,·· ·lm1 m 2···) + ,. 
I -+ ~ nr'Crt Cr~ ~ (nr+1) Cr't* Cr"t 1'>(n1 n2" -nr". nr'~ --Imi. m2- -.) + 

T r':':'"/=r' 

"Multiplicando por 1'>(n1 n2" . nI'" ,,11-¡-,_ "lln1 m2.,,) 'y sumando 
sobre m se 'obtiene .; 

02(n1 11.2-' .It) = ~ nI' C;t* Crt ~ (nr, + 1) Cr't* Cr't· 
'J'. I''::'"/=r' 

- Finalmente teniendo en cuenta que 
~ 

~ C * C -1 ,'C ,;¡. 'C .. r't r't-,.... - rt rt· 
,.-::-/::r' -

" I 

se llega a la (5.2). • 

§ 2. - Demostración d/ (6. 1). En el caso de estadística. F,er­
mi-Dirac los operadores de amplitud cumplenla~ reglas de con-' 
mutación 

artar=a/ar+=ü. (Ap. 5) 

Estas reglas son satisfechas, como es sabido, representando 
estos operadores mediant~s v:ariables o¡; 02' 03 que cumplen las , 

1, 
i, 

l' 
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'. 
reglas de conmutación de los operadores de espín dePauli: 

E~te último es el operador 'de número NI' de 'partículas as'o­
ciadas al estado r y cuyos autovalores son O y 1. Introduciendo' 
los espinore~ de Pauli ~I" 11r que describen los estados ocupados 
y vacíos, respectivamen~e 

al'+ar ~r. ~r ... 
(Ap. 6) 

Se encuentra: 

(Ap. 7) 

Las autofunciones del hamiltoniano tPrJ ql)tPl's( q2) ... 'donde 
ql q2 ... ' son l~s coordenadas de partículas, corresponden a la 
representación (q/W)., 

,Efectuamos las transformaciones: 

(N/W) = (N/q) (q/W) 

(a/W) = (a/N) (NjW) , 

De (Ap. 6) se sigue que (NI'/WI') admite solamente los dos 

{ ~ , 

valores (Nr/Wr ) = ' r 
111" 

Además (a,l!Yr) dado que lqs auto valores dé N son O y 1 ' 

d · . 1 '1 di, (a,,~N,I') -- {. ,((aa',·.//o
l ». a mIte 19ua mente os os' va ores , 
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La segunda ecuación (Ap. 8) es, por consiguiente, conside­
rando por ahora una sola partícula presente en el' campo en 'el 
estado r: 

Teniendo presente las (Ap. 7): 

Igualmente término a término con la enterior resulta 

• 

.-: 

(ar/l) = (a,.IO) al' 

(ariO) = (a,./l) ar+ 

y,' finalmente, teniendo ,en cuenta las reglas de conmutación, ob-
tenemos 

(ar/l) = ,al' (ariO) =,ar+· (Ap. 9) 

En la representación (al N) los estados ocupados y vacíos es­
'tán descriptos por las variables a~ y «1'+' respectivamente. Las 
reglas de conmutación, aparecen desde 'este punto de vista como 
las relaciones, de ortogonalidad de estas funciones. , 

Se encuentra en forma inmediata, teniendo en cuenta que 
(qIW)= tPrl(ql) tP,.;(q2) ... en el caso, general de varios estados 
ocupados (8) : . 

§ 3. - DemostraciÓn de' (6.3) Y (7.2). Los coeficientes de 
(6.2) admiten la 'representación 

(Ap. 10) 

(8) Esta representación de las funciones, de onda, así como la dada en el 
~ 64 ha sido ~mpleada por H. W. PENG, Proc. Roy Ir. Ac. vol. 51, pág. 113, 
1947. ,,' ' 

• 

, f 

,1 

I 
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donde debe, tenerse, en cuenta ,el .orden de las derivaciones de­
bido al ·carácter. nooonmutativo- de las variables. Teniendo en 
cuenta la dependencia lineal entre las variables al' Y bs Y el ca­
rácter anticonmutativo de lasvariab1es a y de las variables b s~ 

. demuestra sin dificultad 

• 
ON(bs1 b[2··· bsr.) 
iJar N··· oar ,,· . . oar1 

de llonde, en forma inmediata, teniendo en cuenta (Ap. 10) se 
sigue la (6. 3). 

Mediante la representación .( Ap. 10) d~ loS' coeficientes' 
de' (6.2) operando de manera similar a la del primer parágr'a-. 
fa de. este apéndice se logra la (7.2). 

, 

\ .: 



" \ 

DIFRACCION DE LUZ EN UN FILO 

pOI RICARDO GANS (La Plata) y GUIDO BECK (C6rdóba). 

(Recibido el 11 de Mayo 9-e 1950) 
'. 

ZUSAMMENFASSUNG: Es ist ehl schwieriges Problem, ,den Krnmmungsra­
dius einer Schneide zu messen. DeshaIb liegt es nahe, es nicht mechanisch, 
simdern auf optisehem Wege zu tuno Dazu muss rnan die Lichtbeugung an del' 
Sclmeide in Abhiiugigkeit von furer Krümrnung kennen. Die vorliegende. Ar­
beit stellt emen Versucli dar, diesen Einfluss in erster Naherung, d. h. für 
Krümrnungsl'll.dien, clie ldein gegen die Wellenlii.nge sind, theoretisch zu er-
rnitteln. . ' 

Die Lichtbeugung an \liner I-Ialbebene c¡ : eines vollkommen reflektieren<len 
Materials ist belmnnt, es ist die berührnte strenge ,Losung Somrnerfelcls. Diese 
bildet den A usgangspunkt unseres Verfahrens. Wir überlagern, fuI' eine· Sto­
rimg derart,' cIass clie neue Losung cIen Grenzbedingungen an del' benachbarten 
Fliiche c¡' mit dem Krümmungsl'adius p (21l: p/A.-«': 1) gcnügt. Dabei be­
schranken wir uns auf die Losung in grosser Entfernung (gross gegenüber del' 
Wellenlii.nge) von del' Schneide, was praktisch allein in Frage kornrnt. Ausser­
dem entwickeln wir, olme dass es notig ware, ,unsere Forrneln nur im BereJ.ch 
des geometrischen Schattens,' d. h. wir setzen die besonders bequeme Be­
obachtung im Dunkelfeld VOl'll.US. 

Das' EndresuItn.t findet sich in den Formch (43)' und (44). Es ist die 
Inf;ensitat des in den Schattenraum abgebeugten Lichts für die Falle, dass clas 
Licht para~lel resp. senkrecht zur Schneide schwingt. Die KIammern st~llen 
den Einfluss del' Krümmung dar; das VerhüItllis del' beiden In~ellsitaten ist 
von p unabdelhangig. . 

Es un problema difícil medir mecánicamente el radio de 
curvatura ele un filo. Por esta razón se sugiere efectuarlo óptica­
mente. Para eso hay que conocer la difracción de la luz en un 
filo ,en dependencia de su curvatura. El actual trabajo representa' / 

.. un ensayo para det,erminar teóricamente 'esa influencia en pr,i­
mera aproximación, es decir para radios d,e curvatura pequeños 
en comparación con la longitud de onda. 

La difracción en un semiplano es de un material per:1iecta­
mente reflejante es conocida. Es la famosa solución de Sommer­
felel. Ella forma el punto de partida de nuestro procedimiento. 
Superponemos a ella una perturbación tai que la nueva solución 
obedezca a las condiciones de contorno-en 'la superficia Qróxima, 
o'del radio de curvatura p(2TIP/A<1). \' 

Nos limitamos a la solución a gran distancia' (grande en 
comparación con la longitud de onda) del filo, la única que es 

¡ 
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de, interés práctico. Además deducimos; lo que no ser,Ía nece­
'sario, las fórmulas solamente en el dominiGl de l,a sombra geo­
métrica, es decir, suponemos la observación particularmente có­
moda a campo oscuro. 

Nos proponemos, pues, determinar la solución de la ecuaciónn 
de onda que corresponde.a una onda plana de dirección determi­
nada, incidente sobre una pantalla semiinfinita o' idealmente 
conductora de la -forma. indicada en la figúra. 1, en el casq 
restringido l~p = 21tp lA -< 1. 

Fig.l 

. Utilizaremos la solución rigurosa _ para el caso de un semi;.. 
plano (o),. dada por A. Sommerfeld (onda plana rarnificad~), 
como punto de partida., 

.§ 1. La solución d,e Sommerfeld, - La solución' de Sommer-. 
feld se construye mediante las funciones 

(1) 

.., 

'-
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EJ;l e~ caso de que el vector eléctrico de la onda incidente 
-+ . 

osCila paral'elamente al filo, E = (O, O,oEz), la solución de Som-
merfeld para Ezs'e escribe 

\ 

(2) 

-+ 
y, si les el 'v'ector magnético, H = (O, 0, Hz), el ,que oscila en esta 

," dir,ección, Hz está dado por 

(3) 

I 

Las soluciones (2) y (3) satisfacen las condiciones 

- Ul(r,~)=Ul(r,- 311 )'=0 
2/ 2· 

(4) 

(OU2 ) 'It _ (oU2 ) 31t _ 
,\. '1'=_ - ,\ cp=-- -O. _ vcp 2 vcp 2 

.' (5) 
, . 

Notamos, para lo que sigue, las integrales· 

(6) 

Vq;>1. 

§ 2. La polariz,ación en la 'sombra geométrica.- Considera-­
mos los valor·es de las funciones (1) a gran distancia del origen, 
en el Pllnto r ~ R, 'cp = q/, lcR >- 1, af > a, donde af = a caracteri­
za el límite de la sombra geométrica. 

(*) E9ta relación. p¡uestra, que el factor mUltiplicativo arbitrario en (1) 
. ha sido eiegido de manera tal, que la amplitud de la luz incidente sea igual 

a la· unidad • 

• 
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Con (1) Y (6) obtenemos 

e-¡(l,n+~ ) ·U, = _____ 4_. _ 

T . V a' a,' 
2 2rr.JcR s-en + u -= .2 V 2nlcR cos a' t a 

(7)' 

y, para la relación ele las intensidades ele las dos polarizaciones 
mencionadas 

I Ul12_ q- - -- U
2 

. 

a'-a 2 sen -;¡-:-
1---

cos a'+a 
2 

a'-a , sen-<)-
l+--~ 

a'+a cos-
2

-

(8) 

q, -en función ele (j,;está "dada, para (j, .' 00 y para (j, = 450 ""en 
la figura 2. 

\.0 

'1 .. 
1\ -

_\ \ 
_\ \ 
~-" \,45 

. / 

\ ,~._o. ., 

\ .\ 
, 

\ \ , 

~ 

, " \ 
"-

"" .\ 
......... 

"---~ 

09 

0,8 

0.7 

0.6 

0.5 

0,4 

0.3 

0.2 

0.1 

30 o 45 o 60 o , 
7.5 o O( .900 

Fig.2 

(*) Ver: B. B. BAKER and E. T. COPSON', The mathematioaZ theory 01 Huy-
gens' principZe (Oxford, 1939), pp. 147-49. . 
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La relación (8) se presta partic'~]arme'nt~ para la pbservación: 
se enfoca un anteojo al filo, intercalando enl:re ellos un prisma 
birtefringente y un ni col, girando este último hasl:a ,que se vean 
las dos im~genes del filo con ig~al intensidacl (penumbra). 

§ 3. Aplicaci,ón del te0,rema de. Greeii. - El primer paso 
ele nuestro cálculo 'Consiste en agregar a ·las soluciones de Som­
medeld, (2) y (3), las' funciones de perturbación U1 Y u2,res­
pectivament,e, ,de manera tal que sean satisfechas las condiciones 
ele J;ontorno en d'.' . 

Sea G 1 (G2) la función de Green del espacio .limitado por 
oG?, 

- d', de manera que G1 on 
se anula en d', donde, por otra 

parLe u1 -- V1, ou2/ on= - oV2/ 0/1; 
normalización apropiada de Gl y G2 

Entonoes vale, con una 

'f vG u 1 = - V 1 __ 1 . dd'; , .. on 
, J0[J2' , u 2 = .-- G~l .,do . .. on 

1~eniendo V1 y uV2/on valores muy.pequeños en' d', por la 
vecindad de las dos superficies dy 'd', podenios reemplazar las 
funciones de Greell G1 y G2 -relativas a d' por las que se re,.. 
fier'en a d .y podemos, además, reemplazar la int(~gración sobrle 

- d' por la sobr,e d, por lo, menos a gran distancia ,del filo. 

,\ 

Notamos que, para proceder con todo rigor, la superficie d' 
debe ser completada' por una slH,)erficie cilíndrica de radioinfi­
nito "alrededor del filo, para formar una superficie cerrada. Sin· 
embargo, dejaremos esta superficie .cilíndrica en el infinito' de 
lado, porque es sabido que su contribución ,es nula (*)'. 

Gl Y G2 son soluciones de ]a ecuación de onda que cotres­
pon den a un hilo luminoso (en nuestro caso' de am,plitud ¡j2 11:), 
paralelo al filo, colocado en -el punto campo. Dado 'que no nos 
interesan sino puntos a gran distancia del filo, 0 1 y G2 son, 
nuevamente, soluciones de Smnmerfeld. . 

Por esta razón, consideramos, ahora, las soluciones de SOlIl­
merfeld que obtene~os de (1) por la substitución, a -r a' - ~" 

(*). Ver: A. SOMMERFELD, Vo?:lesungen i¿bel' theOl'etisohe Physi7a, Bd. VI, 
p. '195; F, RELLICR, Jahl'esberi07ttd. 'D. Math. Vel'einig]lng, 53, (1943), 57: 

.' 

. ( 

, i 

.1 

.' 
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(9) 

(lq) , 

, y que satisfacen, según (4) Y (5), las condiciones 

,(11) . 

N es un .factor de normalización constante .que determinar.amos 
a continuación. 

(10) r.epresenta, .en el finito, una onda plana incidente sobre 
el semiplano de Sommerfeld en la. dirección a/ - re. Podemos 
considerar esta onda como una parte I de un frente de onda cilín­
drica lemergente de un hilo paralelo al filo, colocado a gran 

distancia del mismo, en R -+ ex> , <b = a'. 
Cerca del origen, R.<\), estas onqas cilíndricas' se comportan 

como la función de ijankel 8 0(2) (ler'). y; 'en 'particular podemos 
conseguir por elección conveniente- de la constante de norm'aliza- ' 
ción N, que valga ¡para kr' -< 1 

·11 G12 (kr') = -: H 0(2) (Ter')-'" --'. 1nr' + const. (12) 
, . 4l 2re 

Com.parando .el valor asintótico de la funCión H.O(2) (Ter') 

Ji (2)(1.1") :~ 1 (2 e-i
(I<R-- .~) e7,crcos(CP-u/) 

.!l, V -;- V leR ..' . 

r'~ R -r cos (cp-a') 

, 
," 
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con (9) Y (10)",el valor de N qUi.' asegura (12) resulta ser 

l/N = ~l fi e-il1
"
R--T) . 

4i V -;; , V IcR ' 
(13) 

En la forma (10), con (9) y (13), las funciones G pueden 
servir, inmediatamenté, como funciones de Green .que permiten 
-construir; por 

(14) 

(15) 

soluciones de la ~ecuación ele onda 

que tengan, en el semiplanoo de Sommerfeld, valores predeter­
minados o de la función U 1 (o) o de la derivada normal 

S!fmpre que -el v,alor de R sea suficientemente grande. 

Como ya hemos' mencionado arrih:a, las relaciones (14) y 
,(15) quedan 'válidás, salvo términos de orden superior, en una 
superficie o' cualquiera, suficientemente vecina al semiplano de 
Sommerfeld, p. ej., en ,la superficie' indicada en la figura 1, 
siempre que la,distancia p sea pequeña en ,comparación con la 
longitud de onda (!;:p -< 1). 

Eligiendo, . en la superficie o' ,indicadq, 

zt;,( o') = - V1 (o') (16), 

( UU. 2 ) =_ (()U2 ) 

un a' un a' 
(17) 

las funciones 

(18) 

• 
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(19) 
l' 

satisfaoen- las cOndiciones de contorno necesarias sob.'-'e la super­
ficie o' y representan, con la aproximación deseada, las solucio­
nes que buscamps. 

Si nos limitamos a calcular las pe~turbaciones para a' > -
n;'2, en particular en la sombra geométrica, a/ >a, lo que 'co­
rre,sponde a la observaóón a campo oscuro, los integran,dosde 
los segundos, miembros de (14) y (15), con ..c16} y (17), con­
sist'en, en ambos lados de la pantalla, de dos factores de los 
cuales uno es muy pequeño menos en la cercanía inmediata del 
filo. Eso fluye del hecho, que en el mencionado caso siempre' 
una de' las caras de la pantalla se cncue'ntra en la sombra gen­
métrica, sea de la fuente luminosa U, sea de:) la fuente imaginaria 
que corre,sponde a G. De ahí resulta la convergencia rápida de 
esas integrales, a las que' contribuyen solamente unas pocas longi-
tudes de onda alrededor del filo de la extensión e13 o'., . 

, 
§ 4. La contribución de la cercanía del filo. - Para poder 

'evaluar las integrales (14) y (15). necesitamos los valores 'de las 
funciones uv G2; UU,2/ un y uG·d un 'en la vecind1!d del semip~ano 
de, .sommerf.elel, los que esLdbleceremos a continuación mi caela 
caso. . 

Simplificaremos el cálculo; dividiendo la superficie o', en dos 
partes: a) la cercanía del borde, la que comprinde el semicírculo 
r = p, - n < cp < O Y las parLes vecinas de los dos planos 
x=±p, O<Y<Yo; b) la parte alejada' de los dos planos, 
x = ± p, y >Yo.Eligiendo l~p <kyo4:':, 1 podemos encontrar 'en ca-' 
da una de 'las dos ~artes un desarrollo' conveniente de las Juncio"­
nes que nos interesan y podemos tratar las dos. p,artes por sepa­
rado. 

En la cercanía del borde, kr < 1, valé 
, ' 

r 1/2, 1t v- { cp-a ' cp+~ '} 
Ul = - T.I 1 =, V -;- ,el T ler sen ~ ~ cos -2- (20) 

, , . { "V"i ,1I v-' ( cp-a' ,cp+a')} G2=ljN. 1+ ' -;- elTkr' cos-
2
-+s,en-

2
- (21) 

I 

/ .. 

\ 
'\ 
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y , 
oG1 oG1 PU2 OU 2 • 
--= -- --= - en el semicírculo - 1t __ <,;_ en < O , on 01", on 01' T 

oG1 '± oG1 --= --, on' , OX 

OU 2 ,OU2 --- - "C - en los planos x = ± p on, - .. OX • 

con 

oG 1 = ~ V 2 ,ei : V le (oos ep+~' + sen' ep-a')' , 
ox ,2N 1t' r 2 . 2 

(22): 

OU2 =_ oU2 =~1/2 é: VIC(oos ep+a + 
01' 01' 2 1t 1" 2 

" ep-a) + sen -;- + ilf. s'en ep sen a 
2 , (23Y 

UU2 =:...... oU2 '=~'V2 ei: VIc (OOS' ep-a -sen ep+a). 
uxox 2 1t l' 2 2 , 

, Es característico para Iluestroproblema, .que el borde dei 
semiplano de Sommerfeld es un punto de ramificación y que 
las derivadas de las fluiciones presentan, en este punto, singl.l-' 

, laridades (integrables). 
I 

Introduciendo (20) y (2Z) , en í14). y {21). (23) en .. (15) e 
integrando sobre 

o J ,dco con r=p 
~ -1t 

P 
-1t 1t--J die, + J Yo d["" 

_ 31t +~ o 
2 Yo 

p 
,con l' = -1 c-'o'-s -ep-I 

, I 

~: 

,1 
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encontramos, sin ,dificultad 

1 V2e-i(1,n-,~), -------­
U

1 
- -~ - V~-4 V(l+sena) (l-sen a') 

2n n leR ' 

u - ~ -----
, _ le V2 e-i(1,n- :) 

2-- 2n . -;- V lcR 

( 
n· . 2lcY~) 2+ 1+ ln kp- . 

{ V 
' ( re ' 2leyo } . 

-n sen a H- (l-sen (1) (l+sen a')' 2 -1 + lnTp 

(24, 

(25) 

§ 5. La contribución de y >Yo' - Para evaluar las funcioÍles 
(1) y (9) Y sus derivadas de ambos lados del semiplano de Som­
lll,erfeld, a pequeña distancia. del mismo, observamos primero 

que 

V- ep-a'" V 2ler. s'en-
2
- .±' le. (r-x. cos a-~. SICll a) 

, , 

- 'ep+a' , ' . V 2lcr . cos --= ± V le . (l'+x . cos a-.:.y . sen a) 
, 2 

, ',', ' 

V- ep-a V _ "2Ier. cos '--o ' = ::¡: le . (r+x . cos a' +y . sien a') 
2 

. -' ,ep+a' . .' '- ' 
- V2lcr . sen~::- ~ y le . (r-x . cos a' +y . sen a~) 

para x ~ O respectivamente. 
Obtenemos, entonoes, para x --: ± p, Y >Yo 

'1 ," 

u, = ± Ttp cosa i~: ¡ 2i.-"'""" ¡":-,,; d, "f V;r-k=y=;l=-¡="t Y=se=n=a=J . 

. ± y¡,Y(l-'Clla) , . (26)' 
'. ,1 ,t';o '. 00 ,-- . 

. dG le cos' 0:' eiT { 'f ' '. e-iTty - } ± __ l =±. --=- 2ie+Uey SCll a', e-iT2 d;;±y 
dx . N Vrr , lcy(l+sen a') " 

=Fy "y( l+,cn a'\ 
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y 
.1t . 00 

" 2 e'T. 'f'. G =l- --'-- e rlc>, sen a e-n° d. 
2 'IV in ___ o " , 

.' ::¡= l' I,y( 1 +,en a') 

UU . ei.¡' { foo. ± o: = Ter cos2 a . yrc 2he -i/cy ,en a e-i 'C
2-d. (27). 

± V/cY(I-son a\ ( 

. "e-i1cy _ . Te V l:-sen a e-i1CY} 
±lk ±.- -8 . 

Vl~y(r-sen a) 2 cos2 a V ley 

Introducimos, pnmero, (26) en (14) '8 integramos sobre y 

00 

f d Tey. 
/eyo 

SLenao Teyo <1, podemos, en general, reempl~zar el límite 
inferior de la integral por cero. Solamente ·en el caso de términos 
donde las integrales div.ergen, en y = O indicaremos, en lo que 
sigue, el valor finito del límite inferi.or. Las integrales que oh ... 
tenemos s'e simplifican por las substituciones " 

z~2 .l~y 

:;¡::==' = e-,ia' do 2 "¡ 
V1-1-sen a " ' 

o .. Vl~)'(l+sen a) 

e dI' "d 1/1 ( ) f -i/'Y(I-sell a') 2 ¡" 
. ~y = e-¡a- o, o = y ~)' 1-sen a' 

. ' JITe)' V l--'--sen o/ " . 

y resulta, por cálculo directo, . 

" l V- -iOcn-.!!.) { "fOO . = cp 2 e 4 e-lZ 

U1 =-- . - V V (l+sen a) (l-sen a') - dz 
~ n ~ z 

2/CYo 

/ 

. "l .. . 
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. 00 +dtgC) 

+ 2. iV (l-sen a) (1-sen a') f e--id2 do . fe- i 'C2d• 
-dtgC) '0 

~ 2. iI'{11-sena) (l+sen .') ¡ ,-¡,: do +7" ,,¡~ dT 
o -dtgC)' 

00 00 00 

+ 2 . cos a . cos a' f eil'Y(80n a'-sol1~) f e- id
2 do' f d--i'[2 d. 

o + 1'IcY(I-'Cl1a) - 1'/,y(I+,ona') 

00 oo. 00 

+ 2 . cos a. cos a' I eil,y(,on a'-'OI1 el) f e- id2 dd f c- i't
2 

d. } 
o - YI,y(l-son a) + 1'/,y(I+8011 el" 

con 

. V1- sen a 1t a\ 
Ig ~ 1=-. ,~ = - - - ; 
, 1 +sen a . 4 2 

l+sen a' 

l-sen a" 

r.1t a' () ¡:::::-+-. 
4, 2 

(28). 

Introduciendo (27) en (14) obtenemos' de manera análoga 

-.. ' = kp. V'2 e-io,n-- :) { JOO e-!d
2 

. 
U2=-- - V (1-sen a)(1-sen a') . ~. do 

211' 11' ykR v 

00 +d tgC)' 

2i cos
2 

a J" .' J' n -+ e-Ld- do e-L'C- eh 
V (1-sen a) (1-sen a') . o -dLgC)' 

00 

+2. cos2 ~I 
o 

00 00 

eil,y(scn a'-sol1 el) d ley.' f -e-id~ do f e-
h2 d. 

_ + 1'/,y(I-80n a) - 1'/,y(I+60n a') 

(30). 
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00 00 

eil'y(,cn a/-,on a) d ley' f~-i02 do .r e-:-i-¡;2 d, } 

, - YkY(I':"',cn a\ + Yley(',+,cn a'\ , 

donde la primera integral puede, todavía, ser transformada inte­
,grando por, partes ' 

I 

,rOO e~i02 de; + ~Jlg h' e-rt:" d, = 2 tg l)1 + tg b' JOO e-1Z dz 't 

0 2 Z 
<lo -:- o 19 h' "'yo 

'00 + o 19 h' 

- 2í f e-i02 do f e-i-¡;2 d,_ (31Y 
o -o 19h' 

con 

... ",,' V1-l--Sen'cx/ 
tgu = , . 

1-sen uf 

Llama la atención el hecho, que, contrari,amente a (28), la 
expresión (30) no haoe intervenir en forma si~étrica' los ángulos' 
a ya'. v.eremos, sin embargo, inás adelante, que testa asimetría 
no les sino aparen,te J que las expresiones '(28) y (30) presentan 
simetría del mismo tipo. 

§ '6. Evaluación de las integrales. - Notamos, primero, qu~ 
para valor,espequllños de kyo vale con suficiente aproximación 

00 

J e-iz Te 
-ds=-ln'(. 2kyo- i -, 

z 2 
.kn ' 

In '( = 0,577 ... {32) 

,La integral 

00 +otgh 

~1 = I do I dr e-¡(o'+-¡;2) 

u -otgh 

'Quede ser' considerada como una integral en el plano. de: la fi­
gura 3 lextendida sobre la part'e rayada I de la superficie. Intl'\Oi-

... . ~ .. 

,1 
I 

" 
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T 

_______________ ~~~44~444444~~-u 

'Fig. 3 

. 
duciendo en el plano (<1, 'L) coordenadas polares (p, t¡J) resulta 

, 1 f+1> J'f 
Ii = ~ , dt¡J , 

-1> o 

, y obtenemos para las integrales que aparecen en (28), (30) y' 

(31) con la condición (29) 

(33); . 

(*) Para determinar el valor, a primera vista indeterminado, de la integral 

00 J e- ip2. clp2 

o 
tenemos que recurrir a la definici6n más rigurosa de' nuestras integrales, dada 

en (6). Entonces resulta 

. ~,. 
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00 +atg1>' , 

f ,od f ,od ,(1t (Jl) 'e-¡a" es e-rt- , = - t - + - . 
" , 4 2 o -a~~ . 

(34) 

Para determinar, finalmente, la últim~ ,integral, 

00 00 00 
1

2
±;:::: f eil,,.{,ena'-6e11a) dley I e-ia2 des ,f e-i-¡;2d, 

i 
, (35): 

o ± ]l1,y(' ,on al :¡:: ]l1,,.(,+.en a" 

partimos de la identidad 

00 '/ 'f V' --' e-ley 2 ile s,en a. . e -il,y '0" a e- ia' des ± le 1 -:- sen a. -:-=- = 
- . . ¡Iky 

± 1'I'y('-50n a'. 

Multiplicando los dos miembros por 

,," , loo 'Od e"y80na e-n-, ' 

± 1'1,,,('+5en a') 

integrando sobre y y transformapclo por integración por partes 
obtenemos 

00 [ 00] = - 2,r DDy e.-il,y '0" a' f e-ia2 des ~+il,,, 8en a' 

, O ± lilcY('-80n a) 

00 
d7cy f e.,-,N d, ' 

:¡:: 1'I,,,('+80n a') 

'_2[eil,Y(,e11~'-80~~) roo 'a2 d rOO' '-¡;Od]OO e-¡ es , , e-¡" , 

± l';-'lcj7'('---80-n a-;-) :¡:: 111,y('+5011 a" O 

00 
+ ~! e.-il'y ~011 a dIe)' 

o ± ]11,,,('-,011 a' 

.,~ 

" 

I 

! 
I 

, 1 

i 
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, 00 00 

, . 1t. VI +sen a/ ( ,. f -' ~ d : =-t,-+2¡!;:sen a'I2± :1:::2 e-Wdd e 11: T. 

, 2, " l+sen a tí +cltgli 

De aquí fluye inmediatamente la relación 
• 

~ " (sen cÍ/ - sen a) . (12..¡i-¡-1 2-) = 1t " 

V 
00 + cllg b' , ' 

~'2i l+sen a' f e-: io2 dd f e-i 't2 dT _ 2iV 1-sen a 
l+se"n; a - 1-sen'a" o -olgli', 

, , 00 '+olgli', 

f e-i02,dd, f e-iT2 dT '(36).! ' 
o -olgli' 

,y, COn (33) y (34), .el valor de la integralgue nos interesa 

1 ++12-= 1 
- 2 sen a' -sen a 

" 

{~'~V~n7(~_~)_V1' sena (~+ a')'} (37) 
2 l+sen a 4 2 ' ',1-sen a' 4 2 

§ 7. Resultado del, cálculo. - Introduciendo los valores obte­
nidos ,en .(32), (33), (34:) Y (36) en (28) obtenenws 

:;= !;:p V2 e-i(1,n -: :) 
u1 =-- --'----

21t, 1t V/eR 

{ V (1 +seri a) (l-sen a'}, ( - ln 'Y 2lcYo-i ;),' 

+ V (l-sen a) (l;-sen a') (; - a.) + (3S)l 

+ V (l-1-sena) (l+sen a') (: +a') 

+ cos a ,oos ~, [1t ,_, V (l-sen a) (1 +sen a') ( ; +a; + ; -0,) J } . 
sen a' -sen a. ' ,cos a co§ a :-

Para ,evaluar (30) con (31) llevamos, prImero, estas rela.-
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ciones con ayuda de la identidad (30), a una forma más simé:'" 
trica . 

", k V--i(1'R-~) { . = . P 2;. el . 4 ' , 
u2=--2 -,/ n(l-+sen a) + 

1f . n r kR 

+ V (l-sena) (-l+sen a') (2-ln y21cy~ ~ i ~) 
. 2. 

. - 00 + (Hg 1> 

- 2i V (l+~en~) (l+sen a').r e~id2 dCJ .r e- i,2 d-c 
o -alg1> ,.(39 X 

00 +dtg1>" 

- 2i V (l~sen a) (l-sena') f e"':ia" dC1 f e-i,2 d-c. 
o -alg1>' 

+ 2 (i+sen a) . (l+sen a'.) . (12++12-) } 

, ' 

y, observando (32), (33), (34) Y (37), a 

. . H' . 

1 V
- :n-.(1,R--4 ) { = cp 2 ov ' 

U2=--' - ,/ 'n(l+sen a) + 
2n. n r kR 

- V (l+sen a) (l+sen a') (; - a, ) -

- V (l-sen a) (l-sena') (~+ai:') . (40) 
.' 2 

+ (l+sen a) (l+seÍl a') 
sen a'-sen a 

[.
n-l/(l-sena) (l+sena'; (~ -a.+ ~ +a')]}. 

cos a··. cos a' 

Sumando, finalmente, (24) y (38) Y (25) Y (40) l1egamos~ 
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- a las soluciones buscadas 

Tep V2" e-i(l,n - T) 
u1(R, a/) = - 2re 1C - l/TeR 

{V(l+sena) (l-sena') (; +l-ln yTep-i;) 

+ JI (l-sen a) el-sena') (~ -a) + 
""' 

+ JI (l+sen a)_(l+sen a') (; +a') 

(4]). 

- 1t '1t } cos a cos a' - - - -a - +a' + , [1t-V(l-sena)(l+sena') (_2_+_2_]) . 
~a-~a ~~ ~~ 

, - 2 V-, -i(len -~) " re, 2~ e 4 
U2(R,a)=- - - .1 

, Tep, re y TeR 

[l'lI + i(l-sena) (l+sen a') (~+ l-lnykp - i-;-) 
2 2) 

- -y (l+sen a) (1+sen a') (~-- a ) -_ 2 

+ {l+sen af(l+sen a') 
, s,en a' -sen a 

" ,- i(l-sena) (l-sena') (; ~ al) 

1I- -Y(l-sena)(l+sena')/ 2 -a +2 a) . [
. 1t ,,1t+']] 

:' \ cos a cos a'" 

(42). 

Los términos 'reales en los paréntesis de (41) y(42)~ co­
rresp.onden al cambio de fase que acompaña cada desplazai-­
miento de una superficie reflejante. :Ellos no modifican la inten­
sidad de las ondas consideradas y tienen poco interés físico. Los 
términos imaginarios, sin ,embargo, afectan la intensidad de la luz 
y- son más significativos. Estos términos provienen de la parte 
imaginaria de-la integral (32), 
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00 " f .sen2lcy d ' 
~ y 

Yo y 

, y su origen puede ser localizado en el primer c~arto ~e onda de 
las dos caras planas de d', cerca del filo. 

Formando lass soluciones (18), (19), con (1), (2), (3), 
(41) Y (42) Y ,elevando al cuadrado absoluto, obtenemos para' 

la intensidad 

y 

2 ( 
7C , a) 2 ( 7C a') ~ (44V - 2 cos -1- cos --"'9. )" 

IV 21 2 = 1 D 4, 2 J ~ [1 - lcp (sen a.' -sen a)]. , 
n ~1l. (sen a' -se~ a)2 

§ 8. Discusión. - Las ·ecuaciones (43) Y (44) representan el 
resultado final, las intensidades de la luz difrat;:tada por una cu­
chilla en la región de la sombra (a'>a), para ondas incidentes 
que oscilan paralela y normalmente con respecto al filo. Los fac'-' 
tor,es afuera de los paréntesis corresponden a la solución de, Som­
Ip.'erfeld y valen, pues, para p = o. Los paréntesis representan la 

. fl ' . dI d· . .., (1 2np -<:1) m uenCIa e ra 10 p en pnmura aproxunaclOn cp =T . 
Esta influenciá dismii:mye la intensidad y tanto más cuanto más 
entramos en la sombra. La relación de, ampas intensidades es in­
dependiente de la curvatura p eI). la aproximación apetecida. 

Hablando más J8xactain!'lnte, nuestro resultado contiene no 
solamente la influencia del radio de curvatura del filo, sinOi al 
mismo tiempo la del 'espesor 2p de la· cuchilla es', la que Ca,ITIr 

paramos con la lámina es (véase la figura 1). 

, .... 

,~ 
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EL MECANISMO DE LA BOMBA A CHORRO 
. DIFUSOR PARA ALTO YACIO 

pOLENRIQUE GAVI?LA, CRISTALERíAS RIGOLLEAU 

(R~cibido ellO de junio de 1950) 

ABSTRACT: An experimental study is made of the factors governing the wor­
king of a vapor jet (diffusion) pump. A silnplified tecnique for .measuring 
pump speeds. is described. 

Gaede 's diffusion is not needed, it is present as a negative term and it has 
to be kept sma11. Langmuil"S condensation is important undel' a11 conditionas, 
Tlle postulated maximum compression factor of 100 does not exist: values of 
up to 4.10" for a single stage and 9.10" fol' 2 stages heve been measured. The 
.bellaviol' is different undel' "static" and under "dynamic" conditions: in the 
first case the jet pump' wol'ks mainly as a ventil, in the second alsoas a 
compressor . 

. A sman "booster" pump is described ~which stands. betwee~ 2 arid 3 .mm 
Hg forepressure worlting with butyl·phtalate and gives a speed of up to 6 
ltsjsec with an intake tube of 27 mm inside diameter. 

Tlle speed - of a j ~t pump is not constant below a certairi value· of the 
forepl'essure: this is so 'accOl'ding to expel'ience and to theol'y. 

The impol'tance of tho n bordel' of oil" and of the "second diffusion" 
(independent fl'om: 'Gaede 's) is shown.· . 

A fol'múla is given fol' the speed, to:kiug into accouut ¡the swept volumet 

outgassing and oil crackin~, "clean up" and "ge~tel''' action, Gaede 's an 
the Second Diffusion. 

1 ntl'oclucción 

La. técnica de la construcción de bombas a chorro para alto 
vaCÍo. ha hecho notables progresos a partir ,de los primaros tra­

. bajos ele Gaede¡(1), Langmuir (2) 'j Crawford (3). De la: velO! 
. cidad de 0,04 a 0,07 litrosjseg obtenida originariamente por 

(') W. GAEDE,' Auu. Phys. 46, 357 (1915); Zs.techn. Physik 4; 337 (1923): 
(") r. LANGMUIR, Phys. Rev. 6, 48 (1916). . 
(3) W. W.· CRAWFORD, Phys. Rov. 10, 557 (1917). 



~ I 
I 

;', 

:( 

" ('. 

f; 

) 

; 

r: 
r 
':' [, 
I~ 
G 
[i 
" 
~ 

~.; 

-445-

Gaeele en su difusor a ranura de unas décimas de mm. de ,a n- ' 
cho, se ha llegado a más de mil lts/seg en caños. de diámetros 

, que s'e acercan al metro. . 

La teoría no ha progresado, si/). embargo, al. mismo paso, 
a pesar de l'as contribuciones efectuadas por Alexander (4). Sub­
sisten aún prejuicios provenientes de razonamientos hechos sobre 
modelos primitivos o especiales, razonamientos .que no sonapli­
cables a modelos posteriores diferentes, tales como: 

a) el factor de compresión máximo por escalón es igual .a 
100 (5); 

. b) la velocidad no depende de la presión prelimi~ar, por 
debajo de un cierto valor de esta; 

c) una bomba a chor-ro de aceite soporta, cuando mucho, 
algunas décimas de milíml;\tro de presión preiil:nin,ar (Strong, 
1. c., p. 111). ' 

Ver·emos que estas afirmaciones o son incorrectas o tienen 
validez únicamente bajo condiciones especiales. 

Una vieja controversia entre las escuelas de Gaeele y de Lang­
muir colorea, por otra parte, la literatura: Gacele pone énfasis 
sobre la difusión delgas proveniente del recipiente de alto vacío 
contra la corriente de vapor de retroceso que suí'ge de la gar­
ganta de clwpada; Langmuir pone énfasis sobre la condensación 
del chorro de vapor que m;rastra al gas y lo deposita parcial­
menLe sobre Ja pared fría. . 

I 

El propósito de reste trabajo fué inicialmente, estudiar di-
seños d~ bombas a chorro que, fúnoiona,ndo con aceite, sopor- . 

I taran presiones preliminares relativamente altas. A ello se le ha. 
dado poca importancia en paí&es donde uná bomba mecánica 
que chupe 2 o más litros por segundo a 1O-2.mm. es fácil de 
adquirir. Aquí tenemos que trabajar, a menudo., en condiciones 
menos Javorab1es. ,Al perseguir este propósito, se ha conseguido, 
al 'mismo tiempo, aclarar algunos conceptos y preci:3ilT el inodo 
de funcionamiento de las bombas a chorro.' ... 

(') P. ALEXANDElt, J .. Se. Instru,ments 2.3, '11 (1946). 
(ü) J. S'l'ltONG, Procedures in Experimental Physics, p. 112 (1938) repite la 

afirmación de Gaede. 
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Aparato de Pruebas 

La velocidag de un equipo de bombas trabajando en' condi­
ciones ,estacionarias, se determina midiendo el flujo de aire que 
entra al aparato, en presióri por volumen sobre tiempo, y divi­
diendo ¡este flujo' por' la presión estacionaria dentro de la'cá­
mara de alto vacío. La Y·elocidad medida incluye la conductan-
cia de la tubería. '. .' 

La figura 1 muestra, en forma esquemática, el· ~lispositivo 
usado. Consta de un Macleod para medir la 'presión fina P2 ; 

un manómetro a aoeite (phthalatoc1e butilo) que indica la dife-

Fig. 1 
Dispositivo parar ensayo de bombas' de vaeío 

_ r,encia P d, entre, la pr~sión fina y la presión px:eliminar; un gru­
po de capil,ar,es finos y largos que permiten la entrada continua 
de pequeñas. cantidades de aire (flujo); un manómetro incor-

(j 

¡. 
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-447-... 
porado a la bomba para medir la pre~lOn Pe de «caldera»; un 
balóú V que 'estabiliza'la presión preliminar y sir~e de trampa 
de protección; un tubo secador, robinetes y las bombas ,a chorro 
-,- difusor amplificador de 2 escalones (D. A. 2) - Y mecánica 
preliminar (*). 

Los capilares son hechos estirando rápidamente un tubitq 
calentado' al soplete. Para calibrarlos se procede del siguiente' 
modo: se. cierran los extremos libres de los capilares con una 
llamita; se desgasa el aparato lo mejor posi~le, teniendo ambas 
bombas en funcionam~ento durante algunas horas y calentando 
todas ~quenas partes, que soporten este tratamiento - ,especial­
mente el MacIeod; se cierra el robinete R1 y se toma, simultá­
neamente, una lectura de presión con el Madeod; se toma una 
segunda l'ectura algunos minutos después. El aumento' de pre-, 
sión por el volumen del aparato desde el difusor hasJa el robi­
nete, sobDe ,el. tiempo transcurrido. indica el flujo de gases y 
vapores que se' desprenden da las paredes interiores, del aparato 
y de los cuerpos que contiene. Si este flujo fuese grande (¿jun­
las de goma,?!), es C:onv,enÍJente liocalizar su ',origen introdu­
ciendo, si es necesario:, robinetes adicionales. Se supone que 
las pérdidas, o entradas de. air,) exterior; ya han sielo elimina­
das. Evacuado de nuevo ,el aparato, se efectti.an simultáneamente 3 
cosas: se cierra R1, se toma una lectura P 2 Y se quiebra el ex-

. tremo de uno de los capilares. Se to~a una segunda lectura 
con el MacIeod despuéS de n segundos. Se funde el extremo del 
capilar. ,Se tiene así el flujo del capilar más el flujo de c1es­
gasamiento. Es importante qua la descarga de aire se produzca 
contra una pared, y no en dirección a la garganta de chupada. 

La producción de flujos conocidos y prácticamente cons­
tantes mediante el método descrito tiene veiltajas sobre el proce­
dimiento usual que requieI'le una válvula a aguja, un capilar ca­
librado y una gota de mercurio: es más fácil de construir; hay' 
menos posibilidades de pérdidas incontroladas; se tiene en cuen­
ta el desgasamiento (no despreciable) del aparato y la descom­
posición del 'aceite ; el estado estacionario producido al abrir un 
capilar con una o ambas homhas funcionando no tiene límite de 
tiempo; con capilares de sección prácticamente constante, el .flujo 
es inversamente proporcional a su longitud, de m~do que puede. 

(*) Micropal B 2' de ia "Compagnie G6nérale de Radiologie". 
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haoerse una serie de med¡das acortando un capilar, con una sola 
calibración. El Macleod usado permite medir hasta una fracción 
de 10-5 mm Hg; el manómetro de aceite P d permitCi leer el décimo 
de milímetro' a simple vista y -el centésimo con una lupa. Debe 
notarse que PeZ es la diferencia entre la presión preliminar y la 
presión fina' P2 ; la presión prClimin~r es, pues, Pd +P2 =P1 · 

Ens.ayos sobre Cond,ens~ción y Difusión 

C~awford (1. c.) ¡ construyó ya en 19¡ 7 bombas a chorro 
sin !circulación de agua. Ellas r1equerían una presión preliminar 
relativamente baja. Par,eCÍa interesante tratar de obtener una 

" 

Fig. 2 
'Efecto de la refrigeración 

bomba del mismo tip'o que resistiera una preslOn pr~liminar re­
la;tivamenbe alta. A tal efecto fué diseñada y construída la 
bomba cuya' parte -esencial se encuentra reproducida ~l tope de la 

,~ , 

l. -1 
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'figura 2. El -cuello era COllICO y tenía un diámetro mínimo 
igual al del 'extremo de la tobera. Llamaremos, a esta bomba lb. 

Llenada con aoeite, colocada en el aparl;lto, de pruebas yde~­
gasada, la bomba a chorro no funcionaba: Pd era igual a cero 
y P 2 era igual a la presión que se obtenía cori la bomba me.oá-

'nica sola. Podía observarse, a simple vista, qlJ,e una parte del 
chorro de vapor emergente de la' tobera retrocedía haciá el lado 
del alto vacío. Estába'mos, pues, en el caso Gaedeano: los gases 
debían difu~dir a través de la contracorriente de vapor prove­
niente de la garganta de chupada; pero no difundían eLl, canti­
dad suficiente para modificar las lecturas manométricas, a pesar 
de la teoría de Gáede. Abriendo un capilar fino, de flujo 0,0025 
litros mm/seg, la bomba a chorro funcionaba, si se permitía que 
Za presión prelimil,wJ' aumentase hasta 0,35 mm. lIg. En este ca­
so con Pc = 60 mm. de aoeite se obtenía P2 =0,1 y Pd =0,2S 
mm Hg. T'eníamos así un factor de' compresión F=P1/Pz 
= 3,5 Y una velocidad V = 0,.0025/0,1 = 0,025 lts/seg. 

Este, resultado, es ,importante para la teoría. Mientraos en el 
sistema r,einaba la presión de 0)02 mm. producida por la bomba 
mecánica, la contracorriente Gaedeana n9, permitía, grácticamen­
te, la llegada de gas a la gargantnde chupada; su velocidad era 
tal que la difusión del gas er,a, prácticamente, nula. Gaede man­
tenía baja la velocidad de la contracorriente de vapor usando 
capilares o ranur,as finos, ele décimas de milímetros de ancho <> 

. de diámetro. La garganta de chupada tenÍ~ en nuestro caso 2 mm. 
de ancho. La experiencia muestra que esta velocidad puede ser 
reducida, también, aumentando, la presión del lado d~l alto vacío 
(por la abertura del capilar) y reduciepdo la velocidad de la bom-, 
ba ,a chorro por el aumento de la presión preliminar. Esto úl­
timo se consigue obturando parcialmente la conexión a la bom-
ba mecánica. ' 

La observación anterior' sugiere agregar al escalón a tobera 
un escalón a sombrilla, del lado, del alto vacío, que pudiera tra-:­
baj:ar a una presión pr,eliminar (intermedia entre ,ambos esca': 
Iones) de 0,1 mm. El escalón a tóber'a funcion¡uía como vál­
vula capaz de soportar 0,35 mm de pre~ión' preliminar y el es-
calón ,a sombrilla como compresor. • 

La contracorriente no' es, pues, indispensable gara el fun­
\ cionamiento de la bomba ,a éhorro com,o ,Gaeele lo creía, sino 

un inconveniente que hay que tratar de reducir a un mínimo. 

, ' 
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'\ Ello se consigue de varios modos. U no de ellos es la condensa-' 
cian de' Langmuir. , 

Envuelto .el cuello 'con un algodón mojaido, el comporta­
miento de la bomba cambió radicalmente .. El mismo está des­
crito por la curva inferior, ,en forma ele arpa acostada de la fi­
gura 2. Para interpretarla' conviene aclarar algunos conceptos. 

Válvula y Compresor; Sislem,as Estático y Dinámico 

Desde que se generalizó el uso ele· bombas a chorro de gran­
des Ylelocidades los autores separaron los sistemas de vacío en 
«estáticos» y «cinéticos». En los priineros se suponía que la 
parte deaIto vacío er,a hermética y tan bien desgasada que la 
bomba, después de un corto tiempo, trabajaba esencialmente co­
mo válvula; en los segundos se suponía que la parte de alto va­
cío ,o no había sido desgasada o poseía juntas de goma o de lacre 
que no permiten un buen desgas amiento o tenía pequefias pér­
didas de magnitud tolerable. Sears (G) ha llamado recientemente 
la atención sobre el hecho de que esta separación es artificiosa. 
rodos los ~temas son cinéticos, en ese sentido, pues el clesgasac: 

miento nunca es completo y siempre existen en el' 'alto vacío va­
pores del líquida: que se usa en la bomba, descompuesto o no. 
La direr,encia es pues, cuantitativa, y no cualitativa. 

En otro sentido, sin embargo, conviene distinguir dos tipos' 
de funcionamiento. 1) Si en el aparato de figura 1, con los ca­
pilares sellados, después de un tiempo de funcionamiento de 
ambas bombas, se cierra elrobinete Rv la presión . en el «reser­
voir» V aumentará lentamente debido al desgas amiento y a la 
uescomposición del aceite. El factor -de compresión F = P l/P 'J 

recorrerá una cierta curva en función de la' presión preliminar 
1\. Lo mismo ocurrirá con la velocidad; ésta puede calcu­
larse únicamente 'si se'conoce el flujo proveniente de la parte 
de alto vacío; 2) Si' el robinete Rl está abierto -ambas bom­
bas funcionando - se quiebra el extremo de uno de los capi­
lares y progr,esivamerite se acorta su 'lorigitud (aumentando el 
flujo) el faCtor F y la velocidad V recorren ahora, en función 
de la pr,esión ~eliminar una curva distinta de la' ~nterior (véase 
figuras 2 "y 3). ' ; 

(0) G. w. SEARS, Rev. Sci Inst. :eo, 458 (1949). 



• 

-451-

En el primer caso la cantidad de gas que labombacompri": 
me es tan pequena que no perturba casi el o los cho:rros de vapor. 
Estos conservan (casi) todo su impulso para impedir la difusión 

. de gas de la zorra de presión preliminar al alto vaCÍo (2ia . di­
fusión). La bomba . trabaja como válvul~ que sosHene una pre­
sión preliminar «Iestática». 
. En -el segundo caso el flujo de gas.a temperatura ambiente 

reduce .el impulso y' pert<irba la dirección del o de los chorr:os 

10 

\ 
\ 

\ 

..... ..... 
..... FACTOR! ESTATICO ~'''':r /.... l DINAMICO .......--

\ 
\ 

\ 
\ 

{
ESTATICA _.+_:\-­

VELOCIDAD DINAMICA ~ 

PRESION 

Fig. 3 
Factor y velocidad 

de vapor. Este efecto perturbador es taMo mayor cl!anto mayor 
. es iCl flujo. Ello reduce Ja eficiencia de la bomba a chorro como 
válvula y también su velocidad. La presión. preiiminar será aho~ 
I'U la que resulte del flujo y de la velocidad de la bomba mecá­
nica. El factor de compl'esión y la velocidad tendrán, ahora, en 
función de la pl'esión preliminar, valores menores que antes .. 
Este .casopuede ser llamado «dinámico»; 'la bomba trabaja -:::0:" 
mo compresor y como' válvula.. . . . . '. .' 

A partii.' de' un punto cualqu1era de la segunda curva se 
puede cerrar el ro~inete R1 : F y V recorrerán curvas semejantes 
a la que se obtenía cerrando el robinete con el mínimo fltijo. 
Sus val9reS serán &iempre menores que los de esta últim~, de-

\,~.~ 
.' -.¡ 

I 

'.' 

• 



¡' 
,1 

, : 

ji 
I 

• 

-4:52-

, bido a la perturbación producida por el. flujo mayor. La curva 
«estática» correspondient~ al flujo mínimo enCIerra todas las 

'otras curvas análogas. 

Ens,ayos sobre Difusión y Condensación 

, La curva en for}lla' de arpa acostada al pie de Fig. ,2 mues­
tra los resultados obtenidos con la bomba lb refrigerada con 
'un algodón mojado envUJelto en la zona del cuello y proximida­
des. La \ rama supe;ior cor~espo~de al c~~p~t~mientb «.estáti~ 
Co» (con RL cerrado) y lamf,erlOr al «dmamICo;» (Rl abIer~o). 
La presión pÚlliminar máxima que soporta es, rela,!ivamente 
satisfactoria. El ,factor de compr,esión, ,en cambio, en condicio­
nes dinámicas, con algun3,s décimas de mm de presiónpr~limi­
nar, es reducido., Para 2.10-2 de presión preliminar se obticne 
tan sólo 2.10-3 en el vacío «fino», valor insuficien,te. Estos he­
chos muestran qUJe la bomba trabaja relativamente bien como 
válvula, pero' deficientemenle como compresor (v,elocidad pe­
q'ueña). La refrigeración ha reducido la contracorriente' Gae­
deana permitiendo la condensación de una parte del exceso de 
vapor que no pasa por :el cuello. La refrigeración empleada es ' 
deficiente, pues dI algodón mojado no disipa rápidamente 'Cl 
calor. Un enfriamiento eficiente mejoraría, sin duda, el compor- " 
tamiento de .la bomba. Pero sacrificaríamos el propósito ini­
cial de poder trabajar con refrigeración a aire., 

; Era dé esperar que la contracorriente se redujese, si se tranS­
formaba el cuello cónico en uno cilíndrico, de diámetro igual 
al que tenía len la gargaJJ.ta de chupada ,(al nivel de la boca de la 
tobera). Esro fué hecho sin modificar el resto del aparato. La 
bomba transforma,da funcionaba, ahora," sin y con refrig;era­
ción a agua. Las, otras 2 curvas de la figura 2 muestran los 
resultados obtenidos. 

Con refrigeración a aire se obtuvo un factor (le compresión de . 
hasta 300, en condiciones dinámicas, para flujo pequeño, con 
u'na presión preliminar de 5.10-2• Ello da un vacío fino del or­
den de 10-4• ·Pero la presión preliminar máxima que soporta 
es, ahora, reducic;la. Con el robinete cerrado se ha obtenido una 
velocidad de 0,44 ltsjseg para P 1 0,15 y flujo =0,0011 . 

. Con un algüdón mojado envuelto alCl~el1o; el factor ,au-

• 
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,men1lR liasta 2330 (*) Y la preslOn prelirilinar maXlma hasLa 
unas 3 décimas de mm. La velocidad alcal¡zaahora 2,2 lts/seg 
para flujo = 0,001 y Pl=O,lO mmHg. ,UnaJdrigeracióll efi-
ficiente mejoraría, seguramente, los resultados. ' 

Observ1emos, qe paso, que el dactor máximo» 100 por es­
calón no ,existe: aún sin refrigeración a agua hemos obtenido 
F = 300 Y con una refrigeración rudimentaria cerca de 8 veces 
más. 

Estos ensay'Üs muestran' que uno ele los efectos' (hl la refri­
geración es eliminar, éfi gran parte,. ,por oondensación, el exceso 
de vapor que ,de 'Otro modo g'eneraría la contracorriente Ga1e­
deana. Se podría pensar en diseñar el cuello cilíndrico y la tobera 
de modo tal que no ,hubiera exceso de ,vapor ni contr,acorrienUe. 

, Ello n'Ü puede ser realizado sino para' flujo cero o para un flujo 
préfijado, pues el gas frío que se ;nezcla con' él chorro de va­
por cambia las trayectorias de las moléc1.l1as de éste, producien­
do un ensanchamiento del chorro. 'EsLe ensanchamiento' varía 
con el flujo. Si para un cierto flujlo el diámetro del cilindro 
es conecto, para uno mayor habrá exoeso ele vapor, y para 
uno menor el ch:or11O no Üenará el cilindro y no servirá de vál­
vula. 

Con reirigeración a aire el cuello necesita tener diámetros aJ)'i­
plios para mantener ,dentro ele límites la contraoorriente (diseños 
d~ Crawforel l. c.), pero la presión preliminar tolerada se hace 
exigua. Con refrigeración a agua corriente se puedé reducir el diá­
metro del cuello y aumentar con ello la presión prelim~nar tolerada " 
siI1 produlir una contracorriente peligrosa; pero se reduce la 
velocidad de chupada. ' 

Es interesante observar que' para un mismo euello cilín­
drico la refrigeración aumenta el valor de la presión prelirriinar 
tolerada (figura 2) ; ello muestra que el' exceso de vapor, ade­
más de producir la contraoorriente, reduce el impulso hacia alle-

.lante del chorro. Se produoen, seguramente,' torbellinos de va­
por no condensado a lo largo de las paredes, los que absorben 
parte del impulso del chorro y lo transmiten a 'las paredes la­
te,rales, restándolo' al necesario para: oontener la pl1esión pre­
liminar. 

(*) En una medición posterior se ha llegado hasta F=4.10' para P,=O,09. 
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Para _ obtener -presión. preliniina~ y velocid~d altas .parecEl 
conveniente' uS,al' 2 escalones, uno diseñado, ,como válvula de re­
tención y 'el otro como compresor develoci¡lad razonable. 

, Bomba a Chorro de 2 Escalones 

El diseño de esta, bomba está indicado, esquemáticamente, 
en figura 1; los resultados de su prueba en f.igura 3. Tiene' fie­
frigeración a agua corriente. El tubo de conección al alto vacío 
tiene un diámetro interior de 27 mm y el que va a la bomba 
preliminar de'15 mm. Los resultados, de su prueba están indi­
cado1i ,gráficamente en' figura 3 y numéricamente en Tabla 'I. 
Los puntos llenos oorr,esponden al valor del factor de compresión 
(la rama superior enoondiciones estáticas· y la inferior dinámi­
cas), con escala a la izqui~r'da. Las pequeñas cirounferencias,a 
la velocida,d, 'en condiciones dinámicas y las cruces, e~ condicio­
nes lestáticas, cuya escala ,está -a· la ,derecha. 

La presión preliminar que la bomba soporta en condiciones 
estáticas depende de la presión de' caldera. La cur.va llena fué 
tomac1aopn una presiÓn de caldera de unos 65 a, 70 mm de aceite 
o' sea 5,0 a 5,4 mm de mercurio; la de puntos y rayas, con 85 mm 
de aceite, o sea 6,5 mm dé mercurio. Este aumento, hace crecer 
la presión prdiminar máxima estática de 2,3 a cerca ,de 2;7 
mm. Hg. 

La _rama estática de la curva factor de oompresión arranca 
del punto Pi =0,11, P21=2,2.1O~4, flujo 0,0011 (m~edlda N°. 6 
de tabla 1) de la curva dinámica;· esto es, toda ella está tomada 
con el capilar No~, 2 abierto y el robinele R i cerrado. Lo mis­
mo vale para la ramia lestática de la curva de velocidad. Si las 
curvas estáticas arrancasen de puntos de menor flujo de la curva 
dinámica, su recorrido 'sería análogo pero sus valores podrfan 
ser considerablemente superiores. Los dos puntos al tope, por 
ejemplo (mediciones ly 5 de tabla. 1), indican valores F = 5.104 

Y 9.104 para una curva «estática»' cuyo, ,flujo, formado por el 
desgas amiento y la desoomposición del aceite, no se conoce, pues 

,los capilares 'estaban cerrados. N o es posible, .sin el valor del 
~lujo, calcular una velocidad corr,espondien.te a los mismos. ", 

; I Se dioe arriba que esos puntos corresponden a la rama está-
tica porque, si bien el robinete estaba abierto, la presión preli-
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minar ,de 0,10 y 0,t8 n.o era debida al flujo proveniente del alto 
vaCÍo sino a la humedad y ~apor,es' del, aceite de la bomba me_o 
cánica preliminar. La pr,esencia de estos vapores reduce prácti­
ca.mente a cero, para flujo Ide alto vacío despreciable, la velo­
cidad de la bomba mecánica, loO que es equivalente, en cierto 
sentiao, a oerrar el robinete. 

La reducción de P 1 de 0,18 a 0;10 se dl,'lbió a una lim­
pieza del tubo secador después 'de la medición No. 4;. 

La curva dinámica se interrumpe con un' cierto flujo má:x:i­
mo, cuyoo valor puede ser aumentado si se aumenta la pre.,ión de 
caldera; para un valor de la presión preliminar algo inferior al 
que se alcanza en condiciones estáticas. 

Conviene observar que para mantener la presión de caldera 
P c constante al negar a presiones preliminares el',evadas, es, ne­
cesario aum~ntar la calefacción. Ello se debe a que P c es ola di­
f,er'encia mitre ia presión de caldera y la presión prel'iminar, de 
l1Jodo que la presión total de calc1era es P c + P l' Al au-' 
mentar Pl' se reduoe la corriente de "evaporación si no se aumenta 
simultáneamente la temperatura. En las mediciones No. 32 y 
33, por ejeinplo,fué necesario aumentar la calefacción de 138 
a 210 watios para mante~er Pe = 70. mm aceite. Si se permitía 
bajar a la presión de ese valor, la bomba no podía contener el 
empuje de la presión preliminar y fallaba. 

Podríá pensarse en aumentar aún más la presión de caldera 
a 'fin de tol'erar mayores presiones preliminares: lIay dos lí­
mites: uno' es la difeI~encia de nivel entre lasuperfic:i,e líquida' 
en caldera y el punto de arranque del' tubo que conduce: a 'la 
'bomba prelimínar; el otro es -el' hecho de que al aumentar la 
cantidad de vapor circulante más allá, de eiettolímite, disminu­
yen la vélocidad y el factor de compresión de la bomba. En las' 
mediciones 3 y'~ de tabla 1, por ejemplo, funcionandó la bom­
ba eIi condiciones dinámicas, con un capilar de flujo 0,0079 lts'; 
mm/seg 'abierto, 'el q~e producía una presión preliminar de 0,32, 
con 15 mm aceite (1,15 mm Hg)de presión de caldera, se ob­
tuvieron V= 3,2 lts/seg y F = 130; aumentando la presión de 
caldera a 80 mm aoeite (6,15 mm Hg) los valores se redujeron a 

\ V = 2,4 Y F = 95. Hay un aumento de 34 % en la, velocidad al 
reducir P C' \ 

Este .efecto se debe, seguram1ente, a que con la cantidad de 
~il.por circulante aum:enta la densidad de la contracorriente Gae-
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deana, principal obstáculo, a la negada del gas a la garganta. de ' 
chupada. Si el líquido hierve en forma irregular, con explosio­
nes, ,en el momento de una. de éstas bajan la velocidad Y' el fac­
tor por la misma razón. Esto introduce fluctuaciones en las me­
didas. Pueden evitarse desconectando la calefacción unos cuantos 
segundos aubes de medir. Convieile observar, también, que, con 
frecuencia, al aumentar e~ flujo aumenta V pero se r'educe F. 
Véase mediciones No. 7 Y '8, 24 Y 25, 28 Y 29. Esto muestra las 
limitaciones del conoepto de velocidad, medido en volumen so­
bre tiempo, para la descripCión' del funcionamiento de una 
bomba a chorro. 

Con esta bomba se ha conseguido el propósito inicial de 
construir una «amplificadora» (<<booster») que sopor.tase pr·e­
siOiles pl1eUminares del orden del milímetro, fácilmente obteni­
bles aún don bombas lweliminares m~~~s, y tuviese una veloci­
dad de varios litros por seglllldo (4,1 lLs/seg a 1 mm de presión 
presliminar«ICstática» Y 2,4 a 2,9 Its/seg en condiciones diná­
micas con flujo del orden do 0,1 lts mm/seg) Y presion fina i~­
ferior a 10-3 mm len el primer caso Y de 4.10-2 en el segundo. 
Ella ,amplifica el po:der de una bomba pr.eliminar chica, de 
0,1 ltsJseg, 24 a 29 v,eces 'en condiciones ,dinámicas Y 41 veces 
en condiciones estáticas, en. cuanto a velocidad. 

La .combinaciÓn bombame~única chica Y bomba amplifi­
'cadora a chorro puede subsl:ituir.a una bomba mecúnica grande 
como equipo compl'eto o como' preliminar de una bomba a 
chorro de e-ra~ v,elocidad. No permite reducir el tiempo neoesa­
rio para ~llegar de presión atmosférica a un par de milímetros. 
Pero 'elimina,' en cambio, el tien}.po 'necesario para pasar de un 
par de milímetros a 10-2, presió'n a la qu~ comienzan a funcio­
nar la mayoría de las bombas ~ chorro grandes. Ambos tiempos 
son del mismo orden de magnÜud para bombas mecúni¡::as de 2 
escalones, oon aceite de baja f¿nsión de vapor y' no emulsionado 
con agua y oon un secador ·en buenas condiciones; en otras con­
diciones, el tiempo nec~sariopara pasar 'do 2 a 0,01 mm,suele ser 
muchas veoes mayor que el que se emplea para llegar a 2 mm des-
de pr,esión atmosférica. . 

.' . 'JI' 

. L[l Inconsóáncia de la Velocidad 
1':.:: 

La idea de que la velo;~idad, medida en volumen sobra tiem­
po, de unab~mba:~ehor;o- es constante, por debajo de una ciert~ 
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,presiÓn pr,eliminar, es t~n antigua co~,Q las bomba~ mismas: 
Es 'curioso ,que se' haya mantenido tanto: tiempo. Ella, implica 
sostener '.que una bomba a .chorro trabaja como una bomba a. 
'cilindro y pistón sin espacio nocivo o residual: Esto es, qué el ' 
volumen barrido por .un «frente» del chorro es indepencliente .... de 

'la cantidad de gas frío que se le mezcla. Ello es absurdo, desde 
el punto de vista ¡le"la aerodinámica. La:. velocidad del chorro' 
de varor len una bomba moderna es, según Alexander, en el ca- . 
so de Hg, de 1, ,,2 a 3,4 veoes' mayor que l~ yelocidad más. pl'O- , 
babl'e dé los átomos del mismo a la temperatura . del vapor y 

. su energía es mayor por cierto que la de las moléculas del gas a.Ia ' 
temperatura ,ambiente. El mismo Alexander(l. c.) anota que. 
el aumento del flujo (mayor número de choques) retarda, (<slows 

-clown») erchorro "que sale de la boquilla y ,acorta su alcanoe 
e:6ectivo. 'Ello ,significa' r,educir .el volumen barridq. y' con ello 
,forzosamente, la ,velocidad. ' ' 

La perturbació~ producida'por ·Iel. flujo de g.as ensancha el 
chorro una vez salido de l[l boquiUa o' tobera y aumenta con 
ello la contracorriente Gaedaana. Ello reduce también -la' ve-
10cidacL 

'. La corriente del mismo. flujo, 'en cambio, reduce el valor 
.-- de la. contracorriente y cOI]¿':,e110 aUIIlBnta la' yel~cidl!.d, Uh eJem­

plo de ,esto último lo tuVimos enlabombita lb sinrefrigeracióh. 

Se tienén, pues, hasta: ahorla, 3 efectos, 2 de' los cuales' r,e­
ducen la v,elocidad y 1 la aumenta. Hay un 40. efecto ligado 

. al 10. y al «borde de aceite» que se verá enseguida, La influen­
cia cuantitativa-de ,estos 4 ef,ectos debera calcularla la teoría 

\ dinámica de la bomba a chorro. ' 

Las curvas' empíricasmuéstran que pe) existe tal con_stancia 
ni en condiciones estáticas; ni en, el caso dinánlico (Fig. 3). El má­
ximointermedio, para Pi ='0,6 a 0,75 es sin duda real en el caso 
dinámico; 'en el caso estático .. es probable que sea real tanibién. 
Su explicación habrá que buscarla,' en parte, en el tercer efecto, 
la neutralización de la. contraoorriente. 

".' -

La forma y' el .val,or de las' curvas de velo'cidad de la bomba 
" , a 'chorro dElpendentambién dela curva de velocidad de la bom- . 

ba mecánica que se use y de 'las tuberías que las conectan: par~ 
un mismo flujo, diversas. bombas, mecálúcas o. tub!)rías de' dis­
tinto diámetro y largo I producen distintos valores de la presión 

1 
I 

, ·1 
! 

:~, 1 

• I 

" , 
,1 

I 1'.) 

, . .:.] 

.'\ 

'i 



I 

,¡ 
1,' 

,j " 

l' ¡, 
,l.' 

:1' 

I 

~i .. 

, ' 

. ::', 

,/ 

'- 458-;-

preliminar, 10 que modifica el factor de compresión y lh ve-
locida~. " , 
" Con mercurio" se obtienen variaciones aún mayores de la 

veloCidad en función d~la 'presión preliminar. Ello será des-
Ctitoen ,una próxima publicación.' , 

Sin :embargo, una. buena cantidad de curvas de velocidad pu­
blicadas (¿o todas ,ellas?) pl'esentan la zonoa de constancia pos­

. tulada por Gaede desde una cierta presión preliminar has~~ Be-
, ,gal' oerca de la presión mínima, límite del alto vacío; Sears 

(1. c . .) ha eliminado ,el IJmite inferior de la postúlada constancia,' 
mostrando que 'el desoenso do la velocidad para flujos tendiendo 
a cero ,es aparente y debido al desgasamiEmto del aparato y a 
la descomposici6n del aecite. ~ " 

¿Por qué se han publicado tantas curvas así? 
El probleinaes en, ;pai"te físico, en otra psipológico. Uni­

camente a la primera parte se puede haoer' ,referencia ~qu,L La 
velocidad m'edida tend&~ 'a ser constante si ,ésta se acerca a la 
conductancia de cualquier' parte de las conexiones y gargantas 
del alto o bajo vacío, o a la de su conjunto. ,Si éste 'es el caso. 
lo que se mide es la conductp.ncia, de tuherí~s y gargantas y no' 
la velocidap. de la bomba: Es l/V m= l/V + l/e donde V m es 
la yelocitlad ~edida. V,la de ,.la bomba a ,chorro y e la conduc"­
tanCÍa del aparato; si V:> C,la v'elocidad medida V m depende 
más de e ,quede V. ' ' 

-,El Borde de' Aceite y la Segl}¡ni/¡a Difusión 

Es común :obserVar 'eIl: bó:rpbas (1~ vidrio;ovidrio-metal que 
funcionan, a chorro q.e aoeite" al final dél período de ,calenta­
miento, algo después del comienzo de la circulación de vapor 
de aoeite, la formación de un borde líquidó sobre la pared de 
vidrio, casi al nivel del extremo de la sombrilla o tobera. Este 
borde pl'esenta sectores circulares, paralelos al canto de la som"­
brilla o tobera unidos por partes en Y donde puede observarSle 
que el aceite «orre, hacia abajo (véase figura 4). El borde, cuya 
formación es rápida, 'se desplaza 'lentamente' hacia aDajo, para­
lelamente a sí .mismo, reduciéndose al mismo su tiempo, ,su 
sección y, por lo tanto, su visibilidad. Desaparece cuando alcan­
za cierta' distancia (30 mm ,en ,el caso de figura 4) del nivel del 
extrerrio de la sombrilla. 
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. .., Se interpreta, gener~lmente, la presencia del borde de aceita 
" como ~p.clicaci'ón de que la bomba no '~(tira» aún y que hay que 

esperar a que desaparezc'a para que '« entr,e en régimen». Ello 
no es corr,ecto. Es fácil demostrar, midiendo las presiones fina 
y prelinÍinar, que la bomba ha comenzado a trabajar en el 
mismo instante '8.n que aparecieron él o los bordes' de aoeite (pue­
de haber uno en cada escalón). El borde de aceite demuestra 'que,' 
la bomba a chorro ya está trabajanFlo. " 

p . 

R+& < 0.10 :: 0.15 = 0.25 mm t-I~ 

,Fig. 4 
El borde de ·aceite. 

, . 'Elborde de aC,eite aparece de mi,eyo con la bomba a chorro 
«ya en régimen» si la 'presión preliminar aumenta ~ás allá de 
cierto límite. A partir de este' puIlto, si la presión preliminar 
sigUe aumentando, el borde hace el recorrido inverso al descrito 
anteriormente. 'Sube y ,engorda acercándose al nivel de lá boca 

_de la só~brma o tobera. Si la . presión aumjilnta más aún, el 
borde se derrama en un cierto instante, hacia arriba y. hacia 
-abajo, desapareciendo: La bomba ha dejado de tirar por exceso 

, . de presión preliminar. La figura 4 ,muestra R fotografías de, 
una bomba de ,ensayo (É. 2) de 2 escalones;' en pleno funcio-' 
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na~iento, tomadas en idé.~ticas· condiciones, salvo' la variaclOn 
de la'pr,esión " preliminar. En ellas se distingue el tubo d~ chu­
pada,la sombri,lla del 'escalón ,fino, el tubo' que conduce él. 
vapor al esc~lóna tobera central, é;;t~. Y el tubo que c9ndensa 
el ,chorro de la tobera yéondu:oe a la conexión de la bomba. 
_preliminar (,esqúemáticainente en figura 5). En la' fotografía 

:- : de la izquierda, tómadac.on presión preliminar.O,07 .mm no 
hay, borde de aceite visible en el escalón superior y a duras· 
penas ¡puede distinguirse en el escalón a tobera. La ,fJtografía 
del oentro oorresponde a 0,15 mm. - Puede verse, algo borroso, 
~l borde, en b parte izquierda del tuba de chupada,del escalón 
a súinbrilla, unos 7, mm por debajo dél extremo de ésta. A la 

_ der,echa, _;J)u. pr~sénci~'pe:turba la sombra. ~i~eal . negra Íli~li-:' 
- nada.- En estas condlClones el borde es chfICIl de fotografIar 

porque no se está quiéto: se desplaza varios milímelros ,'hacia , . 
, arriba y hacia abajo úl oo~pá'S de la irr,egular ebullíciónde- la 

caldera. En l~ vista, de - la derecha el borde se muestra élara­
mentC;l,con sus sector-es' circulares y sus «desagÜes» en Y'-

\ 

¿A qué se debe Y qué sigl}ifica el .borde de aceite? 
Para que ,el borde no «caiga» y tenga que «desaguar» 'por 

lugares ',especiales, es neoesario que sea sqsoonidó por unaco-­
rriente de gas hada' arriba. El. borde está en el lugar' en que esta 
oorriente' dala vuelta, _ forniando· un torbellino sobre la' pared 
del tubo de' chupada (véase esquema' en figura 5): En el tor­
,bellino r,eil).a· un máximó de presión de gas. Y a Alexand~r (1. c.) 
al describir.,el ,funcionamiento delchorr·o afirmaba que sobr~ la 
pared se forma, debido, a- la condensación, una región en . la. 
cual la densida<;l del gas alcanza un máximo. ~~a es la r,egión 
cuya presencia demuestra el borde, de aceite. 

El bprde sirve, también, -para controlar el centraje de tobe­
ras y sombrillas: donde -el extremo de una de éstas se encuentra 

, '. I 

más cercano a la par.ed del tubo de chupada, el borde de aceite 
es ,soplado a mayqr distancia ,'/« , 

La distancia media· del borde de aceite al nivel del extremo 
de la sombrilla 'es linealmente proporcional al factor de com­
presión (figura &). Ello muestra que por encima del borde de, 
aceite. y a lo largo de la pared difunde gas desde el torbellino 

,(*) La asim,etría de los aguj¿ros que sumintstran ;apo~ al esca16n en ,som­
brilla produee el mismo efecto . 
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hacia el alto vaCÍo. Llamo 'a ést~ la 2a. difusión, para 'distin-
- guirla de la difusión Gaedeana. EUa es posiMe, ,a pesar de la 

áltav,elocidad del chorro de vapor, debido a ,que esta velocidad 
se r,educepor frotamiento al acerica¡;se a la prived; en el límite 
es oero. 

':m borde líquido no' puede ser observado para mercurio, 
porque no moja a la' paréd de vidrio. 

, . , 

BORDE .de ACtiTE 
g ~ 2! DIFI,.ISlON 

200 t; 
~ 

100 ' 

~~~..::.D ..... IS:...;T~A.:.:.:N:.::C~I A~l 
10 20 30 ~O mm 

Fig. 5 

La Fórmula de la V,elocidad 

--f-
1 
~ 

Pr. 

Como r,esumen de este trabajo se puede escribir una fór­
':rIlUla para la v.elocidad de un escalón de una bomba a chorro. 
Ella puede orientar al qae encare el cálculo aerodinámico com­
pleto. 

S ,es el volumen barrido por un frente del chorro de vapor., D· 
es la cantidad de gas generado por el de:;¡gasamiento de las pa­
r,edes y por la descomposición del vapor de hl bomba (Seal"s 
1. c.) medido en presión por volumen. P 2 es la presión fina y 
p 1 la pDeliminar. e 'es el volumen que se elimina por ad- y por 
absorción len la zona del vaCÍo fino (efecto de «Cleanup» y de 
«Getter» ). G es la r,educción del volumen de gas que lleg.a a la 
garganta de chupada debido a la contracorriente dy Gaede; 'ella 
depende del diseño de la bomba y de las condiciones en que 
trabaja; para calcularla hay que tener muy en cuenta la pre-

.... ~ 

.,l 

• •• 1 

~ 

. ! 



r 
i 

. .:-462-

S,lon la1ier,ál de Bernoulli para chorros a vel\ocidades supersóni-· 
caso H es la2a . difusión, la que se produce lamiendo la pared, 
a partir del torbellino que señala el borde de aceite. Todo en 
la uilidad de tiempo. S, G Y H son funciones del flujo'y de las 
presiones de caldera, preliminar y fina. 

Deseo expr,esar Pli agraclecimientó al señor Angel De Fran­
oeseo por haber lwcho p'osible la construcción de los .diversos 
modelos de bombas .a chorro utilizados; al señor Atilio Colautti, 
por haberme prestado una bomba ,mecánica de su construcción, 
por haberme .obsequiado phthalato de butyl0 y otras cosas y por 
haber,mecambiado mercurio sucio por mercurio tridestilado; a 
los señor1es¡"Heyn y HegUilor d~ Fadet por haber manufactu­
rado lesmeradamente las bombas de acuerdo. a mis diseños. 



(1 ., 
) 

:.¡ 1 
.~2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 I 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25' 
26' 
37 
28 
29 
30 
31 
32 
33 

.110 

2 
1 
1 
110 
2 
1 
3 
3 
2 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
» 
2 
1 
3 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9. 
9 

80 
80 
80 
15 
80 
70 
60 
60 
30 
80 
75 
75 
70 
70 
70 
65 
65 
70 
65 
65 
65 
65 
70 
70 
65 
65 
65 
65 
70 
70 
70 
70 
70 

0,02 
1,8 

32,5 
24,5 

0,02 
2,2 

30 
.185 
430 

2,2 
2,7 
2,0 
2,7 
2,7 
2,7 
3,0 
5,0 

200 
. 1000 
3,0 
3,0 
3,0 
2,0 

33 
170 
180 
500 

,400 
500 
900 

1300 
280b. 
2700 

0,18 
0,19 
0,31 
0,32 
0,10 
0,11 
0,25 
0,65 
·0,65. 
0,20 
0,50 
0,65 
1,00 
1,20 
.1,40 
1,60 
1,80 
2,00 
2,10 
0,30 
0,60 
0,90 

. 0,12 
°l26 
0,70 
0,70 
0,98 
0,97 
1,10 
1,25 
1,40 
1,40 
1,50 

-463-

TABLA I 

BOMBA A CrrORRO A-2 

0,18 
0,19 
0,31 
0,32 
0,10 
0,11 
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CRONICA 

EL INSTITUTO, GMELIN HA REANUDADO SUS ACTIVIDADES 
,y SOLICITA LA BIBLIOGRAFIA QUIMICA ARGENTINA 

Los trabajos para la continuación de la conocida enciclopedia de Gmelin, 
que se publica ininterrumpidamente des(le 1817, han, sido reanudados en 1946' 
en Clausthal-Zellerleld, zona Británica de Alemania. La, 8" edición de la im­
portante obra de c~nsulta quedúá así terminada dentro del plazo 'establecido 
duí;aI~te el XI Congreso Internacional que Química .celebrado' en L~ndres en 
1947. 

Una dificultad especial que se presenta ·al círculo de- colaboradores es la 
falta de algunas revistas, originada por la guerra. Sic bien esta dificultad es 
solucionada en parte gracias al .apóyo prestado por algunas 'instituciones, co­
,mo el Advisory Council ~n Beilstein -and Gmelin: (l. A. Ó.) de la Unión Inter­
Ílaciollal de QUíd;ica y del Compendia Committee de la Amerihan Chemical So­
ciety, falt,an no obstante muchas publicaeiones impol'tantes. 

Los temas que interesan especialmente son lo~ siguientes: 

Química Inorgánica 
Química Analítica 
Electroquímica 
Química de los equilibrios hetero géneos 
Química tecnológica 
Cristalografía 
Geoquímica f 

lIi\3rro y acero 
Metalurgia 
Metales no ferrosos 

Historia de, la química. 
Físicoq uímica 
Coloidequimica 
Corrosión y pasividad 
Mineralogía 
Geología 
Benefie.io de minerales 
Química económica 
Metalografía 
Metales livianos 

Física experimental: fisica atómica y, nuclear, radio'actividad, propiedades 
mecánicas, 'térmicas, 6pticas, eléctricas y magn~ticas de la materia. 

El Instituto Gmelin solicita a los autores argentinos el envío de apartados 
ele los trabajos científicos publicados en las últimaselécadas, al Director, Prof. 
E. Pietsch, Instituto Gmelin, Clausthal-Zellerfeld Altenauer Strasse 24, Ale­

'mania, para ser tenidos en cuenta en.la publicación de la próxima edición. 
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UNrONMATEMATICA AEGENTINA 
'" 

'l, .' MIEMBROS, ~o:r:'roR .. úiIOS. 
,1,'\.' 

. ',' • '. o,,:, ",'" . \. 

" T,ulio Levi.'Civita; (t) ;;Béppo ' Lévi; Aléjani:lrb Terr~cini p Ge~rg~ D. Bir,., 
,kho:f:f;' (t),;, ~arsha~ Ro Stone; Georges Vaiil'on, ¡Antoni "Zygmurid~ 

,,,:'; ., .. ~' ," ',,' : .. 

REP:RESENT.4NTES 'EN' EL EXTRANJERO 
, .' '; ~.; ... ',\. .' . '. '. : :: 'J. . ), I '. ". . " '. " 

" ' ,,<'I:Ílg;:~i1fael ,Laguar~a ' (Uruguay). :Ing. J o~é Luis,ilrassera, (Urúguay)~ 
."" Dr.Godo:f~·edo Gar~íl1- ,(~erú)., DI'. Léo~oldoNitchbin, (Brasil)., :Dr.,Robel'tO' 

F:rucht" (Chih¡) .Dl', ' P~ter 'l'hulleú (Ecuador). Dr. Mario Gonzá1ez , (Ouba)" 
, ,Dr.A,Lfonso Nápoles <;l'andara" (México):,;Pedro,Puig, (España»)"Geol'ges ya' 
lj,rim",(~ranciit), "Alejan:d~:o Tel'l'ácini' (Ít¡\],ia); , " , 

",> . , ' ' , :1 
,9ontribuyen eSI?!eialment~ ,al sost~n'iI!ient~ ,d,~, )láspublieaciones de 

,la IlJNIO,N :M:4TEMArIOA A~G:ENTI~A'los 'siguient~B , ' 
,::,;I\,'~' ' '. ,MIEMBROS,~~OTECTQRES ", , 

aoMPÁÑfA,'INDrtsTnUL D~ NORTEDE,ái..NTA, .FE~INi1~io'AzdoARERo '''iRNO' j", 
: (ViJ,iaQca~p~~F:O; S~:, F¡) :;" ~TULI~ , REY ,PAsToR (Bu~:nos,iir~s): ~\ E:M:ILIA : 
, 'f. ,lJE"i DP~fNG¡JÉZ (B,lien¿s: .Áire~ ).",,::' TRIOERÍU, HN9á.,,:(R()~~rio). ,~ OLOTIL', 

(,"'DE Á~ BuLA' (Rosar~~)..; ".-:., EI¡BA'R,'IfAI,MONDI, <,BuenoB,'Áii:es); :~': FE.RNAN:~'I 
L., IlASPAR' (Rosario). , ' ' " ' 1, ',,' 
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