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NOTAS SOBRE LAS DISTRIBUCIONES DE POISSON

por A.. BLANO-LAPIERRE

t

Las distribuciones de Poisson son muy conocidas. Bastara,

pues, recordar rapidamente una de las definiciones p051bles Se -

trata de una distribuci6n aleatoria de puntos sobre el eje de las ¢
[-e<t<+4a]. Se parte de mna funcién cierta p(f) que sera
la densidad de la distribucién. Se supone que se verlflcan las
condiciones siguientes:

a).la probabilidad de que un punto de la distribucién .caiga
entre ¢ y t‘—l—\At es un mflmlamente pequeiio - equlvalente a
pAt;

B) la probablhdad de que mds de un punto de la distri-
bucién calga entre ¢ y t-+ At es un infinitamente pequefio de
orden supenor,

Y) si Af;, Ats, ... son intervalos disjuntos, los ndmeros de
' puntos Nl, Nz,. . que calgan respechvamente en Atl,Atz,...
son variables aleatorias 1ndepend1entes

Se puede mostrar que si estas hipotesis se verlfxcan entonces
el nimero N de puntos de la distribuciéon que caen'en un inter-

_ valo At es una variable aleatoria que satisface a la ley de Poisson,

es decir, que la probabilidad de que N tome un valor m (entero)
es N

Pw={LE

= f * o(9) ds. " @)

Un caso particular muy importante es el que corrésponde
a p(9) =p,= constante (distribucién uniforme).
.~ "En general, cuando se trata de distribuciones de Poisson, se
presta sobre todo atencion al nimero de puntos que caen en un
intervalo, dejando ‘de lado el estudio de las propiedades estadisticas

de las magnitudes de los intervalos que separan dos puntos suce-
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sivos consecutivos. A pesar de eso, parecé que la consideracién
~de estos intervalos puede conducir a demostraciones. muy sen-
0111as (*) S X

.4_,---..—_,__

I. Teorema directo. — Si s¢ sabc’ que el prmczpw de un in- R
tervalo estd en ty, enlonces la probabzlzdad condicional de que la’ ‘ '
extremidad de este mbervalo caiga entre ty y &, |—cl1§2

‘ f (‘tls t2)A dt2
o éon \ .
f<t1:1t2)‘“"—f P(n)d{} (t) A | | (3) .
©o . ' La demostracmn es mmedlata la probabilidad buscada es la-

probabilidad - de realizacién ‘simultinea de los dos sucesos inde-
pendientes . siguientes:

10. No existe nmgun punLo entre ; y fy; .
. 20, Existe, por lo menos, un punto entre t, y t,+-dfs.

‘Mis interesante es ol teorema reciproco, puesio que da un
melodo de- introduccién de las distribuciones de Poisson. -
. !
II. Teorema recaproco — Sea una funcién f f(t, t2) que su-
pondremos acotada y de derivadas continuas en la regién t,=1,.
Vamos a construir una d1str1buc1on de puntos sobre la parte po-
sitiva del eje de las ¢. : '
l; es una variable aleatoria de dens1dad de probablhdad'

f [0 Ll :
Iy es una varlable aleatorm cuya den51dad de probablhdad SR
condicional, cuando el valor I, es conocido, es il L] , R

I; es una variable aleatoria cuya densidad .de probabilidad con-
dicional, cugndo se_conocen; el valor de 1, vy el valor de l2, es
fili+1,15), ..., ete. |

Estas definiciones suminisiran un mecanismo de pruebas su- COLT 0
cesivas que permite definir la sucesién Ll lgy. .. A esta suce- DR
‘sion asociemos - la dlstnbucmn de los puntos de abscisas lo, 1y, IR
ty, ... iguales a :

(*) La idea de la demostracién del teorema reciproco que signe me vino
" después do interesantes conversaciones mantenidas con el Doctor 8. Selzer.




C L 4=0

t1=l1
ty = L+

ta=li+1l+1

4 =l1+lé+l Foodn

T'eorema. —Sea 9 un numero arbitrario positivo. Si, en la
distribucién precedente hay independesicia estadistica entre el cam-
po £>9 y el campo 0 =<t=<9, entonces esia dzstrtbuczon es una
. distribucion de Poisson. A

Para - demostrarlo vamos a probar que la funcién f tiene,
bajo la condicién impuesta, la forma (3). -

1o. La probabilidad de que exista por lo menos un punto
“entre & y 94+ A9 es un infinitamente pequefio equivalente a

F(9,9) A%, En efecto, usando la propiedad de mdependencla,
esta probablhdad puede calcularse suponiendo que existe un pun-
to en %}

. ‘Calculemos de dos maneras lu probabilidad de que el
prtmer punto de la distribucion, de abscisa superzor a x, caiga
" entre y e y+Ay [y>zx]. '

. a) En yirtud de la admitida independencia se puede suponer
- que existe un punto en * sin modificar las probabilidades relalivas

a acontecimientos fuluros con respecto a x: entonces la proba-
bilidad buscada es:

fle. y] Ay _

‘ [3) Las posibilidades pueden clasificarse en categorias dis-
juntas de la manera siguiente. Sga 9 la abscisa del punto de la dis-
tribucién de abscisa inmediatamente inferior a y (este punto siem-
pre existe, puesto que =0 es un punto de la distribucién).
Si At; y Ai, son dos intervalos disjuntos, % no puede pertenecer
simultineamente a ambos y, por eso, la clasificacion de las
pruebas segiin el valor de $ conduce a una clasificacién én cate-
gorias disjuntas. Por otra parte, decir que % pertenece a un in-
tervalo 9, 9,4 d¥, es decir.

1°, que, por lo menos, hay un punto en este intarvalo (la®
probabilidad de esto es f[%,, 0,]d%);

il




A 20, Que el intervalo que principia entre ¥, y $,-+d$ tiene
- su extremidad entre y e y-+dy, (probabilidad f[%,,y]Ay). No .
se debe olvidar el caso &==1,=0, que tiene una probabilidad
- fl0, ] Ay. Sumando todas las posibilidades se halla una proba-
bilidad igual a - L

Ay [ 119, 511(8, 94+ £(0, .

~ Igualando las dos exprresior‘les de la misma probabilidad re-
. sulta: ' ' '

o= [ Mo f@0® +10.. @)

Esta expresion es una identidad en [z < y].

Y

Derivando con respecto a x

Tefeafen. @

Se ve que la solucion de esta ecuacién depende de una fun-
" cibn p arbitraria de una variable y se escribe '

f‘(f, y)=p(yye=sptdn, . (8)

Esta expresion es la mismia que (3), con lo cual queda de-
mostrado el teorema. ‘ ' :

J
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ASOCIACION FISICA ARGENTINA.

DECIMOCUARTA REUNION

Celebrada en el Instituto de. Fisica de La Plata los dias

22 y 23 de setiembre de 1949 con las presidencias de los Dres.,

Ricardo Gans y José Wiirschmidt, el Ing. Ernesto E. Galloni

'y los Dres. Gans y Platzeck sucesivamente.

CRONICA

El Instituto de Fisica de La Plata fué el escenario de la
reunién de primavera de 1949. Dos dias repletos de sesiones de
comunicaciones originales conferencias, informes, reuniones de

‘G. D., asamblea y sesiones culinarias dejaron a la .abundante-

concurrencia cansada; pero satisfecha. Las enfermedades infan-
tiles' de la fisica y la astrofisica han:sido, en buena parte, su- .
peradas, apareciendo sintomas de sano crecimiento. Hemos visto
un buen ntimero de caras nuevas incorporadas a la ciencia argen-
tina: algunas de hombres ya formados en latitudes. de otro signo.
que nos traen su Valiosa colaboracion, otras de j6évenes de nues-
tras universidades que principian a producir. »
En la sesion inaugural-del 22 el profesor Ricardo Gans
pronunci6 una conferencia magistral sobre magnetismo, ilus-

trada por un buen ntmero de .demostraciones experimentales.

A continuacién efectué una demostracion de su nuevo estrobos-
copio, asistido por el Dr. Guillermo Bibl. . :

- Al comienzo de la sesi6n de la tarde el profesor Beppo
Levi nos brindé una medulosa y amena conferencia sobre la
historia del principio de inercia en la época de Galileo y su.
relacién con los conceptos modernos de la teoria de la relatividad.

De las 20 comunicaciones originales, 5 provenian del Ins-
tituto de Fisica de Buenos Aires, 4 del Instituto de Fisica de
La Plata, 4 del Instituto de Matematicas de Buenos Aires, 3:del

- Observatorio de La Plata, 3: del Observatorio de Gérdoba. y 1

de la Agrupacién. de Estudiantes de Fisica. de La. Plata. La,
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curva de distribucién es satisfactoria; el nivel cientifico, en
general, parejo y aceptable. Los trabajos de. astrofisica fueron
suficientes para llenar la sesién de comunicaciones del viernes
23 a la mafiana. Pero no todo fué satisfactorio: la produccion

en fisica experimental fué insuficiente, de modo absoluto y de
modo relativo: a 10 comunicaciones de fisica tedrica se en-

frentaron tunicamente 3 de- fisica- experimental. Las 3, del la-
boratorio de rayos X de Galloni en Buenos Aires. ¢Qué ha-
cen los otros laboratorios con sus valiosas instalaciones deslina-
das a fisica experimental? No tenemos atin un exceso de fisicos
tééricos y matemdticos; pero tenemos un defecto de fisicos ex-
perimentales. El nimero de estos allimos deberia ser varias
veces mayor que ¢l de los primeros, para un crecimiento ar-
monioso. Conviene que los directores de institutos orienten un
mayor namero de jévenes estuchantes hacia los lrabaJos expe-
rimentales. : : ,

Los informés del doctor Antonio E. Rodriguez, del Ins-
tituto de Fisica de La Plata, sobre la teoria general de los li-
quidos de Born y Green, y del Dr. Kurt Irinz, del Instituto
Radiotécnico de Buenos Aires, sobre el ruido de Tondo .en
receptores, fueron bien presentados y bien recibidos.

Como autoridades .de la reunién fueron elegidos: . presulen—

te, Dr. Ricardo Gans; vicepresidentes, Dr. José Wiirschmidt,

‘

Ing. Ernesto E. Galloni y Dr. Ricardo Platzeck; secrelario, -

Sr. Marco A. Poggio y taquigrafo, Dr. José Westerkamp.

‘La Asamblea resolvié someter al voto postal de Ios socios:

1.-Agregar a la C. D. ua Director de Publicaciones;

2. - Aumentar las cuotas a 3, 5 y 7 pesos -mensuales para
socios estudlantes adherentes y activos, autorizando el pago por
adelantado con un descuento ds 1/12;

-8.-Fijar $ 100 como cuota anual minima para socios

protectores (Art. 7);

4.-Autorizar a la C. D.. para aumentar nuevamente las
cuotas, si fuera necesario.

La G. D. resolvi6: 1) cobrar a los autores por las tiradas
aparte de los.articulos de la Revista una suma. razonable, cuyo

P '



pago se espéra.sea hecho, en la mayoria ‘de los casos, por las
instituciones en que’ trabajan; 'y 2) autorizar la publicacion

‘en la Revista de. trabaJos redactados en otros idiomas, debrendo

el resumen estar en espafiol.’
Una brillante cena de despedida en el Jockey Club cle La

~ Plata y una no menos brillante tormenta de verano en prlma-
_vera cerraron dlgnamente la declmocuarta reunion..

E. Gavzolu

INI‘ORMES'

Ricarpo Gans (Instituto de Fisica, La Plata) Sobre, el magnetzsmo
- (con demostraciones - experimentales).

RICARDO GaNs y GUILLERMO BisL (Instituto de Plsma La Plata)
Sobre estroboscopzos

BepPo LEVI (Un1velsldad del Litoral) : Sobre la historia d‘el pmv
cipio de inercia.

Euminio Roxin (Instituto de T'isica, Buenos Aires) : El ultmsomd‘o,
su obtencidn y estudio, :

ANTONIO E. Roprfeuez (Instituto de Fisica, La, Plata) La teoria
cinélica geneml de los liquidos, de Born'y Green. :
Kurr I‘RANz (Instnuto Radiotéenico de la Universidad de Buenos

Aires) : ‘Sobre el ruido de fondo en los receptores.

RESUMENES DE LAS COMUNIGACIONES

1. ArsErTO GonzALEz Domivaunz (Instituto .de Matemética, Bue-
n'os Aires) : Criterios de estabilidad para, circuttos lineales.
Se dan criterios de estabilidad, del tipo -del de Nqust para
circuitos con. constantes distribuidas. La demostracién se basa
en el teorema segun el cual la funcién:

o =10

=OR p=x-+iy

es la integral de Lépléce de una funcion sumable si f(p) : go-

za de igual propiedad, y-es adem;is* f(p)/=1 para z=0.

2. Rioarpo Gans (Instituto de I‘mea ‘La Plata) : Antena de cuadro
circular.

Gracias al alto grado de simetria del -circulo el comporta-
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miento de- una antena de cuadro circular es. particularmente-

sencillo. Para la intensidad de corriente vale

[— E > %n COS ncp—l—fn sen ncp
ks Rn—l—LnC‘Jl—'

7‘20(1)

siendo las ¢, y f, los coeficientes de Fourier de la. onda in-
cidente E,, su amplitud, es decn' existen resistencias R, self-
induccién L. y capacidad C,, todas por unidad de longitud,

.pero son funciones de n y de %;—r (r radio de la antena, X\ lon-

g1tud de onda). -

3. MawurL Bemporap (Instituto de Fisica, La Plata) La 1mpedan-
‘cia. de antenas rectilineas.

Partiendo de la ecuacién de Hallén, se obtiene la distri-
buciéon de la corriente en una antena rectilinea de longitud 2!
mediante un método sugerido. por el Profesor Gans, basado en
un desarrollo en serie de Fourier de I(z). De- esta manera es
posible calcular la corriente en cualquier aproximacién, sin que,
se complique mucho el aparato matemdtico. Conociendo la co-
rriente en el punto de alimentacién y el voltaje, la impedancia
se obtiene de inmediato. Como ejemplo se ha calculado numé- -

ricamente la impedancia de una antena en tres aproximaciones

y comparado los resultados con los de Hallén..

4. Cromia Mossin Koriv (Instituto de Fisica, Buenis Aires) : Sobre

el proceso radiativo de segundo orden,

El elemento de matriz .que, en la teoria de la radiacion,
corresponde a un proceso de segundo orden, consta, en la re-
presentacion hipercompleja, de dos partes, de primera y de se- -
gunda clase, respectivamente. Estas dos partes c';orresponden a
dos procesos. distintos: al efecto de Compton .y a la creacién o
aniquilacién' de un par por absorcién o emisién de dos foto-
nes. Evaluando asi el elemento de matriz se obtienen de éllas -
las férmulas de Klein-Nishina (efecto Compton) y la férmula.
de Dirac (aniquilacién de un par en el vacio).

‘5. Gumo Bror. (Observalorio Astronémico, Cérdoba): Acerca de la.

variacién de masa de una particula elemental,
La cuestion de la variacion de- masa de una ‘particula. ele-

RN
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mental estd estrechamente vinculada' a' la dél defecto de masa
dé un sistema compuesto. Consiideraciones elementales relativas -
al’ comportamiento de sistemas que contienen corrientes. eléctricas .

nos ensefian, que el campo -estitico contribuye en (1/8n) (E2—H?2)
a la -densidad invariante de la miasa - del sistema. Estas con-
sideraciones, obtenidas a base de modelos clasicos, concuer-

. dan con los resultados que fluyen, en el caso- correspon-
(diente, de la electrodindmica- cudntica pero difieren esencialmen--
te de la descripcion habitual del campo estdtico clasico por su

tensor de energia e impulso.

6. Oscar A, VARSAVSEY (Instltuto de Matemafmca, Buenos Aires) :
Sobre la definicién de vacto de Schwinger,

p__ Se hace notar que la definicién de vacio dada por Schwinger
(Phys. Rev. 75-651-1949) se puede aphcar mautatis mutandis,
. para_ definir un estado de méaxima energia en el cual se obser-

varian los mismos fenémenos de- fluctuacién que en el vacio.
Se define’ ademds un «vacio matematico» en el chial no puede
haber fluctuaciones.

7. Oscar A. Varsavsgy: Una generalizacion de las ecwamnes de
Schridinger - Gordon: y Dirac.. :

Se trata de describir, mechante una ecuacién del tipo de
S-G un campo de particulas de:espectro de masas dado
m(p,2 -—p2) en funcién del invariante loreniziano py2—p? del

.espacio energfa-impulso. La ecuacién que se obtiene es:

O (@, @) + p¥2(ag, @) % (@0, ) =0

donde el’ simbolo % indica el producto de.composicion de las.

funciones; p(x,, ) es la transformada de Fourier (cuadruple)
de m; y p¥2=pxp.

. Se construye un lagrangiano del cual puede derivarse esta
ecuacion mediante las férmulas- de Kuler, y a partir de éste

un hamiltoniano que se cuantifica para el caso en que ¥ es
-escalar y real llegandose a un potencial estitico de intercambio

entre particulas que emitan estos «mesones variables» del tipo
de Yukawa, pero que no diverge necesariamente:

' 1 i (x,p) dp 4
U= (21:)3[ p2m#(0, p?) °
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Por supuesto, en.las reglas. de conmutaciéon la funcién
D(xy, x) invariante. debe ser reemplazada por otra D*_también
0
invariante y.que la contiene como caso partwular.

,(F 2 'sen mOVp2+m2(O p?)
- Vpe+m2(0,0%)

. Por ultimo, la nueva ecuacién de S—G- puede también
- factorearse para obtener una ecuacién de Dirac generalizada,
que contiene en lugar del término m . P ¢l término p* 1.

dp.

8. Oscar A, VARSASVSKY : Sobre el promedio de una sucesidn infini-

ta de mediciones iguales en mecdnica cudntica,

A Se demuestra que una sucesion de mediciones de la mis-

ma magnitud fisica no se puede considerar como un proceso

aleatorio estacionario; mis aun, que no pucde medirse la fun-
cién de correlacién para dos tiempos cualesquiera salvo casos
triviales, contrariamente a lo expresado por Arnous-Massignon
(CGompt. Rend., 226-318 'y 557-1948).

Se afirma que una sucesién de mediciones cudnticas cons-.
tituye una cadena dé Markov, que serd simple si- el metodo de
medicién puede ser cualquiera en cada etapa. Se calcula el pro-
medio tcmporal' de la permanencia“de un sistema en una -celda
del espacio de las fases (supuesto de volumen Ilmlo) con esle

método y resulta ser igual al volumcn relativo de la celda, de -

manera .que el proceso es ergddico.

9. Francisco Garcfa Orano (Universidad de Buenos Aires): Teo- !

rias de rotura. Aspectos fisicos.

Han sido propuestas numerosas teorias de rotura partiendo
de consideraciones teéricas-o de resultados experimentales. Pero
en general, es muy reducida la:consideracién que se ha dado a
los aspectos fisicos esenciales del problema.

Como primer punto de partida estima el autor que debe
tomarse el llamado «teorema» Ross que ‘dice: «Cada material
exige una teoria propia ‘de rotura, como consecuencia de su

~estructura interna y de su comportamiento bajo deformacion».

Entrando a estudiar los procesos fisicos que conducen a
la’ rotura, el aulor cree posible agruparlos en tres grandes gru-
pos: 1) en los .cuerpos en estado ductil en que es determinante
la estructura cristalina, el proceso esencial es el deslizamiento

\
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por tensiones tangenciales. Para esos cuerpos-vale la teoria-de
Huber-Hencky-von Mises ‘de «mdakima "energia” de distorsion»

-a la que 's¢ da nueva interprelacién fisica; 2) .en los cuerpos

de estado fragil en que el proceso determinante es el desliza-
miento sobre superhcles en que existen  fuerles rozamientos, la
mejor teorfa es la de Mohr; 38): para ‘los cuerpos:en estado plas-
tico, vitreo o viscoso las acciones se ejercen entre agrupacmncs
moleculares -y la teoria se hace muy compleja. 3 ' '

TFinalmente se explica por qué’ no son validas las teorias de
Born, Polanyi, Zwicky, .de: Boer, ‘Taylor, Murnaghan elc., que
llevan. a . resultados extraorchnarlamenle d1st1ntos a los obser-
vados.

10. Lavio GRATTON (Observatorio Astronomlco La Plata) : Bl espec-
tro de la Nova PlctoMs 1925 -

- Se” exponen los resulladOa prehmmarcs del estudio de 1os
espectros de la Nova Pictoris 1925 tomados por Hartmann en

el Observatorio de La Plata con un espectrografo monlado en -

el ecuatorial astrogréfico.

11, EnrIQuE Gaviona' (Observatorio’ Astronémico, Cérdoba): La ex-

'pansiénn de la nebuloéa de ‘Za estrella Tta Carinae y su parelaje.
. La nehulosa galictica Bta Carinae y la nebulosa propia de
la estrella de ese nombre son dos objetos sin relaciéu Fisica.
Una- serie de. folografias tomadas en Cordoba muesira la com-
pleja estructura de la segunda. Se muestra que partes identifi-

cables de la nebulosa que habian sido medidas, en los ltimos . -

30 afios, como componentes de una cstrella multiple, se dcspldzan
transversalmente con el ‘tiempo, alejdndose -del ntcleo. Las ve-
lpcidades lransversales son compatibles con el supuesto de que
la-‘materia que las forma fué emitida por la estrella-en su erup-
cion de 1843, cuando llegdé el maximo- brillo, o posteriormente.
Velomdades radiales de nubéculas particulares - medidas en
espectros con ranura y sin ranura permiten calcular la para-
laje ‘mediante hipotesis plausibles sobre simetria. Resulla una
dlstancm "de unios 2.000 parsecs. . , .

12 LIVIo GRAT’i‘ON (Observatorio “Astronémico, La Plata) : Sobre la

evolucidn de las estrellas que siguen la ley de Bethe pam la
produccion de energia.

Las ecuaciones diferenciales del modelo central han sido in-
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tegradas para-ocho valores,de las condiciones en la superficie.
-Seis de estas soluciones permiten el empalme con la soluciéon F

de 'la ecuacién ‘de Emden para nzg . Correspondientemente

“se dispone de una secuencia de seis configuraciones estelares

con distintos valores de la.razén entre el peso especifico de la -
materia en la envoltura radiante.y el de la materia en el ni-

cleo adiabético (modelo.de Cowling generalizade). Las solu-

.ciones de las ecuaciones del empalme han sido calculadas por
un método aproximado; por esta razén, los resultados del calcu-

lo son preliminares. Sucesivamente por medio de la ley de

Bethe de la produccién de energia se calcularon las luminosi-

dades y los radios de las configuraciones en‘ funcién de la

masa, del contenido de hidrbgeno del niticleo y del contenido

de hidrégeno de la envoltura, aplicindose estos célculos a la -
determinacién de las lineas -evolutivas de una estrella en el dia-

grama de Rusell-Hertzsprung. Dos resultados de-esta investiga-

cién se destacan por su importancia: a) La evolucién de una

estrella durante la fase de desarrollo del ciclo. de Bethe se realiza

sin desplazamiento sensible en el diagrama de Russell, es decir, .
_sin variaciones practicas de. su luminosidad y de su tempera-

tura efectiva; b) Las distintas posiciones de . una estrella en el
diagrama de Russell durante el desarrollo del ciclo de Bethe

corresponden siempre a la secuencia principal del mismo, cuales-

quiera sean los valores de su masa y del contenido inicial en

hidrégeno en el nacleo convectivo; por lo tanto para explicar

la dispersion observada se necesita suponer una variacion del

contenido- (inicial) de helio o del contenido de nitrégeno. Para :
las estrellas gigantes probablemente el modelo de Cowling no.

_es suficiente.

.18, Livio GRATTON y JORGE DVINIANIN (Obesrvatorio Astronémico,
La Plata) :- Estudio sobre las estrellss de gram velocidad,

Las estrellas -conocidas con velocidad relativa mdis grande
de 65 km/seg. han sido seleccionadas muy cuidadosamente,
eligiéndose para esta finalidad: a) estrellas con paralaje bien
conocida p=",050 'y con velocidad espacial relativa V=65
km/seg.; b) estrellas con paralaje cualquiera y velocidad radial -
Vr=65 km/seg. En el cilculo de la velocidad relativa se tuvo
en. cuenta una -velocidad del sol de 20 km/seg. hacia el -apex
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normal (18’--309). . El diagrama de -Hertzsprung-Rusell de las

estrellas normales muestra cojmo nica diferencia notable la -

ausencia total- de-estrellas A y F de la secuencia principal;
~ademés las . gigantes de los tipos G y K parecen relatlvamente

menos “abundantes que entre las estrellas -normales.. Las Snanas °

de los tipos F5-M no muestran diferencias “destacadas como
diferencias en el diagrama. Se procedié luego al calculo del

apex y de la velocidad del sol relativa a las estrellas de gran’

* velocidad uséndose todas las estrellas de' gran velocidad  con
velocidad radial conocida.

14. Rioarpo PrarzEck (Observatorio Astronémico, Cérdoba): Cons-
truccion y funcionamiento de un divisor de tmdgenes.

El segundo y tercer divisor de imdagenes construido con el
objeto de aumentar el rendimiento luminoso del espectrogra-
fo 'I del reflector de Bosque Alegre ha sido ensayado con re-
sultado satisfactorio. Con 1magenes de 4 a 6 segundos de dia-
metro el tiempo de exposicién resulta aproximadamente tires
veces menor que sin el dispositivo. El tercer sistema mencio-
nado es de disefio simp_lifiéado, constando’ de sélo cuatro pares
de prismas de cuarzo en lugar de catorce, como los anteriores.
La calidad de los espectros obtenidos no es inferior a los que
resultan cuando se trabaja en la forma convencional. Se nota
“sin’ embargo una leve subexposicién en la zona' central del es-

pectro*la ‘cual se debe a la sombra dé la cruz que sostiene al

© espejo secundario del. telescoplo Se espera poder salvar dicho
inconveniente en el préximo. juego que se construird.

'15. Josfi Bausmiro (Instituto de Fisica, La Plata) : Influencia de la

excentridw)dad en las gutas coawiales en los modos de propagacién.

Se da la soluci6n general de las ondas transmitidas en una
guia “axial excéntrica y se discute el caso de pequefias excen-
tricidades correspondlentes a errores 'de construccién de las guias
coaxiales. :

'16. AnTonIo E. RopriauEz (Instituto de Fisica, La Plata): El prin-
cipio de reciprocided y la masa de los mesones.

El autor ha calculado (*2) las masas posibles de mesones

(") MAX BorN y A. E. Robrfguez, 1949, Nature, 163, 320.
(*) Kar-Cms-CuENe y A. E. Robrfeurz, 1949, Nature, 163, 368.
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compaubles ‘con” la-téoria deesarrollada por Max Borh y II 8.
Green i(Proc. ‘Roy. "Soc.- of Edinburgh, Vol. -LXII, Ne. ‘50,
pig. 470) usando el principio de reciprocidad. Se desprende
de la teoria que existe un nimero infinito *de particulas, la
asd de las cuales en el caso de spin entero estd dada por

PR . _he

w - pm o
D L . e~

~ én donde K2 son las raices de la ccuacion .
Kk Lj#1(K?) =0 siendo Lyt

los polmomlos asociados de Laguerre de orden n. =

En la ecuacion (1) m resulta ser la masa del electrén
supuesta como de origen puramente elechomagnellco

El estado fundamental del espectro- de masas corresponde a
los valores k=0, n=2 y se obtiene en este caso K?2=2 y
para p el valor p= 194m en acuerdo con la masa del . me-
son p observado. = - . a

El primer estado cxmlado corresponde a los valores k=0
n—3 En este caso se obtienen dos masas: p,=298 m, po=154m.
La primera - corresponderia al mesén 7 observado; el otro no
.parece. haber sido observado todavm en forma concluyente.

17. R. H. Buscm, A. Caro, E, E. GALLONI y J. Rasxovan (Facul-
tad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Buends Alres) :
Prepm acion y. estructura cmstalma del PtOz

Se ha preparado el biéxido de platino por el mclodo es-
“tudiado por uno de los autores (J. Raskovan, Tesis, 1948) ob-
teniéndose un producto semejante al que se conoce. preparado
por Adams. Se ha obtenido diagrama de rayos X por el mé-
todo del polvo cristalino, ‘cuyas lineas més intensas coinciden con
las "que han obtenido por ‘difraccion de electrones Finch,
- Stuart, Murison y Thomson. La estructura es hexagonal,
c/a=1,86; a=38,08A°; ¢=4,19 A° grupo espacial .C; ‘una mo-
lécula por malla. Las coordenadas de los atomos, deducidas de
la observacién de intensidades, son.:

1. Pt ooo_ _
2 0 00u 00@

W

‘con u=0,34. Los iones -oxigeno se encuentran a 1.82A, dis-
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tancia que corresponde a la unién homopolar 'y la distancia
- Pt-Oes de 1,43A. -Del~ancho de las lineas del: d1agrama se
ha calcilado un tamafio de particulas de 40 a 80 A, lo que ex-
plica: la dificultad para la obtencién ‘de buenos diagramas. Re-

- petida la preparacion por el método de Adams y luego de ‘cui- - -

~dadosa purificacién se obtiene el -PtO, muy puro, cuyo dia-
grama de rayos X coincide con el anterior. La densidad cal-
culada es d=11,1 g/cm?® y los valores observados estin com-
prenchdos entre 9,5 y 107 g/cm?.

18. R. H: BuscH, R. GoTzUuLSKI y B. E. Garront (I‘acultad de Cien-.
cias Bxactas, Fisica y Naturales, Buenos Aires) : Preparacidn Y-

" estructura cristaling del P10,

, Diversos aulores han estudiado 1a preparacion e omdos
de platino de formula Pt,0, para 0<z<1 y del estudio con
rayos. X vy . difraccién de electrones han concluido que mas bien
que la formacién de un 6xido se produce la absorcion de oxi-
-geno ya que en todos los casos se obuene un - diagrama analo-
‘go al del Pt ‘ '

Del ‘analisis de- los valores obtenidos para las dcnsldadcs de -

~los diversos compuestos y. del estudio’ comparahvo de los dia-
gramas de rayos X se deduce que el fenémeno consiste en
la sustitucién de los iones Pt por iones O~— en la red de ‘caras
centradas del P¢. La arista del cubo elemental crece en un 1.

* La imposibilidad de obtener cristales tnicos impide decidir si.

“la sustitucion se produce al azar o- 51gu1endo un ordcn deter-
minado.

el 6xido de Pt tenga estructura betragonal pero es evidente.
que las tres lincas' que han observado, en las cuales basan su
aseveracion, correspondian a PiO.

19 ‘Ernmsto EB. Gauron: (Instituto de I‘1éiéa Buenos Ailes)‘ Es. .

tructura - cristaling de la Capillitita,_ carbonato iriple de M'n
Fe y Zn.

'Se ha estudiado el mineral descrito por V. Angelelli con
el nombre de Capillitita, o Rodocrosita Ferrocincifera de Ca-
pillitas, Catamarca, Republica Argentina.

De la interpretacion del anahs1s quimico, del estudio. roent-
genograflco y de los analisis térmicos d11'erenc1ales resulta la

Moore 'y L. PaulmtT han” seiialado la p051b1hdad de, que ‘
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evidencia de que se trata de un carbonato triple de Mn, Fe y
Zn, de férmula (G40),Mn, FeZn, isomorfo de la Rodocrosi-
ta o CO;Mn.

Las dimensiones de la celda elemental no difieren apre-
ciablemente de la rodocrosita, es decir: sistema romboédrico,
a=>5,84 A, a=47°45".

Su indice de refraccion es. no-—l 836 y su densmlad d=3,762
g/cm3,

20. Aszrarpo J. Teso (Agrupacién de Estudiantes de Fisica) : Sig--
nificado de la constante en la ecuacién de la polarografia..

En la ecuacién presentada en reemplazo de la de Ikovic.(*)
G,=4\8nynFDwCp2- | (1)
aparece una constante v, con las dimensiones de una superficie

sobre un tiempo. Consideraciones ‘energéticas muestran que di-
cha constante es proporcional a m, peso:del mercurio que

fluye por segundo en el electrodo de gotas. Haciendo el ream-

plazo, después de calcular la intensidad media mediante la (1),
se obtiene, en buen acuerdo con los resultados experimentales

I, .
mrETE @

donde I,,=intensidad media; T =periodo de goteo y Ik re-

_presenta todos los parametros que se mantienen constanles.

—

() Reunioneg del Instltuto de Investlgaclones I‘ismas “aplicadas a la Pa-
tologia humana, Noviembre de 1948,



SOBRE EL PROBLEMA DE LA CONVERGENCIA EN

LA TEORIA DE LA TRANSFORMACION
DE LAPLACE

por G. DOETSCH

. ., 1%, ’ )N
1. Una funcién ¢(z) analitica en un circulo de centro cero
puede desarrollarse en la.serie de potencias:

cp(z) = Z a, zn,
7l-=
y ésta es convergente en el mrculo maximo que no contiene nin-
guna singularidad de la funcién. Efectuando la transformacion
z=¢s, que transforma un circulo del plano z en un semiplano
de la derecha del plano s, cbtenemos una serie de Dirichlet

|

ple)= Za,em,

. n=0
y reemplazando el indice de sumacién n por una variable con-
tinua ¢ llegamos a la. transformacién de Laplace

f(s) = [ et F(t) di==L2{F}.

Analogamente a dicha propiedad de la serie se podria su-
poner 1) que cada funcién f(s) analitica en un semiplano pudie-
ra representarse por una ‘integral de Laplace y 2) que ésta sea
convergente en el semiplano maximo que no contiene ninguua
singularidad de f(s). Pero es sabido que estas dos suposiciones
son falsas. Por eso en la teoria de la transformacién de Laplace
se plantean dos problemas: 1) ¢Cudles funciones analiticas en
un semiplano pueden representarse por una integral de Laplace?
Este es el «problema de representacion», de que no hablaré.

2) Si una integral de Laplace es convergente en cierto semiplano!

p, que tal vez no es el campo completo de convergencia, ¢en
cudles condiciones con respecto a la funcién analitica f(s) re-

presentada por la intégral puede afirmarse que la integral sea
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convergente en un semiplano mas extenso

? Este es ¢l «problema
de la convergencia», de que trataré en. lo que sigue. '

P

- o 9. Cuando se pregunta si la integral de Laplace es conver-
gente en un punfo so, s preciso estadiar el’ comportaiiento, de
la integral parcial R ‘ '
(- : ' fe_‘SUT F(z)dr
4 o : o0 :

. para t—o0; y si‘la convergencia de esta integral parcial debe
e T depender de las propiedades, no de la funcion F(t), sino de la
' ' funcién f(s), es preciso expresar®la integral parcial mediante la
funcion: f(s). Este es el problema.. '

ART

iy o .

1 3. Para atacarlo, recordamos el hecho que la integral  par-
i 1] . N
cial en el caso s,=0, es decir J F(x) dr, puede expresarse mo-

- diante una jntegrafcompleja de la funcién f(s):
ot , e

o fF(’C) Cl‘tv:V P . _”l_j ols i(_s_)_ds

o - 2mi s

[ .

x—i00

" : - Esta es la «forma integrada» (1) de la conocida «formula
Lo - ‘compleja de inversion» de la transformacién de Laplace, y vale,
S . confrariamente a esta "férmula de inversion, sin restriccion nin-’

e R
§

‘importante con respecto a la abscisa x,-a saber, qué’ z no solo-
debe estar situada en el semiplanc p, donde la integral ‘de La-

place se supone ‘convergenle, sino que % debe ademdis ser ma-

~ para llegar a / eféTF (t)dr, y anz’nlogamnente/ f(s) por f(s+so):

. T o R
fo @) f v F(x) di=V.P. 1 (et (s450) g
: S ' ; - 2m ] : . .
o 0 : B L
SRS o - ZV-Po—ll—;—fel(sf$5)'f(s)‘ds,

'

. ) ' \
(*) @. Dorrscr, Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation. Ber-
lin 1937, Vetlag Julius Springer, p. 107.. : :

i
'

guna con respecto a la funcion F(t), pero con una restriccion

yor que cero; x>>0. Por eso, si se reemplaza F(t) por et F(t), -
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la abscisa de la recta de 1ntcgrac1on debe ser mayor que %so

‘En esta formula el punto s, puede ser cualqmer punto del plano

complejo de acuerdo con el hecho que_.la integral parclal en -el
primer miembro existe para todo s,. ' :

4. Pero dicha férmula no basta para nuestros fines, pues
"la integral depende de los valores de f(s) en el semiplano p, .
donde la convergencia de. la integral de Laplace. es ‘conocida, -
mientras que es necesario introducir los valores de f(s) en un
semiplano més extenso, donde f(s) es analitica y cumple ciertas -

condiciones. Por eso consideramos un rectangulo formado dé dos

rectas verticales de abscisas.# y @, y dos rectas horizontales de

ordenadas - . Admitamos que z; esté situada en el semiplano

p, donde.la convergencia de .2 {F} est4 garantizada, y . en un

semiplano p; mds extenso, donde f(s) es funcién analitica, y

.sea §; un punto del rectingulo (= <C7Qso<.'z:1) Entonces la in-

tegral

1 fet(s—st)) f( ) ds

. 2mi 5—5,

extendida a la periferia del rectingulo en sentido positivo, es

“igual al residuo ‘de la funcion et(s=s9)f(s)/(s—s,) en €l unico

punto singular sy, es decir igual a f(s,). Segtn la formula (1)
A} ) ’ t
la integral sobre la recta de abscisa @, converge a f e F(t)dr

para ® —oo. Si suponemos qug para Js=y —>j:oo el moédulo
|7(s)| crece mas lentamente que |y, es decir (2),

(2) 78) =%y, uniformemente con respecto a & en ‘pl,

las integrales sobre los segmentos horizontales se anulan para

@— o, porque el intervalo de integracién tiene longitud constan-
te, efs~s) estid acotado y f(s)/(s—sy) — 0. Por eso la integral

sobre la recta de abscisa z tiene igualmente limite. Cambiando =

el sentido de integracién y llevando la integral al otro miembro

de la ecuacion obtenemos .
xf-ico

(3) fe‘sﬂF(t) dr_f(so)—l—V P. ! fet(s—80) (s )ds ‘Rs;>=.

S—SO 1

2—ic0

(®) Es sabido que esta propiedad 86 ‘umple en todo semlplano interior al
campo exacto de convergencia de 2 {F ¥, véase l.c. (1), p. 52. Luego es con-
dicién mecesaria para que £2<{ F.} converja en puntos de p,.

~
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5. Antes de proseguir hagamos una observacién importante.
Haciendo t=0, el primgr miembro se anula y queda:

xfioo

(4)  fy=v.p. = [ L,
> . 2n _iig——s

es decir: la prolongacién analitica de una transformada de La-

~ place se expresa por la integral d3 Cauchy con una recta vertical -
como camino de .integracién, en todo el semiplano p;, donde f(s)

Cumplé la condicion (2).

Reemplazando f(sy) en (3) por el valor (4), se obtiene 1a

férmula: : A
. ¢ . a:—i—(ioo '
fe-san(‘C) dT:VP.ifM—if(s)ds
- 2m $—S8y
0 : r—ico

Como la fraccién (etls—s)—L1)/(s—s,) es holomorfa incluso
én el punto s,, se puede demostrar que"esta formula vale tam-
bién cuando el camino de integracién queda a la derecha de s,
o atraviesa g, o saliendo del semiplano p;.

- 6. Mediante la férmula (3) se resuelve ahora el problema
de la convergencia para el semiplano p;: La condicién necesaria
y suficiente, con respecto a la funcién f(s), para que la integral
de. Laplace sea convergente en un punto s, de este semiplano,
es la siguiente: Hay un valor z<Ws, en py, que tiene la pro-

" piedad:
. , ’ " x40 '
lmV.P. —1— f ells—so) f_(ﬁz ds=0.
00 2ni ) T 8§—8p
x—i00 -

Observemos que en la integral ‘K (s—$,) es negativo, luego
ells—s0) —( para {—>o. Si p. e. '
x-}ioo
/() ds|

s+ 1

x—i00

~ es convergente, se ve facilmente que la condicion se cumple.

(®*) G. DowrscH, Handbuch der Laplace-Transformation. I. BAND, Theorie
der Laplace-Tmnsformaﬁon. Basel 1950, Verlag Birkhiuser (5. Kapitel).

e
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7. Como fin de estas consideraciones quisiera mencionar que
la férmula (3) aplicada a las series de Dirichlet, conduce a una
nueva expresién para las sumas parciales de estas series, permi-
tiendo atacar el problema de la convergencia de las series de Di-
richlet. Mas detalles se -encontraran en un nuevo libro mio (%),
que estd por aparecer. ) :

BIBLIOGRAFIA

Libros y revistas

Matemdiica, Técmca, ¢ Ciencia. (Pmla de Bota.fogo 244 A, 19 andar,
Rio de Janeiro).

Esta nueva revista ecientifica y dldactlca se edlta en Brasil. Como su
titulo lo anuncia abarea” diferentes orientaciones del conocimiento humano pues-
tas al aleance del estudiante. El primer mnémero contiene, entre otras eosas,
un Método para resolver la ecuacidn ax +ba;+o-— 0; Cuestiones propues-

tas en exdmenes de ingreso; Cdleulo de correas pam‘ trasomszén de movimien-.

tos, ete.

.jAcoB STEINER, Construcciones geoméiricas realizadas con la regla.
Seripta Mathematica acaba de publicar, traducidas de la primera ediei6n

. alemana (1833) por M. E. Stark y con introduceifn y notas de R. 0. Archibald,

Jacob- Steiner’s Geometrical Constructions wiﬂ» a ruler givep a fized cirole
with its center (Yeshiva College, New York N, Y., 1950). Countiene algunas
propiedades de figuras rectilineas, algunas propiedades del circulo, solucién

de todos los problemas geométricos mediante la regla, ete. .

Davip BueENt SMiTH, Portraits of Bminent Mathematicians. :

~En 1946, Scripta Mathematica, Yeshiva College, public6, econ sintesis bio-
grafiea de Smith, una hermosa coleceién de retratos de matemiticos eminen-
tes: Arquimedes, Copérnico, Vidte, Galileo, Napier, Descartes, Newton, Leibniz,
Lagrange, Gauss, Lobachevsky y Sylvester. '

Handbook of the Japanese 'SOcieties of Natural Soience and Cultural
Science.

Se trata de una pubheaclén del Ministerio de Educacién del Japén, del
afio 1949. Son diez volimenes impresos a mimeégrafo que abarcan referencias
sobre entidades dedicadas a la ciencia pura, la agricultura, la ingenieria, la
literatura, la historia, el derecho y la economia. A través de esta minuciosa
enumeraci6n de sociedades cientificas o - culturales del Japén se aprecia el im-
portante desarrollo espiritual alcanzado por dicho pafs.

"- - M. Valentinuzai
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APLICACION. DEL METODO DE HADAMARD AL -~

CALCULO DEL CAMPO - ELECTROMAGNETICO
DEL ELECTRON :

por JUAN JOSE GIAMBIAGIT ,
(Tustituto de Fisica, Buenos Aires)
(Recibido el 14-7-1950)

: A. Potencial de un electrén puntaal.

Hadamard introdujo l concepto de parte finita de una in- °

tegral divergente, que permite resolver la ecuacién hiperbélica

cuando el nimero de dimensiones es impar. Priedrichs mostr6 (1)
que la parte finita logaritmica juega un papel andlogo cuando el
numero de dimensiones es par. Gourant-Hilbert contiene (2) una
breve exposicién del método y una aplicacién a la resolucion de
la ecuacién de las ondas amortiguadas. A ella nos referiremos a
menudo en el curso de este articulo. Designamos con (E 0,6,7)
las coordenadas del punto polencmdo y con (z,y,2,t) las del
punio fuente. '

En el espacio lorenmano, la dlstancm entre dos puntos Z, X .
de coordenadas (w,y,z,¢) y (§1,6,7) es la siguiente:

DA = [(v—1)2 — (§—2)® — (n~y)? — (s—2)?}=.

El vector ropp=X—27 tiene por moédulo:

(1) rop=(X—Z, X7y,

Tenemos: que resolver para cada uno de los potenciales del
campo electromagnético, la ecudci6n siguiente:
(1) | . O¢=4nj;
donde ¢; designa el potencial y j; la tetracorriente. Vamos a con-
siderar el volumen limitado por el hiperboloide Ii=e¢, el hiper-

- plano t=t—23 y el hiperplano del infinito. En ese recinto apli-

camos la férmula de Green, designando con Gi; el interior del
cono, con M. la superficie lateral y con D el hiperplano
t=1—29. En el infinito, las condiciones iniciales son nulas, de
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. a -
RN - modo .que- ol término correspondiente se. anula. La formula de
.Green nos. “dice: (vease 2). .

] s 3
‘(IH) %gylv4:_;dwdydzdt Ml »¢ OS] ; L

o0 V], . -
_|_f/f V—-_f-q)ia]dmcl)dz. | o .

De')

donde V es la asolucion fundamental de Hadamard:

n—2
Ez

o o (X@+WMﬂ+

U Wy los puntos suspenswos indican funciones regulares
: o}

Ademis se cumple -L[W]—_—O. s significa- la derivada segun
s

la c’onbrmal, es decir:
P o o o .0

()s =t Bif'”v'o_x_yvﬁ_' & 0z
Cada una de las integrales que aparecen en (IIT) es de la
forma: (véase 2) : :

n—2

e ' Bk(s)_—ak oge+—— (to+aet... i"a”’2‘28 7))+ (e)

__2
- € 2
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¥y la parte finita logaritmica de esta expresion es-a;,. Pasando en
la (IIT) todo al primer miembro, dicha formula queda:

Eak_O

U es igual, segtn la férmula 51 de la pégina 447 de (2), a
la funcién Jo(J—eT) y W= 1 V_ J§(V=cE) Jo /=<F

donde ¢ es la constante que aparece en la ecuacién de ondas
khmortiguadas.

Bt — B — By — e — cO=F (2 y 21).

En el caso que nos interesa, el -campo electromagnetico en
el vacio, ¢=0 y, por lo tanto, W=0 y U=1. Los otros tér-
minos regulares dan integrales convergentes y que, por lo tanto,
no contribuyen a la parte finita logaritmica. Queda, pues,

‘ 1
(IV) N V= T

El procedimiento consiste en hacer tender € y & a cero y
quedarnos con la parte finita logaritmica de- cada integral ().

La integral sobre M. no contr1buyﬁ a la parte finita lo-
garitmica, véase (2), pag. 446, formula 45, pues W es nula. ’

La parte finita logaritmica sobre Dab es —2n ;. Véase (2),
formula 48.

La formula (III) se reduce a la siguiente:

! o i dw dy dz dt
({)L-_,—_——Az—n*//f/Vzln]idmdydzdt:—z*/// fidedy dz

Si se trata de un ‘electrén. puntual, esta ekpr-esién se recuoe
a una integral a lo largo de la linea del universo del electrén

,(V) | ¢i=‘—20 *f ui%QD ds. |

(*) El Ing. Calderén demostré que el mismo resultado se obtiene tomando co-
mo recinto de integracién al hiperboloide I['=-¢ ¥ haciendo tender e¢->0 gin me-
cesidad de cortar con el hiperplano t =t —3§.



\

~ donde u; es la tetravelocidad del electrén, de modulo uno, Y Sg
es la interseccion de la linea del electron con. el h1perbolo1de
I'—e, : |
- Vamos a integrar respecto de L. en lugar de hacerlo con .
‘Tenemos: :

T = (f—v)? = (2—E)? — (y—n)? — (¢—c)?

dr Lt dz d dz
2G0T 0TG- ]

. Se tiene; segin (I)

(VI T oy

ds

Si la velocidad espacial ‘del electrén es menor que una
constante menor que la velocidad de la luz, resulta que cuando
s—> o, | JE :

El otro limite es &. Queda:

(VII) §y=—2e j ‘(Q> —Qdl'= Zef ui(Q) o 1' dF =

—e [HQ dr
f oy

donde hemos usado la forrnula (VI)
Con la hipétesis hecha acerca de la velocidad del electron,
la siguiente integral resulta convergente:

A
f_un-_fili
-> > D

(r,u)

donde A.es un ntmero positivo cualquiera.
v 4 e
Descomponemos la (VII) en suma de dos integrales f + f .
‘w A4
Como la primera es convergente. no contr1buye a la parte finita
logaritmica. Podemos por lo tanto, escr1b1r
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(ViL) - gy=e f S d
. ’ " > L
. S (r,u)
~ “A esta integral vamos a sumarle y restarle la siguiente:

N

(r,u) oE

"donde el subindice cero 1nd1ca que tomamos el valor en el uem-
- po retardado. ‘

~ La (VIII) queda:

e [{

Bt (am
<ru>} +1f[<733> {GZ)}o]F‘ o

El segundo término del segundo nnembro da una integral
convergente y no contrlbuye, por lo tanto, a la parte finita loga-
ritmica. Queda sélo el primero.

. f{ u }dﬁ_e{(ﬁ; }0

‘ (r, u) r,u)
axy ¢_e{ % } .

o e
B. Cdleulo del campo.". o L

. Usando la notacidon tensorial, tendremos:

00, __ 00,

Twvee OmP oxz¥

Habianios llegado a la siguiente expresién para el potencial

A

'SE

—
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Se demuestra: que la-.derivada de-la parte finita logarltmlca .
respecto de un pardmetro es igual a la parte finita-logaritmica de |

" la derivada y que podemos derivar directamente bajo el s1frno'

de integral. Véase (3).
Es decir, ‘tendremos:.

’ Se : ‘
| . Lol 0 Ly
Fllvéa—ﬁ:—ze *zf[uv:(Q)m(f) ——uu;)—g;(ﬁ)]ds

-
|

Sg v

‘F :2 f[llrgl——urg]d
uy * T2 )

— o

o sea, en general: o )

B 5

R2

® Pt [[’ tas P Do)

1 - —00

- Tomando a Il como yariable de 1nlegra01on e mlcgrando por
partes obtenemos:

€ >

F2 dit

' E > > ' € > > ¥
ds . ‘al dbe "u) dR
F=4e f[r u] ds dl=— 2e /[ru dL. g [(nm) dR

> > 2. w > > N9
ouy A e B
-5

resfBL] fﬂ.<++>d~“

. El primer término no contribuye a la parte finita logarltmma
En' cuanto. al segundo, procedlendo 1gua1 que antes da, como

'parte fm1ta logaritmica

. d (] I a (G aey
F:‘-—Ze *‘;.<\++>}:—26-—<++> (—;
..' R {dIJ (r,'u> 0. ) X d‘F (r, u) 0 dl )

o i)
- o | ‘ (r u) (r,u)
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~ Compérese con el cilculo del campo hecho por Fremberg
“usando €l método de Riesz (). ’

C. Fuerza propia del electron..

La férmula (X) nos da el campo del electron. Recordemos

que el limite superior es el valor del tiempo propio que corres-
ponde a la interseccién con el cono I' =e.

5
A -> >

A Como la integral 4e[r’ u]

T2 ds es convergente, podemos poner

—00

S3 5.

F—de [ [, 4

rz -
4

Desarrollemos el integrando en serie a partir del punto en-que
la linea del universo del electrén corta al cono retardado, Tome-
mos, para simplificar, s=0 en ese punto. “Tendremos:

(e 2 2
[r,u]:—j-z—{[u,11]——§—[u,u]s—|—...}
donde hemos usado |

> > 2 . g8
r=—1uys— U 5 il —9——|~ O (st)
>

-> §2 -
u:uO+ aos—l" iio 'é_—l" O (38)
r=T12=—510 (s3)
En el limite. superior podemos poner, teniendo en cuenta la
Gltima igualdad: :
. | sc = gl/2,

Calculemos ahora la parte finita logaritmica.
—Ye

—Ve
4 s2. > 2 }ds 1 ds
-y P ] oy [ Nl __ .
p_-'le‘*f { 5 (o8] — [t,u]s+ O (s )i F.2_4e*f

5 [t u]rs‘l
—A —4




— 31 —
Si ahora sumamos y restamos

i (e g
> ds
3 € ZA[U: u]ol‘s‘l“

_ obtenemos

Como la segunda integral es convergente, no contnbuye a
- la parte finita logaritmica.
‘Queda finalmente

Con esta formula del campo obtenemos la fuerza de Lorentz

sobre el electrén, a saber:

| 262 Ty
(XIII) ‘ fr=Fvoeuy= ?(ulJL + 2 ub). -

Estas ecuaciones fueron deducidas por Dirac (°) y por Frem-
berg (4), el primero por un método intuitivo y el segundo me-
diante el método de Riesz de prolongacion analilica.

La férmula (XII) coincide con la semidiferencia de los
potenciales avanzado y retardado.

La aplicacién del método al campo mesénico se publicara
en una ulterior oportunidad.
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~ SOLUCIONES SINGULARE% DE LA ECUACION
POTENCIAL EN EL CASO DE LOS PROBLE- :
MAS DE DIRICHLET .Y NEUMANN EN EL -
o PRIMER CUADRANTE '

'
por DIETRICH VOELKER -
Buenos Aires

' La v.e’Cuéicién 'pt-).ten:c.ialv en dos variables es
02F(z,y) = 02F(x,y) —0
0x? dy:

A F(z,y)= (1)

Para el primer cuadrante como dominio de 1ntegrac10n, los
valores de contornos de . f(xz,y) y de las primeras derivadas
sean los siguientes L v

A(x) =lim F(x,y)
-0

B(y) =lim F(s,y) -
A x>0

PRLICE)
Ay(z)=lim ——"
1(96) 1/1-210 dy
N ' .c)F(',m, y).-
Bl S

La ecuacién (1) se transforma por intermedio de la trans-
formacién de Laplace de dos variables (1) en la ecuacmn al—

- gebréaica °

[ (0, 5) —ub(o) — by(o)]+ [ (1, ) — vau) —ay(w)] =0,

donde las letras pequeiias significan, como swmpre, las trans-

- ‘formadas de las funciones. con letras grandes, siendo u y v las

variables correspondientes a e y.

" (*) _Las reglas.de efleilo para la transformaeién de Laplace de uia y-

dos variables sean consideradas como. conocidas.

s
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Como solucmn transformada resulta )
)

(u ) ub(v)—l—bl(v)—}—va(u)—}-al(u) | (2)

u2—|—v2

1. Soluciones singulares. del problema de Dirichlet.

Para obtener soluciones singulares del problema de Dirichlet
hay- que cumplir la condicién que los limites de la solucion em
el contorno se anulan

es decir

a(u)=b(v)=

Asi la solucion (1) se reduce a

f(u, v) = ———_—“1(“)+b (v) ®

‘)_i_,u2 l

Para que esta sea una transformada, debe ser regular en u -

y v en dos «semiplanos derechos» de u y v respectivamente,
que no es el caso anulandose los dos factores del denominadoxn
(u+iv) y (u—7iv) para valores arbitrariamente grandes de
Ru y Rv. Para obtener la solucién (3) en una forma regular
(con dos  semiplanos derechos en u y v) renunciamos a la in-
dependencia de las funciones <@, y b,, haciendo desaparecer el
- numerador para u?=—v2.

Pongamos
| ay(u) ﬂZ“l,(“%
by(v) =By(v?)
Y al®ame)=0
0 B =y 0).

Con esto resulta de la solucion (3) como solucién singular
“del problema de Dirichlet en forma todavia transformada

ﬂm@—%@*”*”% @

ut—(—v7)

<
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siendo o, una funcién cualquiera; con la cual la funcién f(u v)
resulta ser funcién del tipo transformado.
E]emplo 1.

Sia(@)=—  (n=128..)

g e
se tiene f(u,v)== (—1)k
: k)

un--2k p2k+?

y antitransformando
n—1 x2n—2k—1 y2k+1

F(@y)=Z (-1} (@n—2k—1)1 (2k+1)1

De esta solucién de la ecuacién potencial que desaparece
en los contornos del primer cuadrante, son los primeros tres
polinomios

n=1  F(z,y)=azy

n=2 F(w,y>=ﬂ(w2—y2_>

e zy @ty oy
n=3  I=y)= 12(10 3 Tig) -
Ejemplo 2.

- Poniendo al(z) =

. 1
se tiene  f(u, v) —u2 T v
Yy | F(z,y) =senz senh y.

Ejemplo 3.
1(z> =

1‘ T2 u? 1

(u, v)= “uAtd viid urid vi4d

F(z,y) ='—14T [sen @ cosh @ cos y senh y— cos z senh z sen y cosh .
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Es posible hallar la antitransformada de (3) en general,

si la escribimos en la forma

f'(u,v)z 1 g (u)—a(iv) (2

a--v u—iv

y suponemos que la funciéon a sea par. Entonces resulta. por

aplicacion formal de unas reglas de célculo de la transforma-

cion de Laplace como solucion antitransformada =

x+"'/

F(w y):—f Ay(2)dz,- - , (5)

! .\:———

donde A; es la antitransformada de @, y una funcién impar.
Como prueba es posible legitimar cada paso de la deduccién,
pero mis sencillo es averiguar, que esta solucién cumple la ecua-
cién potencial (1) y tiene como valores contornos en los semi-
-ejes positivos el valor cero. Tal averiguacion directa tiene ade-
mis la ventaja que no es mis necesario que la funcién (ana-
litica en el primer cuadrante) A, tenga una transformada de

Laplace. Por éjemplo: A, puede ahora crecer en el infinito

arbitrariamente rapido. :

Advertencia: La expresion (5) representa un conjunto de
soluciones singulares del problema de Dirichlet, pero no es se-
guro si no haya otras.

!
¢

. 2. Soluciones singulares del problema de Neumann.

Las soluciones singulares del problema de Neumann son
las soluciones cuya derivada es cero en el contorno, tomada la

derivada en el sentido normal al contorno, y entend1da como,

el limite alli. ,

Para obtener tales soluciones hay que poner en (2) las -

transformadas de las derivadas igual a cero:

ay(u) = bl(v) =0

(*) por poner b,(v) = —a, (), por lo cual renunciamos a la hbre ele-
g1b111dad de la derivada de contorno B,(¥). '
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Asi queda como solucién

S fay) =) ©

Para la antitransformacién tenemos que . determinar las fun-
ciones @ y b’ de tal manera que resulta una funcién del tipo
“transformada, o sea al menos regular en uy v en dos semi-
planos derechos 'y anulindose para Ru,v—oo.

. Ejemplo 1.
aw)=> b)=
fav=1
F(z,y)=1
Ejemplo 2
o(w) = b(o) =
-  u(ur+l) T u(vi—1)
vy =

F(z,y)=1-cosz coshy.

Ejemplo 3.

b(u)mQ(ﬁl)n L (n=1,2.3,..;)

v?n—l

a(u) ==

n—1 1 . 1
(u U)_ (_ ) w2n—1—2k —D;k——i-_l-

r nil 1 p2n—2—2k y2k
<”” N=2 )(Zn—Z—"Ic)l (2k) !

siendo. los cuatro primeros pohmomms

¢




Y

R 2 yg
n=2 F(z,y, TR
wi m2‘y2 yi
n=s Fen=gTarata
o 5 1 42 2wt 6 -
n=4 - F(z,y) gL Er, Zr_r ’

~6l 4! 21 21 41 sl

- Para la antitransformacién general de (6) pongamos

b(v) =— a(w) = a(—w)

_ (por lo cual la funcién a debe ser 1mpar) y tenemos como so-

lucién transformada

fa, v)—:lf' 1 wa(u)—ua(w)
i utiv u—iv

de donde viene por las reglas de la antitransformacién formal

1 : -
F(z, 3/):—|-E[A (o+ -{—) 44 (x-_%)] M
donde la funcién A es par.
Como en el problema de Dirichlet, se averigua dlrectamen-
te que (7) cumple el problema de valores contornos de Neumann,
con la especialidad que dichos valores son cero.

_ La funcion A debe ser analitica en el pr1mer y cuarto .
cuadrante.

Ademés valen las mismas advertencias como en el caso del
problema. de Dirichlet.

Buenos Aires, 30/6/1950.
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'TERCERAS JORNADAS " MATEMATICAS
. ARGENTINAS

- N

Con. todo éxito se realizaron en la. primera quincena de julio, las Tercéras
Jornadas Matemdticas Argentinas, organizadas por la Unién Matemftica Ar-
gontina. Ademés de numerosos participantes locales, concurrieron a ellas de-
legaciones cientificas del interior y del Uruguay.

‘Han de destacarse especialmente el apoyo prestado por el sefior Decano
de la TFacultad de Ciencias Exactas, Ingeniero Quinterno y la hospitalidad y
cordialidad del sefior Director del Instituto Radiotécnico, doetor Vignaux, que
merecen un agradecimiento especialisimo. '

La calidad y cantidad del péblico mateméitico concurrente tuvo su agra-
dable nota complementaria en los refrigerios servidos en homenaje a los par-
ticipantes y sus familiares. :

. La. organizacién—de las Jornadas, que resulté perfecta, estuvo a cargo de

~los colegas M. Sadosky, O. Varsavsky y L. A. Santalé.

Las Jornadas fueron iniciadas por una interesante alocucién de J, Rey
Pastor, desarrollindose a continuaeién el programa fijado.

Lunes 10 de Julw 17 horas. Sesién 'maugwal

G. DorrscH. Sobre el problema de la convergencla, en la tcoria de la trans-
formacién de Laplee.

Martes 11 de Julio 9 hovas. Sesidn dedicada a Algebra, Gcomch ia y Topologia .

A. DurafoNA. Sobre el ehleulo exterior de Cartan.

J. L. Massrra. Estabilidad condicional de un homeomorfismo en el entorno
de un punto fijo. ’

R. RroaBarrA - M. Cornar. Sobre el AnAligis Armémco en grupos a.behanos

E, 0. RoxIN. Sobre el concepto de ordenacién en grupos.

A, E. 8reAsTUME LurRrA. Divigibilidad en grupoides.

L. A, SANTALG. Unas desigualdades entre los elementos de un tetraédro en geo-
metria no-euclideana, ‘

0. E. ViLLAMAYOR. Nil-p’ anillos. -

C. VinLeGas MAfE. Un teorema sobre inversién local de transformaciomes.

J. J. ScHAEFFER. Figura minima que cubre puntos de una red.
Ademis, otro trabajo de C. Villegas Mafié 'y dos comunicaciones de R.

Laguardia y A. Monteiro, respectivamente.

15 horas. Sesién dedicada a Andlisig

" M. CorLar-Y. FRENKEL. Mayorantes no aditivas en la teorfa de Perron-Denjoy.

M. Corrar - R. RICABARRA. Series lacunares trigonométricas de dos varigbles.
Y. FreNkEL- M. Cornar. Sobre un lema de TF. Riesz,
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A. Gonzingz DomiNgUEZz. Sobre una representacién de la delta cénica. :

M. GuTiErrEz Burzaco. Nota a.la memoria de Ootlar-Ricabdrm, sobre- la inte-
gral de Caratheodory. -

L. KoSOHMIEDER. Una contribueién a la teoria de las funclones eliptlcas

J. L, MaSSERA. Sistemas de ecuaciones diferenciales peri6édicas de periodo T
con respects a la variable independiente y que admiten soluciones de pe-
viodo T’ inconmensurable con T. ) ‘

~P. P1 CALiEga. Sobre las funciones absolutamente continuas.

D. VorLxErr. Sobre las soluciones smgulmes de la ccuacién de Laplace en el
primer cuadrante. ;

Miéreoles 12 de Jclio 9 horas. Sesién dedicada a Metodologia y Diddctica’

R. G. CARRANZA. Sob1e ol significado de la ley débil de los grandes m’lmelos
desde el punto de vista de la inferencia estadistica.

"R. Garcfa. Fundamento semintico del concepto de ntimero.

M. C. DE MaoaeNo. Bl método de laboratorio en la ensefianza de la Matemética.

P. P1 CarLEsa, Nombramiento de profesores de Matemética en la censefianza.

media.
— — Bspiritu y orientaci6n de la Matemética en el bachillerato.

15 horas. Sesién dedicada a Iisicamatemdtica y Matemdlica Aplicada

K. FrANz. - Teoria de los servomecanismos lineales de alta precisi6n.

J. J. GIAMBIAGL Aplicacién del método de Hadamard al chleulo del campo
mesénico. '

E. A. M. Maomapo. Cileulo del p10med1o mensual de tempemtura en base a
los promedlos mensuales de 8, 14 y 20 horas.

S. S1sPANOV. Oscilaciones en el caso de resistencia proporcional al cuadrado de
la velocidad.

O. A. VARsAVSKY. Aplicacién de algunos conceptos de grupos topolégicos a la
Meefinica Cufintica. '

RESUMENES DE LOS TRABAJOS PRESENTADOS

Damos a continuacién los resamenes de la mayoria de los
trabajos presentados a las «Terceras Jornadas Matematicas Argen-
tinas», celebradas en Buenos-Aires los dias 10, 11 y 12 de julio
de 1950. De algunos (tabajos (Doetsch, Voelker, Glamblagl) no
se publican los restmenes, pues en este mismo nimero los tra-

bajos aparecen in extenso. En ntmeros sucesivos irdn aparecien-

do también algunos frabajos in extenso de los que aqui damos
su resumen.

=

Ty aba]os de Algebra Geomelria y Topologba

J. L. Masszra. Estabilidad condicional de un homeomorfwmo en el
entorno de un punto fijo.

Sea Z un espacio de Banach, producto topologico de dos
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espacios X, Y, uno de los cuales, por lo menos, se supone. eucli-
deano (de dimensién finita). Sea T un homeomorfismo en Z
con O como punto fijo. Admitimos que T tiene una diferencial
de Fréchet en O: Tz=Nz+o(|z||]), N lineal; maés precisamente,

si z=(x,y), c=Tz=(%,n), #,E¢ X, y,neY, entonces £==Lx -
o(|l«)), n=My+o(llzll), L,M lineales. Bajo hipétesis generales

acerca de las normas de I, M, se demuestra la existencia de un
«conjunto de estabilidad», es decir, de un conjunto S tal que:

a) TSE S; b) si zeS, Trz—0; ¢) S es el miximo conjunto

con las propiedades a) y b). S tlene una propiedad de separacmn
con respecto al espacio Z.

Si se aumentan las restricciones sobre T’ se obtiene gradual-
mente resultados que aclaran la naturaleza topolégica y analitica
de S. Por ejemplo, si T admite una diferencial de Fréchet con-

tinua en el contorno de O (si T es analitica), S es el grificor

de una funcién y=~F(z) que admite una diferencial de Fréchet

continua (que es. analitica) en ‘el entorno de O. Sin estas hipo-

tesis suplementarias S puede ser un conjunto bastante complicado,

a saber, puede no ser un continuo o puede ser un continud que

no es de conexién curvilinea.

R. A. RioaRaRrRA v Miscma CoTLAR, Sobre el andlisis armomco en
grupos abelignos.

La fundamentacién del andlisis ‘armoénico suele hacerse o

~ bien usando la teoria de ideales de anillos normados (Raikoff,

Gelfand), o combinando-el método de puntos extremales con la
teoria de representaciones de espacios’ de Hilbert (Cartan, Gode-
ment). En el presente trabajo se ofrece una exposicién simplifi-
cada y elemental de esta teoria, prescindiendo de la teoria de ope-
radores de espacios de Hilbert y simplificando las demostracio-
nes de los teoremas de Bochner y de Plancherel.

Eminio. O. Roxin, Sobre el concepto de ordenacidn em grupos.

El concepto de orden, es decir de conjunto ordenado, ha de-
mostrado ser de una fecundidad exiraordinaria en la historia de
la matematica. Resulta, pues, logico, tratar de aplicarlo a una
estructura tan importante como ser el grupo. Eso es, sin embargo,
en general imposible. Cuando se trata de un’semigrupo positivo,
se hace sin ‘dificultad y el semigrupo resulta converlido en un
latice. En cambio en los grupos mas sencillos, los ciclicos, no es
logicamente aplicable el concepto de ordenacién, ya sea lineal

a
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[ parcml A ellos se puede aplicar, a su vez, la nocién de orden
-ciclico.

Los postulados del orden ciclico fueron establecidos por E.

V. Huntington: «Sets of completely mdependent postulates for -

cyclic order», Proc. Nat. Acad.. Sci., 1924, aén cuando el origen
de estos postulados corresponde evidentemente a los trabajos,

anteriores, de fundamentacién rigurosa de la geometrfa. Flunting-

ton enuncia.los siguientes poqtulados

Dado un conjunto de elementos a, b, ¢, . .. definimos una re-
lacién ternaria, tal que 3 elementos a, b, ¢ (distintos) pueden estar
en una relaciéon de sucesmn que escribimos abe, tal que satis-
face a: -

E) abc—+cab

B) Sia,b,c son dlstmtos, se cumple por lo menos una de

las relaciones abe, beca, cab, ach, cba, bac.

C) Si a,b,c son distintos, las relacmnes abe, ach se ex-

D) Si se verifica la relacién a b ¢, son a, b, ¢ distintos.
2) zab, ayb—zay. :
3) zab, ayb—zyb.

9) Si a.b,c,z son distintos y se cumple abe, entonces se

cumple una de las dos relaciones abz, zbec.

Para determinar el orden ciclico pueden uL1l1zarse como de-
muestra Huntington, indistintamente los siguientes sistemas de
pdstulados: E,B,C,D,2 — .E,B,C,D,3 — E.B,C,D,9. Hun-
tinglon también demuestra la independencia de estos postulados.

Ev1denle1nente como un grupo puede, en general,  contener
subgrupos ciclicos de orden finito y de orden infinito, un con-
cepto de orden més general, para ser aplicable en grupos, debe

" incluir los de orden lineal (o mejor; parcial) y de orden ciclico.

- Damos a continuacién un sistema de postulados que incluye
ambos conceptos de. orden; y que llamamos ordenacién ternaria:

I) Dados 3 elementos a,b,¢c d1st1ntos, pueden estar ellos
en una relacién de sucesién que escribimos abc. '

II) abec es incompatible con cualquiera de las permutacio-
nes impares acb, bac, cba. :

II) abe, amb'—}_wbc, azxec.

IV) abe, bzc—abz, axc.
V) abe, cda—bca.



— 49 —

Se discuten estos postulados, mediante los que se llega a lo
que parece la propiedad méas fundamental:

. Teorema: Si se verifica abe, cda, también se verifica:
abd, acd, bed, bea, bda, ¢db, cab, dab, dac, dbe. Es
decir, estamaos en presencia del orden ciclico.

Toda ordenacién parcial da origen a una ordenacién terna-
ria, que a su vez queda determinada por esta dltima, con tal que
toda cadena que aparezca en la ordenacién parcial tenga més de
dos elementos. ‘

Las aplicaciones a la teorfa de grupos son evidentes en los
casos mas sencillos, pero es de esperar que en casos mas compli-
cados este concepto de orden también pueda ser de utilidad.

ArsErto E. SacasTuME BERRA. Divisibilidad en grupoides.

Sea G un grupoide o sistema cerrado con respecto a un pro-
ducto asociativo (conmutativo y con unidad 1). Si se da una
ley M que a cada a¢G haga corresponder un subconjunto M(a)

de un conjunto fijo Mi, & se dice divisor de b segin M, a|b(M),

cuando M(b) & M(a). Los conjuntos M(a) deben cumplir sola-
mente la condicién M(ad) ¢ M(a). Queda asi generalizada la
~nocién de divisibilidad, cumpliéndose muchas de las propiedades
elementales referentes a multiplos, submultiplos, unidades, ele-
mentos asociados e ideales: un (M)-ideal es un subconjunto que,
simultineamente con un a ¢ G, contiene a todos sus multiplos (M).

El sistema {I} de todos los (M)-ideales I & G goza de pro-
_piedades que son caracteristicas y permiten, por lo tanto, inversa-
mente, determinar la divisibilidad (M). Otro tanto ocurre con
las clases A, B, ... de elementos asociados (M). Se tienen asi
dos procedimientos para determinar todas las posibles  (M).

Una divisibilidad (M) se dice incluida en otra (M’) (de un
mismo grupoide G), (M) S (M’), cuando a[b(M’) implica
a|b(M). Queda asi definido un ordenamiento parcial a cuyo res-
pecto todas las divisibilidades constituyen un lattice completo
L=L(G); reunion e interseccién de (un conjunto arbitrario de)
divisibilidades, dan también divisibilidades en G. El cero de este
lattice L es la divisibilidad trivial (T'), caracterizada por a|b(T)

cualesquiera sean a y b; la unidad de L es la divisibilidad absoluta

(A), caracterizada por ser @|b(A) si y s6losi b=a.c.
Se puede definir el grupoide asociado G* de G, que se ob-
tiene identificando los elementos de G que pertenecen a cada
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clase de asociados absolutos, y definiendo entre estos nuevos ele-
“mentos de G*, o entre las clases de asociados (A4) de G, un pro-
ducto C(d).'C(b) =C(ab), donde C(z) es la clase que con-
tiene a-x. La propiedad mas importante de G* y que justifica
su introduccién consiste en que los lattices L(G*), L(G) son
- isomorfos. _

El trabajo termina con la consideracién de algunas divisi-
bilidades_especiales y ejemplos. En particular se construye el gru-
poide asociado E*, del grupoide E,, de (clases de) restos mo-
"dulo m en el campo de los enteros. Si el modulo se descompone
~en factoves primos, m=p,% ...p%, E*, depende solamente

solamente de 105 ¢; y no de los p;. En particular, el lattice L{E*,") -

es isomorfo al de subconjuntos de un conjunto de n elementos.

L. A. SanTarb. Unas desigualdades entre los elementos de un tefrae-
' diro em geometria wo-euclidiona.

‘Polya ha demostrado, mediante las probabﬂldadeb geomé-~

tricas, que entre las longitudes [; de las aristas de un tetraedro
y los angulos. diedros «; correspondientes existen las desigualdades
x 8 6 6
— Zl<Zlie<—2Z1,
31 1 1

‘oA

Se trata de la generalizacion de estas desigualdades a las
geoméiricas no-euclidianas.

OrLaNDO B. ViLLaMAYOR, Nil - p - andllos.

Esludio sobre los anillos que cumplen las condiciones
'(w—xp)"—O (pz)i=0, donde p es un nimero primo fijo e
i y j funciones de z, la primera ‘de ellas acotada. (La segunda
condicién no es necesaria para p=:2). Se estudian los ideales
primos, se da un teorema de representacion y se estudia la arit-
mética de los ideales en esta clase de anillos.

Cusireo ViLLEGAs MARNE Un #emema sobre inwersién ZocaZ de irams-
~ formaciones. :

Diremos que un punto o e Ey es regular para la transforma-
cién x=x(E) si esta transformacién es conlinua en o y localnente
topolégica en todos los puntos de un entorno reducido de a.

De los teoremas de inversion local y de prolongacién continua

de ‘transformaciones interiores, ambos debidos a Stoilow, se de- -

duce inmediatamente que si I, y Eg son localmente homeomor-
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fos a E,, la transformaci6n ‘w:w(E) en un punto regular es
localmente equivalente a la transformacién z=¢p en =0, sien-
do zy ¢ variables comple]as
El teorema de inversién en los puntos recrulares extlende esle
resultado a espacios menos, restringidos en la siguiente forma:
Teorema: Si o es un punto regular para una transforma-

ci6r. x=x(€) de un espacm Ey regular, localmente compacto,

que satisface el primer axioma de numerabilidad, a un espacio

E, localmente homeomorfo a E,, dado un entorno U dz o y

un entorno V de su imagen a, se puede determinar una esfera
cenfrada en a y un dominio DU que contiene a ¢ yKCV
tal que D—(a) se c11v1de en m dominios desumdos D, de tal
manera que:

1) si n=3 cada C,=D, U(a) se transforma topologica-
mente en K; '

2) si n=2 se puede hallar una /éorrespondencia topologica

T}, entre C), y un circulo K, del plano complejo E¢, con centro
en el origen {=0, de tal manera que si £¢ se corresponden me-
diante T,L es, considerando también a x como variable compleJa

z(8) = a -+ Chh;

8) si n=1 la esfera K es un intervalo I cuyo punto medio

.es a, y es por lo tanto la unién de los intervalos semicerrados

I-I* cuyo tnico punto comin es @, y hay p conjuntos G, que
se transforman topolégicamente en I+ y g que se transforman
topolégicamente en I, siendo m=p+q.
CesirEo ViLLEGAS MaRS. Sobre algumas férmulas relativas al movi-
miento de fliidos.
Se dan demostraciones rigurosas de las s1gu1entes férmulas,
ampliamente conocidas

| d[fdA_/f(VN)clS+[f dA (1) 

- Aty - 8 4@
dQ  dwp - 1 L
@ T :G‘(,hz'P'_Evzz.—FZ.?),‘—G(-hl'FEV12+Z1)+8

| C)
AW _ 1o, 1 ST
@ =9 f pt g Vi —gVith=hlte @

Py

Py

&
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dWg
At T

La férmula (1) da la derivada respecto al tiempo de'la in-
tegral de una funcién cualquiera f cuando el dominio de integra-
cién es el volumen A(Z) ocupado en el instante ¢ por una de—
terminada masa de fltido.

~ Las férmulas restantes se refieren al funcionamiento en ré-
gimen de aparatos a través de los.cuales circula el flaido.

Estos aparatos pueden tener o 10 partes guatorlas como
las turbinas.

dW

dt

G(Vz Vz 17_1 I71%) e (4)

dQ
g €8 el calor récibido por
~unidad de tiempo pdr el flaido circulante; G es la ‘cantidad de
flaido que pasa por unidad de ‘tiempo. Las demés variables

tienen los significados usuales

po a través de sus partes giratorias;

Jost L, Massgrae - Juan J. ScEArrEr. Figura minimae que crubre 2

punios de una red,

Consideremos la red de puntos de coordenadas enteras respeclo

de un par de ejes ortogonales. Una figura plana F' se llamara una.

figura recubridora cuando, por cualquier posicién-de. F' en el
plano, por lo menos un punto de la red es cubierto por ella. El
problema consiste en: hallar, entre todas las f1guras recubridoras,
aquella de 4rea’ minima.

Se estudia el caso de las figuras convexas, se hallan acota-
" ciones para el area de figuras recubridoras, y caracterizaciones
- geométricas de las mismas, algunos criterios para figuras «mini-
males» o indisminuibles, y una serie de eJemplos interesantes.

‘Traba jos de Andlisis.

Misoma CotuArR vy YANNY FRENKEL. Mayor am‘es no adh,twws en la teo-
ria de Perron y Denjoy.

En la teoria clésica de integral de Perron (o de Den]oy) se
prueba que si una funcién de punto p(z) admite por 16 menos

una mayorante y una minorante, entonces -p(x) es integrable

Perron (Denjoy). Aqui las mayorantes o minorantes son fun-
ciones de intervalo aditivas. El objeto del presente trabajo es

o/

es el trabajo que entra al aparato por unidad de tiem- -

P N
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probar- que el mismo resultado subsiste si p(z) admite una ma-~
yorante, y una minorante cualesquiera, aditivas o no. Para tal
fin se extienden previamente a funciones no aditivas teoremas
fundamentales de la teoria de Perron-Denjoy.

Misora Cotrar - R, A. RIOABARRA Sobre series ortogonales lacunares
de dos variables.

Se prueba que las principales propiedades de las series tri-
gonométricas lacunares, y las de Rademacher, subsisten para una

- clase més amplia de las series ortogonales que verifican determi-

nadas condiciones generales obtemendose asi un método unificado
de demostracién. El mismo método permite extender al caso.de
series lacunares de 2 variables los resultados clasicos demostrados
para 1 variable.

YanNy FRENKEL - Misoga Cotwar. Sobre un lema de F. Riess.

F. Riesz prob6 en forma muy elegante el teorema funda-
mental, de la integral de Lebesgue, haciendo uso de un simple
lema, que resulté Wtil también para otras cuestiones; asi por
ejemplo, Hartman mostré que el mismo lema - puede ser usado
para la demostracién del teorema ergdédico. En la presente nota
se prueba que dicho lema, convenientemente generalizado, puede
servir para demostrar el teorema correspondiente de la integral de
Denjoy.

ArBERTO GoNzZALEZ DoMiNGUEZ. Sobre una represent’aczé‘w mtegral de

la delta conica. .

Sea F (t) una funcién definida en todo el eje real. Supongi-
mosla, para simplificar, sumable (aunque las consideraciones que
siguen tienen validez en casos mucho mis generales). Formemos
con ella la integral

d
(D( ) =mi 2ni fr(t)z2t ‘

Segtn que Re(z) Z 0, esta integral define dos funciones re-
gulares en los semiplanos superior ¢ inferior respectivamente. Pue-
de demostrarse que al tender z a x se verifica '

q

FR()dt 1
o] = ) =3 1) +F(—e)]+

—a

hm ([)l(z) =lim =
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F(1) dt
g 2=t y>0,

‘—”—«ﬂ i

L
21

a

| Fi)dt |
lim,(2) =lim 5. f B =) =y )+ F ()=

—_— .
'

(t) dt

2_g2’

a
LR
i

Es decir, que el efectuar sobre F(t) las operacmnes'indica-
das obteniendo ¢,(%) y tomar la parte real de esta funci6n, equi-
vale a operar sobre F(t) con la delta conica d(t2—zx?) de Dirac.
Igualmente el operador que transforma F(t) en F,(x) equi-
vale a la que puede llamarse «delta conica positiva». Considera-
ciones similares valen para la Iuncmn Fy(z).

Marro GuTitrrez Burzaco. Nota a la memoria de Cotllar-Ricabarra
sobre la integral de Caratheodory. ‘ '

La teoria de la integral y medida de Daniell-Stone-Bourbaki
considera una funcional lineal sobre un latice vectorial. Cotlar y
Ricabarra, por analogia con la medida exterior de Caratheodory,
consideran una funcional conveza y logran una teoria mucho
mis amplia.

Se simplifica en esl:a nota la caracterizacion del latice vec-'

torial de las funciones «integrables Caratheodory» sobre el cual
la funcional es lineal.

J. L. Massora. Sistemas de ecuaciones diferenciales periddicas de pe-
riodo T com respecto a la variable independiente y que admzten
soluciones de pertodo T’ inconmensurable con T, _
Para sistemas de orden n=1 (una sola ecuacién de primer

orden) o para sistemas lineales de orden n <2, se demuestra que

.la existencia de tales soluciones es imposible. En cambio, si el
orden es mayor, pueden existir tales soluciones y es posible hallar
condiciones necesarias y suficientes para que tal cosa ocurra. Es-
tas condiciones dicen, esencialmente, que la trayectoria de esas
soluciones excepcionales es una curva s1mple y cerrada sobre la
cual los. segundos miembros de las ecuaciones no dependen en
realidad, de la variable independiente.
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Prpro P1 Carrrsa. Sobre las funciones absolutamenie comtinuas.

Se da un ejemplo muy sencillo y se discuten las- demostra-
_ciones de los teoremas referentes a la superposmon de funciones. -

*"Traba]os de Metodologia y Diddclica.

' Roqur G. CArrANZA. Sobre el significado de la ley débil de los gran-
des naimeros desde el punto de vista de la inferencia estadistica.

"¢  La forma habitual de enunciar el teorema de Bernouilli
conduce a confusiones, que desaparecen al considerarlo desde el
punto de vista de la teoria de la inferencia estadistica desarrolla-
da modernamente, y para la que puede servir como un ejemplo
que tiene la venta]a de su sencillez' y de ser de facil demostra-
cidn. \ ‘ : .

Rouanpo Viorron GARGiA Pwmdamemt'o semdntico del conoepto de -
mero.

El obJeto de lesle ‘trabajo consiste en una exposicién  del
procedimiento por el cual es posible obtener los conceptos mate-
. méticos (en particular el concepto de mitmero) a partir de no-
ciones puramente logicas. Los puntos tratados son los siguientes:

1) Importancia del problema: Se sefiala la importancia de-
la fundamentacion de la matemaética a partir de nociones logicas,
ya que ella permite un tratamiento cientifico de problemas que -
habian sido con frecuencia objeto de especulacién metafisica. Se
.indica la notable contribucion de la escuela logistica en este te-
rreno.

2) Ulncacwn del problema: Se discute el problema de dénde
‘encontrar una linea divisoria entre l6gica y matematica. Se analiza
la sugestion de W. V. O, Quine, segtn la cual la loglca se ocu-
“pa del calculo proposmlonal y de la teoria de la cuantificacion,
mientras que la matematica comienza con el estudio de la rela-
ciér. «member-ship» (para Quine la posicion loigcista se reduce
al hecho de que toda la matematica se reduce a teorfa de clases).
Se precisa con nitidez cudl es el sistema semaéntico que invelucra.
la posicion minima de Quine, y se plantea el problema de si el
ambito U’ de obJetos de la teoria de clases agrega algiin contenido
al universo de los «designata» de aquel sistema seméntico.

8) Clases y propiedades. Se pasa revista a las: distintas for-

mas en que ha sido concebida la teoria de las clases. a) Russell y
las clases como simbolos incompletos; b) Quine y las razones para
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_ ﬁdoptar «clase» como concepto primitivo, y no «propiedady ;
.. ¢) Carnap, y la teoria segiin la cual «clase» y «propiedad» no son
sino aspectos seménticos distintos de entidades neutrales. '
4) Las paradojas. Sé estudia la influencia que tuvieron las
_ ‘paradojas légicas en el estudio de la teoria de las clases. La clasi-
ficacién de las paradojas en paradojas logicas y paradojas seman-
ticas. La teoria de los tipos de Russell. Los tipos ramificados. El
axioma_ de reducibilidad y el axioma de extensionalidad. Inconve-
nientes de la teoria de los tipos, ain de’ la simple. La solucién ‘
de Quine: abolir los tipos y restringir el empleo de «member-
ship». Como maneja Quine la abstraccion de clases y cémo evita
! -las paradojas légicas. *
' 5) La definicidn de niimero. Se estudmn los pasos necesarios -
para obtener una definicion. rlgurosa de ntmero natural en el.
sistema seméantico minimo del.que se ha partido. Se definen los.
nameros cardinales y se demuesira que: las definiciones son ade-
cuadas. Se define. luego el «ntimero de miembros de una clase ]
dada» y el «namero cardinal» de manera general. Se del'men ‘ ‘ i
las relaciones de sucesor y ancestral. ‘
6) El principio de induccidn completa. Se estudia con de-
talle la relacién «ancestral» y se muestrda con detalle como es
posible utilizarla para una complsta l‘onmahzacmn del principio
de induccién complcla :

" 7) El axioma del infinito. Se analizan las presuposiciones
seménticas involucradas por el axioma del infinito. Se plantean
dos vias para solucionar la dificultad: a) Abolicién de la feoria
de los tipos —siguiendo a Quine — y demostrar como teorema

. al «axioma del infinito», siendo para ello estudiar las clases
‘ engendiadas a partir de la clase nula; b) Adoptar — siguiendo a
Cornap — un determinado. lenguaje coordinado semejante al que

sirve de base a este trabajo.

o : Nota: Definiciones adoptadas en el lra])aJo
v «O=DF ()~ (ga) (fo)>
© «=DF«()[(ga) f2.(2) (fo= (z=))]>
2y =DF «(\) [(19) (1) [~(w=1). () (fr=(e=2) V (=)} b
«Nn'f»>=DF «(\g) [Is(g, f)]» «(Is(g, f)» 51gmf1ca «g es 1somorfo cont. )»

S =dft «(Mf) E)y) [fy (9) (g=F ﬂly)?”(g))] | .

.
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«*R>» :df «:;::z(g) [{(R» 9<9).(g2)} > gzl
*Smo=df «(\n){no(a)[((s» aCa). a(0))> o(n)]}
«Nny =df «*S"o».

"‘Mamioe C. DB MAOAGN"O. El método de laboratorio en la ensefianza
de la matemdtica.

En relacién con la dificultad que se ‘presenta a la mayor
parte de los alumnos secundarios, se informa en. este trabajo,
acerca del método de laboratorio para la ensefianza de la mate-
matica, en el ciclo medio, en espec1al en las escuelas técnicas
industriales y comerciales.

- Un breve comentario de los distintos métodos de ensefianza; ™

en especial, el método heuristico, antecede al .tema principal.

Se comenta la historia del -método dé laboratorio. -Se ha-
cen consideraciones generales sobre la aplicacién e importancia
del mismo y se encara su realizacion por medio de la creacién
de un laboratorio. Se da una lista de elementos que puede con-
tener el mismo y, al final, se dan los enunciados de trabajos
précticos, como ejerhplos de aplicacién del método.

Mocidn: Se propone la formacién de una comisién, dentro
de la U.M.A. para que estudic el problema de la ensefianza

de la Matemdtica en la escuela secundaria, que podria organi- .

zarse’ con el siguiente plan:
1) Formaci6n ‘del profesorado.
2) Métodos de ensefianza.

3) Programas. ——Modlhcamones innovaciones y reestructu-

racion de los mismos

" Prpro P1 CarrEsa. Contribucién a los temas programados: Nombra-

miento de profesores de Matemdtica en la ensefianza media. Es-
« piritu y orientacidn de la Matemdtica en el bachillerato.

Trabajos de Fisiomatemdtica y Matemdtica aplicada.
Kurr Frinz, Teoria de los servomecanismos lineales de alta precisidn,

La siguiente teoria se refiere a los servomecanismos linea-
les de alta precision que sirven para el control de magnitudes
contmuas Tratamos por ejemplo los dispositivos electromecéni-
cos para la estabilizacién automitica del rumbo de una nave o
para mantener una antena directiva de recepcion en la -direcciéon
de igncidencia de las ondas emitidas por un avién.
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Sea () el valor preciso de la magnitud controlada (pof ,
ejemplo el angulo de incidencia) y X(f) el valor indicado por -

el servomecanismo. En un servomecanismo lineal X(t) satisface
una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes. A la
excitacién (f)=ept corresponde la respuesta del mecanismo
X(t)=T(p)ert. Esta magnitud, la llamada transferencia del
sistema admite una sencilla determinacién experimental y teorl-
ca. Para una excitacién arbitraria a(f) resulta

X() é% T(g) f(ge) g deo

-con  f(gow) :/x(t) egotdt.

»

En general esdificil evaluar tales integrales de I'ourier;
pero en el caso de un servomecanismo de alta precision y de
una variable continua z(f) la convergencia numérica de la si-
guiente serie convergente o semiconvergente para el error - del
sistema s excelente. '

® 1 ,deT\ dn
A= x<t>_x(t>_1 ), e

La respuesta del sistema a las perturbaciones de carjcter es-
tadistico (al ruido de fondo del receptor o al fading de las on*
das) es proporcmnal al ancho de banda del sistema

Q= f]T[zdm

‘mientras el error sistematico A disminuyé si el ancho de banda
aumenta. Se determinan transferencias 6ptimas (funciones ra-
cionales de p) para las cuales. se anulan las primeras n deriva-

das .
(d”,T )
dpr/ peo
y asume su valor minimo la magnitud
- (dn+1T) Qrtt —s Min.

d pn+1
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* " “Posee transcendencia préctica sobre todo la transferencia 6p-
tima con n=1

: 2.
y _ o
I(p)= T
. W 0
a la cual corresponde - ' : ; -
. .
(), (o) ===
dp2. p=0"" @g

Eligimos el ancho de banda éptimo de manera que resulta
un error sistemético A iguak al error estadistico. Las transfe-
rencias «6ptimas» con valores n=2 corresponden a circuitos
poco amortiguados. Tal servomecanismo (nz2) presentaria tran-
sitorios de gran amplitud y duracién y de caracter oscilatorio,
al iniciar su funcionamiento, ‘mientras después que 'los transi-
torios iniciales estén amortiguados, el error A(t) resulta pequefio.
Seraro SispaNov. Oscilaciones en el caso dé resistencia proporeional

-al cuadrado de la velocidad. ’ _

Se consic'lera1 el moyimiento de un punto ‘material bajo la
influencia de una fuerza proporcional a la_distancia, y teniendo
en cuenta la resistencia del medio proporcional al cuadrado de la
velocidad. Mediante una sustitucion la ecuacién diferencial del mo- -
vimiento se reduce a la de Bernoulli y se integra por cuadraturas.

Se dan férmulas exactas para los alejamientos sucesivos y un
método graifco para su rdpida construccién. Las integrales que
figuran en las cxpresiones para los periodos sucesivos conducen a
las férmulas aproximadas muy sencillas.

Oscar A. Varsavsky. Sobre los postulados de la mecdmica cudntica.

Se obtienen los postulados fundamentales de la Mecanica
Cuéntica agregando al formalismo clasico los siguientes dos prin-
Gipios: 4 :
10) Variables canénicamente conjugadas toman sus valores

. en espacios topologicos duales.

20) Existe para cada sistema fisico una funcién de cuadrado -
sumable en el espacio de coordenadas cuyo médulo mide la den-

- .sidda de probabilidad en dicho espacio. Su transformada de Fou-

. - . . - e
rier mide de la misma manera la densidad de probabilidad en el
espacio de impulsos.

\
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