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INTRODUCCION A LA TEORIA AERODINAMICA 
DE LAS BOMBAS DE ALTO YACIO A 

CHORRO DE VAPOR 

por ENRIQUE GAVIOLA Oristalerías Rigolleau (*) 

(Recibido el 13 de Seto 1950) 

(Conclusión) 

Mientras no se conozca el valor de la relación de calores 
específicos para ftalato de butilo y mientras no se hagan medidas 
a igual presión de caldera o a igual Pt, sin exceder la refrigera­
·ción, puede 'concluirse provisoriamente que las eficiencias son 
prácticamente iguales. 

Esto ha sido confirmado por la siguiente experiencia: A par­
tir de la medida N0. 21 de tabla 11 se produjo una rápida caída 
·de la velocidad hasta llegar a 0,1 litros por segundo 'en la medi­
dón No. 24. A ,esta corresponde una presión preliminar de 4 mm 
(véase figura 6, donde los puntos de la curva estática para A - 2 
con mercurio están indicados a partir del No. 26; no así los pun­
tos anteriores por superponerse, prácticamente, a los de la curva 
dinámiCa). Al terminar la medición No. 24 se notó que el algo­
·dón «mojado» estaba algo seco y caliente; al agregársele agua 
.a temperatura ambiente, dejándolo gotear un poco, subió la velo­
-cidad rápidamente hasta 2 l/s (mediciones 25 y 26) a pesar del 
.aumento de la presión preliminar a 4,4 mm. Al llegar. ésta a 
4,9 mm (mediCión 27) cayó de nuevo la velocid¡td, pero esta vez 
con el algodón bien mojado. La presión de caldera era ahora insq­
ficÍiente. Aumentando ésta de 16 a 21 mm de mercurio (No. 
28) mejoró la presión fina ·en un factor 104, soportando una pro­
.sión pr.eliminar de 5 mm. El número de Mach podría ser, pues, 
para mercurio, mayor aún que 2,18. 

Presión Fin~ y Efecto Compresor. Elllfáximo «Secundario». 

El mercurio es casi: tan diciente como el aceite en lo que 
.al lefecto válvula se refiere. Pero es menos eficiente' a bajas pre­
siones en cuanto a velocidad volumétrica, como lo muestran las 
,curvas de 'la figura 1. Esto requiere una explicación. 
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Dicha figura nos muestra, también, que la velocidad, par­
tiendo de un valor máximo para flujos pequeños, cae rápida-o 
mente hasta un valor mínimo para una presión fina entre 2 r 
5 . 10-3 Y que vuelve a asoender - si la presión de caldera es: 
suficiente - hasta alcanzar un máxi:r;no secundario, a una pre­
sión fina lentre 0,01 y 0,04 mm, para caer de nuevo, para flujos. 
mayor,es, más o menos rápidamente, según sea la presión de cal­
dera. El máximo «.secundario» en el caso de E - 2 con mercurio· 
tiene un valor mayor que el máximo «primario» a 10-4• Esto· 
requiere, también, ser explicado. 

El comportamiento de E - 2 con mercurio no es excepcionaL 
D - 3 con aceite se mueve hacia un bien marcado máximo con el 
cl\ecer del flujo, pero no puede alcanzarlo por estar limitada la 
presión de caldera, en el modelo construído, por falta de desnivel 
en el tubo de retorno del aoeite a la caldera. En la figura 4 el< 
desnivel es mayor que en el modelo usado. A - 2 con aceite pre­
senta un máximo secundario bien definido. Los puntos que caen 
debajo de la curva, frente al máximo, (Nos. 5 y 6 ·en tabla 1)' 
se deben a insuficiente presión de caldera. A - 2 con mercurio­
pr.esenta un máximo secundario menos definido. En algunas de· 
las bombas de Alexander. pueden observarse máximos «secunda­
riOS» para mercurio, p. e. en su trabajo de 1946 (1. c. figuras. 
4 y 7) Y para mercurio y glicerina en su publicación de 1948: 
(1. c.). Bull y K1emperer (5) obtienen con un diseño de refrige­
ración interna 20 litros por segundo a 3.10-6 y un aumento de­
v·elocidad a 90 litros por segundo al crecer la presión fina a 
5.10-5 mm de mercurio. Este máximo «secundario» es cuatro­
y media veces mayor que el mínimo que le precede. En nuestro 
caso, la velocidad en el máximo de E - 2 con mercurio apenas. 
alcanza al doble del mínimo anterior. 

Para explicar todos' estos hechos es necesario ahondar en la¡ 
teoría del efecto compresor esbozada en ~l trabajo anterior (1) .. 

El Volumen Barrido. 

Así como la presión preliminar maxuna que la bomba so-o 
porta depende, en bombas de más de un escalón, del último de· 
ellos, la velocidad volumétrica máxima depende del primero. Se· 
supone que está adecuadamente respaldado por el o los que le: 

(n) BULL and KLEMPERER, J. Soient. Instr. 20, p. 179 (1943). 

). 
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siguen. En la consideración del efecto compresor nos ocuparemos,. 
por ello, principalmente del primer escalón. 

El factor positivo principal en el efecto compresor es el vo­
lúmen barrido l/B. Para definirlo imaginémonos un «frente de 
onda» o «fr.ente molecular» en el chorro de vapor que sale de la 
boquilla del primer escalón (figura 8) y s,upongamos, por aho­
ra, que el flujo de gas es cero. El frente se mueve con el pro­
medio de las velocidades moleculares correspondientes a cada; 
elemento de sección normal a la resultante de las trayectorias. El 
elemento de sección debe tomarse suficientemente amplio para 
que pasen por el mismo un número grande de moléculas. Este 
«frente molecular» se mueve hacia abajo con el chorro de vapor 
principal, pero también hacia arriba (hacia el lado del alto va­
cío P 2) con la corriente Gaedeana. De esta ,parte nos oCl!premos 
en el párrafo siguiente. 

Si al frente lo imaginamos plano al pasar por el cuello de 
la boquilla, no lo será al salir de su boca, pues la velocidad del 
chorro s'e reducirá en las cercanías de las p~redes sólidas, para ser 
oero en contacto con éstas, si la corriente es laminar, o para 
«rodar» sobre un sistema de torbellinos si la' velocidad es supe­
rior a la crítica. Si lo imaginamos plano al dejar la boquilla, su 
Bección en el plano de figura 8, por debajo de la boquilla, ad­
quirirá una forma ovalada, o semielíptica, hasta tocár lás paredes 
sólidas exterior e interior. La pared exterior está refrigerada y 
podemos suponer, en primera aproximación, para el caso de líqui­
dos que ,mojan la pared, que ]os elementos del frente que la 
tocan condensan sobre la misma. Si la pared interior existe y nO' \ 
está refrigerada, como en figura 8, las moléculas ,que la toquen, 
si «mojan» a la pared en cuestión, condensarán para ser reemiti­
das en todas direcciones con velocidad correspondiente a la tem­
peratura de la pared, perturbando y frenando la corriente princi­
pal. Si el líquido no «moja» la pared. caso del mercurio, uná' 
fracción de las moléculas o átomos será reflejada elásticamente 
por la palled, conservando su velocidad y, si la superficie es 
«lisa», la componente axial de su impulso. 

Llamamos l/B al volumen barrido por un frente molecular 
en el tiempo !J.t posterior al instante en que toca la pared exterior, 
hacia abajo del plano de la garganta de chupada. El tiempo debe' 
Ber elegido suficientemente corto para que el chorro de vapor no 
llegue a ser sensiblemente frenado por el gas en relativo repos(» 
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que forma, la presión preliminar del primer escalón. El valor de 
l/B estará dado, en primera aproximación, por la media de las 
componentes axiales de las velocidades de las líneas de corriente 
del chorrq en 'el intervalo de. tiempo considerado, multiplicado por 
lá sección correspondiente· 'entre el tUbo exterior y el interior. 

BORDE ALTO 

6 

FIG. 8 
Los 3 bordes de aceite y los chorros de vapor en un difusor amplificador a 

2 escalones. a boquilla y a tobera (esquemático). 

Ya vimos que la velocidad efectiva del chorro de vapor 
emergente de la tobera es, para aceite, unas 2 veoes la 'velocidad 
del sonido en 'el caso del difusor A - 2, a pesar de correr contra 
una p'r,esión pr,eliminar de 2,2 mm de mercurio, y que el nú':" 
mero de Mach 'es mayor para mercurio. Debemos esperar que la 
wlocidad de un chorro emerg·ente de una boquilla como la del 
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primer escalón de figura 8, expandiéndose en un espacio prácti­
camente vacío' (suponemos flujo pequeño o cero y pr,esión preli­
minar baja) sea igual o mayor que la encontrada anteriormente. 
Supongamos que la velocidad efectiva es. como ~nteriormente, 
cerca de dos veoes la del sonido. En tabla VI se encuentran indi­
cados los valor,es calculados de presiones, temperaturas y veloci-

TABLA VI - EFECTO VAL VULA 

Difusor A-2. Segundo' Eseal6n, a Tobera 

AOEITE MEROU)UO MEROURIO 

Presión diferencial caldera Pe 5,0 mm. 16,0 mm. 

Encima I Presión total Pd 6,48 18,8 6,48 
de tobera Temperatura Td 457QK 476QK 443QK 

Cuello de tobera Presión Pt 3,82 9,12 3,15 
Sec- Temperatura Tt 439QK 356QK 331QK 

ción= O,071cm_" 
Veloc. sonido 1,192.10' 1,56.10' at 
Presión P 0,321 0,461 0,159 

~ 
Chorro Expansión (~)1+1 0,0840 0,0506 0,0506 

Seco 
ción=0,384cm" Temperatura T 365Q 108QK 

Velo sonido a 1,086.101 0,895.10' 
NQ Mach N 1,95 2,18 

Presión preliminar p¡ 2,2 mm. 4,9 

Temperatura preliminar T¡ 422QK 278QK 

Volumen barrido l/E 8,13 l/s. 7,491/8. 

dades del sonido para el segundo ,escalón (a tobera) del difusor 
A - 2 en las condicionesesLáticas consideradas anteriormente, para 
aoeite y para mercurio con presión total encima de la tobera 
P d = 6,48 mm y para mercurio con presión difer,encial de cal­
dera Pe = 16 mm. En tabla VII se ,encuentran los valor,es calcu­
lados para lel primer escalón (a boquilla) de la bomba de figura 
8, con aoeite y con mercurio a igual presión total de caldera. Es 
de notar que la temperatura del chorro cae relativamente poco 
con aoeite, de 4570 K ,encima de la boquilla a 3190 en el chorro 
del ler. escalón, pero mucho con mercurio, de 443 a 410 K 
(-2320 C). Esta diferencia se debe al mayor valor de la cons­
tante adiabática del mercurio. La velocidad del sonido varía, en 
consecuencia,' poco con aceite, pero cae en el chorro del primer 
escalón, con mercurio, a la tercera .parte de la que reina en el 
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cuello de la boquilla. Esto tiene influencia en el valor del volúmen 
barrido. Si suponemos para ambos fluí dos el mismo número de' 
Mach 2, los volúmenes barridos serían 137 litros por segundo pa­
ra aceite y 71,6 para mercurio. si" el número de Mach es ma­
yor en el caso del mercurio, como parecen sugerirlo los ensayos 

TABLA VII. - PRIMER ESCALON A BOQUILLA DEL 
DIFUSOR FIGURA 8 

AOEITE MEROURIO 

Presión diferencial caldera Pe 5,0 

Encima de I Presión total Pd 6,48 6,48 
boquilla Temperatura Td 457°K 4430K 

. Presión Pi 0,050 0,017 

Chorro Relación de seco 1'/Q 1/6 1/6 
Sec- Temperatura Ti 319°K 41°K 

eión=6,78 cm." 
Vel. sonido ai 1,013.10' 0,529.10' 

NQ Mach Ni 2' 2' 
Densidad relativa entre escalones pi / P 0,178 0,262 

Volumen barrido l/B 137 l/s 71,6 l/s 

Prcsión de choque Pel! 0,34 0,18 

Temperatura de choque Tcl! 367°K 106°K 

efectuados, la diferencia en los valores anotados sería reducida o 
anulada. 

El volúmen barrido en el primer escalón de la .bomba dise­
ñada en figura 8, es, pues, del orden de 100 litros por segundo. 

Si se usan sombrillas, como las de figuras 2, 3 Y 4 para el. 
primer ,escalón, en las cuales 'el vapor emerge por pequeños 
aguj,eros, se 'expande y choca ,en parte contra la cara interior de 
la sombrilla y, len parte, contra la cara exterior del tubo central 
antes' de tomar su dirección hacia abajo, la velocidad del chorro 
estará condicionada por las temperatura'i de sombrilla y tubo cen­
tral, a más de por la presión en los agujeros de salida. La tem­
peratura de la sombrilla no es fácil de indicar; ha de variar con 
la dif,erencia de nivel hasta el plano de los agujeros y estará con­
dicionada por la conducción y radiación del material de que está 
hecha, por el factor de expansión del vapor que su diseño per­
mita y por la temperatura, naturaleza y calor de condensación 
del vapor que se use. 

Supongamos, admitiendo un amplio margen para variación, 
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que las temperaturas «efectivas» para aceite y para mercurio sean 
alrededor de 130 y 40° e, respectivamennnte. Si la superficie 
se comporta como absolutamente áspera, ,en el sentido de Maxwell, 
la velocidad de una parte del chorro tendrá relación con la velo­
cidad mol,ecular más probable v = 12895 (T /M)1/2 cm/seg. Si la 
superficie refleja una buena parte de las moléculas con pérdida 
parcial de impulso, la velocidad del chorro estará entre la anterior 
y la que correspondería a una bO.guilla como la de figura 8. Al . 
primer caso se acerca seguramente el aceite, al segundo el mer­
curio. 

Las v,elocidades más probables son para 1300 e y aceite 
(M = 278,2) V Ae = 1,55. 104 cm/seg y para 40° e y mercurio 
(M = 200,6) VIl9 = 1,56.104, es decir, casi iguales. Podemos to­
mar lestos valores como límites inferiores para la velocidad del 
chorro. 

Los volúmenes barridos resultan, con una sección del chorro 
·de 6,78 cm2, para aceite y para mercurio del orden de 100 
litros por segundo. A este respecto no hay diferencia importante 
(lon lel caso de la boquilla. Esta es, sin embargo, mejor para 
mantener un chorro bien dirigido y reducir: así la corriente de 
Gaede. 

Los valor,es del volúmen barrido resultan, pues, sorpresiva­
mente grandes para flujos tendiendo a cero. 

La resistencia introducida por el volúmen barrido es la in­
versa de éste, o sea B. 

Ahora bien, la garganta de chupada de figura 8 tiene un 
ár,ea libre de 3,95 cm2. La velocidad de efusión a presiones bajas 
es de 11,7 litros/cm2, según la teoría cinética. La velocidad de 
de entrada de gas al volumen barrido por el 9horro no puede 
ser mayor de 46 litros por segundo. Sabemos, además, que una 
bomba como la de figura 8 si alcanza' 25 litros por segundo a 
10-4 mm les porque está impecablemente construída. ¿ Qué reduce 
la v,elocidad máxima a menos de la cuarta parte del volúm,lD ba­
rrido y a cerca de la mitad de la que permite la garganta de 
chupada, en bombas bien diseñadas y construídas? La corriente 
,de Gaede. 

La Corriente Gaedeana. 

Al,exander se ha 'esforzado (1. c. 1946) por demostrar que 
la corriente Gaedeana o no existe o es despreciable y concluye 
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que la teoría de Gaede· noo es aplicable a bombas modernas. Mol­
than (6) se esfuerza en demostrar que la corriente Gaedeana es 
tan pequeña que el camino libre del vapor en la garganta de chu­
pada 'es del orden de magnitud del ancho de ésta y concluye que 
la teoría de Gaede 'es correcta. Ninguno de ellos explica porqué 
las velocidades obtenidas son una fracción de la conductibilidad 
de la garganta de chupada y otra fracción menor aún del volú-­
men barrido; porque se obtiene con mercurio, a presiones ba­
jas, menor velocidad que con aoeite; porqué aparece un máximo 
«secundario» al aumentar el flujo; ,etc. 

Hay tr,es pruebas dir,ectas suficientemente concluyentes de 
la ,existencia de la corriente de Gaede: 

1. - Es neoesario usar trampas frías, para flujos .de gas pequ,e­
ños, para levitar que vapor de la bomba negUle a la . cámara de alto 
vacío. Ello les cierto para mercurio y también para aceite. El mer­
curio y ,el aceüe condensados ,en las trampas frías provienen total­
mente de la corriente de Gaede. Midiendo la cantidad de vapor 
condensada en un cierto tiempo se puede hacer un estudio cuanti­
tativo de la corriente. Como veremos en el párrafo siguiente, 
ésta varía con 'el flujo. 

2. - Si se observa, ,en una bomba de vidrio o de vidrio-metal, 
la zona próxima a la garganta de chupada hacia el lado del alto 
vacío' del primer 'escalón, puede verse, con mercurio, que se for­
man gotitas líquidas, durante el funcionamiento de la bomba, 
sobre la pared del refrigerante y también más lejos, sobre la 
par,ed del tubo de chupada. El vapor que forma estas gotas pro:.. 
viene de la garganta de chupada; forma parte, pues, de lu co­
rriente de Gaede. 

Si la bomba trabaja con aoeite, pueda observarse un horda 
de aoeite, sobre la pared del refrigerante.. un par de milímetros 
por len cima del 'extremo de la boquilla o tobera de cada escalón 
(indicado lesquemáticamente ,en figura 8). Este «borde alto» es 
distinto del «botde bajo», descrito anteriormente (1). Es menos 
abultado y más difícil de fotografiar, pero es fácilmente visible. 
La sola presencia de ,este borde alto demuestra que el vapor con­
densa sobre la pared del refrigerante más arriba del extremo do 
boquilla o tobera. 

Para que la gravedad no haga caer al borde es necesario que 

(0) W. MI()LTliAN, Z. f. teohn. PhysilD 7, p. 452 (1926). 
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sea -sostenido por el impulso de las moléculas que condensan -y 
por ,el frotamiento de la corriente de vapor que se dirige a la 
trampa fría (si la hay) o al recipiente de alto vaCÍo. 

Con mercurio no pueden formarse bordes análogos a los de 
aoeite debido a que no moja la par,ed: en lugar de un film contÍ­
nuo se forman gotitas separadas~ 

3. - Al alto vacío Hega parte del aceite descompuesto en la 
caldera. Si el aceite o -el mercurio o la glicerina oontienen gases 
disueltos, están hidratados o sucios, parte de los gases, vapor 
de agua y suciedad volátil llega a la zooa de alto vacío. Todos 
ellos llegan como parte de la oorriente de Gaede. Si ésta no exis­
tiera no importaría, para flujos pequeños, que el aceite, el mer­
curio y la glioerina estuvieran sucios o hidratados o que ,el aceite 
sobllecalentad,o se desoompusiera; pero es fácil constatar que sí 
importa: la presión final obtenida delata inmediatamente la pre­
sencia de impurezas volátiles. 

Hay dos pruebas indirectas, concluyentes también: 
1. - Puesto -que el volúmen barrido por ,el chorro de vapor es .. 

como vimos, para flujos pequeños, muy superior al volúmen que 
puede pasar por la garganta de chupada, 'la velocidad de la bomba 
debería ser ~gual a la conductibilidad de ésta) a menos que re­
sistencias adicionales impidan la llegada del ,gas a la garganta. 
Las vlelocidades medidas pasan apenas, 'en el mejor de los casos, 
de la mitad de la «velocidad teórica». ~Si la resistencia del- tubo 
que conduce a la garganta no es soficiente para reducir tanto la 
velocidad - generalmente no lo es - no ,queda otra resistencia 
adicional que pueda ser traída a cuentas que la que produce la 
corriente de Gaede al movimiento del gas hacia la garganta de 
chupada. 

2. - La vlelocidad volumétrica de un difusor a presiones bajas 
es cerca de la mitad con mercurio que oon aceite. Como la con­
ductibilidad de la garganta es la mima en ambos casos, única­
mente la corriente Gaedeana puede ser hecha responsable de esta 
düerencia: 'es mayor, pues,. con mercurio que con aceite. 

¿ Cómo s'e origina la corriente de Gaede? Varios factores 
contribuylen a ella: ' 

1. - Ya Hernoulli demostró en el siglo XVIII que un chorro 
fluí do posee una"pr,esión lateral que depende de su velocidad ,(5). 
Esta pr,esión lateral hace qua ,el chorro se abra en abanioo y que 
una fracción 'del mismo tenga velocidades con componentes diri~ 



-110-

gidas hacia arriba; una fracción mayor choca contra la pared del 
lIefrigerante. El valor numérico de estas fracciones debe suplirlo 
la teoría aerodinámica. 

2. - La v,elocidad del chorro dentro de boquillas, sombrillas o 
toberas decrece al acercarse a la pared. Si la velocidad es infe­
rior a la crítica, ,el proceso es laminar y la lámina de vapor en 
contacto con la pared emerg'e con una velocidad reducida y con 
una presión aumentada (Bernoulli). Si la velocidades superior a 
la crítica, 'el chorro rodará sobre torbellinos que se formarán so­
br,e la pared sólida (si el tiempo alcanza). Estos torbellinos '6mer­
g,erán también con poca velocidad y mucha presión lateral. En am­
bos casos, cerca de la mitad de ,este vapor de baja velocidad se 
dirigirá hacia ,el alto vacío - reforzando la corriente de Gaede-­
por gradiente de presión. El r,esto será chupado por el chorro. 
Molthan (1. c.) para ,evitar que cerca de la mitad del vapor reza­
gado se sume a la corriente de Gaede, lo trata como «un anillo 
rígido», levitando así su expansión, hasta que sea chupado total­
mente por el chorro principal: «Para simplificar el cálculo vamos 
a tratar a la capa límite después de dejar la boquilla como 
si fuera un anillo rígido» ... (1. c., pág. 453). Pretender que un 
anillo de vapor se comporte como un anillo rígido '6S pretender 
demasiado. I 

I 

3. - La fracción del chorro que condensa sobre la pared en-
friada por 'encima y por debajo de la garganta de chupada forma 
una película líquida (aceite). o gotitas (mercurio). La superficie 

.líquida se encuentra a una temperatura algo superior a la del lí­
quido refrigerante debido a las conductibilidades térmicas finitas 
del aceite o mercurio mismo, de la pared de vidrio o metal y de 
la lámina de líquido refrigerante de velocidad reducida « pegada» 
a la par,ed. El film de aceite y las gotitas de mercurio poseen una 
presión de-vapor de acuerdo a su composición y temperatura. Una 
continua levaporación tendrá lugar ,en un ángulo sólido 2rc, partien­
do las moléculas y átomos con las velocidades correspondientes a 
la distribución de Maxwell(*). La parte que se dirija hacia el alto 

(*) Nota agregada a la prueba de galera. K. Hickman ha anotado, mien­
tras este Ms. estaba en prensa, en "The Rev. Scient. Instr. 22, p. 141, March 
1951", que la relación entre las presiones de vapor de impurezas volátiles y 
fluido usado es muchas veces mayor a la baja temperatura de la pared del 
refrigerante. Esta observación complementa lo dicho en el punto 3 de las 
pruebas directas (más arriba) y el punto 4 más abajo. 
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vaCÍo llegará a su meta sin dificultades, mientras el flujo de gas sea 
¡pequeño, engrosando la corriente de Gaede. La otra parte per­
turbará las' tray,ectorias de las moléculas del chorro principal ha­
·ciendo que una fracción adicional de éstas llegue a pasar la gar­
:ganta de chupada hacia arriba. 

Sobr,e el tubo caliente oentral, si existe, se produce también 
·condensación y reemisión en un ángulo sólido 2n, esta vez a 
v,elocidades corr,espondientes a una temperatura mayor. Si al ter'­
minar la boquilla la par,ed del tubo central se retrae suficiente­
mente para permitir una expansión simétrica del chorro (caso del 
.prim'er escalón de fig. 8, 20. de D-3 y 10. de A-2) el efecto 
.perturbador de 'esta reemisión no será sensible. Si el tubo central 
··es cilíndrico (ler.escalón de D - 3 Y de E - 2) el vapor reemi­
tido por la par,ed caliente ,empujará al chorro contra la pared 
-exterior, aumentando la corriente de Gaede. 

4. - A la corriente de Gaede se suman una parte de las 
:substancias volátiles provenientes de la descomposición del aceite 
y una parte de los gases y vapores prooedentes del «desgasa­
.miento» de las paredes de la bomba misma y del aceite o mer­
ourio que oontienen. El resto pasa directamente a la zona preli­
,minar. La corriente de Gaeele contiene, pues, también, una mez­
·.cIa de gases y vapores div'ersos . 

. Mercurio versus Aceite. 

Ya hemos visto que a presiones finas bajas una misma 
·bomba trabajando a igual pr,esión de caldera tiene menor velaci­
,dad con mercurio que con aceite. Ello significa que la corriente 
,de Gaede es mayor,en esas condiciones, con mercurio que con 
"aoeite. Es decir, que la resistencia que presenta la corrient'e 
Gaedeana a la llegada de gas a la garganta de chupada es mayor 

·en el caso del mercurio. Tres factores contribuyen a ello: 
1. - La mayor presión de vapor del mercurio líquido con­

·densado sobre la pared del refrigerante, por encima de la gargan­
.ta de chupada, aumenta la densidad .de la corriente. 

2. - Debido a que -el mercurio no moja al vidrio (o a la 
tpared de hierro o aoero) al chocar átomos de vapor contra una 
. superficie limpia no pueden condensar, aunque esté fría. Se pre­
,senta el viejo problema de los cambios de estado a falta de cho­
'ques múltiples, gérmenes o catalizadores. Para qu~ u~ átomo al 
,;chocar condense tiene que hacerlo sobre un gérmen o sobr,a una 
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gotita ya formada. La pal1ed no es para mercurio «absoluhtmen·-­
te áspera», en el sentido de Maxwell. Una parte, pues, de los. 
átomos «calientes» prov,eni:entes del chorro principal sufrirán re­
flexión más o menos elástica. La veelocidad media de los átomos. 
l1eflejados',estará entre la dél chorro principal y la que corresponde, 
a la temperatura de la pared fría. Será, en todo caso, mayor que 
.esta última. Esto no sucede 'en ,el caso del aceite porque el aoeite, 
moja la 'par,ed. La velocidad media de la corriente "Gaedeana en 
el caso del mercurio .corl1esponde, pues, a una temperatura ma-­
yor que en ,el caso análogo con aceite. 

'3. - Para un mismo diseño la densidad relativa entre el pri-. 
mero y el último 'escalón ,es mayor para mercurio que para acei­
te, como ver·emos más adelante (fórmula 22). Ello se debe a la. 
mayor constante adiabática del primero. La corriente Gaedeana de· 
mercurio tiene, pues, mayor densidad y mayor velocidad. Ello ex­
plica su mayor resistencia .(aproximadamente doble) a la ll~gada. 
de gas a la garganta, a presione':! finas bajas. 

El Efecto del Flujo de Gas. 

Hassta ahora hemos estudiado al difusor en condiciones está-­
ticas, ,es decir, con flujo nulo o muy pequeño. Estudiemos ahora. 
el ef.ecto de un flujo cr·eciente. 

Conviene principiar >eliminando un malentendido. Algunos, 
autor,es creen que se puede despreciar la resistencia opuesta al 
flujo gaseoso por la corriente de Gaede si el camino libre mole­
cular que corresponde a la densidad de esta última es mayor que- ' 
el ancho de la garganta de chupada o, mejor aún, mayor que el 
diámetro del tubo de chupada. Esta creencia es parcialmente­
incorrecta. La corriente de Gaede llena todo el largo del tubo. 
de chupada desde la garganta hasta la campana de vacío (o has-o 
ta la trampa fría, si la hay). Es con este largo con el que hay 
que comparar el camino libre de una molécula de gas, si el lar-o 
go 'es mayor que el ancho del tubo. En muchas instalaciones el. 
largo suele ser 10 o más v>eoes el ancho. 

La longitud de la trayectoria de una molécula de gas puede, 
ser, por otra parte, muy aumentada por choques con las paredes. 

La densidad de la corriente de Gaede decrece con la distancia: 
desde la garganta de chupada, debido a condensación en las pa­
redes. Este ef.ecto no será, en general, imp,ortante a menos que se, 
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10 estimule enfriando suficienteme~te las paredes, como en la 
:homba D - 3 de f:!gura 4, lo que es equivalente a poner una tram.., -
pas fría conv,encional. Se puede reducir, también, la densidad au­
:mentando la sección del tubo de chupada a partir de la termina­
-ción del refrigerante, como ,en figuras 4 y 8. Si se prolonga el 
tubo exterior del refrigerante como tubo de chupada no se 
Jntroduoen dificultades adicionales para el constructor ni para la 
-obtención de tubos: el diámetro máximo de tubo utilizado es 
-el mismo que antes. 

La observación de las curvas de figura 1 muestra que la 
velocidad volumétri:ca cae ,en todas ,ellas ,entre las presiones más 
:bajas medidas y 2 a 5 micrones con el aumento progr,esivo del 
flujo, hasta alcanzar un mínimo. La caída es menos marcada con 
'mercurio que con aceite. Los valores obtenidos con mercurio a 
presiones inf.eriores a la del mínimo son, a veoes, erráticos: 
,caso de E - 2 con mercurio. La caída de veloci:dad en esta zona 
no puede ser atribuída a una reducción del volumen barrido por 
"la adición al choI:ro de vapor del flujo gaseoso. Los flujos de que 
-se trata (hasta 8 litros Ínicrón por segundo en A - 2 con aceite 
y hasta 20 'en D - 3) son demasiado pequeños para ,ello. Su efecto 
debe limitarse a las capas -externas del chorro principal. Para 
'explicar el hecho tenemos que postular un aum,ento de la co­
rriente de Gaede con el flujo, para flujos pequeños. Ello es 
-causado por: 

_ 1 - Cambios len la dirección de las trayectorias de las molé­
'culas «,exteriores» del chorro de vapor al chocar con las molé­
'culas del gas. Como la corriente de Ga'ede es una pequeña frac­

, ción, del orden de magnitud del centésimo, del chorro principal, 
una perturbación aún reducida de éste produoe un cambio grande 
'en aquélla. 

2. - Aumento de la densidad de la corriente de Gaede al 
'perder velocidad por el choque con la corriente de flujo, con lo 
-que se reduce el camino li:bre para las moiéculas de gas. 

3. - Reducción de la fracción de vapor que condensa en la 
par,ed fría al reducirse el camino libre por la razón anterior y 
'por la adición del flujo. 

El aumento de la resistencia a la llegada del gas a la gar­
:ganta de chupada producida por la corriente de Gaede alcanza 
un máximo a una- presión fina cuyo valor, en los casos de figura 
1, va de 2 a 5 micrones. Este valor depende del diseño y de la 
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presión de cald{)ra. La resistencia misma está repreSentada en 
figura 9 por la curva G. 

fiGURA 9 . 
>IOr-~~r----'r-----r-"----r-----~ ::::-
~ 
u 
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FIG. 9 
Las curvas de resistencia en funci6n de la presi6n fina (trazado cualitativo) 

En toda esta zona, desde las presiones finas más bajas hasta 
el máximo de la resistencia (mínimo de la velocidad) inclusiv-e, 
a un aumento de la presión de caldera corresponde empíricamente 
un aumento de la resistencia (disminución de la velocidad). Vease, 
por ejemplo, Nos. 3 y4, tabla 1, con flujo 8 y Pc= 15 mm de 
aceite. En esta zona la corriente de Gaede aumenta, pues, con la 
presión de caldera. Para obtener velocidades lo mayores posible 
conviene reducir la presión de caldera al míniÍno compatible con 
el sostén de la presión preliminar. Para flujos mayores las co­
sas cambian, como veremos. 

Al aumentar el flujo más allá d{)l mínimo, la velocidad au­
menta d{) nuevo hasta llegar a un máximo secundario. Este máxi­
mo es notable en el caso de E - 2 con mercurio, ya que el valor 
de la velocidad llega al doble del mínimo-y es bastante mayor' 
quQ la obtenida a presiones bajas. La explicación de este fenó­
meno es sencilla: El flujo en aumento frena, primero, a la co­
rriente de Gaede y la obl~ a retroceder, después, hasta anularla. 
La resistencia a la llegada del' flujo de gas a la garganta se re­
duce a un mínimo. Este mínimo no es nulo, pues a la corriente 
anulada la reemplaza como resistencia la presión de choque ele 

........ 

" 
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la corriente de Gaede. Esta puede ser calculada aplicando de 
nuevo la ecuación de Bernoulli. Podemos estimar su va­
lor sin necesidad de ello: La corriente de Gaede tiene una densi­
dad del orden de algunos centésimos de la corriente principal, 
pero su velocidad es inferior a la de ésta; la presión de choque 
de la corriente principal es, en el caso de la tabla VII de 340 
micrones para aceite y 180 para mercurio; la presión de choque 
de la éorriente de Gaede debe ser, pues, del orden de unos pocos 
micrones en el máximo secundario. La presión fina es unas diez 
Voeces mayor allí. 

Al aumentar el flujo por encima del que corresponde al má­
ximo secundario, la perturbación del chorro principal debe aumen­
tar en ~uscapas exteriores y debe afectar, también, en forma cre­
ciente a sus capas interiores. Lo primero aumenta la presión de. 
ch~que de la corriente. (virtual) de Gaede; lo se.gundo reduce el 
volumen barrido. El aumento de .la presión de Gaede es, sin 
duda, inferior al aumento de la presión fina, de modo ,que no. 
af,ectará mayormente a la resistencia total. La más o menos rá­
pida caída de velocidad después de pasar el máximo secundario 
debe ser explicada, pues, por la reducción del volumen barrido. 
y por la segunda difusión a partir del borde bajo de aceite .. 
En efecto, al alcanzar el máximo secundario hemos llegado a 
flujos de 333 litros micrón por segundo para E - 2 con mercurio". 
más de 73 para D - 3 con aceite y 50 para A - 2 con aceite (fi­
gura 5). A estos flujos corresponden presiones preliminares de. 
de 1, 1 Y 0,7 mm de mercurio respectivamente (figura 6) y los. 
bordes de aceite (y los menos visibles torbellinos en el caso del 
mercurio) se acercan a los lextr·emos de toberas y sombrillas. Para 
al,ejarlos habría que aumentar la presión de caldera (*). 

Reducción del Volumen Barrido a causa del Flujo. 

Para valores de la presión fina del orden de la presión lale­
ral del chorro (Pi =0,05 para aceite en tabla VII) el volumen 
barridt> debe ser ya afectado ·en forma detectable. Si la présión 
fina cr,eciera hasta acercarsa al valor de la presión de choque' 

(*) Al acercarse el borde bajo del segundo esca16n, la segunda difusi6n 
sopla al borde alto hacia arriba, convirtiéndolo en el borde bajo del primer 
esca16n. 
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(P eh = 0,34 mm para aoeite) el chorro principal sería parado y 
el volumen barrido sería oero. Entre estos valores debe decrecer. 
pues, rápidamente. Esto af.ecta; naturalmente, la velocidad del 
difusor. La resistencia introducida será, para la última parte de 
la curva, proporcional a (Peh - (P2+p¡»-1 que crece más allá 
dl) todo límite para P 2 + Pi = P eh. La forma de la función de­
be suministrarla la teoría aerodinámica. Provisoriamente pode­
mos escribir para el difusor de figura 8 

(15) 

donde el primer término de fa resistencia B está dado por el valor 
del volumen barrido calculado más arriba y el coeficiente del 
segundo por la oondición de que para P2 =Pi la resistencia au­
mente hasta un valor comparable al de la garganta de chupadá, 
o sea 1/50. 

La teoría aerodinámica deberá calcular ,el trabajo ( d( PV) , J Pa 

efectuado al comprimir el flujo y compararlo con la potencia 
del chorro. Tendremos así el rendimiento termodinámico. 

-La baja temperatura del chorro de mercurio, 2320 bajo cero 
(Tabla VII) se refiere, naturalmente, al vapor en rápido movi­
miento; pareciera que la refrigeración es superflua para un va­
por tan frío; pero la temperatura sube al ser frenado el chorro 
por 'el choque oontra la pared o contra un gas «estático», de 
acuerdo a la ecuación de Bernoulli y, sobre todo, al condensar 
por ,el calor de oondensación del mercurio de 65 cal/gramo (a 
3570 C) unido al bajo calor específico del mercurio líquido: 
0,033. 

Al gastar trabajo .el chorro en oomprimir al gas, su tem­
peratura puede bajar aún. 

La Segunda Difusión. 

La segunda difusión fué ya considerada cualitativamente en 
(1). Ella se produoe desde el torbellino que delata el borde bajo 
de aceite, donde reina la presión preliminar del primer escalón 
Po, a lo largo de la pared refrigerada, hasta la zona de presión 
fina P2• El gradiente de presión es (Po-P2/l) , si l es la dis-
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tancia del borde de aceite a la garganta de chupada. El volumen 
-de gas preliminar a la presión Pose multiplica por el factor de 
·compf\esión P o/P 2 al pasar a la presión fina. La distancia. l s:e 
reduce al acercarse lapr,esión preliminar Po al valor de la pre­
.sión de choque Pch' La forma de la curva deberá proveerla la 
teoría aerodinámica. Podemos aproximarla, provisoriamente, es­
'cribiendo l= (Pch-Po)/h, donde h es un coeficiente numérico 
'cuyo valor podemos fijar por la condición de que para Po = Pch/3 
S P2 =Po/100 (caso lestático con presión preliminar baja) la 
resistencia introducida por este efecto sea igual a 0,01. Resulta 
..así para la r,esistencia de la 2a. difusión 

(16) 

El Término de Sears. 

Sears (7) ha llamado la atención sobre el hecho que la pre­
.sión final obtenible con un difusor hermético. depende del des­
.gasamiento de la bomba y de la zona de alto vacío, y de la des­
composición del fluí do usado en -el difusor. Todos los sistemas 
son, pues, dinámicos a· bajas presiones. Sears no tiene en cuenta 
el hecho que de la masa n de aoeite descompuesto y de gas sol­
tado por las paredes del difusor solamente la pequeña fracción 
que arrastra la corriente de Gaede llega a la zona de alto vacío; 
el resto pasa directamente a los escalones superiOifies o a la bomba 
preliminar. Si no hubiera corriente de Gaede, como algunos pre­
tenden, ni la descomposición del aoeite, ni las suciedades del mer­
curio, ní el desgasamiento del difusor influirían sobf\e la presión 
final P f' P,ero l.a experiencia muestra que influyen. Esto es una 
demostración más de la importancia de la corriente de Gaede. La 
masa n' de desgasamiento de la zona de alto vacío misma, en 
cambio, se encuentra ya toda ella ,en la zona a evacuar. 

Llamando g a la fracción 'entre el flujo de la corriente de 
Gaede y el chorro principal, la masa de gas que llega al alto va-

cíó, por segundo, es n' + gn. Esta masa ocupa el volumen n/~:n 

(1) 0:. W. SEARS, Rev. Soi. Inst. 20, 458 (1949). 
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~ , si M es el peso molecular promedio pesado. Este volumen 
2 

alcanza al valor V = n'+gn RT para la presión final. Este valor 
M Pi . 

es, en esas condiciones, por definicion, la velocidad volumétrica de 
la bomba. A la presión final la veloCidad efectiva es cero; a 

pr,esiones, mayores ,es V* = V - V P f = V P 2-P 
f 

P2 P2 
La r,esistencia de Sears puede ser escrita, pues, 

S=~ P2 ; P2>Pf. 
V. P2-Pf -

(17) 

Esta resistencia es la que anula la v,elocidad para flujo cero. 
Para flujos mayores su influencia decrece rápidamente, mientras 
gana importancia la resistencia de Gaede. 

Al coeficiente ~ ,podemos darle un valor numérico' aproxi-

mado para el caso¡ de figura 8 si establecemos que S debe ser 
igual a T, la I'Iesistencia de la garganta de chupada, pará P 2 = 10-5• 

por ejemplo. Resulta' así 

S= 0,014 P2 

, P2-Pt 
para la resistencia de Sears. 

El «Cean-up» y el efecto «Getter». 

(18) 

Estos efectos son la inversa, en cierto modo, del desgasa­
miento de la zona de alto vacío: una masa m de gas desaparece 
por segundo absorbida y adsorbida por las paredes y por cuerpos 
sólidos contenido en el alto vacío. El volumen que esta masa 
ocupa es 

(19) 

Este término constituy~ una especie de bomba adicional co­
locada en paralelo con el difusor. La velocidad total es, pues, 
la suma de la de éste más C" 
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La Fórmula General. 

La inv,ersa de la velocidad ,efectiva del difusor es la suma 
-de las resistencias 

~=S+G+T+B +H+R, 
Ve 

(20) 

-donde S es la resistencia de Sears (17), G la de Gaede, B la 
,del volumen barrido (15), T la de la garganta de chupada, H la 
,de la segunda difusión (16) y R la de los tubos conductores has­
ta la garganta. Escribiendo explícitamente los términos para los 
-que hemos desarrollado una expresión, aunque sea aproximada, 
tenemos , , ' 

donde 0" 13 y y son coeficientes numéricos y Pch, Pi, Pf Y Po 
pJ.'iesiones características de un difusor determinado, del fluído 
'Con que trabaja y de las condiciones impuestas por la presión 
de caldera, la aislación, la refrigeración, los escalones que res­
paldan al que consideramos y la bomba preliminar. 

En figura 9 hemos representado la inversa de una curva em­
pírica de velocidad del tipo de la de A - 2 con aceite, por ejem­
,pI o, (supuesta Con una trampa fría que permita obtener una pre­
,sión final de 2.10-6) Y las distintas resistencias cuyas sumas de­
ben reproducirla. Los valores numéricos adoptados se ,refieren 
·a lo que puede esperarse para el primer escalón de un difusor 
'Como el de figuras 8 y 10. La curva termina a la izquierda, para 
presiones bajas, por la resistencia de Sears. A la derecha, para 
presiones relativamente altas, por la reducción del volumen ba­
·rrido y por el aumento de la segunda difusión. La importancia 
!J'elativa de las resistencias que estos términos introducen depende 
-de las condiciones en que la bomba trabaja : en condiciones 
estáticas (flujo pequeño) la segunda difusión domina el cam­
\po y el volumen barrido se mantiene alto (resistencia baja),hasta 
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pr,esiones cercanas a la de choque. Para flujos grandes (caso di­
námico) la r,educción del volumen barrido juega ,el papel princi­
pal. Este último cas<?es el representado en la figura 9. En -toda 
la zona intermedia de presiones la resistencia de Gaede es la que­
limita, ,en primer término, el valor de la velocidad. 

El Diseño de Difusores. 

La teoría fenomenológica que hemos desarrollado aclara los; 
principios que gobiernan el diseño de un difusor. Los datos, 
del problema son el flujo que se espera evacuar y la presión 
fina máxima tolerable. K;tos datos permiten fijar la velocidad' 
mínima necesaria', la sección y el largo del tubo de chupada y 
la sección de la garganta del pdmer escalón. La suma de las. 
lIesistencias de tubo y garganta no debe pasar de la mitad de la 
inversa de la velocidad, pues hay que dejar margen para la resis­
tencia de Gaede, sobre todo si se usa mercurio. Elegidas la presión 
de caldera, el líquido que se desea usar en la bomba, el, diseño. 
de la boquilla, sombrilla o toberas del primer ,escalón y la refri-· 
g,eración hay que estimar ,el factor de compresión que puede es­
perarse. Mientras no se disponga de una teoría a,erodinámica del 
efecto compresor hay que valerse de los datos empíricos' y de la 
teoría esbozada 'en este trabajo pan estimarlo. 

Se puede aumentar 'el factor de compresión haciendo crecer 
la pr,esión de caldera, con lo que aumenta ·la densidad y presión 
de choque del chorro de vapor, pero con ello crecen, también;. 
la pr,esión de Bernoulli y la corriente de Gaede, por una parte,. 
y se hace necesario aumentar la refrigeración, por la otra. El au-:, 
mento de la resistencia de Gaede puede no ser obJetable para el 
flujo dado, pero af,ectará a la' velocidad obtenible con flujos. 
más r,educidos. El aumento de la presión de caldera significa~ 

en el caso de aceites, un aUmento de la temperatura y de la des­
composición de éstos, lo que afecta a la presión final obtenible, 
para flujo oero. 

Una v.ez ,estimado el factor de compresión del primer. esca-· 
Ión tenemos los datos de flujo, presión y velocidad para el esca­
lón siguiente o para el sistema preliminar, si la bomba tiene un 
escalón úJ;lico. El cálculo se repite, 'en la misma forma, para 
los ,escalones siguientes; si los hay. 

Si la bomba preliminar está dada y conocemos su curva de, 
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velocidad «molecular» en función de la presión preliminar o, lo 
que es lo mismo, su curva de velocidad volumétrica ,en función del 
flujo y de la presión preliminar, podemos decidir inmediatamente 
sebre la necesidad de poner escalones adicionales: la presión pre­
liminar debe ser, naturalmente, inferior o igual a la. que el o los 
escalones. que preoeden soportan. 

Las bombas mecánicas de aceite tienen la característica de 
que su velocidad decreoe mucho por debajo de una presión ~del 
ordim del milímetro. El aprovechamiento eficiente de las mismas 
aconseja, pues,' hacerlas 'trabajar a una presión de. ese orden de 
magnitud. El primer escalón de un difusor no soporta, en g·eneral, 
una presión preliminar tan alta; se haoe neoesario agregarle uno 
o más lescalones o un difusor amplificador ((booster»). 

Nuestra teor~a del efecto válvula y los conocimientos empí­
ricos sobr,e curvas de velocidad y de factor de compresión para 
toberas o boquillas típicas permiten diseñar sin dificultad el úl­
timo lescalón. Para que la presión de choque de éste sea alta hay 
que mantener lelevada la presión de Bernoulli y con ello la densi­
dad del chorro. Ello implica una corriente de Gaede relativamente 
fuerte, la que puede llegar a anular la velocidad para presión 
anterior pequeña (caso de D - lb en 1). Esto puede ser remediado 
agroegando un escalón ant~rior al último, cuya función es ·entregar­
Le a és1Je lel flujo pr.ecomprimido a una presión capaz de vencer la 
corriente de Gaede. Esta es la función principal del primer es­
calón de A - 2 y del escalón intermedio de D - 3. 

Para concr,etar, consideremos el caso de E - 2 con mercurio 
en el máximo secundario. Para un flujo de 333 litros micrón 
por segundo tenemos una presión preliminar de 1,05 mm, una 
presión fina de 0,032 mm, una velocidad de 10,1 l/s y un fac­
tor de compresión (para los 2 escalones) de 32, con una presión 
de caldera de 14 mm de mercurio. En esa bomba la sección to­
tal de los agujeros de salida de vapor al primer escalón (8 de 2 
mm de diámetro) 'es r = 3,55 veces mayor que la sección del 
cuello de la tobera del segundo escalón (3 mm de diámetro). 
La r,elación entre las secciones da los chorros es q = 9,50 cm2/O,39 
cm 2 24,4. Para la velocidad del chorro en el primer escalón 
a sombrilla, tomo lel valor estimado anteriormente 1,56.104 

cm /seg ; para la del chorro de la tobera tomo ,el valor N a de 
tabla VI, con N =2,18, es decir Na= (95.104 cm/seg. La re­
lación entre las densid~des de los chorros en ambos escalones es, 
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'pues, 

(22) 

El difusor trabajará en condiciones óptimas si esta misma 
es la relación ·entre las densidades del gas (flujo) después del 10. 
y después del segundo ·escalón. El factor de compresión del esca­
lón a tobera debe ser, pues, F = 5,5 para máximo rendimiento. 
Conocemos el factor de compresión de ambos escalones: 32. Po­
demos suponer, como priIDera aproximación, que ,el de cada lmo 
de ·ellos sea igual a JI 32 = 5,67. Este valor '~s casi igual al que 
surge del diseño. La bomba E - 2 con mercurio pr,esenta un má­
ximo «secundario» de velocidad volumétrica y molecular. para 
los valor,es indicados más arriba, .porque fué diseñada ,para. tr¡¡t­
bajar ,en condiciones óptimas para ,esos valores. El máximo -es 
angosto ,en figuras 1 y 6 porque la presión de caldera era in­
suficiente para hacer frente a flujos mayores. Un aumento de 
pr,esión de caldera ensancharía el máximo hacia presiones ma­
yor,es. 

En 'el caso de E -2 con aceite la r,elación (22) y los valores 
. d . \ p. 355 2,12 1 

estuna os anterlormente conduoen a -' = -'- -- = -, va-
p 24,4 1,55 5,0 . 

10r casi igual que el anterior. Deberíamos esperar un máximo 
«secundario» para igual factor de compresión en el segundo es­
calón. Este no se ha presentado porque no era .posible elevar 
suficientemente la presión de caldera con aceite en el modelo de 
ensayo construído: el nivel del aoeite en el tubo de retorno a cal­
dera se acercaba peligrosamente al nivel del tubo conducente a la 
bomba pr,eliminar. 

Si 'el flujo es menor que ,el que corresponde al máximo se­
cundario y se mantiene la presión de caldera, hay exceso de vapor 
en el espacio intermedio, lo que aumenta inneoesariament-e la re­
sistencia de Gaede. Esto puede ser evitado, en parte, reduciendo la 
presión de caldera. Sólo en parte, puesto que el factor de compre­
sióndel segundo escalón aUI!lenta con la reducción del flujo (fi­
gura 7) mientras que la relación 'entre las secciones de salida 
de vapor está fijada por construcción en el caso de E - 2. Para 
obtener máxima eficiencia para cualquier flujo es necesario po­
der variar, pues, independientemente, la presión de caldera y la 
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relación entre la salida de vapor de los distintos escalones. Esta 
posibilidad existe ya en algunos modelos de bombas metálicas, 
con boquillas regulables o intercambiables. A falta de esta posi­
bilidad, conviene determinar empíricamente para cada valor del 
flujo la pr,esión de caldera que .produce un fact~r decompr~sión 
máximo. 

En el caso de la figura 8 podemos suponer, 'en primera apro-­
ximación, que el número de Mach es el mismo, en ambos esca­
Iones; la relación de densidades resulta entonces 

2 
p' ra (r)-_1 =_= _ 1+1 
P qa¡ q 

1+1 
r (Pi)-y _= _ 2. 
q P 

(23) 

Si deseamos que pi/p = 1/10, para obtener alta velocidad a 
bajas presiones, como en el diseño q=8,66, resulta r=0,79 para 
aoeite y 0,40 para mercurio. Puesto que la sección del cuello de' 
la tobera es igual a 7,1 mm2, la sección total del' cuello de la 
boquilla debiera ser 5,6 mm2 para aceite y 2,8 mm2 para mer­
curio. El desarrollo del cuello de la boquilla es de 50 mm; su 
ancho resultaría 0,11 mm para aceite y 0,056 para mercurio. 
Si fijamos r /q = 1/6 . resultarían p¡!p = 1/5,6 para aceite y 
1/3,8 para mercurio (caso de tabla VII). El difusor sería aho­
ra un amplificador si se lo usa con mercurio y uno intermedio 
con aceite. Resultan ahora r = 8,66/6 = 1,44, la sección total del 
cuello de la boquilla 10 mm2 y su ancho 0,2 mm. 

Tal,es valores presentan dificultades al constructor, especial­
mente en el caso de bombas de vidrio. Aún en bombas metálicas 
no es fácil realizar cuellos. tan angostos manteniendo el espesor 
razonabloemente uniforme. Si fueran construídos, el pasaje de 
aceite o mercurio líquidos, condensados sobre la pared, presen­
taría serias dificultades, pues modificaría la sección libre de 
modo considerable. La tensión superficial de los líquidos podría 
oerrar del todo el cuello de la boquilla para presiones de caldera 
moderadas. Tres remedios pueden ser aplicados para evitar estos 
inconvenientes: 

1. - Usar sombrillas con un número reducido de pequeñoS' 
agujeros de salida de vapor. Esto es relativamente fácil de cons­
truir, pero el chorro resulta peor definido, en cuanto a velocidad 
y dirección, y menos compacto, con lo que aumenta la resistencia 
gaedeana y se pierde velocidad. 
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2. - Substituir la boquilla del primer ,escalón por una coro­
na de toberas (figura 10). Esta solución es excelente. 

FIG. 10 
EBquema de un difuBor a corona de toberas como primer eBcal6n y a ·tobera 

Bimple como Begundo eBcal6n. Arriba: planta de la coronas de toberas. 

3. - Haoer llegar el vapor a cada escalón por separado, aun­
que provenga de una misma caldera, de modo de poder colocar 
robinetes en los tubos que conduoen a cada uno de' los escalones 
menos el último, para reducir independientemente la presión de 
cada uno al valor oorl1ecto de acuerdo al flujo y a la sección de 
salida de vapor. Esta puede ser aumentada en el primer escalón 
hasta un valor que permitl!. una fácil construcción y aleJe el .pe­
ligro de obturación por tensión superficial. 

Los casos de E - 2 Y de figura 8 se distinguen porque en el 
primero el co~portamiento observado con mercurio y el previsi-
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hle con aceite para flujos que correspondan a la zona del máxi­
mo secundario son aproximadamente iguales; ,ello se debe a la 
v,elocidad térmica impresa al chorro por la sombrilla del primer . 
escalón; en el segundo caso, la densidad relativa entre escalones 
es 1,5 veces mayor con mercurio que con aceite. Es decir que el 
mero caIpbio de líquido hace que la bomba esté diseñada para 
altos flujos y pr,esiones preliminares. con mercurio y para va-
10Des menores de ambos con aceite. Este hecho contribuy,e, sin 
duda, a la buena fama del mercurio para operar con flujos ele­
vados. El mismo r,esultado puede obtenerse, naturalmente, con 
aceite aumentando la sección relativa de salida de vapor en el 
primer escalón e incrementando la presión de caldera... si el 
diseño y la estabilidad del aceite lo permiten. 

Un Escalón versus varios Escalones. 

Una interesante confirmación de nuestra teoría está contenida 
·en un trabajo reciente (8) sobre una bomba de un solo escalón a 
boquilla cilíndrica, trabajando con glicerina. Pollard et Al. en­
cuentran que' la presión ,preliminar crítica (máxima) crece li­
nearmente con la presión de caldera en el intervalo medido, que 
va desde Pe = 2 hasta Pe = 31 mm de mercurio, lo ,que con­
firma nuestra fórmula 12. 

Los citados autor,es afirman que « the range of pressure over 
which it performs satisfactorily and ita backing pressure requi­
rements c0!llpare favorably with t~o- and three-stage pumps i) .' 
Mencionan haber obtenido una velocidad máxima de 80 litros por 
segundo y una presión preliminar máxima de 0,91 mm de mer­
curio. Pero estos dos valores no son simultáneos, como podría 
cr,eerse. De los valores y curvas publicados resulta que la veJo­
.cidad de 80 litros por segundo se obtiene con una presión pre­
liminar de 0,015 mm de mercurio, una presión de caldera de 3,1 
mm (3,4 cm de glicerina) y un flujo de 4 litros micrón por se­
gundo. Estas condiciones de trabajo corresponden muy aproxima­
damente a las del primer escalón de D - 3 con flujo 1 l¡..t./s Y 
Pc =3,7 mm (tabla V). Las secciones del tubo de chupada y de 
la garganta de D - 3 son 4,10 y 4,54. veces menores que las de la 

(") J. POLLARD, R. W. SUTTON and P. A.LEXANDER, J. Scient. Inatr. $5, p. 
401, (1948). 
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bomba 'en cuestión, que llamaré P -1; las densidades de flujo pOI" 
unidad de sección de tubo y de garganta son, .pues, casi iguales. 
Las pr,esiones finas obtenidas son 5. 10-5 para P - 1 Y 5,6. 10-5. 
para D - 3; las ,eficiencias (velocidad por unidad de superficie de 
garganta de chupada sobre velocidad máxima de ·efusión) resul­
tan, también, casi iguaLes: 0,222 para P -1 Y 0,226 para D - 3. 
P,ero con D - 3 en las condiciones anotadas puede aumentarse la: 
presión preliminar hasta 0,40 mm de mercurio con la misma 
presión de. caldera y hasta más de 1 mm con la presión de cal­
dera aumentada -en un factor 1,3 sin que se reduzca la v-elocidad,. 
mientras que con P - 1 'en las condiciones anotadas la presión 
preliminar no puede pasar de 0,05 mm de mercurio sin derrum­
bar la v-elocidad. Para alcanzar una presión preliminar cercan á 
al milímetro hay que aumentar la presión de caldera en un fac­
tor 10; pero entonces la velocidad cae de 80 a 28 litros por se­
gundo para la misma presión fina de 5 - 10-5. El factor de com­
pr,esión 'es de 300 para P - 1 Y de 2300 par,a D - 3. 

Para flujos grandes comparemos P -1 con, E - 2 con mer­
curio. Esta tiene la misma sección de tubo de chupada que D - 3: 
y garganta algo menor. El máximo secundario de P -1 'es obte­
nido con 700 IIJ-/s, P 2= 0,020, P 1 = 0,91 Y velocidad 35 litros. 
por segundo; el de E - 2 con flujo 333, P 2 = 0,02, P 1 = 1,05 Y 
v.elocidad 10,1 l/s. Las eficiencias resultan 0,10 para P -1 Y 0,17 
para E - 2. La pr-esión de calderta de la primera es 2,2 veces la 
de la segunda. 

La bomba de Pollard et Al. no es, pues, comparable a una: 
de 2 o de 3 ,escalones; es comparable al primer escalón de una de' 
éstas. El diseño -es excelente para obtener un buen rendimiento. 
con una presión preliminar del orden del centésimo de milímetro· 
de mercurio. Pero no es -eficiente para soportar presiones preli­
minar,es mayor-es. El desmesurado aumento de calefacción .Y pre­
sión de caldera hace crecer la resistencia de Gaede -en forma tal 
que obliga a usar una refrigeración activísima (<<Íull mains pres­
sur,e») para ponerle límite. La densidad de vapor es varias veces· 
mayor que la necesaria para la compresión del gas, pero apenas. 
suficiente para la contenciÓn da la presión preliminar. 

Los autor,es mencionan, al final, que con mercurio P -1 tra-· 
baja, a pr,esiones altas, en forma comparable, pero que la veloci­
dad cae a presiones bajas. Ello muestra que la corriente de Gaede: 
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es mayor con mercurio que con glicerina, de acuerdo a lo que 
nuestra teoría hace 'esperar. 

En r,esumen, el uso de varios ,escalones permite la especiali­
zación de cada uno de ellos, uno para el efecto válvula, otro para 
ayudar a éste con gas pr,ecomprimido, otro para el efecto com­
pr,esor, ,etc. y la mantención en cada uno de la densidad de vapor 
neoesaria, y no más de la necesaria, a fin de evitar el crecimiento 
superfluo de la resistencia de Gaede. 

Distancia ,entre Escalones y Refrigeración. 

Economía de espacio y de malerial aconsejan poner los esca­
lones tan próximos como sea posible sin sacrificar eficiencia. Dos 
criterios fijan una distancia mínima: ' 

1. - El chorro de vapor debe tener espacio suficiente para co­
municar su impulso al gas. El valor justo lo dará la teoría; pode­
mos suponer que será, proporcional al camino libre y al ancho de 
la garganta de chupada. Unas seis veces el ancho parece ser sufi­
ciente para leste fin. 

2. - Conviene que el vapor de un escalón condense antes de 
llegar al siguiente a fin de no perturbar la acción, de éste. El 
valor de la superficie de condensación necesaria en cada escalón 
dependerá del flujo de vapor, de su temperatura, de su naturaleza 
( i calor de condensación 1) Y de las características del sistema de 
r,efrigeración 'empleado. Un 'exceso es preferible a un defecto de 
r.efrigeración. Si puede usarse, en l~gar de agua de la canilla, 
agua 'enfriada o una mezcla frigorífica, mejorará la ,eficiencia. 

Es para mi un plaoer expresar, también aquí, mi 'especial 
r,econocimiento al doctor Luis Gino Moretti por su ayuda en el 
uso de la ecuación de Bernoulli. Cual,quier error gue hubiera co­
metido es, desde luegp, ,enteramente mío. A los concurrentes al 
Seminario del Observatorio de Córdoba, donde este trabajo ha 
sido lexpuesto y discutido 'en diversas etapas de su crecimiento, 
debo mi agradecimiento por la oportunidad a mí brindada y por 
la.'\ valiosas observaciones que he recibido. 
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Un serv.omecanismo es un dispositivo automático que sirve 
por ejemplo, para mantener el rumbo de una nave en una di­
rección determinada por un girósc9po o para mantener una an­
tena directiva de recepción, en la dirección de incidencia de una 
onda emitida por un avión, o en forma más abstracta, es un 
dispositivo que sirve para mantener la coincidencia aproximada 
de una magnitud o coordenada controlada, con otra coordenada 
de cómparación. Durante los últimos años el progreso técnico 
en estl;l campo ha dado lugar al desarroDlo de una teoría de ca­
rácter muy general, la cual se puede aplicar a un sinnúmero 
de problemas prácticos. La publicación fundamental norteame­
ricana parece ser el libro de Norbert Wiener «The Extrapola..;. 
tion, Interpolation and Smoothing of Stationary Time Series with 
Engineering Applications» [1]. Existen varios ensayos más bre­
ves destinados a facilitar la comprensión del tema por los in­
genieros [2,3]. 

Nos planteamos el problema de desarrollar una teoría más 
especializada y aplicable a los servomecanismos lineales de alta 
precisión que sirven para el oontrol de magnitudes continuas, 
por ej., las coordenadas de un avión. Es natural que con tal 
especialización obtendremos resultados más detallados con cálcu­
los breves. 

Esta teoría fué desarrollada por el autor en los años 1943/44 
[4] Y una teoría que sigue las mismas ideas ha sido publicada 
por R. E. Gmham en el año 1946 [5]. 

(*) Oomunicación a las terceras jornadas -matemáticas argentinas. 
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Los equipos automáticos de Radar presentaron problemas 
que indujeron a Wiener y a Graham a desarrollar sus teorías .. 
sirviéndoles al mismo tiempo de ejemplo en la presentación de 
estas. Como ejemplo que facilitará la exposición de nuestra' 
teoría nos conviene tomar el mismo -eqiIipo. 

Los equipos automáticos radar producen una imagen del 
camino del avión que corresponde a la realidad con gran pre­
cisión. Se determina p. ej. una distancia de 10 kilómetros con 
una precisión de 10 metros. La pequeña diferencia del orden 
de 10-3 se oompone de dos partes: hay pertUrbaciones de ca­
rácter ·estadístioo como el ruido de fondo del receptor del radar 
y hay errores sistemáticos que corr.esponden a una «inercia]) 
del servomecanismo. Si aumenta la inercia, .aumenta el error 
sistemátioo, pero en cambio se reduce la influencia de las fluc­
tuaciones que entran en el dispositivo. Por lo tanto se debe mi­
nimalizar -el error total del servomecanisme, dando 'valores ade­
cuados a los parámetros del sistema, p. ej., a la mencionada 
inercia. 

Teoría elemental. 

. Será útil analizar brevemente un sencillo modelo geométri­
co que posee algunas de las propiedades' ,esenciales de los servo­
mecanismos. 

Nos plan~eamos el problema de -evaluar las derivadas de 
las coordenadas del avión en base a los valores aproximados de 
dichas coordenadas dad9s por el equipo radar. Introducimos la 
inercia del modelo reemplazando los cocientes diferenciales por 
los correspondientes cocientes de diferencias, p. ,ej., reempla-t 
zando la tangente de la trayectoria del avión por la secante por 
dos puntos -en la distancia temporal tm ; se forma así un Ya­
lor medio de la tangente durante el intervalo tm, lo que' per­
mite ·eliminar cierta parte de las perturbaciones estadísticas que 
entran en el dispositivo junto con la señal. Es suficiente ana­
lizar este. ·esquema para una sola coordenada ,x(t); siendo x(t) 
el valor preciso de dicha coordenada y X(~) el valor indicado 
por el dispositivo, el error da; se define por la ecuación 
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En el caso de la derivada usamos símbolos análogos, lla­

mando a la velocidad real v = dx, a la velocidad indicada por 
dt 

nuestro modelo V(t) y al correspond1ente error !J. v= V(t) - v(t) 

El error total se compone del error sistemático I1vs y del 
error estadístico 11 vr 

Siendo v la velocidad del avión, b su aceleración, obtene­
mos con suficiente aproximación las siguientes relaciones 

b 
x(t)=x(O)+vt+- t2 

2 

(v<200 mjseg; b<2g",20mjseg2 ; t<lOseg) 

b VeO) =v- _.- tm• 
2 

Resulta como 1 error sistemático en la determinación de la 
velocidad 

Supongamos que el valor medio del error estadístico de 
la coordenada sea I1w ('" 10m), que la distribución de los va­
lores aproximados de la coordenada dados por el radar, sea 
una distribución de Gauss y que los valores de I1w en la dis­
tancia temporal tm ya sean independientes. Si los errores esta­
dísticos no satisfacieranesta última condición, la evaluación 
de un valor medio durante el intervalo tm sería poco eficiente 
para reducir la contribución de las perturbaciones al error total. 
Resulta así el siguiente error estadístico de la velocidad 
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{Usamos el símbolo I1x por razones de brevedad en vez de i Ilx2). 
Si la distribución de los valores de la aceleración b también 

.es una distribución de Gauss (en el caso del error sistemático 
esta suposición es menos natural que en el de las perturbaciones), 
;8'e calcula el valor mínimo del error total en función de tm 
'Según las siguientes ecuaciones 

(). sea 

. Av2 = (I1vr)2 + (I1v8)L-~ mín. 

ol1v2 
-=0 otm 

,En el caso de nuestro modelo resulta entonces un error 
sistemático proporcional a tm• Es verdaderamente una inercia, 
un retraso del dispositivo como indica el signo negativo en la 
fórmula de I1vB• En cambio el error estadistico es inversamen"? 
te proporcional a tm ; por lo tanto existe un valor óptimo de 
ese parámetro y en el caso del modelo resulta el mínimo del 
.error total, cuando los errores estadísticos y sistemáticos son 
iguales. 

Quizás sería posible analizar las propiedades de muchos sis­
temas práctioos según métodos sencillos y directos adaptados a 
los casos particulares. Pero queda el problema del dispositivo 
óptimo. 

Debemos preguntarnos, si otros sistemas para eliminar las 
perturbaciones, distintos de los que hemos estudiado, darían 
errores totales esencialmente menores. En el siguiente párrafo 
aplicaremos a los servomecanismos lineales métodos bien cono­
cidos en la teoría de los circuitos. lineales eléctricos, y los re~ 

. sultados demuestrarán que pueden .obtenerse ventajas considera­
bles sobre los sistemas que poseen un retraso de un tipo tan 
simple como el de nuestro modelo. 
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T e.o·rba de los servomecanismos lineales en base a 
sus transferencias. 

En general un servomecanismo lineal es un dispositivo elec­
tromecánico que satisfaoe un sistema de ecuaciones diferenciales 
lineales oon coeficientes constantes. Por lo tanto todas sus pro­
piedades pueden expresarse por medio de su transferencia, en 
otras palabras por la respuesta del servomecanismo a la exci­
tación del tipo particular x( t) = ept con p = v + jro, siendo 
x( t) la magnitud oontrolada por el servomecanismo. 

La respuesta que resulta es del mismo tipo 

X(t) =T(p) ept; 

como antes la diferencia 11 es el error del servomecanismo 

11 =X(t) -x(t). 

Al oociente T (p) = X (t) , lo llamamos la transferencia elel 
ept 

sistema la cual es una funqión de la frecuencia oompleja p. 
Es fácil calcular o medir esa transferencia en casos de la .prác­
tica. Si conooemos T (p) para todos los valores a < ro <00, v = a, 
podemos calcular la respuesta X (t) a la excitación x( t) de for­
ma arbitraria. Supongamos p. ej. que x(t} admite una repre­
sentación por una integral de Fourier 

ca 

x( t) = ~ff(jro) ejmt dro. 
2rc 

Entonces obtenemos para la respuesta 

ca 

X(t) =~fT(jro) f(jro) ejmtdro. 
2rc 

Todo esto es bien conocido en la teoría de los circuitos 
eléctrioos. Mientras en general tales integrales no admiten una 



-133-

evaluación sencilla oomo lo demuestra la teoría de los transito­
rios en los circuitos eléctricos, es posible establecer una rela­
ción manejable en la teoría da los servomecanismos lineales de 
alta precisión que sirven para el control de una magnitud de 
variación lenta como p. ej., la coordenada de un avión o de 
una nave que no puede ser discontinua, como tampoco pueden 
serlo las derivadas de dicha coordenada. 

Es sabido que la transferencia T(p) de un serv<?mecanismo 
estable 'es una función analítica regularen el semiplano v >0. 
Existe entonces una serie 

convergente para Ipl <P>O. Por s'er la ,variación da x len­
ta, es natural representar también x( t) por una función analí­
tica regular para valores reales de t. Existe entonces una serie 

co tn 
x(t) = 2; X(o) (n) -

o nI 

convergente para I t I <fo > O. La requerida relación maneja­
ble entre la excitación x y la respuesta X del s'ervomecanis­
mo es la siguiente 

(1), 
00 dnx 

11 =X(t) -x(t) '" z: Ccnd- . 
o tn 

Es evidente que el error 11 está compuesto por términos 
proporcionales a la velocidad, a la aceleración, etc., los cuales 
admiten una interpretación física directa. Además en, general 
los primeros dos o tres términos bastan para cálculos numéri­
cos. Esta' serie ~s convergente, si x(t) es una función entera, 
en general 'es semiconvergente; pero siempre que la pr,ecisión 
del servomecanismo sea buena, su converg.encia numérica es 
excelente. 

Es sabido que también la influencia de las perturbaciones 
estadísticas sobre la respuesta X (t) se 'calcula fácilmente en ba­
se a la transferencia. Para muchas aplicaciones es suficiente 
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suponer que el error estadístico es proporcional, al llamado an­
cho de banda Q del sistema. 

Caracterizamos entonces la eliminación de las· perturbacio­
nes por el parámetro n y nos proponemos evaluar el mínimo 
del error sistemático oompatibl,e oon un valor dado del ancho 
de banda Q. 

EstUdio del error sistemático en función de la transferencia. 

Primero debemos demostrar las mencionadas propiedades 
de la serie 

La representación de la respuesta en la forma 

OC> 

(2) X (t) = ~!T (jro) f(jro) ejwt dro 
2n 

indica que un sistema fiel posee la transferencia T::= 1 y. con 
eso el ancho de banda Q = 00, entonoes "reproduce no solo la se­
ñal sino también las perturbaciones con fidelidad. Si la repro­
ducción de una magnitud de variación sumamente lenta es fiel, 
la transferencia satisface la ecuación T(a) = 1. Si la precisión 
del servomecanismo es elevada, la desviación de la transferencia 
del valor T = 1 debe ser pequeña para todas las frecuencias ro 
para las cuales el espectro f(jro) de la excitación x( t) no es 
prácticamente cero. Esto sugiere desarrollar la transferencia en 
una serie de T aylor 

00 

T(p) = I. an pn. 
o -
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Las frecuencias de contribución esencial a la integral (2) 
'Se encontrarán en el. intervalo de buena convergencia numérica 
,de esta serie. 

La integral de Fourier no admite la representación de to­
das las funciones analíticas que interesan en la práctica. Sin 
-embargo, usándola sin escrúpulos, resulta la serie requerida . 
.substituímos así la serie de T (p) en la integral 

Las integrales bajo la sumatoria se obtienen por diferen­
-ciación formal 

ioo ioo 

dnx d
n 1 f 1 f - = - -. f(p) ePtdp=-. pn f(p) eptdp 

dtn dtn 21t] 21t] 
-ioo -loo , 

«) sea 

00 dnx 
X(t)=Z;an·

d
- . . o tn 

Esta demostración es breve, pero desprecia toda considera­
dón de oonvergencia y no permite un análisis del orden de la 
.aproximación. La reemplazamos por otra más satisfactoria. 

Para todas las funciones amilíticas que pueden #gurar co­
·mo excitaciones x( t) (son funciones con segunda derivada aco­
tada por ser acotadas las fuerzas mecánicas) existe una repre­
:sentación de la respuesta X(t) del siguiente tipo 

ICOD 

00 

X(t) = J x(t--r) [((-r) d-r 
o 

ioo 

I((t) = ~.fT(P) eptdp 
21t] 

-100 
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y su inversión 

00 

T(p) =J [(t) e-pt dt. 
o 

La integral [(t) existe para todos los servomecanismos es­
tables oon ancho de banda finito por disminuir T.(p) por lo me­
nos como p-l para p ~ oo. [( (t) es una función de la forma 

M 

[(t}=I.Pm(t)e+Pmt con Pm=vm+joom'Vm<:'O 
o 

P m es un polinomio [( (t) es una suma de todas las oscilacio­
nes libres del serv.omecanismo, amortiguadas en el caso de dis­
positivos estables. Es suficiente analizar la integral para t = O 

00 

X(O) =J x(-.) [(.) d •. 
o 

La serie de X 'es asintótica con respecto a un parámetro. 
que ,es la unidad 'de frecuencia. Para ponerlo de manifiesto reem­
plazamos T(p) por T(pjs). Se transforma también [«t) 

M 

[(t), ~ s K(st) = sI. P m(st) ePmlt . 
o 

Lo substituímos en la integral 

00 

X(O) , SfX(-') ~Pm(S') ePm .td •. 
o 

El comportamiento asintótico de tales integrales es bien co-
nocido [61. Si ' 

N 

x( t)-Z;bntn 
o 

--t-'-n+-l--~ el para 
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.I'esulta 

ca 

sn+1{X(O)-s f[~bn(-.)n][((.)d'}~C2 para s~oo. 
u 

La evaluación de la suma finita es sencilla 

ca ca 

s f ~ bn(-·)n[((.s) d.=s ~ b·h f(-.)n [((.s) d •. 

o o 

La comparación con las. relaciones 

ca 

Js [((.s) e-PT d.=T(pjs) 
o 

nos da la serie asintótica 

Es casi trivial que cualquier dispositivo con T(O) = 1, per­
mite reducir el error sistemático a valores arbitrariamente pe­
queños por medio del aumento del ancho de banda .Q proporcional 
a s. Pero la serie asintótica nos da una información mucho más 
precisa. Puede decirse que un servomecanismo para el oontrol de 
una magnitud continua, es un dispositivo de alta precisión si 
la convergencia numérica de la serie es buena. Queda por de-
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mostrar que en general los dos o tres primeros términos son 
suficientes para el cálculo numérico del error. 

Aplicamos la serie a unos ejemplos sencillos. Supongamos 
que la trayectoria del avión sea una línea recta en la distancia 
mínima d desde el equipo, que la velocidad v = 100 m/seg. sea. 
constante y que la coordenada x't) que determina el servome­
canismo, sea el án..sulo azimutal; resulta entonces 

vt x(t) = arctg -. 
d 

-- vt:::=. 1 ] 1+.2 't=([ 

=(~)n(_)n-l(n--'::"l)l[ 1 _ l' J. 
d 2j (~ _j)n (~ +j)n 

Las transferencias son funciones racionales de p. La más 
sencilla función racional con un ancho finito de banda es 

1 ro 

l'(p)=-=~ (_&p)n. 
. l+&p o 

La constante & es la llamada constante de tiempo de esta 
transferencia la cual se puede realizar por medio de un circuito 
eléctrico compuesto de un sólo condensador y de una sola re­
sistencia. Obtenemos así 

, .' '" (v&)n(n-1)1 [1 1 1 !::.{t) =X(t}- x(t) f'J- ~ d 2' vt. - vt . 
o J ((j_J)n ((j+J)n 

y 'en particular para t = O 

. La serie es semiconvergente. Si atribuÍmos a la constante, & 
el valor numérico & = 1 seg. y si atribuímosl a la distancia mí­
nima el valor d = 1000 m, obtenemos 
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fl (O) = - 0,1 + 0,002 - 0,00006 ..... . 

o en grados 

fl(O) =- 5,7°. 

Para reducir el error sistemático hay que reducir la cons­
tante de tiempo y la convergencia numérica será aún más rá­
pida. 

El ejemplo del ángulo azimutal demuestra que una coor­
denada que no es cartesiana puede ser una función discontinua 
a pesar de que el movimiento físico sea continuo. En un punto de 
discontinuidad (d = 0, t = O) la serie no sirve y el servomeca­
'uismo tampoco. 

En vez de la trayectoria rectilínea suponemos ,ahora que el 
piloto del avión se propone hacer movimientos irregulares, que 
modifica el rumbo cada 10 seg. Esto se expresa en forma ma­
temática por la imposibilidad de usar la serie de Taylor para 
la extrapolación de la: trayectoria a intervalos mayores de 10 
seg., es decir para tw = 10 seg. muchos términos de la serie 

00 1 dnx 
x( t) = Z; - -- tn 

o nI dtn 

son aproximadamente iguales al término de n = 1 o sea 

Resulta otra vez una serie semiconvergente para el error 
sistemático 

00 & n-l 
~(O) =X(O) - x(O) '" z; (_)n n! v3' (-:-) 

,1 tiw 

=[-100+20- 6 ... ] m'. 

Como último ejemplo tratamos una trayectoria circular con 
diámetro pequeño a gran distancia del equipo. En este caso la 
distancia varía según 
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v2 bt { v! jé!-} x(t)=- sen- =Im - e v 

b v b 

y resulta el error 

{

ro V2 b n .b} Il(t) =Im 2; (_&)n - (j_) e ]-;;1 

. 1 b v 

{ 
1 .v2 j~} 

=Im (---1)- e v • 

1+/: b 
&b 

La serie es convergente para - < 1 Y ,el resultado 'es co­
v 

rrecto según lo demuestra su comparación con la transferencia 

T(p)=_l_ para p=j ~. 
l+&p - v 

Una serie del tipo (1) ha sido aplicada a un problema ra­
diotécnico por Carson y Fry quienes estudian la respuesta de 
un circuito lineal a ondas moduladas en frecuencia [7]. El des­
arrollo de la transferencia en la Serie de Taylor ha sido apli­
cado a los servomecanismos por R. E. Gralw.m y por el au­
tor [51 y [4]. 

La reducción del error sistemático. 

Se v.e que en el caso de la transfevencia T = _1_ como en 
l+p& 

el del modelo geométrico domina aquella parte del error siste­
mático que es proporcional a la primera derivada de la magni­
tud controlada. Pueden esperarse entonces reducciones consi­
derables del ,error sistemático si se usan transfel'lencias cuya pri­
mera derivada o cuyl:J,S primeras n derivadas se anulan. Son 
las transferencias de la forma 
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El grado del denominador es mayor que 'el del numerador, 
por ser el ancho de banda n finito, y las raíces del denomina­
.dor poseen pa'rte real negativa por ser ,el dispositivo estable. 
Los coeficientes av son reales y positivos como siempre en aque­
llas funciones racionales que representan transferencias. El nú­
mero de elementos que se precisa ,en un circuito práctico para 
realizar la transferencia, aumenta con los grados del numerador 
y del denominador. Será na~ural clasificar las transferencias 
,según los dos grados y determinar los valores de los paráme­
tros ,que producen el valor mínimo del ancho de banda. Estu­
,dia.mos en particular las transferencias del tipo 

con esas transferencias resulta el número maXlmo de derivadas 
nulas compatible con el grado dado del denominador. La pri­
mera derivada que no se anula posee, el valor' 

[
dn+1T) , --, =- (n + 1) 1 a o'. 
dpn+l p=-o 

Resulta entonces un problema bien definido si buscamos 
:el valor mínimo del ancho de banda 

0= JITI 2dro '-+ mín, 
--00 

,dando el valor de la primera derivada que no se anula, al cual 
normalizamos según 

- =-(n+1)1 , [dn+1TJ 
dpn+l o 

Antes de empezar el correspondiente cálculo algebraico, ya 
:será posible obtener up.as ideas descr~ptivas de dichas transfe­
rencias. 

Nos proponemos demostrar que la parte real de la transfe­
rencia (en función de ro} posee un mínimo para p=O, si se 
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anula (dT) = O Y que los máximos' que por lo tanto existen 
. dp ~o . . 

a los lados (1 eo I > O) de la frecuencia p = O, resultan más y 
más acentuados si aumentamos el número de las derivadas de 
la transferencia que se anulan. Este hecho tiene dos consecuen­
cias de trascendencia técnica. Los picos de la transferencia indi­
can la existencia de frecuencias de resonancia. A pesar de que 
en el sentido riguroso un sistema sea estable siempre que sus 
oscilaciones libres sean amortiguadas, son "poco estables en la 
práctica si los' picos de la transferencia son muy agudos. Ade­
más es sabido que los transitorios nio son monótonos, sino oscila­
torios, siempre que existen frecuencias p = jeo con I T (jro ) 1> T (O) . 
Esto tampoco es requerido; sin embargo la monotonía de los 
transitorios no es una propiedad imprescindible de los servo­
mecanismos de alta precisión [8]. 

La transfere~cia T(p) es una función analítica en el semi­
plano v >0. Por }o tanto sus partes real e imaginaria son fun 
ciones regulares de potencial .en diclIo semiplano. Poniendo 
T = R + jX aplicamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann a 
RyX 

(}R ()X 
~v = deo . 

Si se anula 

dT 
(-) =0. 

dp 1'=0 

o sea 

. . eo2 d2T 
T(]eo) =T(O) +]eo. 0- - (-) + .,. 

, ,21 dp2,P=0 

se anula también 

Interpretamos el gradiente del potencial R como un sistema 
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de líneas de corriente. Por ser R regular para v >0, es decir 
por no existir fuentes positivas o negativas en el semiplano po­
sitivo, las líneas de corriente entran a través del borde v = O en 
regiones de alto potencial y dejan al semiplano en r,egiones del bor­
de V=O de potencial pequeño o negativo. El potencial R asume 
valores grandes en el interior del ancho de banda 10)1 <.Q Y va­
lores pequeños afuera del mismo 10)1 >0. Si fuese T(O»IT(jO) I 
resultaría también T (O) > I T ( v + jO) I para v > O, porque el mó­
dulo de una función analítica toma su valor máximo ·en el bor­
de de un recinto de regularida'd; por la tanto la derivada 

es negativa y no -se anula. 
Un máximo de T(jO) para 0)=0 que es condición neoesa­

ria [8] para la monotonía de los transitorios, no es compatible 
con la otra propiedad requerida de la transfenencia 

dT (-) =0, 
dp o 

la cual importa más que la monotonía. Si se anulan más y más 
derivadas 

la montaña del potencial posee un altiplano en la vecindad de 
p = O; deben pues ·existir picos más y más agudos de R en la 
vecindad de las frecuencias de corte O) = ± O que compensan a 
la tendencia de que disminuya el potencial hacia 'el interior del 
semiplano positivo. Esto indica que entre todas las transferen­
cias del tipo (3)' solo las de valores pequeños de n sirv·en en la 
práctica. Es evidente que las limitaciones que acabamos de ex­
poner. son típicas no solo de las transfer·encias racional'es, sino 
también de las transferencias arbitrarias, incluí das las soluciones 
del problema extremal formulado y analizado por W,iener [1]. 

Volvamos al problema de determinar el mínimQ del an­
cho de banda en Función de los par~metros 0.1 ", a.n• 
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ca jr.t:J 

0= flTl2dro~ j fT(p) T(-p) dp. 
-jea 

Poniendo 

T(p) =g(p). :=: H(p)-pn+t 
H(p) H(p) 

con 

,,+1 
H(p) = TI (p - PV) 

1 

y aplicando el cálculo de residuos, obtenemos 

con 

,,+1 
H'(pv) = TI (PV- PI1)· 

~ 11-1 

Substituyendo: 
11=1-\1 

resulta 

p n+l p 2n+l 
=-21t Z; v +1t Z; - '1 01 +02 

\1 TI(PV-pl1) \1 TI(pV2_pj12) 
11 11 

11=1=\1 11-1-\1 

Buscamos -el denominador común de 0 1 -
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0 1 Y O2 no son infinitos si coinciden dos raíces Pv. Por lo 
tanto los numeradores de.al y .02 contienen el factor rr(pv-p~), 

v> 11 
y n1 es un polinomio simétrico de ,las raíces Pv. Demuestra 
la inspección de los grados del numerador. y . del denominador 
de 0 1, que ese polinomio es lineal en. las r,aíoes 

La comparaClon del numerador o denominador de O2 con 
una fórmula bien conocidá para el producto. 

rr (Pv - P¡¡.) = /1, Pv' pl, .. , Pvn / [9J 
V>11 

demuestra que O2 puede expresarse como cociente de. dos de­
terminantes 

~ /1 P 2 P 4. P 2n-2 P 2n+1/ f"\ _ a , v' v' : .. 'V 'v 
U2- • 

/1 P 2 P 4 P 2n-2 P 2n / 
.~v'v,···v 'v 

Los dos de~erminantes son del tipo llamado bialternantes· 
los cual'es pueden calcularse 'en función de los an según un 
teor,ema de Jacobi [10J 

al 1 O ................ .. 
a 2 al 1 O .......... .. 
ci4 • as a 2 al 1. .... .. 

a 6 a5 ··•···••····•·••···••• 

n
2 
=_ 11:, -;-_._._"_,,_._,,_,,_._,,._ •• _. _,,_ •• _. _,,_,,_. _a_n+,..::·l+--

al 1. O ................ .. 
as a2 al 1 O ..... . 

a5 a4 •••··••• .. •••···•·•••• 
........................... an+1 • 
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Sumando obtenemos 

al' -1 O ................ . 
0,2' al 1 O ......... . 
a,4', a,S' a,2' a,1 1 O 

.Q = n
1 
+ O

2 
= - 1t --+-_._. _ .. _ .. _ .. _ .. _._ .. _ .. _ .. __ . _ .. _ .. _ .. _. _. ·_a,-".n+.:....:l:..;-

al 1 O ................. . 
as a,2 al 1 O ..... . 
a,fj a,4' ........•...........• 

........................... an+1 

Siempre que una raíz Py y con 'ella los coeficientes av 
del polinomio H (p) aumenten sin límite,' lo haoe también el 
ancho de banda .0.. 

Por lo tanto es posible determinar, el mínimo del ancho 
de banda en función de los coeficientes ay por medio de las 
ecuaciones 

0-9 =0 1 2 para v= , ... n. oay 

Además .o. aumenta sin límite, si una raíz se aproxima al 
eje imaginario. Por lo tanto para una de las soluciones del úl­
timo sistema de ecuaciones las raíces Py poseen parte real ne­
gativa, de manera que la transfer'encia corresponde a un servo­
mecanismo estable. Los requeridos parámetros óptimos y las 
transferencias óptimas son 

n OIn+1 an an..,.l a n- 2 n 
O 1 1 O O 1t 

1 1 1 1 O 21t 
2 1 1 2 1 31t 

3 1 1 3 2 41t 

1 T
2
= 1+p+2p2 To(p)=-

l+p 1+p+2p2+ps 

TC)_l+p 
1 P -1+p+p2 

T
s 
= 1+p+3p2+2ps . 

1+p+3p2+2pS+p4 
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Mencionamos la posibilidad de realizar estas cuatro transfe­
rencias como impedancias de circuitos eléctricos. 

El siguiente cálculo numérico nos da algunas informacio­
nes cuantitativas de las ventajas prácticas, que pueden reali~ 
zars~ por medio de las reducciones considerables del error sis­
temático, al pasar de la transferencia Toa T l' Tratamos otra 
vez el ejemplo del rumbo irregular de un avión con 

dnx v 
-"-'nI --; v=100 m/seg; tw =10 seg.' 
dtn t n-l w ' 

En vez de normalizar las transferencias por la condición 
.0.0 = 1, igualamos para la siguiente comparación, el ancho de 
.JJanda O: 

To(Po) 0(°)= 
1t To,,-,l--&p 1tpo=-
-& 

Tl(po) 
1t Tl "-' 1- (2-&p)2 0(1)=21t Po=-
-& 

T 2(po) 
1t 

Ts '" 1- (3Bp)S 0(2) = 31t Po =-
-& 

Ts(Po) 
1t 

T4 '" 1- (4-&p)4. O(S) = 41t Po =- . 
-& 

·Eligimos -& = 0,1 seg. correspondiente a un error, de 10 m 
para n=O. 

Usando el término dominante en la serie asintótica (1) pa­
:l'a el error sistemático, obtenemos 

n I Ils 

° 10m: 

1 0,8m 

2 0,162m 

3 O,0615m. 

Estos valores demuestran que por suerte una y,entaja 
.(X)nsiderable ya apareoe con la transferencia T 1 Y que ame-
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nudo no vale la .pena ensaJ'ar el' uso de las transferencias con 
n> 1, a las cuales corresponden 'circuitos más complicados, me­
nos estables y con transitorios fuertemente oscilatorios 
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ASOCIACION FISICA ARGENTINA 

DECIMOSEXTA REUNION 

TUCUM.Á.N', ,Instituto ,de Fís'iua, 22/23 de ,setiembre de 1950,. 

Preside: Dr. F.o E.HERRERA 

Informes: 

r. A. BATTIG (instituto de Física, Tucumán): Métodos usados para eZ es-
tudio te6rioo deZ efeoto de Oheren7eov. . 

Ir .. L. KOWARSKI (Commissariat il. 1 'Energie Atomique, París): Infor'me so­
bre eZ oongreso internaoionaZ de físioa nuoZear reaZizaao en Oa;ford, se­
tiembre de 1950. 

Oomunioaoiones: 

1Q R. GANS (Instituto de Física, La Plata): Sobre Za estabiZidail e inesta­
bmdad de oirouitos eZéot7'ioos, Se . leyó el título. 

2Q G. BECK (Observatorio Astronómico, Córdoba): Tina observaoi6n reZativa 
a Za teoría ouántioa deZ prooeso de emisi6n. 
Al continuar el estudio que hemos referido en la última reunión se ha 

hallado que la correspondencia, entre el campo de un dipolo clásico a distan­
cias inferiores a una longitud de onda y el campo emitido según la electrodi­
námica cuántica, existe solamente en ~l caso de un campo macroscópico, cons­
tituído por muchos fotones. En el caso de un proceso elemental, haciendo in­
tervenir un solo fotón, no encontramos correspondencia completa a pequeñas 
distancias, rc-:>'/.... Este hecho no afecta a la interacción entre dos sistemas (p. 
ej. en la conversión interna), pero puede significar que una fuente llllIÍinosa. 
elemental sea rodeada por corrientes de polarización. 

3Q M. ABELE (Facultad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Córdoba): 
Guías de ondas eZeotromagnétioas muZtidieZéotrioas. 
Se estudian las guías de onda cilíndricas en el caso que sean constituídas 

sea de distintos dieléctricos concéntricos, sea de un medio cuya constante die­
léctrica varíe con continuidad en sentido transversal al eje de la guia. Se de­
terminan las propiedades de la cOlll~tante de propagación, en función de la fre­
cuencia del campo electromagnético. 

4Q E. MARCATILI (Facultad de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, Cór­
dOba).:, Estudio de la difusi6n de uoo onda' eZeotromagnétioa pZana por una 
esfera metálioa. 
El trabajo se refiere al problema de la determinación de la sección eficaz 

de una esfera metálica embestida por una onda electromagnética plana. Se 
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discute la aparente contradicción existente entre el valor de la sección eficaz 
calculado estudiando el campo electromagnético difundido y el valor obtenido 
experimentalmente, cuando el largo de onda es muy pequeño con respecto al 
diámetro de la esfera. La contradicción nace de la imposibilidad. de definir 
rigurosamente la sombra de la esfera, excepto en el caso limite de largo de 
onda nulo. 

Se puntualiza la necesidad de especificar el dispositivo experimental em­
pleado en la medición del campo difundido. 

E. E. 'GALLONI: & Tienen \lstos fenómenos vinculación con los trabajos de 
Mie sobre difusión de la luz por partículas metálicas' 

M. ABELE: Si. Se trata de la determinación de la energía difundida. Esta 
energía depende de la manera cómo se mide. Evidentemente tenemos que ex-

. cluir el ángulo de difusión 8 = O al cual corresponde, para A = O, la sombra 
geométrica y la difusión cero. La contradicción aparente proviene del hecho, 
que en el caso A ,/= O aparece, en lugar de la sombra geométrica una distri­
bución de difracción en un cono tanto más cerrado, tanto más pequeña es la 
longitud de onda. Según la parte de este cono que nuestro dispositivo de me­
dida todavía puede separar de la luz incidente, es decir, según el poder resol­
vente del dispositivo, obtenemos distintos valores para lo que llamamos la 
energía difundida. 

P. E. ZADUNAISKY: ,Cómo puede Ud. conseguir que la onda electromag­
nética sea plana, si Vd. coloca el sistema para la medición en una guía' 

E. MAROATILI: Para valores pequeños de r el régimen utilizado en una 
guía de sección cilindrica se aproxima mucho a una onda plana. Sin embargo, 
a los efectos de la medición no interesa mucho si la onda incidente es perfec­
tamente plana o no; lo, que se quiere es la relación entre la energía reflejada 
y la densidad media de la energía incidente sobre el disco. 

59 E. E. GALLONI:, (Instituto de Física, Buenos Aires): Sobre el desOrden 
de empaq~!etamiento en estruoturas tipo oadena. 

En un trabajo anterior (15" Reunión de A. F. A.) se demostró que el 
desorden de empaquetamiento en estructuras tipo cadena debe producir un de­
bilitamiento en las reflexiones de rayos X por planos inclinados con respecto 
a los ejes de las cadenas. Si se toman los ejes de las cadenas como dirección 
a., los planos deindice h.h,h. presentarán un factor de estructura afectado 
por un coeficiente 

+ 0~5 
If (h.) = f W (x) .cos ux.dx 

-0.5 

con u = 2 'It !I.). Extendiendo los limites de" integración de menos a más infi­
nito, la transformación de Fourier: 

+00 

2\ f If (h.) cos uX.du 

- 00 

da la distribución del desorden W(x). 
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Se ha calculado la magnitud del efecto que debe observarse si el desor­
uen sigue una ley gaussiana de. distribuci6n de la forma: exp. (--"k'x"), para 
diversos valores 7a y se ha estudiado el efecto de una ditribuci6n tipo Cauchy. 

G. BEoK: i Se refiere eso al 6xido de PU 
E. E. GALLONI: Si. Lo hemos aplicado al 6xido de Pt preparado por R. 

13usch y sus colaboradores. 

I6Q R. PLATZEOK (Observatorio Astron6mico, C6rdoba): Medioión del sistema 
óptioo de un telesoopio en f1tnoionamiento. 
A raíz de algunas dificultades ocasionadas por la forma del haz luminoso 

proveniente de una estrella, en el telescopio de Bosque Alegre, al ensayar los 
divisores del haz destinados a aumentar el rendimiento de nuestro espect6-
grafo estelar, fué necesario estudiar la forma del espejo parab6lico en con­
diciones de trabajo, para diferentes posiciones del instrumento. El procedi­
miento destinado a resolver el problema debía permitir la obtenci6n del mate­
rial para la medici6n en pocos minutos, y asegurar además el conocimiento 
de la forma del espejo a lo largo de cuatro diámetros por lo menos. Por otra 
¡parte las condiciones atmosféricas corrientes debían permitir mediciones precisas. 

. Un método que rcsponde a las exigencias mencionadas consistente en in­
tercalar en el cono luminoso un sistema de· prismas, cada uno de los cuales 
da, en el plano focal del instrumento, la imagen correspondiente a una zona 
del espejo. ·Los ángulos de dichos prismas son tales -que las imágenes dadas 
por el sistema resultan equidistantes cuando no hay aberraci6n. Se han cons­
truído dos de estos sistemas: el primero divide el esp~jo en 20 zonas distri­
buídas según dos diámetros perpendiculares, el segundo lo divide .en 40 zonas 
distribuídas en igual forma. En dos minutos se obtienen placas que registran 
aas imágencs correspondientes a cuatro diámetros. 

1Q M. BUNGE (Instituto de Física, Buenos Aires): El átomo de lIidrógeno 
en un sistema de referenoia en movimiento. 
Para describir el ,comportamiento de un sistema compuesto en movimiento 

~s preciso tener en cuenta no s610 la ecuaci6n de onda, sino también las tensio­
nes del campo de fuerzas actuantes. Se da la demostraci6n para el caso del 
.átomo de hidr6geno relativista. 

8Q L. LEvI (Instituto de Física, La Plata): Una teoría estadístioa de la tran-' 
sioión ferroeléotrioa en el KH.PO. y sales isomorfas. Se ley6 el título. 

9Q W. SEELMAJ:W-EGGEBERT (Instituto de Química, Tucumán): Sobre los isó­
topos de Ag de período oorto que se forman en la fisión del uranio. 
Es muy probable que se formen núcleos de todos los números de masa 

comprendidos entre 72 y 146, en la fisi6n de U,.., o de Uma por neutrones rá­
pidos. Es por eso que desarrollaron procedimientos de separaci6n de los ele­
mentos respectivos tan rápidamente como fuera posible, para poder investigar 
los is6topos con período corto de este elemento. 

Se descubrieron nuevos is6topos de Ág de período 3' Y 211'. Además se 
pudo demostrar que el is6topo de 20' de la Ág se forma probablemente tam­
bién por irradiaci6n de Cd con neutrones rápidos (proceso n, p). 



-152-

La energía máxima de los rayos beta es aproximadamente igual a 2 Me V en 
el is6topo de Ag de periodo 20 '. La determinaei6n de la energía máxima B& 
J:ealiz6 por el método de absorei6n. No se pudieron eneontrar sustaneias de· 
rivadas de los is6topos meneionados; por eso se puede pensar que se desinte· 
gran en un is6topo estable de Od, ya que se deseonoeen is6topos de periodo 
largo. 

A pesar de la separaei6n relativamente rápida, de eerea de 6' desde el 
fin de la irradia'<li6n hasta el prineipio de la mediei6n, naturalmente es posibl& 
que se formen en la fisi6n de U, is6topos de Ag de periodo menor a 1,5 '. Hay 
indieios de la existeneia de is6topos de período menor a 1,5. 

Es neeesario tener en eu~ta que el rendimiento de los is6topos de Ag' 
en la fisi6n, es muy pequeño. 

10. O. CAVATORTA y A. WINKEL. (Instituto de, Físiea. Buenos Aires): Espec· 
trografía química: una apZicaci6n al análisis de suelos. Se ley6 el titulo. 

11. D. G. DE KOWALEWSKI Y J. V. IRIBARNE (Faeultad de ,Cieneias Exaetas~ 
Físieas y Naturales, Buenos Aires): Oalculo de frecuencias normales de 
vibraci6n de moléculas del tipo (XYZ.) •. Se ley6 el título. 

12. S. FREIBERG (Instituto de Eleetrotéeniea, Tueumán): Medici6n de poten· 
cias en un circuito de corriente alterna oon el oscil6grafo de rayos cat6dico8. 

Al hacerse desviar el haz de eleetrones en un' oseil6grafo de rayos cat6-
dieos, según ejes ortogonales, proporcionalmente a la intensidad y a la tensi6n 
de un circuito con eorriente alterna, se forman en la pantalla del tubo figuras 
de Lissajous cuyas superfieies dependen de los valores de la intensidad, de la 
tensi6n y de la fase entre ellas. De estos valores, depende también la poten­
cia activa y reaetiva del cireuito y por lo tanto se puede medir eon aquellas 
figuras las poteneias consideradas. Para la mediei6n de la poteneia aetiva es 
neeesario introdueir un cireuito integrante o difereneiante y se analizan los 
errores produeidos por la introdueei6n de estos eircuitos. 

Nota: Fuera de programa se escuch6 la comunicaci6n: 
A. D. CANALS FRAU (Observatorio Astron6mico, C6rd,oba): Teoría del filtro 

de interferenoia. 

CRONICA DE LA 16'" REUNIbN DE LA A. F. A. 

La déeimosexta reuni6n de la A. F. A ., realizada en Tueumún, los días 22 
y 23 de setiembre de 1950, ha sido dedicada al homenaje p6stumo al que 
fuera su Seeretario Loeal, Profesor Dr. José Würshmidt. La reuni6n Be iriici6 
con las palabras del ingeniero E. E. Galloni, reeordando la obra realizada por 
el doctor Würschmidt, en cuya tumba la comisi6n directiva depositó una corona 
de flores. ' 

Había varias circunstancias adversas que dificultaban la reuni6n tucuma· 
na. Un viento frío cambi6 el clima en el Jardín de la República. Seis de los 
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:socios cuyas contribuciones nunca faltaban en las últimas reuniones no han 
!lodido concurrir, sea por encontrarse en el extranjero, sea por otras circuns­
tancias imprevistas. La inflación impidió, también, a varios socios hacer- el 
largo viaje al interior del pais. 

No obstante, la reunión ha sido un éxito. La acogida calurosa en el joven 
:ambiente tucumano compensó ampliamente el frio. La reunión contó con doce 
contribuciones, entre ellas un informe del doctor L. Kowarski sobre los resul­
tados comunicados pocos dias antes en el Congreso Internacional de Fisica 
Nucleár en Orlord. Asi nos enteramos del estado de las nuevas máquinas en 
'Construcción en Birmingham, Brookhaven y Berkeley, destinadas a acelerar pro­
t~nes hasta energías de uno, tres y cinco billones de electrón volts, de la nueva 
determinación de la energia de unión del deuterón, de la verificación experi­
mental de la desintegración espontánea del neutrón y del descubrimiento del 
primer mesón neutro (meson V). 

Se realizaron las ele!lciones bianuales de las autoridades para el periodo 
1950/52. Fué elegido Presidente el doctor Ricardo Gans. En lllt secretaria local 
·de Tucumán, el profesor A. Battig sucedió al doctor J. Würschmidt. La pró" 
:x:i~a 171). reunión de la A. F . A. corresponderá a Buenos Aires. 

Guido BeoTa 

BIBLIOGRAFIA 

'OOLLOQUE DE TOPOlJOGlE (Espaces fibrés). Centre BeIge de Rccherches Mathe­
matiques, G. Thone, Liege, y Masson, Paris, 1951. 

El Centro Belga de Investigaciones Matemáticas que tan acertadamente 
,dirige L .. Godeaux, después del éxito del Ooloquio de Geometría Algebraioa cele­
orado en Lieja en 1949, organizó para 1950 un Ooloquio de Topología dedicado 
·especialmente a los espacios fibrados. El Coloquio tuvo lugar del 5 al 8 de 
junio' en Bruselas y las conferencias generales y comunicaciones presentadas 
forman el contenido del volumen que reseñamos. 

Empieza el volumen con dos excelentes conferencias generales, "I'Ina de 
R. Hopt (Introduooión a la teoría de los espaoios fibrados) y otra de H. Car­
tan (Nooiones de álgebra diférenoialj aplioaoión a; los grupos de Lie y a las 
variedades en que opera un grupo de Lie). Las. comunicaciones sobre puntos 
"espeeiales que siguen a continuación son: 

C. EHRES:MANN, Las oonexiones infinitesimales en un espaoio fibrado aite­
·.renoiable. 

H. CüTAN, La transgresión en un grupo de Lie y en un espaoio fibrado 
;prinoipal. 

J. L. Koszi:rL, Sobre un tipo de álgebras diferenoiales en relaoión oon la 
,transgresión. 

n. EOK:MANN, Espaoios fibrados y 71omotopia. 
J. LERA Y, Sobre la 71omología de los grupos de Lie, de los espaoios 110-

·.mogéneos y ae los espaoios fibrados prinoipales. 
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H. Hi>PF, Sobre una f6rmula de la teoría de los espacios fibrad08. 

G. HIRSCH, Algwnas relaciones entre la homologia en los espacios fi12rado~ 
'JI las clases característioas relativas a wn grupo de estruot1vra . 

. La Topología de los espacios fibrados, por su interés tanto desde el punto. 
de vista de la Topología pura, como por sus aplicaciones a la geometría dife­
rencial en grande y a los grupos de Lie, constituye uno de los capítulod de ma­
yor actualidad dentro de la matemática actual. Por esto este volumen que cono. 
tiene contribuciones de los principales especialistas europeos, presenta un in-· 
terés excepcional. 

Es interesante mencionar que al final del Coloquio, los asistentes al mis­
mo enviaron, como acto. de homenaje, el siguiente mensaje al Prof. Elie Cal'­
tan: "Al clausurar el Coloquio de Topología celebrado en Bruselas del 5 al 8 
de junio de 1950. los participantes expresan su profunda admiraci6n al Prof. 
Elie Cartan, cuyos trabajos han abierto el camino a la mayor parte de las in-· 
vestigaciones expuestas en el transcurso de las reuniones". Merecido reconoci· 
.miento a la obra inmortal del gran ge6metra francés, cuyo reciente falleci­
miento deplora toda la Ciencia Matemática y cuya obra -al decir de Andr& 
Weil- es fructífera simiente cuyo aesal'l'ollo precisará la labor incesante de­
varias generaciones de matemáticos. 

L. A. Santai6 

H. HASSE, Hohere Algebra, Vol. 1 (Lineare Gleichwngen) y Vol. II (Glei, 
ohungen hoheren Grades). Sammlung Goschen vols. 931-932, 1951. 

Se trata de la tercera edici6n de los bien conocidos libritos de Hasse sobre, 
Algebra Superior de la colecci6n Goschen. El contenid.o del vol. 1 es el si· 
guiente: a) Anillos, cuerpos, dominios de integridad; b) Grupos; c) Algebra. 
lineal sin determinantes; d) Algebra lineal con determinantes. Las partes a). 
y b) comprenden las definiciones y propiedades complementarias que caracte­
rizan el álgebra moderna y que son luego utilizadas constantementE! en toda. 
la obra. La parte c) trata de los sistemas lineales, dando criterios para la. 
existencia y número de soluciones, pero dejando el cálculo práctico de las mis, 
mas para la parte d), con ayuda de los determinantes como es usual. En la. 
parte d) se estudian los d,eterminantes de manera completa, desde su defini-. 
ci6n hasta su utilizaci6n en la regla de Cramer. 

El vol. II está dedicado a la teoría de ecuaciones propiamente dicha. El! 
fudice de los capítulos dará idea del contenido: a) El primer miembro de las: 
ecuaciones algebraicas; b) Las raíces de las ecuaciones algebraicas; c) El 
cuerpo de las raíces; d) La estructura del cuerpo de las raíces; e) Soluci6n· 
de las ecuaciones algebraicas por radicales. 

Es interesante como en el breve espacio de los dos tomitos el autor ha 
conseguido incluir tanto los conceptos fundamentales del .álgebra moderna co· 
mo, desde este punto de vista, una exposici6n completa de la clásica teoría de, 
Galois. 

L. A. Santal6 
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W. GoRDON WELOHMAN, Introilucti!)n to Algebraic Geometry, Cambridge Uni­
versity Press, 1950, 350 págs. 

Evidentemente que todos los conceptos previos al estudio de una deter­
minada disciplina pueden considerarse como tina "introducci6n" a la misma. 
Sin embargo es costumbre reservar la palabra "introducci6n" a una teoría 
X, ya sea a un conjunto de propiedades en cierto inodo elementales cuyo des­
arrollo y generalizaci6n es precisamente el objeto de la teoría X (por ejemplo 
la Introducci6n a la Geometría Algebraica de Van del' Waerden), ya sea a 
un conjunto de conocimientos superiores que la teoría X necesita de manera 
esencial para su desarrollo (por ejemplo los excelentes libros de Hodge-Pedoe 
y B. Segre sobre los métodos de la Geometría Algebraica y la Geometría Su­
perior respectivamente). En cambio el libro de Welchman que reseñamos es 
más propiamente un libro de geometría. analítica-proyectiva, o, si se quiere, 
de "complementos" de geometría analítica. Ninguno de los capítulos que se 
suelen considerar como integrantes de la Geometría Algebraica (puntos singu­
lares de las curvas, f6rmulas de Plücker, transformaciones birracionales, geo­
metría sobre una curva ... ), son tratados en la obra, ni el contenido de la 
misma puede considerarse como necesario para su ulterior estudio. 

Según dice el Autor, "este libro contiene un estudio de la teoría de las 
c6nicas mediantes técnicas que tienen un extenso campo de aplicaci6n. El ob­
jeto del libro es introducir al alumno lo más rápidamente posible al estudio de 
las configuraciones, lugares geométricos y transformaciones en los espacios de 
3, 4 Y 5 dimensiones". Efectivamente estos objetivos, que no eran de prever 
dado el título de la obra, son los únicos tratados y aun sin en general salirse 
de casos elementales y de los métodos clásicos de exposici6n. 

Los tres primeros capítulos contienen las definiciones elementales de ra­
z6n doble, coordenadas proyectivas y aplicaciones a la geometría proyectiva 
sobre la re.cta. El Cap. IV es un estudio de la geometría proyectiva de las 
c6nicas hecho analíticamente. En el Cap. V se tratan las configuraciones usua­
les: cuadrilátero completo, teorema de Desargues, triángulos homo16gicos, po­
lo y polar. El Cap. VI estudia ciertas propiedades métricas de las c6nicas, en 
general interesantes y bien seleccionadas, deducidas como caso particular de 
propiedades proyectivas. El Cap. VII trata de manera en parte proyectiva y 
en parte analítica las homografías sobre una c6nica y sus principales aplica­
ciones. El Cap. VIII considera las distintas posiciones relativas de dos c6ni­
cas de un plano, analizando con mucho detalle algunos casos partiéulares inte­
resantes (c6nicas autoconjugadas, pares de c6nicas recíprocas respecto de una 
tercera, etc.) y en el Cap. IX sigue con el estudio de las c6nicas relacionadas 
con un par de c6nicas dadas, triángulos de posici6n especial respecto de las 
mismas e invariantes de dos c6nicas, con algunas aplicaciones métricas y breves 
nociones de polaridad en general. El Cap. X trata de las correspondencias 
(2.1) y (2.2) sobre curvas racionales, principalmente entre los puntos de una 
c6nica, detallando minuciosamente la clásica aplicaci6n al problema de Pon­
celet sobre la construcci6n de un polígono inscrito en una c6nica y circuns­
crito a otra. El Cap. XI se ocupa de obtener nuevamente algunos resultados 
sobre c6nicas utilizando la representaci6n de las mismas como producto de 
matrices. Finalmente, el Cap. XII trata de los invariantes y covariantes pro-
.' 
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jo'ectivos de las formas 'de n variables, con especial atenci6n, como siempre, al 
caso de las formas cuadráticas de. 2 6 3 variables. 

La exposición es en general clara y la repetida consideración de casos 
particulares contribuye a un mejor entendimiento del instrumental analitico 
utilizado. 

En resumen, prescindi!lndo del título y considerando la obra como un es­
tudio analitico-proyectivo de las cónicas, con ligeras referencias a puntos de 
vista más amplios, puede ser útil y recomendable. 

L . ..d.. Santal6 
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liron (Francia): Alejandro Terracini (Italia). ' 

Contribuyen especialmente a~ sostenimiento de las publicaciones de 
la UNION MATE;MATICA ARGENTINA 10B siguientes . 

MIEMBROS PROTECTORES 

, , OoMPAi'ifA INDUSTRIAL DEL NORTE DE SANTA FE. INGENIO ,AZUCARERO "ARRO" 
(Villa Ocampo. F. C. S.F.). - JULIO REY PASTOR (Buenos Aires). - EMILIA 
J. DE DOMfNGUEZ (B'uenos Aires). - TRIOERRI HNOS. (Rosario). - CLOTIL­
DE A. BULA (Rosario). - ELBA R. RAIMONDI (Buenos Aires). - FERNAN­
,DO L.GASPAR (Rosario) • 
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PUBLICACIONES DE' LA U. M. A. 

,Rev'ista de la U. ]I. A. - Vol. 1 (1936·1937); Vol. ,II (1938-1939); Vol. III 
'(1938-1939) ;. Vol. IV (1939); Vol. V (1940); Vol. VI (19,40-1941); Vol. 
VII (1940-1941) ; Vol. VIII (1942); Vol. IX ,(1943); Vol. X (1944-1945). 

Éevist,a d~ la U. M. A., Y '6rgano de la A. F. A: - Vol. XI (1945-1946); Vol. 
XII (1946-1947); Vol. XIII (1948);', Vol, XIV (1949-1950). 

Los 'volúmenes III, IV, V Y VI comprenden los siguientes fascículos se­
parados: 

NQ 1. GINO LomA. Le MatemaNche in Ispagna e in, Argentina. - NQ 2. A., 
GONzÁLEZ DplIIíNGUEZ. Sobi'e las series de funciones de He,'mitB. - NQ 3. MI­
CHEL PE'l'IWVICH. RelllU"q'ues arithllltítiques' SUl' 1me équation differentielle du 
prC7nier 01·dre. - NI;) 4. 4. G{)NZÁLEZ DOMiNGUEZ. U1Ía n1tova demostraci6n del 
teorema límite del Gáloulo de Probabilidades.- Gon(liciones necesai'iasy suficien­
'tes pan}, que una f1tnci6n sea integml de Laplace . ...:.... NQ 5. NmoLA OmtECHIcoFF. 
Sur la, s01n?llation absolue pa,' la transfo"1úLtiond 'E1tle,' des sél'ies divergentes. 
- N? '6. RICARDO SAN JUAN. Derivaoi6n e ii!tegmci6n de series asint6ticas. -
NQ 7. Resolución adoptada por la U. M. A. en la cuestión pi'omovida por el 
Sr.- Oarlos Biggeri. - N<' 8, F. AlIIoin:o. Origen y (losarrol,lo (le la Geome· 
tría_ Proye.otiva.- 9. OtOTILDE A. BULA. ~l'eoría y cálculo de los, momentos 
doblos. - NQ ,10. OLOi'ILDE A. BULA. Cálculo' de s1¿perficies de freouenoia. 
-,NQ 11. R. FRUCHT. Zur Geome-t,'ia a1!feine,' miíche 1nit indefinitel' Metrilc 
(Spb,'e la Geo'llwtl'ía de 1!na superficie oon mét,'ica indefinida).- NI;> 12. A. 
GONzÁLEZ DOMÍNGUEZ. Sobre 1¡na llW11Wl'ia del Pl·of. J. G. Vignaux. - NI;> 13. 
E. TORANZOS. 80bl'e: las sing1tla1'iclades de las. Cl!?'VUS de Jonlan. - NQ 14. M. 
BALANZAT. F6rl1wlas integrales de la inte¡'secci6n' Cle conjm!tos.- NQ 15. G.' 
KNlE. El p"oblema de ,val'ios eleoirones en, la mecánica C1!antista. -:- ,NI;> 16. 
A. TERRAOINI. 80brq la existelicia des1bpcrficies cuyas líneas pl'incipales 8011 
dadas. ~ NI;> 17, L. A. SAN'1'lI,L6. Valor medio del núme1'O de partes en q1te 
una figura convexa es dividida 1)01' n ,:ectas arbitm1·ias. - NI;>, 18. A. WINT­
NER. -On thB itemtion of dist1'ibution fitnctions in the calcultiS of pl'o'bability 
(Sobre la itel'aci6n de fmwiones de dist"ib1bci6,~ en el cáleul,O de probabilida­
des). - NI;> 19. E. FEltRARI. Sob"e la pm'adoja de Bm·tm7ud. '- N9 20. J. BA­
BINI. Sobre alg1!7!as propiedades de' las de"ivadas y' cim·-tas primitivas de los 
polin01nios de Legendre. ,- NI;> 21. R. SAN JUAN. Un algol'itmo de slbn!aci6n 
de series dive,·gentes. - NI;> 22,A. TERRACINI. Sobre alg1trios l~¿gares geomé­

'tricos. - NI;> 23. V. y A. FRAILE Y O. CRESPO. El l'!-Lga)' geomét"ico 11 Z1bgares 
de p1t1!tos :áreas en el, plano. -~ NQ 24. RO' FRUCHi'. GO"onas qe ,g,'upos y sus 
,sl!bgn!pos,con una aplicaci6n ,a los determinantes. -'- NI;> 25. E. R. RAIMoNl)I. 
Un pl'oblc1na de probabilidades geométricas sobre' los conju7tt08 de triángulos. 
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En, 1942 la. 11'. ,.M. A. 11a iniciado la publica<\i6:ri de una nueva serie' de 

"Memorias y. monografías" de las que han aparecido hasta ahol'a,las siguientes: 
Vol. 1; NQ 1. - GUILLERlIIO KNlE, Mecánica onclulato"ia e'n el, espaa,io cur­

vO. NI;>, 2. - GUIDO BEcK, El espado físico. NI;> 3. - JULIO REY PASi'OR, Inte, 
grales pll4'ciales de las, funciones de aos, variables en intervalo infinito. NI;> 4. 
"-- JULIO l-1.EY PÁsit'oR;Los últimos teorel1lUS geométricos' de Poincaré y sus 
aplioaciones. Homenaje póstumo al Prof. G. D. BIRKHoFF. , 

Vol~ II; NI;> 1. - YAN,NY FRENKEL, G"ite¡'ios de bioompaoidad y de H-com­
pletidad . de un espacio topol6gico aocesible de' Prechet-Riesz. NI;> 2. - GEOR-' 

,GES VALIRON, Ponotions entiel·es. 

Además han aparecido tres cuadernos de Miscelánea matemátioa. 
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