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INTRODUCCION A LA TEORIA AERODINAMICA
DE LAS BOMBAS DE ALTO VACIO A
CHORRO DE VAPOR

por ENRIQUE Gaviona Cristalerfas Rigolleau (*)

(Recibido el 13 de Bet. 1950)
(Conelusién)

Mientras no se conozca el valor de la relacién de calores
especificos para ftalato de butilo y mientras no se hagan medidas
a igual presiéon de caldera o a igual P, sin exceder la refrigera-
«€i6n, puede -concluirse provisoriamente que las cficiencias son
practicamente iguales.

Esto ha sido confirmado por la siguiente experiencia: A par-
tir de la medida No. 21 de tabla II se produjo una ripida caida
de la velocidad hasta llegar a 0,1 litros por segundo en la medi-
cién No. 24. A esta corresponde una presién preliminar dz 4 mm
(véase figura 6, donde los puntos de la curva estitica para A -2
con mercurio estin indicados a partir del N°. 26; no asi los pun-
tos anteriores por superponerse, practicamente, a los de la curva
dindmica). Al terminar la medicion N°. 24 se not6 que el algo-
dén «mojado» estaba algo seco y caliente; al agregérsele agua
a temperatura ambiente, dejandolo gotear un poco, subi6 la velo-
cidad rapidamente hasta 2 1/s (mediciones 25 y 26) a pesar del
aumento de la presiéon preliminar a 4,4 mm. Al llegar ésta a
4,9 mm (medicién 27) cayé de nuevo la velocidad, pero esta vez
con el algodén bien mojado. La presién de caldera era ahora insu-
ficiente. Aumentando ésta de 16 a 21 mm de mercurio (No.
28) mejord la presion fina en un factor 104, soportando una pre-
si6n preliminar de 5 mm. El nimero de Mach podria ser, pues,
para mercurio, mayor aun que 2,18.

Presion Fina y Efecto Compresor. El Mdzimo «Secundario».

El mercurio es casi tan eficiente como el aceite en lo que
al efecto valvula se refiere. Pero es menos eficiente a bajas pre-
siones en cuanto a velocidad volumétrica, como lo muestran las
curvas de'la figura 1. Esto requiere una explicacion.
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Dicha figura nos muestra, también, que la velocidad, par-
tiendo de un valor maximo para flujos pequefios, cae rapida-
mente hasta un valor minimo para una presién fina enfre 2 y
5.1078 y que vuelve a ascender —si la presion de caldera es:
suficiente — hasta alcanzar un mdiximo secundario, a una pre-
si6n fina entre 0,01 y 0,04 mm, para caer de nuevo, para flujos.
mayores, més o menos rdpidamente, segin sea la presién de cal-
dera. El méaximo «secundario» en el caso de E-2 con mercurio
tiene un valor mayor que el maximo «primario» a 10—¢ Esto
requiere, también, ser explicado.

El comportamiento de E -2 con mercurio no es excepcional.
D -3 con aceite se mueve hacia un bien marcado maximo con el
crecer del flujo, pero no puede alcanzarlo por estar limitada la
presién de caldera, en el modelo construido, por falta de desnivel
en el tubo de retorno del aceite a la caldera. En la figura 4 el
desnivel es mayor que en el modelo usado. A -2 con aceite pre-
senta un méaximo secundario bien definido. Los puntos que caen
debajo de la curva, frente al maximo, (Nos. 5 y 6 en tabla Iy
se deben a insuficiente presién de caldera. A -2 con mercurio
presenta un maximo secundario menos definido. En algunas de
las bombas de Alexander pueden observarse méximos «secunda-
rios» para mercurio, p. e. en su trabajo de 1946 (l. c. figuras.
4 y 7) y para mercurio y glicerina en su publicacién de 1948:
(. ¢c.). Bull y Klemperer (°) obtienen con un disefio de refrige-
racién interna 20 litros por segundo a 3.107¢ y un aumenio de
velocidad a 90 litros por segundo al crecer la presion fina a
5.105 mm de mercurio. Este miximo «secundario» es cuatro
y media veces mayor que el minimo que le precede. En nuestro
caso, la velocidad en el méximo de E-2 con mercurio apenas.
alcanza al doble del minimo anterior.

Para explicar todos estos hechos es necesario ahondar en la:
teoria del efecto compresor esbozada en el trabajo anterior (I).

El Volumen Barrido.

Asi como la presién preliminar méxima que la bomba so--
porta depende, en bombas de mas de un escalén, del ultimo de-
ellos, la velocidad volumétrica méxima depende del primero. Se
supone que estd adecuadamente respaldado por el o los que le:

(®) Buin and KLEMPERER, J. Scient. Instr. 20, p. 179 (1943).
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siguen. En la consideracién del efecto compresor nos ocuparemos,
por ello, principalmente del primer escalén.

El factor positivo principal en el efecto compresor es el vo-
ldmen barrido 1/B. Para definirlo imaginémonos un «frente de
onda» o «frente molecular» en el chorro de vapor que sale de la
boquilla del primer escalén (figura 8) y supongamos, por aho-
ra, que el flujo de gas es cero. El frente se mueve con el pro-
medio de las velocidades moleculares correspondientes a cada
elemento de seccién normal a la resultante de las trayectorias. El
elemento de seccién debe tomarse suficientemente amplio para
que pasen por el mismo un ndmero grande de moléculas. Este
«frente molecular» se mueve hacia abajo con el chorro de vapor
principal, pero también hacia arriba (hacia el lado del alto va-
cio P,) con la corriente Gaedeana. De esta parte nos ocupremos
en el parrafo siguiente. .

Si al frente lo imaginamos plano al pasar por el cuello de
la boquilla, no lo serd al salir de su boca, pues la velocidad del
chorro se reducird en las cercanias de las paredes sélidas, para ser
cero en contacto con éstas, si la corriente es laminar, o para
«rodar» sobre un sistema de torbellinos si la velocidad es supe-
rior a la critica. Si lo imaginamos plano al dejar la boquilla, su
seccién en el plano de figura 8, por debajo de la boquilla, ad-
quirird una forma ovalada, o semieliptica, hasta tocir lis paredes
sélidas exterior e interior. La pared exterior esti refrigerada y
podemos suponer, en primera aproximacion, para el caso de liqui-
dos que .mojan la pared, que los elementos del frente que la
tocan condensan sobre la misma. Si la pared interior existe y no .
estd refrigerada, como en figura 8, las moléculas que la toquen,
si «mojan» a la pared en cuestién, condensarin para ser reemiti-
das en todas direcciones con velocidad correspondiente a la tem-
peratura de la pared, perturbando y frenando la corriente princi-
pal. Si el liquido no «moja» la pared, caso del mercurio, una
fraccién de las moléculas o 4tomos serd reflejada elasticamente
por la pared, conservando su velocidad y, si la superficie es
«lisa», la componente axial de su impulso.

Llamamos 1/B al volumen barrido por un frente molecular
en el tiempo At posterior al instante en que toca la pared exterior,
hacia abajo del plano de la garganta de chupada. El tiempo debe
ser elegido suficientemente corto para que el chorro de vapor no
llegue a ser sensiblemente frenado por el gas en relativo reposo
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que forma la presién preliminar del primer escalén. El valor de
1/B estard dado, en primera aproximacién, por la media de las
componentes axiales de las velocidades de las lineas de corriente
del chorro en el intervalo de.tiempo considerado, multiplicado por
la seccidn correspondiente enire el tubo exterior y el interior.

BOQUILLA
12" ESCALON

TOBERA

22 ESCALON BORDE ALTO

(—BORDE BAJO
f~]TORBELLING

. Fia. 8 .
Los 3 bordes de aceite y los chorros de vapor en un difusor amplificador a
2 escalones a boquilla y a tobera (esqueméitico).

Ya vimos que la velocidad efectiva del chorro de vapor
emergente de la tobera es, para aceite, unas 2 veces la 'velocidad
del sonido en el caso del difusor A -2, a pesar de correr contra
una presién preliminar de 2,2 mm de mercurio, y que el nd-.
mero de Mach es mayor para mercurio. Debemos esperar que la
velocidad de un chorro emergente de una boquilla como la del
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primer escalén de figura 8, expandiéndose en un espacio practi-
camente vacio (suponemos flujo pequefio o cero y presion preli-
minar baja) sea igual o mayor que la encontrada anteriormente.
Supongamos que la velocidad efectiva es, como anteriormente,
cerca de dos veces la del sonido. En tabla VI se encuentran indi-
cados los valores calculados de presiones, temperaturas y veloci-

TABLA VI - EFECTO VALVULA
Difusor A-2. Segundo Escalén, a Tobera

AQRITE |MERCURIO MERCURIO

Presién diferencial caldera Pc | 5,0 mm. | 16,0 mm,

Eneima, Presién total Pa 6,48 18,8 6,48
de tobera  [emperatura Ta | 4579K | 4769K | 4439K
Cuello de tobera |Fresion Pt 3,82 9,12 T
. Bec Temperatura Tt | 439°K 3569K | 3310K
ei6n=0,071em-* |50l e, sonido at |1,192.10¢| 1,56.10¢ |

Presién P | 0321 | 0461 | 0159
b QJ_
ngzro Expansién (ﬁ)T“ 0,0840 | 10,0506 | 0,0506
cién=0,384cm? | Temperatura T 3650 108K [

Vel. sonido a |1,086.10'|0,895.10¢
N° Mach N 1,95 | 2,18

Presién preliminar P, | 22mm, 4,9

Temperatura preliminar T, 4220K 278°IK

Volumen barrido 1/B | 8,131/s. | 7,491/s.

dades del sonido para el segundo escalon (a tobera) del difusor
A -2 en las condiciones estaticas consideradas anteriormente, para
aceite y para mercurio con presién total encima de la tobera
P;=6,48 mm y para mercurio con presi6n diferencial de cal-
dera P,=16 mm. En tabla VII se encuentran los valores calcu-
lados para el primer escalén (a boquilla) de la bomba de figura
8, con aceite y con mercurio a igual presion total de caldera. Es
de notar que la temperatura del chorro cae relativamente poco
con aceite, de 457° K encima de la boquilla a 319° en el chorro
del ler. escalén, pero mucho con mercurio, de 443 a 41° K
(—2320 C). Esta diferencia se debe al mayor valor de la cons-
tante adiabatica del mercurio. La velocidad del sonido varia, en
consecuencia, poco con aceite, pero cae en el chorro del primer
escalén, con mercurio, a la tercera parte de la que reina en el
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cuello de la boquilla. Esto tiene influencia en el valor del volimen
barrido. Si suponemos para ambos fluidos el mismo nimero de
Mach 2, los volimenes barridos serian 137 litros por segundo pa-
ra aceite y 71,6 para mercurio. Si el ntmero de Mach es ma-
yor en el caso del mercurio, como parecen sugerirlo los ensayos

TABLA VII. — PRIMER ESCALON A BOQUILLA DEL
DIFUSOR FIGURA 8

ACEITE ‘ MERCURIO
Presién diferencial caldera Pc 5,0 ‘
Encima de |Presién total Pa 6,48 6,48
boquilla Temperatura Tq 457K 443°K
" | Presién Pi 0,050 0,017
Chorro Relacién de sec. | 7/q 1/6 1/6
See- Temperatura Ti 319°K 41°K
cdbn=6,T8 em? I | sonido ai | 1,018.10¢ | 0,529.10¢
N¢ Mach Ni 2% 29
Densidad relativa entre escalones | p;/p 0,178 0,262
Volumen barrido 1/B 137 1/8 71,6 1/8
Presi6n de choque Pcn 0,34 0,18
Temperatura de choque Ten 367K 106°K

efectuados, la diferencia en los valores anotados seria reducida o
anulada.

El volimen barrido en el primer escalén de la bomba dise-
fiada en figura 8, es, pues, del orden de 100 litros por segundo.

Si se usan sombrillas, como las de figuras 2, 3 y 4 para el
primer escalén, en las cuales el vapor emerge por pequefios
agujeros, se expande y choca en parte contra la cara interior de
la sombrilla y, en parte, contra la cara exterior del tubo central
antes de tomar su direccién hacia abajo, la velocidad del chorro
estara condicionada por las temperaturas de sombrilla y tubo cen-
tral, a mis de por la presién en los agujeros de salida. La tem-
peratura de la sombrilla no es ficil de indicar; ha de variar con
la diferencia de nivel hasta el plano de los agujeros y estard con-
dicionada por la conduccién y radiaciéon del material de que esta
hecha, por el factor de expansiéon del vapor que su disefio per-
mita y por la temperatura, naturaleza y calor de condensacion
del vapor que se use.

Supongamos, admitiendo un amplio margen para variacion,
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que las temperaturas «efectivass para aceite y para mercurio sean
alrededor de 130 y 40° C, respectivamennnte. Si la superficie
se comporta como absolutamente &spera, €n el sentido de Maxwell,
la velocidad de una parte del chorro tendra relacién con la velo-
cidad molecular mas probable »=12895 (T/M)!/2 cm/seg. Si la
superficie refleja una buena parte de las moléculas con pérdida
parcial de impulso, la velocidad del chorro estara entre la anterior
y la que corresponderia a una boquilla como la de figura 8. Al .
primer caso se acerca seguramente el aceite, al segundo el mer-
curio.

Las velocidades mas probables son para 1300 C y aceite
(M=278,2) V4,=1,55.10¢ cm/seg y para 40°C y mercurio
(M =200,6) Vyg=1,56.104, es decir, casi iguales. Podemos to-
mar estos valores como limites inferiores para la velocidad del
chorro.

Los volimenes barridos resultan, con una seccién del chorro
de 6,78 cm?, para aceite y para mercurio del orden de 100
litros por segundo. A este respecto no hay diferencia importante
con el caso de la boquilla. Esta es, sin embargo, mejor para
mantener un chorro bien dirigido y reducir' asi la corriente de
Gaede.

Los valores del volimen barrido resultan, pues, sorpresiva-
mente grandes para flujos tendiendo a cero.

La resistencia introducida por el volimen barrido es la in-
versa de éste, o sea B.

Ahora bien, la garganta de chupada de figura 8 tiene un
area libre de 3,95 cm?2. La velocidad de efusién a presiones bajas
es de 11,7 litros/cm?, segGn la teoria cinética. La velocidad de
de entrada de gas al volumen barrido por el chorro no puede
ser mayor de 46 litros por segundo. Sabemos, ademds, que una
bomba como la de figura 8 si alcanza 25 litros por segundo a
10¢ mm es porque estd impecablemente construida. ¢Qué reduce
la velocidad maxima a menos de la cuarta parte del volimen ba-
rrido y a cerca de la mitad de la que permite la garganta de

chupada, en bombas bien disefiadas y construidas? La corriente
de Gaede.

La Corriente Gaedeana.

Alexander se ha esforzado (L c. 1946) por demostrar que
la corriente Gaedeana o no existe o es despreciable y concluye
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que la teoria de Gaede no es aplicable a bombas modernas. Mol-
than (6) se esfuerza en demostrar que la corriente Gaedeana es
tan pequefia que el camino libre del vapor en la garganta de chu-
pada es del orden de magnitud del ancho de ésta y concluye que
la teoria de Gaede es correcta. Ninguno de ellos explica porqué
las velocidades obtenidas son una fraccién de la conductibilidad
de la garganta de chupada y otra fraccién menor ain del vola--
men barrido; porque se obtiene con mercurio, a presiones ba-
jas, menor velocidad que con aceite; porqué aparece un maximo
«secundario» al aumentar el flujo; etc. :

Hay tres pruebas directas suficientemente concluyentes de
la existencia de la corriente de Gaede:

1. - Es necesario usar trampas frias, para flujos de gas peque-
fios, para evitar que vapor de la bomba llegue a la.cdmara de alto
vacio. Ello es cierto para mercurio y también para aceite. El mer-
curio y el aceite condensados en las trampas frias provienen total-
mente de la corriente de Gaede. Midiendo la cantidad de vapor
condensada en un cierto tiempo se puede hacer un estudio cuanti-
tativo de la corriente. Como veremos en el pérrafo siguiente,
ésta varia con el flujo.

2. - Si se observa, en una bomba de vidrio o de vidrio-metal,
la zona préxima a la garganta de chupada hacia el lado del alto
vacio’ del primer. escalén, puede verse, con mercurio, que se for-
man gotitas liquidas, durante el funcionamiento de la bomba,
sobre la pared del refrigerante y también més lejos, sobre la
pared del tubo de chupada. El vapor que forma estas gotas pro-
viene de la garganta de chupada; forma parte, pues, de la co-
rriente de Gaede.

Si la bomba trabaja con aceite, puede observarse un borda
de aceite, sobre la pared del refrigerante, un par de milimetros
por encima del extremo de la boquilla o tobera de cada escalén -
(indicado esquemaéticamente en figura 8). Este «borde alto» es
distinto del «borde bajo», descrito anteriormente (I). Es menos
abultado y més dificil de fotografiar, pero es facilmente visible.
La sola presencia de este borde alto demuestra que el vapor con-
densa sobre la pared del refrigerante mas arriba del extremo do
boquilla o tobera.

Para que la gravedad no haga caer al borde es necesario que

(®) W. MOLTHAN, Z. f. techn. Physik 7, p. 452 (1926),
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sea sostenido por el impulso de las moléculas que condensan y
por el frotamiento de la corriente de vapor que se dirige a la
trampa fria (si la hay) o al recipiente de alto vacio.

Con mercurio no pueden formarse bordes anélogos a los de
aceite debido a que no moja la pared: en lugar de un film conti-
nuo se forman gotitas separadas.

3.- Al alto vacio llega parte del aceite descompuesto en la
caldera. Si el aceite o el mercurio o la glicerina contienen gases
disueltos, estdn hidratados o sucios, parte de los gases, vapor
de agua y suciedad volitil llega a la zona de alto vacio. Todos
ellos llegan como parte de la corriente de Gaede. Si ésta no exis-
tiera no importaria, para flujos pequefios, que el aceite, el mer-
curio y la glicerina estuvieran sucios o hidratados o que el aceite
sobrecalentado se descompusiera; pero es facil constatar que si
importa: la presién final obtenida delata inmediatamente la pre-
sencia de impurezas volatiles.

Hay dos pruebas indirectas, concluyentes también:

1. - Puesto que el volimen barrido por €l chorro de vapor es,
como vimos, para flujos pequeifios, muy superior al volamen que
puede pasar por la garganta de chupada, la velocidad de la bomba
deberfa ser igual a la conductibilidad de ésta, a menos que re-
sistencias adicionales impidan la llegada del gas a la garganta.
Las velocidades medidas pasan apenas, en el mejor de los casos,
de la mitad de la «velocidad tedrica». .Si la resistencia del tubo
que conduce a la garganta no es soficiente para reducir tanto la
velocidad — generalmente no lo es— no queda otra resistencia
adicional que pueda ser traida a cuentas que la que produce la
corriente de Gaede al movimiento del gas hacia la garganta de
chupada.

2. -La velocidad volumétrica de un difusor a presiones bajas
es cerca de la mitad con mercurio que con aceite. Como la con-
ductibilidad de la garganta es la mima en ambos casos, tnica-
mente la corriente Gaedeana puede ser hecha responsable de esta
diferencia: es mayor, pues, con mercurio que con aceite.

¢Goémo se origina la corriente de Gaede? Varios factores
contribuyen a ella:

1.-Ya Bernoulli demosir6 en el siglo XVIII que un chorro
fluido posee una_presion lateral que depende de su velocidad (5).
Esta presion lateral hace que el chorro se abra en abanico y (ue
una fraccién del mismo tenga velocidades con componentes diri-
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gidas hacia arriba; una fraccién mayor choca contra la pared del
refrigerante. El valor numérico de estas fracciones debe suplirlo
la teoria aerodindmica.

2. - La velocidad del chorro dentro de boquillas, sombrillas o
toberas decrece al acercarse a la pared. Si la velocidad es infe-
rior a la critica, el proceso es laminar y la ldmina de vapor en
contacto con la pared emerge con una velocidad reducida y con
una presiéon aumentada (Bernoulli). Si la velocidad es superior a
la critica, el chorro rodara sobre torbellinos que se- formaran so-
bre la pared sélida (si el tiempo alcanza). Estos torbellinos emer-
geran también con poca velocidad y mucha presién lateral. En am-
bos casos, cerca de la mitad de este vapor de baja velocidad se
dirigird hacia el alto vacio — reforzando la corriente de Gaede —
por gradiente de presién. El resto serd chupado por el chorro.
Molthan (1. c.) para evitar que cerca de la mitad del vapor reza-
gado se sume a la corriente de Gaede, lo trata como «un anillo
rigido», evitando asi su expansi6n, hasta que sea chupado iotal-
mente por el chorro principal: «Para simplificar el cilculo vamos
a fratar a la capa limite después de dejar la boquilla como
si fuera un anillo rigido» ... (1. c., p4g. 453). Pretender que un
anillo de vapor se comporte como un anillo rigido es pretender
demasiado. | :

8.-La fraccién del chorro que condensa sobre la pared en-
friada por encima y por debajo de la garganta de chupada forma
una pelicula liquida (aceite) o gotitas (mercurio). La superficie
“liquida se encuentra a una temperatura algo superior a la del li-
quido refrigerante debido a las conductibilidades térmicas finitas
del aceite o mercurio mismo, de la pared de vidrio o metal y de
la lamina de liquido refrigerante de velocidad reducida «pegada»
a la pared. El film de aceite y las gotitas de mercurio poseen una
presién de<apor de ‘acuerdo a su composicién y temperatura. Una
continua evaporacion tendrd lugar en un 4ngulo sélido 2x, partien-
do las moléculas y dtomos con las velocidades correspondientes a
la distribucién de Maxwell(*). La parte que se dirija hacia el alto

(*) Nota agregade a la prueba de galera, K. Hickman ha anotado, mien-
tras este Ms. estaba en prensa, en ‘‘The Rev. Scient. Instr. 22, p. 141, March
1951’7, que la relacién entre las presiones de vapor de impurezas voldtiles y
fluido usado es muchas veces mayor a la baja temperatura de la pared del
rofrigerante. Fsta observacién complementa lo dicho en el punto 3 de las
pruebas directas (més arriba) y el punto 4 mis abajo.
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vacio llegara a sumeta sin dificultades, mientras el flujo de gas sea
jpequefio, engrosando la corriente de Gaede. La otra parte per-
turbara las trayectorias de las moléculas del chorro principal ha-
.ciendo que una fraccién adicional de éstas llegue a pasar la gar-
.ganta de chupada hacia arriba.

Sobre el tubo caliente central, si existe, se produce también
-condensacién y reemision en un 4ngulo sélido 2=, esta vez a
velocidades correspondientes a una temperatura mayor. Si al ter-
aminar la boquilla la pared del tubo central se retrae suficiente-
mente para permitir una expansion simétrica del chorro (caso del
primer escalon de fig. 8, 20. de D-8 y 10. de A-2) el efecto
perturbador de esta reemisién no serd sensible. Si el tubo central
-es cilindrico (ler. escaléon de D-3 y de E-2) el vapor reemi-
tido por la pared caliente empujard al chorro contra la pared
-exterior, aumentando la corriente de Gaede.

4.-A la corriente de Gaede se suman una parte de las
;substancias volatiles provenientes de la descomposicién del aceite
y una parte de los gases y vapores procedentes del «desgasa-
miento» de las paredes de la bomba misma y del aceite o mer-
curio que contienen. El resto pasa directamente a la zona preli-
‘minar. La corriente de Gaede contiene, pues, también, una mez-
-cla de gases y vapores diversos.

.Mercurio versus Aceite.

Ya hemos visto que a presiones finas bajas una misma
-bomba trabajando a igual presién de caldera tiene menor veloci-
-dad con mercurio que con aceite. Ello significa que la corriente
-de Gaede es mayor, en esas condiciones, con mercurio que con
-aceite. Es decir, que la resistencia que presenta la corriente
Gaedeana a la llegada de gas a la garganta de chupada es mayor
-en el caso del mercurio. Tres factores contribuyen a ello:

1.-La mayor presion de vapor del mercurio liquido con-
-densado sobre la pared del refrigerante, por encima de la gargan-
ta de chupada, aumenta la densidad de la corriente.

2.-Debido a que el mercurio no moja al vidrio (o a la
rpared de hierro o acero) al chocar 4tomos de vapor contra una
-superficie limpia no pueden condensar, aunque esté fria. Se pre-
.senta el viejo problema de los cambios de estado a falta de cho-
‘ques multiples, gérmenes o catalizadores. Para que un 4tomo al
«chocar condense tiene que hacerlo sobre un gérmen o sobrz una
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gotita ya formada. La pared no es para mercurio «absolutamen--
te aspera», en el sentido de Maxwell. Una parte, pues, de los-
dtomos «calientes» provenientes del chorro principal sufrirdn re-
flexién més o menos elastica. La velocidad media de los 4tomos.
reflejados estara entre la del chorro principal y la que corresponde-
a la temperatura de la pared fria. Ser4, en todo caso, mayor que
esta dltima. Esto no sucede en el caso del aceite porque el aceite-
moja la pared. La velocidad media de la corriente Gaedeana cn
el caso del mercurio corresponde, pues, a una temperatura ma--
yor que en el caso analogo con aceite.

3.-Para un mismo disefio la densidad relativa entre el pri-.
mero y el ultimo escalén es mayor para mercurio que para acei-
te, como veremos més adelante (férmula 22). Ello se debe a la.
mayor constante adiabatica del primero. La corriente Gaedeana de-
mercurio tiene, pues, mayor densidad y mayor velocidad. Ello ex-
plica su mayor resistencia (aproximadamente doble) a la llegada.
de gas a la garganta, a presiones finas bajas.

El Efecto del Flujo de Gas.

Hassta ahora hemos estudiado al difusor en condiciones esti-~-
ticas, es decir, con flujo nulo o muy pequefio. Estudiemos ahora.
el efecto de un flujo creciente.

Conviene principiar eliminando un malentendido. Algunos.
autores creen que se puede despreciar la resistencia opuesta al
flujo gaseoso por la corriente de Gaede si el camino libre mole-
cular que corresponde a la densidad de esta tiltima es mayor que-
el ancho de la garganta de chupada o, mejor aun, mayor que el
didmetro del tubo de chupada. Esta creencia es parcialmente-
incorrecta. La corriente de Gaede llena todo el largo del tubo-
de chupada desde la garganta hasta la campana de vacio (o has-.
ta la trampa fria, si la hay). Es con este largo con el que hay
que comparar el camino libre de una molécula de gas, si el lar-.
go es mayor que el ancho del tubo. En muchas instalaciones el
largo suele ser 10 o mas veces el ancho.

La longitud de la trayectoria de una molécula de gas puede:
ser, por otra parte, muy aumentada por choques con las paredes.

La densidad de la corriente de Gaede decrece con la distancia-
desde la garganta de chupada, debido a condensacién en las pa-
redes. Este efecto no ser, en general, importante a menos que se:
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1o estimule enfriando suficientemente las paredes, como en la
‘bomba D -8 de figura 4, lo que es equivalente a poner una tram- -
pas fria convencional. Se puede reducir, también, la densidad au-
‘mentando la seccién del tubo de chupada a partir de la termina-
-ci6n del refrigerante, como en figuras 4 y 8. Si se prolonga el
tubo exterior del refrigerante como tubo de chupada no se
introducen dificultades adicionales para el constructor ni para la
-obtenci6n de tubos: el didmetro miximo de tubo utilizado es
-el mismo que antes.

La observacién de las curvas de figura 1 muestra que la
‘velocidad volumétrica cae en todas ellas entre las presiones mas
‘bajas medidas y 2 a 5 micrones con el aumento progresivo del
flujo, hasta alcanzar un minimo. La caida es menos marcada con
‘mercurio que con aceite. Los valores obtenidos con mercurio a
presiones inferiores a la del minimo son, a veces, erraticos:
-caso de E -2 con mercurio. La caida de velocidad en esta zona
no puede ser atribuida a una reduccién del volumen barrido por
1a adicién al chorro de vapor del flujo gaseoso. Los flujos de que
se trata (hasta 8 litros micrén por segundo en A -2 con aceite
y hasta 20 en D - 8) son demasiado pequefios para ello. Su efecto
debe limitarse a las capas externas del chorro principal. Para
-explicar el hecho tenemos que postular un aumento de la co-
rriente de Gaede con el flujo, para flujos pequefios. Ello es
-causado por:

. 1-Cambios en la direcciéon de las trayectorias de las molé-
-culas «exteriores» del chorro de vapor al chocar con las molé-
-culas del gas. Como la corriente de Gaede es una pequefia frac-
ci6n, del orden de magnitud del centésimo, del chorro principal,
una perturbacién atn reducida de éste produce un cambio grande
-en aquélla.

2.-Aumento de la densidad de la corriente de Gaede al
perder velocidad por el choque con la corriente de flujo, con lo
que se reduce el camino libre para las moléculas de gas.

3. -Reduccién de la fraccién de vapor que condensa en la
pared fria al reducirse el camino libre por la razén anterior y
por la adicién del flujo.

El aumento de la resistencia a la llegada del gas a la gar-
ganta de chupada producida por la corriente de Gaede alcanza
un méximo a una.presién fina cuyo valor, en los casos de figura
1, va de 2 a 5 micrones. Este valor depende del disefio y de la
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presibn de caldera. La resistencia misma estd representada em
figura 9 por la curva G.

. FIGURA 9
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Las curvas de resistencia en funeién de la presién fina (trazado cualitativo)

En toda esta zona, desde las presiones finas més bajas hasta
el maximo de la resistencia (minimo de la velocidad) inclusive,
a un aumento de la presién de caldera corresponde empiricameate
un aumento de la resistencia (disminucién de la velocidad). Véase,
por ejemplo, Nos. 8 y 4, tabla I, con flujo 8 y P,= 15 mm de
aceite. En esta zona la corriente de Gaede aumenta, pues, con la
presién de caldera. Para obtener velocidades lo mayores posible
conviene reducir la presién de caldera al minimo compatible con
el sostén de la presién preliminar. Para flujos mayores las co-
sas cambian, como veremos.

Al aumentar el flujo més alld del minimo, la velocidad au-
menta de nuevo hasta llegar a un méximo secundario. Este maxi-
mo es notable en el caso de E-2 con mercurio, ya que el valor
de la velocidad llega al doble del minimo y es bastante mayor
quo la obtenida a presiones bajas. La explicacién de este fend-
meno es sencilla: El flujo en aumento frena, primero, a la co-
rriente de Gaede y la obliga a retroceder, después, hasta anularla.
La resistencia a la llegada del flujo de gas a la garganta se re-
duce a un minimo. Este minimo no es nulo, pues a la corriente
anulada la reemplaza como resistencia la presion de choque de
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la corriente de Gaede. Esta puede ser calculada aplicando de
nuevo la ecuacién de Bernoulli. Podemos estimar su va-
lor sin necesidad de ello: La corriente de Gaede tiene una densi-
dad del orden de algunos centésimos de la corriente principal,
pero su velocidad es inferior a la de ésta; la presion de choque
de la corriente principal es, en el caso de la tabla VII de 340
micrones para aceite y 180 para mercurio; la presién de choque
de la corriente de Gaede debe ser, pues, del orden de unos pocos:
micrones en el méximo secundario. La presion fina es unas diez
veces mayor alli.

Al aumentar el flujo por encima del que corresponde al ma-
ximo secundario, la perturbacién del chorro principal debe aumen-
tar en sus capas exteriores y debe afectar, también, en forma cre-
ciente a sus capas interiores. Lo primero aumenta la presién de
choque de la corriente (virtual) de Gaede; lo segundo reduce el
volumen barrido. El aumento de la presion de Gaede es, sin
duda, inferior al aumento de la pre516n fina, de modo que no
afectard mayormente a la resistencia total. La més o menos ra-
pida caida de velocidad después de pasar el méximo secundario
debe ser explicada, pues, por la reduccién del volumen barrido.
y por la segunda difusi6én a partir del borde bajo de aceite.
En efecto, al alcanzar el méaximo secundario hemos llegado a
flujos de 333 litros micrén por segundo para E -2 con mercurio,
més de 73 para D-3 con aceite y 50 para A-2 con aceite (fi-
gura 5). A estos flujos corresponden presiones preliminares de.
de 1, 1 y 0,7 mm de mercurio respectivamente (figura 6) y los
bordes de aceite (y los menos visibles torbellinos en el caso del
mercurio) se acercan a los extremos de toberas y sombrillas. Para
alejarlos habria que aumentar la presién de caldera (*).

Reduccion del Volumen Barrido a causa del Flujo.

Para valores de la presién fina del orden de la presién late-
ral del chorro (P;=0,05 para aceite en tabla VII) el volumen
barrido debe ser ya afectado en forma detectable. Si la présién
fina creciera hasta acercarse al valor de la presién de choque

(*) Al acercarse el borde bajo del segundo esealén, la segunda difusi6n
sopla al borde alto hacia arriba, convirtiéndolo en el borde bajo del primer
escalén. -
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(P, =0,34 mm para aceite) el chorro principal seria parado y
el volumen barrido seria cero. Entre estos valores debe decrecer.
pues, rapidamente. Esto afecta, naturalmente, la velocidad del
difusor. La resistencia introducida sera, para la tltima parte de
la curva, proporcional a (P.,— (P,+P;))™1 que crece mas alla
ds todo limite para P,+ P;=P,,. La forma de la funcién de-
be suministrarla la teoria aerodindmica. Provisoriamente pode-
mos escribir para el difusor de figura 8

1, Py(Py—2P)
100 | 50Py(Py—(Py+Py,

2+PI.-——Pch’ - (15)

donde el primer término de Ia resistencia B est4 dado por el valor
del volumen barrido calculado mas arriba y el coeficiente del
segundo por la condicién de que para P,=P; la resistencia au-
mente hasta un valor comparable al de la garganta de chupada,
o sea 1/50.

La teoria aerodinimica deberd calcular el trabajo / d(PV)

efectuado al comprimir el flujo y compararlo con la potencia
del chorro. Tendremos asi el rendimiento termodinimico.

"La baja temperatura del chorro de mercurio, 232° bajo cero
(Tabla VII) se refiere, naturalmente, al vapor en répido movi-
miento; pareciera que la refrigeracién es superflua para un va-
por tan frio; pero la temperatura sube al ser frenado el chorro
por el choque contra la pared o contra un gas «estitico», de
acuerdo a la ecuacion de Bernoulli y, sobre todo, al condensar
por el calor de condensacién del mercurio de 65 cal/gramo (a
3570 CG) unido al bajo calor especifico del mercurio liquido:
0,038.

Al gastar trabajo el chorro en comprimir al gas, su tem-
peratura puede bajar atn.

La Segunda Difusidn.

. La segunda difusién fué ya considerada cualitativamente en
(I). Ella se produce desde el torbellino que delata el borde bajo
de aceite, donde reina la presién preliminar del primer escalén
Py, a lo largo de la pared refrlgerada, hasta la zona de presién
fina P,. El gradiente de presion es (P;—P,/l), si ! es la dis-
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tancia del borde de aceite a la garganta de chupada. El volumen
de gas preliminar a la presién P, se multiplica por el factor de
compresiéon P,/P, al pasar a la presién fina. La distancia I se
reduce al acercarse la presion preliminar P, al valor de la pre-
si6n de choque P.,. La forma de la curva debera proveerla la
teoria aerodinidmica. Podemos aproximarla, provisoriamente, es-
cribiendo !=(P.,—P,)/h, donde h es un coeficiente numérico
-cuyo valor podemos fijar por la condicién de que para Py=2P,,/3
Y P;=Py/100 (caso estitico con presiéon preliminar baja) la
resistencia introducida por este efecto sea igual a 0,01. Resulta
asi para la resistencia de la 22, difusién

PO(PO_PZ)

H=2.10+ -0 02
— Py(Py—Py)

i Pa<Py<Py, (16)

El Término de Sears.

Sears (7) ha llamado la atencién sobre el hecho que la pre-
si6n final obtenible con un difusor hermético. depende del des-
gasamiento de la bomba y de la zona de alto vacio, y de la des-
composicién del fluido usado en el difusor. Todos los sistemas
son, pues, dindmicos a. bajas presiones. Sears no tiene en cuenta
el hecho que de la masa n de aceite descompuesto y de gas sol-
tado por las paredes del difusor solamente la pequefia fraccién
que arrastra la corriente de Gaede llega a la zona de alto vacio;
el resto pasa directamente a los escalones superiores o a la bomba
preliminar. Si no hubiera corriente de Gaede, como algunos pre-
tenden, ni la descomposicién del aceite, ni las suciedades del mer-
curio, ni el desgasamiento del difusor influirian sobre la presién
final P;. Pero la experiencia muestra que influyen. Esto es una
demostracién més de la importancia de la corriente de Gaede. La
masa 7' de desgasamiento de la zona de alto vacio misma, en
cambio, se encuentra ya toda ella en la zona a evacuar.

Llamando ¢ a la fraccién entre el flujo de la corriente de
Gaede y el chorro principal, la masa de gas que llega al alto va-
n'4-gn

M

cio, por segundo, es 7’ gn. Esta masa ocupa el volumen

(") @. W. SEars, Bev. Soi. Inst. 20, 458 (1949).
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ﬂ, si- M es el peso molecular promedio pesado. Este volumen
R .
alcanza al valor V= n'_;;ﬂ RPTT para la presién final. Este valor

es, en esas condiciones, por definici6n, la velocidad volumétrica de
la bomba. A la presién final la velocidad efectiva es cero; a

Py _yPe—Pst.

P, P

La resistencia de Sears puede ser escrita, pues,

presiones, mayores es V¥=V —V

S=— _‘2_. p,>P, (17)

Esta resistencia es la que anula la velocidad para flujo cero.
Para flujos mayores su influencia decrece rapidamente, mientras
gana importancia la resistencia de Gaede.

Al coeficiente I_}'- ‘podemos darle un valor numérico aproxi-

mado para el caso de figura 8 si establecemos que S debe ser
igual a T, la resistencia de la garganta de chupada, pard P;=1075,
por ejemplo. Resulta asi

_ 0014 P,
PPy

para la resistencia de Sears.

S (18)

El «Cean-up» y el efecto «Getters.

Estos efectos son la inversa, en cierto modo, del desgasa-
miento de la zona de alto vacio: una masa m de gas desaparece
por segundo absorbida y adsorbida por las paredes y por cuerpos
solidos contenido en el alto vacio. El volumen que esta masa
ocupa es '

__mRT

C= .

(19)

Este término constituye una especie de bomba adicional co-
locada en paralelo con el difusor. La velocidad total es, pues,
la suma de la de éste méas C.
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La Férmula General.

La inversa de la velocidad efectiva del difusor es la suma
de las resistencias :

.;_=S+G+T+B +H+R, (20)

e

donde S es la resistencia de Sears (17), G la de Gaede, B la
del volumen barrido (15), T' la de la garganta de chupada, H la
de la segunda difusién (16) y R la de los tubos conductores has-
ta la garganta. Escribiendo explicitamente los términos para los
que hemos desarrollado una expresion, aunque sea aproximada,
tenemos ' T

1 P, 1
1o P Lgyril

V,=vp,—py O T

P2(Pch_2pi) + PO(PO_P2) +R (21)

+
BP;(P—P,—P ij YPy(P )

donde o, B y Y son coeficientes numéricos y Pg,, P;, Py y P,
presiones caracteristicas de un difusor determinado, del fluido
con que trabaja y de las condiciones impuestas por la presién
de caldera, la aislacién, la refrigeracién, los escalones que res-
paldan al que consideramos y la bomba preliminar.

En figura 9 hemos representa&o la inversa de una curva em-
pirica de velocidad del tipo de la de A -2 con aceite, por ejem-
plo, (supuesta con una trampa fria que permita obtener una pre-
sién final de 2.1076) y las distintas resistencias cuyas sumas de-
ben reproducirla. Los valores numéricos adoptados se .refieren
-a lo que puede esperarse para el primer escalén de un difusor
-como el de figuras 8 y 10. La curva termina a la izquierda, para
presiones bajas, por la resistencia de Sears. A la derecha, para
presiones relativamente altas, por la reduccién del volumen ba-
- rrido y por el aumento de la segunda difusiéon. La importancia
relativa de las resistencias que estos términos introducen depende
‘de las condiciones en que la bomba trabaja: en condiciones
estaticas (flujo pequefio) la segunda difusién domina el cam-
po y el volumen barrido se mantiene alto (resistencia baja) hasta
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presiones cercanas a la de choque. Para flujos grandes (caso di~
namico) la reduccién del volumen barrido juega el papel princi~
pal. Este tltimo caso es el representado en la figura 9. En toda
la zona intermedia de presiones la resistencia de Gaede es la que
limita, en primer término, €l valor de la velocidad.

El Disefio de Difusores. ’

La teoria fenomenol6gica que hemos desarrollado aclara los:
principios que gobiernan el diseio de un difusor. Los datos.
del problema son el flujo que se espera evacuar y la presién
fina maxima tolerable. Estos datos permiten fijar la velocidad
minima necesaria, la seccién y el largo del tubo de chupada y
la seccién de la garganta del primer escalén. La suma de las.
resistencias de tubo y garganta no debe pasar de la mitad de la
inversa de la velocidad, pues hay que dejar margen para la resis-
tencia de Gaede, sobre todo si se usa mercurio. Elegidas la presion
de caldera, el liquido que se desea usar en la bomba, el disefio
de la boquilla, sombrilla o toberas del primer escalén y la refri-
geraciéon hay que estimar el factor de compresién que puede es-
perarse. Mientras no se disponga de una teoria aerodindmica del
efecto compresor hay que valerse de los datos empiricos y de la
teoria esbozada en este trabajo part estimarlo.

Se puede aumentar el factor de compresiéon haciendo crecer
la presién de caldera, con lo que aumenta-la densidad y presién
de choque del chorro de vapor, pero con ello crecen, también,
la presién de Bernoulli y la corriente de Gaede, por una parte,
y se hace necesario aumentar la refrigeracién, por la otra. El au-
mento de la resistencia de Gaede puede no ser objetable para ek
flujo dado, pero afectars a la’ velocidad obtenible con flujos.
mas reducidos. El aumento de la presion de caldera significa,
en el caso de aceites, un aumento de la temperatura y de la des-
composicion de éstos, lo que afecta a la presion final obtenible.
para flujo cero. :

Una vez estimado el factor de compresién del primer. esca-.
l6n tenemos los datos de flujo, presion y velocidad para el esca-
l6n siguiente o para el sistema preliminar, si la bomba tiene. un
escalén tnico. El célculo se repite, en  la misma forma, para:
los escalones siguientes, si los hay. '

Si la bomba preliminar est4 dada y conocemos su curva de:
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velocidad «molecular» en funcién de la presién preliminar o, lo
que es lo mismo, su curva de velocidad volumétrica en funci6n del
flujo y de la presién preliminar, podemos decidir inmediatamente
sebre la necesidad de poner escalones adicionales: la presién pre-
liminar debe ser, naturalmente, inferior o igual a la que el o los
escalones que preceden soportan.

Las bombas mecénicas de aceite tienen la caracteristica de
que su velocidad decrece mucho por debajo de una presién del
orden del milimetro. El aprovechamiento eficiente de las mismas
aconseja, pues, hacerlas trabajar a una presién de ese orden de
magnitud. El primer escalén de un difusor no soporta, en general,
una presiéon preliminar tan alta; se hace necesario agregarle uno
o mas escalones o un difusor amplificador («booster»).

Nuestra teoria del efecto valvula y los conocimientos empi-
ricos sobre curvas de velocidad y de factor de compresién para
toberas o boquillas tipicas permiten disefiar sin dificultad el ul-
timo escalén. Para que la presién de choque de éste sea alta hay
que mantener elevada la presién de Bernoulli y con ello la densi-
dad del chorro. Ello implica una corriente de Gaede relativamente
fuerte, la que puede llegar a anular la velocidad para presi6n
anterior pequefia (caso de D — 1b en I). Esio puede ser remediado
agregando un escalén anterior al ltimo, cuya funcién es entregar-
le a éstie el flujo precomprimido a una presién capaz de vencer la
corriente de Gaede. Esta es la funcién principal del primer es-
calén de A -2 y del escalén intermedio de D -3.

Para concretar, consideremos el caso de E-2 con mercurio
en el maximo secundario. Para un flujo de 333 litros micrén
por segundo tenemos una presiéon preliminar de 1,05 mm, una
presién fina de 0,032 mm, una velocidad de 10,1 1/s y un fac-
tor de compresién (para los 2 escalones) de 32, con una presién
de caldera de 14 mm de mercurio. En esa bomba la seccién to-
tal de los agujeros de salida de vapor al primer escalén (8 de 2
mm de didmetro) es r=23,565 veces mayor que la seccién del
cuello de la tobera del segundo escalon (3 mm de diidmetro).
La relacién entre las secciones de los chorros es ¢=9,50 cm?/0,39
cm 2=24,4, Para la velocidad del chorro en el primer escalén
a sombrilla, tomo el valor estimado anteriormente 1,56.104
cm/seg; para la del chorro de la tobera tomo el valor Na de
tabla VI, con N=2,18, es decir Na=1,95.10¢ cm/seg. La re-
lacién entre las densidades de los chorros en ambos escalones es,
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pues, ‘
Pi . v
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El difusor trabajarid en condiciones 6ptimas si esta misma
es la relacion entre las densidades del gas (flujo) después del 10.
y después del segundo escalon. El factor de compresion del esca-
l6n a tobera debe ser, pues, F=5,5 para miximo rendimiento.
Conocemos el factor de compresién de ambos escalones: 32. Po-
demos suponer, como primera aproximacioén, que el de cada uno
de ellos sea igual a V 82=5,67. Este valor es casi igual al que
surge del disefio. La bomba E -2 con mercurio presenta un ma-
ximo «secundario» de velocidad volumétrica y molecular para
los valores indicados més arriba, porque fué disefiada para.ira-
bajar en condiciones Optimas para esos valores. El maximo es
angosto en figuras 1 y 6 porque la presién de caldera era in-
suficiente para hacer frente a flujos mayores. Un aumento de
presién de caldera ensancharia el maximo hacia presiones ma-
yores. .
En el caso de E-2 con aceite la relacién (22) y los valores
estimados anteriormente conducen a -£i — @ 212 _ 1 , va-

p 244155 5,0

lor casi igual que el anterior. Deberiamos esperar un méximo
«secundario» para igual factor de compresién en el segundo- es-
calon. Este no se ha presentado porque no era posible elevar
suficientemente la presién de caldera con aceite en el modelo de
ensayo construido: el nivel del aceite en el tubo de retorno a cal-
dera se acercaba peligrosamente al nivel del tubo conducente a la
bomba preliminar.

Si el flujo es menor que €l que corresponde al maximo se-
cundario y se mantiene la presién de caldera, hay exceso de vapor
en el espacio intermedio, lo que aumenta innecesariamente la re-
sistencia de Gaede. Esto puede ser evitado, en parte, reduciendo la
presién de caldera. Solo en parte, puesto que el factor de compre-
sion .del segundo escalén aumenta con la reduccién del flujo (fi-
gura 7) mientras que la relacién entre las secciones de salida
de vapor estd fijada por construccién en el caso de E-2. Para
obtener maxima eficiencia para cualquier flujo es necesario po-
der variar, pues, independientemente, la presion de caldera y la
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relacién entre la salida de vapor de los distintos escalones. Esta
posibilidad existe ya en algunos modelos de bombas metélicas,
con boquillas regulables o intercambiables. A falta de esta posi-
bilidad, conviene determinar empiricamente para cada valor del
flujo la presién de caldera que produce un factor de compresién
maximo.

En el caso de la figura 8 podemos suponer, en primera apro--
ximacién, que el nimero de Mach es el mismo en ambos esca-
lones; la relacion de densidades resulta entonces

2 1+1
Pi _ra by Piy ;
=Gy =T @

Si deseamos que p;/p=1/10, para obtener alta velocidad a
bajas presiones, como en el disefio ¢=28,66, resulta r=0,79 para
aceite y 0,40 para mercurio. Puesto que la seccién del cuello de
la tobera es igual a 7,1 mm?2, la seccién total del  cuello de la
boquilla debiera ser 5,6 mm?2 para aceite y 2,8 mm? para mer-
curio. El desarrollo del cuello de la boquilla es de 50 mm; su
ancho resultaria 0,11 mm para aceite y 0,056 para mercurio.
Si fijamos r/q=1/6 .resultarian p;/p=1/5,6 para aceite y
1/8,8 para mercurio (caso de tabla VII). El difusor seria aho-
ra un amplificador si se lo usa con mercurio y uno intermedio
con aceite. Resultan ahora r=28,66/6=1,44, la secci6n total del
cuello de la boquilla 10 mm? y su ancho 0,2 mm.

Tales valores presentan dificultades al constructor, especial-
mente en el caso de bombas de vidrio. Aun en bombas metalicas
no es facil realizar cuellos tan angostos manteniendo el espesor
razonablemente uniforme. Si fueran construidos, el pasaje de
aceite o mercurio liquidos, condensados sobre la pared, presen-
taria serias dificultades, pues modificaria la secciéon libre de
modo considerable. La tensién superficial de los liquidos podria
cerrar del todo el cuello de la boquilla para presiones de caldera
moderadas. Tres remedios pueden ser aplicados para evitar estos
inconvenientes:

1. - Usar sombrillas con un nimero reducido de pequefios
agujeros de salida de vapor. Esto es relativamente facil de cons-
truir, pero el chorro resulta peor definido, en cuanto a velocidad
y direccion, y menos compacto, con lo que aumenta la resistencia
gaedeana y se pierde velocidad.
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2. - Substituir la boquilla del primer escalén por una coro-
na de toberas (figura 10). Esta solucién es excelente.

: Tie. 10
Esquems de un difusor a corona de toberas como primer escalén y a -tobera
simple como segundo escalén, Arriba: planta de la coronas de toberas,

3. -Hacer llegar el vapor a cada escalén por separado, aun-
que provenga de una misma caldera, de modo de poder colocar -
robinetes en los tubos que conducen a cada uno de los escalones
menos el dltimo, para reducir independientemente la presién de
cada uno al valor correcto de acuerdo al flujo y a la seccién de
salida de vapor. Esta puede ser aumentada en el primer escalén
hasta un valor que permita una facil construccién y aleje el .pe-
ligro de obturacién por tensién superficial.

Los casos de E-2 y de figura 8 se distinguen porque en el
primero el co;nportamieﬂto observado con mercurio y el previsi-
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ble con aceite para flujos que correspondan a la zona del méxi-
mo secundario son aproximadamente iguales; ello se debe a la
velocidad térmica impresa al chorro por la sombrilla del primer
escalén; en el segundo caso, la densidad relativa entre escalones
es 1,5 veces mayor con mercurio que con aceite. Es decir que el
mero cambio de liquido hace que la bomba esté disefiada para
altos flujos y presiones preliminares. con mercurio y para va-
lores menores de ambos con aceite. Este hecho contribuye, sin
duda, a la buena fama del mercurio para operar con flujos ele-
vados. El mismo resultado puede obtenerse, naturalmente, con
aceite aumentando la seccién relativa de salida de vapor en el
primer escalén e incrementando la presion de caldera... si el
disefio y la estabilidad del aceite lo permiten.

Un Escalén versus varios Escalones.

Una interesante confirmacién de nuestra teoria estd contenida
en un trabajo reciente (8) sobre una bomba de un solo escalén a
boquilla cilindrica, trabajando con glicerina. Pollard et Al. en-
cuentran que la presiéon preliminar critica (maxima) crece li-
nearmente con la presién de cildera en el intervalo medido, que
va desde P,=2 hasta P,=31 mm de mercurio, lo que con-
firma nuestra f6rmula 12.

Los citados autores afirman que «the range of pressure over
which it performs satisfactorily and its backing pressure requi-
rements compare favorably with two- and three-stage pumps»..
Mencionan haber obtenido una velocidad maxima de 80 litros por
segundo y una presiéon preliminar maxima de 0,91 mm de mer-
curio. Pero estos dos valores no son simultineos, como podria
creerse. De los valores y curvas publicados resulta que la velo-
cidad de 80 litros por segundo se obtiene con una presiéon pre-
liminar de 0,015 mm de mercurio, una presion de caldera de 3,1
mm (3,4 cm de glicerina) y un flujo de 4 litros micrén por se-
gundo. Estas condiciones de trabajo corresponden muy aproxima-
damente a las del primer escalén de D-3 con flujo 1 lp/s y
P,=3,7 mm (tabla V). Las secciones del tubo de chupada y de
la garganta de D -3 son 4,10 y 4,54 veces menores que las de la

(®) J. Porrarp, R, W. SurroN and P. ALEXANDER, J. Scient. Insir. 25, p.
401, (1948).
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bomba en cuestion, que llamaré P -1; las densidades de flujo por
unidad de seccién de tubo y de garganta son, pues, casi iguales.
Las presiones finas obtenidas son 5.10°5 para P-1 y 5,6.10-5
para D -3; las eficiencias (velocidad por unidad de superficie de
garganta de chupada sobre velocidad méxima de efusién) resul-
tan, también, casi iguales: 0,222 para P-1 y 0,226 para D-3.
Pero con D-3 en las condiciones anotadas puede aumentarse la
presiéon preliminar hasta 0,40 mm de mercurio con la misma
presion de, caldera y hasta mas de 1 mm con la presién de cal-
dera aumentada en un factor 1,3 sin que se reduzca la velocidad,
mientras que con P-1 en las condiciones anotadas la presién
preliminar no puede pasar de 0,05 mm de mercurio sin derrum-
bar la velocidad. Para alcanzar una presién preliminar cercana
al milimetro hay que aumentar la presiéon de caldera en un fac-
tor 10; pero entonces la velocidad cae de 80 a 28 litros por se-
gundo para la misma presién fina de 5-10-5. El factor de com-
presion es de 300 para P-1 y de 2300 para D-3.

Para flujos grandes comparemos P-1 con E-2 con mer-
curio. Esta tiene la misma seccién de tubo de chupada que D -3
y garganta algo menor. El méximo secundario de P -1 es obte-
nido con 700 lu/s, P,=0,020, P,=0,91 y velocidad 35 litros.
por segundo; el de E-2 con flujo 333, P,=0,02, P,=1,05 y
velocidad 10,1 1/s. Las eficiencias resultan 0,10 para P-1y 0,17
para E-2. La presién de calderta de la primera es 2,2 veces la
de la segunda.

La bomba de Pollard et Al. no es, pues, comparable a una
de 2 o de 3 escalones; es comparable al primer escalon de una de:
éstas. El disefio es excelente para obtener un buen rendimiento
con una presién preliminar del orden del centésimo de militnetro-
de mercurio. Pero no es eficiente para soportar presiones preli-
minares mayores. El desmesurado aumento de calefaccién y pre-
sion de caldera hace crecer la resistencia de Gaede en forma tal
que obliga a usar una refrigeracién activisima («full mains pres-
sure») para ponerle limite. La densidad de vapor es varias veces.
mayor que la necesaria para la compresién del gas, pero apenas.
suficiente para la contencién de la presién preliminar.

Los autores mencionan, al final, que con mercurio P-1 tra-
baja, a presiones altas, en forma comparable, pero que la veloci-
dad cae a presiones bajas. Ello muesira que la corriente de Gaede:
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es mayor con mercurio que con glicerina, de acuerdo a lo que
nuestra teoria hace esperar.

En resumen, el uso de varios escalones permite la especiali-
zacion de cada uno de ellos, uno para el efecto valvula, otro para
ayudar a éste con gas precomprimido, otro para el efecto com-
presor, etc. y la mantencién en cada uno de la densidad de vapor
necesaria, y no mas de la necesaria, a fin de evitar el crecimiento
superfluo de la resistencia de Gaede.

Distancia entre Escalones y Refrigeracion.

Economia de espacio y de material aconsejan poner los esca-
lones tan préximos como sea posible sin sacrificar eficiencia. Dos
criterios fijan una distancia minima:

1. - El chorro de vapor debe tener espacio suficiente para co-
municar su impulso al gas. El valor justo lo dara la teoria; pode-
INOS SUponer que sera proporcional al camino libre y al ancho de
la garganta de chupada. Unas seis veces el ancho parece ser sufi-
ciente para este fin. ,

2. - Conviene que el vapor de un escalén condense antes de
llegar al siguiente a fin de no perturbar la accién de éste. El
valor de la superficie de condensaci6n necesaria en cada escalon
dependeri del flujo de vapor, de su temperatura, de su naturaleza
(jcalor de condensacionl) y de las caracteristicas del sistema de
refrigeracion empleado. Un exceso es preferible a un defecto de
refrigeracion. Si puede usarse, en lugar de agua de la canilla,
agua enfriada o una mezcla frigorifica, mejorara la eficiencia.

Es para mi un placer expresar, también aqui, mi especial
reconocimiento al doctor Luis Gino Moretti por su ayuda en el
uso de la ecuacién de Bernoulli. Cualquier error que hubiera co-
metido es, desde luego, enteramente mio. A los concurrentes al
Seminario del Observatorio de Cordoba, donde este trabajo ha
sido |expuesto y discutido en diversas etapas de su crecimiento,
debo mi agradecimiento por la oportunidad a mi brindada y por
las valiosas observaciones que he recibido.
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Un servomecanismo es un dispositivo automatico que sirve
por ejemplo, para mantener el rumbo de una nave en una di-
reccion determinada por un giréscopo o para mantener una an-
tena directiva de recepcion, en la direccién de incidencia de una
onda emitida por un avién, o en forma més abstracta, es un
dispositivo que sirve para mantener la coincidencia aproximada
de una magnitud o coordenada controlada, con otra coordenada
de comparaci6n. Durante los tdltimos afios el progreso técnico
en este campo ha dado lugar al desarrollo de una teoria de ca-
racter muy general, la cual se puede aplicar a un sinnGmero
de problemas préicticos. La publicacién fundamental norteame-
ricana parece ser el libro de Norbert Wiener «The Extrapola-
tion, Interpolation and Smoothing of Stationary Time Series with
Engineering Applications» [1]. Existen varios ensayos mdis bre-
ves destinados a facilitar la comprension del tema por los in-
genieros [2,3].

Nos planteamos €l problema de desarrollar una teorfa mas
especializada y aplicable a los servomecanismos lineales de alta
precisién que sirven para el control de magnitudes continuas,
por ej., las coordenadas de un avién. s natural que con tal
especializacién obtendremos resultados mas detallados con célcu-
los breves.

Esta teoria fué desarrollada por el autor en los afios 1943/44

f4] y una teoria que sigue las mismas ideas ha sido publicada
por R. E. Graham en el afio 1946 [5].

—

(*) Comunicaci6n a las terceras jornadas mateméiticas argentinas.
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Los equipos automaticos de Radar presentaron problemas
que indujeron a Wiener y a Graham a desarrollar sus teorias,
sirviéndoles al mismo tiempo de ejemplo en la presentaci6n de
estas. Gomo ejemplo que facilitard la exposicibn de nuestra
teoria nos conviene tomar el mismo equipo.

Los equipos automAticos radar producen una imagen del
camino del avién que corresponde a la realidad con gran pre-
cisién. Se determina p. ej. una distancia de 10 kilometros con
una precision de 10 metros. La pequeiia diferencia del ordem
de 103 se compone de dos partes: hay perturbaciones de ca-
racter estadistico como el ruido de fondo del receptor del radar
y hay errores sistematicos que corresponden a una «inercias
del servomecanismo. Si aumenta la inercia, aumenta el errar
sistematico, pero en cambio se reduce la influencia de las fluc-
tuaciones que entran en el dispositivo. Por lo tanto se debe mi-
nimalizar el error total del servomecanismo, dando valores ade-
cuados a los parametros del sistema, p. ej., a la mencionada
inercia.

Teoria elemental.

. Sera 1til analizar brevemente un sencillo modelo geométri-
co que posee algunas de las propiedades esenciales de los servo-
mecanismos.

Nos planteamos el problema de evaluar las derivadas de
las coordenadas del avién en base a los valores aproximados de
dichas coordenadas dados por el equipo radar. Introducimos la
inercia del modelo reemplazando los cocientes diferenciales por
los correspondientes cocientes de diferencias, p. ej., reemplas
zando la tangente de la trayectoria del avién por la secante por
dos puntos en la distancia temporal ¢,; se forma asi un va-
lor medio de la tangente durante el intervalo £, lo que per-
mite eliminar cierta parte de las perturbaciones estadisticas que
entran en el dispositivo junto con la sefial. Es suficiente ana-
lizar este esquema para una sola coordenada x(t); siendo x(%)
el valor preciso de dicha coordenada y X(#) el valor indicado
por el dispositivo, el error A, se define por la ecuacién

AQ,:X(t)‘—.’lJ(t).
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En el caso de la derivada usamos simbolos anéalogos, lla-

mando a la velocidad real v:cfi—t, a la velocidad indicada por

nuestro modelo V(t) y al correspondiente error A,=V(t)—v(t)

El error total se compone del error sistematico A,s y del
error estadistico A,

Av = Avr + Avs-

Siendo v la velocidad del avidn, b su aceleracién, obtene-
mos con suficiente aproximacién las siguientes relaciones

2(t) =2(0) + vt—{—% t2
(v=200 m/seg; b=<2¢g~20m/seg?; t=10seg)
b
V(0)=v— 5 b

Resulta como! error sistemético en la determinacién de la
velocidad

v

Ausz_ % tm.

Supongamos que el valor medio del error estadistico de

la coordenada sea A,(~10m), que la distribucion de los va-
lores aproximados de la coordenada dados por el radar, sea
una distribucion de Gauss y que los valores de A, en la dis-
tancia temporal ¢,, ya sean independientes. Si los errores esta-
disticos no satisfacieran esta ultima condicién, la evaluacién
de un valor medio durante el intervalo £, seria poco eficiente
para reducir la contribucién de las perturbaciones al error total.
Resulta asi el siguiente error estadistico de la velocidad

Z”r=]/:9: A

€T
tm
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(Usamos el simbolo A, por razones de brevedad en vez de ‘/A 2).

Si la distribucién de los valores de la aceleracion b también
es una distribucién de Gauss (en el caso del error sistemético
esta suposicién es menos natural que en el de las perturbaciones),
se calcula el valor minimo del error total en funcién de ¢,
segun las siguientes ecuaciones

— (3,7)2 + (A7) — min.
ot,

O sea

En el caso de nuestro modelo resulta entonces un error
sistematico proporcional a f,. Es verdaderamente una inercia,
un retraso del dispositivo como indica el signo negativo en la
formula de A, En cambio el error estadistico es inversamen-
te proporcional a t,; por lo tanto existe un valor éptimo de
ese pardmetro y en el caso del modelo resulta el minimo del
error total, cuando los errores estadisticos y sistematicos son
iguales.

Quizés seria posible analizar las propiedades de muchos sis-
temas practicos segin métodos sencillos y directos adaptados a
los casos particulares. Pero queda el problema del dispositivo
Optimo.

Debemos preguntarnos, si otros sistemas para eliminar las
perturbaciones, distintos de los que hemos estudiado, darian
errores totales esencialmente menores. En el siguiente pérrafo
aplicaremos a los servomecanismos lineales métodos bien cono-
cidos en la teorfa de los circuitos. lineales eléctricos, y los re-
sultados demuestrardn que pueden obtenerse ventajas considera-
bles sobre los sistemas que poseen un retraso de un tipo tan
simple como el de nuestro modelo.
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Teoria de los servomecanismos lineales en base a
sus transferencias.

En general un servomecanismo lineal es un dispositivo elec-
tromecénico que satisface un sistema de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes. Por lo tanto todas sus pro-
piedades pueden expresarse por medio de su transferencia, en
otras palabras por la respuesta del servomecanismo a la exci-
tacién del tipo particular z(f)=ePt con p=v+ jo, siendo
z(t) la magnitud controlada por el servomecanismo.

La respuesta que resulta es del mismo tipo

X(t)=T(p) ert;
como antes la diferencia A es el error del servomecanismo
A=X(t)——m(t).

Al cociente T'(p) =X(tt)
ep

, lo llamamos la transferencia del

sistema la cual es una funcién de la frecuencia compleja p.
Es facil calcular o medir esa transferencia en casos de la prac-
tica. Si conocémos T(p) para todos los valores 0 <o <w,v=0,
podemos calcular la respuesta X(t) a la excitacion z(t) de for-
ma arbitraria. Supongamos p. ej. que z(f) admite una repre-
sentacién por una integral de Fourier

a(t) = 21—ﬂ f (je) it doo.

Entonces obtenemos para la respuesta
1 . N
X() =5 | T(jo) f(jo) elotdon

—m

Todo esto es bien conocido en la teoria de los circuitos
eléctricos. Mientras en general tales integrales no admiten una



evaluacion sencilla como lo demuestra la teoria de los transito-
rios en los circuitos eléctricos, es posible establecer una rela-
cién manejable en la teoria de los servomecanismos lineales de
alta precisién que sirven para el control de una ‘magnitud de
variacién lenta como p. ej., la coordenada de un avién o de
una nave que no puede ser discontinua, como tampoco pueden.
serlo las derivadas de dicha coordenada.

Es sabido que la transferencia T(p) de un servomecanismo
estable es una funcién analitica regular en el semiplano v=0.
Existe entonces una serie

T(p) = % a, p*

convergente para |p|<P>0. Por ser la-variacién de z len-
ta, es natural representar también x(f) por una funcién anali-
tica regular para valores reales de {. Existe entonces una serie

oo ( ) tn
g —_ + n f
#(1) 20.. O Rr

convergente para |f| <?,>0. La requerida relacién maneja-
ble entre la excitacion x y la respuesta X del servomecanis-
mo es la siguiente

L), A=X(@)—a(t) ~ Za 2.
0 din

Es evidente que el error A esti compuesto por términos
proporcionales a la velocidad, a la aceleracién, etc., los cuales
admiten una interpretacion fisica directa. Ademés en.general
los primeros dos o tres términos bastan para célculos numéri-
cos. Esta  serie es convergente, si z(tf) es una funcién entera,
en general es semiconvergente; pero siempre que la precision
del servomecanismo sea buena, su convergencia numérica es
excelente.

Es sabido que también la influencia de las perturbaciones
estadisticas sobre la respuesta X(f) se calcula facilmente en ba-
se a la transferencia. Para. muchas aplicaciones es suficiente
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suponer que el error estadistico es proporcional al llamado an-
cho de banda € del sistema.

.Q=f|T|9dco.

Caracterizamos entonces la eliminacién de las ‘perturbacio-
nes por el parimetro () y nos proponemos evaluar el minimo
del error sistematico compatible con un valor dado del ancho

de banda Q.

Estudio del error sistemdtico en funcién de la transferencia.

Primero debemos demostrar las mencionadas propiedades
de la serie

©  dng

A(t)N?anﬁ'

La representacion de la respuesta en la forma

@) X(t) = 5= [T(je) f(je) eiotde

—0

indica que un sistema fiel posee la transferencia T'==1 y con
eso el ancho de banda Q=o, entonces reproduce no solo la se-
fial sino también las perturbaciones con fidelidad. Si la repro-
duccién de una magnitud de variacién sumamente lenta es fiel,
la transferencia satisface la ecuacion T(0)=1. Si la precisién
del servomecanismo es elevada, la desviacién de la transferencia
del valor T'=1 debe ser pequefia para todas las frecuencias «
para las cuales el espectro f(jo) de la excitacin z(f) no es
practicamente cero. Esto sugiere desarrollar la transferencia en
una serie de Taylor

T(p)= ? n P
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Las frecuencias de contribucién esencial a la integral (2)
se encontrarin en el intervalo de buena convergencia numeérica
de esta serie.

La integral de Fourier no admite la representacién de to-
das las funciones analiticas que interesan en la practica. Sin
embargo, usédndola sin escripulos, resulta la serie requerida.
Substituimos asi la serie de T'(p) en la integral

jm
1
X(t)= ] Za,,p f(p) ertdp= Zanz—/ " f(p) eptdp.
‘—]°° —~joo

Las integrales bajo la sumatoria se obtienen por diferen-
ciacién formal

dnx
o & L ] f(p) erdp = f p1(p) emp
_]m!
9 Sea
S dn nyp
X(t)_Zan T

Esta demostraclon es breve, pero desprecia toda considera-
cién de convergencm y no permite un anilisis del orden de la
aproximacién. La reemplazamos por otra més satisfactoria.

Para todas las funciones analiticas que pueden figurar co-
mo excitaciones x(f) (son funciones con segunda derivada aco-
tada por ser acotadas las fuerzas mecénicas) existe una repre-
:sentacion de la respuesta X(t) del siguiente tipo

X(t)= { ::(t—'r) K(<)d=

K(t) = —1— T(p) ept dp

—]co
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y su inversién
T(p)=/K(t)eptdt.
0

La integral K(t) existe para todos los servomecanismos es-
tables con ancho de banda finito por disminuir T'(p) por lo me-~
nos como p—! para' p— . K(t) es una funcién de la forma

M
K(t)=Z P, (t)etPnt con p,,=Vp+ jon,, v,<O0
0

P,, es un polinomio K(f) es una suma de todas las oscilacio~
" nes libres del servomecanismo, amortiguadas en el caso de dis~
positivos estables. Es suficiente analizar la integral para ¢=0

X(0) =[;(——1:) K(z) dx.

La serie de X es asint6tica con respecto a un pardmetro
que es la unidad de frecuencia. Para ponerlo de manifiesto reem-~
plazamos T'(p) por T(p/s). Se transforma también K(z)

M
K(t) — s K(st) =s = P,,(st) ePn.
)

Lo substituimos en la integral

-]

X(0) =s/m(—r) Z:Jdpm(sr) ePm $7d.

El comportamiento asint6tico de tales integrales es bien co-
nocido [6]. Si

N
z()—Zbutn
0

pve} —¢; para t—0
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resulta
m)l\r'
s {X(0) —s /[Z by(—t)n] K(t)di} — ¢, para s—oo.
0
0

La evaluacion de la suma finita es sencilla

oo

N N _m
S/Z bp(—t)n K(ws)dr=s = b}l/(—'c)" K(<s)dr.
0 0
0

0

La comparacién con las.relaciones

[ s K(s) et dr—=T(ps)

0

oo

j—;n s K(ts) e-prdrx :/s K(xs) (—T)n; e Pidr
0

0

- dnT(p/s)
s (=t K(ws)dt= [— =nla
0f<>(>; o] =nton

nos da la serie asintotica

dnx

nT (P s
P=0 °

X\~ b | S8’
O ~Zb, | =

Es casi trivial que cualquier dispositivo con T'(0)=1, per-
mite reducir el error sistematico a valores arbitrariamente pe-
queiios por medio del aumento del ancho de banda () proporcional
a s. Pero la serie asint6tica nos da una informacién mucho més
precisa. Puede decirse que un servomecanismo para el control de
una magnitud continua, es un dispositivo de alta precisién si
la convergencia numérica de la serie es buena. Queda por de-
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mostrar que en general los dos o tres primeros términos son
suficientes para el célculo numérico del error.

Aplicamos la serie a unos ejemplos sencillos. Supongamos
que la trayectoria del avidon sea una linea recta en la distancia
minima d desde el equipo, que la velocidad v=100 m/seg. sea
constante y que la coordenada x(t) que determina el servome-
canismo, sea el angulo azimutal; resulta entonces

z(t) = arctg Edé .

ﬂ:(i)f[d'ﬂ 1 ] vt =
dir d dwn—1 1412|"

_ i"(—)ll—l(n;l)l, 11 .
(d) 2j [izl_t_-)n (%‘”‘j)"]

Las transferencias son funciones racionales de p. La més
sencilla funcién racional con un ancho finito de banda es

I'(p)= 1+—9 % (—$p)n.

La constante & es la llamada constante de tiempo de esta
transferencia la cual se puede realizar por medio de un circuito
eléctrico compuesto de un sélo condensador y de una sola re-
sistencia. Obtenemos asi

MO =X(y- () ~—Z (5) (n_m[ A YNT i,)n
- a

y en particular para {=0
2n4-1

AO)~E (i () @t

La serie es semiconvergente. Si atribuimos a la constante &
el valor numérico $=1 seg. y si atribuimos a la distancia mi-
nima el valor d=1000 m, obienemos
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A(0)=—0,1+0,002— 0,000086......
o en grados
A(0)=—5,T70.

Para reducir el error sistemético hay que reducir la cons-
tante de tiempo y la convergencia numeérica serd atin més ra-
pida.

El ejemplo del é4ngulo azimutal demuestra que una coor-
denada que no es cartesiana puede ser una funcién discontinua
apesar de que el movimiento fisico sea continuo. En un punto de
discontinuidad (d=0, t=0) la serie no sirve y el servomeca-
‘nismo tampoco. :

En vez de la trayectoria rectilinea suponemos ahora que el
piloto del avién se propone hacer movimientos irregulares, que
modifica el rumbo cada 10 seg. Esto se expresa en forma ma-
tematica por la imposibilidad de usar la serie de Taylor para
la extrapolacién de la trayectoria a intervalos mayores de 10
seg., es decir para f,,=10 seg. muchos términos de la serie

© 1 dng
==
2(t) % nl din

son aproximadamente iguales al término de n=1 o sea

drx 9
~nl

din bt

Resulta otra vez una serie semiconvergente para el error
sistematico
o g n1
N(0) =X(0) — 2(0) ~ X (—)nnl v8 (—)
1 nw
=[—100+20—6...]m.
Como tltimo ejemplo tratamos una trayectoria circular con

didmetro pequefio a gran distancia del equipo. En este caso la
distancia varia segin
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2 2 b
w(t)=% senb—t :Im{% e’T}
v

y resulta el error

A(t) =Im{% (—8)n %2 (i2) e f%‘}

1 w® %
=Im {(m—l)% e’u}.
v

5 i
La serie es convergente para —b<1 y el resultado es co-
v

rrecto segin lo demuestra su comparacién con la transferencia

1 . b
T = = —_— .
(P) =iy P2 P=T 5

Una serie del tipo (1) ha sido aplicada a un problema ra-
diotécnico por Carson y Fry quienes estudian la respuesta de
un circuito lineal a ondas moduladas en frecuencia [7]. El des-
arrollo de la transferencia en la Serie de Taylor ha sido apli-
cado a los servomecanismos por R. E. Graham y por el au-

tor [5] y [4].

La reduccidn del error sistemdtico.

como €n

Se ve que en el caso de la transferencia T =

el del modelo geométrico domina aquella parte del error siste-
maético que es proporcional a la primera derivada de la magni-
tud controlada. Pueden esperarse entonces reducciones consi-
derables del error sistematico si se usan transferencias cuya pri-
mera derivada o cuyas primeras n derivadas se anulan. Son
las transferencias de la forma

' 1 n_1P2...
(5 T()= i
T 0np POy P8Pt o
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El grado del denominador es mayor que el del numerador,
por ser el ancho de banda Q finito, y las raices del denomina-
dor poseen parte real negativa por ser el dispositivo estable,
Los coeficientes o, son reales y positivos como siempre en aque-
llas funciones racionales que representan transferencias. El ni-
mero de elementos que se precisa en un circuito prictico para
realizar la transferencia, aumenta con los grados del numerador
y del denominador. Serd natural clasificar las transferencias
segin los dos grados y determinar los valores de los parame-
tros que producen el valor minimo del ancho de banda. Estu-
diamos en particular las transferencias del tipo

14a D2+ .0, 0
(80) T(p) =g tnb TP Tt
1+-0npt-ojy_yp2+-...0yp" f-aopnt

con esas transferencias resulta el nimero méiximo de derivadas
nulas compatible con el grado dado del denominador. La pri-
mera derivada que no se anula posee el valor

dnAT :
[dp"+1 ] p:.o__ (n+1)! a,.

Resulta entonces un problema bien definido si buscamos
el valor minimo del ancho de banda

Q= [|T|*do — min,

dando el valor de la primera derivada que no se anula, al cual
normalizamos segin

n+1 .
jp:_z] =—(n+1) osea ay=1.
0

_Antes de empezar el correspondiente célculo algebraico, ya
serd posible obtener unas ideas descriptivas de dichas transfe-
rencias.

Nos proponemos demostrar que la parte real de la transfe-
rencia (en funcién de ) posee un minimo para p=0, si se
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anula (g) =0 y que los méximos que por lo tanto existen
P'p=0
a los lados (|o|>0) de la frecuencia p=0, resultan més y

més acentuados si aumentamos el nimero de las derivadas de
la transferencia que se anulan. Este hecho tiene dos consecuen-
cias de trascendencia técnica. Los picos de la transferencia indi-
can la existencia de frecuencias de resonancia. A pesar de que
en el sentido riguroso un sistema sea estable siempre que sus
oscilaciones libres sean amortiguadas, son Jpoco estables en la
practica si los picos de la transferencia son muy agudos. Ade-
més es sabido que los transitorios no son mondtonos, sino oscila-
torios, siempre que existen frecuencias p=jo con |T'(jo)|>T(0).
Esto tampoco es requerido; sin embargo la monotonia de los
transitorios no es una propiedad imprescindible de los servo-
mecanismos de alta precision [8].

La transferencia T(p) es una funcién analitica en el semi-
plano v=0. Por lo tanto sus partes real e imaginaria son fun
ciones regulares de potencial en dicho semiplano. Poniendo
T=R+jX aplicamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann a

Ry X

oR BX
o 0w
Si se anula .
dT
—_— =0.
( dp ) P=0

0O sea ‘ ' : !

. . 2, dT
T(je) =T(0)+jo.0= 52 (Z5)

se anula también

29X\ R
(',,T,) (d_v =0

Interpretamos el gradiente del potencial R como un sistema
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de lineas de corriente. Por ser R regular para v=0, es decir
por no existir fuentes positivas o negativas en el semiplano po-
sitivo, las lineas de corriente entran a través del borde v=0 en
regiones de alto potencial y dejan al semiplano en regiones del bor-
de v=0 de potencial pequefio o negativo. El potencial R asume
valores grandes en el interior del ancho de banda |o| <Q y va-
lores pequefios afuera del mismo || > (). Si fuese T'(0)>|T(jo)|
resultaria también T'(0)> |T'(v+ jo)| para v=0, porque el mé-
dulo de una funcién analitica toma su valor méximo en el bor-
de de un recinto de regularidad; por la tanto la derivada

oR oX, .
(5v),=(55) <O

es negativa y no’se anula.

Un méximo de T(jo) para o=0 que es condicién necesa-
ria [8] para la monotonia de los transitorios, no es compatible
con la otra propiedad requerida de la transferencia

(%)

la cual importa més que la monotonia. Si se anulan mas y més
derivadas ‘

=0,

0

[(dnT) =0 para ngN],
dpr/
la montafia del potencial posee un altiplano en la vecindad de
p=0; deben pues existir picos mds y mas agudos de R en la
vecindad de las frecuencias de corte ®=--() que compensan a
la tendencia de que disminuya el potencial hacia -el interior del
semiplano positivo. Esto indica que entre todas las transferen-
cias del tipo (3) solo las de valores pequeiios de n sirven en la
practica. Es evidente que las limitaciones que acabamos de ex-
poner, son tipicas no solo de las transferencias racionales, sino
también de las transferencias arbitrarias, incluidas las soluciones
del problema extremal formulado y analizado por Wiener [1].
Volvamos al problema de determinar el minimo del an-
cho de banda en funcién de los pardmetros o, ... a,.

»
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Q= f IT[?do=—j f T(p) T(—p)dp

—feo

Poniendo

y— 9(p)__ H(p)—pt
0= Fy =" Hg)

con |
n-j-1
H(p)=1(p—p)
y aplicando el célculo de residuos, obtenemos

3 9(py) 9(—py)
4= 2 B B—p)

con
nt-1
H'(p,) =11 (p,—py)-
v p—l
p=l=v
Substituyendo!

9(p)=H(p,) —pt*=—p * y g(—p,)=H(—p,)— (—p,)"t

resulta

Q onx P pv + on (_) n+l pv2n,+2

H'(p,) H’(pv)H (—pv)
n+1 2n+1
=2z P 4 ax P 040
y I(p—p,) v O(p2—p2) =
p=r==v p=l=v

Buscamos el denominador comtn de (),

27!2( )= p I (py—py)

_ V= Ve[ =t > I =y
Qy r

I (p—py)

v>p
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y el de Q, , ‘
n-1
n Z(—)rtv p it T (p2—py )
922 y=1 V==t fomm |y
H(Pvz_Pu2).
=t

Q; y Qs no son infinitos si coinciden dos raices p,. Por lo
tanto los numeradores de Q; y (, contienen el factor II(p,—p,),
_ >
y ) es un polinomio simétrico de las raices p,. Demuestra
la inspeccién de los grados del numerador y del denominador
de Q;, que ese polinomio es lineal en las raices
Q].:zﬁal. .l

La comparacién del numerador o denominador de ); con

una férmula bien conocida para el producto

IT (pv‘_ pp,) = ,11 P Pv2: p‘vnl [9]

v>p

demuestra que (), puede expresarse como cociente de dos de-
terminantes

Q,— UL PA A PR p A
1, 2, Pt - PP, pn|

Los dos determinantes son del tipo llamado bialternantes
los cuales pueden calcularse en funcién de los o, segin un
teorema de Jacobi [10]

T R

ay oy 1 Oeennnennn.

oy .0y Oy oy l.o......

ae a5 ......................

........................... o
Q2=—7£: nt1

L

ag oy o 1 0.

T

........................... u’n‘f‘l .

con  Gpyy = 1.
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Sumando obtenemos

Q=0+ Qe | e O]
L R
a3 oy oy 1 O......
O O eneenernineeenennanans
........................... Oy

Siempre que una raiz p, y con ella los coeficientes a,
del polinomio H(p) aumenten sin limite, lo hace también el
ancho de banda Q.

Por lo tanto es posible determinar el minimo del ancho
de banda en funcién de los coeficientes a, por medio de las
ecuaciones

oQ_

——~=0 para v=12...n
oa,

Ademis () aumenta sin limite, si una rafz se aproxima al
eje imaginario. Por lo tanto para una de las soluciones del ul-
timo sistema de ecuaciones las raices p, poseen parte real ne-
gativa, de manera que la transferencia corresponde a un servo-
mecanismo estable. Los requeridos pardmetros 6ptimos y las
transferencias 6ptimas son

n gy ap on__q Ops Q
0 1 1 0 0 n
1 1 1 1 0 2n
2 1 1 2 1 3n
3 1 1 3 2 4z
Ty(p) =11— T,= M
+p 1+p+2p*+p?

T (p)=_ 1P = LHp+3p°42p°
STt Ltp3etept et
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Mencionamos la posibilidad de realizar estas cuatro transfe--
rencias como impedancias de circuitos eléctricos.

El siguiente cilculo numérico nos da algunas informacio-
nes cuantitativas de las ventajas précticas, que pueden reali-
zarse por medio de las reducciones considerables del error sis-
temético, al pasar de la transferencia Ty a T,. Tratamos otra
vez el ejemplo del rumbo irregular de un avién con

dnz v
~n l
din it

; v=100 m/seg; t,=10 seg.-

En vez de normalizar las transferencias por la condicién
0ay=1, igualamos para la siguiente comparacién, el ancho de

banda Q:

To(po) | QO = = p0=1;_ Ty~1—9p

Ty(po) | Q) =2n pO—T; Ty~1—(29p)2
Ty(po) | QD) =8np, =% Ty~1—(3%p)s
Ty(po) | QB =4n po—’; 1 Ty~ 1—(45p)8

Eligimos $=0,1 seg. correspondiente a un error de 10 m
para n=0.

Usando el término dominante en la serie asintética (1) pa-
xa el error sisteméitico, obtenemos ‘

n A,

0 10m
1 0,8m
2 0,162m
3 10,0615 m.

Estos valores demuestran que por suerte una ventaja
considerable ya aparece con la transferencia T, y que amec-



— 148 —

nudo no vale la pena ensayar el uso de las transferencias com
n>1, a las cuales corresponden -circuitos méas complicados, me-
nos estables y con transitorios fuertemente oscilatorios

1.

10.
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TucuMAN, Instituto ,de Fis‘iua; 22/23 de petiembre de 1950.
Preside: Dr. T.. E. HERRERA
Informes:

I. A. Barmi@¢ (instituto de Fisica, Tueumfin): Métodos usados para el es-
tudio tedrico del efecto de Cherenlov. '

JI. L. Kowarskl (Commissariat & 1’Energie Atomique, Paris): Iaforme so-
bre el congreso internacional de fisica nuclear realizado en Oxford, se-
tiembre de 1950,

Comunicaciones:

19 R. Gans (Instituto de Fisica, La Plata): Sobre la estabilidad e inesta-
bilidad de cirouitos eléciricos, Se-ley6 el titulo,
20 G. Brck (Observatorio Astromémico, Cérdoba): Una observacién relativa

a la teoria cudntica del proceso de emisiém,

Al continuar el estudio que hemos referido en la Gltima reunién se ha
hallado que la correspondencia, entre el campo de un dipolo clbsico a distan-
ciag inferiores a una longitud de onda y el ecampo emitido segfin la electrodi-
nfimica cufintica, existe solamente en el caso de un campo macrosebpico, cons-
tituido por muchos fotones. En el caso de un proceso elemental, haciendo in-
tervenir un solo fotém, no encontramos correspondencia completa a pequeiias
distancias, rcoX. Este hecho no afecta a la interaccién entre dos sistemas (p.
ej. en la conversién interna), pero puede significar que una fuente luminosa
elemental sen rodeada por corrientes de polarizaciém.

3¢ M. ApELe (Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Cérdoba):
Gutas de ondas electromagnéticas multidieléctricas.

" B¢ estudian las gufas de onda cilindricas en el caso que sean comstituidas
sea de distintos dieléctricos conecéntricos, sea de un medio cuya conmstante die-
léctrica varie con continuidad en sentido transversal al eje de la guia. Se de-
terminan las propiedades de la congtante de propagacién.en funcién de la fre-
cuencia del campo electromagnético,

4° E. Marcarmi (Facultad de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, Cér-
doba) : Estudio de la difusién de una onda' electromagnética plana por una
esferd metdlica.
El trabajo se refiere al problema de la determinacién de la seceién eficaz
de una esfera metflica embestida por una onda electromagnética plana, Se
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diseute la aparente contradiceién existente entre el valor de la secci6n eficaz
caleculado estudiando el ecampo electromagnético difundido y el valor obtenido
experimentalmente, cuando el largo de onda es muy pequeiio con respecto al
difmetro de la esfera. La contradiccién nace de la imposibilidad. de definir
rigurosamente la sombra de la esfera, excepto en el caso limite de largo de
onda nulo.

Se puntualiza la necesidad de especificar el dispositivo experimental em-
pleado en la medicién del campo difundido,

E. E. GALLoNI: §Tienen “estos fenémenos vinculacién con los traba.jos de
Mie sobre difusién de la luz por particulas metflicas?

M. ABrrE: Sf. Se trata de la determinacién de la energfa difundida. Esta
energia depende de la manera cémo se mide. Evidentemente tenemos que ex-
cluir el fingulo de difusién © — 0 al cual corresponde, para A — 0, la sombra
geométrica y la difusién cero. Lia contradiceién aparente proviene del hecho,
que en el easo A ~/= 0 aparece, en lugar de la sombra geométrica una distri-
bucién de difraceién en un cono tanto més cerrado, tanto més pequeiia es la
longitud de onda. Segln la parte de este cono que nuestro dispositivo de me-
dida todavia puede separar de la luz incidente, es decir, segtn el poder resol-
vente del dispositivo, obtenemos distintos valores para lo que llamamos la
energia difundida,

P. B, ZApuNAISKY: 3Cémo puede Ud. comseguir que la onda electlomag-
nética sea plana, si Vd. coloca el sistema para la medicién en una guia?

E. MarcaTiLI: Para valores pequefios de r el régimen utilizado en umna
guia de seccién cilindrica se aproxima mucho a una onda plana. Sin embargo,
a los efectos de la medicién no interesa mucho si la onda incidente es perfec-
tamente plana o no; lo que se quiere es la relacién entre la energia reflejada
y la densidad media de la energia incidente sobre el disco,

50 E. B. Gauroni: (Instituto de Fisica, Buenos Aires): Sobre el desorden
de empaquetamiento en estructuras tipo cadena.

En un trabajo anterior (15% Reunién de A.F,A.) se demostr6 que el
desorden de empaquetamiento en estructuras tipo cadena debe producir un de-
bilitamiento en lag reflexiones de rayos X por planos inclinados con respecto
a los ejes de las cadenas. Si se toman los ejes de las cadenas como direccién

, los planos de indice 7,7, l, presentarin un factor de estructura afecta.do
por un coeficiente

+0.5
¥ (Ry) =fW (%) .cos uw.dx
— 0.5

con = 2 ¢ h,). Extendiendo los limites de integracién de menos a més infi-
nito, la transformacién de Fourier:

+ oo
'qur,—/ I () cos uzm.du
— oo

da la distribucién del desorden W(z).
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Be ha calculado la magnitud del efecto que debe observarse si el desor-
den sigue una ley gaussiana de. distribucién de la forma: exp. (—Wk°z?), para
diversos valores % y se ha estudiado el efecto de una ditribucién tipo Cauchy.

G. Brog: 3Se refiere eso al 6xido de Pt

E. BE. Garroni: 8f, Lo hemos aplicado al 6xido de Pt preparado por R.
Busch y sus colaboradores.

6° R. PramzEox (Observatorio Astronémico, Cérdoba): Medicién del sistema
éptico de un telescopio en funcionamiento.

A rafz de algunas dificultades ocasionadas por la forma del haz luminoso
proveniente de una estrella, en el telescopio de Bosque Alegre, al emsayar los
divisores del haz destinados a aumentar el rendimiento de nuestro espect6-
grafo estelar, fué necesario estudiar la forma del espejo parabélico en con-
diciones de trabajo, para diferentes posiciones del instrumento. El procedi-
miento destinado a resolver el problemsa debia permitir la obtencién del mate-
rial para la medicién en pocos minutos, y asegurar ademés el conocimiento
de la forma del espejo a lo largo de cuatro didmetros por lo menos. Por otra
parte las condiciones atmosféricas corrientes debian permitir mediciones precisas.

Un método que responde a las exigencias mencionadas consistente en in-
tercalar en el cono luminoso un sistema de ﬁrismas, cada uno de los cuales
da, en el plano focal del instrumento, la imagen correspondiente a una zona
del espejo. Los fingulos de dichos prismas son tales que las imigenes dadas
por el sistema resultan equidistantes cuando no hay aberraci6n, Se han cons-
truido dos de estos sistemas: el primero divide el espejo en 20 zonas distri-
buidas segfin dos dismetros perpendiculares, el segundo lo divide en 40 zonas
distribuidas en igual forma. En dos minutos se obtienen placas que registran
las imfgenes correspondientes a cuatro difimetros.

7° M. BuneE (Instituto de TFisica, Buenos Aires): El! 4tomo de hidrégeno
en un sistema de referencia en movimiento.
Para describir el comportamiento de un sistema compuesto en movimiento
@8 preciso tener en cuenta no sélo la ecuacién de onda, sino también las tensio-
nes del campo de fuerzas actuantes. Se da la demostracién para el caso del
&tomo de hidrégeno relativista. '

8° L. Levi (Instituto de Fisica, La Plata): Una ieoria estadistica de la tran--
. 8igién ferroeléctrica en el KH,PO, y sales isomorfas. Se ley6é el titulo.

99 W. ScrrMANN-EG@EBERT (Instituto de Quimica, Tucumén): Sobre los isé-
topos de Ag de perfodo corto que se forman en la fisién del wranio.

Es muy probable que se formen nficleos de todos los nfimeros de masa
comprendidos entre 72 y 146, en la fisi6n de Uys; o de Uwxs por neutrones ré-
pidos. Es por eso que desarrollaron procedimientos de separacién de los ele-
mentos respectivos tan répidamente como fuera posible, para poder investigar
los is6topos con periodo corto de este elemento.

Re descubrieron nuevos is6topos de Ag de perfodo 3’ y 28°. Ademés se
pudo demostrar que el is6topo de 20’ de la A4g se forma probablemente tam-
bién por irradiacién de Cd con neutrones rfpidos (proceso 2,2).
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La energia méxima de los rayos beta es aproximadamente igual a 2 Me V en
el isbtopo de 4g de pericdo 20’. La determinacién de la emergia méxima se
realiz6 por el método de absorcién, No se pudieron encontrar sustancias de-
rivadas de los is6topos mencionados; por eso se puede pemsar que se desinte-
gran en un isétopo estdble de Cd, ya que se desconocen isétopos de periodo
largo.

A pesar de la separacién relativamente ripida, de cerca de 6’ desde el
fin de la irradiacién hasta el principio de la medicién, naturalmente es posible
que se formen en la fisién de U, is6topos de 4g de perfodo memor a 1,5°. Hay
indicios de la existencia de isétopos de perfodo menor a 1,5.

Es necesario temer en cuegta que el rendimiento de los isétopos de Ag
en la fisién, es muy pequeiio.

10. O. CavAToRTA y A. WINKEL, (Instituto de Fisica. Buenos Aires): FEspec-.
trografia quimica: una aplicacién al andlisis de suelos. Se leyé el titulo.

11. D. G. pE KowarLewsk: y J. V. IRIBARNE (Facultad de .Ciencias Exactas,
Fisicas y Naturales, Buenos Aires): Calculo de frecuencias nmormales de
vibracion de moléculas del tipo (XYZ,)s Se ley6 el titulo,

12. 8. Fremrre (Instituto de Electrotéenica, Tucumén): Medicién de poten-
cias en un circuito de corriente alterna con el oscilégrafo de rayos catédicos.
Al hacerse desviar el haz de electrones en un oscilégrafo de rayos caté-
dicos, segiin ejes ortogonales, proporcionalmente a la intensidad y a la tensién
de un circuito con corriente alterna, se forman en la pantalla del tubo figuras
de Lissajous cuyas superficies dependen de los valores de la intensidad, de la
tensién y de la fase entre ellas. De estos valores, depende también la poten-
cia activa y reactiva del circuito y por lo tento se puede medir con aquellas
figuras las potencias consideradas. Para la medicién de la potencia activa es
necesario introdueir un circuito integrante o diferenciante y se analizan los
errores producidos por la introduceién de estos circuitos.
Nota: Fuera de programa se escuché la comumicacién:
A, D. CanaLs FeAau (Observatorio Astronémico, Cérdoba): Teorfa del filtro
de ‘interferencia.

CRONICA DE LA 16 REUNION DE LA A F.A.

La décimosexta reunién de la A.F.A., realizada en Tucumén, los dias 22
y 23 de setiembre de 1950, ha sido dedicada al homenaje péstumo al que
fuera su Secretario Local, Profesor Dr. José Wiirshmidt, La reuni6n se inici6
con las palabras del ingeniero E, E. Galloni, recordando la obra realizada por
. el doctor Wiirschmidt, en cuya tumba la comisién directiva deposité una corona
de flores. '

Habfa varias circunstancias adversas que dificultaban la reunién tucuma-
na. Un viento frio cambié el clima en el Jardin de la Repiblica. Seis de los_
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socios cuyas contribueciones nunea faltaban en las Gltimas reuniones mo han
podido concurrir, sea por encontrarse en el extranjero, sea por otras circuns-
tanecins imprevistas, La inflaci6n impidi6, también, a varios socios hacer el
largo viaje al interior del pafs.

No obstante, la reunién ha sido un éxito, La acogida calurosa en el joven
ambiente tucumano compensé ampliamente el frio. La reunién cont6 con doce
contribuciones, entre ellas un informe del doctor L. Kowarski sobre los resul-
tados comunicados pocos dias antes en el Congreso Internacional de Fisica
Nuclear en Oxford. As{ nos enteramos del estado de las nuevas méiquinas en
-construeei6n en Birmingham, Brookhaven y Berkeley, destinadas a acelerar pro-
tones hasta energias de uno, tres y cinco hillones de electrén volts, de la nueva
determinacién de la energia de unién del deuterém, de la verificacién experi-
mental de la desintegracién espontfnes del meutrén y del deseubrimiento del
primer mesén neutro (meson V).

Se realizaron las elegcciones bianuales de las autoridades para el perfodo
1950/52. Fué elegido Presidente el doctor Ricardo Gans. En lg seeretaria local
-de_Tucumén, el profesor A. Battig sucedi6 al doctor J. Wiirschmidt. La pr6-
xima 17% reunién de la A.F.A. corresponderfi a Buenos Aires,

Guido Beck

BIBLIOGRAFIA

‘CoLLoQUE DE Torouogir (HEspaces fibrés). Centre Belge de Recherches Mathe-
matiques, @&, Thone, Liege, y Masson, Paris, 1951.

El Centro Belga de Investigaciones Matemfiticas que tan acertadamente
dirige L., Godeaux, después del éxito del Coloquio de Geometria Algebraica cele-
brado en Lieja en 1949, organizé para 1950 un Cologuio de Topologia dedicado
-egpecialmente a los espacios fibrados, El Coloquio tuvo lugar del 5 al 8 de
Junio en Bruselas y las conferencias generales y comunicaciones presentadas
forman el contenido del volumen que resefiamos,

Empieza el volumen con dos excelentes conferencias generales, ®ina de
H. Hopt (Introduccién a la teoria de los espacios fibrados) y otra de H. Car-
tan (Nociones de dlgebra diferencial; aplicacién a los grupos de Lie y a las
variedades en que opera un grupo de Lie). Las. comunicaciones sobre puntos
-especiales que siguen a continuaeién son:

O. EBRESMANN, Las conexiones infinitesimales en un espacio fibrado dife-
renciable.

H. CArTAN, La iransgresién en un grupo de Lie y en un espacio fibrado
principal.

J. L. KoszuL, Sobre wn tipo de Glgebras diferenciales en relacién con la ~
dransgresion,

B. EcxumANN, Espacios fibrados y homotopia.

J. LErAY, Sobre la homologia de los grupos de Lie, de los espaciog ho-
4mogéneos y de los espacios fibrados principales,
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H. Horr, Sobre una férmula de la teoria de los espacios fibrados,

G. HmsoH, Algunas relaciones entre la homologia en los espacios fibrados
y las olases caracteristicas relativas a wn grupo de estructura.

Ja Topologin de los espacios fibrados, por su interés tanto desde el punto.
de vista de la Topologia pura, como por sus aplicaciones a la geometria dife-
rencial en grande y a los grupos de Lie, constituye uno de los capitulod de ma-
yor actualidad dentro de la matemética actual. Por esto este volumen que con-
tiene contribuciones de los principales especialistas europeos, presenta un in-
terés excepcional.

Es interesante mencionar que al final del Coloquio, los asistentes al mis-
mo enviaron, como acto de homenaje, el siguiente mensaje al Prof. Elie Car-
tan: ‘‘Al clausurar el Coloquio de Topologia celebrado en Bruselas del 5 al 8
de junio de 1950. los participantes expresan su profunda admiracién al Prof.
Elie Cartan, cuyos trabajos han abierto el eamino a la mayor parte de las in-
vestigaciones expuestas en el transecurso de las reuniones’’. Merecido reconoeci-
miento a la obra inmortal del gran geémetra franeés, cuyo reciente falleci-
miento deplora toda la Ciencia Mateméitica y cuya obra —al decir de André
Weil— es fruectifera simiente cuyo desarrollo precisari la labor incesante de
varias generaciones de mateméticos.

L. A, Santals

H. Hassr, Hohere Algebra, Vol. I (Lineare Gleichungen) y Vol. II (@Qlei~
chungen héheren Grades), Sammilung Goschen vols, 931-932, 1951,

Se trata de la tercera edici6n de los bien conocidos libritos de Hasse sobre.
Algebra Superior de la coleccién Goschen. El contenido del vol. I es el si-
guiente: a) Anillos, cuerpos, dominios de integridad; b) Grupos; e) Algebra
lineal sin determinantes; d) Algebra lineal con determinantes. Las partes a).
y b) comprenden las definiciones y propiedades complementarias que caracte-
rizan el flgebra moderna y que son luego utilizadas constantemente en toda.
la obra. La parte ¢) trata de los sistemas lineales, dando eriterios para la
existencia y ntimero de soluciones, pero dejando el chleulo prictico de las mis~
mas para la parte d), eon ayuda de los determinantes como es usual. En la
parte d) se estudian los determinantes de manera completa, desde su defini-.
ci6n hasta su utilizacién en la regla de Cramer.

El vol. II estd dedicado a la teoria de ecuaciones propiamente dicha. El
indice de los capitulos dari idea del contenido: a) El primer miembro de las:
ecuaciones algebraicas; b) Las rafces de las ecuaciones algebraicas; ¢) ElL
cuerpo de las rafces; d) La estructurh del cuerpo de las raices; e) Solucién
de las ecuaciones algebraicas por radicales,

Es interesante como en el breve espacio de los dos tomitos el autor he
conseguido incluir tanto los conceptos fundamentales del 4lgebra moderna co-
mo, desde este punto de vista, una exposicién completa de la clisica teoria de.
Galois.

L. A. Santals
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W. GorpoN WELCOHMAN, Introduction ito Algebraic Geometry, Cambridge Uni-
versity Press, 1950, 350 pfgs.

Evidentemente que todos los conceptos previos al estudio de una deter-
minada disciplina pueden considerarse como una ‘‘introduceién’’ a la misma.
Sin embargo es costumbre reservar la palabra ‘‘introduccién’’ a una teoria
X, ya sea a un conjunto de propiedades en cierto modo elementales euyo des-
arrollo y generalizacién es precisamente el objeto de la teoria X (por ejemplo
la, Introduccién a la Geometria Algebraica de Van der Waerden), ya sea a
un conjunto de conocimientos superiores que la teoria X necesita de manera
esencial para su desarrollo (por ejemplo los excelentes libros de Hodge-Pedoe
y B. Segre sobre los métodos de la Geometria Algebraica y la Geometria Su-
perior respectivamente). En cambio el libro de Welchman que resefiamos es
még propiamente un libro de geometria . analitica-proyectiva, o, si se quiere,
de ‘‘complementos’’ de geometria analitica. Ninguno de los capfitulos que se
suelen considerar como integrantes de la Geomctria Algebraica (puntos singu-
lares de las curvas, férmulas de Pliicker, transformaciones birracionales, geo-
metria sobre una curva...), son tratados en la obra, ni el contenido de la
misma puede considerarse como mnecesario para su ulterior estudio.

Segtin dice el Autor, ‘‘este libro contiene un estudio de la teoria de las
c6bnicas mediantes técnicas que tienen un extenso campo de aplicacién. El ob-
jeto del libro es introdueir al alummno lo més rfipidamente posible al estudio de
las configuraciones, lugares geométricos y transformaciones en los espacios de
3, 4 y 5 dimensiones’’., Efectivamente estos objetivos, que no eran de prever
dado el titulo de la obra, son log Gnicos tratados y aun sin en general salirse
de casos elementales y de los métodos clisicos de exposicién.

Los tres primeros capfitulos contienen las definiciones elementales de ra-
zén doble, coordenadas proyectivas y aplicaciones a la geometria proyectiva
sobre la recta. Bl Cap, IV es un estudio de la geometria proyectiva de las
cénicas hecho analiticamente. En el Cap. V se tratan las configuraciones usua-
les: cuadrilitero completo, teorema de Desargues, trifingulos homolégicos, po-
lo y polar. El Cap. VI estudia ciertas propiedades métricas de las cénicas, en
general interesantes y bien seleccionadas, deducidas como  caso particular de
propiedades proyectivas. El Cap, VII trata de manera en parte proyectiva y
en parte analitica las homografias sobre una cénica y sus principales aplica-
ciones, El Cap., VIII considera las distintas posiciones relativas de dos c6ni-
cas de un plano, analizando con mucho detalle algunos casos particulares inte-
resantes (cénicas autoconjugadas, pares de cémicas reciprocas respecto de una
tercera, ete.) y en el Cap. IX sigue con el estudio de las cénicas relacionadas
con un par de cénicas dadas, trifingulos de posicién especial respecto de las
mismas e invariantes de dos cénicas, con algunas aplicaciones métricas y breves
nociones de polaridad en general. El Cap. X trata de las correspondencias
(2.1) y (2.2) sobre curvas racionales, principalmente entre los puntos de una
cbnica, detallando minuciosamente la clfsica aplicacién al problema de Pon-
celet sobre la construceién de un poligono inserito en una cénica y eircuns-
crito a otra. El Cap. XI se ocupa de obiener nuevamente algunos resultados
sobre cénicas utilizando la representacién de las mismas como producto de
matrices, Finalmente, el Cap. XII trata de los invariantes y covariantes pro-

3
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‘yectivos de las formas 'de % variables, con especial atencién, como siempre, al
caso de las formas cuadréiticas de 2 6 3 variables.

La exposicién es en general clara y la repetida consideracién de casos
particulares contribuye a un mejor entendimiento del instrumental analitico
utilizado.

En resumen, prescindiendo del titulo y considerando la obra como un es-
‘tudio analitico-proyectivo de las cénicas, con ligeras referencias a puntos de
vista més amplios, puede ser Gtil y recomendable,

L. A. Santals
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