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EL SIMPOSIO DE MATEMATICA DE 1959 

En la s,emana del 20.al 25 de julio de 1959 se oelebró en la 
Facultad de ciencias exactas y natunales de Buenos Air,es, por 
iniciativa del Centro de Cooperación Científica de la UNESCO 
para América latiiTba y de ,es,a F.acultad, el tercer simposio s,obre 
el te~a «Sob".,e álgu'rLos pr,oblemas matemáticos que sle están 
estudbClJndo en Latinoamtérica» , al que asistió un seZect,o, grupo 
de miatemáticos extmnjeros y nacionales. 

La Unión MatemlQ,tioa Argentina se complace en dedicar un 
, número especial de su Revista a la publicación de la mayoría 
.de los trabajos presentados al Simposio, esfuerzo que ha sido 
posible gracias a la ayuda económica del Centro de cooperación 
científica, de la Facultad de ciencias de B. A ir,es , y del Consejo 
Nacional de investigaciones científicas y técnicas, ayuda que la 
Unión Mdtemátcia Arg,entina vimmente agnadeoe. 

A continuación s.e tnanscriben los discursos pronunciados 
en la Sesión inaugural del 'simposio. 

Discurso del Dr. JUAN IBAtVEZ GOMEZ, l)ire.ctor del· 
c.entro de Coopenación Ci,e¡¡,tífiaa de la UNESCO para América 
Latina. 

Al Inaugurar 'este Symposium de Matemáticas, el Cent.ro de 
Cooperación Científica de la UNESCO para América Latina" 
expresa por mi intermedio sus mej;>res augurios y está *'guro 
·d.'eléxito de sus conclusiones lo mismo que del útil contacto que 
estaMecen los hombres de ciencia latino-americanos a través de 
una disciplina en común. 

Sería obvio 'en 'esta reunión de distinguidos 'especialistas ex
plicar el impacto y la importancia crecientes de la Matemátic.a 
en la Ciencia, la Técnica y, en general, en toda la vida moderna, 
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importancia que, al correr del tiempo hace cada vez má" aoer-· 
tada la afirmación de Whitehead, al decir que «la ciencia de 
las Matemáticas puras en su desarrollo moderno puede pretender 
ser la creación más original del espíritu humano». 

El Gentro de Cooperación Científica de UNESCO para Amé
ca Latina ha pl'estado, por eso, desde su fundación en 1949, una 
atención pl'eferente al desarrollo de las ciencias básicas en nuestra 
l'egión dando a las Mat'emáticas la prioridad que le corresponde. 

La primera actividad del Centro en el campo de la Matemá
tica latinoamericana fue la de recurrir a los especialistas de la. 
l"egión para discutir juntos los problemas que estaban inv'es
tigando, lo que originó una serie de Symposia que lLevaron el 
titulo de «Algunos problemas matemáticos que se están estu
diando en Latino América» para indicar claramente la intención. 
de los mismos que perdura en la actual reunión. 

El primero tuvo lugar en Punta del Este, Uruguay, en Di
ciembre de 1951, y a él concurrieron especialistas de Argentina, 
Brasil, ChHe, Cuba, México, Paraguay, Perú y Uruguay. El se
gundo tuvo lugar en Villavioencio y Mendoza, Argentina, en 
Julio de 1954 con asistencia de matemáticos de Argentina, Bo
livia. Brasil, Colombia, Cuba, México, Perú y Uruguay y las 
ponencias y discusiones dieron origen a dos volúmenes publi
cados por nuestro Centro, que tuvieron difusión ·en todo el mundo. 

Una vez en marcha estas actividades el Centro de Montevi
deo amplió sus preocupaciones en el desarrollo de las Matemá
ticas '?JI. la Región, pasando al terreno de las Universidades y con 
tal fin organizó una serie de Cursos de Perf.eccionamiento para 
prof.esores universitarios de Matemáticas. 

El primero de ellos tuvo lugar en Mendoza, en febrero y 
marzo de 1955; el segundo en México en enero y febrero de: 
1956; el teroero en La Plata, Argentina, ·en 1958 y'el cuarto 1811 

Bogotá, Colombia, también el año pasado. 

Para el mejor logro de los fines propuestos con este tipo> 
de actividades nuestro Centro encargó al Dr. Antonio Monteiro> 
para visitar algunos países latino americanos y recoger datos. 
sobDe sus respectivos ambientes matemáticos, sus problemas y 
sus ;necesidades. Su viaje dejó valiosa' información concretada 
en un minucioso informe que constituye valioso instrunlento
d·e trabajo. 
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En el afán de que estas actividades tuviesen una acción oon
tinuada 'en ,el tiempo, se proyectó una prolongación del Curso 
de Perfeccionamiento de Mendoza en forma de Grupos interna
cionales de estudio forma,dos en cada país por los asistentes al 
curso y dirigidos cada tillO por los prof.esores del mismo. Se 
organizaron tres grupos: uno de Topología, otro de Algebra 
moderna y un tercero de Lógica matemática. 

Lamentablemente, por razones ajenas a nuestra voluntad, 
esta iniciativa no tuvo los frutos esperados, pero sin embargo, 
esperamos que ahora se produzca el ambiente necesario para' que 
esta iniciativa prospere. ' 

Esto nos demuestra que la difícil técnica de la cooperación 
científica es algo digno de someter también al método experi
mental oonsiderando los muchos factores que la integran desde 
lo individual a lo colectivo. 

En esta breve revista de nuestros esfuerzos por la ciencia 
matemática, pueden Uds. ver el fervoroso deseo de servir una 
disciplina que es una de las piedras fundamentales de cualquier 
dencia. 

Así aunando voluntades, captando ideas y generosos impul
sos se abrió campo en un terJ:leno abonado a la idea de un Central 
Hegional de Matemáticas para América Latina que hoy consti
tuye una promisoria realidad. 

Ya en las sesiones finales del Symposium de Mendoza, dedi
cadas a discutir problemas de carácter general sobl'e el des~T1'IO
no y perf.eccionamiento de las Matemáticas en la América La
tina, nuestro Centro propuso la idea de fundar un Centro Regio
nal de Matemáticas para Latino América con la cooperación de: 
UNESCO. Su núdeo básico habría sido el Instituto de Mate
máticas de la Universidad de Mendoza que, en aquel entonc,eg; 
-según dijera el Profesor Rey Pastor en la conferencia inau
gural del Symposium- «reunía un grupo de especialistas que 
permitía vaticinar que, esta ladera de los Andes, a la que se ha 
trasladado el baricentro matemático del país, irradiará honor y 
prestigio universal para la República Argentina». 

Desde entonees han pasado algunos años, pero aquellas ideas' 
surg'en hoy, vivificadas para demostrarnos que todos los esfuerzos 
anteriores no fueron en vano, cuando la Universidad de Buenos 
Aires en uno de los momentos de mayor afán realizador de su 
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historia' ha logrado concretar la: madura idea en una' entUsiasta 
realidad que contó con el amplio apoyo de la 'UNESCO: 

Mucho esperamos de este nuevo Centro Regional 'para él 
progreso' de las Matemáticas Latinoamericanas y a él' debemos 
prestarle desde todos los ángulos nuestro más franco y decidi
do apoyo. 

Este Symposium que hoy inauguramos bajo los mejores 
auspicios y con la asistencia de distinguidos especialistas hará en 
las sesiones corr,espondientes un análisis ele los problemas de 
organización y funcionamiento del flamante Centro que hoy ve
mos nacer. El Centro -de Montevideo espera atento lasconclu
siones para considera.rlo ,en lo qU!e haoe relación al mejor desen
volvimiento a las actividades matemáticas en la Región. 

En nombDe de la UNESCO quiero agr,adeoer a las ilustl'e,g 
autoridades universitarias argentinas y a los distinguidos especia
listas nacionales y extranjeros el honor de su asistencia sin cuya 
coláboración no sería posible el éxito de este Symposium. 

Discurso del Dr. ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ, 
Di"ector del Cen.tro Regionlal de Matemátioa para Améric:a 
Latina. 

Señor Rector, señor Director del Centro de Coope~ación 
Científica para América Latina de la UNESCO, señor Presidente 
de la Academia de Ciencias Exactas, Físicas y Naturales, señor 
Presidente de la Academia de Ciencias Exactas, 'Físicas y Na
turales de Lima, señor Representante del Consejo de Inv,estiga
ciones de las Fuerzas Armadas, señora H.epresentante de la S,ac
ción Cultural de la Embajada de Francia, señores colegas 

S.eñoras y señores: 

Es esta la tercera vez que, apadrina el Centro de Coopera.ción 
Científica para América Latina de la UNESCO estas reuniones 
que congregan a los matemáticos de nuestro continente. Fue la 
primera en Punta del Este, de recuerdo inolvidable; reunión 
magníficamente organizada por el entonces Director, del Centro 
de' Cooperación Científica, nuestro querido amigo el doctor Angel 
Establier, verdadera alma del S'imposio, con la muy eficaz Cüo-
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peración de nuestros colegas del Instituto de Matemática y Es
tadística de Montevideo, y muy en particular del prof.esor La
guardia, hoy afortunadamente entre nosotros ;el segundo ~: Sim
posio sobre algunos problemas matemáticos que .se lestán estu..; 
diando en Latinoamérica» se realizó. en Villavicencio, y 'en esa 
ocasión fuimos huéspedes de la Universidad de Cuyo y de nues':". 
tros colegas del Departamento de Iny.estigación Científica, que 
ahora son nuestros colegas, a secas, pues se han incorporado la. 
nuestra Facultad de Ciencias casi en bloque; y de la labor rea
lizada ,en' ambas ocasiones ha quedado constancia en sendos vo
lúmenes que reúnen las .ponencias presentadas. 

No se crea sin embargo que I esos dos nutridos tomos, . donde 
abundan las aportaciones originales a nuestra ciencia, reflejan 
cabalmente el significado y la trascendnecia de estos Simposios 
para el desarrollo de la matemática en América Latina. Por su
puesto que el fin último que persigue UNE seo . con el au'Spicio 
de estos congresos no es otro que el progreso de la matemática,. 
y que de este progreso son fidelísimo y en realidad único expo
nente la calidad de los trabajos que se publiquen en nuestros 
países. Pero el objetivo inmediato, por suphesto no incompati
ble con el primero sino que lo presupone, es otro; a saher, des
terrar el aislamiento en que trabajan los matemáticos de nuestrqs 
países; dar pie a que se cambien ideas y se estabLezcan contactos 
que en definitiva plasmen en intercambio de p.ersonal científico 
entre nuestras Universidades e Institutos. 

A la consecución de tales objetivos han contribuí do muého 
los dos Simposios ant~riores; por eso decía hace un momento 
que su trascendencia no ha quedado fielmente reflejada en los 
dos hermosos volúmenes publicados por UNESCO. 

y ya que me he referido a este . particular significado de los 
dos Simposios anteriores 'en el importantísimo campo de la coope
ración científica latinoamericana, deseo decir que tengo grandes 
esper·a¡nzas de que le toque a le8re tercero 'el privil,egio de cimentar, 
sobr'e sólida base de amistad y colaboración latinoamericana, pro
yecto que de tener éxito puede muy bien significar la vealiiación 
efectiva, a corto plazo; de los desidé'rata antes enumerados. Me 
refiero al Centro Regional Latinoamericano de Matemática, que 
ustedes ya conocen; al cual le asignamos tanta trascendencia que 
dos de las sesiones de este Si~p~io estarán dedicadas a debatir, 
con el concurso de los más distinguidos matemáticos de Latino-
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amenca, aquí presentes con pocas excepciones, los problemas que 
su organización plantea. 

La idea de un Centro Regional de Matemática para América 
Latina no 'es nueva entre nosotros. Fue lanzada por Cotlar y 
Monteiro en la época en que ambos trabajaban en el Departa
mento de Investigación Científica de la Universidad de Cuyo, 
junto con otros distinguidos matemáticos.' Fruto de sus esfuerzos 
fueron, entre otros, los cursos de matemáticas para prof.esor66 
de América Latina, que se dictaron en Mendoza con notable 
éxito bajo 'el auspicio del Centro de Montevideo (y que luego 
se repitieron el año pasado en La Plata), con la cooperación 
entusiasta de su Director, doctor Ibáñez. Pero los tiempos eran 
difíciles y la idea no plasmó. Sin embargo, la semilla ·estaba 
echada. El año pasado retomamos la idea aquí en Buenos Aires, 
animados por el suceso notable del curso de~ prof,esor Laurent 
Schwartz, auspiciado por UNESCO; curso que tuvo carácter 
internacional, y que fue algo así como el prolegómeno del Cen
tro Regional, pues a él asistieron varios científicos de los países 
hermanos, invitados por la Universidad de Buenos Aires, cuyo 
Rector es propulsor entusiasta de la cooperación latinoamericana 
en todos los campos, y muy en particular en el campo de la 
ci:encia. La Facultad de Ciencias redactó un proyecto, que fue 
aprobado por la Univ,ersidad de Buenos Aires, y considerado en 
el seno de la X Conferencia General de UNESCO, realizada 'en 
París en noviembre del año pasado. No logramos todo lo que 
pedíamos, pero logramos mucho; y puede decirse que las bases 
del Centro Regional están echadas. Disponemos de diez becas, 
por el término de dos años, que serán concedidas por UNESCO 
de acuerdo con el dictamen del Centro de Cooperación Científica 
de Montevideo y el Director del Centro Regional. Además, tene
mos aiSeguradas la venida de cu,atro matemáticos .. ·de primera 
línea que trabajarán en el Centro Regional durante este año y 
el año venidero. Son ellos los profesores Kahane y Ehresmann, 
que vendrán este año, y los profesores Zygmund y Salem. que 
nos visitarán el año que viene. Además, la Univ,ersidad de Bue
nos Aires ha' invitado a nuestro compatriota. e~j>rofesor Alberto 
Calderón, que estará entre nosotros ,en septiembre pr.óximo. 

Deseo destacar el extraordinario apoyo que ha prestado a 
la idea la Universidad de Buenos Aires; la cual, entre otras 
cosas, se hará cargo de los gastos de estadía de profesores y 

----- ..... _-..... -
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becarios, corriendo por cuenta de UNESCO lOiS gastos de ,pasa
Jes. Pero no basta con el apoyo, material y moral, de UNESCO 
y de la Universidad de Buenos Aires. El Centro' Regional es 
-esencialmente latinoamericano, y necesita de manera esencialí
sima de la cooperación de todos los matemáticos del continente, 
que serán sus m~jores propulsores .. y propagandistas en sus res
pectivos países; .y aspiramos a. que esta cOQperación sea parti
cularmente estrecha . con nuestros hermanos uruguayos, con los 
·cuales será especialmente fácil establecer intercambios que re
dundarán en beneficio de todos; y consideramos en 'definitiva 
que la institución que está dando ahora sus primeros pasos 
permitirá a Brasil, Méjico, Uruguay y Argentina, que son de 
nuestros países aquellos que van a la cabeza en cuanto a mate
mática se refiere, prestar valiosísima ayuda a sus hermanos me
IlOS adelantados. 

Para terminar, deseo agradecer. efusivamente la cooperación 
prestada a este proyecto por el Director General de Cultura, 
Illgeniero José Babini, por el señor Rector de la Univerc:;idad, 
doctor Risieri Frondizi, y por nuestro querido Decano, a quien 
un accidente de automóvil, felizmente sin consecuencias, ha im
pedido participar en esta reunión. Finalmente,. nada más justo 
que expresar nuestro agradecimiento al Director del Centro de 
Montevideo, que ha colaborado entusiastamente en la realización 
de este tercer Simposio. 
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'OPERACIONES POTENCIALES GENERALIZADOS 

Y SUMAS ORTOGONALES 

por MIS<;J.HA COTLAR 

(Instituto Matemática, Buenos Aires) 

Esta ponencia' es un resuman, sin demostraciones, de resul
tados y problemas referentes a una generalización de los opera
dores potenciaLes (*). Algunos de los enunciados SOtll poco precisos 
y ,explícitos por tratar&e de resultados no definitivos, cuyas de
mostraciones están aún en elaboración. 

Sea LP(En) el conjunto de las funciones medibles f(x) 
definidas en elespacioeuclídEl'o En = {x} tales que 

IIfllp(n)=llfllp={] If(X)IPdxr/p <00, (1) 
En 

donde x = {;1 ... ;n}, Y dx = d ;1 ... d;n es la medida de Le
hesgue. Se dice q~e h = Tf .. es un operador de tipo (p, s), o 
más pr,ecisamente de tipo (LP(En), Ls(Em», si T hace corres
ponder a toda función f de L~(En) una función h de ú(Em) 
de modo que 

(2) 

siendo M una constante fija independiente de f; el mínimo\ M 
para el cual vale (2) es la norma de T. Para toda función h 
definida en Em y todo a>O sea D(h; a) la medida (m-d.imen
sional) del conjunto Ea de los puntos donde Ih(x) I >a. Si 
s<oo, se tiene evidentlemente (lIhlls)s>as lEal =asD(h; a). Lue
go si se verifica (2) entonces con más razón se Vlerifica 

(2a) 

pero no recíprocamente. Por eso, si s < 00 , diremos con Zyg
mund [1] que T es de tipo débil (p, s) si se v'erifica (2) para 

(*) Las cuestiones aquí resumidas han sido tratadas detalladamente en. 
seminarios en el Instituto Matemático de Buenos Aires y en la Wáshington. 
University de Saint Louis en 1958 y 1959. (Ver [8]). 

,. 
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todo a > O Y toda 1 de LP. Si s = 00, entonces por definición 
tipo débil (p, s) es' lo mis~o que tipo (p, s). Si T es d3 tipo 
(o tipo débil) (p, s) se dice también que T es de tipo P donde 
P es el punto del plano de coordenadas (l/p, l/s); si p, s;;:;; 1, 
entonoes P es un punlto del llamado cuadrado ~e los tipos . . Los 
puntos de la diagonal principal do dEÍ este cuadrado se caracte
rizan por la condición p = s, y los de la otra diagonal dI por 
la condición l/s + l/p = 1, es decir s = p' = p/(p -1). Análo
gamente se define el tipo' (LP(Dn), Ls(Dm», donde Dn .. c::.En., 
Dm.L. Em son conjuntos acotados. 

Dado un operador T uno de los problemas fundamenta1es 
que se presentan es determinar los puntos P tales que T es da 
tipo P. AqUÍ consideraremos este problema para el caso cuando 
T es un operador potencial de M. Rhesz, o integral fraccionaria, 
de orden 1(*): 

TI=¡''(n(~)=Cyn J I(t) Ix-,tly-ndt=l* Itly- n, (3) 
En 

O<I<n, Cyn=r((n-I)/2)lnn/22Y r(I/2). (3a) 

Más aún consideraremos operadores potenciales generalizado.~ 
cuya definición pasamos a dar. Para explicar el origen de esta 
definición recordaremos antes como se definen las transformadas 
de Hilbert n dimensionales, cuya teoría está Íntimamente vin
c;mlada a la de los operadores (3). La transformada de Hilbert 
ordinario o 1-dimensional, corresponde al caso n = 1, 1 = O, en 
(3), y se define como 

- f f(t) /01= x-t dl=I*(l/t)= f*NQlJ (4) 

El 

siendo esta integral singular definida como valor principal (cfr. 
[2], [3]). Observemos 'que el núcleo N (t) = N 01 (t) = lit está ca
racterizado (salvo constante) pqr las. dos propiedades siguientes: 
N (at) = a-1 N (t) para todo a> O, Y la integral de N extendida 
al conjunto 1 < I t I < 2 es' nula. Por eso para " n> 1 la trans,.. 
formada n-dimensional de Hilbert ,sé define ([ 4~, [5]) como 

(*) Usaremos notaeiones veetoriales: ro + !I = (~l +"r¡¡, ... ~n+"ljn ), (a;, y) = 
pro dueto esealar de a;,Yila;I"= (a;,a;) i * indicará el produeto de eonvoluei6n. 
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fo~· = ! * Non donde N = Non es un núcleo tal que N ( ax) = a-n 
N (x) para todo a> O, Y todo x de En, y la integral de N 
extendida al anillo 1< Ixl <2 es nula. Si .2;= {x'} es la es
ra unitaria de En, si para todo x es x'=x/lxl y si w(x') -·es 
la función definida en Z; por w( x') = Non (x'), entonces 

(4a) 

y la integral de w sobre 2: es nula. w( x') se llama caracbe
l'ística del opeTlador (4a). Hay pues tantas transformadas ela 
Hilbert en En como funciones w( x') con integral nula, mien
tras que en El hay esencialmente una sola transformada de 
Hilbert. 

Llamar,emos operadores de Hilbert generalizados [6] a. los 
operadores H on! = ! *J(on cuyo núcleo verifica la propiedad 
homogénea solo para un valor de a, pongamos a = 2 : Kon(2x) = 
2-n [(on( x), siendo además nula la integral de Kon extendida 
al anillo 1 < Ixl < 2. Kon queda determinado por sus valores en 
l<lxl<l: si k(x)=Kon en 1<lxl<2 y cero en los demás 
x, entonces Kon(x) = 2: 00

_..0 2-ni k(2-ix), siendo nula la integ
gral de le. 

Volviendo a 10ls operadores (3), observ·emos que su núc1eo 
N=Noy = Ixly-n verifica N(ax) = ay-n N(x) para todo a>O. 
Llamaremos pues operadores potenciales generalizados [7] a los 
operadores de la forma 

(5) 

cuyo núc1eo verifica la propiedad homogénea solo para a = 2: 

(5a) 

Poniendo k(x)=KYn en 1< Ixl <2 y nula en el resto, tendremos 

(6) 

Si 'Y> O la integral de k( x) no necesita ser nula, más bien es 

k >0; Poniendo ki=-k¡y(x) =2(y-n)i k(2-¡ x) podemos escribir 

Kyll(x)=ZJ"'_ooki(x), HYII!=ZJoo_oo!*ki, (6a) 

k(x) se llamará. núcleo generador y los ki núcleos generados 
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por k. En el caso de los operadores de Hilbert ordinarias el nú
deo generador verifica las condiciones sigu1entes: a) k(x) es 
nulo fuera de Ixl < 2; b) k es integrabl'e con integral nula; c) 
k(X)ELip(l,l), es decir 1I1cll(1,1)<oo, donde Ilkll(p,y)(*) es la 
mínima constante e tal que IIk(x + h) - k(x)ll p < elhl Y• Por eso 
también en el caso de los operador,es H on generalizados impo
nemos al núcleo generador las condiciones a) - c). Entonces los 
núcleos generados verifican la condición b) Y las: a¡) k¡ es 
nulo fuera de Ixl <2i; e¡) IIkdb,l) <2-¡e. Análogamente al nú
c1eo de Hyn le imponemos las siguientes condiciones, que se ve
rifican 'en caso de los operador,es (3) ordinarios: a') k es nulo 
fuera'de 1<lxl<2; b')k es >Oe integrable; e') kE Lip(l,l). 
Entonces los, núcleos generados verifican: al) k¡ es milo fuera de 
2i < Ixl <2¡+1; bl) IIkdl1 < 2i"( e; el) 11 kili (1.,1) < 2(y-1)¡ e. 

Llamaremos operadores potenciales generalizados * a los 
!Operadores de la forma II Yn f = x, 00 -w f *k¡, donde {k¡} es una 
sucesión cualquiera de núcleos que verifican a{) - e{). En par
ticular, para y = O, tendremds los openadOlles de II ilbe.rl gene
ralizados *. Más aún, las condiciones a¡) - e¡~ implican (ver [6]) 
que los k¡ son easi ortogonales en el sentido de que 

IIk¡tj * kill 1 < 2-¡ ti, si j> O. (7) 

Análogamente ai') - el) . implican (ver [8], cap. 2) que los k¡ son 
casi ortogonales en norma (1, 2 y), es decir 

(7a) 

Dir·emos que un operador Hy es una sum~ y - ortogonal si 
Hrr=iI .... "'-""f*lci Y los k i verifican (7a). En particular los 
O-ortogonal,es son los que verifican (7). Así pues los operadores 
potenciales generalizados con ca.so particular de los generali
zados *, y :estos casos' particular de las sumas y-ortogonales. 
Para destacar el 'sen'tido de estas generalizaciones observ·emos 
que mientras en las transformadas de Hilbert los valores del 
n'úc!,eo Non pueden ,eligirse arbitrariamente tan sólo sobre 
la superficie esférica .2;, en las transformadas de Hilbert 
g¡eneralizadas los valores del núcleo [(on pueden élegirse ar-

<-> Esto siT ~ 1. Si T > 1, T = T' + T" ,T' = entero, T " s;: 1, decimos que 1G 

E Lip (p, T ) si 1G tiene derivadas absohitamente contmuas hasta el orden T' 
y la del'ifada de orden T' pertenece a Lip (p, T"). . 
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bitrariamente en la esfera sólida Ixl < 2. Por eso las transfor
madas de Hilbert . generalizadas forman una familia más amplia e 
incluyen también a los operadores del tipo de Fejer o ergódicos 
(Vler [6]). M:ucno más amplia aún es la familia de los operadores 
generalizados * donde tenemos infinitos núcleos arbitrarios k¡ 
que deben verificar al) - el). Resulta, que las propiedades bási
cas de los operadores potenciales ordinarios valen también para 
Los generalizados *. Más aún, una parte de las mismas (que 
corr.esponden al caso s = p') valen para las sumas y-ortogonales. 
Pasamos a resumir estos hechos y algunos problemas que se les 
vinculan. 

A) Calderón y Zygmund probaron (extendiendo a En re
sultados clásicos de El, debidos a Privalov, Lusin, M. Riesz y 

Kilmogorov [9]) que la transformada de Hilbert Jan existe como 
valor principal para toda lE LP,l < p <00, y que el operador 
correspondiente es de tipo (p, p) si 1 < P <oo~, y de tipo débil 
(1,1), [4]. O sea los operadores de Hilbert son de tipo p para 
todo punto P interior de la diagonal do = Aa Bo, siendo de tipo 
débil en el extremo Bo=(l,l). Todos estos resultados valen 
también [6] para los operadores de Hilbert generalizados *. Más 
aún, si p=2 ellos. valen también para las sumas' O-ortogonales 
(p = 2 corresponde a la intersección de do con dJ ('*'). (Cfr. 
Nota. I). Para nosotros es de especial interés el siguiente 

Pro b 1 e m a 1. Determinar para que otros valores de p, 
p -=-/= 2, son las sumas O-ortogonales de tipo (p, p), o de tipo 
débil 1, Y si es posible generalizar el concepto de O-ortogona
lidad de modo que esto valga para todo p. 

E. Oldander está considerando [10] algunas aproximaciones 
al problema 1, usando la siguiente fórmula que generaliza la 'ex
presión clásica del radio espectral: si T es un operador en LP, 
si (TI, g) ='(/, Tg) para todo par de funciones elementales, 
entonces IITII=límr~", (IIT{II)l/s donde s=l+rp', y T1/= 
T {[T( ITIIP-l sgn I]P'-l sgn I}. Fórmulas análogas valen en el 
caso general de operador·es de LP en LB. 

Para las cuestiones indicadas en E), I), y otras, puede r·esul
tar útil considerar sumas O-ortogonales continuas, dependientes de 

(*) Aprove.chamoB la oportunidad para corregir una errata de [6]' que 
puede' inducir a confusiones: al comienzo de la última linea de la página 47, 
falta la palabra "luego". 
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un parámetro continuo tEEm: Sea lf.(x)=k(t,x);tEEm,xEEn, 
una familia de núcleos tal que 1I'f./ * k;tslll < M2 e-l+sm ; 'entorices 

la suma continua (integral) Hf=f* (J kt(x)dt/J-) (/J-.=me

dida de Radón) es convergente para toda f y representa un ope..;. 
rador de tipo (2,2). A estos teOJ'lemaS sobre sumas O-ortogona
les se les puede dar una gran generalidad (cfr. [8], capítulo 2). 
Por ejemplo vale el siguiente teorema. Sea Vea) >0 una fun
ción decreciende de a> 0, W (a, b) una. función creciente en a> 0, 
y b>O, ¡..¡. una medida en Em, y {x,y} la medida-¡..¡. de la es
f.era de centro x y rado Ix - yl. Teorema: Si a cada x de 
En está asignado un operador hermiteano T(x), si para cada x, y 
los operadores T(x), T(y) permutan y verifican IIW(T(x); T(Y))II 
-< V( {x, y}), entonces 

ca 

11 f T(x) d¡..¡.11 < f V-l (W(a, a)) da. 
En O 

Si Vea) =ea-l,W(a, b) =ab, V-lea) =1 +loga/loge, ¡..¡.= 
medida discreta, obtenemos el teorema de las: sumas ortogonales 

B) Hardy y Littlewoocl (para n = 1, [12]), Sobolev y Thorin 

(para n> 1, [13], [14]), probaron que el operador potencial i "(n' 

dado por (3), es· de tipo (LP(En), Ls(En)) para todo p, s tales 
que 1/p-1/s=y/n, y/n<l/p<1. O sea el operador (3) es de 
tipo P para todo punto interior del segmento d"( que se obtie
ne trasladando do en y/n. Otras demostraciones de este teorema 
fueron dadas por Stein-VVeiss [15] y Du Plessis [16]. Zygmund 
probó[l] que este operador es de tipo débil (l,n/(n-y)), o 
sea de tipo débil 'en el extremo B de dy. Si Eme:. En, y si en 
(3) haoemos t varían en En y x en Em, entonces el operador 
(3) hace corresponder a funciones f( t) definidas en En funcio-

nes f"(n definidas en Em, de modo que cabe preguntar 'para 
que p,s este operador es de tipo (LP(En), Ls(Em)). Sobol'ev 
[4a] probó que el operador (3) es de tipo (T.-P(En) , Ls(Em)) si 
l/p- (m/n) (l/s)=y/n,y/n<l/p<l,m<n<m+y, o sea de ti
po P para todo punto interior al segmento d"(m que se obtiene 
rotando d"(con pendiente m/n. En realidad Sobolev probó un 
r,esultado mucho más débil, suponiendo que el operador se con
sidera sobre dominios acotados (es decir t, y x, . 'varían en (3) 
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sólo 'en dominios acotados y no en todo el espacio), y que P 
está encima de dym estrictamente, y propuso como problema el 
resultado que acabamos de enunciar. El problema fue r,esuelto 
por Ilin [17] (ver también Smolitzki [17 a ]). Sin conocer el trabajo 
de Ilin, Panzone y el autor [7b], (cfr. [7 a]), obtuvieron el mismo 
r,esultado por un método diferente que se aplica a situaciones más, 
generales, probando además que el operador es di! tipo débil 
(1, m/n - y) en el extremo del segmento. 'La misma situación 

se presenta si Em ~ En. Si f y ¡yn son considerados sobre do
minios acotados Dn.~ En, Dm.~ Em (de modo que la integral en 
(3) se extiende solo a Dn) entonces, según lo probaron Sobolev 
y Kondrachiev [15a], el operador es de tipo P para todo punto 
situado sobre o encima de dym; además si P está 'estrictamente 
encima de dYm el operador es también completamente continuo' 
(compacto); finalmente si 0< l/p < y/n entonces el operador 
(3) actúa de LP(Dn) en C(Dm) y es compacto ,(cfr. Nota 2). 

Todos estos resultados de Thorin, Zygmund, Sobolev y Kon
drachiev valen [7], [7a], [7b], para los operadoves potenciales ge
neralizados * Hyn, O < y <n. Estos resultados valen para sumas. 
:y-ortogonaLes si l/p + l/s = 1 (es decir si P está en la inter
sección de dy con d'), Y se puede extender un poco más el do
minio de los p donde estos resultados subsisten. 

Pro b 1 ,e m a 2. N o sabemos si para sumas .y-ortogonales. 
estos resultados valen para todos los p, y cual es el campo da 
su validez; falta además aclarar la compacidad del operador. 

C) De los resultados de B) resulta en particular que si fE LP" 

,entonces fyn,es integrable sobra todo compacto, luego la integral. 
(3) converge para todos los x salvo conjunto de medida nula., 

Más aún si m<n<m+y/p y Em~En, entonces fyn pertenece, 
a cierto Ls(Em) y por tanto los puntos donde la integral (3) 
no converge forman conjunto de medida nula m-dimensional en' 
todo subespacio Em (y esto es mucho más que decir que es de 
medida nula n-dimensional). Consideremos ahora los puntos de· 
div,ergencia contenidos en un conjunto m-dimensional pero no si
tuado 'en un mismo subespacio Em (por ejemplo, un conjunto. 
contenido en una suma numerable de superficies m-dimensionales, 
m < rn). Como se sabe, para tales conjuntos conviene usar las,. 
medidas fraccionarias de Hausdorff o la noción de capacidad .. 

.. ","""",,,,,,,,,, .. , ".~----------~ 
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Recordemos que un conjunto compacto B c: E tiene y-capacidad 
nula si para toda medida de Radón jJ. tal que ¡.t.( B) > O, ¡.t.(E-B) = O 
se verifica IIfly(x).II", =00 , donde f.íy=¡.t.* Ixl .... -n. Du Plessis[16] 
probó el siguiente teorema: Si y/n<1/p,p>2 y si fELP(En) 
entonces los puntos x en que la intagral (3) no conv,erge for
man $ conjunto de y' -capacidad nula, para todo y' > n-y p; 
si 1 < P < 2, entonces este conjunto es de (n - y p )-capacidac1 
nula. Introduciendo la noción de capacidad respecto de núcleo 
generales K .... n, el teor,ema de Du Plessis se extiende [7] a los 
operadores potenciales JI .... n generalizados *, así como a capa
cidad m-dimensional, Em.c:En. En el mismo trabajo Du Plessis 
probó el siguiente teorema, que Hardy y Littlewood [12] demos-

traron para n= 1: Si fE Lip~, O < ~ < 1, entonces frn E Lip(y + ~), 
0<1+ ~ < 1; si fE LP(En), p> 1, l/p + l/n > y/n > l/p, enton-

ces hnE lip(y-n/p). Para n .1 Hardy y Littlewood dieron 
varios otros teoremas de este tipo (generalizados a n> 1 en [7]), 
por ,ejemplo: fE LP(En) implica f .... nfLip(P,y) si O<y<1. 
También estos teoremas se extienden a los operadores potencia
J,es generalizados * [7], así como al caso de clases Lip ~(Em), m < n. 

Pro b 1 ,e m a 2a. Determinar la estructura de loa conjun
tos de divergencia de las sumas y-ortogonales, así como la vali
dez para estas sumas de los teor.ernas ref,e.ren~es a las clases Lip. 

D) Si, en vez de normas tomadas respecto de la medida de 
Lebesgue dx, se consideran normas vespecto de meddias pon
deradas Ixl a dx, entonces hablaremos de tipos (LP (En); Ixl a dx) ; 
Ls(Em, Ixlbdx)). En casó de un dominio Dc:En se usa en vez 
de Ixl a un peso o( x) que tiende a cero, al tender x al contorno 
de D, con «velocidad» Id(x) la, d(x) = distancia al contorno. 
Hard)' - LittJ,ewood [12] probaron para n = 1 que los operadores 
(3) son del tipo (LP(En), Ixlbdx); Ls(En, Ixl~'dx) si 1/p-1/s 
~ I/n - (a + b) ; Stein - W ciss [15a] extendieron este teorema a 
n > 1, que se reduce al teorema de Thorin - Sobolev si a = b = O. 
~n un trabajo en preparación, E. Ortiz y el autor [22] prueban 
que los resultados más precisos de Sobolev (para Em c: En, com
pacidad, tipo débil, etc.), se extienden al caso de tates pesos. 
E. Stein (para n> 1, [23]) Y Babenko. (n = 1, [23a]) probaron 
.teoremas análogos para las transformadas de Hilbert. Todos estos 
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teoremas valen para operadores (potenciales o de Hilbert) gene
ralizados *, y parcialmente para las sumas ortogonales. 

Kanlarovich [18] mostró que los resultados «más débiles) de 
Sobolev ;..,~KoQndrachev (para dominios compacto.3 y P encima 
de dy) pueden deducirse de teoremas generales sobre operadores 
integrales, que extienden un teorema de Young (ver [8], cap.' 4). 

Pro b 1 e m a 2b. Examinar para estos operador,es integrales 
los tipos débiles, teoremas de capacidad, tipos ponderados, así 
como los teoremas de Horvath que se mencionan en F), Y de las 
clases de .sobolev que se mencionan len E). 

E) En [4] Calderón y Zygmund imponen al núcleo Non 
(o a su función característica w( x')) ciertas coniciones de con
tinuidad uniformes. En [4a] elloJ prueban que es suficiente exe
gir I w Ilog(l + I w 1) E V (Z:) (si p> 1; , el caso p = 1 no está 
aclarado). Más aún ellos extienden los teoremas de A) a los ope
radores f * N con N ( x) = Non (x) tP ( Ixl ), donde Non es como 
antes y tP es una transformada de Fourier, Stieltjes. En una 
nota de próxima publicación, E. Oklander'y el autor dan otra 
demostración de estos resultados, basada en el siguiente teorema 
general. Dada una función w( s) sobre z: y para todo s E z: 
un operador T:sI, definimos al operador radial (cfr. 4a) 

Hf = J w( s) Ts f ds. Bajo condiciones' generales sobre w y T, 
11 

si los T s son de seudo-tipo «uniforme» (ver definición en G)), 
y si los 1's son de tipo (p, p), resulta que Hf es también de 
tipo (p, p). Este teorema puede aplicarse también a operadorl{)s 
de Hilbert generalizados, y estamos considerando oon Oklander 
el siguiente 

Pro b 1 e m a 3. Extender (mediante el teorema de opera
dores radiales), los resultados de [4a] a transLormadas de Hilbert 
generalizadas *. Idem para los operadores potenciales generali
zados *, y examinar sistemáticamente las propiedades de los 
operadores radiales arriba definidos. 

Los operadores de Hilbert son casos particular.es de las in-

tegrales singulares de la forma ([4a], [5]) Hf= f f(y) [((x, y) dy, 

donde [(=N(x,x-y), siendo N(x,az)=a-nN(x,z) para todo 
a> 0, y 'la integral de N ;sobre I z I = 1 es nula. Más gerieral-
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~ente en [4a] se consideran nucleos. de 11\. formB: K.= N (x, x -:- y) \~ 
(1 x - y 1). Calderón y Zygmund demúestran [4a] que bajo 
Ciertas condiciones generales . estos .op:eradores son de 'tip~ 
Ú),p) si l<p<~ (para p=l, está sin aclarar) y valen los 
demás resultados de A); Parece que también aquí ~l teorema 
general sobre operadores radiales, mencionado másB;rriba, per-: 
mite extender estos reSultados a operadores generalizados. LIa-: 
mando operadores potenciales fuertemente generalizados . a los 
operadores integrales cuyo núcleo es de la fOJ;ma [(.r( x, y) = 
N (x, x - y) ~ ( 1 x - y 1) y donde N verifica la propiedad homo
génea para un sólo valor de a: N(x,2z). 2y-n N(x, z), estamos 
.considerando el siguiente 

Pro b lle m a 4. Extender los r·esultados de A) ,B), D), a 
los operadores potenciales' fuertemente generalizados, y definir los 
fuertemente generalizados * y las sumas fuertemente ortogonales; 
ídem para C) .. 

En [4b] Calderón y Zygmund prueban que los operador,es 
de Hilbert son de tipo (W/, Wpr) donde W{ son los espacios 
<le Sobolev'(ver Nota 11). 

! . 
Pro b 1 e m a 4a.. Examinar como actúan los operadores 

tenciales y potenciales generalizados o fuertemente generalizadas 
con respecto a tipos (Wpr, W/). 

Pro b l'e m a 4b. Extender a operador,es potencial'es gene
ralizados la teoría de periodización de Calderón-Zygmund en [4d]. 

F) J., Horvath [24] probó que los operadores de Hilbert son 
ae tipo (DLp" DLs') (*) si 1 < p <oo. Análogamente los poten
ciales (3) son de tipo (DLp" DLs'), con ljp-1js=iln, p>1. 
Usando una definición equivalentd de tipo débil (ver [7]) es po
'sible definir el tipo débil en DLp' y completar lo~ teor:emas de 
Horvath para p = 1, así como con los teoremas de Sobole v 
Kondrachev de B). Todos estos teor,emas se extienden a opera
dores generalizados * quedando como antes por aclarar el caso 
de sumas ortogonales, así como los teor,emas de C). 

Cora Itatto c1eSaclbsky [25] mostró que los resultados de B) 
valen para 'los operadores potenciales hiperbólicos con núcleo 
(1 t12 - t2211/2)2-Y, si tE E2, Y aún para potenciales hiperbólicos 

" 

(*) re DLP si es infinitamente derivable y las derivadas e LP ; t" -+. O 
en' este espacio si DI r,,-+O en Lp para todo i~DLP'. es el .aual DL", q 'p'. 
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generalizados; la propiedad de tipo débil (1, 1) no vale en !el 
caso hiperbólico. Este trabajo considera sistemáticamente tan sólo 
el caso n = 2, Y Oor.a Ratto 'está ex,aminando en . detane el c8iSOl 
general, así como las propiedades de C) para los hiperbólicos. 

T_as propiedades de los operadores hiperbólicos de E2 es
tán vinculadas a la teoría general de operadores dobles o ite
rados: si I(x, y) es función de dos variables (x, y) E Em X En, y si 
T x actúa en Em, T y en En, cabe considerar el operador doMe 
T x Ty I = TI Y la relación entre los tipos de los operadores T, T x' Ty_ 

El caso 'en que T x' T y son operadores de Hilbert generalizados * 
fue estudiado en [6]. Sin embargo falta aún un estudio sistemático 
del caso general; en particular convendría examinar el tipo de 
operadores dobles respecto de normas mixtas xII yll/( x, y) ¡¡plll" 

G) La teoría, y las demostraciones de las propiedades, de 
los operadores potenciales generalizados, está estrechamente vin
culada al teorema de conv,exidad de Riesz - Thorin y sus exten
siones. En los teoremas de A), B), D) se trata de establecer que 
los operadores potenciales generalizados * son de tipo P en to
dos los puntos interiores de dym = AB', Y de tipo débil en B'; 
además en caso de dominios acotados se trata de establecer el tipo 
compacto. Se obtiene pues' una considerable simplificación de 
las demostraciones I usando el siguiente teonema de lI1arcinkiewicz
Z ygmund [1] : Si' un operador T es (>Vio) de tipo débil P 1 con 
norma débil M 1 Y de tipo P 2 con norma débil· M 2' entonces T 
es de tipo P en todo punto P interior a P 1 P 2 Y con norma 
M ~ cM 11-a. M 2a., siendo a la razón en que P divide al seg
mente (siempre que el segmento no sea paralelo al eje de abcisas); 
la constante e depende de P y tiende al infinito si P tiende 
a P 1 o P 2' Este teorema generaliza la parte ,esencial del teo
l'ema clásico de Riesz - Thorin que afirma: si T es de tipo en 
P1 y P 2 entonces es de tipo en todo P del 5'egmentoP1 P 2 
valiendo M < M 11-a. M 2a.. Gracias al teorema de Marcinkiewicz, 
para establecer el tipo de Hyn basta probar qua Hyn es de tipo 
débil en 'el. extremo B' y de tipo en el punto 0' en que dym 
corta a d'; porque entonces por este teorema Hyn será de tipo 
en todo punto de O', B', Y siendo Hyn esencialmente her
miteanoesto implica enseguida el tipo en la parte simé-

(*) Como las funciones elementales (escaleras) son densas en Lp , todo ope
rador acotado T queda determinado por sus valores en estas funciones. Por 
tap.to en todos los teoremas. de conve-xidad se supone que T está definido en 
el conjunto de las funciones elementales escaleras. 
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trica A G'. La demostración del tipo en G' es más fácil 
de tratar pues G' es punto de d' luego LP y LB son en este 
caso espacios duales, y pueden aplicarse los teor,emas de opera
dores ortogonales. Por otra parte la demostración del tipo' débil 
e~ B' =l (1, (n -,) 1m) es más fácil de tratar gracias a los dos 
hechos siguientes. 1) En caso de B' es p = 1 Y este es e] único 
valor de p para el cual vale .2:: Ilfdl p = 11.2:: Idl p, f¡ > O. Debido a 
esto resulta ([7], proposición 3) que para establecer el tipo débil 
en B' de T basta probarlo para funciones características de 
intervalos (cubos), y esto último suele ser fácil. 2) Para el caso 
p = 1 se puede dar una nueva extensión del teorema de Riesz
Thorin basada en la siguiente noción de seudo-tipo ([6], [7]). 
Por lo observado sólo cO'l1sideraremos funciones escaleras I lue
go el soporte S(f) de I es un conjunto acotado y podemos 
hablar de m (f) = mínimo de I f I en S (f); con Q indicar-emos 
un cubo que contiene a S(f) y con ~(f,Q)=IQI-lllflll' Para 
muchos operadores T dados por integrales singulares, tale:; co
mo los Hin, Tf(x) es «bueno» en los puntos x fuera de SU), 
y «malo» ,en S(f) ; además existe una h tal que TI m.ejora si 
sustituimos I por 1- h, donde h se mantiene menor que m(f) 
o que ~(f, Q). Por tanto es de esperar que para muchos T saa po
sible encontrar una tal h, y un conjunto F del «tamaño» de 
S (f), tales que verifica ' 

{JIT(f-h)ISdXrls <ellflll' (8) 

EB_F 

Decimos que T es de seudo tipo * (1, s; a), a> 0, si para 
toda I existe una h y un F para los cuales se verifica (8) y 
tal'es que Ih(x)1 <cm(f), ¡PI <[clllIl1/m(f)]sla.T es de seudo ti
po (1, s; a), a> 0, si para todo Q existe un F y una h tales que 
vale (8) y Ih(x) I <e ~(f, Q), IFI < cIQls/a. Evidentemenlie tipo 
(1, s) implica seudo tipo * y seudo tipo. Se prueba que si a < s 
entonces seudo tipo implica seudo tipo *, y se tiene la siguienbe 
extensión del teorema de Riesz: Si P 2 = (1, lis), si T es de tipo 
débil P 1 Y de seudo tipo (1, s; a), entonces T es de tipo débil 
en P 2' Y por tanto de tipo P en todo punto interior de P 1. P 2; 

aquÍ a=tgcpltg&,cp=argumento del vector OP2,8'=el del vec
tor Pi P 2' Gracias a este teorema, para establecer el tipo débil 
en B' basta probar el seudo tipo (1, s; la) y esto es tarea mucho 
más fácil, .. por lo menos en caso de los operadores Hyl1' 
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Indiquemos todavía otros dos perfeccionamientos de los teo
remas de convexidad que resultan útiles ,en la teoría generalizada 
de potenciales. 'En el teorema de Riesz - Thorin 'p l' P 2 son' pun
tos cuaLesquiera del cuadrado de los tipos, mientras que en el 
de Marcirikiewicz se supone que estos puntos están el triángulo 
inferior del mismo. En los teoremas de Sobolev y las teorías ge
neralizadas de potenciales aparecen segmentos P1 P2 conpun
tos en el triángulo superior; estas y otras cuestiones hacen pensar 
en la utilidad de extender el teorema de convexidad de Marcin
kiewicz a todo el cuadrado. Tal extensjón parece posible y la de
mostrración será p:ublica:da en un trabaJo próximo. Por otra 
parte los teoremas de Sobolev - Kondrachev sugieren la extensión 
de los teoremas de convexidad de Riesz y de Marcinlciewicz a 
tipos, y tipos débiLes, compactos. Creo haber demostrado el teo
rema de Riesz ,para tipOl3 compactos, y el de Marcinkiewicz - Zyg
mund/para el caso de medidas de Lebesgue en espacios euClídeos. 

En las demOl3traciones de las propiedades de potenciales ge
neralizados se usa también una extensión del teorema de Riesz 
para operadores que dependen analíticamente de una variable 
compleja; esta extensión se debe a 1. Hirshman [26] y E. Stein 
[15b]. Los teoremas de convexidad fueron también estudiados 
en los espacios HP de Hardypor Calderón - Zygmund [4c] y 
Stein - Weiss [15c]. Stein y Weiss extendiaron los teoremas de 
convexidad al caso de medida'3 variables [15b], además ellos pro
baron [15d] que en 1013 teoremas de convexidad es suficiente que 
la hpóteisis se verifique para funciones características de con
juntos. Calderón (comunicación oral) consideró el teorema de 
Riesz 'en los espacios de Sobolev, y en un trabajo de próxima 
publicación, Lions estudia cuestiones más generales de este tipo. 
Finalmente en [17] (ver también [8], cap. 111) se indica una uni
ficación parcial de los teoremas de R~esz y Marcinlciewicz, pero 
está aún sin resolver la unificación completa. 

Pro b 1 e m a 5. Generalizar la noción de seudo tipo para 
p ~/:'1, y aclarar las relaciones entre seudo tipo, tipo, tipo débil., 
unificando estos conceptos. 

Pro b 1 e m a 5a. Examinar los teoremas' sobre seudo iipo 
en otros espacios, tales comlo los de Hardy, Sobolev, Nikolski; 
ídem tipo débil en los dos últimos espacios. 

Pro b 1 e m a 5b. Demostración del teorema de Marcin-

ú 
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kiewicz ~ Zygmund para tipos compactos en el caso, de madidas 
arbitrarias; ídem en el triángulo superior de los tipos. 

H) Si Tf = f * K Y si K, f son funciones «buenas», defi
nidas en En entonces F(Tf) =F(f) o, con o=F(K), dondeF 
es la transformada de Fourier. Más generalmente, diremos qu~ 
T es un operador dado por un multiplicador o, si o es una 
función definida en En y para toda función elemental f se Üene 
F(Tf).='F(f) o. Si K no es integrable se puede definir F(K) 
de dos maneras: 1) Aproximando (por i ejemplo, truncando) a K 
por núcleos integrables Kj--+ K Y probando que F(/{j) con
v·erge en cierto sentido a un límite o de modo que F(Tf) = F(f) o. 
2) Definir F(K) en sentidQ de las distribuciones. No siempre 
ambas definiciones concuerdan y en 1) dif,erentes aproximaciones 
pueden dar diferentes límites. En el caso de las transformadas de 
Hilbert H f = f * J(, /( = N 01> Calderón y Zygmund probaron [4], 
[4e] que: a) 0= F( K) existe en sentido de 1) de moclo que 
estos operadores son dados por multiplicador.es; b) o es una 
función homogénea de grado 0, luego o(x) está determinada 
por su r·estricción o( x') a 2:, y esta restricción recibe el nom
b~e de símbolo del operador o(H); c) si N Ol E C"" (en x-=/=.O), 
también o E C"", recíprocamente toda e.E C c.o, homogénaa de 
grado 0, es el símbolo de un operador de Hilbert; d) el símbolo 
del producto de operadoras es igual' al producto de los símb010s; 
e) ,el operador tie.ne inverso si y solo si su símbolo no se anula¡;¡ 
f) si w( x') es la característica (del operador entonces la co.rres
poodencia w( x') ~ o( x') proporciona una generalización del 
concepto de función conjugada para En; g) una teoría análoga 
tiene lugar para el caso u If,LPt( Z; L' Horváth [24] probó que 
F(N01 ) existe en sentido 2) concordando ambas definiciones. 
Los operadores de Hilbert generalizados son también dados [6] 
por un multiplicador o qUd verifica la· propiedad' homogénea 
sólo para a=2: 0(2x)=0(x); recíprocamente, toda función 
dE -C "" homogénea para a = 2 'es el símbolo de un operador de 
Hilbert generalizado. Las propiedades d) y e), ~n cambio, no 
están aclaradas del todo aún, y menos aún la f), que aquí cambia 
fundamentalmente, pues ahora W(X') y o(x') están definidas en 
la esfera sólida. En el caso de los oper.adores potenciales genera
lizados también se extienden las propiedades a) - c) [8] 'en sentido 
de la definición 2)', y si 0<: y < 1/2 también en sentido de 1). 
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Pro b 1 e m a 6. Aclarar las propiedades d) - f) para los 
operadores de Hilbert y potenciales genera,lizadas. El problema 
está sin abordar para los operadores generalizados *. 

Un importante teorema de Marcinkiewicz (para series Fou
rier, 'extendido a integra1es Fourier por Mijlin [5aJ) da la si
guiente condición suficiente para que un op'erador general T, 
dado por el multiplicador o, sea de tipo (p, p) para todo 
1 < p <00: 'existe la derivada o on/ o xl'" o xn' siendo' continuas 
las derivadas precedentes, Ixls ID(s)o(x)1 <M para s=O, ... ,n. 
Las propiedades de tipo de los operadores .de Hilbert pueden ob
tenerse como caso particular de este teorema. La demoslración 
de Marcinkiewicz usa propiedades sútiles de funciones .de VValsh 
y funciones analíticas. Calderón - Zygmund [4d] dieron una de
mostración directa, para algunos casos particulares importantes, 
como aplicación de [4], con extensión . al caso p = 1 ; según co
municación oral de Calderón, estos autores obtienen ,el teorema 
completo con los mismos métodos directos. Sería útil extender ·el 
teorema a los tipos (p, s); creo que .para ello habría que reem
plazar, ,en la última desigualdad, Ixls por Ixlstl con ljp-ljs-y/n. 

Pro b 1 'e m a 6a: Generalizar este teor,ema de' Marcinkiewicz 
para tipos (p,s),l/p-l/s=y/n, y deducir su demostración 
aplicando los teoremas de tipo de los pperadores potenciales g,ene
ralizados; ídem para tipos (LP(En); Ls(Em». 

1) Si HI es una transformada de Hilbert en E2,SU ca
racterística w( t) es una función definida) ,en la circunf.erencia, o 
en (O, 21t), y por tánto qesarrollable 1en serie de Fourier w(t)= 
.z Cn eint . Son prues de espec:i¡al importacia los oper,adones Um 
cuya característica es w(t) =eimt (m,-/-=O), y se tienen los resul
tados siguientes (Giraud, Mijlin [5], [5b]; ver también Horváth 
[24] donde estas fórmulas se deduoen por un método original 
basado en ál@ebras Grassmann): h) U = Ul es lID operador uni
tario fijo y Um=ljmUm, U-m = (-l)m m-1U-m; h1) o(Um)= 
(-i)mm-1 eimt si m>O y (i)lT) ImJ-1 eimt si m<O; h2) todo 
operador de Hilbert H de característica w = ~ cm eimt S13 desa
rrollaen serie de Laurent del operador U: 

<lO DO 

H =2::1 cmm-1 Um+ ~1 (-1)mm-1 c_mU-m . (Mijlin) ; 

h s) en caso de En, n > 2; la característica w, definida en la 
superficie esférica,se desarrolla en serie de funciónes esféricas 
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y ml; luegp es de interés particular el caso w = Y ml, Y 3n este 
caso es = Eme y me' donde Em = constante;' h4) si w = z: eme Y me 

entonces H = z: cme Em y me' Así pues, entre los posibles opera
dores de Hilbert están los oper,adol'es «fundamentales» U ml' 
y todo otro operador se descompone en serie de fundamentales. 
Finalmente, si H es una integral singular con núcleo [{(x, y) = 
N (x, x ---. y), el símbolo se define como la. restricción a z: de 
FzN(x,z); aquí N(x,z') se desarrolla en. una serie de fun
ciones esféricas con coeficientes .no constantes, dependiJente .. de x: 

N(x,z')=Z:cme(x)Yml(z'),. y es=Z:Cme(x) Em·Yml(Z'). 
Perf.eccionando resultados anteriOl'es de Giraud; Mijlin y Tri
comi, Calderón y Zygmund [4b J extendieron los r,esultados a) -h) 
a integrales singulares con núcleos N (x, x - y) ; sólo que· las 
propiedades d) y e) valen no en forma absoluta sino módulo 
lQS llamados operador,es regul,ares; 'en caso de dominios acotados 
estos operadores regulares son los compactos. . 

Pasando a operadores de Hilbért generaHzados, las propi'e
dades h) no están aclaradas del todo. Por otra parte es necesario 
tomar un camino diferente al de la teoría, clásica de Gil'aud
Mijlin y Calderón - Zygmund, pues en las 'tranformadas gene
ralizadas la característica está definida en Ixl < 1 Y no se aplica 
la descomposición en funciones esféricas sino la de series de 
Fouder. Por otra parte la descomposición en elementos funda
mentales puede hacerse para la característica o ,para el sím
bolo, y parece que los dos prooedimientos conducen a desarro
llos diferentes . 

. Pro b 1 e m a 6b. Aclarar la teoría de descomposición co
rrespondiente a h) para operadores de Hilbert y potenciales ge
neralizados, desarrollando la característica o el símbolo en serioes 
de Fourier en el anillo 1 < Ixl <2. El problema correspon
diente para operador,es fuertemente g,eneralizados está sin abordar. 

J) Vamos a insistir una vez más en el hecho de que los a, 
para los cuales el núcleo verifica [( (ax) = a-n ]( (ax), forman 
un grupo contÍnuo en el caso de lag. transformadas de Hilber't 
ordinarias, y un grupo discreto en caso de los operadores gene
ralizados. Este hecho no influye en las propiedades de tipo del 
operador, pero vimos que al considerar la deScomposición en 
núcleos fundamentales surgen diferencias ,esenciales, apareciendo 
por lo menos doa formas diferentes ,de abordarla. Por ahora no 
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tenemos eLementos para decidir cual de las dos formas es Jamás. 
adecuada para lOs operadores._ potencial,es generalizados * 'y si 
es posible pasar de una de ellas a la otra. 

Por eso creemos que conviene enfocar el problema desde 
un punto de vista general, en relación con algunas ideas de L. 
Schwartz [3a] y ,el probl9má de los momentos. Tratándose de: 
cuestiones que recién estamos abordando, nos limitaremo.;¡ a. 
esbozar la idea básica. , 

Como los operadores potenciales H son acotados basta con
siderados sobre un espacio vectorial D, de funciones, denso en 
los L~; por ejemplo, D puede ser ,el espacio Lo de las fun
ciones escaLeras, o 'el espaci:o CJ) de las funciones infinitamente: 
derivables, nulas fuera de compactos. Siendo estos operadores. 
H conv:oluc~o;[lIes, con un ligm''O cambio de definición podemos 
suponer que verifioa~ (HI,go) = (f,Hg) ,para todo I,g dé D,. 

donde (1, g) = J I(x) g(x) dx. Además estos operadores son da

dos por multiplicadores. 
Más generalmente, fijado D, consideremos un operador li

neal T; definido en D, que a cada I de D le haoe correspon
der cierta función localmente integrable TI, y tal que (TI, g) = 
(1, Tg). Para cadal 1, 9 ti D definimos 

(/Ig) = (TI, g) = (F(TI), F g). 

Entonces a todo tal operador T le corr,esponde una forma bili~ 
neal (11 g), y toda forma bilineal corresponde a un único ope~ 
rador. Toda medida ¡.J. define una forma bilineal 

(llg) = f F I(x) F g(x) d¡.J. 
En 

y por tanto un operador T. En este caso dir,emos 'que T es un 
operrador multiplicador (en sentido amplio) siendo ¡.J. el multi
plicador. Si d¡.J.=a(x) dx obtenemos la noción de multiplica
dor dada más arriba. Si ¡.J. e3 una medida positiva la (I!g) co-· 
rrespondiente es esencialmente un producto escalar y defino una. 
estructura prehilberbeana an D. Si ¡.J. es una medida cualquiera,. 
(llg) es una combinación lineal de tales productos escalares. 
Recíprocamente, dada una forma bilineal (/Ig) 'en D, que es
un producto escalar, o una combinación de productos esoalal'es,. 
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surge el problema si tal forma. bilÍ)1eal es dada por una medida 
~,. es decir si defme ~n operador multiplicador. Si D = CJ) en
tonoes se tiene el siguiente teorema qu~ generaliza un resultado d~ 
Schwartz(Schwartz impone la condición que (llg) sea contí
nua 'en D X p, lo que aquí no se supone) : Teorema A. Si 
D = -]) y (f Ig) es un producto escalar .en D, entonces las' con-
d.iciones siguientes son equivalElnte: , , 

. a) (llg) es Ciado por un multiplicador d~) y p. ·es una 
medida a crecimiento lento ((1 + Ixla) es integrable - ¡.t p,am 
algún. a < (Xl ) ) y única. 

b) (1' 1 g) ~ - (11 g'), o sea el operador Al = if' es simétrico. 
c) Si 7:a /(x)=/(x-a) entonces ('ta/l'tag)=(llg), o sea 

'ta es un grupo de operadore3 unitltrios en el lespacio .prehilbOO':
teano D. 

Así pues los operadores multiplicadores T son aquellos 
cuya forma bilineal asociada es un producto ,escalar tal que, el 
operador Af = il' es simétrico en el ,espacio de H~lbert corres
pondiente. Este punto de vista está relacionado a ciertos resulta
dos de Krein - Lifshitz [29] Y A. Devinatz [30] sobre el problema 
de momentos. En efecto, podemos considerar que (11 g) = (rp IlJJ) ~ 
cp = F 1, 'lJJ = F g, ·es un producto ·escalar en el espacio ,,= 
F(D) . {rp} de las funciones rp=Ff,ftD. Para cada fED~ 
rp = F I ,es función analítica y tiene. la propiedad siguiente 
(P): si CP4lt\ y si rp(xo)=0 entonces (X-XO)-l cp(x)4I¡\. Luego 
el teorema A equivale al siguient'} . 

Teorema A': Si ( rp IlJJ ) es producto escalar en ,,= F (D} 

tal que (urp(u) IlJJ(u)) = (cplulJJ), entonces (cp,lJJ)=f cp(u) ~(u)id!-l 
donde d¡.t 'es una medida positiva; más aún dp. es única y a 
crecimiento lento. 

En ·esta f.orma, y en El la primera parte del te 0-

r·ema A' es un caso particular del teorema siguiente de Krein
Lifshitz: Teorema B (teorema general de los momentos). Si 
/1 = {cp} es un espacip vectorial cualquiera de funciones analíticas. 
con la propiedad (P), y si (cp IlJJ ) es un producto escalar en " 

tal que (urpllJJ) = (cplulJJ), entonces (lJJlcp) = f rp(u)~(u),d¡.t" 
donde ¡.t es una medida positiva. En general ¡.t no es única, ni 
es a crecimiento 1ento. Kr·ein probó el teorema sólo para El y 
el teorema fue parcialmente extendido a En por D.evinatz, sin 
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embargo parece que el teorema completo no vale si n> 1. El es
pacio /1 =F CJJ es un espacio especial de funciones analíticas 
para el cual el teor,ema B vale para todo En (esto puede verse 
por un razonamiento directo o extendiendo una idea de Devinatz), 
y además en este caso la medida es única y a cflecimiento lento. 
(Esto sugiere el problema da hallar otros espacios /1 de fun
ciones analíticas en En donde se presenta la misma situacióI.l; 
len particular sería inter,esante considerar el caso /1 = Fs D don
de' Fs es la transformada de Fourier - Sturm - Licuvil1e corres
pondiente a cierto operador diferencial A: si A = f' tendremos 
Fs :- F, ,el caso precedente). Designavemos con M la clase de 
todas las medidas en En, . con M' las medidas a crecimiento 
lento, con M" las de masa total finita, y con M'" las de la for
ma d¡;-=cs(x)dx. Para nosotros es de especial interés el si
guiente problema: bajo que condiciones suplementarias la medida 
d¡;- del teorema A pertenece a M"'; Y cuando es ella además a 
cr,ecimiento lento con a. < n. Este, problema está relacionado 
a la teoría de Markov - Lifshitz - Krein quienes han comiderado 
el caso /1 = fl, U, u2, ... }. Para nosotros es especialmente inte
resante el caso /1 = F ej). 

K) Vimos que l~ formas Ctlg) definidas ,en C]) dadas 
por una medida ¡;-son aquellas que dejan in:variante el grupo 
de traslaciones Ta ,' para todo a. Sea ahora r = {¡} un grupo 
(lineal) fijo en En O ,en CJJ: a cada y le corresponde una trans
formación liOreal f(x) -+yf(x) en CJJ. Séan M(r),M'(r), 
M"(r), M"'(r) las medidas de M, M', etc., que son invariantes 
r.especto de r. Los productos escalar,es Ct I g) correspondientes 
son también invariantes- l' y se presenta el problema de determi
nar todos los elementos extremales o irfleducibles, y descompo
ner en elementos irreducibles toda otra medida de M(r), M'(r ), ... 
(Una medida ¡;-, pongamos ¡;- > 0, ¡;- dI (1') ,es irreducible si ° < ¡;-1 < ¡;- implica ¡;-1 = c ¡;-). Aquí se podría aplicar las teorías 
generales existentes de la descomposición de un espacio de Hil
bert, invariante respecto de un grupo, en partes irreducibles; so
lamente que en nuestro caso importan también las formas bili
neales que no son propiamente productos escalares sino combi
naciones lineales, a coaficientes comp13jos, de tahs productos, 
,de modo que no tenemos propiamente un espacio da Hilbel't so
bre CJJ. Por otra parte para nosotros es importante. también el 
caso de grupqs l' discretos. Los elémentos extr-emales de .41"(1') 



-131-

fueron detenninados por Schoenberg y Krein en el caso cuando 
r es -el grupo de todos los movimientos rígidos de En (ver [29]). 
En este caso, las transformadas de Fourier de los el,emenlos ,ex
tr,emos son las soluciones fundamentales de la ecuación dif.e
r,encial A u + A u = O, u(O) = 1. Los elementos extremales de 
M' (r) fueron detenninados por Méthée y S6hw.artz [3a] en caso 
en que n = 4 Y r es el grupo de Lorentz, y ahora 8013 obtienen 
las soluciones elementales de la ecuación de Klein - Gordon. Pa
ra nosotros será de interés especial poder desarrollar los métodos 
de Krein y Schwartz en el caso M'" (r ) y también cuando r 
es un grupo discreto. En efecto, consider,emos por ejemplo el ca
so de la transformada de Hilbert ordinaria en El,Hf=f*(x-1); 

la forma bilineal correspondiente es 

OC) n • 

. (llg) = (Hf, g) = f f f(t) g(x)j(x-t) dtdx; f,y·D. 

Este operador es dado por un multiplicador de M'" y por tanto 
la forma bilineal es invariante respecto de ,traslaciones. De la 
propiedad homogénea lI[f ( ax) ] = [H f] (ax) ~e deduce enseguid a 
que (a1/2 f(ax) 1 a1/ 2 g(ax)=(llg). O sea, si Paf(x) = a1/2 f(ax), 
la fonna bilineal (f 1 g) correspondiente a H es invariante- r 
donde r= {Pal es el grupo de las «dilataciones», a> O. \ná
logamente las formas bilineales de las transformadas de Hilbert 
en En son invariant~s-r donde r=lPaJ,Paf(x)=an/2f(ax). O 
sea las transformadas de Hilbert son dadas por multiplicadores 
.(le M"'( r) donde r es el grupo contínuo de las dilataciones Pa. 
Por tanto la teoría de Mijlin - Giraud - Calderón - Zygmuncl de 
·descomposición en núcleos fundamentales corresponde a nuestro 
problema de descomposición de M'" ( r) en elementos extrema
les irreducibles, cuando r es el grupo de dilataciones, para todo 
·a > O. El problema 6b corresponde por tanto al de la descom
posición en elementos irreductibles de M'" ( r) cuando r es un 
grupo discreto de dilataciones, y es la discontinuidad del grupo 
lo que cambia el aspecto del problema. además de ser compl,ejo 
el producto escalar. LlegamOiS así a los siguientes problemas. 

Pro b l·e m a 7. Extender la teoría clásica de descompo
;gición en subespacios irreducibles al caso de espacios con un 
producto escalar complejo, combinación lineal de productos es
.calares ordinarios. 
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Pro b l,e m a 7a. Extender las teorías de Schwarlz y de 
Krein al caso de grupos discontínuos. 

P r ,o b 1 e m a 7b. Desarrollar una teoría análoga a la de 
Schwartz y Krein en el ~aso de M11I(r), donde r es "un grup() 
discreto de dilataciones, determinar las características y símbo
los de loo elenientos irreducibles, y a que ecuaciones diferen
cia1es corresponden (ídem para los operadores potenciales que 
corresponden a los grupos de dilataciones PaY' PaY I(x) =an+Y/~ 
f(ax». 

Estos problemas,. especialmente el último punto del proble
ma 7b, pueden considerarse también desde el punto de vista de 
la teoría de Gelfand y Shilov [2a]. Finalmente estas cuestiones 
pueden considerarse también desde el punto de vista (te núcleos 
reproductivos «singulares»: Si los elementos de :un espacio de, 
Hilbert' son funciones I( x) definidas en cierto conjunto X, un 
núcleo reproductivo de este espacio es una función [((x, y) tal 
que para todo y es [((x, y) un elemento del espacio y I(Y) = 
(1, [((x, y», para toda I y todo punto y. La fórmula de in
versión de Fourier puede escribirse formalmente I(y) = (1, [((x, y» 

donde [((x, y) = J eit(x-y) dt. ~a última irltegral naturalmente 

]!J" 

no es convergente pero se puede todo entender en sentido dé in:'" 
tegrales singulares, por tanto la fórmula de inv,ersión de Fouri:er 
puede interpr,etarse como un núcleo r,eproductivo singular. Más 

g,eneralmente si [((x, y) es igual formalmente, a J [(¡(x, y) dt~ 
En 

y en el sentido de in tegr ates singulares es f (y) = (1, [( ( x, y) ) 
hablaremos de núcleos reproductivos singulares. Podemos consi
derar pues tales núcleos singulares invariantes respecto de tras
laciones y otros grupos, y obtener teorem~s análogos a los teo
I'>emas A, B de J). Desde este punto de vista, los problemas que· 
acá nos. interesan se vinculan a la teoría de Krein [29]. 

N o tal. El teorema de las sumas O-ortogonales es caso· 
particular del teorema g,eneral siguiente ([6], [8], cap. 2, [11]) : 
Sea Ti una sucesión de operadores en un espacio de Hilbert. 
tales que 1) cada Ti es hermiteano (o normal); 2) comutan 
entre sí; 3) IITi T t¡jll < M2 ej, e < 1 (casi ortogonalidad). Enton-
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ces si Sn=T1 + ... +Tn, se tiene IISnll<Mc(e),Snl conV<lrge 
hacia un SI para todo I del espacio, y SI es un operador aco
tado, IISII < M c( e). T,eoremas análogos valen para suinas con
tínuas o con funcioneS

l 

V, W indicadas en A). 

Problema la. Falta aclarar si este teorema vale par.a 
operadores no normales, o que no comutan. 

N o t a 11. Los teor,emas de Sobolev - Kondrachev juegan 
un papel imp()rtante en la teoría de los espacios W pr de So
bolev [14a], ver [8], cap. 4 y [18]). lE W pr( D) si ella y sus pri
meras r derivadas (en sentido de distribuciones) pertenecen a 
Lp( D). Los teoremas de B) proporcionan los llamados teo
remas de inmersión de Sobolev, por ejemplo: el operador idén
tico ,es de tipo (Wpl(D); L(D n Em)) si (l/p, l/s) está en
cima de dym• Deny - Lions [19] estudiaron los espaciOs de Beppo 
Levi donde 'las derivadas de I pertenecen a LP(D) pero t 
misma pertenece tan ,solo Localmente a LP(D). Vishik, Vasha
rin y otros [20] consideraron espacios de Sobol,ev para medidas 
ponderadas o(x) dx (ver D)) y los teoroemas de inmersión co
l'roespondientes; sus resultados p-ueden obten~rse de los teoremas 
g'enerales indicados en D) (ver 22). N ikol:ski consideró 'aspacios 
más generales, por decir así de funciones con derivadas de orde,n 
fraccionario pertenecientes a U? Del trabajo de Calderón-Zyg
mund [4b] se deduce el isomorfismo de los espacios W pr con 
p fijo, para D = Elt. No sabemos cual es la situación para 
los D generales, o para los espacios de Nikolski y Beppo Levi, 
ni como son los duales de estos espacios (según información 
oral del Prof. Kahane, parece que Lions ha considerado esta 
problem~); más generalmente habrá que deúerminar la forma 
integral de los opera,dores contínuos entr.e dos tales espacios. El 
hecho de que los teoremas de Sobolev valen en el ,extremo de 
drm con tipo débil, permite extender para este extremo los teo
remas de inmersión (CTr. [7], pág. 12); este aspecto de los 'es
pacios de Sobolev será. estudiado en una nota próxima. No sa
bemos si esto se aplica a espacios de Nikolski, pues Nikolski 
estudió sus espacios por métodos diferentes de la teoría de apro
ximación. 
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rema de Cal'michael afirma que d (en lugar de· d + 1) elemen
tos son suficientes para· generar el producto directo fI X Cn. 
Carmichael indica también relaciones que pueden usarse para 
definir este producto directo como grupo abstracto, pero no las 

. reproduciremos aquí, porque no haremos uso de ellas. 
Al final del § 47 de su libro (en el cual se enuncia y de

muestra este teorema) Carmichael observa I además, que su teo
l'Iema se puede aplicar repetidas veces;. p. ej., si fI es mi grupo 
g-anerado por 2 elementos a y b, donde 1 a 1 = a, 1 b 1 =~, ,en~ 
tonces también el producto directo fI X Cy X Cb puede ser gene
rado por 2 elementos, siempre que se cumplan las condiciones (1) : 

(1) 

o, si cambiamos, con ~, las condiciones equivalentes: 

~1') (,'~) = (~, a) = 1. 

De paso sea observado que las condiciones (1) o las{1') 
son suficientes para asegurar, de un modo gerieral, la posibili
dad de generar por 2 elementos a todo producto dil'ecto fIx G, 
si fI={a,b} y G={c,d} con Icl=" Idl=~, sin que G sea 
necesariamente un producto de 2 grupos cíclicos; de esta gene
ralización ya me he ocupado en una publicación anterior (2). 
En cambio en el presente trabajo deseo enunciar otra ganerali
zación del mismo teorema de Carmichael: 

Siempre en el caso fI = {a, b}, con la 1 = a, 1 b 1 =~, es fá
cil darse cuenta de que las condiciones (1), o las (1'), son sufi
cientes, pero de ninguna manera son siempre necesarias para que 
un producto directo fI X Cy X Cf¡ pueda ser generado por 2 ele
mentos; hay ciertos grupos fI = {a, b} tales que todos los pro
ductos directos fI X Cn o fI X Cy X Cb pueden ser generados 
por 2 el,ementos sin imponer restricciones :a los órdenes n, o 
, y ~, de los grupos cíclicos. Claro está que entonces ·habrá que 
imponer ciertas restricciones al grupo fI = {a, b}, pues de lo 

. ~ . 

(1) Indicaremos siempre con ( u, v)· el máximo común divisor de 2 números 

1Í.y Vi con 1111 el orden (o período) de un elemento 11; y con {1",-, 11., ••• , ha} 
el grupo generado por los elementos 11" 11., ••• , lid • 

(") Remar1cs on linite groups delinea by genJerating reZations, Oanaaia?l 
Journa~ of, Matll., vol. 7, (1955), págs. 8·17 y 41á. 
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contrario el teorema resultaría falso, ya que es fácil hallar ejem
plos donde se necesitan m~s de 2 generadores para H X el! o 
HxCyxC'6 (basta elegirp. ej., el grupo C2 XC2 como H y 
tomar n=2 Ó y=~=2). 

Las restricciones para el grupo H = {a, b} que voy a con
siderar, se ref~eDen al caso en que uno de los 2 generadores, 
p. eL a (§ 2), o ambos (§ 3), pertenecen al subgrupo con
mutador (3) de H; en estos casos, todo product9 directo H X Cn, 
o respectivamente H X Cy X C'6' puede ser generado por 2 ele
mentos, y si se conocen relaciones que definen H como grupo 
abstracto, es posible encontrar relaciones para la definición abs
tracta de H X Cn o H xCy X C'6' 

Teoremas ,análogos ~ estos dos que vamos a considerar, se 
podrían ,enunciar para grupos H = {hv h2, ha, ... , hd} generados 
por d> 2 elementos, pero he preferido limitarme al caso d = 2 
con 'el objeto de facilitar la redacción que resultaría algo en
gorrosa cuando d > 2. Tampoco se mencionará el caso d = 1 
en el cual no es posible una generalización del teorema de Car
micha,el, ,ya que en el caso de un grupo cíclico H = {a}, con 
la I = 0., la condición (n, 0.) = 1 es evidentemente indispensable 
para que el producto directo H X Cn sea nuevamente un ,grupo 
.cíclico. 

§ 2. Grupos H = {a, b} en que un generador pertenece al sub
grupo conmutador. 

Teorema 1: Si H {a, b} es un grupo ¿al que a lo m.enos 
U¡no de sus dos generadores pertenece al subgrupo conmutador 
de H, entonces para cualquier n =2,3,4, ... también el pro
ducto dinecto H X Cn puede ser generado por dos elementos . 

. (Con Gil indicaI'emos siampre el grupo cíclico de orden n, evi
tando el empleo de letras góticas por razones tipográficas; por 
la misma razón indicaremos en los ejemplos que seguirán más 
adelante, los grupos simétrico y alternado de n símbolos res
pectivamente con Sn y An). 

(8) El subgrupo conmutador de H es, por definieión, generado por todoa 
los conmutadores, o sea, por todos los elementos del tipo 

[g; h] = g-1 h-1 gh, 
donde g y h son elementos de H. 
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.. Antes de' demostrar el teor,ema I será conveniente conside
rar un eJemp]P sencüLo (4) que servirá para aclarar la idea que 
está a base de la demOdtración: 

Sea H=Ss={a,p} con 

a= (1 11 111), b = (1 11), 

donde (por motivos que se verán en seguida) hemos usado nú
meros romanos para los símbolos de permutación; en este ejem
plo a pertenece al subgrupo conmutador de H, puesto que 

(2) a= [a, b] =a-1 b-1 ab. 

Introduciendo ahora n símbolos de permutación más, que 
llamaremos 1,2,3, ... , n, el grupo generado por a, b y '31 ciclo 

(3) Cn= (123 .... n) 

será evidentemente el producto directo Ss X Cn' Hemos de de
mostrar que el mismo producto directo puede ser generado por 
dos etementos, digamos r y S. Con este objeto sea 

(4) 

Y 

(5) 

r=cn a=(123 ... Jn) (111 111) 

s= b= (1 11). 

Evidentemente {r, s} es un subgrupo de {a, b, cn}; por lo 
tanto para demostrar que este sub grupo coincide con el grupo 
entero, bastará expresar a, b, cn (o sea, los generadol"es de SSxCn) 

en función de r y S. 

Para b no hay probl,ema, ya que, debido a la misma de
finición (5), b coincide con S. En cuanto al 'elemento a, se 
comprueba fácilmente que como consecuencia de la fórmula (2),· 
rig.e también: 

(6) a=[r,s]; 

en efecto: 

[r, s] = [cn a, b] = [a, b], 

(') Lo elegimos precisamente por sú sencillez, aun cuando representa uno 
de los numerosos casos en que se puede aplicar también el teorema de Carm4-
chaeZ mismo, no haciendo falta nuestra generalización. 

: ¡ 
i I ...L:._. ___ . __________ . ____ _ 
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ya que en. conmuta con a y b. Finalmente, en cuanto a en' 
tenemos como consecuencia de (4) Y (6) la relación: 

(7) en = r [r, S ]-1. 

La demostración del teorema 1 en el caso general se efec
túa de manera análoga: 

a sea en el grupo abstracto H = {a, b} aquel generador que 
por hipótesis pertenece al 'subgrupo conmutador de H; esta 
hi'pótesis podrá entoooes expresarse por medio de una relación 
análoga a la (2): 

(8) .a =<P (a, b), 

donde 

(9) 

es un producto de potencias de a y b cuyos exponentes (posi
tivos; nulos o negativos) han de cumplir con las condiciones: 

(10) pd-P2+"'+P't=O, d1 +d2 +· .. + c1't=O, 

las que resultan como consecuencia de la I hipótesis de que a 
pertenece al subgrupo conmutador. 

'Como grupo de orden finito, H admite una representación 
fiel por permutaciones que podemos imaginar escritas en núm.e
ros rom.anos; p. ej., podemos recurrir a la representación por 
permutaciones regulares a que da origen la tabla de multiplica
ción que rige en H. Sean, pues, Pa Y Pb las permutaciones que 
corvespondan, respectivamente, a los generadores a y b. Intro
duciendo, además, como en el ejemplo "recién considerado, el ciclo 

(3) Cn= (123 ... n) 

en n nuevos símbolos de permutación, el producto directo H X Gn: 
evidentemente podrá obtenerse como grupo de permutaciones en 
la forma {P a' Pb, Cn}. Para obtenerlo con sólo 2 generadores. 
r y s defínaIliSe .permutaciones r . y s por 

(11) 

Y 

(12) 
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De esta manera {r,s} 'será un subgrupo de . {Pa,Pb,.cn} ; 

para demostrar el teorema '1 bastará indicar relaciones inversas 
a las (11) y (12) que permitan expresar Pa, Pb, Cn en funcióQ. 
de r y s. Tales relaciones son: 

(13) 
, 
(14) 

(15) 

Pa=</l (r, s) 

Pb~S 

Cn = r . (<p (r,s) )-1. 

En ef.ecto, calculando <p(r, s) de acuerdo con las definici~ 
nes (9), (11) Y (12) resulta:' , 

(j>:(r, s) = <p( Cn Pa, Pb) = 

= (cn P a)Pl PbOl (Cn P a)P2 Pb02 ." (Cn P a)p-c Pb~-c ; 

pero el ciclo Cn actúa, debido a su definición (3), sólo sobre 
los símbolos 1,2,3, ... , n, mientras qúe P a Y Pb son permu
taciones de números romanos únicamente; por consiguiente,' en 
conmuta con P a Y Pb, de modo que: 

o sea, debido a (9) y (10), 

(17) 

pero las permutaciones «p» representan el grupo 1I, de modo 
que la fórmula (8) que rige para los generadores abstractos 
a y b, vale también para las permutaciones P a Y Pb: 

(18) 

y .combinando las relaciones (17) y (18) se obtiene la (13) .. 
Siendo la relación (14) equivalente a la definición (12); 

falta por demostrar sólo la (15). Cori este objeto basta deducir 
de la definicióll (11) y de la fórmula (13) ya demostrada la 
conclusión: 

(15') 

que evidentemente es 'equivalente a la (15). 



-141~ 

Cabe observar que enasta demostración del teorema 1, de, 
las dos fórmulas (10) sólo hemos usado la primera [cuando se 
trataba de deducir la relación (17) de la (16)]; por consiguien
te, el teorema I sigue válido aún para . grupos .H = {a, b} en los. 
cuales del generador a se supone únicamente que rijan las fór
mulas (8), (9) Y la primera de las (10). Sin embargo, esta ge-, 
neralización del teorema I puede considerarse como más apa
rente que real. En efecto, si se cumpLe sólo la primera de las 
fórmulas (10), entonces el producto a. b-(Ol+OS+ .. ·-!-t1't) pertene
cerá al subgrupoconmutador de H, de modo que un reemplazo 
de los genJeradores {a, b} por {a. b-(Ol+OS+"~+0't), b} reduce este 
caso aparentemente más general al ca:so ya considerado en el 
tooriema I (y más fácil de redactar), donde uno de los genera
dores mismos, y no sólo su producto por, una ,potencia del' otro 
g,ene.rador, pertenece al subgrupo conmutador. 

Otra observación que puede hacerse sobre el teorema 1 es 
la siguiente: Aun cuando en la demostración hemos recurrido a 
representaciones por permutaciones, es posible obtener relaciones 
que definan el producto directo H X en como grupo abstracto, 
partiendo, desde luego, de relaciones análogas para 'el grupo H. 
El procedimiento que hay, que seguir con este obj,eto resultará 
claramente del ejemplo siguiente: Consideremos nuevamente el 
grupo simétrico Ss que arriba generamos por las permutaciones 
a = (1 11 111) y b = (1 11) .. Para definir Ss como grupo abs
tracto bastan las 2 relaciones siguientes: 

(19) b-1ab= a2, 

como ha sido demostrado por B. H. Neumann (5) para grupos 
metacíclicos en general. La segunda de las relaciones (19) equi
vale, desde luego, a la 

(2) a=[a, b] 

y con su ayuda podeI!1os transformar ,la primera en 

(20) 

(") , D.n 80me limite group8 wit:h triviaZ muZtipZioator, PubZ. Math. Debreoen 
4 (1956), págs. 190-194. 
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esta forma nos conviene más, pues al escribirla como 

(20') a-1 b-1 aba-1 b-1 aba-1 b-1 ab-1 = 1 

se ve que en el primer miembro la suma de todoS los exponentes 
de a es ahora igual a cero, lo que nos da la posibilidad de pos
tular la misma relación para r y s, los generadores de Ss X Cn : 

(21) [r, s]S . s-a = 1. 

En cambio, en lugar de la relación (2) para a y b, tendremos 
ahora para r y s la condición de .que el producto r-1 • [r, s] 
(a que, en la representación por permutaciones considerada más 
arriba, comesponde la permutación cíclica en -1) sea un ,elemento 
invariante de orden n; o sea, para definir Ss X Cn como grupo 
abstracto, a la (21) habrá que agvegar todavía las 3 relaciones: 

(22) 

(23) 

(24) 

(r-l. [r, s])n = 1 

[,.--1. [r,s],r]=1 

[,.-1. [r, s J, s J = 1, 

la segunda de las cuales se reduce evidentemente a 

(25) [[r, s], r] = 1. 

Cabe observar, sin embargo. que en este 'ejemplo no se ne
oesitarÍan ,en realidad 4 'relaciones para definir Ss X Cn como 
grupo abstracto ; p. ej., si n = 3 resulta que las 2 relaciones: 

(26) u-1 tu=ta 

son suficientes para generar Ss X Cs, usando en -lugar de r y s 
los generadores: 

(27) , t=[r, s], u=sr. [r, S]-l. 

El interés del procedimiento empleado en este eje¡pplo es
triba más bien ,en la posibilidad de generalizarlo en la forma 
siguiente: 

Sea H = {a, b} un grupo en que el generador a pertenece 



-143-

al subgrupo conmutador de modo que rige una relación (8) con 
(9) y {10; y para cuya definición se necesiten, además, (e-1) 

. .. 
relaciones: 

(28) <P2( a, b) = lJ)a(a, b) = ... = <!ic( a,b) = 1, 

donde cada ~¡(a, b) es un producto del mismo tipo del segundo 
miem~ro de (9) y donde s~rá Iícitq suponer que cada uno de 
estos productos cumplirá con la primera de las ecuaciones (10); 
si no fuera así, bastaría hacer uso de la (8) para reemplazar 
la respectiva relación Q>¡( a, b) = 1 por la equivalente 

(29) <J)¡ (j) (a, b), b) = 1 

[tal como hicimos arriba ,en el ejemplo H = Ss al reemplazar 
la primera de las relaciones (19).por la (20)]. Entonces 'el pro
ducto directo H xCn será, como grupo abstracto, definido· por 
las (e + 2) relaciones siguientes: 

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(,.-1 q) (r, s»n= 1, 

[q)( r , s) , r] = 1, 

[,.-1 <p (r, s), s] = 1, 

<P2(r, s) = <PJ(r, s) = ... =q;eCr, s) = 1. 

Creemos que no valdría la pena indicar una demostración 
para el caso general, ya que las relaciones (30), (31), (32) co
rresponden perfectamente a las (22), (25) Y (24) del ~jemplo 
considerado más arriba y la (21) del ejemplo se ha r,eemplazado 
por las relaciones (33). 

§ 3. Grupos H = {a, b} en que ambos generadores pertenecen al 
subgrupo conmutador. 

En tales grupos se puede aplicar 2 veces el teorema 1, lle
gando así inmediatamente al siguiente teorem~: 

Teorema Il. Si un grupo H con dos generadores coincide 
con su subgrupo conmuf¡ador, enton~s también todo producto 
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directo del tipo H x C"( X C'6 puede ser generado por dos ele-: 
mentos (6). 

Como ej,emplo ilustrativo se puede considerar cualquier gru
po simple que admita, 2 generadores, p. ej., el grupo alternado 
A5 del orden 60 que se puede obtener ~n la forma t a, b} con 

(34) a= (1 11) (IV V), b = (1 111 IV). • 

Introduciendo y + ~ símbolos de permutación más, el 'produc
to directo A5 X Cy X C'6 será generado por 

(35) 

y 

(36) 

1'=(111) (IV V) (123 ... y) 

s=(1 111 IV) (y+1, y+2, y+3, ... ,y+~), 

colmo lo demuestran las fórmulas siguientes que expres~m los ge
neradores (34) de A5 y los de Cy y C'6en función de r y s: 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

a = 1'15 s15 (rs )-15 

b=slO 1'10 (1's)-10 

(123 ... y) =1'16 s15 (rs)-15 

(y + 1, y + 2, ... , y + ~) = (1''s) 10 1'-10 8-9. 

Estas fórrmulas que se comprueban fácilmente se han ob
tenido de la manera siguiente: 

Por ser a y b elementos del subgrupo conmutador, eu Al) 
deberán regir para' ambos generadores relaciones del tipo (8)~ 

(0) 01 Y 0a son grupos cíclicos de 6rdenes cualesquiera 1 ya. De estos 

números dependerá en eada caso concreto si el teoremaII es efectivamente 
útil o si el teorema de Oarmio7laeZ mismo seria suficiente para generar 
H X 01, X ~a por 2 elementos • 

....... ="""""-~~ .. _._-_ .... -._ .. _--
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I 

con (9) y (10); para hallarlas se puede partir de las relacio~es 
obvias: 

(41) 

deduciendo de ellas las fórmulas: 

(42) 

Y 

(43) 

a = a15 b15 (ab )-16 

Ahora bien, debido al hecho de que en estas 2 velaciones las 
sumas de los exponentes de a y b en el segundo miembro son 
igudes a cero, estas fórmulas siguen válidas al reemplazar a y b 
en el segundo miembro por r y s respectivamente, resultando 
así las fórmulas (37) y (38), de las cuales las (39) y (40) son 
oonsecuencias inmediatas. 

Para terminar diremos que, si se conocen relaciones que de
fin·en un grupo H que cumple con las premisas del teorema n, 
como grupo abstracto -como las (41) en el caso de A5-' será 
posible deducir relaciones que definen el producto directo 
H X Cy xC'b' siguiendo un camino análogo al indicado al final 
del § 2 para el caso del teorema 1. Sin embargo, no indicar,e
mos tal,es relaciones en forma explícita, pues ellas parecen ya 
demasiado «complicadas» para despertar mucho interés. 

Dil'ecci6n cM autor: Casilla no·y, Yalparaíso, Chile. 



APLICACION DEL l\fETODO DE LA TRANSFOHMA
CION DE LAPLACE A· LA EVALUACION DE 

CIERTAS INTEGRALES QUE CONTIENEN 
FUNCIONES TRASCENDENTES' 

NO ELEMENTALES 

por MARIO O GONZALEZ 
Universidad de La Habana 

00 

1. Si L{F(t)}=f(s) y si (s+~)a+lf(s)=2Jcnun, en donde 
n-U 

se sigue 

, (1) 

.Puesto que 

se infiere fácilmente 

Por tanto, tomando las transformadas inversas en ambos 
miembros de (1), lo que aquí es legítimo, resulta 

ú 



-147-

Multiplicando ambos miembros de (2) por e-~tLIl(Il) (2 ~ t) 
lintegrando entre límites O y + (Xl y teniendo en cuenta la orto
gO/Ilalidad de los polinomios generalizados de Laguerl"e en dicho 
intervalo, se obtiene ' 

(3) 

2 .. Aplioocio'nes. 1. Tomem·os F(t) =e-~t·erf Vat. Se sabe 
que la transformadón de Laplace de esta función es 

¡"(s) - Va-
I - (s+~) V s+a+~ 

y I1esulta 

00 1/<> a n 
un z: (-l)n (- "") (-) un 

n-O , n 2~"ta 
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Por tanto, haciend'o 2 ~ = b se obtiene la fórmula: 
00 

f e-bterf Y-¡;¡Ln(o.) (b t) dt= 
o 

=a1/2 b-1 (a + b)-1/2 ("""7" l)n z: (- a +1/2) (-1/2) (_a_) r • 
r-O n-r r a+b 

Para a = 1/2 se deduce, en particular, 
00 

f e-bterfY~LJ{) (bt)dt=b-l(_-1)nC-~2) (a:b(+í.: 

o 
Las fórmulas siguientes se obtienen análogamente, por apli

cación de la fórmula (3). 

II. 

III. 

J:-bt S·(t) Ln(o.) (b~) dt= b-1 {(-l)n (- a) cot-1 b _ i: (-l)n-r 
! n r-l r(1+b2)r/2 

o 

( -a)sen(rtan-lb)},1 
n-r 

IV. 
00 ¡ 1/2',+1 b f e-bt [1-e-bt elc( b t)] Ln(1c) (2 b t) dt = 

o '( - 1) n /21c b 

(n=O) 

·0 < 11) 
V.> 

00 

J e-(a+b)t 'Y[ Y, (a - b) t] Ln(V-l) (2 a t) dt = 
o 

r(y) (a-b)v 
(a+b) (2a)V 

(-l)n rey) 
(2a)V-l 

(n=O) 

(¡a-b )nW-l 
(Ia+b)n+l 

(n>O. 
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3. Sea, como antes, L{F(t)}=f(s) y supongamos 

00 ' 

V 1 +S2 f(s) = z: c2n+1 U2n+1 ._0 
en donde 

u = V 1 -+- S2 - S Y s = ~ (! - u) . 

Se tiene 

y tomando transformadas inV'ersas resulta 

00 

F(t) = z: C2n+1 J2n+1(t). 
n-U 

Multiplicando ambos miembros por t-1 J 2n+1 (t) e integrando 
entre' O y + (XI se obtiene la fórmula 

(4) 

4. Aplioacio~es. 1. Tomando F(t) = Si(t) se tiene I(s) = ~ 
s 

1 
tan-1-y resulta 

s 

-- V1+s2 1 l+u2 2u VI +S2 I(s) = tan-1 - =-- tan-1--
s s l-u2 l-u2 

1+u2 00 00 (-l)n 
=2--tan-1 u=2[1+Z:,2u2n]. z: --- U2nH 

l-u2 11-1 n-O (2n+l) 

r
oo • 1 {(-I)n ,,-1 (-1)"} 
t-1 S~(t) J2n+1(t) dt=-- --1 +2 z: -- . 

, 2n+ 1 2n+ r-O 2n+ 1 
o 

Q 



I 
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11. Para F(t) = 2 t-1 (1 ~ cos t) se ,obtiene, análogament'e. 

00 

1 
(n=2m) 

f t-2 (1- COS t) J2n+t(t) dt= 
2(n+1) (2n+1) 

1 
(n=2~+1). o 

2n(2n+1) 
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DIVERSAS CARACTERIZACIONES DE LA CONTI
NUIDAD EN CIERTOS HOLOIDES 

CARLOS ALBERTO 'INFANTOZZI 
(Fa.cultad de Humanidades y Ciencias. Inst. de Estudios Superiores) 

Montevideo 

Resumen 

Sea (G, + ), un hemi-grupo (1) aditivo de más de un ele
mento~ Si la ley de composición posee un elemento neutro de
recho, o sea verifica la condición: 

G o) (neutro derecho). - Existe un único elemento O e G tal 
que: a + O = a para todo a e G l 

y, además, se cumple la siguiente propiedad, que permite, intro
ducir el carácter holoidal: 

Gn) (n~lidad). -a + b=O -+ {~ g 
s'e dirá que la estructura es un holoide simple (2). 

El sistema G es' linealmente-ordenable, y organizable como 
«semi-grupo» (S), si la operación cumple todava la siguiente 
propiedad: 

G d) (cuasi-grupo débil). - Si a=-/= b, entonoes existe un al 

tal que a + al = b, o un y tal que b + Y = a. Si pa
ra un al -:-j= O es al + a = b, entonces existe un y =t- O 
tal que a+y=b. 

Obsérvese que, aún cuando la estructura no llega a ser un 
«cuasi-grupo» (4), es posible probar la unicidad del al y el y 

(') DUBREIL, Demi-groupe. 
(") Sin conmutatividad. KLEIN-BARMEN exigen que aea abeliano y una con

dición que es consecuencia de la Gn ). 
(8) CHATELET. 
(') HAUSMANN-ORE. 
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que aparecen en G d), valen las dos propiedades uniformes in
versas (6) y hay compatibilidad (6) entre la operación y la re
lación «<» definida del modo usual (7). 

Un holoide simple en el que se cumpla G d) . diremos que es 
ordenable . 

. Lo llamaremos encadenado si además verifica la siguiente 
condición: 

Ge) (encadenamiento).-Si aeG, beG y a<b, para cada 
e -=-/= O, e. e. G, existen elementos a¡. e. G (O < i < 
n(a,b,e» tal,es. que ao=a, Qn'=b, a¡<ai+l. Y 
a¡+l-a¡<e para todo i<n (8). 

Se puede probar que todo holoida encadenado es abeliano (9). 
La teoría de los holoides simples abelianos p.uede desarrollar

se sobre la base de las propiedades del «hemi-grupo» más las 
G'o). Existe un elemento O. e G. tal que a + O = a, cualquiera 
que sea a; Gn) y Gc)' La de los holoides abelianos ordenables, 
sobr·e la base de las anteriores más la G' d)' Si a :-/-= b, entonCe1~ 
existe un x tal que a + x = b o un y tal que b + Y = a. 

Unholoide se dioe continuo cuando cumple la siguiente 
.condición: 

Gc) Toda cortadura tiene un único elemento de separación. 

En los holoides ordenados se introduce el concepto de en-
torno y el de punto de acumulación del .J;llodo corriente, resul- ú 

tando así organizada' una topología de espacio de Hausdorff. Si 
el holoide es encadenado, el espacio es de «carácter numera-
b1e» (10). Los conjuntos ordenadamente-densos (11) son los mis-
mos que los que tienen una subclase 'mediana (12), Y por lo tanto 
resultan acumulados. Los conjuntos conexos son ordenadarnente-
Id~nsos, y ·en éstos la condición necesaria y suficiente para que 

(") De. regularidad, simplificaci6n o cancelativas; resultando ser G un Bemi-
,grupo. . 

(0). BOURBAKI. 
(7) Por e,iemplo con un sumando no llulo derecho. 
(8) Las diferencias son derechas. 
(O) Cumple la condici6n: Gc ). a + b = b + a. En lo que sigue no pl'escin-

.(IiremoB de la conmutatividad. 
('0) 1er. axioma de numel'abilidad de Hausdorff. 
(U) SIERPINSKI. 
(1lI) RUSSELL. 



-153-

una sub-clase D sea mediana es que cada uno de sus puntos 
sea de acumulación de D. 

Los holoides encadenados son espacios separables (13). 
'Por «holoide» separable se entiende el que tiene una sub

clase mediana numerable (14). Hay «holoides» separables no
encadenados. 

Los holoides encadenados resultan espacios perfectamente
separables (16), tomando «distancias» pertenecientes al. holoide 
separable, y, por lo tanto, son completamente normales (16), 
existiendo funcionales monótonas continuas no triviales definidas 
en todo el holoide(17). 

Se puede probar que sobre un holoide separable es .posible 
construir una funcional continua monótona estricta. 

Es claro que toda funcional continua -y, en particular, 
monótona estricta-,. sobre un holoide continuo -y, por lo tanto 
separable-, tiene la propiedad de Darboux; pero esta propiedad, 
l":ecíprocamente, permite caracterizar la continuidad porqua puede 
probarse que un holoide separable H es continuo si cumple 
la siguiente condición:. .. 

1) 
. i 

Toda funcional continua monótona· restricta sobre H, 
tiene la propiedad de Darboux. 

Para los holoides H ordenables, simplemente, se puede pro
bar la continuidad por medio de la propiedad: 

11). Hes conexo·. 

En los holoides H ordenables que carezcan de mínimo ele
mento no nulo, la continuidad puede caracterizarse de uno de 
los modos siguientes: 

111) 

IV) 

H Hene la propiedad de Borel (18) en toda parte aco
tada y oerrada. 

Todo conjunto parcial acotado de infinitos elementos 
distintos, tiene al menos un elemento de acumulación. 

("') FRÉlOHET. 
(") No confundir con la noción de "espacio" separable. 
(111) FRÉlOBET. 
('0) TIETZE 'Y .TYOHONOF.F. 
(11) UR.YSOHN-TIETZE. 
("') FRÉlOHET. 
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La contiI:midad de un holoide H encadenado se puede de
mostrar por medio de la siguiente propiedad: 

V) Hll10 está 'estrictamente contenido en' otro holoide 
continuo. 

En los holoides encadenados puede probarse que -existen 
pares de clases contiguas, sucesiones fundamentales (19), pares 
de suoesiones monótonas conV'ergentes, y su continuidad puede 
caracterizarse de una de' las maneras siguientes: 

a) 'Todo par de clases contiguas tiene elemento de sepa
ración. 

b) Todo par de sucesiones monótonas convergentes tiene 
elemento de separación. 

c) Toda sucesión fundamental tiene límite. 

Caracterizaciones de la continuidad, en los holoides 'Ordena-: 
dos sin mínimo elemento no-nulo (20) pueden hacerse por medio 
de una, de las, proposicioIles siguientes: 

~) Toda suoesión acotada tiene a!gún límite de' .pscilación. 

e)' Toda suceSlOn acotada tiene límite superior de oscila
ción (21). 

f) Toda suoesión monótona crecieIite y acotada tiene ex
tremo superior (22). 

g') T,odo QO¡Ilj'unW no vaCÍio acotado superiormente tiene 
extremo superior (23). 

Hay muchas otras condiciones parecidas a las precedentes. 
que permiten caracterizar la continuidad. En casos de holoid~ 
ordenables simple:dtente puad3 preScindirse de la condici6n Gm ) 

('0) Que cumplen la condici6n de Cauchy. 
(20) Condición Gm ). Si e=!= O es elemento de G, ex~ste un e'=!= O perteneciente 

n G tal que e' < e.' " , 
(21) Id. para limite inferior de oscilación. ' 
("") Id. para decrecimiento monótono y extremo inferior. 
(!lO) Id. para acotado inferiormente y extremo inferior. 

.... __ ._-~ .. --_ .. _~--"."~-----------
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agI'egando la unicidad del elemento fundamilntal . que aparece 
en el postulado, o modificando 'ligeramente la definición dél 
conoepto clave que en él se encuentra (esues. monóts. convs.,H
mite-superior, extremo-superior, ... ), o postulando, además, la 
existencia del mencionado concepto en el holoide (es decir: se 
supone existente un par de clases contiguas,. o una sucesión. mo
nótona creciente :y acotada,... etc.). 

Hay varias proposiciones equivalentes a la Gm), así como 
otras muy vinculadas a la de encadenam~ento. La G e) '38 de
ducible, además, de otras propiedades parecidas a las, aquí indi
cadas sin necesidad de llegar a la d~ con tinui?a d. 

La continuidad ordinal (24) 'equivale a la dedekindiana y a 
la cantoriana (25). , ~ 

Es claro que en los holoides continuos se verifican todas 
las propiedades anteriores. 

Los holoides 'ancadenados u ordenables abalianos son semi
grupos y pueden inmergirse en grupos por el procedimiento co
rriente. 

, Las líneas anteriores implican una cole6ción de caracteriza
ciones de la continuidad en tales estructuras. 

Exposiciones directas del tema pueden lograrse adjuntando 
a una cualquiera de las diversas axiomáticas sobre grupos, algu
nas de las referentes a una relación de orden-lineal compatible con 
la Ley de composición de ~a estructura, más las proposiciones aquí 
mencionadas para la continuidad. 

Consideraciones semejantes pueden volver a haoerse en lo 
que sigue. 

Se puede' probar que todo holoide encadenado es parte de 
un holoide continuo, valiendo una proposición análoga para el 
caso de grupos. 

Si a un holoide encadenado se le inlpone una condición de 
primitividad (26), se obtiene una e..'ltructura isomorfa del campo 
de los racionales > O. Es fácil lograr isomorfismos con otros 

(") CANTOR. 
("") RUSSELL.' 

("") BLUMBERG. 

• 
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campos numéricos notables (hasta el de los reales inclusive), obté
niéndose varias fundamelltaciolles de la Aritmética. 

Los isomorfismos entre holoides se pueden caracterizar de 
div.erSÜS modos. . 

Las clases-cociente de un sinnúmero de entidades matemá
ticas por una l1elación de equivalencia suelen ser holoides. 

Las múltiples caracterizaciones de la continuidad para ho
loid{ls permiten introducir de otras tantas maneras el concepto d-e 
continuidad en las fundamentaciones de la Geometría. 

Pruebas de estos resultados y la bibliografa correspondiente, 
apareoerán en una publicación de la Universidad de la República. 

ú 



EXTREMALES CERRADAS DEL TIPO MINIMO EN 
TORNo' A PUNTOS SINGULARES DE UN 

PROBLEMA V ARIACIONAL REGULAR· 

por WILHELM DAMKORLER 

Departamento M!1temático del Laboratorio . de Física Cósmica Chacaltaya, 
Universidad La Paz/Bolivia 

Introducción y resultados: Si nos ,damos en el plano Xl' X 2 

un problema variaci9nal regular arbitrario en la forma paramé:-
trica de W'eierstrass . 

(1,1) 

señalamo.s, piara los fines de este artículo, dos o más puntos 
P l , P2, etc.; del plano como «singulares» respecto a este pro
bLema variaciOlnal, ~i son simultáneaméRte separables uno del 
otro ID'ediante pequeñas curvas simplemente cerradas el' e2, 

etc., que .. son «orientadament1:l F-extremalconvexas» hacia su 
exterior, yacen una siempre en el exterior de la otra y com
pr,enden en su interior: el al punto P l, e 2 a P 2,etc. (vea 
la fig. 1). 

Se dioe de una curva cerrada e que sea «orief!.tadamente 
F ooIextremaloonvexa» hapia su exterior, si dos arbitrarios de sus 
puntos Ql y Q2 suficientemente vecinos uno a otro Y. que s'e 
suoeden en la dirección de la orientación de e, pueden ser 

FIG. 1 

~. G,t' 
FIG.2 

unidos mediante un pequeño arco y, F-extremal, del mismo sen
tido de recorrimiento que e, y que queda con ·excepción de 
sus extremos completamente en la parte exterior de la curva e. 
(v,ea la fig. 2). . . 
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Entonoes valen, bajo la restricción del § 4, los siguientes 
teor,emas: 

A) Para el caso de un problema variacional irreversible 
(lo que quiere señalar, que una curva, extremal en un s'enlido 
de su recorrimiento, pierde esta propiedad,. si se la invierte su 
orientación) : 

Te i{) r e m 'a 1) Si los dos lazos separadores el y e2 
de dos puntos singulares P l' P 2 (fig. 1), tienen orientación igual 
( opuesta), entonoes hay por lo menos una F -extremal cerrada 
elíptiforme (octoforme) del tipo mínimo que circunda con una 
sola vuelta simultáneamente" ambos puntos P 1 Y P 2' J cada uno 
en el sentido de orientación de su lazo el y 'e2 perteneciente. 
(vea las figs. 3 y 4). . 

'X.. 
. ' ,~ 

1:. 

I , 

FIG. 3' FIG.4 

B) Para el caso de la reversibilidad, donde el carácter de 
una curva . e, de ser .una F-extremal, no depende del 'sentido 
de su recorrimiento: 

T e o r'e m a 2) Tenemos en el plano Xl' X 2 distribuídos 
cierto número de puntos singulares P 1> P 2' P 3' ... , P m, entonces 
existe siempre una F-extremal cerrada del tipo mínimo, que cir
cunda simultáneamente a todos .estos puntos singulares y. que da 

'l 

FIG. 5 FIG. 6 
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un número arbitrariamente prescrito de vueltas y en un sentido 
-también arbitrariamente prefijado, en torno a cada uno; deés-; 
tos. ,(V,er fig. 5). 

Estos t,eor,emaspueden considerarse de cierta importancia; 
si planteamos el problema de los tipos topológicamerite posibles 
.(le órbitas en el problema de los' n-cuerpos;' Ya que , tales' órbitas 
.r,esultan'extremales de la integral de acción de Maupertuis;' 

. J c=: (VEpot + consto .yEcin • dt. (1,2) 
e 

Pues si en primera aproximación fijamOs' (Ti -1) de est~s cuer
pos y permitimos solamente al n-ésimo; su movimiento,: '~mton
oes ,enseñan los teoremas 1 y 2 formas de ó'rbitas periódicasp<r 
sibles alrededor de (n -1) centros fijos; partiendo de las cua
les, mediante un cálculo de perturbaciones, podemos obtener lue
go idea de los tipos de movimientos también pall'!a el caso de que 
los (n -1) cuerpos anteriormente fijados ahora son lentamente 
movibles. 1 

Deben estos teoremas su origen á conversaciones del autor 
oon el Dr. Santaló sobre las posibles órbitas del cohete lunar, 
durante el tercer simposio sobre «Algunos problemas mate
máticos que se están estudiando' en América Latina», que se 
I'·ealizó en el mes de julio de 1959 bajo los auspicios de la 
UNESCO en Buenos Aires. Pertenecen a la familia de 103 te<r 
l'emas de Whittalmr-Birkhoff-ToDtelli sobre. órbitas periódicas 
en campos anulares, en problemas mecánicos (1). 

Respecto a la técnica de pruebas menciono aquí -solamente 
,dos artificios que pareoen esenciales: 1) La ÍntroduccióIi de una 
superficie de Riemann ramificada en los puntos singulares, de 
varias hojas, para disponer de una topología apropiada de cur
vas d,e comparación «simples» (a lo largo de la superficie in
-troducida), y 2) (sólo. para el caso de la irreversibilidad) el 
uso de los «complejos de curvas», que es una figura geométflca 

(') Vea: LEONIDA TONELLI, Fondamenti de GaZeoZo iJeZZ Variasioni, TomoII 
'9 136. (Bologna, Nicolá Zanichelli 1923), y WILHELlII DAlIIKOHLER, Periodiselle 
.Ea;tremaZen vom Minimumtyp in Ringbereiehen, Annali Reg. Scuola No!'m, Supo 
di Piaa, el. aci, lia, mat., Serie II, Vol, V (1986), pg, 127-140. 
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inv:ariante frente a la producción de «aut9contactos» de una 
é1l!va consigo misma, que' puedan ocurrir si la acompaña~os ~ 
través de una sucesión minitnizante.' , 

Ambos artificios unidos permiten la aplicación de 'la « Trans
formación de Gréen» (§ 3) mediante la cual obtenemos acota
ciónes, unifo:rmes de' la longitud para las clases de curvas admi
sibles de, éomparación, quede esta manera resUltan compactas y 
estableoon así la existencia de una solución mínima para el ,pro
blema variacional considerado (1,1). 

OAPITULO 1. FORMULAS Y CONCEPTOS PRELIMINARES. 

§ 1), La figuratriz:., D;escribimos un problema variacional 
(1, 1) geométricamente ,mediante su fig1l!atriz que es' definida 
paramétricamenie por 'las ecuaciones 

(i= 1,2) 

(1,1} 

y cuya gráfica es la curva convexa r de la figura 6, cuando se. 
trata de un probLema variacional positivimente regular: 

(1,2} 

& ,significa para la figuratriz el ángulo qu'e forma su nor
mal exterior con el eje positivo de los ~J.' y para la curva de 
comparación e: Xi( t) (i = 1, 2) en er problema variacional (1, 1} 
la dirección de .su tangente positiva. 

§ 2) La semicontinuidad:, Si consideramos la integral 

J(c) = fF(X,x')dt (2,1): 
e 

de nuestro problema variacional en su dependencia del camino
de integración, goza de lá propiedad de la « Semicontinuidau. 
inferior», cuando su integrando F es positivamente regular,. 
es decir, cuando vale (1,2). 
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Tomamos al lado de una curva «fíja» C:x¡(t), O<t<l, 

otra «variable» de comparación C:;¡(t), O<t<l, y recorda
mosOla velación de h.omogenidad 

2 

F(x, x') =- ~ Fx¡' (x, x') . x¡', 
í-l 

entonces resulta para la diferencia 
. 1 

J(C) -J(C) f [F(;, ;') -F(x,x')]. dt= 
o 

1 

(2,2) 

=f[F(;, x') - F(x, x')' + ~ (;/-x¡') . FXi' (;, x')]. dt+ 
i-1 

o 

1 

+ J1 ;¡' . [F Xi' (;, x') - F Xi' (x, x')] . dt > 
i-l 

o I 
1 

>f [F(x, x') -F(x, x'),+ ~ (;¡'- xl) . FXi' (;, x')]. dt, 
i-l 

o 

(2; 3) 

porque el integrando de la penúltima línea es siempre positivo, 
en consecuencia de la. convexidad de la figuratriz r (fig. 6). 
Pues 'el corchete del mtmcionado integrando 'está representado 
allá por -el vector punteado que forma un ángulo agudo con la 

dir,ección &. y la última línea de (2,3) se hace arbitrariamen

te pequeña, si C está en suficiente cercanía' de C, como se 
convence mediante una simple integración por partes (2). 

Vale por lo tant,o 

J(C) >J(C) - E, E> O, (2,4) 

siempre que e yazga en suficiente v-ecindad de C; y ésta es la 
fórmula de definición para la semicontinuidad inferior. 

(') Para mayores detalles vea: L. TONELLI, Fondamenti di OaZcolo delle 
Variazioni, Tomo 1 (1~21), § 79. 
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. § 3) La Transformación de Green: Ella permite librarse 
de toda «definldad psoitiva» del integrando. F(x, x') len caso .de 
que la familia de curvas de comparación admisibles consiste de 
curvas «simpl,emente oerradas» sobre una variedad bidimensional. 

~-----f. 

FIG. 7 FIG. 8 

R;ecordamos primero que para cualquier punto con coorde
nadas (P1> P2) en el interior (no sobre el borde) de la figu
ratriz r (fig. 7) vaLe la desigualdad 

2 

~ (Fa;i'- Pi) x2' =F(x, x') - Pl ~/- P2 X 2' > 
i-l 

(3,1) 

con derta constante ni> O. 
Ahora tomamos cualqu1er par de funciones Pl (x1> x2), 

P2( Xl' x2) continuas y suficientemente diferenciables que en la 
manera indicada por la figura 7 yacen, para cada valor de Xl' 

$2' ·en el interior de la figuratriz r (x1> x2) correspondiente. 
Entonoes vale (3,1). Pero en base del teorema de Gfieen pode
mos transformar una integral curvilínea a lo largo de una ~ul'va 
simpLemente cerrada e, en una' integral areal sobre el interior 
de ·esta curva: 

así que para toda curva simplemente cerrada e obtenemos de 
{3,1) Y (3,2) la acotación 

m f 1I x,'+ x,, . dI;;;; f F (x, x') dI +ff ( :~~ - ~~:) dx, dx, 

e e (e) . (3,3). 
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(3,3) es la indicada y en lo subsiguiente muy aprovechada trans
formación de Green. 

§ 4) Una 1'est1'icdón decisiva: Los teoremas 1 y 2no va
l'en sino a condición de 'la' siguiente restdccióll sobre la: posibl.e 
distribución de ,las figuratrioes r (xi> x2) 'a lo largo del pl~no 
Xi> x 2 : Cuando Xl 2 + X 2

2 ~ 00, los r (xl; x2 ) deben cubrir 6i~r
to círculo invariable fijo [(o de radio positivo ro:::' O; en 
fórmulas 

lím r( xi> x2) ;:¡ [(o -=-/= O. 
x,'+x.'- 00 

(4,1) 

Pues nuestros teoremas admiten como campo de variabili
dad de las órbitas, :todo el plano xl> x2. Pero para la cOnducción 
de la prueba neoesitamos la equifinitud' de sus longitudes y por 
lo tanto la validez de la acotación (3,3). Ahora bien, esta aco
tación no puede ser garantizada sino bajo la restricción (4,1). 
En realidad permite esta restricción como campo de variabilidad 

donde ~Pl _ ~P2 -:-r 0, solamente una región limitada. Pues si 
uX2 uXI 

determinamos un par de funciones PI(xV x2), P2(Xi> x2) con
forme a la transformación da Green, estas funciones puede~ ser 

0Pl 0P2 tomadas constantes, y vor lo tanto-- - -- = 0, para todos 
oX2 oXl 

los valol1es de Xl' X 2 para los que vale r (Xl> x2) ;:¡ [(o' 

Si ahora trazamos del origen Xl = x2 = ° cualquier radio 
vector l' y marcamos sobre él. el primer punto Q(1') a partir 
del cual todos los r (xl> x 2) ;:¡ [(o, hemos determinado sobre este 
radio Vlector l' cierto segmento finitq. Si luego damos vuelta a es
te radio \"eotor, 'estos segmen tos recubl"en cierto dominio astrof'Or
me que no se extiende, en ninguna dirección, al infinito. Si se
ñalamos este dominio' astroforme con S, entonces fuerá de S 

. 0Pl UP2 es sl:empre-----=O, y por la finitud de la extensión de 
()x2 oX1 

.S· funciona la acotación (3,3) que garantiza la compacliciclad 

.de la familia de curvas simplemente cerradas de comparación . 
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CAPITULO II. EL CASO DE LA IRREVERSIBILID,AD. 

§ 5) La superficie de Riemann: Colocamos los dos puntos 
singularas P 1 Y P 2 simétricamente al origen xl = X 2 = O sobre 
el eje de los ~1 del .plano Xl' $2' Y tomárnosles como los dos 
puntos d~ ramificación de una. superficie de Riemann a dos 
hoj~s (vea las figs. 8 y 9). 

====~,====~?;.:.---1----~~~&==~,~==~X1 
, ~ , . .. ... ... . .,.- - - -c.. - ..,., ... 

FIG. 9 

"SobTie .esta superficie ponemos las órbitas, octo-o-elípti
forme según el caso, que en parte corren en la hoja superior 
(línea continua) y en parte en la hoja inferior (línea punteada). 
Evitamos así (sobr.e la superficie de Riemann) entrecruzamientos . 
de esta órpita consigo misma y consIderaremos en .10 subsi
guiente solamente órbitas que en este sentido son «simpl,es» 
(qui,ere decir sin entr,ecruzamientos propios sobre la superficie 
de Riemann). 

§ 6) El complejo de curvas: Miramos a las figuras 10 y 
11 qli~ muestran ejemplos de un «Complejo de Curvas». (Las 
partes continuas están en la hoja superiór, las punteadas en la 
hoja inf.erior de nuestra superficie de Riemann). 

Cada tal complejo consiste de cierto número de curvas sim
pl,emente cerradas sin puntos comunes, que se clasifican en una 
«curva principal» Cp y varias «curvas satélit·es» Cs~ La curva 

• 
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principal corta siempre ambos cortes de ramificación qua em
piezan en P 1 Y P 2 respectivamente y se extienden al infinito. 

, Po 
'11 ," '. '. , ,\ " 

I '''lirio ' ....... ./c, , ,... -. "' ...... -\ , , ... 
." -~- '. , . . ; , ..... 

x. 

FIG. 10 

" . ... " ,',. 
" -'.... .. " , 1, 

" ... " , .......... : ... _- ... - .. :~,., , .. - -._--_......... ... ... ' .. -. ~ ~ -e; - ••• 

G 
.- .. 

c=, , -;.... ", 
, ~ ~ .. I " . ,..,. 
\ ' .. -.,~ " .. - ..... 

:E'IG. 11 

Yace siempre en el «exterior» de ambos lazos el y e2 (fig. 1) 
F -1extr,emalconvexos que separoo P 1 de P 2. 

Todas las curvas (principal y satélites) de un complejo son 
orientadas, y la curva principal determina las' orientaciones de 
las curvas satélites es conforme a la siguiente regla: 

Primero clasificamos las curvas satélites es en varIas cate
gOil"ías: Decimos: es es de la primera categoría, si es unibie 
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a los puntos, de, la curva principal Cp mediar¡.te un camÍJ;lO, y 
sobre, la superficie de Riemann, que es libre de cualquier punto
dél complejo, si prescindimos de los extremos de y. 

Un complejo Cses de 'la segunda categoría, si no 'es de la 
primera, pero' hay un complejo Cs' de la. primera cat~goría a 
cuyos puntos les unible mediante un camino y, a excepción de 
sus extremos, libre de ,puntos del co~plejo. 

Generalmente, un complejo Cs es de la n-ésima categoría, 
si no es de la (n -:1)-ésima pero si hay un complejo Cs' de 
esta (n - 1 )-ésima categoría a cuyos puntos . Cs es unible me
diante un camino y, a excepción de sus extremos, libre de pun
tos del complejo. 

Luego transmitimos, de la siguiente manera, la orientación 
de la curva .prinGipal Cp a los complejos satélites Cs (de pri
mera, segunda, etc., cat~goría): Sea y una curva sÍI~ple que 
une Cp con un Cs de primera categoría. Deformamos Cs a 
lo largo de y hasta tocar con Cp• Entonoes obtiene Cs la orien
tación opuesta a la de Cp. 

HaMendo así orientado todas las curvas Cs de la primera 
cabegoría, orientamos ahora oon ellas lasCs de la segunda ca
tegoría, usando exactamente el mismo procedimiento de defor
mación a lo largo, de un camino y simple que una dos Cs de 
la prim,era y segunda caLeg:oría respectivan1ente.· Resultan así 
todos los C1 de la seg¡unc;ta oabeg,oría C¡on orientación opuesta a 
la de la primera categoría. E.t~. , 

Una vez orientadas todas las curvas de un complejo, demos
traI'1emos la equifinitud de la suma, de las. longitudes de todas 
las curvas componentes contenidas en· él. Comenzamos con las 
curvas satélites Cs: Combinamos para tal fin siempre dos ca
tegorías suoesivas: l-era 'y 2-nda, 3-era y 4-ta, etc. Forman estas 
oombinaciones las fronteras de regiones simple o múltiplemenLe 
ooherentes, sob~e las quales aplicamos la transformadón de 
Green del § 3. Resulta de estil modo, si [(s significa todavía' 
la su~a de todas las curvas satélites contenidas en n~esttro 
compl,ejo: 

m . J VX1'2 + ~2'2 • dt < J F( x, x') dt + 2JJ I ~~: - ~~: I dX1 dx2, 

K. K. (co) '(6,J) 

donde la integral JJI ~~~ - ~~: Idx1 dX2 exte~dida alo largo 
(ex,) 

ú 



/1 

-167-

de todo el plano Xl X 2 es finita « M <(1:) por la restricción 
impuesta en § 4 a la distribución de las figura trices r (Xl' x2). 

El factor «2» aparece en (6,1) por tratarse de una superficie 
de Riemann· con solamente dos hojas. 

Pasamos ahora a la curva principal Gp:· 

<---- \ , 
""" ........... r" 

FIG.12 

,.-"'- ... . ~- ---
Q -

Dividimos Cp en dos subarcos G/l) y Gi2) mediante los pun
tos Q' y Q", que son el primer respectivaD¡lente último punto 
de intersección con el eje de las Xl que encontramos recorriendo 
este eje de menos a más infinito. (Vea la fig. 12). Entonces 
tenemos: 

(6,2) 

porque se concelan las integraLes 

/~r fy l 
-00 Q' Q" 00 

respectivamente, tratándos'e de integrales lill'ea~es tomadas a lo 
largo de los mismos caminos de integración pero recorridos en 
sentidos opuestos. (Ver las flechas en la fig. 1-2). Pero a cada 
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'corchete de (6,2) podemos aplicar la transformación de 
del § 3. que nos .da para cada uno de ellos la acotación 

ffl °Pl OP21 .. . 
:::: }} c)x

2 
- c)x

1 
dX1 dX2 < M. Por lo tanto resulta de 

(00) 

11 (p,x{ + p,x,') dt 1 <2M 

y en combinación con (3,1) 

Green 

(6, 2) 

(6,3) 

m. f V'lt"+ x," .dt< f F(x, x') dt+2M. (6,4) 
Op Op 

Significa ahora [( = Cp + ks todo el complejo completo de 
curvas, entonces sacamos de la combinación de (6,1) con (6,4) 
el resultado final 

m .fVX1'2+X2'2. dt<f F(x, x') dt+4M, (6,5) 
K K 

'1 

o sea la equifinidad de la «longitud total» de las curvas con-
tenidaR en un complejo. 

§ 7) La sucesión minimizante: La· dase de curvas admisi
bles a lo largo de las cuales consideramos la integral (2,1), 
es ahora la clase de loo compLejos [( de curvas, como los hemos 
definido en el párrafo anterior § 6. Sea {[(n} una sucesión 
minimizante de tales complejos. Entonces nos convenoemos pri
mero de que el númeero N n de curvas componentes conteni
das en tal complejo [(n es, independientemente diel «n», 11ni
fonnemente limitado. Pues por ia convexidad de la figuratriz 
(Xl> x2) (§ 1) hay un diámetro d > O fijo de tal manera quer 

a lo largo de cualqmer curva y cerrada qua yaoe completamenbe 
en un círculo del diámetro d> O, la integral 

fF(X' x')dt>O. 

T 

·Ú 
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Por lo tanto, las curvas compnnentes que cuentan en un [(n, 

.(l,eben tener llna longitud > 2d" es decir no pueden estar conte
nidas en dicho círculo de diámetro d. En caso contrario po
dríamos obtener una sucesión minimizan te mejor {J(n} que ten
diese a un mínimo menor, si quitamos a .cada [(n las curvas 
.componentes contenibles en un círculo de diámetro d> O. Por 
10 tanto es una cota superior para el número Nn de curvas 
.componentes contenidas en un complejo [(n, el cociente 

~dfVX1'2 +X2'2. dt< ~~ + 2~d! F(x, x') dt, (7,1) 
En En 

si aprovechamos todavía (6,5). (7,1) prueba la afirmación. 
En base de esta equifinitud de los números N n hallamos 

ahora fácilmente, mediante el procedimiento de Cantor-lIilbert 
de seleccionar « diagonalmente», una subsucesión converg,ente de 
.compLejos [(no Supongamos que ya la sucesión original {[(n} 
converja hacia un complejo límite 1("" del que queremos pro
bar que consiste de un número finito de F -extremales lisas sim
plemente cerradas (sobI'le la superficie de Rienrann) y sin cpn
tactactos mútuos entre ellas. Su curva componente principal, 
que nunca pUJede faltar, da entonces la órbita afirmada en el 
T,eorema 1. 

Primero tenemos en base de la semicontinuidad inferior de 
la integral J(C) (§ 2) 

!
F(x.x')dt<lím roF(x, x') dt, (7,2) 

n-+ooJ 
Eoo En 

y les pr,eciso demostrar que también [('" res un oompl,ejo admi
sibl,é, quiere decir: con un número finito de curvas componentes 
simpl-es, y sin contactos mutuos. 

La finitud del número de componentes en [("" es con8e
,eu'encia de la equifinitud de los N n' La ausencia de contactos 
mutuos se convence de la manera siguiente: Miramos las fig'u
.ras 13 y 14 que esquematizan dos tipos de contactos mutuos, la 
primera un «autocontacto» de una curva componente consigo 
misma, la segunda el contacto entre dos curvas componentes dife
rentes. Las líneas punteadas son pequeños arcos F -extr,emales, 

<Jue disminuyen la integral! Fdt, cuando corl'en en suficiente 

.cercanía del punto P del contacto con.si~erado. Así se produce 
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en el primer modelo de la figura 13 una separaclOn en dos 
nuevas curvas componentes, en el segundo modelo (fig. 14), em
p,ero la fusión de dos curvas componentes, anteriormente sepa
radas, en una única sola curva \ componente nueva. 

- Por lo tanto, si K", todavía no' cumpliese con las exigen
cias para un compLejo admisible, podríamos deducir por el mé
todo indicado, un [(00* qua cumpliría y además daría un valor 
menor a la integral de lo que hizo [(oo' 1 Contradicción 1. 

Del mismo modo se convence también de la ausencia ,de 
codos (=vértices) en una curva componente de [(00' a<JÍ que 
todas ,exhiben una tangente continua. 

Porque, finalmente, la curva principal corre siempre com
pletamente en el exterior de los lazos C1, C2 de la figura 1, 
que son F-extremalconvexos hacia su exterior, esta curva prin
'cipal nunca puede «engancharse» en los puntos singulares p~ 
y P2' Y r,esulta así una F-extremal lisa en toda su extensión. 

Esto termina la demostración del Teorema 1. 

CAPITULO III. EL CASO DE LA REVERSIBILIDAD 

§ 8) La curva simple «abierta» a lo largo de la Superficie 
de Riemann, con proyección cerrada sobre el plano simple: Pa
ra tratar el Teorema 2) consideramos el ejemplo de tres puntos 
sing.ulal'les P l' P 2' P 3 an torn:ü a los cual,CIS la órbita buscada 
da N 1 = 2, N 2 = 3, N s '2 vueltas respectivamente (vea las fi
guras 15 y 16) 

FIG. 13 

Extendemos sobre el plano xl X 2 una superficie de Riemanu 
de ocho hojas cuyo esquema de ramificación muestra la fig. 16. 

ú 
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Están conectadas en los puntos (de ramificación) P1, P2, P s 
las hojas (0,1,2), (2,3,4,5) Y (5,6,7) respectivamente. Coloca-

FIG. 14 

mos sobre esta superficie de Riemann la curva e simple y abier
ta de comparacióI)., cuya proyección sobre el plano simple (no 

FIG.15 

ramificado como es la superficie de Riemann) siempre es oe-
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rrada, y que corre en toda su extensión en las regiones exte
riores de ios (esta vez) tres lazos el> e2 y es de ia figura i. 

1 

Y Y , 
1 .,f\ ~ S , 

~. 
, 

q 

1 ' . 'k . -f\ 1 )(1 

" 
, , X 

~ 
, 

I ff. , o 
1 I I 

~ ~ ~ ~.~ 

FIG. 16: Esquema de ramificación pnra la figura 15. 

No necesitamos para un problema variacional reversible el 
artificio de Los complej!os de curvas, porque esta vez pod~moSl 
excluir contactos mutuos' entra dife.roentes arcos de la curva mi
nimizante (que son forzosamente F ~extremales) l"ecurriendo a 
los teor·emas de unicidad para soluciones de ,ecua¡CÍJones dif'eren
ciales ordinarias. Pues en el caso reversible, una extremal con
serva su carácter de tal también con la inversión del sentido de 
su r,ecorrimiento. ' 

Demostraremos ahora la equifinitud de las longitudes de 
las curvas e enuqa sucesión mInimizante: Para no enmara
ñamos con la superposición de elementos conceptuales idénticos 
en una superficie de Riemann con muchM hojas y puntos de 
ramificación (en nuestro ejemplo: 8 hojas y 4 puntos de rami-

~ J.. ~ .' ... ;, Aao 

\
:..~ ..".... "<"',;r 

0 •• , JJAt- r .. " 
\0. ..~ ............. ,41.",:" 
....... " . ::;/¿!:Ir 
y. ,"'= ;;:.: • IP 

2::'6i'~ · ~~', 

------1--~-----1--~.~;::¡~~t:~~~'~ 

e 
l"((J. 17 

". 
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ficación 1) ,estudiamos la situación en el caso más sencillo' de 
una superficie con solamente tres hojas y un solo punto de 
ramificación en el finito (el otro que todavía es neoesario para 
cerrar la superficie, está en el infinito). Miramos a la fig. 17, 
donde el punto singular P 1 no es ramificado, mientras en P 2 

están conectadas 3 hojas. La curva e da 2 vueltas alrededor de 
P2 y sube así de la hoja cero a la hoja número 2. Los varios 
tipos del rayado indican la estada en una u otra hoja de la su
perficie. Fuera la órbita e contiene la f~g. 17 todavía las líneas 
auxiliares (superpuestas, es decir con la misma traza soLre un 
plano simpl'e) BB"", AA"", y AA1 . Estas lin·eas se trazaron con 
motivo de poder aplicar la transformación de Greeen del § 3. 

En nuestro ejemplo de la fig. 17 recortamoo así de la su
perficie de Riemann tres dominios simplemente coherentes 1, 11, 
111 y aplicamos a cada uno de ellos la transformación de Green. 

En esta no contribuyen nada las integrales f (Pl Xl' + P2 x2;) di 

a lo largo de las indicadas líneas auxiliares. Y resulta así fiual.., 
mente (d. también las ideas análogas del § 6) 

. I 

If(P1Xl'+P2X2')dtl<3ffl ~~~- ~~:ldXldX2<3M, (8 .. 1) 
a ~) 

donde el factor 3 deriva dal hecho de que tenemos que vernoo 
con una superficie' de Hiemann de tres hojas. 

Volviendo ahora al ejempLo de .la figura 15, deducimos de 
(8,1) por analogía 

I/(Pl xi' + P2 x2') dt 1::: 8M, 
a .. 

(8,2) 

y la ecotación para la longitud (mediante (3, 3) : 

(8,3). 

De aquí sigue la prueba del Teru-ma 2 idénticos pas~. que 
e¡n el § 7 p)a,ra' el TeoT,ema 1, y da en consecuencia también los 
mismos resultados. 



SOBRE LA DETERMINACION DE FUNCIONALES EN 
GEOMETRIA INTEGRAL 

KURT LEGRADY 

(Universidad de Chile, Santiago de Chile) 

1. Sea (G, M; 'ljJ) un espacio de K 1 e i n con grupo de L i e 
G, variedad analítica M y aplicación analítica 'ljJ: G x M ~ M 
que define G como grupo de homeomorfismos de M. G se 
considera como espacio fibrado con base M, fibra típica y gru
po F(po) - grupo lestábil de un punto Po E M Y proyección 1to· 
Sea NcM tal que su grupo estábil F(N) esté cerrado. F(N) 
d.efine una otra fibración de G con la variedad analítica GjF(N) 
como base y proyección 1tl. Los elementos della base representan 
los transformados o N de N. Sien particular F(N) opera tran
sitivamente sobre N ~ Po la relación p E o N, p = .. Po es ·aquiva-: 
Lente a oF(N) .. F(Po)~j=RJ. Resulta que la variedad GjF(N) F(po) 
l1epr,esenta los pares de objetos (oN, p) coincidentes. 

2. Una forma dlfel'élncial Q sobre GjF(N) invariante bajo 
las operaciones de G y con grado 101 = dim GjF(N) define 
una medida invariante I-l-N sobre este espacio. Sea {A} la familia 
de los subconjuntos de M tal que {1tl(o)loN A~j=RJ} es I-l-N
medibLe. La función A ~ I-l-N( A) es constante sobre las clases 
de intransitividad de {A} respecto a G pero generalmente no 
cum'PI'e la r,elaQión, 

/.1N(A. - A') = I-l-N(A) + I-l-N(A') - I-l-N(A _. A'). (1) 

Una función cp:GjF(N)x{A}~R (o con valores en un 
. . 

espacio vectorial sobre R), (o ,A) ~ cp ( o N- A) se llama fun-
Ción de coincidencia si eS constante sobre las clases de intran": 

. . 
sitividad de (o N - A) cumple a (1) para todo !1 fijo, mien-
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tras para todo A fijo define una función integrable sobr~ 
GjF(N). Ella define un funcional sobre {A} invariante a iz
quierda que cumple con (1). 

3. Sean l {A v, A'v ... '} } Y=l ... n, n = dim Al las familias de 
subvariedades de M diferenciables y de dimensión v cuyos. 
grupos estables poseen densidades -e. d. sobr,e los GjF(Av) 
existen medidas ¡..tAy. Sea l {Bflo}} una familia de subvarieda
des de M diferenciables tal que cada intersección finita de los 
A y su transformados con los B pertenece a l {B~~} } - salvo 
tal vlez de transformadOs cuyos representantes formen un sub-

m 

conjunto de m1edida nula. Sea [<P' e Z; <bv = <b un subespacio vec
v-l 

torial (graduado) de funcionales cpv E <bv definidos para subva
riedades cuya totalidad 'contiene las familias de arriba, que cum
pLen con (1), son invariantes respecto a G y definen fun
ciones de coincidencia 

0y1' ... 0Yk' Bflo) -+ cpv (OVI Av! - ... - 0,,7C Ayk - Bflo). e2} 

Las in1!egraciones por los ¡..tAV1 o ... o ¡..tAv1C definen un ho-
momorfismo (;\'<) : 

k 

<P' -+ Z; O ~(jp). 
(ih ... Jk) p-l 

, (3) 

La tar,ea principal de la geometría consiste en la determi
nación de este homomorfismo. 

4. En [1] Che r n generalizó las fórmulas de Crofton y 
C a u c h y del plano euclideo a un espacio. de 10 e i n cual
quiera lesencialmente en las ,siguientes ~ondiciQnes: (i) F(N) 
opera transitivamente sobre N. (ii) para todo A E {A} G ad
mite una sección difer·enciable sobr,e A respecto a TCO ' cons
truída por el método del «repere mobile» de Cartan. (iii) F(po} 
admite una sección diferenciable sobre F(po)jFe!V) , F(po)' 

Así se obtiene una sección diferenciable e canónicamente pa
l1'a la familia {A}) de G sobre el conjunto representativo de los 
pares coincidentes en GjF(N)~, F(po)' La forma .o. sobre 

(*) Indicamos con O el producto tensorial. 

, 

ú 
,,' 
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G/F(N) tiene imagen recíproca 1t1* n =Q1 len el anillo de las 
formas invariantes a izquierda y en el caso de ia fórmula de 
e r afta n su grado es igual a la dimensión de la imagen de 
la sección última. La integración sobre este conjunto se efectúa 
de dos maneras: a) Integración a lo largo de las fibras F(N) 
da la función de coincidencia -número de los puntos de la in
tersección- que después se integra sobre G/F(N); b) Integra
cióna lo largo de las secciones (iii) en las fibras o F(po) que 
da la función de co,incidencia -núm~r.o de ~ puntos de la ill
{A}, supuesto que F(Po)/F(N) F(po) sea compacto, F(po) 
opere transitivamente sobre los subespacios k-dimensional,es del 
espacio tangencial en Po Y que N posea una densidad « alre
dedor de Po». Esta forma se integrará a lo largo de la sección 
(ii). Así 'el homomorfismo (3) asocia a la forma de grado cero 
I/uya integrales el número de .los puntos de la intersección 
o N A una forma de grado k ( = dim A) definida sobre la 
familia {A}. Tomando 'en cuenta la orientación se puede evitar 
que ,el homomorfismo resulte idénticamente cero. 

5. Se notará que las condiciones señaladas en 4, son de
masiado fuertes. En particular, el suponer que A admite una 
sección del espacio fibra do principal, excluye en el caso euclídeo 
la teoría de los funcionales de los cuerpos convexos, ya que no 
existe tal sección· mientras los funcionales dependen de secciones 
de ,espacios fibra dos asociados [2]. 

En el álgebra P de las fonnas locales sobre un espacia 
fibrado principal P para todo elemento x del álgebra G 
de L i e del grupo estructural G se define [3] las derivacio-' 
nes y antiderivaciones & x = Xx d + d Xx Y Xx' donde Xx co I p para 
I co I = 1 es ,el valor de. co para el vector tangencial de la fibra 
definida por la transformación infinitesimal x. Asimismo d 
es la derivación exterior en P. Una forma !lE P, cero común 
de todos los Xx, & x' X E G se llama forma básica de P; a ella 
corresponde una forma Q' de la base de P tal que 1to* Q'. Q. 
Por ejemplo las densidades en la geometra integral son formas 
básicas. En este caso, como se notat.á, la condición se r'educe a 
d.Q=O[1,4]. ' 

Si F(N) o;per,a transitivamenlJe sobre los elementos de 
contacto de un orden fijo del espacio de K 1 e i n N, F( N) 
puede ser connside.rado como espacio fibrado con base: los ele-
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mentos de contacto .Y grupo Y fibra' típica G'.r::::::.F(N) ,- F(po) 
y toda forma básica con respecto G' define una función de 
coincidencia por medio de la integral de esta forma extendida a 
la inyección canónica (según un esquema de e a r tan) de 
ó N A en la base. Una construcción análoga a la anterior 
asocia luego otra forma básica a una tal forma básica l"elativa 

. (a N). La última lo es respecto a un grupo G"_r::::::.F(po) y se 
,ediende a la imagen canónica de A en la variedad de sus ele
mentos de contacto-base de G con respecto a la fibración por G". 

La introducción de las formas básicas permite formular un 
principio para asociar a todo espacio de K 1 e i n un espacio 
2J'(j),(v) lo que representa una generalización natural de conside
raciOI~es para grupos particulares. 

6. La generalización de la «kinematische Hauptformeh 
exige una regularización ya que los bordes de las intersecciones 
no son variedades difel'enciables. Si F(N) no opera transitiya
mente en N la construcción de un conjunto representativo de 
los pares coincident~s se efectúa de otra manera. Todas las con
sideracionnes anteriores suponen que F(po) opere transitivamen
te sobre los subespacios tangenciales de dimensión fija de Po' 
-Si esta condición no está satisfecha, quizás, una métrica Rie
manniana puede servir para, determinar en forma sencilla un 
espacio ~ (j),(v). 
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ECUACIONES DIFERENCIALES Y 
ANALISIS FUNCIONAL 

por JOSÉ L. MAssERA 
(Instituto de Matemática y Estadística, Universidad de la Repúbl~ca, 

Montevideo) 

Genéricamente hablando, el tema de esta investigación 'es el 
estudio de ciertas propiedades de las ecuaciones y sistemas' di
ferenciales lineales y cuasi-lineales, utilizando métodos del aná
lisis funcionaL La investigación fue realizada en estrecha colabo
ración con J. J. Schiiff.er y está íntimamente vinculada con los 
trabajos sobre espacios funcionales' que él ha expuesto en otra 
comunicación de 'este Symposium. Los resultados obtenidos han 
sido publicados 'en parte; otros resultados están en curso de pu
blicación y hay diversos temas sobre los cuales la inves.tigación 
continúa, tales como, por ,eJemplo, la extensión de los resultados 
a ecuaciones definidas en todo el .eje real, a ecuaciones en dife
rencias finitas, etc. 

Las ,ecuaciones consideradas son: 

x+A(t)x=O 

x + A(t) x= f(t) 

x+ A(t) x=h(x, t) 

(l} 

(2) 

(3) 

en que· x es un elemento de un espacio de Banach X; A( t) un, 
endomorfismo de X y f una función con valores en X;· am~ 
bos funciones de la variable iridependiente escalar tE J = [O, 00 ], 

. . 
integrales (Bochner) en cada intervalo finito parcial; x=dx/dl; h 
una función, 'en genetal no lineal, de X X J en X, que satis~aoe 
oportunas hipótesis de regularidad y acotación. 

Un probLema central en todo el trabajo es el siguienbe: 
¿'en qué condiciones puede asegurarse que (2) tiene al menos 



l· 

, 

,11 

;1 

I1 ., 

i 
~ ... --~-

, 

-180-

una solución p·erteneciente a un espacio funcional de Banach D 
(una D-solución) para cada fE B,en .que B es otro e~pacio 
funcional de Banach dado? (En ese caso, diremos que la pareja 
(B,D) les admisible para la ecuación (2)). Los espacios fun
cionales considerados pertenecen a las clases estudiadas por J. 
J. Sch1i.ff.er en [14], entre los cuales figuran todos los espacios 
de Orlicz y, a fortiori, los espacios LP, 1 < P < 00; en lo suce
sivo u,tilizaremos la terminología y anotaciones de ese trabajo. 
El caso particular B = D = e, el espacio de las funciones con.:.. 
tinuas y acotadas en J, siendo X de dimensión finita y A 

. continuo, fue estudiado por Perron [11] que, desde este punto 
. de vista, puede considerarse como el iniciador de este tipo de 
investigaciones. Ciertos trabajos de Persidskii [12], Malki:n [5], 

v ~ 

Maiz·el [4], Krein [2], .Kucer [3], se vinculan también a ·estos 
probl,emas; los dos últimos utilizan algunos métodos del aná.,. 
lisis funcional. 

La incidencia del análjsis funcional en nuestro trabajo pro
viene de tres ángulos diferentes: 

a) Del hecho de que X es un espacio de Banach, en general 
de dimensión infinita. Esto no constituye, sin embargo, ni la 
aplicación más importante del análisis funcional ni el motivo 
estmcial de la generalidad de los teoremas obtenidos; casi todos 
los teoremas conservan su significación en el caso en que X 
es un espacio euclideano de dimensión finta. 

b) . De la aplicación de teorem~s de -categoría del análisis 
funcional (aún en el caso en que dim X < 00 ). 

c) De las propiedades de las clases de espacios funciona
les consideradas. 

Análogos comentarios pueden hacerse ,en relación a la sus
titución de las hipótesis de continuidad usuales en la teoría de 
las ecuaciones diferenciales por hipótesis del tipo de Carathéo
dory. En efecto, los teoremas conservarían, en lo fundamaptal, 
todo su valor si se les enunciara bajo hipótesis de continuidad. 
Sin embargo, muchas demostraciones se simplifican formalinen
te bastante cuando se trabaja en las condiciones más ,generales. 

De los teoremas demostrados resulta que la admisibilidad 
de tales o cuales .parejas (B, D) es condición necesaria y. sufi
ciente- para que las soluciones de la ecuación (1) tengan uno u 
otro de los siguientes tipos de comportamiento: 
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Dicotomía de las soluciones de (1): Existen' dos sub espaciOs 
complementarios Yo, Y 1 de X (puede extenderse la definición 
y los teoremas al caso en que existe Yo pero no tiene comple
mento Y 1) Y constantes positivas N o' N' o' Yo, tales que: 

(Di) ,Para toda solución· x(t) de (1) con x(O) E Yo, Y 
todo par de valores t > to > O, Ilx( t) 11 < N 011 x( to) 11 ; . 

(Dii). Para toda solución x( t), x(O) E Y l' IIx( t) 11 > N' ollx( to) 11, 
t>to>O; 

(Diii) ¡Para toda pareja de soluciones no triviales x¡(t), 
x¡(O) EY¡, i=O, 1, y[xO(t),X1(t)]>yo, t>O.(y[x"y] designa la 
«distancia angular» [1] ""xll-1 X _ lIyll-1 yll). 

DicotomÍJa exponencial de las soluciones de· (1): Existen d9S 
subespacios complementarios Yo, y 1 Y constantes positivas N, N', 
v, v', Yo' . tal'es que: 

(Ei) Para toda s&'lución x(t), X(O)E Yo, IIx(t) 11 < Ne~v(Ho) 
IIx(to) 11, t>to>O; 

(Eii) Para toda solución x(t), x(O) E Y1~ IIx(t) 11 > N' eY/(Ho) 

IIx(to)lI, t > to > O; 

(Eiii) = (Diii). 

En el caso particular Yo = X, la dicotomía [exponencial] 
equivale a la estabilidad uniforme [exponencial o asintótica, que 
en este caso son equivalentes] de las soluciones de (1). En el caso 
general, podría designarse esos comportamIentos como estabilidad 
[asintótica] condicional uniforme. Otros tipos de estabilidad tam
bién considerados son la estabilidad «en media» y «por trozos» 
en que, en lugar de los valores puntuales x( t) que intervienen 
en las dicotomías, se consideran, respectivamente, los valores 

t+ó. 

medios Ó-1 f IIx(-r)lIdT, y las D-normas de los «trozos» 
t 

xr"ttó.](T) X(T) len que XE designa la función característica de 
un confurito E cualquiera; Ó > O se supone fijo. 



.. 

-182-

. U¡na seLección de resultados típicos de [9], que m.eluy,:m 
como casos muy particulares muchos teoremas de [6], soú los 
siguientes: 

L,e m a 1. Si fn ~ f, Xn ~ x (convergencia en media en 

cada intervalo finito) y' Xn + A( t) Xn = f n para todo n, entonces 
x es (a menos de equivalencias) una solución de (2) Y la con
verg,encia Xn ~ x es uniforme en cada intervalo finito. 

(Este lema expresa que la correspondencia lineal que asocia 

a cada x(t) absolutamente continua la función x(t) + A(t) x(t) 
tiene su gráfico cerrado en la topología indicada). 

L,em a 2. Si D es lut espacio funcional de Banach más 
fino. que L, ta familia Xl) de las D-soluciones de (1) es un 
subespacio de D y la correspondencia To : Xn ~ X definida 
por Tox=x(O) es biu;nívooa y acotada. 

T fe o r·e m a 1. Si XoD es la variedad lineal .de los valo
lles iniciales de las D-soluciones de (1), XoD es cerrado si y 
sólo si existe S>O tal que, para toda D-solución IxID::;;Sllx(O)II. 

T le o r e m a, 2. Si (B, D) es una pareja admisible, existe 
!( > O tal que, 'para todo E> O Y toda fE B, existe una D-so
loción x(t) de (2) l~alqlJ¡c.lxID«[(+E)lfIB' 

La demostración de los Teoremas 1 y 2, fundamentales 
para lo que sigue, se basa en los teoremas de categoría. De ahora ú 

en adelante, para. evitar complicaciones suplementarias, nos limi-
tar,emos a considerar el caso dim X < 00 y designaremos con 
X1D a un sube8ipacio cualquiera complementario de XoD. Ob
servamos que las parejas (B, D) de 'e-espacios de Banach 
forman un conjunto parcialmente ordenado por la relación defi-
nida por: (B1, Di) 'es más fuerte que (B2, D 2) si Bi es más 
débil que B2 y' D1 más fino que D2 (ver [14]). Como esto 
equivale a decir que, como conjuntos de funciones, B1;:¡ B2, 

D.jj c::D2, 'es claro que la hipótesiss «(B1,Di) es admisible» 
es más fu"erte que (implica) la hipótesis «(B2' D1) es admisi':' 
b1e». Observamos además que las relaciones «más fuerte», «llHÍ.S 
débil», no son estrictas (toda pareja es, a la vez, más fuerte y 
más débil que sí misma); las relaciones estrictas se expresan 
con las locuciones «no más débil», «no más fuerte» . 
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Tleorem a 3. Si (B, D) es una re-pareja "admisible, 
existen funciones, positivas Mo(Il), M'o(il) de il >0, respec
tivamente no creciente y 'no decrecien~e, tales que, si t > to > 0, 

(i) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E XoD (toda 
D-solución) 

t+Ll to+Ll 

IIIX("C)11 d"C< Mo(~) I IIx("C) 11 d"C, 
t t 

I Xlt,i+./l] x ID<Mo(~) \X[lo,loh] x\Di 

(ii) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E X1D, 

t+Ll to+Ll 

I IIx("C) 11 d"C > M' o(~) jIlX("C) 11 d"C, 
, ' t ' 

T'e or'em a 4. Si la re-pareja (B, D) les admisible
l 
y no 

más débil que (U, Lo 00), existen funciones y números positivo9 
M ( ~) (no cr,eciente) , M' (~) (no decreciente), v, v', tales que, 
si t>to>O, 

(i) para toda solución x(t) de (1) con x(O) E XoD ,(toda 
D-solución) 

t+Ll to+Ll 

J11X("C)II d"C <M(~) e-v(t-to) l"X("C) 11 d"C, . 
t to 

I X[t,I+.6.1 xl D -< M (~) ,e-v(t-lo) \ X[lo,to+.6.1 x \ D; 

(ii) para toda solución x(t) de (1) con x(D) E XiD, 

t+.6. to+Ll 

fllx("C) 11 d"C> M'(~) eV'(Ho) I"x("C) II d"C, 
t to 

/Xlt,f+.6.1 xl D > M'( 1\) lev'(t-to) \X[lo,fot.6.1 xlD. 
El Teorema 3 [4] expresa las propiedades ya enunciadas de 

estabilidad [asintótica] condicional uniforme en media y por 



-184-

trozo'S. (Comparar con las dos primeras propiedades (puntuales) 
de las dicotomías). 

Teorema 5. Si la re-pareja (B,D) es admisible y ade
más, o bien es más fuerte que (U, L no) o bien A E M, los sub
espacios XoD Xi D engendran una dicotomia de las solucior¡,es 
de (1). Recprocamente, si hay una dicotomíá, (U, Lo CQ) e.~ 
admisible (y toda pareja más débil). 

T'eorema 6. Si la re-pareja (B,D) es admisible yno 
más débil que (U, Lo CO) Y si hay una dicotomía (en particular, 
si A E M), los subespacios xoD, Xi D engendran una dicotomía 
exponencial de las soluciones de (1). Recíprooomente, si hay 
dicotomía 'exponencial, son admisibles las parejas (M, L ""0, 

,(Mo, Lo ""), (U, T) (y muchas otras). 
El Teor,ema 5 [6] expresa la relación entre la adrriisibilidad 

de ciertas parejas y la estabilidad [asintótica] condicional uni
forme puntual. 

En trabajos anteriores se han examinado otrOs diversos pro
bLemas, de los cuales puede dar id~~ la siguiante selección de 
teor,emas. , 

a) Teor,emas de existencia de soluciones casi-periódicas (esen
cialmente en [6], [10]): 

T ,e o r ,e m a 7. Si la re-pareja (B, D) es admisible y no 
más débil que (U,Lo"') y si A(t) es casi-peri6dico, para cada 
f casi-periódica la (2) tiene una y una sola solución casi-pe
riódica. 

b) T,eor,emas sobre ecuaciones no lineales ( eSOO1cialmente 
en [6]): 

T'~orema 8. Sea (B,D) una re-pareja admis~ble y h(x,t) 
una función definida para tE J, x E X, IIxll < a (O < a <(Xl), 
con valores en X, tal que, para cada x E D " L "", Ixl 00 < a, sea 
h(x(t),t)EB. Sea ~=lh(O,t)IB y supongamos que existrz una 
constante y> O tal que, para cada pareja x', x" E D " L~', I x'I"" 
lx'loo<a, s,ea Ih(x'(t),t)-h(x"(t),t)IB<ylx'-x"ln. Enton
ces, si ~,y son suficientemente pequeiíos, existe b > O tal que, 
para roda ~o E XoD; lI~oll < b, existe una y una sola solución 
x(t, ~o) E D de la (3) tal que x(O, ~o) = ~o + ~i' ~i E Xi D. 
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e o r b la r i o. Sea (B, D) una 'l,-pareja admisible y no 
más débil qlJJe (V, Lo "'), AE M. Si h(x, t) es una funcióli 
definida para tE J, x E X, IIxll < a, tal que es continua y acotada, 
como función de t, para· cada' x fijo, y si, existe una constante 
positiva 'Y tal que IIh(x',t)-h(x",t)1I <'Y IIx'-x"lI para toda 
pareja x', x" E X, 11 x' 11 , IIx"lI < a y todo t > O, entonces vale la 
.conclusión del T,eorema 8, con e en lugar de D. 

Un I'Iesultado análogo vale para la existencia de soluciones 
.casi-periódicas,de la (3). 

c) T,eoremas de «grossil3reté» (esencialmente en [6]): 

'" '" Teorema 9. Sea (B,Leo) admisible y BEB(X) (X: 
espacio de los endomorfi3mos de X). Entonces, si lB lB eg su
fioientemente pequeña, (B, Leo) es admisible para la ecuación 

$+ (A(t) +B(t» x= f(t). 
d) T,eor·emas del segundo método de Lyapunov [8]: 

T ,e o r ,e m a 10. Condición necesaria y suficiente para que 
haya dicotomía exponencial es que exista una función de Lyapunov 
(generalizada) V con una cota superior infinitamente pequeñ.a 
y tal que V' sea definida. 

T ,e o r e m a 11. Condición necesaria y suficiente para que 
haya dicotomía es que existan dos funciones no negativas Vo, 1'1' 
positivamente homogéneas del mismo grado, tales que Vo + V 1 

,s,ea definida positiva y tenga una cota superior infinitamente 
pequeña, y V' o <O, V' 1 > O. 

e) Teoremas sobre ecuaciones periódicas (que son esencial
mente nuevos sólo si diro X = (0) [7]: 

T 'e o r e m a 12. Si .A (t) es periódica de período 1 y 
:1 A I M < log4, /existe una representación de Floquet x( t) = 
P(t).¡etB Xo ¡de ~as soluciones de (1), con P periódica y B 
constante. 

(Lar,epresentación no es posible en general; existen contra
ejeIPplos con lA I M arbitrariamente poco superior a TI). 

Teorema 13. Sea A(t) periódica de período 1 y la ad
herencia de Xo=Xoo reflexiva. Si para alguna fperiódica 
de período 1 la (2) tiene una solución acotada, tiene una solu
ción periónica de período 1. 
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Teo·rema 14. Si (B,D) es una 'e-pareja admisible y 
no más débil que (Ll, Ló (0) y ¡¡i A(t) f(t) son periódicos de 
período 1, existe una y una sola solución periódi.ca de periodo lo 

tf) 'I1eoremas sóbre ecuaciones con coeficientes· constanteso 
[13] (generalizaciones al caso de dimensión infinita). 
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ALGUNS RESULTADOS RECENTES SOBRE 
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS 

LINEARES DE COEFICIENTES 
CONSTANTES' 

por LEOPOLDO NACHBIN 

A 1 eoria das .equaQoes diferenciais parciais nealizou varlOS 
progl'essos importantes nos últimos quinz:e anos, 18m virtude do 
influxo de novos métodos ·e idéias. Urna bóa parte do avanQo 
Vlerificado tem girado em tÓlJlO dos trahalhos de Garding', 
Leray, Schwartz ·e sua escola. Na presente exposiQao, aborda
l'emos apenas alguns aspectos que se caractetizam pelo emprego 
sistemático da Análise Funcional e, mais particularmente, dos 
espaQos vetoriais topológicos, das distribuiQoes e da análise har
mónica. Limitar-nos-emos as equaQoes diferenciais parciais li
near·es de coeficientes constantes no Rn, muito embora os re
sultados sóbre os quais iramos discorrer sejam em parte conhe
cidos ou se p.ossa naturalmente conjecturar a sua extensao a 
equaQoes diferenciais parciais mais gerais, lineares de coeficientes 
variáV'eis ou nao lineares, no. Rn ou em variedades dif.erenciá
veis, ou as equaQoes de convoluQao, ou as equaQoes diferenciais 
parciais em urna infinidade de variáveis, ou aos sistemas de 
equaQoes, ou a análise harmónica. 

Indicaremos com E a álgebra topológica das funQoes com
plexas infinitamente diferenciáveis no Rn. Represental'emos com 
D a álgebra topológica das func;:oes complexas infinitamente 
diferenciáveis no Rn de suportes compactos. Notemos que D 
é uma subálgebra de E ma.3 nao urna subálgebra topol~glca. 
Indicavemos com D' o espaQo vetorial topológico das distri
buiQoes em Rn, ou seja o dual topológico de' D. Considere
mos, também, o dual tqpológico E' de E~, que será identifica:djo 
na:tur~l.mente oom:o e~a<;p VJetorial ao espaQo' Vletorial das di'3:-
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tribui<;oes de suportes compactos em Rn. Finalmente, seja S 
a álgebra topológica das fUIl<;oes complexas infinitamenLe dife
l"ienciáveis \6 rB¡pidamente decvesoentes no infinito em Rn. De
signal1emos com S' -o dual topológico de S, que será identifi
cado naturalmente como espa<;o vetorial a uro certo espac;o ve
torial de distribui<;oes em Rn, que sao ditas distribu1lioes tem-
peradas. . 

. Consider·emos um operador diferencial parcial 0= 2; ap DP, 
OjIlde P = (P1' ... , Pn) é uma sequencia de inteiros positivos, 
DP= c>P1+· .. +Prtjc> X1P1 '" c> xnPD e o somatório é finito. O opera 
sobre os lesp,a,<;P8 de fUill<;Oie:s' ou de d!iJstribuilioes. Su;pore;mos 
O~/=O. . 

O aplica E sobve E como uma aplica<;ao contínua oC 

aherta. Ero vir'tude da tooria das equa<;oes IÚl!eaves nos es,pa<;os 
Vletoriais topülógicos e da teoria da dualidade, essa asserliáo 
equiv,ale a diz:e:I'-se que O aplica Er homeomorficamente sobve 
Q subespa<;o ",etorial· fechado O(Er) ,de E'. Esses resultados 
foram estabelecidos por Malgrande (1954) e, independentemente, 
por Ehrenpreis (1954). 

O aplicaD' sobre D' como uma aplicaliao contínua e 
aberta. Em virtude da teoria das equalioes lineares nos espalios 
vetoriais topológicos e da teoria da dualidade, tal a,sserliao é 
equivalente a afirmar-se que O aplica D homeomorficamente 
sobre o subespalio vetorial fechado O(D) de D. Esses r,esul
tados, conj1ecturados plOr Schwartz e Malgrange, foram demons
trados por Ehr,enpreis (1955). 

Chama-se soluliao elementar de O a toda distribuic;ao E 
no Rn tal que O(E) = b, sendo b a medida de Dirac. O tem 
ao menos una süluliao elementar. Tal ,fato resulta imediatamente 
dIO teorema de Ehrenpreis segundo o qual O aplica D' sobr,e 
D', mas uma demonstraQaü direta .muito simples já havia sido 
dada anteriürmente pür Malgrange (1953); cfr. Ehrenpreis (1954). 
V ários resultados parciais, devidos principalmente a Malgrange, 
l"ielativos aO'comportamento IO.cal ou global de uma solU(;aoelé-
mentar sao conhecidos. . 

Reoentemente, Hormander (1958) demonstrou. uma conje
tUra natural de Schwartz, segundo a qual O admite sempr~ ao 
'menos urna soluliao -eLementar temperada. De um modo mais 
garal, O aplica S' sobre S' como urna aplicaliao cüntínua e 
aherta. P.ela teoria das' iElsgualioes lineaves' nüs lespac;os ve:t'üriais 
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topológicos e a te,oria da dualidade, essa "asser¡;ao equivale a 
diz'er-se que O aplica S homeomorficamente sobre o suhespa¡;o 
vetorial fechado O(S) de S. 

'Tais r'e5ultados de Ehrenpreis, Hormander é Malgrange sao, . 
através da transforma¡;8;o de Fo.uder, caso particular do chamadQ 
probl,ema da divisao de distribui¡;Oes, corl'lespopdendo a divisao 
de urna distribui¡;ao por urn polinomio. Mais recentemente, Lo
jasiewicz (1958), generalizando resultados prévios de Schwartz 
e estahelecendo urna qOli:ijetura do¡ próprio Schwa:ctz, a3IDons:.. 
trou que a divisao de urna distribui¡;a.o por urna fun¡;ao analí
tica r,eal é sempre possivel, isto é a equa¡;ao T = cp S admite 
sempre urna solu¡;ao S, quaisquer que sejam a distribui¡;ao T 
e a fun¡;ao analitica real cp nao identicamente nula. 

A teoria dásida' das 'equa¡;Qes ¡elíticaS teVie um dos slaus as
plectos fuundament(ais extendido de urna maneira importante pO'l.' 

Horma)nder (1955). ClassicamentJe, se o. ,oper,ador for de Slequunda 
ordem, isto é 0= z:. a¡j iJ2/ iJx¡ iJXj mais termos de grau 1 e O. 
e se os coeficientes forem reais, enta,o O é dito elítico quando a 
fórma quadrática ZJ G¡j ti tj for definida (por exemplo positiva), 
ou seja z:. G¡j t¡ tj > O qualquer que seja {ti} e z:. G¡j ti tj = O im
plicar {ti} = O. De um modo mais geral, retomando o caso de 
O de ordem qualquer m e de coeficientes complexos, a defi
ni¡;ao aproQp~ada de diticidade CQllsiste em requerer qu'e 

z:. ap tP-=j=O se t-=j=O, 
Ipl-nt 

onde Ipl=P1+'''+Pn se P=(P1,,'oo,pn) e tP=tlt. .. t/'n sé-' 
t= (ti> .oo, tn). Os operadores elíticos tem urna propriedade fl:ln
damental, que nao é característica apenas desses operador,es mas 
sim de urna classe mais ampla, que passaremos a definir. 

O é dito hipo~elíticose, toda vez que O(S) =T, onde S' 
e T sao distribui¡;oes no Rn e T for urna fun¡;ao infinitamente' 
dif:erenciáViel nurn abarto de Rn, entao S s'erá também urna 
fUIfl¡;ao infinitamente· diferenciáveI nesse mesmo aberto. Um teo
r,ema básico, que l'Iemoillta a Serge Bernstein, sendo um in
grediente fundamental do chamado método da proje¡;ao orto
gonal de Weyl, afirma-nos que todo operador elítico é ~ipo
elítico. 

Se E for urna soluQ8.0 elementar de O e esse operador
for hipo-Ielítico, como. ~ = O no cqmplementar da origem,' entao 
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B será infinitamente diferenciJáV1el illO complementar da orig·e·~. 
Reciprocamente, se O admitir urna solu<;ao elementar que seja 
infinitamente diferenciável no complementar da origem, entaoO 
O será hipo~elítico. E' dessa fórmaque COillstatamos que alguns 
operadores clássioos sao hipo-elíticos, através de urna. solu<;ao 
eLementar conhecida. 

A caracteriza<;ao direta dos operadores hipo-elíticós foi con
seguida por Horrnqnder. S,eja p o polinomio em n variáveis 
tal que 

O (
1 a 1 U), 

=p T aX1 ""'T oXn 

onde o den?minadior i é incluido por OOllV'eniencia. Entao 
¡\(p)=tsERn; p(x+s)=p(x) qualquer que seja xERn} 

é um subespa<;o v·etorial de Rn. O polinomio p é ditocompleto 
quando ¡\ (p) = O, o que significa que, em termos de qualquer 
base em Rn, o polinomio sempre depende de todas as variáveis. 
Para que O seja hipo-elítico é neoessário e suficiente que p seja 
oomp1eto e .que sejam satisfeitas as duas condi<;oes equivalen
tes seguintes: 

(1) se ~,11 E Rn, entao p(~ + i11) ~oo quando ~ ~oo e 
11 permanece fixo. 

(2) dado A >0, existe k >0 tal que .p(~ + i 11) -:-/= O· !desde) 
que ~,11E Rn, 1111 < A e I~I >k. 

Outras fórmas equival.entes dessas condi<;oes foram, tam
bém, indicadas por Hormander. 

INSTITUTO DE MATEMATIOA PURA E APLIOADA 

CENTRO BRASILEIRO DE PESQUISAS FISIOAS 
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CAMPOS DE HOMOGENEIDAD 

(RESUMEN) 

por A. E. SAGASTtT.ME BERRA 

. Llamamos campo de homogeneidad a un conjunto H = {O,. 
l,.a, b, ... } que verifica ciertos postulados, que pueden resumir
se ,e,n lo siguiente: para los elementos -=/= O de H está definida 
una relación ecuable (es decir, simétrica, reflexiva y transiliva),. 
la de homogeneidad, a H b (negación, a no H b), en virtud de 
la cual el conjunto de dichos elementos queda repartido en clases: 
de homogeneidad Ha., ninguna vacía y sin elementos comunes, El 
Índioe !l que ·sirve para distinguir estas clases se llama el grado
de Ha. o de cualquiera de sus elementos, y estos índices consti
tuy,en . un conjunto, r = {!l, ~, ... } que a priori puede ser cual
quiera. Se establece además que O H a y a H O cualquiera sea a. 
Que el conjunto Ha.*=Ha.U{O} es, para cualquier !l, un gru-· 
po abeliano respecto a una operación de sumaa. ('que para sim
plificar se indica como suma), siendo O (elemento común a to
dos los Ha. *) el eLemento unidad de este grupo. Además, se pos
tula que entre los elementos del campo H está defindia una 
1!Lultiplicación a. b o ab, conmutatiiva, asociativa, distributiva. 
respecto a todas las sumas +11.' con un elemento unidad 1 tal 
que a. 1 = 1 . a = a para todo a, y a la que se imponen ademá .. 
condiciones que significan en ~ltimo análisis que el conjunto r 
de los grados puede convertirse en un semigrupo flbeliano orde
nado positivo, si !l + ~ es el grado de un producto aa.b~, sien
do . aa. degrado !l, b~. de grado ~. El grado cero O (unidad del 
semigrupo r) es el grado de la unidad 1 y de todo elemento· 
homogéneo con 1. 

Bajo estas condiciones, se ve que Ho* es el único de los. 
Ha. * qu,e sea un anillo, siendo un campo de integridad. 

Como casos especiales de los campos de homogeneidad tene-
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mos los dos extremos siguientes: 10, cuando hay sólo una clase 
de homogeneidad, es decir, todos los elementos son homogéneos. 
Entonces H = H o * se reduce a. un campo de integridad con uni.,. 
dad; y 20 , cuando cada elemento solanlente es homogéneo con
sigo mismo (y con el cero). Entonces H 'es (isomorfo a) un se
migrupo abeliano ordenado positivo con el agregado de un ele
mento cero para la multiplicación. 

Se puede considerar a nue,stro campo de homogeneidad H 
sumergido en un campo de integridad, el de los polinomios (que 
fácilmente pueden definirse por prooedimientos conocidos). sobre 
H. Este campo P de los polinomios sobre H corresponde a lo 
que se ha llamado un anillo graduado o i'.lgebra. graduada (1), 
si. bien con algunas difel'ancias. Dentro de P, el conjunto P a. 

d-e los polinomios que se reducen a un solo ,término de grado a 
,es un grupo aditivo, isomorfo a Ha. * . y estos grupos están liga": 
dos por la relación P"P13 cPa+13 • En particular, Po es un cam
po de integridad isomorfo a Ho*' 

A cada subcampo H' de H loe corresPQllde un subsemi
gr.upo r' de r, formado por aquellos grados a' tales que 
H ,,' 'n H' no 'es vacío, y entonces los suhgrupós aditivos H' a.'* = 
= H a.'* ~n H' cumplen la condición 

(1) 

y además, 1 E Ho'*. Recíprocamente, dados un subsemigrupo r'
y para cada o/ E r' un subgrupo H' a.'* de H a'*' de modo que 
1 E 'H 0'* y que los H' a.'* cumplan la condición (1), la reunión 
de los H' a.'* es un subcampo H' de H .. 

Un ideal en H, o simplemente ideal, es un subconjunto 1 
de H tal que, si a, bE I y CE H, se tiene: 

1) Si aHb, entonces a-bE I; 

2) 'aCE 1. 

La ccmgruencia de dos elementos a, b de H según el mó
dulo I, a==:.' b (mód. I), puede definirse así: se verificará tal 

3 

(1) Véase por ejemplo: C. CHEVALLEY: Théorie de8 groupe8 de LIE, Tome
n: Groupe8 algébrique8 (Publieations de 1 'Institut Mathématique de 1 'Uni
versité de Naneago). Aetualités Se. et Ind. NQ 1152, Paris. HERMANN & Cie.,. 
1951, Cap. 1, § !:. 



-19~ 

velación cuando, y solamente • cuando, sea· a H b· Y además 
a - bE 1. Cua:ndo ambos 'elementos son =-/= 0, esta nOClon ",e 
ve duce a la común en teoría· de los grupos, .de congruencia res
pecto alsubgrupo la. * = 1 n Ha. * al que pertenecen ambos. . 

Esta relación, reflexiva y simétrica, no es transitiva. Para 
r,establecel' la transitividad recurrimos a la relación de congruen
cia-estrella (mód. 1), definida así: a ==* b (mód. 1) cuando: o 
bien a y b son distintos de cero y a = b (mód. 1) en el· sen
tido definido antes, o bien, si uno de los elementoS es oero, el 
otro también lo es. Estas congruencias-estrella tienen la ventaja 
de p~de~ sumarse y multiplicarse m.i~mbro a miembro (siempre 
que, en la operación' de suma, los elementos que se suman ,sean 
homogéneosL y permiten _p~r _tanto defúlÍr el campo de restos 

módulo 1 H = H - 1'= {O, a, b, , .. } con la rela~ión de horno
SJeneidad -;; H b si y solamente sia H b Y las operaciones 

~ + b =a + b, ~.:¡; = abo En otros términos, el, campo H res 
homomorfo a H, ,'en ,el sentido de la definición que sigue. 

Un c~rhpo H' se llama homomorfo al campo H· si existe 
una corvespandencia unívoca entre los elementos de H 'y los de 
H', de mod~ de conservar la relación de homogeneidad ,)nas ope
raciones de suma y multiplicación: 

Si a ---? a', b ---? b', ,entonces: 

aH b implica a' H' b' Y viceversa, 

aH b implica a + b ---? a' + b' 

ab ---? a' b' 

(2) 

Como de ordinario, el isomorfismo es el caso particular en 
que ,el homomorfismo sea biunívoco, de modo que, en la corres
pondencia inversa también se conservan la homogeneidad y las 
operaciones. El homomorfismo se indica con H ---? H', el iso
morfismo con H Cr.l H.' 

En un homomorfismo, en general, el semigrupo r' de los 
grados de H' es ordenadamente isomorfo a r. 

Con estas nociones, se puede completar el resultado anterior, 
demostrando que las im~genes homomorfas de H son (salvo 

ú 
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isomorfismos), solamente los campos de restos antes definidos. 
Es decir, que .se verifica el 

T,eor-ema fundamental del homomorfisrnc: 
'Todo oampq de restos ". H -:- H -,- N módulo. un ideal N es homo
morfo . a H. Re'cíproc"amente;' si H' es una imagen homomorja 

(J¡e H, entanoes E' OY.) H--:- H - N, siendo N el ideal de los ele
mentos que en el homomorfismo tienen por imagen el O' de H'. 

Actualmente se están estudiando más en' detalle los . ideales, 
que pueden ponerse en correspondencia biunívoca con los ideales 
homOgéneos o 'H -ideales, que: son ideales (en 'el s'entido ordina
rio) en P, con la propiedad ~de que si un polinomio P perte
neoe a un tal ideal, también pertenecen a él todas las compo
nentes homogéneas. de P. 

Los r.eSultados de ',que aquí ~se da cuenta, así como las inves
tigaciones que siguen, serán publicadas in extenso en la «Revista» 
de la Facultad de Ciencias Físioomatemáticas de La Plata. 

FAOUL'l'AD DE OIENOIAS l!'ISIOOMATEMÁTIOAs 

La Plata, Agosto 1959. 



SOBRE LAS TEORIAS DEL CAMPO UNIFICADO 

p'or L. A. SANTALÓ ' 

(Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires) 

1. Introducción. La teoría de la relatividad general asigna 
al ,espacio tiempo una estructura dee~pacio de Riemann cua
dridimensional (postulado fundamental). Sentado este postulado, 
las ecuaciones del campo aparecen de una manera natural y obli
gada, con solo tener en cuenta él principio de la «simplicidad» , 
es decir, que ellas deben ser las más simpLes entre las ecuacio
nes coyariantes (tensoriales) posibles, dada la naturaleza del pro
bLema. 

En efecto, en el vacío, dichas ecuaciones son 

(1. 1) Rij=O, 

donde R/j es el tensor de R i c c i del espacio, que en un espa
cio de Riemann es el- único tensor contraido del de curvatura y 
por tanto el tensor más simple de dos índices, de!¡pués del fun-
darnental Yij. ' 

En pr,esencia de materia o de energía, las ecuaciones (1. 1) 
se sustituyen por las 

(1. 2) 

donde T ij es el tensor materia-energía (dato físico) y en el 
primer miembro R es la curvatura escalar R = Rij gij. Toda""' 
via se puede agregar en el primer miembro el término cosmo
lógico A giJ pero siempre se está dentro del teorema de E. 
e art an (1): 

(') S~¡r Zes équations de Za gravitation do' Einstein, Journal de Math. 
Purlls et Appliquées (Liouville), 1922, págs. 141·203. 
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\Todo tensor de dos índices S¡j cuyas componentes sean 
ftunciones del tensor simétrico fundamental g¡j y de sus deri
v.r;ulas parciales de primero y segundo orden, conteniendo a estas 
últimas linealmente, es· de la for.ma S¡j = Rij + el. R g¡j + A gij 
donde el. y A son constantes. 

En el caso de las ecuaciones de la gravitación, la constante 
a queda determinada _por la ecuación de conservación Sij¡;¡=O. 

!En esta determinación de las ecuaciones del campo, que. 
prácticamente elimina toda arbitrariedad de elección entre varias 
posibilidades, radica el principal atractivo de la teoría de la 
I'Ielatividad g,eneral, que posee a este respecto la máxima sim
plicidad conoeptua~. 

No ocurre lo mismo can las posteriores teorías del campo 
uinificado. En ellas las ecuaciones del campo se eligen entra 
v,arias posibilidades y se trata luego de justifiCar por razone!¡ 
divlersas, de índole matemática o física; el porqué se· han ele
gido unas y no otras. Este es el principal defecto de que allo
l,escen la mayoría de las teorías del campo l;lnificado y tal vez 
en ello i'adique la razón de su poco éxito. 

·En este trabajo vamos a considerar la última teoría de 
E i n s te in con sus modificaciones sucesivas desde 1950 a 1954. 
QUJe;r,emos vler coimo habría que modificar sus ecuaciones del 
campo, o qué requisitos complementarios deberían cumplir, para 
que tuviesen el carácter de determinación obligada a . partir de 
ciertos criterios naturales de simplicidad, tal como hemos visto 
ocurr·e en la relatividad general. Con estos agregados se obtienen 
sistemas incompatibles, lo que prueba que el ideal perseguido 
no es posible. Sin embargo, con estos'1 sistemas, siempre tendre
mos una guía para elegir los sistemas parciales compatibles que 
parezcan más apropiados y tener en cuenta lo que falta para 
que la teoría fuera. complet~mente satisfactoria desde este punto 
de vista. 

R:Ccordemos brevemente dicha teoría. Su postulado funda
mental es que el ,.espacio tiempo sigue siendo de cuatro dimen
siones pero su estructura está ahora determinada. por un tensor 
gij no necesariamente simétrico y una conexión afín rihm tam
poco necesariamente simétrica. En vez del tensor g¡j, de de
terminante· g, es cómodo introducir.la densidad tensorial co-
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rrespondiente, que en gen~ral utilizaremos en su forma ,con
travariante 

(1. 3) Gij=gij(i: 

Con las notacianes usuales, que resumimos '¡;ln ,el 11. 2, las 
prime. ras 'ecuaciones del, campo o sistema fuer~ de E in s t ~ i n, 
son 

(1. 4) 

Y' otrás lecuaciones, dadas también por el mismo E i 11 S t e i n 
poco tiempo después, son las que constituyen el sistema débil, 
a saber 

(1. 5) 

Las 'ecuaciones (1. 4) se eligen por ciertas, razones de sime
tría (simetría hermitiana). Las ecuaciones (1. 5) resultan de un 
principio variacional, con lo cual 'está asegurada su compatibi
lidad. 

Distintamente de lo que ocurre en la teoÍ"Ía de la relatividad 
general, los sistemas (1. 4) Y (1,5), no quedan obligatoriamenLe 
determinados a partir de ciertas hipótesis de simplicidad. Con 
igual,es fundamentos se pueden sustituir por otros sistemas aná
logos pero no equivalentes. Nuestro objeto, como ya hemos di
cho, es mostrar esta indeterminación Y ver qué. ecuaciones de
herían agregarse a estos sistemas para que desapareCiera. 

Como bibliografía fundamental para la teoría del campo uni
ficado a que nos referimos están los libros de E i n s te i n [1 ], 

Hlavaty[2], Lichnerowicz[3] y Tonnelat[4J. En los de 
, 

H 1 av a t Y Y . Ton n 'e 1 a t, más específicamente dedicados a ~a 
'teoría' del campo unificado, se encuentra abundante bibliografüi. 

2. ,Notaciones y fórmulas utilizadas. :Vamos a recopilar 
las notaciones y' algunas ,fórmulas que utilizaremos. 
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. i a) Da la conexión fundamental rm¡h se deduoe la cone~ 
xión simétrica 

(2.1) 

y el tensor de torsión 

(2.2) 

.del cual, por contracción, ¡se obtiene el vector 

(2.3) 

b) El tensor de 'R i c ci 

(2.4) R¡h = rm¡h,m - rm¡m,h + rmlm r1¡h - r m1h r1¡m 

tiene por parte simétrica 

(2.5) 

y por parte antisimétrica 

(2.6) 
1 . . 

R¡ihl = 2 (óshs,¡- ÓS¡S"J + Sm¡h;m(6.)-

1 -"2 (S¡,h - Sh,¡) + Sz SZ¡h' 

c) El tensor de E i n s te i n Eih. que figura en (1. 4) es 

(2.7) 
1 . 

E·h=- - (Ils. h+ ós, .) + rS'h + r"h Ósz -fs·z r Zsh I 2 IS, IS,' I ,s I S I 

que puede también escribirse 

(2.8) E-h=R'l +S· ,(Il)-SZSZ·h+l(ós. h-Ilsh .) '. l lL ';1 ¡ 2 ts, S,I' 

d) La coma indica siempre derivación parcial ordinaria. El 
punto y coma derivación covariante. Si no se indica la conexión; 
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se entiende .que se trata respecto. de laconexlOn inicial rmih' 

En caso contrario se indica la conexión entre paréntesis. Por 
ejemplo, en (2. 5) Y (2. 6) las derivadas covariantes. indicadas 
se refieren a la conexión siIIlétrica -<2.1.). 

le) Con Gih indicamos siempre una densidad tensorial con
travariante. Su derivada polarizada o mixta, la indiraremos por , 

, la siguiente notación 

(2.9) GihJ -Gih +r i Gmh+rh Gim_/1m Gih 5- ~ . ~ ~ n' 

Llamando G al determinante de Gih , una consecuencia 
importante de la ecuación 'Gih¡S = ° es (ver por ej. Ton n e
lat[4], pág. 39), 

(2.10) 

Por comodidad descompondremos Gih en su parte simé
trica y antisimétrica 

(2.11) 

siendo " 

(2.12)( 

Gih = Hih + Fih 

Hih=l(Gih+Ghi), Fih=l (Gih_-Ghi). 
22. 

Con lestas notaciones, de (2. 10) se deduce la relación im
portante siguiente, válida para la parte simétrica de cualquier 
conexión respecto de la cual se cumpla GihJs = 0, 

(2.13) 

'f) Supondr,emos que los determinantes de Hih y Fih son 
siempre distintos de cero. 

3. T~sores de dos -indioes en un espacio de conexión afín. 
Según ¡·el teor,ema general de equivalencia para un espacio de 
cone:xión afín· no simétrica, los único., tensores independientes 
que se pueden formar son' el tensor de torsión Smih, el de cur-

L.~._~... __________ ._. 

ú 
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vatura Rm,ihs' Y laS contracciones y derh'a'das :covariantes de 'ellos~ 
(V.ér, por ej. ,T. y; T h oro a s, Thé différéntial invariants 01 
generalized ·spacesi Cambridge University Press, 'i934, págs. 204-
205). l' " ' 

Las contracciones del tensor de curvatura son' el terisor de 
R i c c i (2.4) Y el 'tenSOl> 

(3.1) Rm 'h= 11 m 'h _11m h ,J,S'h-Sh' m~ mI, m ,,"'T "1, ,. Jr.-

En consecuencia, se puede enunciar: 
En un espacio de conexi6n afín no simétrica 

(3.2) 

los .únicos tensor·es de dos índices cliyas componentes cumplen 
las condiciones 

a) .san funciones ,de 'la conexi6n IY de sus derivadas par~ 
ciales de primer orden;" 

b) Como frmciones de la conexión son, a lo sumo, de 
segundo grado; 

, 
son los ocho siguientes 

R¡h' 11 m, h- flm¡ .' 1m, lln,l\ Sm¡hjm, S¡;h, I ' 

(3.3) 
Sh;,ÍJ Sq¡rSrhq, S¡Sh' SmSm¡h' 

Por tanto, ,el tensor más general que cumple las condicio
nes a), b) ,anteriores es 

(3.4) T ih = a. Rih+ ~ (flm¡m,h - I1mhm,¡) +y Smih;m + ~ Sq¡rSrhq 

+ 1:: S¡;h + cp Shj'¡:+ /-A. Sm Sm¡h + v Si Sh' 

donde a.,~, y, ... , V son constantes arbitrarias. 
Es decir,' así como ,en un espacio de Riemann el' tensor 

más ~imple de dos índices, después del fundamental, es el, de 
Ricci, en espacios de conexión afín no simétrca tenemos el an
terior T{¡h cOlmbinaciór¡, lineal de otros ocho tensores todos los 
cuaLes poseen las características de simplicidad a) y b). 
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Para eliminar tal arbitrariedad de elección, las, ecuacio.nes 
deloampo. que sustituyeran a las Rih = O de la relatividad ge
l1Ieral (en el vacío.) deberían ser las que anulasen a Tih cuales
qutera que fueran las co.nstantes a,~, y, ... , v. Para ello. se tie
ne el siguiente 

T le o. r e m a 1. Las condiciones necesarias y suficientes pa
ra que se anulen' todos los tensores rlh cualesquiera que sean 
las· constantes a,~, y, ... , v son 

En efecto., la única co.ndición no. evidente es la Smih ; m = O 
la cual les una consecuenci:a del sistema (3. 5) co.mo. resulta te
niendo. en ,cuenta la expresión (2. 6) de la parte antisimétrica 
del tenso.r de Ricci y sabiendo. que la anulación de un tensor 
exige la anulación de sus partes simétrica y antisimétrica. 

Obsérvese, de paso., que las co.ndicio.nes (3. 5) llevan co.n
sigo. la anulación del· tenso.r de Einstein Eih (2.8). Para 
más detalles, ver [5]. 

4. Ecuaciones deducidas de un principio variacional. En la 
teo.ría del campo. unificado. de E i n s t e i n, además de la co.ne
xión s-a tiene la densidad tensorial Gih. Las ecuacio.nes del cam
po pueden deducirse del principio. variacio.nal 

(4. 1) b I Rih Gih dxl dX2 dxs dx4 = O 

co.n la co.ndición de que rmih y Gih puedan variar indepen
dientemente, siendo. su variación nula en el co.ntorno. del do.mi
nio. cuadridimiensio.nal 'consider.ado.. V'er L i ch 111 e r o. w i c z [3} 
o. To.nnelat[4]. _ 

La elección en (4. 1) del tenso.r de Ricci no. está a prio.ri 
justificada. Junto. co.n él tenemos aho.ra lo.s o.~ho tenso.r-es (3.3). 
Unas ecuacio.nes del campo., más naturales, que eliminarían to.da 
~lección arbitraria, serían (caso. d~ -existir) unas ec;uacio.nes que 
satisfacieran al principio. variacio.nal 

(4.2) 

para valo.res cualesquiera de a,~, y, ... , v. 

, 
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La sohiciónde (4: 2)';' aplicando el fuétodo clásico de Euler 
y tras un' cálculo un poco largo que 'hemos' desarrQlIado en '. otro 
tr.abajo (v·er [6] salvo un,GaIllbio de notación), resulta se~ .el 
sistema 

(4.3) 

donde T ih es el tensor (3.4) Y 

(4.4) 

Kqsr = a. (- Gqs\r + Gqs Sr + bSr (Gqt\t + Gqi Si» 

- ~ (Fqt,t bSr + Fst,t Mr) 

+ y (- Fqs)r + Fih Sqih bSr + Fqs Sr) 

+ b (Hqi Ss. - Hsi Sq· ) Ir Ir 

+~ (~ (Gqtll+GqiSi)bsr+, 

I I 

+ ~ (Gst]t+-osiSi) bqr-GqsSr) 
I 

1 I 

+ cp( 2'( - Gtq\t + Qiq Si) bSr + 

+ ~ (Gts)t - Gis Si) bqr - GSq Sr) 

+ 11 (..!..FihSq., bs _..!..FihSS.hbq +.FqsS ) 
r 2 ¡¡ r 2 ,1 r r 

+V(HqiS.bS -HsiS·bq) 
I r 1 r' 

Con esta expresión se verifica' el siguiente 

Teorema 2.' Pard que sea Kqsr=O para valores cuales:' 
quiera de las constantes o.,~, y, ... , v es T!eoesario y suficiente que 
se cumplan las condiciones 

(4.5) Sq· Gsi - Ss. Giq-O Ir Ir -. 

Demostración: 

a) Por cálculo directo se obtiene fácilmente 

(4. 6) [Gqslr] = Fqs)r -1" Sqir Gsi - SSir Giq 
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donq.e el primer miembro indicll la p~te" antisimétrica r,especto 
de los índices q, s., Por tanto, de( 4.5) se deduce t,ambién , 

(4.7) 

y como 

(4.8) 

resulta 

(4.9) 

, b) L.as segundas ecu,adOnles (4.5), esCribiendo que son nu
las su parte simétrica y antisimétrica respecto de los índices 
q, s se desdoblan en 

(4.10) 

(4.11) 

Sq. Fsi+Ss. FrJ.!=O 
Ir Ir 

Sq· His_Ss. Hiq-'-O Ir , Ir -, • 

De (4.11), haciendo r=s, resulta 

(4.12). S¡Hiq=O 

y por tanto, habiendo supuesto no 'nulo el, determinante de las 
Hiq r,esulta 

(4.13) Si=O. 

c) ne las segundas ecuaciones ( 4. 5), haciendo s = r y 
sumando, teniendoiEln cuenta (4. 13) resulta 

(4.14) Fir Sqir = O. 

d) Finalmente, la identidad (válida si se cumple (4. 13», 

Gts,t + Gih rSih = Gtslt - 2 Fit SSit, 

teniendo en cuenta (4; 14) nos dice que también es 

(4.15) Gts. -L Gih rS'h-O ,t I l - • 

Con todas lestas relaciones, es inmediato comprobar que el 
teorema es cierto. 

, Para que se cumpliera todo el sistema (4. 3) o sea, ,el prin
cipio variaciQIlal ( 4. 2), fuera satisfecho para valores cuales
quiera de las 'constantes a,~, ... , v, según los teoremas 1 y 2, 
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teniendo en cuenta que como :consecuencia de la primera condi
ción (4. 5), se cumple la (2. 13), debería ser 

a) Gqs!r=O 

(4.16) 
b) Sqír Gsí - SSír G~q = O. 

c) SqírSrhq=O 

el) R¡h--':" O. 

Consecuencias importantes de este sistema son las ecuacio
nes (4.9), (4.13) Y (4'.14), a ,las cuales se puede,agrega,rJ~ 
ecuación 

(4.17) Giq SS¡r srqs=O 

que se obtiene de b) multiplicando por Sr q3 y sumando. 
El sistema a), b), c), d) es claramente incompatible, p()r 

tener más ecuaciones que incógnitas. Esto prueba que una teoría 
del campo unificado, ba,sada ,en los prillcipiosde la que estamos 
considerando, . siempre tendrá cierto grado de, arbitr1\riedad en la 
elección de sus ~cuaciones del campo. Eligiendo entre las a), 
b), c), d) o entre ellas y las (4.9), (4,13), (4.14), (4.17) un 
sistema compatible cualquiera, se tendrá una posibilidad, a la 
cual siempre será posible buscar una justificación a posteriori 
si es que resulta útil, a la física. 

5. Apéndioe. Las ecuaciones del campo para el prrnClplO 
variacional (4.2) son las (4.3). El primer grupo parece ex
traordinariamontecomplicado. Sin embargo, escribiendo las ecua
ciarJJes [(tSt = O, l{qtt = O, despejando de las primeras Hst,t y 
de las segundas H.qt,t y sustituyendo en (4.4) resultan unas 
ecuaciones que p1ueden condensarse en la forma' relativam 9nte 
simple siguiente 

Kqsr= "'- (a. + y) Fqs\r (*L) - a. Hqslr(**L) , 

(5.1) 1 ' . ·1 
+ 3" (y+2~) ósrFqt,t+ 3" (-2a.+2~-y) MrFst,t=O 

siendo las conexiones respecto de las cuales están realizadas las 
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derivadas covariantes paralizadas indicadas .( recordar. (2. 9» las 

1 ( 8-CP-P. ) 1 8-CP-P. *Lq¡,.=rq¡r+- 2- 'M¡Sr- 3 + 'MrS¡ 
3 a+1·· ex. 1 

(5.2) . 

( 
~) 1 ( ~-8-cP ) **Lq·=!J.q.+ 1+- Sq·+- 2+· ~q·S-Ir Ir ex. Ir 3 ex. 1 r 

las cuales cumpLen las condiciones ,de ser nulos los vectores con
traídos de sus partes antisimétricas, osea 

*S¡=o, **S¡=O 

siendo ,estos vectores }¡QS a.nálo~ a (:2. 3) para las. conexiones' 

(5.2)~ 

Esta forma (5.1) condensa resultados que obtuvimos ·en [6] 
y puede servir para interpretar las ecuaciones que se elijan den~ 
tro delas a), b), c), -1) del número precedente como ecuacione~ 
obtenidas en base a un principio variacional. 
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CLASES CARACTERISTICAS GENERALIZADAS 
y CUADRADOS DE STEENROD EN LA 

SUCESION DE GYSIN DE UN ESPACIO 
FIBRADOESFERICAMENTE 

por RoBERTO VÁZQUEZ 
(Universidad Nacional de México e Instituto Nacional de la 

Investigaci6n Cientifica) 

1.. Introducción: 

El obj'eto de este trabajo es definir las clases caracterí!r 
ticas generalizadas (módulo 2) de un espacio fibrado (en el san
tido de S erre ) cuya fibra tiene la cohomología (mód. 2) de 
una 'esfera, e introducir los cuadrados de Steenrod en la suce
sión de Gysin correSpondiente. Los resultados obtenidos aquí 
tienen sus análogos en la teoría de Thom [4] para espacios fi
brados localmente triviales, pero nuestra técnica es completa
mente diferente, técnica que empl,ea a los' cuadrados de Steenrod 
en la sucesión espectral del espacio fibrado y no requiere que 
este sea necesariamente trivial en el sentido local. 

Para mayor oomodidad de la exposición se ha dividido 
este trabajo en dos partes, en la primera (N.O 11) se mencionan 
los antecedentes del tema tratado y la segunda (N.O III) cons-
ta del trabajo propiamente dicho. . 

11. Antecedentes. 

1. En la literatura matemática se da al concepto de espa
cio librado dÍversas acepciones. En este trabajo se considerarán 
únicamente las siguientes: 

( a) Espacio fibrado localmente trivial y con grupo estruc
tural operando len la fibra, en el sentido de [3]. 

. (b) Espacio fibra do 10caIrnerite trivial, en el sentido de 
[1], página 46. 

( c) Espacio fibrado en el sentido de Serre [2]. 
Nota: Todo (a) es un (b) y todo (b) es un (c). 
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2. Clases características de Whitney. 

Sea {E, P, B;F G} un espacio fibrado del tipo (a) donde 
B es el espacio total, B la base, p: E -+B la aplicación fi
brante, F la fibra y G el grupo estructural;' supongamos que 
F sea' una (n-l)-esfera, y G=On=n-grupoortógonal. Si B 
es un compLejo finito [(. se definen las clases caractersticast 
W q del espacio' fibra do , como' sigue: 

Denotemos con [(q al q-esqueleto de [(. En [(q es siem
pre p~sibl,e definir un' campo de vectores, (n""": q):-dimensiona
les; unitarios y ortogonal,es;' si' se ,quiere extender 'el campo a 
[(q+i aparece una obstrucción, a saber, el cociclo cq+i cuyo 
valor en la (q+l)-célula a es el elemento ,de ?tq(V11-c¡n) , 
q-grupo de homotopía de la variedad de Stiefel' Vn_qn~ determi-

nado por el campo en la, frontera a,. de a. La clase de cohomo
logía de cq+iles la clase característica W q+i E H q-';1([(; 1tq(V q_nn):) 
(coeficientes locales) ([3D. Y [7]). 

3. 'Las cla8les características generalizadas de 'f'hom. 

, Supongamos' ahora. que {E, Pi B, F} es un' espacio fibrado 
del tipo (b) y en donde B es localmente compacto yparacoffi:
pacto y F una (n......: l)-.esfera. Thom asocia al espacio fibrado 

ru.;tterior otros dos {A: Pi' B, P}, {A', Pi" B, PI} donde P es 

una n-bola cerrada, P' una n-bola abierta y A' _l: A. En estas 
condiciones existe un, isomorfismo canónico cp*: Hq(B, GOT) Z 
Hq+n(A', T) donde G es un faisceau localmente simple de gru
pos abelianos y T es un sistema local de enteros asociado al 
espacio .fibra do A' (sistema torcido de enteros). Cuando B es 
un complejo celular se, puede dar una interpretación elemental 
de cp* que se mencional'á después. Si ro E HO(B, Z) es la, clase 
unitaria y U = cp*( ro ) entonoes Thom define las clases carac
terísticas generalizadasWi por]a relación: cp*Wi=SqiU. 

Como en el caso anterior W¡ es módulo ,2 'para i par y 
es una clase: entera torcida para i impar., 

El resultado fundamental de [4] es: Si el espacio fihrado 
lls como en el número 2 entonces las clases características ge
neralizadas son las clases de Whitney. 



-209-

", 4.", Los cuadr.ados de- Steenrod· en la, co.homología ,singu
lar, cúbica; 

Elproducto-i (cup-i. product ) puede: definirse así [5] : Si, 
t y. 9 sop dos, !Jocadenas m9.dlllo 2 del, espacio ,X de grad08 
p yq, respectiyarp.ente, entonces 1 ~ 9, es la ,cocadena de gra-: 

. .' "í . .' , . 

do P + q - i cuyos valores se obtienen por la fórmula 

(f '-' g) (e) = Zj I('AI(~ c) .g('AH a c) ,(O < i<mín(p, q» 
i (H,K) , 

dOnde c es un (p +" q - i):"cubo de X y la suma tiené un 
término" para cada par ordenado (H, K) 'de subconjuntos de 
{1, ... ,p+q-i} siendo HnK=f:1, v(H)'=p-i, v(K)=q-i 
donde v de~igna.el número, de ele.ment~. del, conjunto j. ' 

AI(~ c 'es la cara de c degrado p tal que (AI(~ e) (t1, ... , t p) = 
C(Y1' ... , YP+q-¡) donde O <t¡< 1, Yk= ~_(k) si k E l(, Yk= t Cf'[((k) 
si ICE K siendo "Cf'I( la función estrictamente creciente del com
pLemento de le con valor~s en {1, ... , P + q - i} Y ~(li) = O o 
1 según sea par o impar, respectivamente, el nfúmero k - v 
[(HUK)'n{I, ... ,k}]j la cara'AHac se define análogamente 
con la única, diferencia: a(k)---: O si le - v [(H U K) n {1, ... , le} ] 
es impar y a(lc) = 1 en el caso contrario. 

Si'i>mín(p,q) o i<O se define l~g=O. 
i 

La fórmula anterior implica que la cofrontera de 1 ~ 9 ,es: 
i 

d(f '- g)=dl'- g+1 '- dy+1 ~ g+g ~·dl· 
i i i i-l i-l 

En particular si 1= 9 = p-cociclo de X entonces 1 - f es 
i 

un (2 P - i)-cociclo y el cuadrado Sq¡ de la clase de cohomo
logía {I} de 1 se define así: 

Sq¡{f}={1 ~ f}. 
i 

5. La sucesi6n espectral de cohomología de Un espacio 
librado y los cuadrados de Steenrod. 
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Sea {E, p, B} un espaCio -Jibradó del tipo (c); - tomemos 
un punto fijo bE B de donde F = p-l(b) es la fibra sobre b 
y sea e un punto fijo de F; se supondrá e~ lo- que sigue que 
F y B son ,espacios arcoconectf!.dos,· ló que implica que E - es 
del mismo estilo, entonces la homología de dichos espacios puede 
calcularse empleando únicamente cubos cuyos vértices están en 
b o en e según el caso. 

Sea A el grupo de cocadenas cúbicas de E con valores 
en el grupo -abeHano G. Se define ([2]) mía filtración decre
ciente A = A o ~ A 1 ~- ... ~ .. A P::i ... donde A P es el subgrupo de 
A de las cocadenas que se anulan en los cubos de filtración 
';;;;;p -1. Si sA denota a los elementos homogéneos de grado 
s de A se definen los grupos: 

c,.P,q = p+qA n AP 'n d-1Aptr; BrP,q = ptqA 'n Ap 'n dAP-r; 

(O<r<<»). 

A la suoesión {Er} se le llama la sucesión espectral de co
homología, con coeficientes en G, del espacio fibrado {E, p, B}. 
La dif'erencial d en A induce una diferencial dr en Er que 
aplica ErP,q 'en E/+r'1-rtl y se tiene H(Er) =Er+i. Según [2] 
se pueden describir los primeros términos de la sucesión espec-
tral como sigue: -

EJp,q 'es isomorfo al grupo de funciones con valores en G 
y definidas en los cubos de E de grado p + q y filtración < p, 
que se anulan en los cubos degenerados y en los de filtración 
<p-1. 

E:Jipoq es canónicamente isomorfo a ep( B, Hq( F, G)) = p
grupo de cocadenas de B con grupo de coeficientes Hq(F, G). 

E2p,q 'es canónicamente isomorfo a HP(B,Hq(F,G))=p
grupo de cohomología de Bcon valores. en el sistema local de
finido en B poi' Hq(F, G). 

Supongamos de aquí en adelante que G = Z2. En [6] sa 
demuestra que los productos-i . en E inducen ciertos homomor-
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fismos en los términos de la. sucesión espectral, a saber: 
8-ea t UIi elemento' homogéneo de A y definamos 

entonces tb¡ induce homomorfismos (r > 2): . 

(b¡ : E,P.q ~ Es2p-i.2q (i < p, r < s <2 r-1) 

(b¡' : Erp·q ~ ErP.2q-(i-p) (i> p). 

Bi s'e identifica E2P·q con Hp(B; Hq(F, Z2)) y el sistema 
local 'en B constituído por H*(F, Z2) es simple, entonces 

es el cuadrado Sqi utilizando como apareamiento de Hq(F; Z2) 
consigo mismo al « cup-product», y 

es el homomorfismo inducido en la cohornología de B . por -el 
c~adrado Sqi-p en la fihra F. 

111. Clas,es características generalizadas módulo 2 y cuadra
dos de Steenl'od en la sucesión de Gysin. 

8-ea {E, p, B} un espacio fibrado del tipo (c) cuya fibra 
F = p-l(b) tiene la cohomología sobre Z 2 igual a la de una 
(In - 1 )~esfera, entonces el sistema local definido -en B por 
H*(F) ,-es simple. En la sucesión espectral se tienenisomor
fismos canóriicos para toda q : 

(1) 
Hq(B) ~Hq(B) o Hn-l(F) z E2q·n-l zEnq·n-l, 

Hq(B) z E2q·o z.,.z Enq·o, 

8-ea u el generador ~e. EnO,n-l y V E Hn( B) tal que 
p* v = dn u. Todo elemento de Enq·n-l puede expresarsé' de 
un modo' único en la forma p* ~'-' u donde x E Hq(B); se 
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liene dnh(p*x'-',P*v=p*(x '-'u)=p*u "';v) donde d1lT1 : 
E nq·n-l ~ Enq+n;,O; ¡>or otra parte E nq·n-1 no tiene ,elementos 
frontera distintos de oero entonces E n+1q·n-l es el conjunto de 
ciclos de Enq·n-l y,además,', En+lq·n~l=E",q.n-l de donde 
E",q.n-l ~ {XE Hq(B) Ix ,-v=Ó}. Sea [(q el submódulo de 
Hq(B)· ant~ior. Si se compone la proyecció,n natural 
Hq+n-l(E) ~ E",C]¡·n-l con el isomorfismo anterior se obtiene un 
homomorfismo 

cuya 'imag.en es [(q y cuyó núcleo es el mismo que' el de 
1Jq+n-l(E)~ Eq,n-l y 'este último es igual a la imagen de 
p* : Hq+n-l(B) ~ Hq+n-l(E). ' 

Si. d'efinimos el homomorfismo 

como el l'iesult~'do de la multiplicación por v, esto es, 
(3 x = x ~ V, ,se obtiene la sucesión 'exacta 

~ p* lJ.f ~ p* 
(2) ... ~H~+n-l(B) ~Hq+n-l(E) ~Hq(B>. ~Hq+n(B) ~ ..• 

que recibe el nombre de sucesión de Gysin del espa.cio {E, p, B}. 

Los ,cuadrados d)i y <Pi' (Il-5) en la sucesión espectral son 

nulos con excepción de <Pi para q = O y ep' p+q, sin embargo 

las operaciones <Pi en cocadenas inducen ahora otros homomor
fismos como se ve a continuación: 

, Se demuestra eh [6], que si l < q y tE Cnq·n-l entonces 
<Pi(f) E C2n_1

2q-i.2(n-l), pero debido a que la fibra es una 
(Ifl-l)-¡esf,era sé tiene C2n_12q-i.2(n-l) =Cn2q-i+n-l.n-l+B12q-i.2(n-l); 

se comprueba fácilmente que para t, g E Cnq·n-l: 

<Pi(f + g) - [<Pit!) + <Pi(g)] E C12(q+n-l)-i.O + B 12q-i.,2(n-l). 

Entonoes <Pi induce un homomorfismo ' , 

9nq.~-1 ~ (Cn2q-itn~1.n-l + B 12q-i.2(n-l»/ (C12(q+n-l)-i.O+ 

B 12q-i.2(n-l» = En2i¡-itn-l.n-l. 
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También se . comprueba sin dificultad que> QjlCn_ 1q+1,n-2 + 
Bn- 1 q,n-1) oC:: Ci 2(q+/!-:-1)-i,O '+ B12q-i,2(n-1) entonoos <Pi induce un 
homomorfismo r i de Enq,n-1 en En2q-:-j+n-1,n-1 que satisfaoo 

la. regla, de conmutatividad siguiente: . . dn r i = <P;+1 dn. Para i> q 
la situa.cióll. es ~máloga de donde se tiene el 

3. Lema: Las operaciones <Pi inducen homorilOrfismos . 

ri: Enq,n-1-+ En2q-i+n-1.n-l ., 1'. 

(i> -1) 
tal,es que dn·ri=~+t dn. 

Por lo anterior ri induoa un homomorfismo ri* de E ooq,n-l 
en Eoo2q-ttn- 1,n-l y se deduce el 

4. Corolario: Es conmutativo el diagrama 

lJl' 
Hq+n-1(E) -+Kq 

Sqi ~ lJl' ~r¡* 
H2(q+n-1)-i( E) -+ [(2q-i+/t-l. 

Si se usa la notación superior Sqi = Sqq+rv-1-i, r*i = r* q+n-l-i 
entonces el diagrama anterior se convierte en 

lJl' 
Hq+n-1(E) -+ [(q 

Sq.i ~ lJl' ~r*i 
( 4') Hq+n-1+i(E) -+ Kq+i. 

Al considerar ri: En O,n-1 -+ Eni,n-l resulta r i( u) de la 
forma p*W¿'-'u donde WiEHi(B) y es Wo=l, Wn = v, 
Wi=O para i>n. 

5. Definición: Los elementos lVi ' O ~ i < n, son las. cla
s,es caractersticas generalizadas del espacio fibrado {E,p, B}. 

,Sea p* x '-' .u E Enq,n-1 ; aplicando la fórmula de Cartan 
se deduce 

• ri(p* x '-' u) = Z; p* Sqi x '-' ri-i(u) = p* (2; Sqi x '-' Wi-j) u, 
j j 

por consiguiente si x E [( q se obtiene 

r*ix=-= .2: Sqi x -...1 Wi-j. 
j 

Este resultado sugiere la 
• I '. 
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;6., D¡efinir;ión: El homomorfismo' &i: Hq( B) ~ Hqti( B). 
~stá definido por la condición &ix=ZJSqix'-' Wi-j. 

j 

Ya que dn r'(u) = 8qi dnu, es p*Wi "-p*v=Sqip*v o, 
lo que es es lo mismo, Sqiv~ W i .... 'v, por la tanto ¡3&i=Scji¡3. 
Así pues se tiene el 

7. 1~eorema: Es c'onmuÚ1tivo el diagr.a'ma 

~ p* qr. ~ p* 
." ~Hq+n-l(B) ---+Hq+n-l(E) -~Hq(B) -~Hq+n(B) -~ ". 

Sqi¡ Sq.i¡ &i ~ Sqi! 
~ ~ qr ~ ~ 

". ~Hq+ntH(B) ~Hqtn+t-l(E) ~Hq+i(B) ~Hq+n+i(B) ~:" 

8. Comparación con la teoría de.Thom. 

Para comparar las dos definiciones de clases características, 
módulo 2, es necesario suponer que el espacio fibrado es MI ti po 
(b) y que los espacios considerados perLenecen a ,una categoría 
en la cual las dos. teorías de cohomología coincidan, por ·ejemplo 
la categoría de complejos celulares. En taLes circunstancias po
demos describir el isomorfismo cp* mencionado en n, 3 en los 
términos siguientes: 

Sea {A, Pl' B} el espacio fibrado (localmente trivial' cuya 
fibra es una n-bola cerrada). Si i es la inclusión de E en A 
entonces p = Pl i. Designemos con u' ~ Cn O,n-l a un represen
tante de la clase u en EnO,n-ly sean ul E Cn-leA), V' E Zn(B) 
taLes que tl=l=ul=u', p/i=v'=du', por lo tanto V'=P1:f:f:v'+dul 
es un n-cociclo de A módulo E; pongamos V = {V'} EHn( C, E). 
Si XE Hq(B) y x' ·es un cociclo representante resulta 

OIefinimos 

(8.1) cp* x= {Pl:f:f: x' '-' V'}. 

En particular se obtiene cp* O) -: V donde O) es la clase uni
taria en HO(B). 
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Ahora demostraremos que Sqi V = cp* W¡ para las W i de
finidas en 111, 5 con lo que quedará demostrada la~equivalellcia 
de las dos definiciones en las circunstancias mencionadas al 
principio de este párrafo. Para el efecto calculemos 

Sqi V ={V' '- V'} ; 
n-i 

se deduce sin dicultad 

(8.2) Sq¡ V = {Pl#(V' ~ v') + d <Pn-i-l(U1)}. 
n-i 

Pero de la definición 111, 5 se d~prende 

(8.3) 

donde W/ es un cociclo en W¡ y aiE CMi-l(R). 
Difenciando (8.3) se obtiene 

p#(W¡ '-' v') + p#d ai= p# (v' '-' v'), 
n-i 

por lo tanto 

(8. 4) Pl#(Wl'-' v')+Pl#da¡+Pl#(V'....; v/)E'Cn+i(A,E). 
n-i - , 

De (8. 3) se deduoe, 

y dif.erenciando resulta 

Sumando (8.4) Y (8. 5) se obtiene 

Pl # ('11 - v') + d <Pn-i-l (u1) '" Pl # W l '-' V' 
n-i 

mód. E Y por consiguiente Sqi V = cp* W¡. 
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ON ELECTROMAGNETIC FUNCTION THEORY 

By MAKOTO ITOH . 

Summary 

The purpose of this pa;per is tocon:struct a formal mathe
matical system oí' tb'6 classical e1ectr,omagnetic field theo1'Y 
which may be cálled the «El,ectromagnetic Functio:n Theory». 
Tho ordinary comp1exf~nction theory is, so to speak, a mathe
ma'lical theory of thie twpl-dimensional slatical electl'iomagnetic 
field and our electromagnetic fundíon theory may be considered 
as its" 'extension to .the case of thegenel'al ti1f'¡ee-di1lfen~ional 
dynamical ,el,ectromagnetic ~field. ' . '. . f 

In this pap'er it is .shown that the Maxwell',s tw,o equations 
in a homog,eneous isotropic medi~can be unified into only one 
equation by the aid of Laplaoe transformation .. 

Based on this unified electromagnetic 'equation, we define 
forma'lly the compiO'UIIld Hertzian· L-v'ector . and the veCtor and 
scalar L-potential together with Mawell's .alectromagnetic and 
Hertzian operators. 

Next we prove the fundamental integral theorem about the 
dectromagnetic F vector from which are deduced the funda
mental integral representation formulas for the F "'6ctor. These 
formulas give the real phys,ical meanings to the vector and scalar 
L-pot-ential and also to the Hertzian L-veclor. Really the)' re
present the Laplaoe transfor,med «Huygen's PrincipIe». These 
formulas corvespo¡nd to the Cauchy's integral formula for an ana
lytic function, whHe the unifi,ed electromagnetic equation is an 
extension of the Cauchy-Riemann equations .. 

This is a first part of my work on the «Electoomagnetic 
Function 1'heory». 1 hope. to be Q.ble to ·get anothev opportunity 
in near future to pubIish the continuatiol1 of this paper. 
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§ 1. UnijiJed ElectromagTlJetic Vector and Unijied Electnomag
. netic Equation. 

The MaxweIl's eIectramagnetic equations in a homogeneous 
isotropic medium which has (e, ¡.t., o) for its medium constants 
al'e written in the M. K. S. rational units as folIows: 

og{ 
TotC=-¡.t._· . at 

oC 
rot qe = e Tt + oC 

{ 
d~v C=pEje 

dlV qe=O 

," - ,- '. ': . . 

e. 

o' 

.'. '. 

(1.1) 

(1. 2) 

. (1. 3) 

(1. 4) 

wher·e the eIectric and' magnetic vectois'~ (e; g{) and the spaciaI 
electric charge density' PE are func"HonS ('of space coordina tes 
and time. .• o,,;.'' 

If 'we ,denote by E and H the tL1fplace transforms of C 
and qe with regard to t respectiveIy:".t. ~~. 

o 

(Xl 
I'~: .' 

E=Lt[c]Rl f C (t) e-Ptdt (1. 5) 
o 
(Xl 

H = Lt[9lJDf J qe (t) e-Pt dt, 
'o •• . (1. 6) 

o 
' .. '. ,. 

then we giet by op~rating Lt on both si~s·oof(1.1>. ando (1. 2) 
the following two equations:, ' " 

{
rot E = - ¡.t. p H + ¡.t. 9Co 

rotH= (e p+ o) E - eCo 

(1. 1') 

(1. 2') 

where (COI geo) represent the initiaI vaIues of C and ge at t = O. 
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By performing the operation '(1. 1') + r¡ X (1. 2'), where r¡ 
denotes an indelerminate constanto for the moment, we get 

rot[E+r¡H]=r¡(ep+o) [{E-~H}+ o 
. o ep+o 

+ {~e + ~ ge.}] (1. 7) 
: ep+o 0r¡(ep+o) o 

W:e determine now tha constant r¡ so that 

~p . ± ·1 ¡-;¡;-
r¡=- r¡(ep+o)' l. ,e. r¡= ~ V ~. (1. 8) 

o o 

If we denote by . ':l and " respectively 

o ~p .'0 r¡ Qt __ o, Re r¡ > O for Re p> O 
ep+o 

(1. 9) 

o o 

" !!ir¡ (e p + 0):- y eo~ pe:! + ~ o p, 
o 

Rer.>O for Rep>O 

(1.10) 

and by j a parameter which takes ona of the two values ± i, i. c. 

j=±i, (1. 11) 
then w.e can write 

{ r¡=j~ o o 

,,= jr¡ (e p + (1) = j ". e*} 
(1.12) 

Furthar if w.e introduce tha following two complex vec-
tor,:;; F and F o which depend on the parameter r¡ : 

\1.13) 

(1. 14) 

o o 
(*) In case pO= iw, the quanties "Ij and x become the so-called "intrinsic 

impedance" and ilpropagation constant" of the medium respectively. 
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then the eq~ation (1. 7) can be written as follows: 

r.ot F = % [F + F o] . ~1. 15) 

This equation will be called the ~(unified electromagnetic 
eqrrotion» and the vectors F and' Fo . defined by (1. 1:3) the 
«Wdfied electromagnetis vector» as well as the mnificrl elec
tl'onwglhetic initial. vector» respectively . 

. W·e seE' from tlle equations (1,9) and (1. 10) lha~ the 
following relations hold: 

{

1'\ r.=-- fJ. F 

%/1'\= Ep-j·O. 
(1. Hl) 

These quantities 1'\ x and %/1'\ ar:e, therefore, inVarld lt with 
respect to the sign of 1'\. 

In particular when both of the initial vaIues of é and 9l 
ave zero, i. e. é o = geo = 0, we have rrom (1. 14) F 0= ° and 
the equation (1. 15) becomes 

(1. 17) 

which will be caned the « homoig¡eneous el,ectromagnetic equation». 
We shall 110W consider about the general solution oí tha 

" equation (1. 15). Let F denote a particular solution of (1. 15) 
and F any other solution. Then we have 

{ 

rot ~ = x [~ + F o] 

rot F = % [F + F o], 

By subtracting both sides, we get from these two equutions, 

rot [F -F] = % [F - F]. 

-
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If we put now 

then F. satisfies (1. 17), i. e. 
o o 

rotF=" F 

and F can be written as follows: 

(1. 18) 

This shows us that any solution of the equation (1. 15) 

may be considered as consists of a particular solution F and ano-
o 

ther«complel11lentary fielcT vledor F» which satisfies (1.17) ("'). 

§ 2. Compound Gonjugate qllantities with: respect to 11. 

1'0 ally quantity X (11) which contains the parameter .11 we 
'" corllespopd another quantity X (- 11) a;o.d denote it by X, na-

mely 

'" X QtX(-11) (2.1) 

'" 
X and X will be called hereafter a «conipound» and its «con-
jugatJe compound» quantity !I'espiectively. 

According to this clefinition we have particularly 

11 = - 11 and ,,= - " (2.2) 

o 
(*) We can prove that if F be "sectionaZly regula1·" in the whole space 

(this means that F and F have the same singularties in the whole space) 
and satisties a certain regularity condition at infinity, i. e. "outward radia-

tion condition" then F vanishes identica~ly, hence F = F which shows the uni
queness of the solution of (1.15). 
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(2.3) 

and to the equation (1. 15) there corresponds a « conjugate com
pound unified electromagnetic equatiom: 

rot F = - ?( [F + F o] (2.4) 

NoVl' if we define generally for a quantity X (11), 

(2.5) 

'" then we can write X and X as follows: 

The. above quantities XE and XH are easily seen to be 
independent of the sign of 11 and will be called the « E-part» 
(or symmetric part) and « H -part» (or ar-tisymmetric part) of X. 

From the expressions (2.5) and (2.6) we obtain immedia
t·ely the following two theol1ems: 

Theorem [2.1]. If X(11)=XE+11XH=O irrespectively of. 
the sign of 11, then ·we have XE=XH=O, and vice versa. 

Theor·em [2.2]. If XE+'1 XH= y E+ 11 Y H holds irvespec
tiVlely of the sigO. of 11, then ""e have 

Thes·e theorems are similar to those of the complex number 
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theory. EspeeiaUY. the aboye theorem [2. 2] w.iu be used frequen
tly under the name of «Separation with respeet to- '1». 

For ,example; ·we have from (1.13) and (1.14) '. . ....... 

Henoe by separation with raspect to 11, we get 

" As another ,example, we get from the equation (1. 15), 

~ 

rotFE+11rotFH=l1 ~(FH + FoH) + - (FE + FoE), 
11, 

(2.7) 

henee by separating both sides with respeet to 11, we obtain 

{
rotFE=~ (FH + FOH) 

rotFH=ll(FE +FoE)' 
(2.9). 

These equations are seen to be the same as (1. 1') and (1. 2"} 
by virtue of (2.8) an.d (1. 16). This shows the equivaleney 6:f 
th..::. ,equation (1. 15), wit~the original two equations (1. 1') and 
{1.·2'). , ' ...... . 

Lastly we eansider about the eleetrie spaeial eharg.e density. 
Taking the divergenee of both sides of (1. 15), we get 

IdiyF = -diVFol· (2.10) 

" e.. . 
Now making use of the equations (1. 3) and (1. 4), we obtain 

div Ft=div E+11 div H= PE(p)/E. (2.11) 
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On tbe otber h a.n el, wle have fr.om (1. 14): 

1· F . -:- e l' ~ 1 el' ge -1 (O) (IV O=-L-CIVLO-r¡ - IV o=--PE ep-,d p ep+d 
(2. 12) 

wh!;lre P E( O) represents the initial value .of P E( t). 
Substituting from (2.11) and (2.12) int.o (2.10) ""e get 

e 
PE(p) = ep+d PECO) (2.13) 

anel hence 
a 

PE(t) = pECO) . ,e--;! (2.14) 

This r,esult may be als.o .obtaineel by taking elirectly the 
divergence .of b.oth sieles .of (1. 2) anel intergrating il after tbe 
substituti.on o.f (1. 3) as is shpwn in, .orelinary text ba.oks. 

§ 3. EZectromagn,etic Operator and H,ertzian Operator. 

If ""e put 
, 

F' Di F + F o' i. e F = F' - F o (3.1) 

tben tbe fundamental e~uati.on (1. 15) reduces t.o 

rot [F' - F o] = x F' 

whence 

(r.ot - x) F' = r.o! Fol. (3.2) 

Siroilarly we get fr.oro (2.4) 

f'J '" 

(r.ot - x) F' = r.ot F o (3.3) 

Taking tbe eliV1erglenoe ;Of b.otb sieles .of (3. 2) and (3.2') 
we obtain 

'" 
eliv F' = eliv F' = O. (3.4) 
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'" The aboye vectors F' and F' will be called the «reduced 
electromagnetic» and the «recluced conjugate electromagnetic) 
v'ector respectively. 

'" NQw W'e shall introduce here two operators cm and cm 
cLefined by 

{
~QLrot-x 

cmnf rot+x 

und caIl truem resp. the «electromagnetic (Maxwell's) and «con
jugate 'electromagnetic(Maxwell's) operator». With these ope
rators the fundamental equations (1. 15) and (2.4) can be 
written as 

{

cmF=XFO 

'" '" '" 
cmF=-"Fo 

¡¡¡nd also their equivaléntequatio,n~ (3.2) and (3. 3) as 

{ 

C)Jl F' = rot F o. 

'" '" 
cmF'=rotFo 

Now we have from the defin'ition (3.4), 

so that 

, cm cm = C)Jl cm = rot2 - ,,2 

=graddiv- (Il +,,2) 

& +<'=graddiv- cmcíñl· 

(3.51) 

(3.52) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.7) 

(3.8) 

From this l1elallÍ.on' it follows by (3.4) and (3.6"), that 

'" (Il + ,,2) F' = grad div F' - cm cm. F' 

(3.9) 

. '. 

0, 

.1 

• j 
3 
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If we put further 

f'J 

II Qtcm rot = rot2 + " rot (3.10) 

than the aboye equation (3.9) is written as 

(3.9') 

. which is an inhomogeneous Kirchhoff's vectorequation. 
W'e have also by applying (3. 8) on F, 

rv 

(A +,,2) F=graddiv F - cmcmF 
rv 

= - grad div F 0- 9'fl [" F o] = 

= - (grad div + " rot + ,,2) F o' 

Next take any compound vector II which satisfies the 
following inhomog·eneous Kirchhoff'g vector equation: 

This can be written by (3.8) 

rv • 

(grad div -cmcm..) II= F~. 

Taking rot of both sides we get 

rv 

rot cm cm 11 = rot Fo' 
or by (3.9) 

cm llII=rot Fo' 

Therefore we see that the vector defined by 

F'=IlII 

_ .• ".,,,,,,~,,,.",,,, ..•• ~~~' '=. --------

(3.12) 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

ú 
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sa,tisfies the fundamental equation (3. 61) so that the copound· 
vector 

(3.16) 

repl'esents an electromagnetic field with the initial vector F o. 
Hereafter we shall call the operator H as the « compound 

H ertzian operátor» and the vector II which satisfies (3. m) 
as the « compounxl He.rtzban vec.tol"» ,associated with F o. . 

The equation (3. 13) may be written also as 

'" '" cm. H II = rot F o (3.17) 

'" wher.e H denotes the conjugate compound Hertzian operator, i. e. 

'" H DI cm. rot = rot2 - y. rot (3.18) 

Putting 

'" '" . F '·DI HTI 
1 = ,. 

we get from (3. 17) 

(3.20) 

which shows that F l' •• is a reduoed conj ugate electromagnetic 
v·ector with the same initial vector as F', i. e. 

'" 
Fo/=Fo·. 

Subtracting now (3. 19) from (3. 15) wle obtain 

F.' - F{":"HTI-HTI= 2xrotTI. (3.21) 
. . 
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On the other hand we havefrom (3.14), (3.20) and (3.4), 

'" '" '" Cf1l F' + cm. F l' =rot [F' + F 1'] '-" ~ [Fo'-- FOl '1 = 2 rot Fo' 

whence 

Comparing this with (3.21) we get 

1 ,....., 
rot TI = - rot [F' + F l' - 2 1"0] 2x2 . 

1 ,....., 
= -rot [F + F1], 

2x2 

so that TI must tak·e the form 

where epo repnersents some com:pow1Cl ,scruar function. 

(3~22) 

(3,23) 

Now if w.e substitute this lexpression inta (3.12), it bec¡o
mes by virtue of (3.11) and its conjugate formula C*), 

1 '" 
(& + x2) TI = 2x2 [(A + x2) F + (A + 1(2) F1] + grad (A + x2) epo 

-1 
= - (grad div + ,(2) F 0+ grade A + x2) epo 

x2 

W,e have, therefore, from (3. 12) 

(*) F, satisfies the conjugate compound equation to (3,11), i. c. 

(A + 1.2) F, = (grad div'+- x2 - x rot) F o 

~. . -~.~~_.~._~----
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{-lA."} grad ~div F O + (u + ,,2) cP.o ,'.0, , 
, ' 

whence C¡>O has to satisfy 

(3.24) 

.. ' Ifwe now put C¡>O = J:.. ( ~ ~f- C), . thén c¡> is seen to satisjy 
,,2 

the inhomog'enÓtts Kirchhoff's ,equation: 

(3.25) 

and (3. 23) is written as 

1 '" 
TI = '2,,2 [F +F 1 + gra,d c¡>] (3.26) 

Conversely every compound vector TI .of this form . can be 
easily verified to satisfy the equation (3.12). 

The abQve results are summarized inth~ following two 
theorems: 

Theorem (3. 1) Let II be a compound Hertziim veclor which 
satisfies the lequation: 

\\iVhen we opera-te . the . Hertzian operator H = rot2 + " rot 
.on TI, we get a r,educed . electroÍn~gnetic vector F' = H 1I who-
se initiaI vector is F~. '.. ... 

Theorem [3. 2]. Any compound ",ector TI which satisfies 
the inhomogenous Kirchhoff's .. v,ectorequation (3. 12) can be 

'" r'esolved into the fonn (3. 26) where F and F 1 represent res-
pectively an electromagnetic and conjugate electromagnetic field 
v,ector both of whose initiaI vectors are equaI to F o .. and ep 
being an arbitr,arycomp:ound scalar funcHon which satisf1es 

',. 
" 

¡: 
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(3.25). That is to say, the exp~ession (3.26) gives the invells~ 
formula of (3. 15), i. e. . 

U=H-l F'=H-l [F+Fo] 

1 '" 
= - [F + F ] + grad cp 2?(2 .. 1 . 

(3.26') 

'" where ~ 1 denotes any conjugate electromagnetic vector whose 
. '" . 

initial vector F 01 is equal to F o and· cp represents any' scalar 
function which satisfies the inhomogeneous Kirchhoff's ,equation, 

§ 4. Compound Vector and Scalar L-Polential. 

The formula (3. 16.2. can be written as 

F=HII~'Fo= (r.ot2 +?(rot) U-Fo 

= (grad div + ?( rot + ?(2) TI.. ( 4. 1) 

If we put now in this formula 

t11.en we obtain another expression fór F: 

(4.3) 

Evidently we have from the aboye definition 

(4.4) 

which may be caned ·the «compo:und LOl'entz's relation». 
Next multiplymg both sides of (3. 12) by ?(, we get . 

ú 
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(4.5) 

And if we tame divergence of both sides of (3.12), we 
obtain from the def;inition, ( 4, 2) 2 

(4.6) 

Conve:t:sely' whe~ we have a ~ompound ~ield v'ector A and 
a compound, scalar .c¡. wihich. satisfy the equations (4. 5) and 
(4. 6) rt(ogll~thier with the Lorentz's, relation (4.4), then, the 
oompound fielé!. vector defined by , . , 

1 
·II=-A 

x, 
(4.7) 

satisfies :obviously the I6quation (3. 12) and the expression (4. 3) 
beoomes: 

F = - grad q) + " A + rot A 

= grad div 11 + ,,2 11 + "rot 11 

= (grad div - 6.) 11 - F 0'+" rot 11 

= (rot2 + " rot) II - F o 

=HII-Fo' 

WI6 s'oo, ther¡ef¡ooo, that {he formula (6.3) 
electrom~agl1l6tic field with th¡e initial v1ector F o' 
Hrertzian vector being given by (4. 7). 
being given by (4. 7). 

If we now write 

{
A=AE+11AH 

c¡. = .pE + 11 cIlH 

and separate the expression (4.3), we get L-

{ 

E=-grad~E+ rotAE+::AH 

H=~gradcPH+ rotAH+ f\ AE' 

(4.8) 

reprosents .an 
its oompound 

(4.9) 

(4.1O¡) 

(4.102) 
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AIso tile Lorentz's rélatLóli. (4;4)'separates into the follo
wing two relations 

{ 

div AE + 11 Y. ~Il = div AE - /Jo P 9l1I = ° 
div AH + ~ q..= div An+(' p+d) ~E' O~ 

§ 5. Fundamental Integral 1'~orem about the F vector. 

Let D be an op~n domain in the 3-cÜmensional spa~e ,and 
S its boundary surface. W,e assume that the compound com
p1ex field vectors (F, F o) and a' compound scalar functioll Cf' 

defined in D = D + S· satisfy the following tbree conditions: 
(i) the boundary surface S consist of finite smooth 

(having continuous tang·ential planes) closed Jordan surfaces 
Si (i=O, 1,2, 000' n) 

(ii) Both the field vectors F and F o are continuous in 
D and have finite continuous partial .derivatives in D' which 
satisfy the unified electromagnetic equation 

rotF=% (F + Fo) 

(iii) Cf' is any regular complex function which satisfie the 
Kirchhoff's equation 

TO",,'~;·'·"·"""'"'' ~~,,~,.~~ _________ _ 
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in a domain which contains D = D + S (cp is aO(~ordingly ana
lytic in this domain) . 

. Under these. three conditions holds the following funda
mental integral equality: 

f {(n. F) .Vo/+ [nx F]x V cp +~ cp [nx F]}QdS 
s . . 

+f{-(divFo)VCP+~[FoXV cp]+~2cpFo}dV=O,. (5.1) 
D 

wher·e n denotes the inward unit normal vector ata curnen,t point 
Q on S. (Fig. 1).-

This theorem corresponds to the fundamental Caúchy's in
tegral theorem in tbie ordinary oomplex function theory. In the 
following w-e shall give its proof (*). 

Let us denote by ú( Q) the f:ollowing v·e:ctor o.n the surface S: 

u(Q)Qt{(n.F) vcp+[nxF]xA cp+~cp[nxFJ}Q (5.2) 

and consider the scalar product 

a . J u( Q) dS = fa. u( Q) dS (5.3) 
8 8 

where a lS an arbitr.ary Qonstant Vle.otor. Then the integraild of 
the right-hand si de oan be transformedas followis: 

a. u= (n. F) (a. V cp) + [[n X F] X V cp] . a + ~ cp [n X F] . a 

=(a. vcp)F.n+[nxF].[ycpxa]+~cp[Fxa].n. (5.4) 
= {( a. V cp) F+ F X [ V cp X a] + ~ cp [F X a J} . n. 

Now the y,ector v defined by 

vQt(a. Vcp)F+Fx[vcpxa]+~(p[Fxa] (5.5) 

is continuous at D and has finite continuous part~al derivatives 
in D under t11e conditions (ii) and (iii). Therefore, ji S satisfies 
the condition (i), we haveby the Gauss' divergence theorem: 

f(v.n)dS=- f div v dV. (5.6) 
8 ]j 

(*) This proof, was first suggested to the aJther by Prof. Ogasawara at the 
Hiroshima University in Japan. .. . 
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Accordingly (5. 3) is transformed into 

a J u(Q)dS= J v(Q) .n.dS=- J div v dV. (5.7) 
8 8 D 

Now we shall calculare div v from (5.5). First 

di" [( a. V cp) F] = F . grad (a. V cp) + (a. V cp) div F 
= F . grad (a. V cp) - (a. V cp) div F o' (5; 8) 

8econdly 

div [F X [ V cp X a]] = rot F . [ V cp X a] - F . rot [ V cp X a] 

= " [F + F o] . [ V cp X a] + F . rot [ a X V cp] 

= " F . [ y cp X a] + F . rot [a X V cp J 

+" Fo . [ V cp X a] (5. 9) 

and thirdly 

div [?G cp [F X a]] =" V cp [F X a] +" cp div [F X a] . 

= -" F . [ V cp X a] +" cp (rot F . a) 

=-" F. [V cp X a] +,,2 cp(F. a) +,,2 cp(Fo' a). 

(5.10) 

By (5.8) + (5. 9) + (5.10),wle get 

div v = F . grad (a . V cp) + F . rot [a X V cp] + ,,2 cp (F . a) 

+ (a. V cp) div F 0- " F o • [ V cp X a] - ,,2 cp (F o . a) 

= F . [grad (a. V cp) + rot [a X V cp] + ,,2 cp a] 

+ a . [- (div F 0\ \7 cp + " F o X Y cp + ,,2 cp F o]. (5.11} 

On the other hand we h~ve for any field vector X the
following formula: 

.grad (a. X) +rot [ax X]= [a xrot X] + a div X. 

If we put here X = V cp, then we obtain 

grad ( a . \i cp) + rot [a X V cp] = - ,,2 cp a, 
since 

·2"""( ....... " .... ___ J.~, _. __ _ 

(5.12). 

(5.13) 

-
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The first term of (5.11), therefore, vanishas and it hacomes 

, div v=a. [- (div Fo) V cp -xFox V cp +x2cp Fo]' (5.14) 

Acoordingly we get from (5.7) 

a . f u( Q) dS = [-f {- (div F o) V cp + x Fo X V'Cp + ~2 cp F o} dV] . a. 
8 D 

As this equality holds for any constant vector a, we have 
necessarily 

J u(Q)dS=-J {-(divFo) Vcp+x[FoxVcp]+x2cpFo}dV 
8 D 

whence the equality (5. 1) folIows. Q. E. D 

§ 6. Integral R,epr,esen.tation 01 the electromagnetic vector F. 

From the basic intagral, theorem (5. 1) which was proved 
in the pr,evious section we can deduce now a fundamenlal for"
mula for the integral repI"esentation of the F vector which 
corllesponds to the Cauchy's integral formula in the ordinary 
compl,ex function theory. ' 

Let D De a dooed dom,ron whose houndary surfaoe S sa
tisfies the 'cqndition (i) sta'ted in § 5. W,e take as the scalar func
tion cp an el,ementary solution ~ of, the Kirchhoff's' equation 
6 cp+ 'x2 cp = O at aJI1 arhitrary point P, i. e. its normaliz1ed 
solution which has a pole of the first order at P. Such a 80-
lution is giv'en by 

~(r) =A ~(+)(r) +B~(-)(r) (6.1) 

where r=PQ (Q represents a curnent point. See Fig. '1), and 

A+B=l 
o 

~±(r) =e±xr Ir (6.2) 

~Df Vefl p2 + jJ.c{p, Re ~> O fol' R,ep>O~ 
'Then we have the foIlowing integral formulas with raspect 

to F (~). 

(*) The detalled proofB wiil be omitted here. 

" 

i 
'1 
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(10) when P líes inthe domain D: 

. 11 F(P) = 4rc {(n. F)Q VQ1/J + [n X F] x YQ 1/J + % 1/J [n X FH dS 
s 

(20 ) whan P Hes on the boundary surface S: 
~ 

F(P)= 2~ f {(n.F)Q VQ1/J+[nxFJQxVQ1/J+%1/J[nxF]Q}~S 
s 

'" 
where 1 denotes the Cauchy's principal value of: the surfaoe 

s .. 
integral. 

(30 ) when P Hes outside of D: 

J{ /1 /1 }dS+f{ /1./1 }=O. (6.5) 
S ·D 

. If we separate the aboye expression (6.3) and (6.4) with 
resped to 11, we get the folllowing formulas: . 

(10) when P is in the domain D: 

1 J . E(P) = 4rc {{n. E)Q VQ 1/J +[n X E]Q X YQ 1/J + 11 % 1/J [n X H]Q} dS 
s 

. 1J ~ H(P) = 4rc {(n. H)Q Y Q 1/J + [n X H]QXY Q 1/J + 111/J [n X EH dS 
s 

+ 4~f {-(divHo)Q YQ1/J+: [EOXYQ1/J]+%21/J HO(Q)}dV (6.42) 
D 
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(20 ) when P is on the bóundarysurface S: 

* 
E(P)= 2~ J {(n.E)Q VQ1jJ+[~XE]QXVQ1jJ+ll',1jJ[nxH]Q}dS· 

s . 

+ 2~ ¡ {-(divEQ)V·Q1jJ+rp,[HoXVQ1jJ]+,,21jJEo(Q)}dV . (6.51) 

D 

1 ¡* " H(P) = 2n {(n. H)QV Q 1jJ + [n X H]Q X V Q 1jJ + ~ 1jJ [n X E]Q} dS 
s 

+ 2~ I{-(divHO)QVQ1jJ+ ~[EOXVQ1jJ]+,,21jJHO(Q)}dV (6.52) 

D 

. The formulais (6.4'1)' and (6.42) are similar to those of 
Str.a'tton and Chu in the oase of a simple oscillating electro
magnetic field ('*') . 

. § 7. l¡nt1egral Bepresentation 01 Electromagnetic Vector and 
Soalar L-po~mtial: I 

We shall now transfo.rm the aboye ·expr.ession (6.3) into 
other fomis. 

First' we define on the boundary surfa;ce S: 

{
J(Q) Qt[nxF]Q 

w(Q) Qt (n. F)Q 

and in D: 

{

KO !!i" Fo= 11 g{o +"1 (- eCo) 

Po (¡j)!!i-e divFo= ep~to PECO) . 

. Sinoe wehave the relation 

(7.3) 

(*) Stratton and Ohu: Diffraction theory of Electromagnetic Waves, Phys. 
Rev., vol, 56, p. 99 (1939). 
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we can writethe terms in the integrand of (6.3) as follows 

(n. F)Q Y Q ljJ = - ii>(Q) Y pljJ = - y'P,ii> (Q)ljJ), 

[n X F]Q X YQ ljJ =- [J(Q) X YRljJ] = yRX [J(Q) ljJ], 

-(divFo)QVQljJ=_Po(Q~p) ypljJ=-! Vp(Po(Q,p)ljJ), 

x Fo(Q) X VQ ljJ =- Ko (Q) X ypljJ = vp.x [Ko (Q) ljJ]. (7.4) 

Accordingly the- ,express ion (6.3) becomes 

F(P)=-yp [4: f ii>(Q)ljJdS] +'ypx [4~ J J(Q)ljJdS ) + 
8 8 

+ x [4~ f J (Q) ljJ dS J 
8 

- y p l4~€f Po (Q, p) ljJ'dV] +VP.X [4~ fKo (Q) ljJ dV ] + 
D D 

+x [4~fKo(Q)ljJdV]. (7.5) 
D 

,:If we put now : 

A(P; S) !!14~ fJ(Q) ljJ dS 
8 

CP(P; S) DI 4~ f ii>(Q) ljJ dS 
, 8 

and 

A(P;D~!!14~ fKo(Q)ljJdV--':'+4: JFo(Q)ljJdl' (7.71) 

D D 

CP(P; D)Qt4~ f Po(Q; P)ljJdV=4:f,€P~C1 PoE(Q)ljJdV, '" 
D"D", '(7.7

2
) 

,. 
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then the aboye expression (7. 5) can be written as follows: 

F( P) = - V p Ij) (P ; S) + Y p X A (P; S) + A (P; S) 

- Vp'P (P; D) + yp.xA (P;D) +"A (P; D). (7.8) 

Further if we write 

{

A (P; D)=A (P; S}+A (P; D) 

. <P (P; D) = 1j).(P; S) +.p (P; D), 

the .obove ,expression (7.8) recomes 

(7.9) 

I F(P)=-grad~d>(P;D)+roiA(P;D)+"A(P;D) l· (7.10) 

The A (P; S) and Ij) (P; S) aboye defined will be seen to 
r.epresent the electIlómagnetic ",ector and scalar L-potential ("") 
due to the imaginary electromagnetic surface current density J 
and'surface charge density fu. AIsQ tIle A(P; D) ,and d)(P; D) 
represent those due too the spacial electromagnetic current and 
charge density K and p. 

'The A(P; D) and <P(P; D) are, t~erefore, called the total 
electromagnetic vector and scalar L-potential. 

Now if Wlea$JUme that F is continuously derivable in 
D = D + S ,md ,denote by Div áhd R'ot tITe two dimensional sudare 
div,erg·ence ,a'nd rQtatiQn on S ~pectively, then wle obtain by 
Viector A:nalysis on surfa¡oe the following relatip;n: 

Div J = Div [n X F] = F t • Rot n-n . Rot F t 

where F t denotes the tangential component of F on S. Sinoe 
Rot n = O and n. Rot F t = n . rot F, Wle get the follówing re-
lation between J and fu:' . 

DivQJ =-n. rot F=-"n. [F + Fo]Q 

= - " (fu( Q) +fuo( Q) ), 
or 

(7.11) 

(*) L· meanB <lLaplaee Transformed';. 
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where 

wu(Q) DI n. Fo(Q). (7.12) 

By virtue oí this relation, we hav.:re :,., . 

divpA(P; S) = :11 f J(Q) . YP.tP dS 
s 

=4~ [IDiVQ[J(Q(tP)]dS- J~DiVQJ(Q)dSJ, 
s f:J 

of which the first integral vanishes, so that it becomes, 

=:- ~J w(Q) tP dS - ~fwo(Q) tP dS 
411 411 
ss 

= - x cp (P; S) - x{jlo (P ; '8), 

where 

<1>o(P; S) Qt 4~ J wo(Q) tP dS. (7.13) 
8 

Therefore we have the relation· 

IdiV A(P; S) + x <1>. (P; S) = - x IDo (P; S),I. (7.14) 

This may be called the inhomogenous Lorentz's Conclition. 
Next from the definitions of (7.2) ,v,e have immediatdy 

(7. 15) 
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so that 

divpA(Pi D).= ~~ Vp [J Ko(Q) tPdV J =4~J K(Q) \:PtPdV 
D D 

=- 2.J Ko(Q) VQtP dV = 41t . 
D 

=- 4:Jdivq[Ko(Q)tP]dV+ 4~J l/JdivQKo(Q)dV 
D D· 

".J 1J =- 41tE Po (Q, p) tP dV + 41t (n. Ko (Q) tP dS= 
D 8 

henee 

divpA(P iD) +" cJ>(P; D) =" cJ>o(P; S) (7.16) 

(7.14) + (7. 16) giv'es us, therefore, 

I divA(P;D)+"cJ>(PiD)=O I (7.17) 

which svows thát A (P; D) and 91 (P iD) satisfy the Lorentz's 
relation (4.4). 

On the other hand we have from (7.61) and (7.62) 

(l1p+,,2) A (Pi S) = ~JJ(Q) (l1p+"~) l/J dS=O (7.181) 
41t ' 

8 

(l1 p + ,(2) 9l (Pi S) = ~1tJ w(Q) (l1p + ,(2) tP dS =0, 
8 

and from (7.71) and (7.72), (*) 

{ 

(1p + ,(2) A (Pi D) =- Ko(P), for P{D 

- (1p+,,2)g>(Pi D)=- ~ Po (P,p), for P'ED. 

(*) C. MtiLLER, Grundpl"obleme des Elekt¡·omagnetischen Sohwingungen, p. 33. 
(Springer 1957). 

!( 
, '1 

--,- ,:1 

J 
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By addition of (7. 18) and (7.19) resp., we get 

{ 

(1p+x2) A (P; D) =-Ko(P) =- x Fo' for PtED 

- 1 
(1p+x2)9>(P;D)=- --;Po(P,p)=divFo for P-eD 

(7.202) 

which show that A(P; D) and ,<I>(P; D) satisfy the conditions 
(4. 5) and (4. 6). Accordingly they represent the vector and scalar 
L-potential clefined in § 4. 

§ 8. Int,egl'al Repl'esentalion 01 Electronwgnetic Herlzian Vector. 

In this section we shall further transforrn the express ion 
(7.8) into another formo By making .use of thre l1elation (7.13) 
and (7.16) the first part oí (7.8) can be written as 

F(P; S) !l1- grad <j)(P; S) + x A(P; S) + rot A(P; S) 

= -~ [grad div A(P; S) - x grad $u(P; S) + 
x 

+ x2 A(P; S) +rot A(P; S)] 
1 . 

= -;- [(grad div- 1) A(P; S) + rot A(P; S)] - grac1 $0 

1 
=- (rot2 + x rot) A(P; S) - grad $0. 

r. 

Similarly the secand par! oí (7.8) becomes 

(8.1) 

F(P; D)Qi-gradg,(P; D) +xA(P; D) +rotA(P; D) 

=l [grad div A(P; D) + x grac1 $u(P; S) + 
r. 

+x2 A(P; D) +r.rotA(P; D)] 

=l[(grac1div-1) A(P; D) -K(P) + 
." 

+xrotA(P; D) +grad$a(P; S)] 

= ~ (rot2 + x rot) A(P; D) - 1"0 + grad ¡j)o(P; S). (8.2) 
% 
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Here lb is caIled the «electric Berttian L-vectoT:»:" and 
TIH the «magnetic H.ertzian L-vector» (or Fitzgerad's L-vector). 

Since we have from (7.6), (7.7) and (2.8); 

AE( P; S) = 4~ f [n X E]Q tP dS 
s 

AH ( P; S) = ~ f [n X H]Q tP dS 
41t 

S 

AH(P; D)=-~ Eo(Q)tPdV=-- cotPdV " 1 J E J 
41t '1 41t 

. D D 

weobtain from (8.33) and (8.8), 

l1E(P' D) - 3. A (p. D) _ ---:-_1---:-
, , -" H , - 4 .. (8])-1-0 ) 

(8.8) 

(8.9) 

lJ [n xH]QtP dS - E f co(Q) tP dV] (8.101) 

B D 

- 1 - 1 
l1I1(P'D)=-AE(P'D)=- --

, 11'" 41t¡..tp 

lf [nxE]QtP dS +¡..¡. fgeo(Q)tP dV]. (8.102) 

S D 

If we substitute these expressions into (8.7), we get allother 
form of the integral representation of bolh E and H. 
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