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EL SIMPOSIO DE MATEMATICA DE 1959

En la semana del 20 .al 25 de julio de 1959 se celebré en la
Facultad de ciencias ezactas y naturales de Buenos Aires, por
iniciativa del Centro de Cooperacion Cientifica de la UNESCO
para América latina y de esa Facultad, el tercer simposio sobre
el tema «Sobre algunos problemas matemdticos que se estdn
estudiando en Latinoamérica», al que asistié un selecto grupo
de miatemdticos extranjeros y nacionales.

La Unidén Matemigtica Argentina se complace en dedicar un
‘nidmero especial de su Revista a la publicacién de la mayoria
de los trabajos presentados al Simposio esfuerzo que ha sido
posible gracias a la ayuda econdmica del Ceniro de cooperacion
cientifica, de la Facultad de ciencias de B. Aires, y del Consejo
Nacional de investigaciones cientificas y técnicas, ayuda que la
Unidn Matemdicia Argentina vivamente agradece.

A continuacidn se iranscriben los discursos pronunciados
en la Sesidén inaugural del Simposio.

Discurso del Dr. JUAN IBANEZ GOMEZ, Director del
Centro de Cooperacidn Cientifica de la UNESCO para América
Latina.

Al inaugurar este Symposium de Matematicas, el Centro de
Cooperacion Cientifica de la UNESCO para América Latina,
expresa por mi intermedio sus mejorss augurios y estd seguro
'del éxito de sus conclusiones lo mismo que del 1til contacto que
establecen los hombres de ciencia latino-americanos a traves de
una disciplina en comin.

Seria obvio en esta reunién de distinguidos especialistas ex-
plicar el impacto y la importancia crecientes de la Matematica
en la Ciencia, la Técnica y, en general, en toda la vida moderna,
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importancia que, al correr del tiempo hace cada vez més acer-
tada la afirmacién de Whitehead, al decir que «la ciencia de
las Matematicas puras en su desarrollo moderno puede pretender
ser la creacién més original del espiritu humanos».

El Centro de Cooperacién Cientifica de UNESCO para Amé-
ca Latina ha prestado, por eso, desde su fundacién en 1949, una
atencién preferente al desarrollo de las ciencias basicas en nuestra
regién dando a las Matematicas la prioridad que le corresponde.

La primera actividad del Centro en el campo de la Mateméa-
tica latinoamericana fue la de recurrir a los especialistas de la
regiéon para discutir juntos los problemas que estaban inves-
tigando, lo que originé una serie de Symposia que llevaron el
titulo de «Algunos problemas mateméticos que se estin estu-
diando en Latino América» para indicar claramente la intenci6m
de los mismos que perdura en la actual reunién.

El primero tuvo lugar en Punta del Este, Uruguay, en Di-
ciembre de 1951, y a él concurrieron especialistas de Argentina,
Brasil, Chile, Cuba, México, Paraguay, Pertt y Uruguay. El se-
gundo tuvo lugar en Villavicencio y Mendoza, Argentina, en
Julio de 1954 con asistencia de mateméticos de Argentina, Bo-
livia, Brasil, Colombia, Cuba, México, Perd y Uruguay y las
ponencias y discusiones dieron origen a dos volimenes publi-
cados por nuestro Centro, que tuvieron difusién en todo el mundo.

Una vez en marcha estas actividades el Centro de Montevi-
deo amplié sus preocupaciones en el desarrollo de las Matemé-
ticas en la Region, pasando al terreno de las Universidades y con
tal fin organizé una serie de Cursos de Perfeccionamienfo para
profesores universitarios de Matematicas.

El primero de ellos tuvo lugar en Mendoza, en febrero y
marzo de 1955; el segundo en México en enero y febrero de
1956; el tercero en La Plata, Argentina, en 1958 y-el cuarto en
Bogoti, Colombia, también el afio pasado.

Para el mejor logro de los fines propuestos con este tipo
de actividades nuestro Centro encargé al Dr. Antonio Monteiro
para visitar algunos paises latino americanos y recoger datos.
sobre sus respectivos ambientes matemdticos, sus problemas y
sus necesidades. Su viaje dejé valiosa informacién concretada
en un minucioso informe que constituye valioso instrumento
de trabajo.
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En el afin de que estas actividades tuviesen una accién con-
tinuada en el tiempo, se proyecté una prolongacién del Curso
de Perfeccionamiento de Mendoza en forma de Grupos interna-
cionales de estudio formados en cada pais por los asistentes al
curso y dirigidos cada uno por los profesores del mismo. Se
organizaron tres grupos: uno de Topologia, otro de Algebra
moderna y un tercero de Légica matemaética.

Lamentablemente, por razones ajenas a nuestra voluntad,
esta iniciativa no tuvo los frutos esperados, pero sin embargo,
esperamos que ahora se produzca el ambiente necesario para que
esta iniciativa prospere. ‘

Esto nos demuestra que la dificil técnica de la cooperacién
cientifica es algo digno de someter también al método experi-
mental considerando los muchos factores que la integran desde
lo individual a lo colectivo.

En esta breve revista de nuestros esfuerzos por la ciencia
matemética, pueden Uds. ver el fervoroso deseo de servir una
disciplina que es una de las piedras fundamentales de cualquier
ciencia. !

Asi aunando voluntades, captando ideas y generosos impul-
sos se abrié campo en un terreno abonado a la idea de un Centrof
Regional de Matematicas para América Latina que hoy consti-
tuye una promisoria realidad.

Ya en las sesiones finales del Symposium de Mendoza, dedi-
cadas a discutir problemas de caricter general sobre el desarro-
llo y perfeccionamiento de las Matematicas en la América La-
tina, nuestro Centro propuso la idea de fundar un Centro Regio-
nal de Matematicas para Latino América con la cooperacién de
UNESCO. Su nucleo béasico habria sido el Instituto de Mate-
maéticas de la Universidad de Mendoza que, en aquel entonces
—seguin dijera el Profesor Rey Pastor en la conferencia inau-
gural del Symposium— «reunia un grupo de especialistas que
permitia vaticinar que, esta ladera de los Andes, a la que se ha
trasladado el baricentro matemético del pafs, irradiard honor y
prestigio universal para la Republica Argentina».

Desde entonces han pasado algunos afios, pero aquellas ideas
surgen hoy. vivificadas para demostrarnos que todos los esfuerzos
anteriores no fueron en vano, cuando la Universidad de Buenos
Aires en uno de los momentos de mayor afin realizador de su
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historia ha logrado concretar ld madura idea en una entusiasta
realidad ‘que conté con el amplio apoyo de la UNESCO:

Mucho esperamos de este nuevo Centro Regional para el
progreso de las Matematicas Latinoamericanas y a él debemos
prestarle desde todos los 4ngulos nuestro mas franco y decuh—
do apoyo.

Este Symposium que hoy inauguramos bajo los mejores
auspicios y con la asistencia de distinguidos especialistas hara en
las sesiones correspondientes un analisis de los problemas de
organizacién y funcionamiento del flamante Centro que hoy ve-
mos nacer. El Centro 'de Montevideo espera atento las -conclu-
siones para considerarlo en lo que hace relacién al mejor desen-
volvimiento a las actividades malematicas en la Region.

En nombre de la UNESCO quiero agradecer a las ilustres
autoridades universitarias argentinas y a los distinguidos especia-
listas nacionales y extranjeros el honor de su asistencia sin cuya
colaboracién no seria posible el éxilo de este Symposium.

Discurso del Dr. ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ,
Director del Centro Regional de Matemdtica para América
Latina.

Sefior Rector, sefior Director del Centro de Cooperacién
Cientifica para América Latina de la UNESCO, sefior Presidente
de la Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, sefior
Presidente de la Academid de Ciencias Exactas, Fisicas y Na-
turales de Lima, sefior Representante del Consejo de Investiga-
ciones de las Fuerzas Armadas, sefiora Representante de la Sec-
cion Cultural de la Embajada de Francia, sefiores colegas

Sefioras y sefiores:

Es esta la tercera vez que apadrina el Centro de Cooperacion
Cientifica para América Latina de la UNESCO estas reuniones
que congregan a los matematicos de nuestro continente. Fue la
primera en Punta del Ests, de recuerdo inolvidable; reunion
magnificamente organizada por el entonces Director. del Centro
de Cooperacién Cientifica, nuestro querido amigo el doctor Angel
Establier, verdadera alma del Simposio, con la muy eficaz coo-
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peracién de nuestros colegas del Instituto de Matematica y Es-
tadistica de Montevideo, y muy en particular del profesor La-
guardia, hoy afortunadamente entre nosotros; el segundo «Sim-
posio sobre algunos problemas mateméticos que se estin estu-
diando en Latinoamérica» se realiz6. en Villavicencio, y en esa
ocasién fuimos huéspedes de la Universidad de Cuyo y de nues-
tros colegas del Departamento de Investigacion Cientifica, que
ahora son nuestros colegas, a secas, pues se han incorporado 'a
nuestra Facultad de Ciencias casi en bloque; y de.la labor rea-
lizada en ambas ocasiones ha quedado constancia en sendos vo-
limenes que retnen las ponencias presentadas.

No se crea sin embargo que'esos dos nutridos tomos, donde
abundan las aportaciones originales a nuestra ciencia, reflejan
cabalmente el significado y la trascendnecia de estos Simposios
para el desarrollo de la matematica en América Latina. Por su-
puesto que el fin ultimo (ue persigue UNESCO con el auspicio
de estos congresos no es otro que el progreso de la matemaética,
y que de este progreso son fidelisimo y en realidad tinico expo-
nente la calidad de los trabajos que se publiquen en nuestros
paises. Pero el objelivo inmediato, por supuesto no incompati-
ble con el primero sino que lo presupone, es otro; a saber, des-
terrar el aislamiento en que trabajan los matematicos de nuestros
paises; dar pie a que se cambien ideas y se establezcan contactos
que en definitiva plasmen en intercambio de personal cientifico
entre nuestras Universidades e Institutos.

A la consecucién de tales objetivos han contribuido mucho
los dos Simposios anteriores; por eso decia hace un momento
que su trascendencia no ha quedado fielmente reflejada en los
dos hermosos volumenes publicados por UNESCO.

Y ya que me he referido a este particular significado de los
dos Simposios anteriores en el importantisimo campo de la coopa-
racién cientifica latinoamericana, deseo decir que tengo grandes
esperanzas de que le toque a este tercero el privilegio de cimentar,
sobre solida base de amistad y colaboracioén latinoamericana, pro-
yecto que de tener éxito puede muy bien significar la realizacion
efectiva, a corto plazo; de los desiddrata antes enumerados. Me
refiero al Ceniro Regional Latinoamericano de Matematica, que
ustedes ya conocen; al cual le asignamos tanta trascendencia que
dos de las sesiones de este S1mp0a10 estaran dedicadas a debatir,
con el concurso de los mas distinguidos matematicos de Latino-
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américa, aqui presentes con pocas excepciones, los problemas que
su organizacién plantea.

La idea de un Centro Regional de Matematica para América
Latina no es nueva entre nosotros. Fue lanzada por Cotlar y
Monteiro en la época en que ambos trabajaban en el Departa-
mento de Investigacion Cientifica de la Universidad de Cuyo,
junto con otros distinguidos matematicos.” Fruto de sus esfuerzos
fueron, entre otros, los cursos de matematicas para profesores
de América Latina, que se dictaron en Mendoza con notable
éxito bajo el auspicio del Centro de Montevideo (y que luego
se repitieron el afio pasado en La Plata), con la cooperacion
entusiasta de su Director, doctor Ibafiez. Pero los tiempos eran
dificiles y la idea no plasmé. Sin embargo, la semilla estaba
echada. El afio pasado retomamos la idea aqui en Buenos Aires,
animados por el suceso notable del curso del profesor Laurent
Schwartz, auspiciado por UNESCO; curso que tuvo caracter
internacional, y que fue algo asi como el prolegémeno del Cen-
tro Regional, pues a él asistieron varios cientificos de los paises
hermanos, invitados por la Universidad de Buenos Aires, cuyo
Rector es propulsor entusiasta de la cooperacién latinoamericana
en todos los campos, y muy en particular en el campo de la
ciencia. La Facultad de Ciencias redacté6 un proyecto, que fue
aprobado por la Universidad de Buenos Aires, y considerado en
el seno de la X Conferencia General de UNESCO, realizada en
Paris en noviembre del afio pasado. No logramos todo lo que
pediamos, pero logramos mucho; y puede decirse que las bases
del Centro Regional estan echadas. Disponemos de diez becas,
por el término de dos afios, que seran concedidas por UNESCO
de acuerdo con el dictamen del Centro de Cooperacion Cientifica
de Montevideo y el Director del Centro Regional. Ademais, tene-
mos aseguradas la venida de cuatro matemaéticos--de primera
linea que trabajarin en el Centro Regional durante este afio y
el afio venidero. Son ellos los profesores Kahane y Ehresmann,
que vendran este afio, y los profesores Zygmund y Salem, que
nos visitaran el afio que viene. Ademas, la Universidad de Bue-
nos Aires ha invitado a nuestro compatriota, el, profesor Alberto
Calderén, que estard entre nosotros en septiembre proximo.

Deseo destacar el extraordinario apoyo que ha prestado a
la idea la Universidad de Buenos Aires; la cual, entre otras
cosas, se hard cargo de los gastos de estadia de profesores y
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becarios, corriendo por cuenta de UNESCO los gastos de pasa-
jes. Pero no basta con el apoyo, material y moral, de UNESCO
y de la Universidad de Buenos Aires. El Centro ‘Regional es
esencialmente latinoamericano, y necesita de manera esenciali-
sima de la cooperacién de todos los matematicos del continente,
que serdn sus mejores propulsores y propagandistas en sus res-
pectivos paises; y aspiramos a que esta cooperacién sea parti-
cularmente estrecha con nuestros hermanos uruguayos, con los
cuales serd especialmente féacil establecer intercambios que re-
dundardn en beneficio de todos; y consideramos en definitiva
que la institucién que estd dando ahora sus primeros pasos
permitird a Brasil, Méjico, Uruguay y Argentina, que son de
nuestros paises aquellos que van a la cabeza en cuanto a mate-
maética se refiere, prestar valiosisima ayuda a sus hermanos me-
nos adelantados.

Para terminar, deseo agradecer.efusivamente la cooperacion
prestada a este proyecto por el Director General de Cultura,
Ingeniero José Babini, por el sefior Rector de la Universidad,
doctor Risieri Frondizi, y por nuestro querido Decano, a quien
un accidente de automovil, felizmente sin consecuencias, ha im-
pedido participar en esta reuni6n. Finalmente, nada més justo
que expresar nuestro agradecimiento al Director del Centro de
Moritevideo, que ha colaborado entusiastamente en la realizacion
de este tercer Simposio.



: '015ERAGIONES‘ POTENCIALES GENERALIZADOS
' Y SUMAS ORTOGONALES

por MISCHA COTLAR
(Instituto Mateméftica, Buenos Aires)

Esta ponencia es un resumen, sin demostraciones, de resul-
tados y problemas referentes a una generalizacién de los opera-
dores potenciales (*). Algunos de los enunciados son poco precisos
j explicitos por tratarse de resultados no definitivos, cuyas de-
mostraciones estdn atn en elaboracion.

Sea LP(En) el conjunto de las funciones medibles f(x)
definidas en el espacio euclideo Er={x} tales que

1/P

o =ife={ [ 11 Pde] "<e @
- En
donde z=1{§,...5,}, y dc=dE,...dE, es la medida de Le-
besgue. Se dice que h=Tf s un operador de fipo (p,s), o
més precisamente de tipo (LP(En),Ls(Em)), si T hace corres-
ponder a toda funcién f de LF(Er) una funcién h de Ls(Em)
de modo que

IR ]lstm) < M |1, 2y

siendo M una constante fija independiente de f; el minimos M
para el cual vale (2) es la norma de T. Para toda funcién k
definida en Em y todo a>0 sea D(h;a) la medida (m-dimen-
sional) del conjunto E, de los puntos donde |h(z)|>a. Si
s<o, se tiene evidentemente (||k||)s=as |E,|=0sD(h; a). Lue-
go si se verifica (2) entonces con mdis razén se verifica

D(h, a) = (Mllf1lo/2)*, (2a)

pero no reciprocamente. Por eso, si s<o, diremos con Zyg-
mund [1] que T es de tipo débil (p,s) si se verifica (2) para

*) Las cuestiones aqui resumidas han sido tratadas detalladamente en
seminarios en el Instituto MatemAtico de Buenos Aires y en la Wéashington
University de Saint Louis en 1958 y 1959. (Ver [8]).
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todo a>0 y toda f de LP. Si s=oe, entonces por dafinicién
tipo débil (p,s) es lo mismo que tipo (p,s). Si T es dz tipo
(o tipo débil) (p,s) se dice también que T es de tipo P donde
P es el punto del plano de coordenadas (1/p,1/s); si p,s=1,
entonces P es un punto del llamado cuadrado de los tipos. Los
puntos de la diagonal principal d, de este cuadrado se caracte-
rizan por la condicion p=s, y los de la otra diagonal d’ por
la condicién 1/s+1/p=1, es decir s=p'=p/(p—1). Analo-
gamente se define el tipo (LP(D,),Ls(D,)), donde D,=En,
D,,cEm son conjuntos acotados.

Dado un operador T uno de los problemas fundamentales
que se presentan es determinar los puntos P tales que T es de
tipo P. Aqui consideraremos este problema para el caso cuando
T es un operador potencial de M. Riesz, o integral fraccionaria,
de orden Y(*):

Tf=Fu(e)=cu | 1) lo—thdi=fulii, (@)

E’I

0<y=n, eyn=D((n—7)/2)/=22Y T(1/2).  (3a)

Més atin consideraremos operadores potenciales generalizados
cuya definicién pasamos a dar. Para explicar el origen de esta
definicién recordaremos antes como se definen las transformadas
de Hilbert n dimensionales, cuya teoria estid intimamente vin-
culada a la de los operadores (8). La transformada de Hilbert
ordinario o 1-dimensional, corresponde al caso n=1, y=0, en
(3), y se define como

701— If( ) dé=f*(1/t) = f*Noy (4)

siendo esta integral singular definida como valor principal (cfr.
[2],[8]). Observemos que el nicleo N(t)=Ny(t)=1/t estd ca-
racterizado (salvo constante) por las dos propiedades siguientes:
N(at)=at N(t) para todo a>0, y la integral de N extendida
al conjunto 1< |t|<2 es nula. Por eso para. n>1 la trans-
formada n-dimensional de H1lbert se define ([ ] [5]) como

(*) TUsaremos notaciones vectoriales: m+J = (&1 F Ny bt ), (B9) =
producto escalar de =z,¥; |#|*= (#,w); * indicar4 el producto de convolucién.
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fon=f#Ng, donde N=N,, es un nicleo tal que N(az)=a™m
N(z) para todo a>0, y todo « de E=, y la integral de N
extendida al anillo 1<|z| <2 es nula. Si Z={z'} es la es-
ra unitaria de E", si para todo z es 2'==z/|z| y si w(a') -es
la funcién definida en = por w(z’)=~Ng,(2’), entonces

fon=F#Nop, Non(z)=w(’) |z|™, (4a)
y la integral de w sobre = es nula. w(z’) se llama caracte-
ristica del operador (4a). Hay pues tantas transformadas de
Hilbert en E» como funciones w(#’) ‘con integral nula, mien-
tras que en FE! hay esencialmente una sola transformada de
Hilbert.

Llamaremos operadores de Hilbert generalizados[6] a. los
operadores Hg,f=fK,, cuyo ntcleo verifica la propiedad
homogénea solo para un valor de a, pongamos a=2: K,,(2z) =
2 Ko, (), siendo ademés nula la integral de K, extendida
al anillo 1< |x|<2.K,, queda determinado por sus valores en
1<|z|<1: si k(z)=K,, en 1<|x|<2 y cero en los demds
¢, entonces Ky,(z)=2"__ 2 nik(2-x), siendo nula la integ-
gral de F.

Volviendo a los operadores (3), observemos que su nicleo
N=Ngy=|z|¥" verifica N(az)=a¥"N(z) para todo a>0.
Llamaremos pues operadores potenciales generalizados[7] a los
operadores de la forma

HYnfz 'f*[(‘yn,: 0<Y§n: (5)

cuyo nicleo verifica la propiedad homogénea solo para a=2:

Ky, (2z) = 2 Ky (). (5a)
Poniendo k(z) =Ky, en 1<|z| <2 y nulaenelresto, tendremos
Kyp(z) = =", 2((r—n)i k(2-i z). (6)

Si y>0 la integral de k(z) no necesita ser nula, més bien es
k=0. Poniendo k;=Fk;(x)=20"n)ik(2-iz) | podemos escribir
Ky(z)=2"_ k), Hynf=2"_ofxk, (6a)

(x) se llamara . nticleo generador y los k; nicleos generados.
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por k. En el caso de los operadores de Hilbert ordinarias el ni-
cleo generador verifica las condiciones siguientes: a) k(z) es
nulo fuera de |z| <2; b) k es integrable con integral nula; c)
k(x)eLip(1,1), es decir |[k(y,y)<oe, donde |[kll(py) (*) es la
minima constante ¢ tal que |k(2+ h)—k(z)(,<c|h|Y. Por eso
también en el caso de los operadores H,, generalizados impo-
nemos al nicleo generador las condiciones a)-c). Entonces los
ntcleos generados verifican la condicién b) y las: a;) k; es
nulo fuera de |z|<2; ¢;) |k;ll(1.1)=2-ic. Analogamente al nui-
cleo de Hy, le imponemos las siguientes condiciones, que se ve-
rifican -en caso de los operadores (3) ordinarios: a’)k es nulo
fuera'de 1< |x|<2; b')k es >0 e integrable; ¢’) ke Lip(1,1).
Entonces los, niicleos generados verifican: a;) k; es nulo fuera de
2i< || <2t b |kl =2 e; ef) Ikl ng) = 20 Nic.

Llamaremos operadores potenciales generalizados x a los
operadores de la forma Hy,f=X="__fxk;, donde {k;} es una
sucesién cualquiera de nucleos que verifican a/)-¢/). En par-
ticular, para y=0, tendremds los operadores de Hilbert gene-
ralizados *. Més atn, las condiciones a;)-¢;) implican (ver[6])
que los k; son casi ortogonales en el sentido de que

Wi keilly <2-ie, si j>0. (7)

Andlogamente a;)-c¢;) implican (ver [8], cap. 2) que los k; son
casi ortogonales en norma (1,2Y), es decir

i % kil qoyy =27 e;  (j>0). (7a)

Diremos que un operador Hy es una suma y-ortogonal si
Hy=i=Z"__fxlk;, y los k; verifican (7a). En particular los
0O-ortogonales son los que verifican (7). Asi pues los operadores
potenciales generalizados con caso particular de los generali-
zados *, y ‘estos casos particular de las sumas y-ortogonales.
Para destacar el ‘sentido de estas generalizaciones observemos
que mientras en las transformadas de Hilbert los valores del
nicleo Nyn pueden .eligirse arbitrariamente tan sélo sobre
la superficie esférica .3, en las transformadas de Hilbert
generalizadas los valores del nucleo K,, pueden -elegirse ar-

(*) Estosiy=1 8iy> 1,7=7+1",1 = entero, 1" < 1, decimos que &
e Lip (p, 7) si k tiene derivadas absolutamente contfnuas hasta el orden '
y la derifada de orden 7' pertenece a Lip (p,1").
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bitrariamente en la esfera sélida |z|<<2. Por eso las transfor-
madas de Hilbert generalizadas forman una familia mas amplia e
incluyen también a los operadores del tipo de Fejer o ergédicos
(ver [6]). Mucho mas amplia atn es la familia de los operadores
generalizados * donde tenemos infinitos nucleos arbitrarios k;
que deben verificar a;)-c/). Resulta que las propiedades basi-
cas de los operadores potenciales ordinarios valen también para
los generalizados *. Méas atn, una parte de las mismas (que
corresponden al caso s=p’) valen para las sumas y-ortogonales.
Pasamos a resumir estos hechos y algunos problemas que se les
vinculan.

A) Calderén y Zygmund probaron (extendiendo a En re-
sultados clasicos de E!, debidos a Privalov, Lusin, M. Riesz y

Kilmogorov[9]) que la transformada de Hilbert fon existe como
valor principal para toda feLP,1<p<o, y que el operador
correspondlcnte es de tipo (p,p) si 1<p<o, y de tipo débil
(1,1),[4]. O sea los operadores de Hilbert son de tipo p para
todo punto P interior de la diagonal dy=A,B,, siendo de tipo
débil en el extremo Bo=(1,1). Todos estos resultados valen
también [6] para los operadores de Hilbert generalizados *. Mas
aun, si p=2 ellos valen también para las sumas 0-ortogonales
(p=2 corresponde a la interseccién de dy con d’) (*). (Cfr.
Nota.I). Para nosotros es de especial inlterés el siguienle

Problema 1. Determinar para que otros valores de p,
p7/=2, son las sumas O-ortogonales de tipo (p,p), o de lipo
débil 1, y si es posible generalizar el concepto de 0-orlogona-
lidad de modo que esto valga para todo p.

E. Oklander estd considerando[10] algunas aproximaciones
al problema 1, usando la siguiente fé6rmula que generaliza la ex-
presién clasica del radio espectral: si T es un operador en LP,
si (Tf,g)=(f.Tg) para todo par de funciones elementales,
entonces |T||=lim ., (|Ty])¥s donde s=1+rp’, y Tyf=
T{[T(|Tf/P-* sgn f]P"-1 sgn f}. Férmulas andlogas valen en el
caso general de operadores de LP en Ls.

Para las cuestiones indicadas en E), I), y otras, puede resul-
tar Gtil considerar sumas O-ortogonales continuas, dependientes de

(*) Aprovechamos la oportunidad para corregir una errata de [6] que
puede indueir a confusiones: al comienzo de la fltima linea de la phgina 47,
falta la palabra ‘‘luego’’, .
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un pardmetro continuo i€ Em: Sea k(z)=k(t,x),te Em,ze En,
una familia de nucleos tal que ||k, * k4|, < M2e~1+sm; ‘entonces

la suma continua (integral) Hf=fx (j ky(x)d,p ) (r=me-

dida de Radén) es convergente para toda f y representa un ope-
rador de tipo (2,2). A estos teoremas sobré sumas 0-ortogona-
les se les puede dar una gran generalidad (cfr.[8], capitulo 2).
Por ejemplo vale el siguiente teorema. Sea V(a)=0 una fun-
ci6n decreciende de a >0, W(a, b) una funcién creciente en a >0,
y b>0, p una medida en Em, y {x,y} la medida-p de la es-
fera de centro x y rado |z—y|. Teorema: Si a cada z de
En est4 asignado un operador hermiteano T'(z), si para cada z,y
los operadores T(z),T(y) permutan y verifican |[W (T (z); T(y))|
=V({x,y}), entonces

J T() dp ” < JV—l (W (a, a)) da.

En

Si  V(a)=es1, W(a,b)=ab, V-1(a)=1+loga/loge, p=
medida discreta, obtenemos el teorema de las' sumas ortogonales
B) Hardy y Littlewood (para n=1,[12]), Sobolev y Thorin

(para n>1,[18],[14]), probaron que el operador potencial Fy,
dado por (3), es de tipo (LP(Em), Ls(Er)) para todo p,s tales
que 1/p—1/3=v/n, Y/n<1l/p<1. O sea el operador (3) es de
tipo P para todo punto interior del segmento dy que se obtie-
ne trasladando d, en y/n. Olras demostraciones de este teorema
fueron dadas por Stein-Weiss[15] y Du Plessis [16]. Zygmund
probé [1] que este operador es de tipo débil (1,n/(n—¥)), o
sea de tipo débil en el extremo B de d,. Si EmcEn, y sien
(8) hacemos ¢ varian en E* y x en Em, entonces el operador
(8) hace corresponder a funciones f(t) definidas en E» funcio-

nes 77,, definidas en Em, de modo que cabe preguntar para
que p,s este operador es de tipo (LP(E,),Ls(Em)). Sobolev
[4a] probo que el operador (3) es de tipo (LP(Em), Ls(Em)) si
1/p— (m/n) (1/s)=v/n,y/n<1l/p<l,m<n<m-¥, o sea de ti-
po P para todo punto interior al segmento dy, que se obtiene
totando dy -con pendiente m/n. En realidad Sobolev prob6 un
resultado mucho mas débil, suponiendo que el operador se con-
sidera sobre dominios acotados (es decir ¢, y @, wvarian en (3)
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s6lo en dominios acotados y no en todo el espacio), y que P
estid encima de dyn estrictamente, y propuso como problema el
resultado que acabamos de enunciar. El problema fue resuelto
por 1lin[17] (ver también Smolitzki[17a]). Sin conocer el trabajo
de Ilin, Panzone y el autor[7b], (cfr.[7a]), obtuvieron el mismo
resultado por un método diferente que se aplica a situaciones més
generales, probando ademéis que el operador es de tipo débil
(1,m/n—Y) en el extremo del segmento. La misma situacién

se presenta si Em2Er, Si f y fy, son considerados sobre do-
minios acotados DrcEn, D,,cEm (de modo que la integral en
(3) se extiende solo a D,) entonces, segun lo probaron Sobolev
y Kondrachiev[15a], el operador es de tipo P para todo punto
situado sobre o encima de dy,; ademds si P esti estrictamente
encima de dy,, el operador es también completamente continuo
(compacto); finalmente si 0<1/p<y/n entonces el operador
(3) actua de LP(Dn) en G(Dp,) y es compacto (cfr. Nota 2).

Todos estos resultados de Thorin, Zygmund, Sobolev y Kon-
drachiev valen [7], [Ta], [7Tb], para los operadores potenciales ge-
neralizados % Hy,, Q<Y=n. Estos resultados valen para sumas
y-ortogonales si 1/p+1/s=1 (es decir si P estd en la inter-
seccion de dy con d’), y se puede extender un poco mas el do-
minio de los p donde estos resultados subsisten.

Problema 2. No sabemos si para sumas -y-ortogonales
estos resultados valen para todos los p, y cual es el campo de:
su validez; falta ademés aclarar la compacidad del operador.

C) De los resultados de B) resulta en particular que si fe LP,

entonces ?‘m es integrable sobra todo compacto, luego la integral.
(8) converge para todos los x salvo conjunto de medida nula..

Méas atn si m<n<m+Y/p y EmcCE,, entonces ?Yn pertznece:
a cierto Ls(Em) y por tanto los puntos donde la integral (3)
no converge forman conjunto de medida nula m-dimensional en-
todo subespacio Em (y esto es mucho més que decir que es de
medida nula n-dimensional). Consideremos ahora los puntos de-
divergencia contenidos en un conjunto m-dimensional pero no si--
tuado en un mismo subespacio Em (por ejemplo, un conjunto.
contenido en una suma numerable de superficies m-dimensionales,
m<lh). Como se sabe, para tales conjuntos conviene usar las.
medidas fraccionarias de Hausdorff o la nocién de capacidad..
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Recordemos que un conjunto compacto BCE tiene vy-capacidad
nula si paratoda medida de Radén [ tal que p(B) >0, p(E—B)=0
se verifica [fiy(z)|, =, donde fiy=px |z|¥~n. Du Plessis[16]
prob6 el siguiente teorema: Si yY/n<1/p,p>2 y si fe LP(E")
entonces los puntos z en que la intagral (8) no converge for-
man un conjunto de Y'-capacidad nula, para todo Y >n—7yp;
si 1=p=2, entonces este conjunto es de (n—y p)-capacidad
nula. Introduciendo la nocién de capacidad respecto de nicleo
generales Ky,, el teorema de Du Plessis se extiende[7] a los
operadores potenciales H,, generalizados %, asi como a capa-
cidad m-dimensional, EmCEr. En el mismo trabajo Du Plessis
probé el siguiente teorema, que Hardy y Littlewood [12] demos-

traron para n=1: Si fe Lip B, 0<B <1, entonces f;,ne Lip(v+B),
0<y+B<1; si feLP(E"),p>1,1/p+1/n>y/n>1/p, enton-

ces f;ne lip(y—n/p). Para n=1 Hardy y Littlewood dieron
varios otros teoremas de este tipo (generalizados a n>1 en[7]),
por ejemplo: feLP(Er) implica fy,€Lip(p,y) st 0<y<Ll.
También estos teoremas se extienden a los operadores potencia-
les generalizados *[7], asi como al caso de clases Lip B(Em), m <n.

Problema 2a. Determinar la estructura de los conjun-
tos de divergencia de las sumas y-ortogonales, asi como la vali-
dez para estas sumas de los teoremas referentes a las clases Lip.

D) Si, en vez de normas tomadas respecto de la medida de
Lebesgue dx, se consideran normas respecto de meddias pon-
deradas |z|adz, entonces hablaremos de tipos (LP(Er); |x|edz);
Ls(Em, |z|bdz)). En caso de un dominio DCEr se usa en vez
de |z|? un peso o(z) que tiende a cero, al tender z al contorno
de D, con «velocidad» |d(z)|*, d(z)=distancia al contorno.
Hardy - Littlewood [12] probaron para n=1 que los operadores
(8) son del tipo (LP(En), |x|bdz); Ls(E», |z|*dz) si 1/p—1/s
=Y/n— (a+b); Stein- Weiss[15a] extendieron este teorema a
n>1, que se reducc al teorema de Thorin - Sobolev si a=b=0.
En un trabajo en preparacién, E. Ortiz y el autor [22] prueban
que los resultados mas precisos de Sobolev (para EmcEr, com-
pacidad, tipo débil, etc.), se extienden al caso de tales pesos.
E. Stein (para n>1,[23]) y Babenko (n=1,[23a]) probaron
teoremas anédlogos para las transformadas de Hilbert. Todos estos
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teoremas valen para operadores (potencialss o de Hilbert) gene-
ralizados *, y parcialmente para las sumas ortogonales.
Kantarovich [18] mostr6 que los resultados «més débiless de
Sobolev -Kondrachev (para dominios compactos y P encima
de dy) pueden deducirse de teoremas generales sobre operadorés
integrales, que extienden un teorema de Young (ver[8], cap.-4).

Problema 2b. Examinar para estos operadores integrales
los tipos débiles, teoremas de capacidad, tipos ponderados, asi
como los teoremas de IHorvath que se mencionan en IY).y de las
clases de Sobolev que se mencionan en E).

E) En[4] Calderén y Zygmund imponen al nicleo Ny,
(o a su funcién caracteristica w(x’)) ciertas coniciones de con-
tinuidad uniformes. En[4a] ellos prueban que es suficiente exe-
gir |w|log(l+4 |w|)eL!(X) (si p>1; el caso p=1 no esta
aclarado). Mas adn ellos extienden los teoremas de A) a los ope-
radores fxN con N(z) =N (x)¢ (|x|), donde Ny, es como
antes y ¢ es una transformada de Fourier .Stieltjes. En una
nota de préxima publicacién, E. Oklander y el autor dan otra
demostracion de estos resultados, basada en el siguiente teorema
general. Dada una funcién w(s) sobre = y para todo se¢ =
un operador T;f, definimos al operador radial (cfr. 4a)

Hf= Jw(s) Tsfds. Bajo condiciones generales sobre w y T,
2

si los T son de seudo-tipo «uniforme» (ver definicion en G)),

y si los ’f’s son de tipo (p,p). resulta que Hf es también de

tipo (p,p). Este teorema puede aplicarse también a operadores

de Hilbert generalizados, y estamos considerando con Oklander

el siguiente

Probléma 8. Extender (mediante el teorema de opera-
dores radiales), los resultados de [4a] a transformadas de Hilbert
generalizadas . Idem para los operadores potenciales generali-
zados *, y examinar sistematicamente las propiedades de los
operadores radiales arriba definidos.

Los operadores de Hilbert son casos particulares de las in-

tegrales singulares de la forma ([4a], [5]) Hf::] f(y) K(z, y) dy,

donde K=N(z,xz—y), siendo N(x,az)=anN(x, z) para todo
a>0, yla integral de N sobre |z|=1 es nula. Mas general-
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mente en [4a] se consideran nicleos.de la forma K=N(z,z—y) b
(|m y|). Calderén y Zygmund demuestran [4a] que bajo
ciertas condiciones generales .. estos operadores son de tipa
(p,p) si 1<p<® (para p=1, estd sin aclarar) y valen los
demés resultados de A). Parece que también aqui el teorema
-general sobre operadores radiales, mencionado mas arriba, per-
mite extender estos resultados a operadores generalizados. Lla-
mando operadores potenciales fuertemente gener alizados a los
operadores integrales cuyo nucleo es de la forma Ky(z,y)=
]V(a[: z—y) ¥ (|Jz—y|) y donde N verifica la propiedad homo-
génea para un sélo valor de a: N(z,2z) =2vn N(z,z), estamos
considerando el siguiente

Problema 4. Extender los resultados de A), B), D), a
los operadores potenciales fuertemente generalizados, y definir los
fuertemente generalizados * y las sumas fuertemente ortogonales;
idem para C)..

En[4b] Calderén y Zygmund prueban que los operadores
de Hilbert son de tipo (W,r, Wpr) donde W, son los espacios
de Sobolev '(ver Nota II).

Problema 4a. Examinar como actian los operadores
tenciales y potenciales generalizados o fuertemente generalizadas
con respecto a tipos (W, W").

Problema 4b. Extender a operadores potenciales gene-
ralizados la teoria de periodizacién de Calderén-Zygmund en [4d].

I) J.. Horvath [24] prob6é que los operadores de Hilbert son
de tipo (Dpy, Dry) (*) si 1<p<e. Anélogamente los poten-
ciales (3) son de tipo (D, Dry), con 1/p—1/s=v/n, p>1.
Usando una definicién equivalente de tipo débil (ver[7]) es po-
sible definir el tipo débil en Dy, y completar los teoremas de
Horvath para p=1, asi como con los teoremas de Sobolev
Kondrachev de B). Todos estos teoremas se extienden a opera-
dores generalizados * quedando como antes por aclarar el caso
de sumas ortogonales, asi como los teoremas de C).

Cora Ratto de Sadosky [25] mostré que los resultados de B)
valen para los operaderes potenciales hiperb6licos con nucleo
(|t,2—t2|1/2)2Y, si teE?, y atn para polenciales hiperbdlicos

' (*) feDrp si es infinitamente derivable y las derivadas eLr ; fa —% O
en este espacio si D! f—>0 en Lp para todo 4. DL es el dual Drs , g=p'.
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generalizados; la propiedad de tipo débil (1,1) no vale en el
caso hiperbélico. Este trabajo considera sistematicamente tan sélo
el caso n=2, y Qora Ratto estid examinando en detalle el caso
general, asi como las propiedades de C) para los hiperbélicos.
Las propiedades de los operadores hiperbdlicos de E2 es-
tin vinculadas a la teoria general de operadores dobles o ite-
rados: si f(z,y) es funcién de dos variables (x,y) ¢ Enx En, y si
T, actGa en Em,T, en En, cabe considerar el operador doble
T,Tyf=Tf ylarelacion entre los tipos delos operadores T',T,, T}.
El caso en que T, Ty son operadores de Hilbert generalizados #
fue estudiado en[6]. Sin embargo falta aun un estudio sistemético
del caso general; en particular convendria examinar el tipo de
operadores dobles respecto de normas mixtas .|| y[f(, y)llpll,-
G) La teoria, y las demostraciones de las propiedades, de
los operadores potenciales generalizados, estd estrechamente vin-
culada al teorema de convexidad de Riesz-Thorin y sus exten-
siones. En los teoremas de A), B), D) se trata de establecer que
los operadores potenciales generalizados * son de tipo P en to-
dos los puntos interiores de dy,=AB’, y de tipo débil en B’;
ademas en caso de dominios acotados se trata de establecer el tipo
compacto. Se obtiene pues una considerable simplificacién de
las demostraciones usando el siguiente teorema de Marcinkiewicz-
Zygmund [1]: Si un operador T es(*) de tipo débil P, con
norma débil M, y de tipo P, con norma débil M,, entonces T
es de tipo P en todo punto P interior a P; P, y con norma
M<cMtoMy», siendo o la razén en que P divide al seg-
mente (siempre que el segmento no sea paralelo al eje de abcisas);
la constante ¢ depende de P y tiende al infinito si P tiende
a P, o P, Este tecorema generaliza la parte esencial del teo-
rema clasico de Riesz- Thorin que afirma: si T es de tipo en
P, y P, entonces es de tipo en todo P del segmento P, P,
valiendo M <M,*-+M,e. Gracias al teorema de Marcinkiewicz,
para establecer el tipo de H,, basta probar que H., es de tipo
débil en el extremo B’ y de tipo en el punto C’ en que dy,
corta a d’; porque entonces por este teorema Hy, serd de tipo
en todo punto de C’,B’, y siendo Hy, esencialmente her-
miteano esto implica enseguida el tipo en la parte simé-

(*) Como las funciones elementales (escaleras) son demsas en LP , todo ope-
rador acotado T queda determinado por sus valores en estas funciones. Por
tanto en todos los teoremas.de convexidad se supone que T estd definido en
el conjunto de las funcionmes elementales escaleras.
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trica AC’. La demostracion del tipo en C' es més fécil
de fratar pues C’ es punto de d’ luego LP y Ls son en este
caso espacios duales, y pueden aplicarse los teoremas de opera-
dores ortogonales. Por otra parte la demostracién del tipo débil
eén B'=(1,(n—y)/m) es més facil de tratar gracias a los dos
hechos siguientes. 1) En caso de B’ es p=1 y este es el Gnico
valor de p para el cual vale = ||f;|,=IZfill,,fi=0. Debido a
esto resulta ([7], proposicién 3) que para establecer el tipo débil
en B’ de T basta probarlo para funciones caracteristicas de
intervalos (cubos), y esto ultimo suele ser facil. 2) Para el caso
p=1 se puede dar una nueva extensién del teorema de Riesz-
Thorin basada en la siguiente nocién de seudo-tipo ([6],[7])-
Por lo observado sélo consideraremos funciones escaleras f lue-
go el soporte S(f) de f es un conjunto acotado y podemos
hablar de m(f) =minimo de |f| en S(f); con Q indicaremos
un cubo que contiene a S(f) y con p(f,Q)=|Q|~t|fll;. Para
muchos operadores T dados por integrales singulares, tales co-
mo los Hvy,, Tf(z) es <bueno» en los puntos z fuera de S(f),
y «malo» en S(f); ademas existe una h tal que Tf mejora si
sustituimos f por f—h, donde h se mantiene menor que m(f)
o que p(f, Q). Por tanto es de esperar que para muchos 7' sea po-
sible encontrar una tal h, y un conJunto F del «tamafio» de
S(f), tales que verifica

{[irr=mpeas}™ seip. (®)

Decimos que T es de seudo tipo % (1,s;a),a>0, si para
toda f existe una h y un F para los cuales se verifica (8) y
tales que |h(z)| < cm(f), |F|Z[cllflly/m(f)]s/2. T es de seudo ti-
po (1,s; a),a>0, si para todo Q existe un F y una h tales que
vale (8) y |h(z)| =cnu(f,Q), |F| < ¢|Q|*a. Evidentemenle tipo
(1,s) implica seudo tipo % y seudo tipo. Se prueba que si a<s
entonces seudo tipo implica seudo tipo *, y se tiene la siguiente
extension del teorema de Riesz: Si Py=(1,1/s), si T es de tipo
débil P, y de seudo tipo (1,s; a), entonces T es de tipo débil
en P,, y por tanto de tipo P en todo punto interior de P, P,;
aqui a=tg ¢/tg 9, ¢ —argumento del vector OP,, & =el del vec-
tor Py P, Gracias a estc teorema, para establecer el tipo débil
en B’ basta probar el seudo tipo (1,s;a) y esto es tarea mucho
més fécil, por lo menos en caso de los operadores Hy,.



Indiquemos todavia otros dos perfeccionamientos de los teo-
remds de convexidad que resultan ttiles en la teoria generahzada'
de potenciales. En el teorema de Riesz - Thorin P;, P, son’ pun-
tos cualesquiera del cuadrado de los tipos, mientras que en el
de Marcinkiewicz se supone que estos puntos estin el tridngulo
inferior del mismo. En los teoremas ‘de Sobolev y las teorias ge-
neralizadas de potenciales aparecen segmentos P; P, con pun-
tos en el tridngulo superior; estas y otras cuestiones hacen pensar
en la utilidad de extender el teorema de convexidad de Marcin-
kiewicz a todo el cuadrado. Tal extensiéon parece posible y la de-
mostracién serd publicada en un trabajo préximo. Por otra
parte los teoremas de Sobolev - Kondrachev sugieren la extension
de los teoremas de convexidad de Riesz y de Marcinkiewicz a
tipos, y tipos débiles, compactos. Creo haber demostrado el teo-
rema de Riesz para tipos compactos, y el de Marcinkiewicz - Zyg-
mund para el caso de medidas de Lebesgue en espacios euclideos.

En las demostraciones de las propiedades de potenciales ge-
neralizados se usa también una extension del teorema de Riesz
para operadores que dependen analiticamente de una variable
compleja; esta extensién se debe a I. Hirshman[26] y E. Stein
[16b]. Los teoremas de convexidad fueron también estudiados
en los espacios HP de Hardy por Calderén - Zygmund [4c] y
Stein - Weiss [15c]. Stein y Weiss extendieron los teoremas de
convexidad al caso de medidas variables[15b], ademaés ellos pro-
baron [15d] que en los teoremas de convexidad es suficiente que
la hpéteisis se verifique para funciones caracteristicas de con-
juntos. Calderén (comunicacién oral) consideré el teorema de
Riesz en los espacios de Sobolev, y en un trabajo de préxima
publicacién, Lions estudia cuestiones mas generales de este tipo.
Finalmente en [17] (ver también [8], cap. III) se indica una uni-
ficacién parcial de los teoremas de Riesz y Marcinkiewicz, pero
estd atn sin resolver la unificacién completa.

Problema 5. Generalizar la nocién de seudo tipo para
p/=1, y aclarar las relaciones entre seudo tipo, tipo, Lipo débil,
unificando estos conceptos.

Problema B5a. Examinar los teoremas sobre seudo tipo

en otros espacios, tales como los de Hardy, Sobolev, Nikolski;
idem tipo débil en los dos tiltimos espacios.

Problema 5b. Demostracién del_ teorema de Marcin-ﬂ
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kiewicz - Zygmund para tipos compactos en el caso de medidas
arbitrarias; idem en el tridngulo superior de los tipos.

H) Si Tf=fxK ysi K,f son funciones «buenas», defi-
nidas en En entonces F(Tf)=F(f)os, con s=F(K), donde F
es la transformada de Fourier. Méas generalmente, diremos que
T es un operador dado por un multiplicador o, si o es una
funcién definida en En y para toda funcién elemental f se tiene
F(Tf)=F(f)s. Si K no es integrable se puede definir F(K)
de dos maneras: 1) Aproximando (por:ejemplo, truncando) a K
por nicleos integrables Kj— K y probando que F(Kj) con-
verge en cierto sentido a un limite ¢ de modo que F(Tf)=F(f) o.
2) Definir F(K) en sentido de las distribuciones. No siempre
ambas definiciones concuerdan y en 1) diferentes aproximaciones
pueden dar diferentes limites. En el caso de las transformadas de
Hilbert Hf=f% K, K=N,, Calderén y Zygmund probaron [4],
[4e] que: a) o=F(K) existe en sentido de 1) de modo que
estos operadores son dados por multiplicadores; b) o es una
funcién homogénea de grado 0, luego o(x) estd determinada
por su restriccién o(x’) a 2, y esta restriccién recibe el nom-
bre de simbolo del operador o(H); ¢) si No;€C* (en z7-0),
también oe¢C*, reciprocamente toda ce€ C“, homogénea de
grado 0, es el simbolo de un operador de Hilbert; d) el simbolo
del producto de operadores es igual al producto de los simbolos;
e) el operador tiene inverso si y solo si su simbolo no se anula;
f) si w(z') es la caracteristica fdel operador entonces la corres-
pondencia w(a’) — o(a’) proporciona una generalizacién del
concepto de funcién conjugada para En; g) una teoria aniloga
tiene lugar para el caso ueLP(Z). Horvath([24] probé que
F(Ny,) existe en sentido 2) concordando ambas definiciones.
Los operadores de Hilbert generalizados son también dados[6]
por un multiplicador o que verifica la-propiedad -homogénea
sélo para a=2: o(2x)=0(x); reciprocamente, toda funcién
s€C ™= homogénea para a=2 cs el simbolo de un operador de
Hilbert generalizado. Las propiedades d) y e), en cambio, no
estin aclaradas del todo atin, y menos atin la f), que aqui cambia
fundamentalmente, pues ahora w(z’) y o(«’) estin definidas en
la esfera solida. En el caso de los operadores potenciales genera-
lizados también se extienden las propiedades a) -c) [8] en sentido
de la definicién 2), y si 0<y<1/2 también en sentido de 1).



Problema 6. Aclarar las propiedades d)-f) para los
operadores de Hilbert y potenciales generalizadas. El problema
estd sin abordar para los operadores generalizados x.

Un importante teorema de Marcinkiewicz (para series Fou-
rier, extendido a integrales Fourier por Mijlin[5a]) da la si-
guiente condicién suficiente para que un operador general T,
dado por el multiplicador o, sea de tipo (p,p) para todo
l<p<oo: existe la derivada don/d =y ... dz,, siendo continuas
las derivadas precedentes, |z|s|D()o(x)|<M para s=0,...,n.
Las propiedades de tipo de los operadores.de Hilbert pucden ob-
tenerse como caso particular de este teorema. La demostracién
de Marcinkiewicz usa propiedades sutiles de funciones de Walsh
y funciones analiticas. Calderén - Zygmund [4d] dieron una de-
mostracion directa, para algunos casos particulares importantes,
como aplicacién de[4], con extensién al caso p=1; segin co- .
municaciéon oral de Calderdn, estos autores obtienen el teorcma
completo con los mismos métodos directos. Seria ttil extender el
teorema a los tipos (p,s); creo que para ello habria que reem-
plazar, en la iltima desigualdad, |z|s por |z|stY con 1/p—1/s=y/n.

Problema 6a: Generalizar este teorema de Marcinkiewicz
para tipos (p,s),1/p—1/s=Y/n, y deducir su demostracién
aplicando los teoremas de tipo de los operadores potenciales gene-
ralizados; idem para tipos (LP(En); Ls(Em)).

I) Si Hf es una transformada de Hilbert en E2, su ca-
racteristica w(t) es una funcién definida.en la circunferencia, o
en (0,2r), y por tanto desarrollable en serie de Fourier w(t)=
Z cpeint, Son pues de especiial importacia los operadones Up,
cuya caracteristica es w(t) =-eimt (m=0), y se tienen los resul-
tados siguientes (Giraud, Mijlin[5], [6b]; ver también Horvath
[24] donde estas formulas se deducen por un método original
basado en algebras Grassmann): h) U=U, es un operador uni-
tario fijoy U, =1/mUm, U_,=(—1)m m~1U-m; h,) o(U,)=
(—i)mm-temt si m>0 y (i) |m|-leimt si m<0; hy) todo
operador de Hilbert H de caracteristica w= X ¢, eimt se desa-
rrolla en serie de Laurent del operador U:

He=Z cpm-2Un+ 2, (—1)mm-tc,U-m  (Miflin);

hg) en caso de En,n>2, la caracteristica w, definida en la
superficie esférica, se desarrolla en serie de funciones esféricas
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Y .15 luego es de interés particular el caso w=Y,; y an este
€aso 6=¢tp, Y, donde &,=constante; h,) si w=ZcpeYp,
entonces H=2Zc,,¢,Y .. Asi pues, entre los posibles opera-
dores de Hilbert estin los operadores «fundamentaless Uy,
y todo otro operador se descompone en serie de fundamentales.
Finalmente, si H es una integral singular con nicleo K(z,y)=
N(z,z—y), el simbolo se define como la restriccion a Z de
F,N(z,z); aqui N(x,2’) se desarrolla en.una serie de fun-
ciones esféricas con coeficientes no constantes, dependientes de z:
N(:II, Z') = Z-cme(.’l}) le(z’), yo=2 cme(m) Em.le(Z').
Perfeccionando resultados anteriores de Giraud, Mijlin y Tri-
comi, Calderén y Zygmund [4b] extendieron los resultados a)-h)
a integrales singulares con nucleos N(z,z—y); solo que- las
propiedades d) y e) valen no en forma absoluta sino médulo
los llamados operadores regulares; en caso de dominios acotados
estos operadores regulares son los compactos. .

Pasando a operadores de Hilbert generalizados, las propie-
dades h) no estan aclaradas del todo. Por otra parte es necesario
tomar un camino diferente al de la teoria clasica de Giraud -
Mijlin y Calderén - Zygmund, pues en las tranformadas gene-
ralizadas la caracteristica estd definida en |z| <1 y no se aplica
la descomposicién en funciones esféricas sino la de series de
Fourier. Por otra parte la descomposicion en elementos funda-
mentales puede hacerse para la caracteristica o para el sim-
bolo, y parece que los dos procedimientos conducen a desarro-
llos diferentes.

‘Problema 6b. Aclarar la teoria de descomposicién co-
rrespondiente a h) para operadores de Hilbert y potenciales ge-
neralizados, desarrollando la caracteristica o el simbolo en series
de Fourier en el anillo 1<|z|<2. El problema correspon-
diente para operadores fuertemente generalizados esta sin abordar.

J) Vamos a insistir una vez mas en el hecho de que los g,
para los cuales el nicleo verifica K(ax)=anK(az), forman
un grupo continuo en el caso de las transformadas de Hilbert
ordinarias, y un grupo discreto en caso de los operadores gene-
ralizados. Este hecho no influye en las propiedades de tipo del
operador, pero vimos que al considerar la descomposicién en
nicleos fundamentales surgen diferencias esenciales, apareciendo
por lo menos dos formas diferentes -de abordarla. Por ahora no
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tenemos elementos para decidir cual de las dos formas es la més
adecuada para los operadores potenciales generalizados * 7y si
es posible pasar de una de ellas a la otra.

Por eso creemos que conviene enfocar el problema desde
un punto de vista general, en relacién con algunas ideas de L.
Schwartz[3a] y el problema de los momentos. Traténdose de
cuestiones que recién estamos abordando, nos limitaremos a
esbozar la idea béasica. ‘ .

Como los operadores potenciales H son acotados basta con-
siderarlos sobre un espacio vectorial D, de funciones, denso en
Yos LF; por ejemplo, D puede ser el espacio L, de las fun-
ciones escaleras, o el espacio <) de las funciomes infinitamente
derivables, nulas fuera de compactos. Siendo estos operadores.
H convoluciones, con un ligero cambio de definicién podemos.
suponer que verifican (Hf,g)=(f,Hg) para todo f,g9 de D,

donde (f,g9)= I f(z) g(z) dz. Ademas estos operadores son da-

dos por multiplicadores.

Més generalmente, fijado D, consideremos un operador li-
neal T'; definido en D, que a cada f de D le hace correspon-
der cierta funcién localmente integrable T'f, y tal que (Tf,g9)=
(f.Tg). Para cadal f,g&éD definimos

(flg) = (Tf. 9) = (F(Tf), F 9).

Entonces a todo tal operador T le corresponde una forma bili-
neal (f|g), y toda forma bilineal corresponde a un tnico ope-
rador. Toda medida p define una forma bilineal

(f19)= | ¥ f(a) Fg(a) d

E’l

y por tanto un operador T. En este caso diremos'que T es um
operrador multiplicador (en sentido amplio) siendo p el multi-
plicador. Si dp=o(z)dz obtenemos la nocién de multiplica-
dor dada més arriba. Si p es una medida positiva la (flg) co~
rrespondiente es esencialmente un producto escalar y define una
estructura prehilberteana en D. Si p es una medida cualquiera,.
(flg) es una combinacién lineal de tales productos escalares.
Reciprocamente, dada una forma bilineal (f|g) en D, que es.
un producto escalar, o una combinacién de productos escalares,.
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surge el problema si tal forma bilineal es dada por una medida
B, es decir si define un operador multiplicador. Si D=C) en-
tonoes se tiene el siguiente teorema que generaliza un resultado de
Schwartz (Schwartz impone la condicién que (f|g) sea conti-
nua en DxD, lo que aqui no se supone): I'eorema A. Si
D=Dy (fl g) es un producto escalar en D, entonces las con-
diciones siguientes son equivalente:

a) (flg) es dado por un multiplicador du, y p es una
medida a crecimiento lento ((14 |z|¢) es integrable —u para
algln ¢ <)) y tnica.

b) (f'lg)=— (f|g) o sea el operador Af=if’ es simétrico.

¢) Si t,f(x)=f(x—a) entonces (,f|7,9)=(flg), o sea
7, es un grupo de operadores unitdrios en el espacio prehilber-
teano D.

Asi pues los operadores multiplicadores T son aquellos
cuya forma bilineal asociada es un producto escalar tal que el
operador Af=if es simétrico en el espacio de Hilbert corres-
pondiente. Este punto de vista estd relacionado a ciertos resulta-
dos de Krein - Lifshitz [29] y A. Devinatz [30] sobre el problema
de momentos. En efecto, podemos considerar que (f|g)= (¢|¥),
p=Ff, v=TFg, es un producto escalar en el espacio A=
F(D)={¢} de las funciones ¢=Ff,fe¢D. Para cada feD,
o= Ff es funci6n analitica y tiene .la propiedad siguiente
(P): si €A y si ¢(x,) =0 entonces (z—z,)~ ¢(z) ¢ A. Luego
el teorema A equivale al siguients )

Teorema A’: Si (¢|d) es producto escalar en A=TF(D)

tal que (uwo(u)|d(u))=(¢|ud), entonces (¢|b) =J o(u) E(u) dp

donde dpes una medida positiva; mas atin dp es tnica y a
crecimiento lento.

En esta forma, y en E! la primera parte del teo-
rema A’ es un caso particular del teorema siguiente de Krein-
Lifshitz: Teorema B (teorema general de los momentos). Si
N ={p} es un espacio vectorial cualquiera de funciones analiticas.
con la propiedad (P), y si (p|d) es un producto escalar en A

tal que (u@|db)=(p|ud), entonces (1P|<P)=J‘cp(u)_tl—7(u),dp,

donde p es una medida positiva. En general n no es tnica ni
es a- crecimiento lento. Krein probé el teorema sélo para E! y
el teorema fue parcialmente extendido a E® por Devinatz, sin



embargo parece que el teorema completo no vale si n>1. El es-
pacio A=F) es un espacio especial de funciones analiticas
para el cual el teorema B vale para todo E" (esto puede verse
por un razonamiento directo o extendiendo una idea de Devinatz),
y ademds en este caso la medida es unica y a crecimiento lento.
(Esto sugiere el problema de hallar otros espacios A de fun-
ciones analiticas en E" donde se presenta la misma situacién;
len particular seria interesante considerar ‘el caso A=F;D don-
de F; es la transformada de Fourier - Sturm - Licuville corres-
pondiente a cierto operador diferencial A: si A=} tendremos
F;=F, el caso precedente). Designaremos con M la clase de
todas las medidas en En, con M’ las medidas a crecimiento
lento, con M” las de masa total finita, y con M"” las de la for-
ma du=o(z)dz. Para nosotros es de especial interés el si-
guiente problema: bajo que condiciones suplementarias la medida
dp del teorema A pertenece a M”; y cuando es ella ademds a
crecimiento lento con a<n. Este problema estd relacionado
a la teoria de Markov - Lifshitz - Krein quienes han considerado
el caso A={l,u,u? ...}. Para nosotros es especialmente inte-
resante el caso A=FD.

K) Vimos que las formas (f|g) definidas en €D dadas
por una medida p son aquellas que dejan invariante el grupo
de traslaciones T, para todo a. Sea ahora I' = {y} un grupo
(lineal) fijo en En o en D: a cada y le corresponde una trans-
formacién lineal f(z) —yf(z) en D. Sean M(T),M'(T),
M”(T),M”(T) las medidas de M,M’, etc., que son invariantes
respecto de TI'. Los productos escalares (f|g) correspondientes
son también invariantes- T'y se presenta el problema de determi-
nar todos los elementos extremales o irreducibles, y descompo-
ner en elementos irreducibles toda otra medida de M(T), M’(T'),...
(Una medida p, pongamos p=0,neM(T'), es irreducible si
0<p;<p implica p,=cp). Aqui se podria aplicar las teorias
generales existentes de la descomposicién de un espacio de Hil-
bert, invariante respecto de un grupo, en partes irreducibles; so-
lamente que en nuestro caso importan también las formas bili-
neales que no son propiamente productos escalares sino combi-
naciones lineales, a coeficientes complsjos, de talss productos,

.de modo que no tenemos propiamente un espacio de Hilbert so-

bre ¢D. Por otra parte para nosotros es importante también el
caso de grupas T' discretos. Los elementos extremales de M”(T')
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fueron determinados por Schoenberg y Krein en el caso cuando
T es el grupo de todos los movimientos rigidos de Er (ver[29]).
En este caso, las transformadas de Fourier de los elemenlos ex-
tremos son las soluciones fundamentales de la ecuacién dife-
rencial Au+Xu=0, u(0)=1. Los clementos extremales de
M'(T') fueron determinados por Méthée y Schwartz[3a] en caso
en que n=4 y I' es el grupo de Lorentz, y ahora sz obtienen
las soluciones clementales de la ecuaci6n de Klein - Gordon. Pa-
Ta nosotros serd de interés especial poder desarrollar los métodos
de Krein y Schwartz en el caso M”(T') y también cuando T
es un grupo discreto. En efecto, consideremos por ejemplo el ca-
so de la transformada de Hilbert ordinaria en El, Hf =f (z~1);
la forma bilineal correspondiente es .

0 o

(fl)=(H.0)=] [ 1) g(@)(@—1dtda; f,geD.

—o0 —®

n

Este operador es dado por un multiplicador de M” y por tanto
la forma bilineal es invariante respecto de  (traslaciones. De la

propiedad homogénea H[f(ax)]=[Hf](ax) se deduce enseguida
que (a2 {(az)| a2 g(az)) = (fg). O sea, si paf()=at"f(az),
la forma bilineal (f|g) correspondiente a H es invariante-T
donde T'={p,} es el grupo de las «dilataciones», a>0. \na-
logamente las formas bilineales de las transformadas de Hilbert
en Er son invariantss-T' donde I'={p,},p,f(z) =02 f(ax). O
sea las transformadas de Hilbert son dadas por multiplicadores
de M”(I') donde T es el grupo continuo de las dilataciones p,.
Por tanto la teoria de Mijlin - Giraud - Calderén - Zygmund de
-descomposicion en nucleos fundamentales corresponde a nuestro
problema de descomposicién de -M”(T) en elementos extrema-
les irreducibles, cuando T' es el grupo de dilataciones, para todo
a>0. El problema 6b corresponde por tanto al de la descom-
posicién en elementos irreductibles de M”(T') cuando T es un
grupo discreto de dilataciones, y es la discontinuidad del grupo
lo que cambia el aspecto del problema, ademaés de ser complejo
el producto escalar. Llegamos asi a los siguientes problemas.

Problema 7. Extender la teoria clasica de descompo-
sicion en subespacios irreducibles al caso de espacios con un
producto escalar complejo, combinacién lineal de productos es-
calares ordinarios.
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Problema 7a. Extender las teorias de Schwarlz y de
Krejn al caso de grupos discontinuos.

Problema 7b. Desarrollar una teoria aniloga a la de
Schwartz y Krein en el caso de M"”(T'), donde T' es'un grupo
discreto de dilataciones, determinar las caracteristicas y simbo-
los de los elementos irreducibles, y a que ecuaciones diferen-
ciales corresponden (idem para los operadores potenciales que
corresponden a los grupos de dilataciones pgy, pyy f(T) = antV/2
f(az)).

Estos problemas, especialmente el tultimo punto del proble-
ma 7b, pueden considerarse también desde el punto de vista de
la teoria de Gelfand y Shilov[2a]. Finalmente estas cuestiones
pueden considerarse también desde el punto de vista de ntcleos
reproductivos «singulares»: Si los elementos de un espacio de
Hilbert son funciones f(z) definidas en cierto conjunto X, un
nicleo reproductivo de este espacio es una funcién K(z,y) tal
que para todo y es K(z,y) un elemento del espacio y f(y)=
(f. K(z,y)), para toda f y todo punto y. La férmula de in-
version de Fourier puede escribirse formalmente f(y) = (f, K(x, y))

donde K(z,y)= J- eittzy)dt. La Gltima integral naturalmente
<
no es convergente pero se puede todo entender en sentido dé in-

tegrales singulares, por tanto la féormula de inversién de Fourier
puede interpretarse como un nicleo reproductivo singular. Mas

generalmente si K(x,y) es igual formalmente, a J K/(z,y)dt,

Eﬂ
y en el sentido de integrales singulares es f(y)=(f,K(x,y))
hablaremos de ntcleos reproductivos singulares. Podemos consi-
derar pues tales micleos singulares invariantes respecto de tras-
laciones y otros grupas, y obtener teoremas analogos a los teo-
remas A, B de J). Desde este punto de vista, los problemas que
acd nos. interesan se vinculan a la teoria de Krein[29].

Nota I. El teorema de las sumas O-ortogonales es caso
particular del teorema general siguiente ([6],[8], cap. 2,[11]):
Sea T; una sucesiéon de operadores en un espacio de Hilbert
tales que 1) cada T; es hermiteano (o normal); 2) comutan
entre si; 3) |T;T4j|=<M2ej,e<1l (casi ortogonalidad). Enton-
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ces si S,=T;+...+T,, se tiene |S,|=Mc(e),S,f converge
hacia un Sf para todo f del espacio, y Sf es un operador aco-
tado, [IS| =M c(e). Teorema,s andlogos valen para sumas con-
tinuas o con funciones’ V, W indicadas en A).

Problema 1a. Falta aclarar si este teorema vale para
operadores no normales, o que no comutan.

Nota II. Los teoremas de Sobolev- Kondrachev juegan
un papel importante en la teoria de los espacios W, de So-
bolev [14a], ver[8], cap. 4 y[18]). fe Wpr(D) si ella y sus pri-
meras r derivadas (en sentido de distribuciones) pertenecen a
Ly(D). Los teoremas de B) proporcionan los llamados teo-
remas de inmersién de Sobolev, por ejemplo: el operador idén-
tico es de tipo (Wpi(D); L(DNEm)) si (1/p,1/s) estd en-
cima de dyp. Deny - Lions[19] estudiaron los espacios de Beppo
Levi donde 'las derivadas de f pertenecen a LP(D) pero f
misma pertenece tan .solo localmente a LP(D). Vishik, Vasha-
rin y otros[20] consideraron espacios de Sobolev para medicas
ponderadas o(x)dz (ver D)) y los teoremas de inmersién co-
rrespondientes; sus resultados pueden obtenerse de los teoremas
generales indicados en D) (ver 22). Nikolski considerd espacios
mas generales, por decir asi de funciones con derivadas de orden
fraccionario pertenccientes a LE. Del trabajo de Calderén-Zyg-
mund [4b] se deduce el isomorfismo de los espacios W, con
p fijo, para D=ZFEn. No sabemos cual es la situaciéon para
los D generales, o para los espacios de Nikolski y Beppo Levi,
ni como son los duales de estos espacios (segin informacién
oral del Prof. Kahane, parece que Lions ha considerado este
problema); més generalmente habrd que determinar la forma
integral de los operadores continuos entre dos tales espacios. El
hecho de que los teoremas de Sobolev valen en el extremo de
dyn con tipo débil, permite extender para este extremo los teo-
remas de inmersién (cfr.[7], pig. 12); este aspecto de los es-
pacios de Sobolev sera_estudiado en una nota préxima. No sa-
bemos si esto se aplica a espacios de Nikolski, pues Nikolski
estudié sus espacios por métodos diferentes de la teoria de apro-
ximaci6n. oo
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rema de Carmichael afirma que d (en lugar de d-+1) elemen-
tos son suficientes para generar el producto directo HXCp
Carmichael indica también relaciones que pueden usarse para
definir este producto directo como grupo abstracto, pero no las

‘reproduciremos aqui, porque no haremos uso de ellas.

Al final del § 47 de su libro (en el cual se enuncia y de-
muestra este teorema) Carmichael observa, ademas, que su teo-
rema se puede aplicar repetidas veces; p. ej., si H es un grupo
generado por 2 elementos a y b, donde |a|=a, |b|=B, en:
tonces también el productio directo Hx CyXxCy puede ser gene-
rado por 2 elementos, siempre que se cumplan las condiciones (1):

(1) (Y, 0)= (’5, B)=1,

0, si cambiamos Y con 9, las condiciones equivalentes:

(1) (Y, B)=(d,0)=L.

De paso sea observado que las condiciones (1) o las (1')
son suficientes para asegurar, de un modo general, la posibili-
dad de generar por 2 elementos a todo producto directo HXx G,
si H={a,b} y G={c,d} con |c|= v, |d| =9, sin que G sea
necesariamente un producto de 2 grupos ciclicos; de esta gene-
ralizacion ya me he ocupado en una publicacién anterior (2).
En cambio en el presente trabajo deseo enunciar otra generali-
zacién del mismo teorema de Carmichael:

Siempre en el caso H={a, b}, con |a|=uq, |b|=B, es fa-
cil darse cuenta de que las condiciones (1), o las (1’), son sufi~
cientes, pero de ninguna manera son siempre necesarias para que
un producto directo H X CyXxCs pueda ser generado por 2 ele-
mentos; hay ciertos grupos H={a, b} tales que todos los pro-
ductos directos HXCn, o HxCyxC; pueden ser generados
por 2 elementos sin imponer restricciones :a los drdenes n, o

Y y &, de los grupos ciclicos. Claro estd que entonces habrd que
imponer ciertas restricciones al grupo H=/{a, b}, pues de lo

(*) Indicaremos siempre con ( %, 'u)‘ el mfiximo comén divisor de 2 ntimeros
%y v; con || el orden (o periodo) ‘de un elemento k; ¥ con { Iy, by ..., hay
el grupo generado por los elementos Iy, Iy, ..., ha.

(*) Remarks on finite groups defimed by gemratmg relatwns, Ganadwot
Journal of, Math., vol. 7 (1955), phgs. 8-17 y 413.
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contrario el teorema resultaria falso, ya que es facil hallar ejem-
plos donde se necesitan més de 2 generadores para HxG, o
HXCyxCy (basta elegir p. ej., el grupo CyxC, como H y
tomar n=2 6 y=>5%=2). :

Las restricciones para el grupo H={a, b} que voy a con-
siderar, se refieren al caso en que uno de los 2 generadores,
p- €j._ a (§ 2), o ambos (§ 3), pertenecen al subgrupo con-
mutador (8) de H; en estos casos, todo producto directo H X Gy,
o respectivamente Hx CyXCj;, puede ser generado por 2 ele-
mentos, y si se conocen relaciones que definen H como grupo
abstracto, es posible encontrar relaciones para la definicién abs-
tracta de Hx G, o HxCyxCs.

Teoremas analogos a estos dos que vamos a considerar, se
podrian enunciar para grupos H={h, hy, hs, ..., hg} generados
por d>2 elementos, pero he preferido limitarme al caso d—=2
con el objeto de facilitar la redaccién que resultaria algo en-
gorrosa cuando d>2. Tampoco se mencionari el caso d=1
en el cual no es posible una generalizaciéon del teorema de GCar-
michael, ya que en el caso de un grupo ciclico H=/{a}, con
|a|=a, la condicién (n,a)=1 es evidentemente indispensable
para que el producto directo H X Cp sea nuevamente un grupo
ciclico.

$§ 2. Grupos H={a,b} en que un generador pertenece al sub-
grupo conmutador. '

Teorema I: Si H={a,b} es un grupo tal que a lo menos
uno de sus dos generadores pertenece al subgrupo conmulador
de H, entonces para cualquier n=2,3,4,... también el pro-
ducto directo HXxC, puede ser generado por dos elementos.
(Con G, indicaremos siempre el grupo ciclico de orden n, evi-
tando el empleo de letras goticas por razones tipograficas; por
la misma razén indicaremos en los ejemplos que seguiran més
adelante, los grupos simétrico y alternado de n simbolos res-
pectivamente con S, y A,).

(*) El subgrupo conmutador de H es, por definicién, generado por todos
los conmutadores, o sea, por todos los elementos del tipo
[g, 1] = g-1 h~1 gh,
donde g y h son elementos de H.
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"Antes de "demostrar el teorema I serd conveniente conside-
rar un ejemplo sencillo () que servird para aclarar la idea que
estd a base de la demostracién:

Sea H=S;={a,b} con
a=(III'III), b=(11I),

donde (por motivos que se verin en seguida) hemos usado ni-
meros romanos para los simbolos de permutacion; en este ejem-
plo a pertenece al subgrupo conmutador de H, puesto que

(2) a=[a,b]=a"1b1ab.

Introduciendo ahora n simbolos de permutacién mas, que
llamaremos 1,2,3,...,n, el grupo generado por a,b y =l ciclo
(3) ca=(123...n)

serd evidentemente el producto directo S;XC,. Hemos de de-
mostrar que el mismo producto directo puede ser generado por
dos elementos, digamos r y s. Con este objeto sea

(4) r=cpa=(123...;n) (I II III)
y
(5) . s=b=(LII).

Evidentemente {r,s} es un subgrupo de {a,b,¢c,}; por lo
tanto para demostrar que este subgrupo coincide con el grupo
entero, bastara expresar a,b,c, (o sea, los generadores de Sstn)
en funcién de r y s.

Para b no hay problema, ya que, debido a la misma de-
finicion (5), b coincide con s. En cuanto al elemento a, se
comprueba facilmente que como consecuencia de la férmula (2),
rige también:

(6) a=[r,s];
en efecto:

[r,s]=[cna, b]=]a, b],

() Lo elegimos precisamente por su gencillez, aun cuando representa uno
de los mumerosos casos en que se puede aplicar también el teorema de Carmi-
chael mismo, no haciendo falta nuestra generalizaci6n.
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ya que ¢, conmuta can a y b. Finalmente, en cuanto a ¢,
. tenemos como consecuencia de (4) y (6) la relacion:

(7 cn=r[r, sl

La demostraciéon del teorema I en el caso general se efec-
tia de manera analoga:

a sea en el grupo abstracto H={a, b} aquel generador que
por hipétesis pertenece al subgrupo conmutador de H; esta
hipétesis podrd entonces expresarse por medio de una relacién
andloga a la (2): :

(8) a=0(a,b),
donde
(9) (]) (a, b) =aP1 b%, aP: b% ... aP< bo:

es un producto de potencias de a y b cuyos exponentes (posi-
tivos, nulos o negativos) han de cumplir con las condiciones:

(10) P1tpzt e +pe=0, 61+oz+ .+ 0;=0,

las que resultan como consecuencia de la hlpote51s de que «a
pertenece al subgrupo conmutador.

‘Como grupo de orden finito, H admite una representacion
fiel por permutaciones que podemos imaginar escritas en nime-
ros romanos; p. ej., podemos recurrir a la representaciéon por
permutaciones regulares a que da origen la tabla de multiplica-
cién que rige en H. Sean, pues, P, y P, las permutaciones que
correspondan, respectivamente, a los generadores a y b. Intro-
duciendo, ademas, como en el ejemplo recién considerado, el ciclo

(3) ¢n=(123...n)

en n nuevos simbolos de permutacién, el producto directo H X Cy,
evidentemente podra obtenerse como grupo de permutaciones en:
la forma {Pg Py, cn}. Para obtenerlo con sélo 2 generadores
r y s definanse permutaciones r y s por

(11) r=cp, P,

y
(12) s=Py,
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De esta manera {r,s} serd un subgrupo de {P, Pj,c,};
para demostrar el teorema I bastara indicar relaciones inversas
a las (11) y (12) que permitan expresar P, Py, cn en funcion
de r y s. Tales relaciones son:

(13) P=¢(r,s)
(14) Py=s
(15) -~ en=r. (§(rs)) L.

En efecto, calculando ¢(r,s) de acuerdo con las definicio-
nes (9), (11) y (12) resulta:

O(r. ) = (e Py Pr) =

= (e, P,)P: Pyo (cn Py)P: Pyo: ... (en P,)Pe be’t ;
pero el ciclo ¢, actia, debido a su definicién (3), sélo sobre
los simbolos 1,2,8,...,n, mientras que P, y P son permu-

taciones de nimeros romanos tnicamente; por consiguiente, c,
conmuta con P, y P, de modo que:

(16> d)(r, S) = cpPrtPet P Papl Pb°1 Papz Pbdz Papt Pba—; ’
o sea, debido a (9) y (10),
(17 ' O(r,s) = & (P,, P);

pero las permutaciones «P» representan el grupo H, de modo
que la férmula (8) que rige para los generadores abstractos
a y b, vale también para las permutaciones P, y Pj:

(18) P, =0 (Pg, Py);

y combinando las relaciones (17) y (18) se obtiene la (13)."

Siendo la relacion (14) equivalente a la definicion (12),
falta por demostrar s6lo la (15). Con este objeto basta deducir
de la definicion (11) y de la férmula (13) ya demostrada la
conclusién:

(15) r=c,o(r,s)

que evidentemente es equivalente a la (15).
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Cabe observar que en esta demostracion del teorema I, de
las dos férmulas (10) sélo hemos usado la primera [cuando se
trataba de deducir la relacién (17) de la (16)]; por consiguien-
te, el teorema I sigue valido ain para grupos H={a, b} en los,
cuales del generador a se supone tnicamente que rijan las for-
mulas (8), (9) y la primera de las (10). Sin embargo, esta ge-,
neralizacion del teorema I puede considerarse como méas apa-
rente que real. En efecto, si se cumple s6lo la primera de las
férmulas (10), entonces el producto a.b~(dito+---+6.) pertene-
cerd al subgrupo .conmutador de H, de modo que un reemplazo
de los generadores {a,b} por {a.b=(s;to;+-+3.) b} reduce este
caso aparentemente méis general al caso ya considerado en el
teotema I (y maés ficil de redactar), donde uno de los genera-
dores mismos, y no sélo su producto por una potencia del otro
generador, pertenece al subgrupo conmutador.

Otra observacion que puede hacerse sobre el teorema I es
la siguiente: Aun cuando en la demostracién hemos recurrido a
representaciones por permutaciones, es posible obtener relaciones
que definan €l producto directo H X C, como grupo abstracto,
partiendo, desde luego, de relaciones anélogas para el grupo H.
El procedimiento que hay que seguir con este objeto resultara
claramente del ejemplo siguiente. Consideremos nuevamente el
grupo simétrico S; que arriba generamos por las permutaciones
a=(1 II III) y b=(I II). . Para definir S; como grupo abs-
tracto bastan las 2 relaciones siguientes:

(19) d=b2, blab=a,

como ha sido demostrado por B. H. Neumann (5) para grupos
metaciclicos en general. La segunda de las relaciones (19) equi~
vale, desde luego, a la

(2) a=/[a, b]
y coﬂ su ayuda podemos transformar la primera en

(20) [a,0]8.02=1;

(*) On some finite groups with trivial multiplicator, Publ. Math. Debreoen
4 (1956), phgs. 190-194,
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esta forma nos conviene més, pues al escribirla como
(20") ' alblaba-tblabalb-1lab1=1

se ve que en el primer mizmbro la suma de todos los exponentes
de a es ahora igual a cero, lo que nos da la posibilidad de pos-
tular la misma relacién para r y s, los generadores de Sgx Cj,:

(21) [r,s]p.s2=1.

En cambio, en lugar de la relacién (2) para a y b, tendremos
ahora para r y s la condicién de que el producto rt. [r,s]
(a que, en la representacion por permutaciones considerada més
arriba, corresponde la permutacién ciclica ¢,™) sea un elemento
invariante de orden n; o sea, para definir S3xC, como grupo
abstracto, a la (21) habrad que agregar todavia las 3 relaciones:

(22) (1. [r,s)r=1
(23) ‘ [r1.[r,s),r]=1
(24) [r1.[r,s],s]=1,

la segunda de las cuales se reduce evidentemente a
(25) [[r,s],r]=1.

Cabe observar, sin embargo, que en este ejemplo no se ne-
cesitarian en realidad 4 relaciones para definir S3xC, como
grupo abstracto; p. ej., si n=23 resulta que las 2 relaciones:

(26) t8=us, ullu=¢

son suficientes para generar S3XCj, usando en-lugar de r y s
los generadores:

(27) = [r,s], u=sr.[r,s]™

El interés del procedimiento empleado en este ejemplo es-
triba méas bien en la posibilidad de generalizarlo en la forma
siguiente: ‘ :

Sea H={a, b} un grupo en que el generador a pertenece
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al subgrupo conmutador de modo que rige una relacién (8) con
(9) y {10; y para cuya definicién se necesiten, ademas, (e—1)
relaciones:

(28) 0(a, b) = y(a, b) =... =di,(a, b) =1,

donde cada ¢;(a,b) es un producto del mismo tipo del segundo
miembro de (9) y donde serd licito suponer que cada uno de
estos productos cumplira con la primera de las ecuaciones (10);
si no fuera asi, bastaria hacer uso de la (8) para reemplazar
la respectiva relacion ¢;(e,b) =1 por la equivalente

(29) (I),(d) (a,b),b)=1

{tal como hicimos arriba en el ejemplo H=S; al reemplazar
la primera de las relaciones (19).por la (20)]. Entonces el pro-
ducto directo HxC, serd, como grupo abstracto, definido. por
las (e-2) relaciones siguientes:

(30) (1 (rs))n=1,

(31) . [0(r,5),r]=1,

(32) | [ (r,5),5]=1,

(33) Oo(r 5) = Oy(r,5) = ... =i(r, 5) =1.

Creemos que no valdria la pena indicar una demostracién
para el caso general, ya que las relaciones (30), (31), (32) co-
rresponden perfectamente a las (22), (25) y (24) del ejemplo
considerado més arriba y la (21) del ejemplo se ha reemplazado
por las relaciones (33).

§ 3. Grupos H={a,b} en que ambos generadores pertenccen al
subgrupo conmutador. :

En tales grupos se puede aplicar 2 veces el teorema I, lle-
gando asi inmediatamente al siguiente teorema:

Teorema II. Si un grupo H con dos generadores coincide
con su subgrupo conmutador, entonces también todo producto
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directo del tipo HxCyxCs puede ser generado por dos ele-
mentos (6). '

Como ejemplo ilustrativo se puede considerar cualquier gru-
po simple que admita 2 generadores, p. ej., el grupo alternado
Ag del orden 60 que se puede obtener en la forma {a,b} con

(34) a= (1 I (IVYV), b=(III IV).. .

Introduciendo y--5 simbolos de permutacion mas, el produc—
to directo AzxCyXCy serd generado por

(36) r=(11I)(IV V) (128...Y)
y .
(86) s=(THLIV) (y+1, v+2, v+3,...,v+83),

como lo demuestran las férmulas siguientes que expresan los ge-
neradores (34) de A; y los de Cy y Cy en funcién de r y s:

(37) =115 g5 (rs)~15

(38) b=s10r10 (r5)~10
(39) ’ (1 23... 'Y) —rlégld (rs)—iﬁ
(40) (Y+1, Y+2 ..., v+8)=(rs)l0r-105,

Estas férrmulas que se comprueban féicilmente se han ob-
tenido de la manera siguiente:

Por ser a y b elementos del subgrupo conmutador, en A,
deberan regir para-ambos generadores relaciones del tipo (8),

—_—

(Y] C.‘ y Oy son grupos ciclicos de 6rdenes cualesquiera y y 3. De estos

nfimeros dependeri en cada caso concreto si el teorema II es efectivamente
fitil o si el teorema de Carmichael mismo seria suficiente para generar

Hx 0, x T, por 2 elementos.
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con (9) y (iO); para hallarlas se puede partir de las relaciones
obvias:

(41) ad=0b= (ab)5=1,

deduciendo de ellas las féormulas:

(42) a=qls b6 (ab)-16
y | .
(43) b= b10ql0 (ab)~10,

Ahora bien, debido al hecho de que en estas 2 relaciones las
sumas de los exponentes de a y b en el segundo miembro son
iguales a cero, estas férmulas siguen validas al reemplazar a y b
en el segundo miembro por r y s respectivamente, resultando
asi las formulas (37) y (38), de las cuales las (39) y (40) son
consecuencias inmediatas.

Para terminar diremos que, si se conocen relaciones que de-
finen un grupo H que cumple con las premisas del teorema II,
como grupo abstracto —como las (41) en el caso de Az;— serd
posible deducir relaciones que definen el producto directo
Hx CyxCs, siguiendo un camino analogo al indicado al final
del § 2 para el caso del teorema I. Sin embargo, no indicare-
mos tales relaciones en forma explicita, pues ellas parecen ya
demasiado «complicadas» para despertar mucho interés.

Direceién del autor: Casilla 110-V, Valparaiso, Chile,

{



APLICACION DEL METODO DE LA TRANSFORMA-
CION DE LAPLACE A LA EVALUACION DE
CIERTAS INTEGRALES QUE CONTIENEN
FUNCIONES TRASCENDENTES
NO ELEMENTALES

por MARIO O GONZALEZ
Universidad de La Habana

1. Si L{F(t)}=f(s) y si (s+B)etH f(8)=gocn'u", en donde

_sB 14u

s Y TP
se sigue
‘ oo 1 s—B\*
= ——) . 1
(s) Ze, e (s+B) Y
Puesto que
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nl setl \ g

L {te L,(® (1)} =
se infiere facilmente

L{eBtiaL,(@) (2B¢t) } =

T'(a4ntl) 1 (S—B )”
n!  (s4B)+H\s+B/ "

Por tanto, tomando las transformadas inversas en awnbos
miembros de (1), lo que aqui es legitimo, resulta

o]
Flf)=edtie B oy —

[ o D]
Zn ey 1 2P @)
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Multiplicando ambos miembros de (2) por e—tL (=) (2B¢)

fintegrando entre limites 0 y 4o y teniendo en cuenta la orto-

gomnalidad de los polinoinios generahzados de Laguerre en dicho
intervalo, se obtiene

o

l [= o}
eBF(t) Ly(@) (2B t) di=——"" | g2t 10 [L,(=) (2B 1) ]2 dlt
Oj | I(otn +1)i
Cn
= TRy A 3)

2. Aplicaciones. 1. Tomemos F(t)=eBterf VE Se sabe
que la transformacién de Laplace de esta funcién es

o Va
f6)= (s+B) Vs+atB

y resulta

(s+B)*+t=al/? (s+B)= (s +ia+ B)~1/2

—at/2 (2B)e (1—u)e ( f_ﬁu +a )1

=iat/2 (2B)% (2B +a)~1/2 (1 — u)—ot1/2 ( 213_{_ )—1/2

a+1/2)

u

=ig/2 (2B)= (2B _|_u)—1/2n%)(_ 1)n (—

w2 (— 10 (TP ()

a0 23+a
_|a1/2 (2 B)a (2 [3 _|_a>—1/2 Z (— l)n{ ( :i_’]'-/Z)

—1/2y a \"
( r/ )m) }“
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Por tanto, haciendo 2B=> se obtiene la férmula
o0

J ebterf | at L@ (bt)di=
0

—r1/2 h—1 — _ n 2 —Ob—l—‘1/2 —1/2 a
=a2 b1 (a4 b)-1/2 (—1) Eo( n—r )( . )(_a—l—b) .
Para a=1/2 se deduce, en particular,
(o]

- — (3 _ ~1/2y 7 @ \ml.
Je ttert Y at Lo () (bt) de=b R CE LT )(a+—b) 2
0 \ N
Las férmulas siguientes se obtienen anélogamlenté, por apli-
cacién de la férmula (3).

II.

f:,—bt] (2Vat) Ly (b t) dt= b1 /b £<—1—)"—'( - ) (i)r

o 0 " T==() ]'1 n—r b :
III.

j &bt Sy(t) Ln(®) (b ) dit = b1 {(_ 1y (") eottb— z D

0 l n r=1 I‘(].—|-b2)"/2

(n__ar)sen(r tan—1b) }.x

IV.

1/2k+1p (n=0)
I bt [1— by (b )] L) (2D ) di=
0

(—=1)n/2kb  0<u)
V.. :

@

j e[y, (a— b) ] LD (2at) di=
F(v)(ab)"
(a-+b)(2a)¥

CI(v)  (a—bymt
1) (20)¥1 (a+b)mit

(n=0)

(n>0.
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3. Sea, como antes, L{F(t)}=f(s) y supongamos -
—_ o
VIFS(s) = Z oy utnit
=0
en donde
u= Vl—}-s2—s y s=—-2—(7—u) .
Se tiene

[Vifsr—slenit
Vits

o2
f <S> = Z Conty
2=0
y tomando transformadas inversas resulta
oo
F(t)= ZUCZn'I'l Jonty (1)
Multiplicando ambos miembros por ¢=1Jy,+,(t) e integrando

entre- 0. y +oo se obtiene la férmula

[+ @

J =1 F(t) J oy (2) di=cgnyy J"f"1 P2onty (1) dit = o (4)
0 ‘ 0

2(2n+1)

4. Aplicaciones. 1. Tomando F(t)=Si(t) se tiene f(s)=%

AY

1
tan—1 el resulta

Vl—l—s 1 14w 2u

2 -1l = an—1 .
Vits2f(s)= L
14-u? @ © (=1)
=2 tan—lu— 2n] N T/ gonit
Tz A= 21 —|-1512u n] n?o (@t D) u

o]

. 1 —1)n n—l —1
It—l Sl(t) J2n+1(t) dt:m {% +2 Z (zn_|_>1 }
1]
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II. Para F(t)=2t1(1—cost) se obtiene, anilogamente,

1

& ‘ 2(n+1) (2n-|T17 (n=2m)
It-2 (1—cost) Jopiy(t) di= .
0 _— = : .
S (2l (n=2m+1)
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DIVERSAS CARACTERIZACIONES DE LA CONTI-
NUIDAD EN CIERTOS HOLOIDES

CARLOS ALBERTO 'INFANTOZZI
(Facultad de Humanidades y Ciencias. Inst. de Estudios Buperiores)
Montevideo

Resumen

Sea (G,+) un hemi-grupo (1) aditivo de més de un ele-
mento. Si la ley de composiciéon posee un elemento neutro de-
recho, o sea verifica la condicién:

G,) (neutro derecho).-Existe un tnico elemento 0e¢G tal
que: a+0=a para todo aeG '

y, ademas, se cumple la siguiente propiedad, que permite intro-
ducir el caracter holoidal:
a=0

Gn) (ulidad).-a+b=0— 17—,
se dird que la estructura es un holoide simple (2).

El sistema G es linealmente-ordenable, y organizable como
«semi-grupo» (3), si la operacién cumple todava la siguiente

propiedad:

G4) (cuasi-grupo débil).-S8i a==b, entonces existe un
tal que a+z="b, o un y tal que b+y=a. Si pa-
ra un /=0 es Z4-a=b>b, entonces existe un y==0

tal que a4 y=b.

Obsérvese que, atun cuando la estructura no llega a ser un
«cuasi-grupo» (%), es posible probar la unicidad del = y el y

() DusBrElL, Demi- groupe

(®) Sin conmutatividad. KLEIN- BARMEN exigen que sea abeliano y una con-
dici6n que es consecuencia de la Gn).

(%) CHATELET.

() BAUSMANN-ORE.
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que aparecen en (), valen las dos propiedades uniformes in-
versas (5) y hay compatibilidad (¢) entre la operacion y la re-
lacién «<» definida del modo usual (7).

Un holoide simple en el que se cumpla G;) diremos que es
ordenable.

Lo llamaremos encadenado si ademds verifica la siguiente
condicién :

G,) (encadenamiento).-Si aeG, beG y a<b, para cada
€5=0, €.e.G, existen elementos ¢;.6.G (0=i<
n(a,b,e)) tales . que ay=aq, _b 4;<ayq Y

{ @y —0a;<e para todo i<n(8).

Se puede probar que todo holoide encadenado es abeliano (9).

La teoria de los holoides simples abelianos puede desarrollar-
se sobre la base de las propiedades del chemi-grupo» més las
G';). Existe un elemento 0.eG. tal que a+0=aqa, cualquiera
que sea a; Gp) y G.). La de los holoides abelianos ordenables,
sobre la base de las anteriores més la G'g). Si a7=b, entonces
existe un « tal que a+x=>b o un y tal que b+y=a.

Un holoide se dice continuo cuando cumple la siguiente
condici6n :

G¢) Toda cortadura tiene un tinico elemento de separacion.

En los holoides ordenados se introduce el concepto de en-
torno y el de punto de acumulacién del modo corriente, resul-
tando asi organizada una topologia de espacio de Hausdorff. Si
el holoide es encadenado, el espacio es de «cardcter numera-
ble» (10). Los conjuntos ordenadamente-densos (11) son los mis-
mos que los que tienen una subclase mediana (12), y por lo tanto
resultan acumulados. Los conjuntos conexos son ordenadamente-
densos, y en éstos la condicién necesaria y suficiente para que

(*) De regulandad slmphflcaclén o czmcelatlvas, resultando ser G un semi-
grupo,

(°)° BOURBAKI

(") Por ejemplo con un sumando no nulo derecho.

(®) Las diferencias son derechas,

(°) Cumple la condicién G: ). a4+ b =D 4 a. En lo que sigue no presein-
diremos de la conmutatividad.

() ler. axioma de numerabilidad de Hausdorff.

(¥) SIERPINBKIL

(¥) RUSSELL.
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una sub-clase D sea mediana es que cada uno de sus puntos
sea de acumulacién de D.

Los holoides ericadenados son espacios separables (18).

Por «holoide» separable se entiende el que tiene una sub-
clase mediana numerable (14) Hay «holoides» separables no-
encadenados.

Los holoides encadenados resultan espacios perfectamente-
separables (16), tomando «distancias» pertenecientes al holoide
separable, y, por lo tanto, son completamente normales (16),
existiendo funcionales mon6tonas continuas no triviales definidas
en todo el holoide(17).

Se puede probar que sobre un holoide separable es posible
construir una funcional continua monétona estricta.

Es claro que toda funcional continua —y, en particular,
monétona estricta—, sobre un holoide continuo —y, por lo tanto
separable—, tiene la propiedad de Darboux; pero esta propiedad,
reciprocamente, permite caracterizar la continuidad porques puede
probarse que un holoide separable H es continuo si cumple
la siguiente condici6n: -

o
I) Toda funcional continua monétona estricta sobre H,
tiene la propiedad de Darboux.

Para los holoides H ordenables, simplemente, se puede pro-
bar la continuidad por medio de la propiedad:

IT) H es conexo.

En los holoides H ordenables que carezcan de minimo ele-
mento no nulo, la continuidad puede caracterizarse de uno de
los modos siguientes:

III) H tiene la propiedad de Borel (18) en toda parte aco-
tada y cerrada.

IV) Todo conjunto parcial acotado de infinitos elementos
distintos, tiene al menos un elemento de acumulacidn.

(®*) FrbcHET,

(*) No confundir con la nocién de ‘espacio’’ separable.
(*) FrEcHET

() Tierze y .TYOHONOFF.

() URYSOEN-TIETZE.

(*) FrEQHET.
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La continuidad de un holoide H encadenado se puede de—
mostrar por medio de la siguiente propledad

V) H mo esth -estrictamente contenido en- ptro holom'le
continuo.

En los holoides encadenados puede probarse que existen
pares de clases contiguas, sucesiones fundamentales (19), pares
de sucesiones mondtonas convergentes, y su continuidad puede
caracterizarse de una de las maneras siguientes:

"a) Todo par de clases contiguas tlene elemento de sepa-
racion.

b) Todo par de sucesiones mondtonas convergentes tiene
" elemento de separaci6n.

¢) . Toda sucesion fundamental tiene limite.

Caracterizaciones de la continuidad en los holoides ordena-
dos sin minimo elemento no-nulo (20) pueden hacerse por medio
-
de una de las proposiciones siguientes:

d) Toda sucesién acotada tiene algtn limite de' oscilacion.

e) Toda sucesién acotada tiene limite superior de oscila-
ci6n (21).

f) Toda sucesién monétona creciente y acotada tiene ex-
tremo superior (22).

g) Todo conjunto no vacio acotado superiormente tiene
extremo superior (23).

Hay muchas otras condiciones parecidas a las precedentes
que permiten caracterizar la continuidad. En casos de holoides
ordenables 51mp1emente pueds prescindirse de la condicién G,,)

(*) Que cumplen la condicién de Cauchy.

(®) Condlclén Gm). Bi ezf= 0 es elemento de G, exlste un e’z/= 0 perteneciente
a G tal que ¢’ <e.

() 1Id. para limite inferior de oscilacién,

(®) 14. para decrecimiento mon6tono y extremo inferiox, -

(®) 1d. para acotado inferiormente y extremo inferior.
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agregando la unicidad del elemento fundamental que aparece
en el postulado, o modificando ligeramente la definicidn del
concepto clave que en él se encuentra,(sucs. monéts. convs., li-
mite-superior, extremo-superior, ...), o postulando, ademas, la
existencia del mencionado concepto en el holoide (es decir: se
supone existente un par de clases contiguas, o una sucesién mo-
nétona creciente y acotada,... etc.).

Hay varias proposiciones equivalentes a la G), asi como
otras muy vinculadas a la de encadenamiento. La G.) os de-
ducible, ademés, de otras propiedades parecidas a las. aqui indi-
cadas sin necesidad de llegar a la de continuidad.

La continuidad ordinal (2¢) equivale a la dedekindiana y a
la cantoriana (25).

Es claro que en los holoides continuos se verifican todas
las propiedades anteriores.

Los holoides encadenados u ordenables abelianos son semi-
grupos y pueden inmergirse en grupos por el procedimiento co-
rriente.

Las lineas anteriores implican una coleccién de caracteriza-
ciones de la continuidad en tales estructuras.

Exposiciones directas del tema pueden lograrse adjuntando
a una cualquiera de las diversas axiomdticas sobre grupos, algu-
nas de las referentes a una relacién de orden-lineal compatible con
la ley de composicion de la estructura, més las proposiciones aqui
mencionadas para la continuidad.

Consideraciones semejantes pueden volver a hacerse en lo
que sigue.

Se puede probar que todo holoide encadenado es parte de
un holoide continuo, valiendo una proposicion anéloga para el
caso de grupos. - ,

Si a un holoide encadenado se le impone una condicién de
primitividad (26), se obtiene una estructura isomorfa del campo
de los racionales =0. Es facil lograr isomorfismos con otros

(*) CANTOR.
(*) RUSBELL.
(*) BLUMBERG.
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campos numéricos notables (hasta el de los reales inclusive), obte-
niéndose varias fundamentaciones de la Aritmética.

Los isomorfismos entre holoides se pueden caracterizar de
diversos modos. ’

Las clases-cociente de un sinntimero de entidades matemi-
ticas por una relacién de equivalencia suelen ser holoides.

Las multiples caracterizaciones de la continuidad para ho-
loides permiten introducir de otras tantas maneras el concepto de
continuidad en las fundamentaciones de la Geometria.

Pruebas de estos resultados y la bibliograta correspondiente,
aparecerdn en una publicacién de la Universidad de la Republica.

-



EXTREMALES CERRADAS DEL TIPO MINIMO EN
TORNO A PUNTOS SINGULARES DE UN
PROBLEMA VARIACIONAL REGULAR

por WILHELM DAMEGHLER

Departaﬁ:ento Matemético del Laboratorio -de Fisica Césmica Chacaltaya,
Universidad La Paz/Bolivia

Introduccion y resullados: Si nos damos -en el plano z,,z,
un problema variacignal regular arbitrario en la forma paramé-
trica de Weierstrass

F(z, o) =F (2, ©y v/, 2520, (1)

sefialamos, para los fines de este articulo, dos o mds puntos
Py, P,, etc., del plano como «singulares» respecto a este pro-
blema variacional, si son simultineamemte separables uno del
otro mediante pequefias curvas simplemente cerradas G, G,
eic., que. son «orientadamente F-extremalconvexas» hacia su
exterior, yacen una siempre en el exterior de la otra y com-
prenden en su interior: C; al punto P,,C, a P,, etc. (vea
la fig. 1). ‘

Se dice de una curva cerrada C que sea «orientadamente
F-extremalconvexa» hacia su exterior, si dos arbitrarios de sus
puntos Q; y Q, suficientemente vecinos uno. a otro y que se
suceden en la direccion de la orientacion de C, pueden ser

%2 \Xg
I
) e
1o .
vt 4
. "X,
Fia. 1 - Fig. 2

unidos mediante un pequefio arco Y, F-extremal, del mismo sen-
tido de recorrimiento que C, y que queda con excepcién de
sus extremos completamente en la parte exterior de la curva C.
(vea la fig. 2).
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Entonces valen, bajo la restriccion del § 4, los siguientes
teoremas:

A) Para el caso de un problema variacional irreversible
(lo que quiere sefialar, que una curva, extremal en un sentido
de su recorrimiento, pierde esta propiedad, si se la invierte su
orientaci6n): ' ,

Teorema 1) Si los dos lazos separadores C; y G,
de dos puntos singulares P, P, (fig. 1), tienen orientacién igual
(opuesta), entonces hay por lo menos una F-extremal cerrada
eliptiforme (octoforme) del tipo minimo que circunda con una
sola vuelta simultineamente ambos puntos P; y Py, y cada uno
en el sentido de orientacién de su lazo C; y C, perteneciente
(vea las figs. 3 y 4). ‘

r" ‘ Axy

AIBZA D &Y

| B
Fig. 3 Fig. 4

B) Para el caso de la reversibilidad, donde el caricter de
una curva C, de ser una F-extremal, no depende del “sentido
de su recorrimiento:

Teorema 2) Tenemos en el plano x,#, distribuidos
cierto nimero de puntos singulares Py, Py, Py, ..., Py, enionces
existe siempre una F-extremal cerrada del tipo minimo, que cir-
cunda simultineamente a todos estos puntos singulares y. que da

A ’, Py

Fia. 6
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un numero. arbitrariamente prescrito de vueltas y en un sentldo
también arbitrariamente prefijado, en torno a cada uno de.és-
tos. (Ver fig. 5).

Estos teoremas pueden considerarse de cierta importancia;
si planteamos el problema de los tipos topolégicamente posibles
de orbitas--en el problema de los- n-cuerpos:: Ya:-que. tales: 6rbitas
resultan extremales de la integral de accién de Maupertuis: . -

4 ']C = /-VEPOl + const. 'VEcin .dt. . (I’ 2)

Pues si en primera aproximacién fijamos' (n—1) de estos cuer-
pos y permitimos solamente al n-ésimo su movimiento, - enton-
ces ensefian los teoremas 1 y 2 formas de 6rbitas periédicas po-
sibles alrededor de (n—1) centros fijos; partiendo de las cua-
les, mediante un calculo de perturbaciones, podemos obtener lue-
go idea de los tipos de movimientos también para el caso de que
los (n—1) cuerpos anteriormente fijados ahora son lentamen’oe
movibles. !

Deben estos teoremas su origen a conversaciones del autor
con el Dr. Santalé sobre las posibles érbitas del cohete lunar,
durante el tercer simposio sobre «Algunos problemas mate-
maticos que se estin estudiando en América Latina», que se
realiz6 en el mes de julio de 1959 bajo los auspicios de la
UNESCO en Buenos Aires. Pertenecen a la familia de los teo-
remas de Whittaker-Birkhoff-Tonelli sobre oérbitas periédicas
en campos anulares, en problemas mecénicos (1).

Respecto a la técnica de pruebas menciono aqui solamente
dos artificios que parecen esenciales: 1) La introduccién de una
superficie de Riemann ramificada en los puntos singulares, de
varias hojas, para disponer de una topologia apropiada de cur-
vas de comparacion «simples» (a lo largo de la superficie in-
troducida), y 2) (s6lo. para el caso de la irreversibilidad) el
uso de los «complejos de curvas», que es una figura geométrica

(*) Vea: LeoNIDA TONELLI, Fondamenti de Calcolo dell Variazioni, Tomo I
‘§ 136. (Bologna, Nicold Zanichelli 1923), y WILEELM DAMKOHLER, Periodische
Eztremalen vom Minimumiyp in Ringbereichen, Annali Reg. Scuola Norm, Sup.
di Pisa, Cl. sci, fis. mat., Serie II, Vol, V (1936), pg. 127-140.



invariante frente a la produccién de «autocontactos» de una
curva consigo misma, que puedan ocurrir si la acompanamos a
través de una sucesién minimizante. :

Ambos artificios unidos permiten la aplicacién de'la «Trans-
formacién de Gréen» (§ 3) mediante la cual obtenemos acota—
ciones uniformes de-la longitud para las clases de curvas admi-
sibles de: comparacién, que de esta manera resultan compactas y
establecen asi la existencia de una solucién minima para el pro-
blema variacional considerado (I,1).

COAPITULO I. FORMULAS Y CONCEPTOS PRELIMINARES.

§ 1) La figuratriz: Describimos un problema variacionak
(I,1) geométricamente mediante su figuratriz que es definida
parametncamente por las ecuaciones

E,=F, (2, @) (i=1,2)
=cos¥, xy=send, 0=%=<2n (1,1)

y cuya grafica es la curva convexa I' de la figura 6, cuando se
trata de un problema variacional positivimente regular:

|
I
Fotay —'F"’"“”" Fay >0. (1,2)
22 . ! z, ” ?
2 1 %2

F1:

% significa para la figuratriz el angulo que forma su nor-
mal exterior con el eje positivo de los §;, y para la curva de
comparacién C : z;(t) (i=1,2) en el problema variacional (I,1)
la direccién de su tangente positiva.

§ 2) La semicontinuidad: Si consideramos la integral

J(e) f F(z, o) dt (21)

c

de nuestro problema variacional en su dependencia del camino-
de integracién, goza de la propiedad de la «Semicontinuidad
inferior», cuardo su integrando F es positivamente regular,
es decir, cuando vale (1,2).
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Tomamos al lado de una curva «fija» C:zi(t), 0=t=<1,

otra «variable» de oomparacmn C: :c(t) 0=<t=1, y recorda-
mos- la relaclon de. homogenidad

Fa) EEFE.« (2,2) .o/, (2,2)

‘entonces resulta para la diferencia

K@—JWﬁi/W@jﬁ—H@wndh:

1
~ 2 .. ~
= f [F(x,2') — F(z,2") 4+ Z (2 —2]) . Fpo (x,2')]. dt 4
il
0
(2,3)

1
2 o ~ ~ ~
+ [ 23t P G7)— P (9] ez
fum]
0 \

1
~ 2 . ~
;f (F(z,2")—F(z,2)+ = (o — ) . Fpp (®, 2)] . dt
]
0

porque el integrando de la penultima linea es siempre positivo,
en consecuencia de la. convexidad de la figuratriz I' (fig. 6).
Pues el corchete del mencionado integrando esti representado
alla por el vector punteado que forma un angulo agudo con la

direccién §. Y la dltima linea de (2,8) se hace arbitrariamen-

te pequefia, si C estd en suficiente cercania de C, como se
convence mediante una s1mp1e integracién por partes (2).
Vale por lo tanto

J(C)=J(C)—e, £>0, (2,4)

siempre que C yazga en suficiente vecindad de C; y ésta es la
formula de definicién para la semicontinuidad inferior.

(*) DPara mayores detalles vea: L. TONELLI Fondamenti di Calcolo delle
Variagioni, Tomo I (1921), § 79.
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'§ 8) La Transformacion de Green: Ella permite librarse
de toda «definidad psoitiva» del integrando F(x,#’) en caso de
que la familia de curvas de comparacién admisibles consiste de
curvas «simplemente cerradas» sobre una variedad bidimensional.

l?’ il’ ﬂx‘ )

Fe. 7 e, 8

Recordamos primero que para cualquier punto con coorde-
nadas (p;,ps) en el interior (no sobre el borde) de la figu-
ratriz I' (fig. 7) vale la desigualdad

2
Zi(in'—Pi) “"2’=F(m’”l) —pi¥ —ppy =
T
o zmay (3,1)
con cierta constante m> 0.

Ahora tomamos cualquier par de funciones p,(Zy,Z,),
pa(®y, @) continuas y suficientemente diferenciables que en la
manera indicada por la figura 7 yacen, para cada valor de z,,
%y, en el interior de la figuratriz I' (x,,%,;) correspondiente.
Entonces vale (3,1). Pero en base del teorema de Green pode-
mos transformar una integral curvilinea a lo largo de una curva
simplemente cerrada C, en una integral areal sobre el interior
de esta curva:

0
f(Pl“& +pe zy) dt = [/ OZ: d 1dzy;  (8,2)

asi que para toda curva simplemente cerrada C obtenemos de
(3,1) y (8,2) la acotacién

- 0 )
fl.’l,&?_l_wz? di< fp(x $)dt—|—// 9P opz)d . d,

‘ - (83)




— 163 —

(8,8) es la indicada y en lo subsiguiente muy aprovechada trans-
formacién de Green.

§ 4) Una restriccion decisiva: Los teoremas 1 y 2 no va-
len sino a condicién de la siguiente restriccién sobre la posible
distribucién de las figuratrices T' (,,%,) a lo largo del plano
@y, %y: Cuando %+ x,2— o, los ' (2, ;) deben cubrir cier-
to circulo invariable fijo K, de radio positivo ry>0; en
férmulas '

lim  I'(%,2,) 2 K,7-0. (4,1)

x4 %2> o

Pues nuestros teoremas admiten como campo de variabili-
dad de las 6rbitas, todo el plano z, z,. Pero para la conduccién
de la prueba necesitamos la equifinitud de sus longitudes y por
lo tanto la validez de la acotacién (3,8). Ahora bien, esta aco-
tacion no puede ser garantizada sino bajo la restriccién (4,1).
En realidad permite esta restriccién como campo de variabilidad
dondeﬂ—%

0T, 0%y
determinamos un par de funciones p,(Z;,%;), ps(%;,%;) con-
forme a la transformaciéon de Green, estas funciones pueden ser

0 0
tomadas constantes, y vor lo tantoﬂ—ﬂzo, para todos
0z, 0%y

los valores de #,,z, para los que vale T' (x,, %) 2 K.

/-0, solamente una regién limitada. Pues si

Si ahora trazamos del origen z;=%,=0 cualquier radio
vector r y marcamos sobre él, el primer punto Q(r) a partir
del cual todos los T' (2, z,) 2 K;, hemos determinado sobre este
radio vector r cierto segmento finitg. Si luego damos vuelta a es-
te radio vector, estos segmentos recubren cierto dominio astrofor-
me que no se extiende, en ninguna direccién, al infinito. Si se-

flalamos este dominio - astroforme con S, entonces fuera de S
dp1 _ 9ps

es siempre ——
0%,  0x,

=0, y por la finitud de la extensién de

S funciona la acotacién (8,8) que garantiza la compacticidad
de la familia de curvas simplemente cerradas de comparacion.
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GAPITULO II. EL CASO DE LA IRREVERSIBILIDAD.

§ 5) La superficie de Riemann: Colocamos los dos puntos
smgulares P, y P, simétricamente al origen #;=2,=0 sobre
el eje de los #; del plano z,,@, y tomamosles como los dos
puntos de ramificacién de una superficie de Riemann a dos
hojas (vea las figs. 8 y 9).

: F1a. 9

"‘Soblne asta superficie ponemos las orbitas, octo-o-elipti-
forme segiin el caso, que en parte corren en la hoja superior
(linea continua) y en parte en la hoja inferior (linea punteada).
Evitamos asi (sobre la superficie de Riemann) entrecruzamientos
de esta Orbita consigo misma y consideraremos en lo subsi-
guiente solamente Orbitas que en este sentido son «simples»
(quiere decir sin entrecruzamientos propios sobre la superflcle
de Riemann).

§ 6) El complejo de curvas: Miramos a las figuras 10 y
11 que muestran ejemplos de un «Complejo de Curvas». (Las
partes continuas estn en la hoja superior, las punteadas en la
hoja inferior de nuestra superficie de Riemann).

Cada tal complejo consiste de cierto nimero de curvas sim-
plemente cerradas sin puntos comunes, que se clasifican en una
«curva principal» Cp y varias «curvas satélites» C;. La curva
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principal corta siempre ambos cortes de ramificacion que em-
piezan en P, y P, respectivamente y se extienden al infinito.
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- L

Yace siempre en el «exterior» de ambos lazos C; y C, (fig. 1)
F-extremalconvexos que separan P, de P,.

Todas las curvas (principal y satélites) de un complejo son
orientadas, y la curva principal determina las orientaciones de
las curvas satélites Cs conforme a la siguiente regla:

Primero clasificamos las curvas satélites C; en varias cate-
gorias: Decimos: Cs es de la primera categoria, si es unible
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a los puntos de.la curva principal Cp mediante un camino . Y
sobre, la superficie de Riemann, que es libre de cualquier punto
del complejo, si prescindimos de los extremos de ¥.

Un complejo Cs es de la segunda categoria, si no-es de la
primera, pero' hay un complejo C;’ de la primera categoria a
cuyos puntos es unible mediante un camino Y, a excepcién de
sus extremos, libre de puntos del complejo.

Generalmente, un COInplG]O Cs es de la n-ésima categoria,
si no es de la (n—1)-ésima pero si hay un complejo Cs de
esta (n—1)-ésima categoria a cuyos puntos Cs es unible me-
diante un camino Y, a excepcion de sus extremos, libre de pun-
tos del complejo.

Luego transmitimos, de la siguiente manera, la orientacién
de la curva pringipal Cp a los complejos satélites Cs (de pri-
mera, segunda, etc., categoria): Sea Y una curva simple que
une Cp con un Cs de primera categoria. Deformamos C; a
lo largo de y hasta tocar con Cp. Entonces obtiene Cs la orien-
tacién opuesta a la de Cp.

Habiendo asi orientado todas las curvas C; de la primera
categoria, orientamos ahora oon ellas las 'Cs de la segunda ca-
tegoria, usando -exactamente el mismo procedimiento de defor-
macion a lo largo de un camino y simple que una dos Cs de
la primera y segunda categoria respectivamente. Resultan asi
todos los C,; de la segunda categoria con orientacién opuessta a
la de la primera categoria. Etc.

Una vez orientadas todas las curvas de un complejo, demos-
traremos la equifinitud de la suma.de las_ longitudes de todas
las curvas componentes contenidas en-él. Comenzamos con las
curvas satélites Cs: Combinamos para tal fin siempre dos ca-
tegorias sucesivas: l-era y 2-nda, 8-era y 4-ta, etc. Forman estas
combinaciones las fronteras de regiones simple o miltiplemente
ooherentes, sobre las cuales aphcamos la transformacién de
Green del § 3. Resulta de estz2 modo, si K significa todavia
la suma de todas las curvas satélites contenidas en nuestiro
complejo:

m /le"é’—{-a: ¢ dt<fF(:z: z')dt 42 // (())Zl — dp2 dz, dz,,

(6,1)

donde la integral f f 351 ()p 2 daclalac2 extendida a -lo largo
2
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de todo el plano z;z, es finita (XM <o) por la restriccién
impuesta en § 4 a la distribucién de las figuratrices T' (4, Z;).
El factor «2» aparece en (6,1) por tratarse de una superficie
de Riemann con solamente dos hojas.

Pasamos ahora a la curva principal Cp:

4
(z)
)
Y T
Pie s .
r -
~
Q I, -~ N
p—a ’ g \ S §m---
p) Vo T —
P 2 L - 4 | x
<= B . @ '
\ EI A \.—/ —_
A -
e,
Fia. 12

Dividimos C, en dos subarcos G, y Cp® mediante los pun-
tos Q' y Q”, que son el primer respectivamente tltimo punto
de interseccién con el eje de las x; que encontramos recorriendo
este eje de menos a més infinito. (Vea la fig. 12). Entonces
tenemos : :

](Pl 2y + pp ;) di = ' (6,2)

f+ /P1m‘1 +P2$2)dt / /-Tf(P1$1+P2w2)dt]

porque se concelan las integrales

@ -~ =
[x[- ][]
— Q Q" oy

respectivamente, tratindose de integrales lineales tomadas a lo

largo de los mismos caminos de integracién pero recorridos en
sentidos opuestos. (Ver las flechas en la fig. 12). Pero a cada
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+corchete de (6,2) podemos aplicar la transformacién de Green
del § 3. que nos da para cada uno de ellos la acotacién

ops  Op; |
=< / f oot | dry duy <M. Por lo tanto resulta do (5, 2)
()
-
,5/ (Py @y + pymy) dt I =2M (8,3)
P .

y en combinacién con (3,1)

m. fy:ql’%’ + 2. dt < fF(m, z') dt+2M. (6,4)
Op

Op

Significa ahora K=Cp+k; todo el complejo completo de
curvas, entonces sacamos de la combinacién de (6,1) con (6,4)
el resultado final

m. [Vax/2+ 2. dt< /F(x, o) dt +4M, (6,5)
bid & '

\ .
o sea la equifinidad de la «longitud total» de las curvas con-
tenidas en un complejo.

§ 7) La sucesion minimizante: La clase de curvas admisi-
bles a lo largo de las cuales consideramos la integral (2,1),
es ahora la clase de los complejos K de curvas, como los hemos
definido en el parrafo anterior § 6. Sea {K,} una sucesién
minimizante de tales complejos. Entonces nos convencemos pri-
mero de que el nimeero NN, de curvas componentes conteni-
das en tal complejo K, es, independientemente del «n», wuni-
formemente limitado. Pues por la convexidad de la figuratriz
(x4, %5) (§ 1) hay un didmetro d>0 fijo de tal manera quel’
a lo largo de cualquier curva y cerrada que yace completamente
en un circulo del didmetro d>0, la integral

f.F(w, x') dt>0.

1
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Por lo tanto, las curvas compnnentes que cuentan en un K,
deben tener una longitud =2d, es decir no pueden estar conte-
nidas en dicho, circulo de didmetro d. En caso contrario po-
driamos obtener una sucesion minimizante mejor {Kn} que ten-
diese a un minimo menor, si quitamos a cada K, las curvas
componentes contenibles en un circulo de didmetro d>0. Por
lo tanto es una cota superior para el nimero N, de curvas
componentes contenidas en un complejo K, el cociente

;—djlfw1’2+w2’2.dt<—+2 dfFacw’)dt (7,1)
Kn

si aprovechamos todavia (6,5). (7,1) prueba la afirmaci6n.

En base de esta equifinitud de los ntmeros N, hallamos
ahora facilmente, mediante el procedimiento de Cantor-Hilbert
de seleccionar «diagonalmente», una subsucesién convergente de.
complejos K,. Supongamos que ya la sucesi6n original {K,}
converja hacia un complejo limite K, del que queremos pro-
bar que consiste de un numero finito de F-extremalés lisas sim-
plemente cerradas (sobre la superficie de Riemann) y sin con-
tactactos mutuos entre ellas. Su curva comiponente principal,
que nunca puede faltar, da entonces la o6rbita afirmada en el
Teorema 1.

Primero tenemos en base de la semicontinuidad inferior de

la integral J(C) (§ 2)
/F(:v.'x:’) dt_s_limJ[F(:L',w’)dt, (7,2)
"+°°Kn

Y es preciso demostrar que también' K, es un complejo admi-
sible, quiere decir: con un namero finito de curvas componentes
simples, y sin contactos mutuos.

La finitud del nimero de componentes en K, es conse-
cuencia de la equifinitud de los N,. La ausencia de contactos
mutuos se convence de la manera siguiente: Miramos las figu-
ras 13 y 14 que esquematizan dos tipos de contactos mutuos, la
primera un «autocontacto» de una curva componente consigo
misma, la segunda el contacto entre dos curvas componentes dife-
rentes. Las lineas punteadas son pequefios arcos F-extremales,

que disminuyen la integral [ Fdi, cuando corren en suficiente

cercania del punto P del contacto considerado. Asi se produce
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en el primer modelo de la figura 13 una separacién en dos
nuevas curvas componentes, en el segundo modelo (fig. 14), em-
pero la fusién de dos curvas componentes, anteriormente sepa-
radas, en una dUnica sola curva:componente nueva.

Por lo tanto, si K, todavia no- cumpliese con las exigen-
cias para un complejo admisible, podriamos deducir por el mé-
todo indicado, un K._* qua cumpliria y ademéas daria un valor
menor a la integral de lo que hizo K,. jContradiccién!.

Del mismo modo se convence también de la ausencia ‘de
codos (=vértices) en una curva componente de K., asi que
todas exhiben una tangente continua.

Porque, finalmente, la curva principal corre siempre com-
pletamente en el exterior de los lazos C,,G, de la figura 1,
que son F-extremalconvexos hacia su exterior, esta curva prm-

cipal nunca puede «engancharse» en los puntos singulares Py

y Py, y resulta asi una F-extremal lisa en toda su extension.
Esto termina la demostraciéon del Teorema 1.

CAPITULO III. EL CASO DE LA REVERSIBILIDAD

§ 8) La curva simple «abierta» a lo largo de la Superficie
de Riemann, con proyeccidn cerrada sobre el plano simple: Pa-
ra tratar el Teorema 2) consideramos el ejemplo de tres puntos
singulares P, Py, P; en torno a los cuales la o6rbita buscada
da N,=2, N,=38, Ng=2 vueltas respectivamente (vea las fi-
guras 15 y 16)

T'1g. 13

Extendemos sobre el plano z,z, una superficie de Riemann
de ocho hojas cuyo esquema de ramificacién muestra la fig. 16.
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Estin conectadas en los puntos (de ramificacién) Pl, P,, P,
las hojas (0,1,2), (2,8,4,5) y (5,6,T) respectivamente. Coloca-

Fia. 14

mos sobre esta superficie de Riemann la curva G simple y abier-
ta de comparacién, cuya proyeccién sobre el plano simple (no

A

Tiq. 15

ramificado como es la superficie de Riemann) siempre es ce-
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rrada, y que corre en toda su extension en las regiones exte-
riores de los (esta vez) tres lazos C;,C, y C; de la figura 1.

[} L}
v H
! '
t L]
'
E) ! »
. H i ¢
1 1
' ] 5
3 T J :
——— ~
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3
2 \':/ A ! 2
1 [
1 T t
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' A \
1’- Tt ‘P| '&-m

T1g. 16: Esquema de ramificacién para la figura 185.

No necesitamos para un problema variacional reversible el
artificio de los complejos de curvas, porque esta vez podemos
excluir contactos mutuos-entre diferentes arcos de la curva mi-
nimizante (que son forzosamente F-extremales) recurriendo a
los teoremas de unicidad para soluciones de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias. Pues en el caso reversible, una extremal con-
serva su caracter de tal también con la inversion del sentido de
su recorrimiento.

Demostraremos ahora la equifinitud de las longitudes de
las curvas C en una sucesién minimizante: Para no enmara-
fiarnos con la superposicién de elementos conceptuales idénticos
en una superficie de Riemann con muchas hojas y puntos de
ramificacién (en nuestro. ejemplo: 8 hojas y 4 puntos de rami-
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ficacion!) estudiamos la situacién en el caso mas sencillo- de
una superficie con solamente ‘tres hojas y un solo punto de
ramificacion en el finito (el otro que todavia es necesario para
cerrar la superficie, estd en el infinito). Miramos a la fig. 17,
donde el punto singular P; no es ramificado, mientras en P,
estan conectadas 3 hojas. La curva C da 2 vueltas alrededor de
P, y sube asi de la hoja cero a la hoja nimero 2. Los varios
tipos del rayado indican la estada en una u otra hoja de la su-
perficie. Fuera la 6rbita C contience la fig. 17 todavia las lineas
auxiliares (superpuestas, es decir con la misma traza sobre un
plano simple) BB,, AA,, y AA;. Estas lineas se trazaron con
motivo de poder aplicar la transformacién de Greeen del § 3.

En nuestro ejemplo de la fig. 17 recortamos asi de la su-
perficiec de Riemann tres dominios simplemente coherentes I, [1,
II1 y aplicamos a cada uno de ellos la transformacién de Green.

En esta no contribuyen nada las integrales / (py @y + po ') di

a lo largo de las indicadas lineas auxiliares. Y resulta asi final-
mente (cf. también las id=as analovas del § 6)

0 ()
l/(Pl %y + pp zy') dt| [/' P_
[0}

donde el factor 3 deriva dal hecho de que tenemos que vernos
con una superficie de Riemann de tres hojas.

Volviendo ahora al ejemplo de la figura 15, deducimos de
(8,1) por analogia

d:z:1 dr,<3M, (8,1)

/"(P1 @y’ + pp 2y’ di |§ 8M, (8,2)
'é o
y la ecotacién para la longitud (mediante (3, 3):

fl/a:12’+x 2dt < —+—fI’(a: ') dt. (8,3)

De aqui sigue la prueba del Teorma 2 idénticos pasos. que
en el § 7 para el Teorema 1, y da en consecuencia también los
mismos resultados.



SOBRE LA DETERMINACION DE FUNCIONALES EN
GEOMETRIA INTEGRAL

KUurr LEGRADY i
(Universidad de Chile, Santiago de Chile)

1. Sea (G,M,¥) un espacio de Klein con grupo de Lie
G, variedad analitica M y aplicacién analitica ¢ : GxM — M
que define G como grupo de homeomorfismos de M.G se
considera como espacio fibrado con base M, fibra tipica y gru-
po F(p,) —grupo estibil de un punto pye¢ M y proyeccién m,.
Sea N©M tal que su grupo estibil F(N) esté cerrado. F(N)
define una otra fibracién de G con la variedad analitica G/F(N)
como base y proyeccién ;. Los elementos de'la base representan
los transformados N de N. Si en particular F(N) opera tran-
sitivamente sobre N2 p, la relacion pecN,p=rtp, es equiva-
lente a sF(N) tF(p,)7-s. Resulta que lavariedad G/F(N) F(p,)

representa los pares de objetos (olV, p) coincidentes.

2. Una forma diferencial Q sobre G/F(N) invariante bajo
las operaciones de G y con grado |Q|=dim G/F(N) define
una medida invariante py sobre este espacio. Sea {A} la familia
de los subconjuntos de M tal que {n,(c)|oN A==e} es un-
medible. La funcion A — py(A) es constante sobre las clases
de intransitividad de {A} respecto a G pero generalmenie no
cumbple la relacién,

un(A ~A") =py(A) +py(A’) — uy(A - A'). (1)

Una funcién ¢ : G/F(N)x{A}— R (o con valores en un

espacio vectorial sobre R), (é,A)—»(p(c;N ~ A) se llama fun-
¢ién de coincidencia si es constante sobre las clases de intran-

sitividad de (éN -~ A) cumple a (1) para todo c's fijo, mien-
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tras para todo A fijo define una funcién integréble sobre
G/F(N). Ella define un funcional sobre {A} invariante a iz-
quierda que cumple con (1).

8. Sean {{AY, A"...}},cim, n=dimM las familias de
subvariedades de M diferenciables y de dimensién v cuyos
grupos estables poseen densidades —é.d. sobre los G/F(A¥)
existen medidas p4,. Sea {{B*}} una familia de subvarieda-
des de M diferenciables tal que cada interseccion finita de los
A y su transformados con los B pertenece a {{Bt}}— salvo
tal vez de transformadcos cuyos representantes formen un sub-

m
conjunto de medida nula. Sea (S X ¢¥=¢ un subespacio vec-
=1
torial (graduado) de funcionales ¢Yed* definidos para subva-
riedades cuya totalidad -contiene las familias de arriba, que cum-
plen con (1), son invariantes respecto a G y definen fun-
ciones de coincidencia

Oyyre-- Oy BE) —> @V (0, A¥: - .. =~ 0, AY" - Br).  (2)

Las integraciones por los pg%i0... O pgY* definen un ho-
momorfismo (*) !

k
¥— = o U - (8)
ek p=1
La tarea principal de la geometria consiste en la determi-
nacion de este homomorfismo.

4. En[l] Chern generaliz6 las férmulas de Crofton y
Cauchy del plano euclideo a un espacio de Klein cual-
quiera esencialmente en las siguientes condiciones: (i) F(N)
opera transitivamente sobre N. (ii) para todo Ae {A} G ad-
mite una secci6n diferenciable sobre A respecto a m, cons-
truida por el método del «repére mobile» de Cartan. (iii) I(p,)
admite una seccién diferenciable sobre F(po)/F(N) - F(p,).

Asi se obtiene una seccién diferenciable (can6nicamente pa-
ra la familia {A}) de G sobre el conjunto representativo de los
pares coincidentes en G/F(N) - F(p,). La forma Q sobre

(*) Indicamos con O el producto temsorial.
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G/F(N) tiene imagen reciproca m,*(Q =(), en el anillo de las
formas invariantes a izquierda y en el caso de la férmula de
Crofton su grado es igual a la dimension de la imagen de
la seccion ultima. La integracién sobre este conjunto se efectiia
de dos maneras: a) Integracién a lo largo de las fibras F(N)
da la funcién de coincidencia —ntimero de los puntos de la. in-
terseccion— que después se integra sobre G/F(N); b) Integra-
cién a lo largo de las secciones (iii) en las fibras oF(py) que
da la funcién de coincidencia —ntmero de los puntos de la in-
{A}, supuesto que F(p,)/F(N) F(p,) sea compacto, F(p,)
opere transitivamente sobre los subespacios k-dimensionales del
espacio tangencial en p, y que N posea una densidad «alre-
dedor de p,». Esta forma se integrari a lo largo de la seccién
(it). Asi el homomorfismo (3) asocia a la forma de grado cero
guya integral es el numero de los puntos de la interseccion
cN A una forma de grado k (=dimA) definida sobre la
familia {A}. Tomando en cuenta la orientacién se puede evitar
que el homomorfismo resulte idénticamente cero.

5. Se notard que las condiciones sefialadas en 4, son de-
masiado fuertes. En particular, el suponer que A admite una
seccién del espacio fibrado principal, excluye en el caso euclideo
la teoria de los funcionales de los cuerpos convexos, ya que no
existe tal seccién mientras los funcionales dependen de secciones
de espacios fibrados asociados [2].

En el é4lgebra P de las formas locales sobre un espacia
fibrado principal P para todo elemento z del élgebra G
de Lie del grupo estructural G se defing[3] las derivacio-
nes y antiderivaciones 9,=y¥,d+d¥; y X donde ¥, w|p para
|o|=1 es el valor de ® para el vector tangencial de la fibra
definida por la transformacién infinitesimal z. Asimismo d
es la derivaciéon exterior en P. Una forma Qe€P, cero comin
de todos los y,,9,,z€¢ G se llama forma béisica de P; a ella
corresponde una forma (' de la base de P tal que my* () =Q.
Por ejemplo las densidades en la geometra integral son formas
basicas. En este caso, como se notari, la cond1c1on se reduce a
dQ=0[1,4].

Si F(N) opera transitivamente sobre los elementos de
contacto de un orden fijo del espacio de Klein N, F(N)
puede ser connsiderado como espacio fibrado con base: los ele-
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mentos de contacto y grupo y fibra tipica G'CF(N) - F(p,)
y toda forma basica con respecto G’ define una funcién de
coincidencia por medio de la integral de esta forma extendida a
la inyecciébn candénica (segin un esquema de Cartan) de
oN A en la base. Una construccién analoga a la anterior
asocia luego otra forma béasica a una tal forma bésica relativa
- (a N). La ultima lo es respecto a un grupo G”CF(p,) y se
extiende a la imagen canénica de A en la variedad de sus ele-
mentos de contacto-base de G+ con respecto a la fibracién por G”.

La introduccién de las formas basicas permite formular un
principio para asociar a todo espacio de Klein un espacio
Z'¢M) lo que representa una generalizacién natural de conside-
raciones para grupos particulares.

6. La generalizacién de la «kinematische Hauptformel»
exige una regularizacién ya que los bordes de las intersecciones
no son variedades diferenciables. Si F(N) no opera transitiva-
mente en /N la construccién de un conjunio representativo de
los pares coincidentes se efectia de otra manera. Todas las con-
sideracionnes anteriores suponen que F(p,) opere transitivamen-
te sobre los subespacios tangenciales de dimensién fija de p,.
-Si esta condicién no estd satisfecha, quizés, una métrica Rie-
manniana puede servir para determinar en forma sencilla un
espacio = ¢¥).
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ECUACIONES DIFERENCIALES Y
ANALISIS FUNCIONAL

por JosE L. MASSERA

(Instituto de Matemética y Estadistica, Universidad de la Repfiblica,
Montevideo)

Genéricamente hablando, el tema de esta investigacin es el
estudio de ciertas propiedades de las ecuaciones y sistemas di-
ferenciales lineales y cuasi-lineales, utilizando métodos del ana-
lisis funcional. La investigaci6n fue realizada en estrecha colabo-
raciéon con J. J. Schéffer y estd intimamente vinculada con los
trabajos sobre espacios funcionales- que él ha expuesto en otra
comunicacién de este Symposium. Los resultados obtenidos han
sido publicados en parte; otros resultados estin en curso de pu-
blicacién y hay diversos temas sobre los cuales la investigacion
continta, tales como, por ejemplo, la extensiéon de los resultados
a ecuaciones definidas en todo el eje real, a ecuaciones en dife-
-rencias finitas, etc.

Las ecuaciones consideradas son:

&4+ A(t) 2=0 N
2+ A(1) s =1(t) @)
&+ A(t) x=h(z, 1) (3)

en que "z es un elemento de un espacio de Banach X; A(f) un
endomorfismo de X y f una funcién con valores en X; am-
bos funciones de la variable independiente escalar feJ=[0,»],

integrales (Bochner) en cada intervalo finito parcial; z=dz/dt; h
una funcién, en general no lineal, de X XJ en X, que sat1sface
oportunas hipétesis de regularidad y acotacién.

Un problema central en todo el trabajo es el siguiente:
den qué condiciones puede asegurarse que (2) tiene al menos
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una solucién perteneciente a un espacio funcional de Banach D
(una D-solucién) para cada feB, en que B es otro espacio
funcional de Banach dado? (En ese caso, diremos que la pareja
(B,D) es admisible para la ecuacién (2)). Los espacios fun-
cionales considerados pertenecen a las clases estudiadas por J.
J. Schiffer en [14], entre los cuales figuran todos los espacios
de Orlicz y, a fortiori, los espacios LP,1<p=<ow; en lo suce-
sivo utilizaremos la terminologia y anolaciones de ese trabajo.
El caso particular B=D=C, el espacio de las funciones con-
tinuas y acotadas en J, siendo X de dimension finita y A
continuo, fue estudiado por Perron[11] que, desde este punto
de vista, puede considerarse como el iniciador de este tipo de
investigaciones. Ciertos trabajos de Persidskii [12], Malkin [5],

Maizel [4], Krein [2], .Kucer [8], se vinculan también a estos
problemas; los dos ultimos utilizan algunos métodos del ana-
lisis funcional.

La incidencia del anlisis funcional en nuestro trabajo pro-
viene de tres angulos diferentes:

a) Del hecho de que X es un espacio de Banach, en general
de dimensién infinita. Esto no constituye, sin embargo, ni la
aplicacion mas importante del andlisis funcional ni el motivo
esencial de la generalidad de los teoremas obtenidos; casi todos
los teoremas conservan su significacién en el caso en que X
es un espacio euclideano de dimensién finta. .

b)-De la aplicacién de teoremas de categoria del anélisis
funcional (atin en el caso en que dimX <),

¢) De las propiedades de las clases de espacios funciona-
les consideradas.

Anélogos comentarios pueden hacerse en relacién a la sus-
titucién de las hipotesis de continuidad usuales en la teoria de
las ecuaciones diferenciales por hipétesis del tipo de Carathéo-
dory. En efecto, los teoremas conservarian, en lo fundamenptal,
todo su valor si se les enunciara bajo hipétesis de continuidad.
Sin embargo, muchas demostraciones se simplifican formalmen-
te bastante cuando se trabaja en las condiciones mas generales.

De los teoremas demostrados resulta que la admisibilidad
de tales o cuales parejas (B,D) es condicién necesaria y .sufi-

- ciente para que las soluciones de la ecuaciéon (1) tengan uno u

otro de los siguientes tipos de comportamiento:
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Dicotomia de las soluciones de (1): Existen- dos subespacios
complementarios Y,,Y; de X (puede extenderse la definicién
y los teoremas al caso en que existe Y, pero no tiene comple-
. mento Y,) y constantes positivas N, Vg, v,, tales que:

(Di) Para toda solucion =z(t) de (1) con 2(0)eY, ¥
todo par de valores t=1t,=0, ||w(t)||<N0||m(to)||

(Du) Para toda solucién z(t), w(O) Y, |zt =N ollz(to)ll,
1=1,=0;

(Diii) Para toda pareja de soluciones no triviales (1),
2;(0) Yy, i=0, 1, Y[zo(t), 21(t)] =Yy t=0. (Y[, y] designa la
«distancia angular» [1] | |=[2z— |ly[~*¥)-

Dicotomia exponencial de las soluciones de (1): Existen dos
subespacios complementarios Y,,Y; y constantes positivas N, V',
v, v, ¥o, tales que:

(Ei) Para toda s8lucién z(t), (0)eY,, ||Jz(t)]| < Ne-vt-t)
le(to)ll, t=1,=0;

(Eii) Para toda solucién z(t), z(0)eYy; ||z(t)| =N’ e¥(t-4)
llz(to)ll, 1=t 205

(Eiii) = (Diii).

En el caso particular Yy=X, la dicotomia [exponencial]
equivale a la estabilidad uniforme [exponencial o asintética, que
en este caso son equivalentes] de las soluciones de (1). En el caso
general, podria designarse esos comportamientos como estabilidad
[asint6tica] condicional uniforme. Otros tipos de estabilidad tam-
bién considerados son la estabilidad «en media» y «por trozos»
en que, en lugar de los valores puntuales z(¢) que intervienen

en las dicotomias, se consideran, respectivamente, los valores
Ha

medios A-1 J |z(z)||dz, y las D-normas de los «trozos»
i

X[1,e+a](7) 2(t) en que g designa la funcién caracteristica de
un confunto E cualquiera; A >0 se supone fijo.
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Una seleccién de resultados tipicos de [9], que ircluyzn
como ‘casos muy particulares muchos teoremas de [6], son los
siguientes:

Lema 1. Si fa—f, an—* (convergencia en media en

cada intervalo finito) y z,+ A(t) ®n=1f, para todo n, entonces
x es (a menos de equivalencias) una solucidn de (2) y la con-
vergencia xn— & es uniforme en cada intervalo finito.

(Este lema expresa que la correspondencia lineal que asocia

a cada x(t) absolutamente continua la funci6n :i(t)—[—A(t) z(t)
tiene su grafico cerrado en la topologia indicada).

Lema 2. Si D es un espacio funcional de Banach mds
fino.que L, la familia Xp de las D-soluciones de (1) es un
subespacio de D y la correspondencia T,:Xp— X definida
por Tyz=x(0) es biunivoca y acotada.

Treorema 1. Si Xp es la variedad lineal de los valo-
res iniciales de las D-soluciones de (1), Xip es cerrado si y
sdlo si existe S>0 tal que, para toda D-solucién ||p < S|z(0)]|.

Teorema, 2. Si (B,D) es una pareja admisible, existe
K>0 tal que, para todo €>0 y toda fe¢B, eziste una D-so-
locién x(t) de (2) tal que |z|p=< (K+e)|f|s.

La demostraciéon de los Teoremas 1 y 2, fundamentales
para lo que sigue, se basa en los teoremas de categoria. De ahora
en adelante, para. evitar complicaciones suplementarias, nos limi-
taremos a considerar el caso dim X <o y designaremos con
X.p a un subespacio cualquiera complementario de Xyp. Ob-
servamos que las parejas (B,D) de T-espacios de Banach
forman un conjunto parcialmente ordenado por la relacién defi-
nida por: (B,,D,) es mds fuerte que (By,Dy) si B; es més
débil que B, y D; mas fino que D, (ver [14]). Como esto
equivale a decir que, como conjuntos de funciones, B,2B,,
DycD,, es claro que la hipétesiss «(By,D;) es admisible»
es més fuerte que (implica) la hipétesis «(By,D;) es admisi-
bles. Observamos ademés que las relaciones «mas fuerte», «mis
débil», no son estrictas (toda pareja es, a la vez, mas fuerte y
mas débil que si misma); las relaciones estrictas se expresan
con las locuciones «no méas débil», «no mas fuerte».




—183 —

Teorema 8. Si (B,D) es una C-pareja  admisible,
existen funciones positivas My(A), M'o(A) de A>0, respec-
tivamente no creciente y no decreciente, tales que, si t=1,=0,

(i) para toda solucidn x(t) de (1) con #(0)eX,p (todu
D-solucicn)

HA A
[leas=ama) [iaconas

t t

|Xeira1 2 [p=Mo(A) [X{niga1 %]n;
(ii) para toda solucidn z(t) de (1) con z(0)e X,p,

A trk A
jllw(r) [dr=M’y(A) J lz(7)| d=,

I Xltittal wlD =My(A) X[roista] I“"|D-

Teorema 4. Si la ‘C-pareja (B,D) es admisible, y no
mds débil que (L1,L,%), ewmisten funciones y numeros positivos
M(A) (no creciente), M'(A) (no decreciente), v,v', tales que,
st t=1,=0,

(i) para toda solucidn z(t) de (1) con z(0)eX,p (foda
D-solucidn) ' -

A A
J (7)) dz < M(A) e—¥(t—ty) J lz(x)| d=,
t to

I X[tale I p= M(4)e¥(tt) IX[totg+a1 Z|D;

(ii) para toda solucién z(t) de (1) con 2(D)e Xyp,
A A
I (3]l dez= M(A) vt I la(%)] d,
t f

|X[z.!+A1 ib‘l D= M'( A) gV (1) |X[ro,1o+A1 z|p.

El Teorema 3 [4] expresa las propiedades ya enunciadas de
estabilidad [asintética] condicional uniforme en media y por
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trozos. (Comparar con las dos primeras propiedades (puntuales)
de las dicotomias).

Teorema 5. Si la ‘C-pareja (B,D) es admisible y ade-
mds, o bien es mds fuerte que (L1, L™) o bien AeM, los sub-
espacios X,p X;p engendran una dicotomia de las soluciones
de (1). Recprocamente, si hay una dicotomia, (L1,L,>) es
admisible (y toda pareja mds débil).

Teorema 6. Si la C-pareja (B,D) es admisible y no
mds débil que (L1, L,*) y si hay una dicotomia (en particular,
si AeM), los subespacios yp, z;p engendran una dicotomia
exponencial de los soluciones de (1). Reciprocamente, si hay
dicotomia lexponencial, son admisibles las parejas (M, L =),

My, Ly ™), (LY, T) (y muchas otras).

El Teorema 5 [6] expresa la relacién entre la admisibilidad
de ciertas parejas y la estabilidad [asintética] condicional uni-
forme puntual.

En trabajos anteriores se han examinado otros diversos pro-
blemas, de los cuales puede dar idea la siguiznte seleccion de
teoremas.

a) Teoremas de existencia de soluciones casi-periddicas (esen-
cialmente en [6], [10]):

Teorema 7. Si la C-pareja (B,D) es admisible y no
mds débil que (Li,L,™) y si A(f) es casi-periddico, para cada
f casi-periddica la (2) tiene una y una sola solucidn cusi-pe-
riddica.

b) Teoremas sobre ecuaciones no lineales (esencialmente
en [6]):

Teorema 8. Sea (B,D) una ‘C-pareja admisible y h(x, t)
una funcion definida para telJ, zeX, |z|<a (0<a=w),
con valores en X, tal que, para cada z¢ DAL®, |2z |w<a sea
h(z(t),t)eB. Sca B=|h(0,t)|p ¥ supongamos que existn una
constante Y>0 tal que, para cada pare]a x,z"e¢D AL, |a] .,
lo'|e<a, sea |h(z'(t),t) —h(z"(t). )]s = ¥ Im —%"|p. Enton-
ces, si B,Y son suficientemente pequeiios, existe b>0 lal que,
para cada E,¢ Xop; |||l <b, existe una y una sola solucidn
x(t, &) €D de la (8) tal que x(0,%,) =E,+E,, & e¢X;p.
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‘Corolario. Sea (B,D) una T-pareja admisible y no
mds débil que (L1,L,”), AeM. Si h(z,t) es una funcion
definida para teJ, ze¢X, |2|| <a, tal que es continua y acotada,
como funcion de t, para-cada x fijo, y si existe una constante
positiva vy tal que |h(z',t) —h(2", t)| <Y |* —a"| para ioda
pareja o', z" e X, ||@'], |z”||<a y todo t=0, entonces vale la
conclusion del Teorema 8, con C en lugar de D.

Un resultado analogo vale para la existencia de soluciones
casi-periédicas de la (3).

c) Teoremas de «grossiéreté» (esencialmente en [6]):

Teorema 9. Sea (B,L*) admisible y BeB(X) (X
espacio de los endomorfismos de X). Entonces, si | B|g es su-
ficientemente pequeria, (B,L™) es admisible para la ecuacion

@+ (A(t) +B(t)) z=£(t).
d) Teoremas del segundo método de Lyapunov [8]:

Teorema 10. Condicidn necesaria y suficiente para que
haya dicotomia exponencial es que ewista una funcién de Lyapunov
(generalizada) V con una cota superior infinitamente pequeria
y tal que V' sea definida.

Teorema 11. Condicién necesaria y suficienle para que
haya dicotomia es que existan dos funciones no negativas V,,V,,
positivamente homogéneas del mismo grado, tales que Vy+V,
sea definida positiva y tenga una cota superior infinilamente
pequena, y V,<0, V', =0.

e) Teoremas sobre ecuaciones periédicas (que son esencial-
mente nuevos sélo si dim X =) [7]:

Teorema 12. Si .A(t) es periddica de periodo 1 y
JA|u<log4, eziste una representacion de Floquet =z(t)=
P(t)eBx, de las soluciones de (1), con P periddica y
constante.

(La representacion no es posible en general; existen contra-
ejemplos con |A|y arbitrariamente poco superior a ).

Teorema 13. Sea A(t) periddica de periodo 1 y la ad-
herencia de X,=Xyo reflexiva. Si para alguna f .periddica
de periodo 1 la (2) tiene una solucidn acotada, tiene una solu-
cién pericnica de periodo 1.
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. Teorema 14. Si (B,D) es una ‘C-pareja admisible y
no mds débil que (L1,Ly*) y si A(t) f(t) son periddicos de
penodo 1, existe una y una sola solucidn periddica de periodo 1.

f) Teoremas scbre ecuaciones con coeficientes’ constantes
[18] (generalizaciones al caso de dimensién infinita).
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ALGUNS RESULTADOS RECENTES SOBRE
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS
LINEARES DE COEFICIENTES
CONSTANTES -

por LEOPOLDO NACHRBIN

A teoria das equagdes diferenciais parciais realizou véarios
progressos importantes nos dltimos quinze anos, em virtude do
influxo de novos métodos e idéias. Uma bda parte do avango
verificado tem girado em témo dos trabalhos de Garding,
Leray, Schwartz e sua escola. Na presente ‘exposicﬁo, aborda-
remos apenas alguns aspectos que se caracterizam pelo emprego
sistematico da AmAlise Funcional e, mais particularmente, dos
espacos vetoriais topologicos, das distribuicdes e da analise har-
moénica. Limitar-nos-emos as equacSes diferenciais parciais li-
neares de coeficientes constantes no R?, muito embora os re-
sultados sobre os quais iremos discorrer sejam em parte conhe-
cidos ou se possa naturalmente conjecturar a sua extensio a
equagdes diferenciais parciais mais gerais, lineares de coeficientes
varidveis ou ndo lineares, no R" ou em variedades diferenci-
veis, ou s equagdes de convolugdo, ou s equagdes diferenciais
parciais em uma infinidade de varidveis, ou aos sistemas de
equacdes, ou a andlise harmonica.

Indicaremos com E a algebra topolégica das fungdes com-
plexas infinitamente diferencidveis no R". Representaremos com
D a Algebra topolégica das fungdes complexas infinitamente
diferencidveis no Rr de suportes compactos. Notemos que D
¢ uma subalgebra de E mas ndio uma subilgebra topolégica.
Indicaremos com D’ o espago vetorial topolégico das distri-
buigées em R", ou seja o dual topolégico de D. Considere-
mos, também, o dual topolégico E/ de E, que sera identificadio
naturalmente como espago vetorial ao espago vetorial das. dis-
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tribui¢des de suportes compactos em Rr. Finalmente, seja S
a Aalgebra topoldgica das fungdes complexas infinitaments dife-
rencidveis e rapidamente decrescentes no infinito em Rn. De-
signaremos com S’ -o dual topolégico de S, que serd identifi-
cado naturalmente como espago vetorial a um certo espago ve-
torial de distribuicbes em R" que sdo ditas dlstrlbumoes tem-
peradas

" Consideremos um operador diferencial parcial O =Za, DP?,
onde p=(py, .. ,pn) é uma sequéncia de inteiros positivos,
DP = QPit: +Puf) 2,Py ... 0%,Pa @ 0 somatério é finito. O opera
sdbre os espagps de fu:ncoes ou de distribuicoes. Suporemos
0-=£0.

O aplica E sébre E como uma aplicacio continua e
aberta. Em virtude da teoria das equacgbes lineares nos espagos
vetoriais topolégicos e da teoria da dualidade, essa assercio
equivale a dizer-se que O aplica E’ homeomorficamente sdbre
a subespago vetorial- fechado O(E’) de E'. Esses resultados
foram estabelecidos por Malgrande (1954) e, mdependenlemente
por Ehrenpreis (1954).

O aplica D’ sébre I) como uma aplicacdo continua e
aberta. Em virtude da teoria das equagdes lineares nos espagos
vetoriais topolégicos e da teoria da dualidade, tal assergio é
equivalente a afirmar-se que O aplica D homeomorficamente
sdbre o subespaco vetorial fechado O(D) de D. Esses resul-
tados, conjecturados por Schwartz e Malgrange, foram demons-
trados por Ehrenpreis (1955).

Chama-se solugiio elementar de O a toda dlstrlbulg,ao E
no Rr tal que O(F)=5%, sendo & a medida de Dirac. O tem
ao menos una solucdo elementar. Tal fato resulta imediatamente
do teorema de Ehrenpreis segundo o qual O aplica D’ sobre
D’, mas uma demonstragdo direta muito simples ja havia sido
dada anteriormente por Malgrange (1953) ; cfr. Ehrenpreis (1954).
Varios resultados parciais, devidos principalmente a Malgrange,
relativos ao ‘comportamento local ou global de uma solugdo ele-
mentar sdo conhecidos.

Reoentemente, Hormander (1958) demonstrou. uma conje-
tura natural de Schwartz, segundo a qual O admite sempre ao
‘menos uma solucio elementar temperada. De um modo mais
geral, O aplica S’ sébre S’ como uma aplicagio continua e
aberta. Pela teoria das'esquages lineares nos espagos vetoriais
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topologicos e a teoria da dualidade, essa assergdo equivale a
dizer-se que O aplica S homeomorficamente sObre o subespaco
vetorial fechado O(S) de

Tais resultados de Ehnenprms, Hormander ¢ Malgrange sio, -
através da transformacéo de Fourier, caso particular do chamado
problema da divisdo de distribui¢Ges, correspondendo & diviséo
de uma distribui¢do por um polinémio. Mais recentemente, Lo-
jasiewicz (1958), generalizando resultados prévios de Schwartz
e estabelecendo uma conjetura do préprio Schwartz, dsmons-
trou que a divisio de uma distribui¢do por uma fungio anali-
tica real é sempre possivel, isto é a equagio T=¢ S admite
sempre uma solugdo S, quaisquer que sejam a distribuicio T
e a funcdo analitica real ¢ ndo identicamente nula.

A teoria clasica das equacgdes eliticas teve um dos seus as-
pectos fuundamentais extendido de uma maneira importante por
Hormalnder (1955). Classicamente, se o operador f6r de sequunda
ordem, isto é O= X g;;0?/0%;0%; mais térmos de grau 1 e O,
e se os coeficientes forem reais, entdo Q é dito elitico quando a
férma quadratica RDa;it;tj for definida (por exemplo positiva),
ou seja Za;jt;£j=0 qualquer que seja {t;} e Za;t;tj=0 im-
plicar {t;}=0. De um modo mais geral, retomando o caso de
O de ordem qualquer m e de coeficientes complexos, a defi~
nicdo apropiada de eliticidade consiste em requerer que

= aptP=0 se 10,
[P]=m

onde |p|=p;+...+pPn s¢ p=(py-..,pn) € P=HPi. 1, Pu 56
t=(y,...,tn). Os operadores eliticos tém uma propriedade fun-
damental, que nfo é caracteristica apenas désses operadores mas
sim de uma classe mais ampla, que passaremos a definir.

O ¢ dito hipo-elitico -se, toda vez que O(S)=T, onde S
e T sdo distribuicdes no R* e T foér uma funcio infinitamente
diferencidvel num aberto de R», entdo S serd também uma
funcdo infinitamente. diferencidvel nésse mesmo aberto. Um teo-
rema bésico, que remonta a Serge Bernstein, sendo um jin-
grediente fundamental do chamado método da projecﬁo orto-
gonal de Weyl, af1rma—nos que todo operador elitico é hipo-
elitico.
, Se E fér uma solugdo elementar de O e ésse operador
fér hipo-elitico, como =0 no complementar da origem, entio.
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E sera infinitamente -diferencidvel no complementar da origem.
Reciprocamente, se O admitir uma solu¢do elementar que seja
infinitamente diferencidvel no complementar da origem, entdo
O ser4 hipo-elitico. E/ dessa férma que constatamos que alguns
operadores cléssicos sido hipo-eliticos, através de uma. solucio
elementar conhecida.

A caracterizacdo direta dos operadores hipo-eliticos foi con-
seguida por Hormander. Seja p o polindmio em n varidveis
tal que

1 0 1 0\,
L3 LAy

[y
o~
<
=
=

onde o denominador i é incluido por conveniéncia. Entao
A(p)={seRr; p(z+s)=p(z) qualquer que seja ze¢Rn}

é um subespago vetorial de Rr. O polindmio p é dito completo
quando A(p)=0, o que significa que, em térmos de qualquer
base em Rm, o polindmio sempre depende de todas as varidveis.
Para que O seja h1po—e11t1co é necessirio e suficiente que p seja
completo e que sejam satisfeitas as duas condigdes equivalen-
tes seguintes:

(1) se E,mneRnr, entio p(&—{—zn)—mo quando E—® e
n permanece fixo.

(2) dado A=0, existe k= 0 tal que p('&—{—tn) =0 idesde!
que E,neRe, n|< A e |E|=Ek

Onutras férmas equivalentes dessas condi¢des foram, tam-
bém, indicadas por Hormander.
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., GAMPOS DE HOMOGENEIDAD

! (ResumEN)

por A, E, SAGASTUME BERRA

Llamamos campo de homogeneidad a un conjunto H={0,
1,a,b,...} que verifica ciertos postulados, que pueden resumir-
se en lo siguiente: para los elementos 7=0 de H esti definida
una relacién ecuable (es decir, simétrica, reflexiva y transiliva),
la de homogeneidad, a Hb (negaciéon, a no Hb), en virtud de
la cual el conjunto de dichos elementos queda repartido en clases
de homogeneidad H,, ninguna vacia y sin elementos comunes, El
indice o que sirve para distinguir estas clases se llama el grado
de H, o de cualquiera de sus elementos, y estos indices consti-
tuyen ‘un conjunto, I'={a,B,...} que a priori puede ser cual-
quiera. Se establece ademas que 0Ha y aHO cualquiera sea a.
Que el conjunto H *=H, U {0} es, para cualquier o, un gru-
po abeliano respecto a una operaciéon de suma, (que para sim-
plificar se indica como suma), siendo O (elemento comin a to-
dos los H,*) el elemento unidad de este grupo. Ademads, se pos—
tula que entre los elementos del campo H esti defindia una
maultiplicacidn a.b o ab, conmutatiiva, asociativa, distributiva
respecto a todas las sumas +,, con un elemento unidad 1 tal
que a.l=1.a=a para todo a, y a la que se imponen ademas
condiciones que significan en dltimo analisis que el conjunto I®
- de los grados puede convertirse en un semigrupo abeliano orde-
nado posilivo, si a+pB es el grado de un producto a, bg, sien-
do.a, de grado @, bg.de grado B. El grado cero 0 (unidad del
semigrupo I') es el grado de la unidad 1 y de todo elemento:
homogéneo con 1.

Bajo estas condiciones, se ve que Hy* es el tnico de los
H* que sea un anillo, siendo un campo de integridad.

Como casos especiales de los campos de homogeneidad tene-
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mos los dos extremos siguientes: 19, cuando hay sélo una clase
de homogeneidad, es decir, todos los elementos son homogéneos.
Entonces H=Hy* se reduce a. un campo de integridad con uni-
dad; y 2°, cuando cada elemento solamente es homogéneo con-
sigo mismo (y con el cero). Entonces H es (isomorfo a) un se-
migrupo abeliano ordenado positivo con el agregado de un ele-
mento cero para la multiplicacién.

Se puede considerar a nuestro campo de homogeneidad H
sumergido en un campo de integridad, el de los polinomios (que
facilmente pueden definirse por procedimientos conocidos) sobre
H. Este campo P de los polinomios sobre H corresponde a lo
que se ha llamado un anillo graduado o élgebra graduada (1),
si bien con algunas diferencias. Dentro de P, el conjunto P,
de los polinomios que se reducen a un solo término de grado «
s un grupo aditivo, isomorfo a H * y estos grupos estin liga-
dos por la relacion P,Pg &P,,5. En particular, P, es un cam-
po de integridad isomorfo a Hg*.

A cada subcampo H’ de H le corresponde un subsemi-
grupo IV de T, formado por aquellos grados o’ tales que
H,NH' no es vacio, y entonces los subgrupos aditivos H’ *=
=H,*NH" cumplen la condi¢ién

H'* H'g* S H' yip* (1)

y ademds, 1€ Hy*. Reciprocamente, dados un subsemigrupo I*
y para cada o’¢I” un subgrupo H'y* de H * de modo que
leHy* y que los H'y* cumplan la condicién (1), la reunién
de los H’y* es un subcampo H’ de H.

Un ideal en H, o simplemente ideal, es un subconjunto I
de H tal que, si a,bel y ceH, se tiene:

1) Si aHb, entonces a—bel;
2) ‘acel. ‘
La congruencia de dos elementos a,b de H segin el mo-

dulol, a=b (méd. I), puede definirse asi: se verificara tal
. 3

(*) Véase por ejemplo: C. CHEVALLEY: Théorie des groupes de Lig, Tome
II: Groupes algébriques (Publications de 1’Institut Mathématique de 1’Uni-
versité de Nancago). Actualités Sc. et Ind. No 1152, Paris. HERMANN & Oie.,
1951, Cap. I, § 2.
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relacién cuando, y solamente ‘cuando, sea aHb y ademés

a—bel. Cuando ambos elementos son =/=0, esta nocién ge

reduce a la comin en teoria de los grupos, de congruencia res-
pecto-al subgrupo I *=1IN H* al que pertenecen ambos.

Esta relacion, reflexiva y simétrica, no es transitiva. Para
restablecer la transitividad recurrimos a la relacién de congruen-
cia-estrells (m6d. 1), definida asi: a=*b (méd. I) cuando: o
bien a y b son distintos de cero y a=b (méd. I) en el sen-
tido definido antes, o bien, si uno de los elementos es cero, el
otro también lo es. Estas congruencias-estrella tienen la ventaja
de poder sumarse y multiplicarse miembro a miembro (siempre
que, en la operacmn de suma, los elementos que se suman sean
homogéneos) y permiten por tanto definir el campo de: restos

mddulo 1 H H—I={0,a,b,...} con la relacmn de horno-
geneidad a H b siy solamenbe si aHb y las operaciones
a+b=a+b, a.b=ab. En otros términos, el campo H s

homomorfo a H, en el sentido de la definicién que sigue.

Un cammpo H’ se llama homomorfo al campo H ‘si existe
una correspondencia univoca entre los elementos de H 'y los de
H’, de modo de conservar la relacién de homogeneidad .y las ope-
raciones de suma y multiplicacién:

Si a—a’, b— b, entonces:
aHb implica o' H'Y' y viceversa,

aHb implica a+b—a' + ¥

ab—a' ¥V

Como de ordinario, el isomorfismo es el caso particular en
que ¢l homomorfismo sea biunivoco, de modo que en la corres-
pondencia inversa también se conservan la homogeneidad y las
operaciones. El homomorfismo se indica con H—H, ol iso-
morfismo con He=H.’

En un homomorfismo, en general, el semigrupo I’ de los
grados de H’ es ordenadamente isomorfo a T.

Con estas nociones, se puede completar el resultado anterior,
demostrando que las imégenes homomorfas de H son (salvo
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isomorfismos), solamente los campos de restos antes definidos.
Es decir, que se verifica el

Teorema fundamental del homomorfismec:

Todo campo de restos H=H—N mddulo un ideal N es homo-
morfo a H. Reczprocamente, si H' es una imagen homomorfa

de H, enfonces H'.2cH=H —N, siendo N el ideal de los ele-
mentos que en el homomorfismo tienen por imagen el 0’ de H'.

Actualmente se estin estudiando més en detalle los-ideales,
que pueden ponerse en correspondencia biunivoca con los ideales
homogérieos o H-ideales, que son ideales (en el sentido ordina-
rio) en P, con la propiedad 'de que si un polinomio P perte-
nece a un tal ideal, también pertenecen a él todas las compo—
nentes homogéneas de P.

Los resultados de ‘que aqui ‘'se da cuenta, asi como las inves-
tigaciones que siguen, serdn publicadas in extenso en la «Revista»
de la Facultad de Ciencias Fisicomatematicas de La Plata.

TACULTAD DE OIENOIAS TISICOMATEMATIOAS
La Plata, Agosto 1959.



SOBRE LAS TEORIAS DEL CAMPO UNIFICADO

por L. A. BANTALS '

(Facultad de Ciencias Exactas y Naturales. Universidad de Buenos Aires)

1. Introduccién. La teoria de la relatividad general asigna
al espacio tiempo una estructura de espacio de Riemann cua-
dridimensional (postulado fundamental). Sentado este postulado,
las ecuaciones del campo aparecen de una manera natural y obli-
gada, con solo tener. en cuenta él principio de la «simplicidad»,
es decir, que ellas deben ser las mas simples enire las ecuacio-
nes covariantes (tensoriales) posibles, dada la naturaleza del pro-
blema.

En efecto, en el vacio, dichas ecuaciones son

(1.1) R;j=0, .
donde Ryj es el tensor de Ricci del espacio, que en un espa-
cio de Riemann es el: tnico tensor contraido del de curvatura y
por tanto el tensor mas simple de dos indices, degpués del fun-
damental g;;. '

En presencia de materia o de energia, las ecuaciones (1.1)
se sustituyen por las

1
(1.2) Rij— ERgif:Tif’

donde T, es el tensor materia-energia (dato fisico) y en el
primer miembro R es la curvatura escalar R=R;jg¥. Toda~
via se puede agregar en el primer miembro el término cosmo-
légico g pero siempre se estd dentro del teorema de E.
Cartan(1):

(*) Sur les équations de la gravitation 4’ Einstein, Journal de Math.
Pures et Appliquées (Liouville), 1922, phgs. 141-208.
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{Todo tensor de dos indices S;; cuyas componenies sean
funciones del tensor simétrico fundamental g¢;; y de sus deri-
vadas parciales de primero y sequndo orden, conteniendo a eslas
dltimas linealmente, es de la forma S;=R;j+aRg;4\g;
donde o y X\ son constantes.

En el caso de las. ecuaciones de la gravitacién, la constante
o queda determinada por la ecuacién de conservacién Si;=0.

En esta determinacion de las ‘ecuaciones del campo, que
practicamente elimina toda arbitrariedad de eleccién entre varias
posibilidades, radica el principal atractivo de la teoria de la
relatividad general, que posee a este respecto la maxima sim-
plicidad conceptual.

No ocurre lo mismo con las posteriores teorias del campo
unificado. En ellas las ecuaciones del campo se eligen entra
varias posibilidades y se trata luego de justificar por razones
diversas, de indole matematica o fisica; el porqué se han ele-
gido unas y no otras. Este es el principal defecto de que ado-
lescen la mayoria de las teorias del campo unificado y tal vez
en ello radique la razén de su poco éxito.

En este trabajo vamos a considerar la tltima teoria de
Einstein con sus modificaciones sucesivas desde 1950 a 1954.
Queremos ver cdmo habria que modificar sus ecuaciones del
campo, 0 qué requisitos complementarios deberian cumplir, para
que tuviesen el cardcter de determinacién obligada a .parlir de
ciertos criterios naturales de simplicidad, tal como hemos visto
ocurre en la relatividad general. Con estos agregados se obtienen
sistemas incompatibles, lo que prueba que el ideal perseguido
no es posible. Sin embargo, con estos: sistemas, siempre tendre-
mos una guia para elegir los sistemas parciales compatibles que
parezcan mas apropiados y tener en cuenta lo que falta para
que la teoria fuera completamente satisfactoria desde este punto
de vista.

Recordemos brevemente dicha teorfa. Su postulado funda-
mental es que el iespacio tiempo sigue siendo. de cuatro dimen-
siones pero su estructura esti ahora determinada.por un tensor
g;j no necesariamente simétrico y una conexién afin Iy, tam-
poco necesariamente simétrica. En vez del tensor g;;, de de-
terminante g, es cémodo introducir la densidad tensorial co-
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rrespondiente, .que -en general utlhzanemos en su forma con-~
travariante

(1.3) - .. Gi=giif g:

Con las notaciones usuales, que resumimos en el n. 2, las
pr1meras ecuaciones del campo o sistema fuerte de Eins stein,
son

(1.4) . G¥,=0, E;=0, S§;=0

y otras ecuaciones, dadas también por el mismo Einstein
poco tiempo después, son las que constituyen el sistema débil,
a saber

Giiy, =0, Hih,=0,
(1.5) :
R;y=0, Ryjix+ R+ Ryjri=0.

Las ecuaciones (1.4) se eligen por ciertas razones de sime-
tria (simetria hermitiana). Las ecuaciones (1.5) resultan de un
principio variacional, con lo cual estd asegurada su compatibi-
lidad.

Distintamente de lo que ocurre en la teoria de la relatividad
general, los sistemas (1.4) y (1,5), no quedan obligatoriamenle
determinados a partir de ciertas hipétesis de simplicidad. Con
iguales fundamentos se pueden sustituir por otros sistemas and-
logos pero no equivalentes. Nuestro objeto, como ya hemos di-
cho, es mostrar esta indeterminaciéon y ver qué.ecuaciones de-
berian agregarse a estos sistemas para que desapareciera.

Como bibliografia fundamental para la teoria del campo uni-
ficado a que nos referimos estin los libros de Einstein[l],

Hlavat):[Z], Lichnerowicz[3] y Tonnelat[4]. En los de
Hla,vaty’ y ‘Tonnelat, més especificamente dedicados a la

‘teorfa del campo unificado, se encuentra abundante bibliografia.

2. Notaciones y fdérmulas utilizadas. :Vamos a recopilar
las' notaciones y- algunas .férmulas que utilizaremos.
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. a) De la conexion fundamental T'm; se deduce la. cone-
xién simétrica

1
(2.1) o Amy= 5 (Tmyp + Dy
y el tensor de torsi6n

1 .
(2.2) Smy, = o (Tmyy, — Tmyg)

del cual, por contracci6n, ‘se obtiene el vector

(2.8) S;= Sy,
b) El tensor de ‘Ricci
(2.4) Ry, =Tmy m — Ty, + Tmyy, Ty, — Ty, Ty

tiene por parte simétrica
(2.5)  Reny=Amym— —12’(Amim,h + Am) + 3A’"zm ALy,
— Amyy, Alygy — Sy, St~ %(Si;xh(A) + 81;4(4))
y por parte antisimétrica
(2:6)  Rian= 5 (Atpy— Aup) + Smy m(4) —
“%‘ (Sin— Spi) + Sy Shy.

c) El tensor de Einstein Ejy, ', que figura en (1.4) es
(2.7) Ep=-— —;— (Ao + Aspsi) + Tss + Tl Aspg— Doy Ty,
que puede también escribirse
(2.8)  Epn=Ry+S;;1(A) — 8 8y + é‘ (Asion— Aopg).”

d) La coma indica siempre derivacién parcial ordinaria. El
punto y coma derivacién covariante. Si no se indica la conexi6n,



se entiende .que se trata respecto.de la ‘conexidn inicial I'my,.
En caso contrario se indica la conexién entre paréntesis. Por
ejemplo, en (2.5) y (2.6) las derivadas covariantes indicadas
se refieren a la conexi6n simétrica (2.1).

e) Con G indicamos siempre una densidad tensorial con-
travariante. Su derivada polarizada o mixta, la indiraremos por
la siguiente notacién :

(2.9)  Giby = Gih 4 Ti,  Gmh 4 Thy, Gim— Am_ Gi,

Llamando G al determinante de Gy;, una consecuencia
importante de la ecuacién ‘Git;=0 es (ver por ej. Tonne-
lat[4], pag. 39),

i}
(2. 10) Amhm: W 108' V—G—

Por comodldad descompondremos Gt en su parte simé-

trica y antisimétrica
(2.11) Gih = Hih . Fih
siendo :
(2.12), Hih:%(Gih_|_ Ghiy, Fihzé_(Gih__. Ghi).
Con estas notaciones, de (2.10) se deduce la relacién im-

portante siguiente, véilida para la parte simétrica de cualquier
conexion respecto de la cual se cumpla Gih\ =0,

(2. 13) Ay, ; — A, =0.

f) Supondremos que los determinantes de Hih y Fit son
siempre distintos de cero.

8. Tensores de dos indices en un espacio de conexidn afin.
Segtin el teorema general de equivalencia para un espacio de
conexién afin. no simétrica, los tGnicos tensores independientes
que se pueden formar son el tensor de torsion Smy, el de cur-
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vatura Rm ihs Y las contracciones y derivadas ‘covariantes de &llos.
(Ver, por ej. ‘T. Y. Thomas, The differential invariants of
generalized spaces, Cambmdge Umversny Press, 1934 pégs 204—
205). ¢

Las contracciones del tensor de curvatura son el tensor de
Ricci (2.4) y el temsor . .- ‘

<3' 1) Rmmlh_ Am M mih '_'A Mhi + Sz,h Sh.l

En consecuencia, se puede enunciar:
En un espacio de conexidn afin no simétrica

(3.2) J' P'ﬁih =Amy + S-mih

los anicos tensores de dos indices cuyas componentes cumplen
las condiciones - :

a) .Son funcwnes de la_conewidn \y de sus derivadas par-
ciales de primer orden;

b) Como funciones de la conexién son, a lo sumo, de
sequndo grado;

son los ocho siguientes

Rih: Amim:h_Amhm,i\‘ Smih;m» Si:h: v
(3.3)
Sh;.i.f Sqi,. Srhq, Si Sh: Sm Smih'

Por tanto, el tensor mas general que cumple las condicio-
nes a), b) .anteriores es

(8.4) Ty=oRy+B(Amyp— Ampp) +Y Sy + 0 89;,. 8,
+e8;n+ ¢ Spyi+ 1S Smip 4 v S; Sp,

donde o,B,¥,...,v son constantes arbitrarias.

Es decir,” asi como en un espacio de Riemann el tensor
més simple de dos indices, después del fundamental, es el de
Ricci, en espacios de conexi6n afin no simétrca tenemos el an-
terior Ty combinaciéy lineal de otros ocho tensores todos los
cuales poseen las caracteristicas de simplicidad a) y b).
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Para eliminar tal arbitrariedad ‘de eleccidn, las. ecuaciones
del campo que ‘sustituyeran a las Rj; =0 de la relatividad ge-
neral (en el vacio) deberian ser las que anulasen a T cuales-
quiera que fueran las constantes o,B,Y,...,v. Para ello se tie-
ne el siguiente

Teorema 1. Las condiciones necesarias y suficientes pa-
ra que se anulen todos los tensores Ty cualesquiera que sean
las - constantes o,B,Y,...,v son

(3‘ 5) Rih =0, Amim,h - Amhm.i =0, Si =0, Sqir Srhq =0.

En efecto, la tinica condicién no evidente es la Smy.,=0
la cual es una consecuencia del sistema (3.5) como resulta te-
niendo en cuenta la expresién (2.6) de la parte antisimétrica
del tensor de Ricoi y sabiendo que la anulacién de un tensor
exige la anulacién de sus partes simétrica y antisimétrica.

Obsérvese, de paso, que las condiciones (3.5) llevan con-
sigo la anulacion del tensor de Einstein E;; (2.8). Para
més detalles, ver [5].

4. Ecuaciones deducidas de un principio variacional. En la
teoria del campo unificado de Einstein, ademés de la cone-
xién se tiene la densidad tensorial Gih. Las ecuaciones del cam-
po pueden deducirse del principio variacional

(4.1) d J‘Rih Gihdxt dx? dxs dxt =0

con la condicion de que I'my, y Gih puedan variar indepen-
dientemente, siendo su variacién nula en el contorno del domi-
nio cuadridimensional considerado. Ver Lichmerowicz[3]
o Tonnelat[4] ‘

La eleccién en (4.1) del tensor de Ricci no estd a priori
justificada. Junto con él tenemos ahora los ocho tensores (3. 3).
Unas ecuaciones del campo, mas naturales, que eliminarian toda
gleccién arbitraria, serian (caso de existir) unas ecuaciones que
satisfacieran al principio variacional

(4.2) ) j Ty, Gih daxt dx? dx8 dxt =0,

para valores cualesquiera de a,B,¥,...,v. P
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La solucién de (4.2); aplicando el método clasico de Euler
y tras un’ cilculo un poco largo que'hemos desarrollado enotro
trabajo (ver[6] salvo un.cambio de notacién), resulta ser el
sistema B
(4 3) Ke,=0, Ty=0 |
donde T es el tensor (3.4) y o

g, =0 (— Gqs,,-q—Gqs r+ 8. (G2, 4+ G S;))
—B (th,t 63'_ + Fst‘t bqr) )
+v (-—— Fqsl,.-}-F“h Sqih 63r+Fqs Sr)

(4.4) . 40 (HeSs, — HsiS3;,)
+e (% (G, + G S;) b8, +
- (Gott Gei ) b1, — G )
+9( 2 (— Gy + GiaS) b, 4

+ (Gl — G 5;) b1, — Goa S,)

+p ( Fih Sq , O3, __F!h Ss;h 59,4+ Fas S )
+v (He S; b, — Hsi S; 59,.).
Con esta expresién- se verifica el siguiente

Teorema 2. Para que sea K9.=0 para valores cuales-
quiera de las constantes a,B,Y, ...,v es necesario y suficiente que
se cumplan los condiciones :

(4.5) G9,,=0, 89;.Gsi—8Ss;, Gia=0.
Demostracion:

a) Por célculo directo se obtiene facilmente

(4' 6) [Gqs]r] = Fqslr + Sqir Gsi — Ssir Gia



— 204 —

donde el primer miembro indica la parte.antisimétrica respecto
de los indices gq,s., Por tanto, de .(4.5) se deduce también .

@7 Fay,=0 " o
y como ‘ o
(4. 8) o [Fstu] — F‘st_ .

resulta S

(4' 9) : Fsltltz o

b) Las segundas ecuaciones (4.5), escribiendo que son nu-
las su parte simétrica y antisimétrica respecto de los indices
q,s se¢ desdoblan en

(4.10) - | S9;, Fsi+'Ss;, FI=0
(4.11) S, His — 5, Hig =0,

De (4.11), haciendo r=s, resulta '
(4.12). h S;Hia=0

y por tanto, habiendo supuesto no nulo el determinante de las
Hiq resulta

(4.18) \ S;=0.

c) De las segundas ecuaciones (4.5), haciendo s=r y
sumando, teniendo en cuenta (4.13) resulta

(4.14) F* 8q,.=0.
d) Finalmente, la identidad (valida si se cumple (4.13)),
Gts,t + Gik Dsy= Gts[t —2FitSs;,

teniendo en cuenta (4.14) nos dice que también es

(4 15) Gts'i 5- Gih I‘sih =0.

Con todas estas relaciones, es inmediato comprobar que el
teorema es cierto.

‘Para que se cumpliera todo el sistema (4.83) o sea, el prin-
cipio variaciomal (4.2), fuera satisfecho para valores cuales-
quiera de las constantes «,f,...,v, segin los teoremas 1 y 2,
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teniendo -en cuenta que como -consecuencia de la primera condi-
ci6n (4.5), se cumple la (2.13), deberia ser

'a) Gqsl,.=0
b) 89, Gsi— S, Gig=0. | '
(4.16) T :
Sqirsrhq:'O
©d) Ry=o.

Consecuencias importantes de este sistema son las ecuacio-
nes (4 9), (4.18) y (4.14), a las cuales se puede agregar la
ecuacién

(4.17) Gia S5, 8ge=0

que se obtiene de b) multiplicando por S"y, y sumando.

El sistema a), b), c), d) es claramente incompatible, por
tener mas ecuaciones que incognitas. Esto prueba que una teoria
del campo unificado basada en los principios de la que estamos
considerando, . sxempre tendra_cierto grado de arbitrariedad en la
eleccion de sus ecuaciones del campo. Eligiendo entre las a),
b), c), d) o entre ellas y las (4.9), (4,13), (4.14), (4.17) un
sistema compatible cualquiera, se tendrd una posibilidad, a la
cual siempre serd posible buscar una justificacién a posteriori
si es que resulta util a la fisica.

5. Apéndice. Las ecuaciones del campo para el principio
variacional (4.2) son las (4.8). El primer grupo parece ex-
traordinariamente ‘complicado. Sin embargo, escribiendo las ecua-
ciones Kis;=0, K,=0, despejando de las primeras Hs!, y
de las segundas H4!;, y sustituyendo en (4.4) resultan unas
ecuaciones que pueden condensarse en la forma ‘relativamsnte
simple siguiente

K9, =— (a+) F#5,, (L) — o Has,, (**L)

(6.1) 1 ‘ 1
+ 3 (Y+2p) o, Fa 4+ o (—2a+28—7) 39, F* =0

siendo las conexiones respecto de las cuales estdn realizadas las
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derivadas covariantes poralizadas indicadas (recordar (2.9)) las

1 (., s—g— 1 e—p—
*Lqi,.z I‘qi’.-l— E ( 2— —(:PT‘YP.) 6qiSr-—- fﬁaqrsi

(5.2) . .. . oo .
Lqir= Aqir+ (1 + ?) Sqir+ ? (2+ —a) E"""L'Sr_'

— l3 (6"*'8%) 84,.S;,

las cuales cumplen las condiciones de ser nulos los vectores con-
traidos de sus partes antisimétricas, o sea

*S;=0, **§;=0
siendo estos vectores los andlogos a (2.8) para las conexiones
(5. 2).

Esta forma (6.1) condensa resultados que obtuvimos en [6]
y puede servir para interpretar las ecuaciones que se elijan den-
tro de las a), b), ¢}, d) del ntiimero precedente como ecuaciones
obtenidas en base a un principio variacional.
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CLASES CARACTERISTICAS GENERALIZADAS
Y CUADRADOS DE STEENROD EN LA
SUCESION DE GYSIN DE UN ESPACIO
FIBRADO ESFERICAMENTE

por ROBERTO VAZQUEZ
(Umvermdad Nacional de México e Instituto Nacional de la
Investigacién Cientifiea)

I Introduccion.

El objeto de este trabaJo es definir las clases caracteris-
ticas generalizadas (médulo 2) de un espacio fibrado (en el sen-
tido de Serre) cuya fibra tiene la cohomologia (méd. 2) de
una esfera, e introducir los cuadrados de Steenrod en la suce-
sién de Gysin corres'pondiente. Los resultados obtenidos aqui
tienen sus analogos en la teoria de Thom [4] para espacios fi-
brados localmente triviales, pero nuestra técnica es completa-
mente diferente, técnica que emplea a los cuadrados de Steenrod
en la sucesién espectral del espacio fibrado y no requiere que
este sea necesariamente trivial en el sentido local.

Para mayor comodidad de la exposicién se ha dividido
este trabajo en dos partes, en la primera (N.o II) se mencionan
los antecedentes del tema tratado y la segunda (N.o III) cons-
ta del trabajo propiamente dicho.

II. Antecedentes.

1. En la literatura matematica se da al concepto de espa-
cio fibrado diversas acepciones. En este trabajo se considerarin
unicamente las siguientes:

(a). Espacio fibrado localmente trivial y con grupo estruc-
tural operando en la fibra, en el sentido de [3].

(b) Espacio fibrado localmente trivial, en el sentido de
[1], pagina 46.

(c) Espacio fibrado en el sentido de Serre [2].

Nota: Todo (a) es un (b) y todo (b) es un (c).




2. Clases caracteristicas de Whitney.

Sea {E,p,B,FG} un espacio fibrado del tipo (a) donde
E es el espacio total, B la base, p:E—B la aplicacién fi-
brante, F. la fibra y G el grupo estructural;  supongamos que
F sea una (n—1)-esfera y G=O0n=n-grupo ortogonal. Si B
es un complejo finito K ‘se definen las clases caractersticas
W, del espacio fibrado como sigue:

Denotemos con K9 al g-esqueleto de K. En K9 es siem-
pre posible definir un campo de vectores (n— g)-dimensiona-
les; unitarios y ortogonales; si se quiere extender el campo a
K9+l aparece una obstruccién, a saber, el cociclo ¢4+ cuyo
valor en la (g+41)-célula o es el elemento de mgy(Vayt),
g-grupo de homotopia de la variedad de Stiefel  Va_g#, determi-

nado por el campo en la. frontera o.de o. La clase de cohomo-
logia de c9+! es la clase caracterfstica Wy e HB(K; ‘J'tq(Vq_nn))
(coefmwntes locales) ([ ) y [7])-

8. Las clases caracteristicas generalizadas de Thom.

Sﬁpongamos‘ ahora. que {E,p,B,F} es un espacio fibrado
del tipo (b) y en donde B es localmente compacto y paracom-
pacto y F una (n—1)-esfera. Thom asocia al espacio fibrado

anterior otpos‘dos '{A;pI,B,ﬁ}, {A',pl',B,ﬁ”} donde F es

una n-bola cerrada, # una n-bola abierta y A’cA. En estas
condiciones existe un.isomorfismo :canénico ¢*: H4(B, GOT) =~
Han(A',T) donde G es un faisceau localmente simple de gru-
pos abelianos y T es un sistema local de enteros asociado al
espacio fibrado A’ (sistema torcido de enteros). Cuando B es
un complejo celular se. puede dar una interpretacién elemental
de ¢* que se mencionard después. Si weHO(B,Z) es la clase
unitaria y U=¢*(o) entonces Thom define las clases carac-
teristicas generalizadas W; por la relacién: o* W;=S¢'U.

Como en el caso anterior W; es médulo 2 para i par y
es una clase. entera torcida para I impar.

El resultado fundamental de [4] es: Si el espacio-fibrado
gs como en el nimero 2 entonces las clases caracteristicas ge-
neralizadas son las clases de Whitney: :
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- 4... Los cuadrados de Steenrad en la cohomologza szngu-
Lar cttbica. A : .

" El proailéto—i (cup-z ‘[l)roduct) puedve: definirse asi[5]: Si
f y. g son dos, cocadenas. médulo 2 del espacio X de grados
P Y ‘g, respectivamente, entonces f - g es la cocadena de gra-

do p+g—i cuyos valores se obtieneri por la f6rmula
(f-9) (Ci) =2 0P 0) -:Q(J\H“ c) '(Oé i=min(p, Q))

donde ¢ es un (p+g—i)-cubo de X y la suma  tiens un
término para cada par ordenado (H,K) de subconjuntos de
{1,...,p+q—1i} siendo HNK=p, v(H)y=p—i, v(K)=q—i
donde v designa el nimero de elementos del conjunto;.
AgBc es la cara de ¢ de grado p tal que (lKﬁ Y (byy vur bp) =
&(Y1s > Ypig~;) donde 0=<t;<1, y=B(k) si ke K, y=tog(k).
si ke K siendo oy la funcién estrictamente creciente del com-
plemento de K ¢con valores en {1,...,p+q—i} y B(k)=0 ©
1 segn sea par o impar, respectivamente, el nfimero k—v
[(HUK)YN{1,..,k}]; la cara  Ag*c se define analogamente
con la tnica diferencia: a(k)=0 si k—v[(HU K) N{1,....k}]
es impar y o(k)=1 en el caso contrario. A

Si- e>mm(p,q) 0 i<0 se define fwg=0.

La férmula anterior implica que la cofrontera de fw g es:
: i
Af - g)=df - g+f<dy+f—g+g - df.

En particular si f=g=p-cociclo de X entonces f -~/ es

un (2p—i)-cociclo y el cuadrado Sg; de la clase de cohomo-
logia {f} de f se define asi:

Sq:tfl=if < 1.

5. La sucesién espectral de cohomologia de un eSpaczo
fibrado y los cuadrados de Steenrod.
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: Sea {E,p,B} un espacio . fibrado del tipo (c);- tomemos
un punto fijo beB de donde F=p-i(b) es la fibra sobre b
y sea e un punto fijo de F; se supondrd en lo- que sigue que
F y B son espacios arcoconectados, lo que implica que E. es
del mismo estilo, entonces la homologia de dichos espacios puede
calcularse eémpleando tnicamente cubos cuyos vértices estin en
b o en e segun el caso.

Sea A el grupo de cocadenas cibicas de E con valores
en el grupo abeliano G. Se define ([2]) una filtracién decre-
ciente A=A"D A135 ...2 APS... donde AP es el subgrupo de
A de las cocadenas que se anulan en los cubos de filtracion
<p—1. Si sA denota a los elementos homogéneos de grado
s de A se definen los grupos:

C.pa=pPrA ( AP'Nd-1 APt; Bpa =pHA N AP'N dAP-;
(0<r<w).

Epg= Gl‘p'q/(C"l‘—lp-}-l'q_:l +Br—1p'q) 5 E-r= ZEPq
»q

A la suoesién {E,} se le llama la sucesién espectral de co-
homologia, con coeficientes en G, del espacio fibrado {E, p, B}.
La diferencial d en A induce una diferencial d, en E, que
aplica E»q9 en Eptny—tl y se tiene H(E,)=ZFE.,. Segun[2] .
se pueden describir los primeros términos de la sucesion espec-
tral como sigue: '

Eq es isomorfo al grupo de funciones con valores en G
y definidas en los cubos de E de grado p+q y filtracion <p,
que se anulan en los cubos degenerados y en los de filtracion
=<p—1L

Eyrq es canénicamente isomorfo a CP(B,HI(F,G))=p-
grupo de cocadenas de B con grupo de coeficientes H(F, G).

E4»9 es canénicamente isomorfo a HP(B,H4(F,G))=p-
grupo de cohomologia de B con valores en el sistema local de-
finido en B por H4(F,G).

Supongamos de aqui en adelante que G=Z, En [6] se
demuestra que los productos-i en E inducen ciertos homomor-
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fismos en los términos de la sucesi6n espectral, a saber: '
Sea f un elemento homogéneo de A y definamos

o(f)=f < f+iwdf (iz—1)
coa .H-l‘
entonces O; induce homomorfismos (r=2): -

6; :Epi— E2ri2q (i<p, r<s<2r—1)
o/ : E;pa— Ep2a-(-p) (i=p).

Si se identifica Eypa con He(B;Hi(F,Z,)) y el sistema
local en B constituido por H*(F,Z,) es simple, entonces

®; : Hp(B, Hu(F,Z,)) — Her~i(B, H2a(F, Z,))  (i<p)

es el cuadrado Sg; utilizando como apareamiento de H4(F,Z,)
consigo mismo al «cup-product», y

o/ : Hp(B, Hy(F, Z,) — Hp(B, H2a~(iwp) (F, Z,)) (i=p)

es el homomorfismo inducido en la cohomologia de B por el
cuadrado Sg;_, en la fibra F.

III. Clases caracteristicas generalizadas médulo 2 y cuadra-
dos de Steenrod en la sucesidn de Gysin.

Sea {E,p,B} un espacio fibrado del tipo (c) cuya fibra
F=p-1(b) tiene la cohomologia sobre Z, igual a la de una
(n—1)-esfera, entances el sistema local definido en B por
H*(F) .es simple. En la sucesion espectral se tienen -isomor-
fismos canénicos para toda gq:

H1(B) = H4(B) o0 Hr-1(F) = E,gn—1 <Engn-t,
(1) - | '
Hi(B) = E;2° =...~ En2?.

Sea u el generador de En0n1 y veH"(B) tal que
p*v=d,u. Todo elemento de E,gn-1 puede expresarse de
un modo unico en la forma p*zw u donde zeH(B);
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tiene dj(p*x-~ p*ov=p*(z vu)=p*u-—v) donde dny,:
E,gn1 — Epgtn0, Por ofra parte E,2n-1 no tiene elementos
frontera distintos de cero entonces E,;,971 es el conjunto de
ciclos de Engn=1 y, ademas, - E 4 9n-1=E_on-1 de donde
E 971 ~{z¢HIB)|z «v=0}. Sea K9 el submédulo de
Ha(B) anterior. Si se compone la proyeccion natural
H3»-1(E) — E_97%1 con el isomorfismo anterior se obtiene un
homomorfismo

b + Hyn-1(E) — H4(B)

cuya imagen es K79 y cuyo nicleo es el mismo que el de
Hatn-1(E)— E¢n-1 y este Gltimo es igual a la imagen de
p* : Hrn—1(B) — He+n-1(E). '

Si definimos el homomorfismo

'8 : Ha(B) — Hain(B)

como el resultddo de la multiplicacibn por v, esto es,
Bx=x - v, se obtiene la. sucesién exacta g

B _ p* v B p*
(2) ...—H#Y(B) — He-1(E) — H(B) — H1(B) — ...
que recibe el nombre de sucesién de Gysin del esp‘acio {E, p,B}.
Los cuadrados ®; y ¢/ (II-5) en la sucesién espectral son
nulos con excepcion de ¢; para g=0 y q?,,+q, sin embargo
las operaciones ¢; en cocadenas inducen ahora otros homomor-
fismos como se ve a continuacién:

- Se demuestra en [6]. que si 1=<q y feCnon! entonces
di(f) € Cgy_y2702(n-1), pero debido a que la fibra es una
(n— 1)-esferase tiene Cgn_,29-02(n—1) =C,29~Hn-1n~14 B, 2g-i2(n~1);
se comprueba ficilmente que para f,ge G,on—1:

O(f +9) — [9i€f) + 9i(g)] e Cy2atn—1)7i0 4 B 2q-idln-d),
Entonces ¢; induce un homomorfismo ‘

qu.;_.—1 —» (Cr2q-itn—tn—1 4 B 2q-i2(n-1))/ (C,2(gn=1)-i0 4

B,2q-i2(n1)) = En2q—itn-Lin-1,
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También se comprueba sin dificultad que: ¢;(Cn_,9+1n—2 4
B,_,#n-1) & C;2(gn-1)-i04 B 2¢-i2(n—1) entonces ¢; induce un
homomorfismo I'; de En9n-1 en En2¢7in-ln-1 que satisface

la regla de conmutatividad siguiente:. .d, I‘.-:(I_)H.l d,. Para i>gq
la situacién es aniloga de donde se tiens el

3. Lema: Las operaciones ¢; inducen homomorfismos -

T;: E,gnt — Ep2q-itn—tn-1 . .
(iz—1)
tales que dyT; = dn.

Por 1o anterior T; inducs un homomorfismo I'* de E, gn-1
en E, 29-itn-1n-1 y se deduce el

4. Corolario: Es conmutativo el diagrama

y
Han-1(E) — K4
Sq; | ¢ D
H2(q+n—1)—i<E) —» K2q-itn—1,

Si se usa la notacién superior Sqi=Sqip—y_j I*¥=T* 44 y_;
entonces el diagrama anterior se convierte en

r
Hetn—1(E) — Kq
Sq_i l ¥ lI‘*i
(4) Hen-14i(E) — Ka+,
Al considerar T¢: E,0n-1— Ejin-1 resulta Ti(u) de la

forma p*WH-Ju donde W.eHi(B) y es W,=1, Wn— v,
W,;=0 para i>n.

5. Definicidn: Los elementos W,0<i<n, son las.cla-
ses caraciersticas generalizadas del espacio fibrado {E,p, B}.

Sea p¥z <~ ueE,on1; aplicando la férmula de Cartan
se deduce

Ti(p*z < u) =X p*Sqiz < I‘i—i(u) =p*(ZSqiz~ W_j) u,
i g
por consiguiente si zeK9 se obtiene
’ g = ZSq'mVW

Esto resultado sugiere la. . . - . T,
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8. Definicién:: El homomorfismo - % : HI(B) — Ha+i(B)),
esid definido por la c¢ondicion ¥iz==Sqgiz— W ;. -

Ya que d,Tu)=Sqidnu, es P W, « p*v==Sqi p*v o,
lo que es es lo mismo, Sqgiv=W; <, por la tanto B %i==Sqip.
Asi pues se tiene el -

7. Teorema: Es conmutativo el diagrama

* *

B p ¥ B »
... = Hatn=1(B) — H+n=1(E) — H1(B) — Hetn(B) —— ...
Sqi Sqi) %) Sqt
p * ¥ ) B p*
... = Ha+n+i~1(B) — Ha+n+~1(E) — He+i(B) — Hetn+i(B) — ...

8. Comparacidn con la teoria de Thom.

Para comparar las dos definiciones de clases caracteristicas,
médulo 2, es necesario suponer que el espacio fibrado es d=1 tipo
(b) y que los espacios considerados pertenecen a una categoria
en la cual las dos. teorias de cohomologia coincidan, por 2jemplo
la categoria de complejos celulares. En tales circunstancias po-
demos describir el isomorfismo ¢* mencionado en II, 3 en los
términos siguientes:

Sea {A,py, B} el espacio fibrado (localmente trivial cuya
fibra es una n-bola cerrada). Si i es la inclusion de E en A

" entonces p=p;i. Designemos con u’'e¢C,%*1 a un represen-

tante de la clase u en E,0n7! -y sean u;eCn1(A), v'e¢ Zn(B)
tales que i¥u,=v’, p¥ v'=dw, por lo tanto U'=p,*v' 4-du,
es un n-cociclo de A médulo E; pongamos U={U'} ¢ H*(C, E).
Si e HI(B) y «' es un cociclo representante resulta

p¥ o — U & Zat(AE).
Definimos

(8.1) f - g*z={pHFa < UT.

En particular se obtiene ¢*wo=U donde o es la clase uni-
taria en HO(B).
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Ahora demostraremos que SqiU=¢* W; para las W; de-
finidas en III, 5 con lo que quedard demostrada la_equivalencia

de las dos definiciones en las circunstancias mencionadas al
principio de este parrafo. Para el efecto calculemos

SqU={U" - U};
n—;i
se deduce sin dicultad

(8.2) SqiU= {P1#(”'”‘_‘i V) +d Py (uy)}.

Pero de la definicién III, 5 se desprende
(8.3 . Prjer (u) =pH W¢ < '+ pF o,

donde W/ es un cociclo en W; y a;¢ Gr+ii(B).
Difenciando (8.3) se obtiene

p¥(W; « )+ p¥do;=p* (v — v),

por lo tanto
(8. 4) p* (Wi~ v) +pFdo+ Plﬁ(”'n‘_""")ﬁ Cri(A, E).
De (8.3) se deduce.
Onia(ur) +pi#* W/ < uy 4 p# o€ (A E)
y diferenciando resulta
(8.5)  du_iy(uy) +p ¥ WY < duy + p, ¥ dae Brti(AE).
Sumando (8.4) y (8.5) se obtiene

P - V) +dniy(uy) ~pF W U

moéd. E y por consigﬁiente SqU=q¢*W,.
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ON ELECTROMAGNETIC FUNCTION THEORY
By MAxgoro ITOH

Summarjy

The purpose of this paper is to construct a formal mathe-
matical system of the classical electromagnetic field theory
which may be called the «Electromagnetic Function Theory».
The ordinary complex function theory is, so to speak, a mathe-
matical theory of the two-dimensional statical electromagnelic
field and our electromagnetic function theory may be considered
as its extension to -the case of the general three-dimensional
dynamwal electromagnetic sfield.

In this paper it is.shown that the Maxwell’s two equatxons
in a homogeneous isotropic medium can be unified into only one
equation by the aid of Laplace transformation..

Based on this unified electromagnetic equation, we define
formally the compound Hertzian. L-vector and the veclor and
scalar L-potential together with Mawell’s electromagnetic and
Hertzian operators.

Next we prove the fundamental integral theorem about the
electromagnetic I vector from which are deduced the funda-
mental integral representation formulas for the F: vector. These
formulas give the real physical meanings to the vector and scalar
L-potential and also to the Hertzian L-vector. Really they re-
present the Laplace transformed «Huygen’s Principle»s. These
formulas correspond to the Cauchy’s integral formula for an ana-
lytic function, while the unified electromagnetic equation is an
extension of the Gauchy-Riemann equations.. ;

This is a first part of my work on the «Electromagnetic
Function Theory». I hope to be able to-get another opportunity
in near future to publish the continuation of this paper.
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§ 1. Unified Electromagnetic Vector and Unified Electromag-
_ netic Equation.

The Maxwell’s electromagnetic equations in a homogeneous
isotropic medium which has (e, p,0) for its medium constants
are written in the M. K. S. rational units as follows:

d'»
rot £ =—p o?ﬁ (1.1)
rot%’:e%-l-oé' | | (1.2)
div € = pE/e ' . . | (1.3)
div¥=0 . C . (1.4)

where the eléctric and’ magnetic vectors*(C; ) and the spacial
electric charge density' pg are functlons ‘of space coordinates
and time. . T

If we denote by E and H the “Laplact transforms of &
and 9 with regard to ¢ respectively?.i. E'a‘.‘

[E'=L,[<S]‘—’_EIC(1:) ePLat o (1.5)

H=LL[QZ]Q[ AWerd, (1.6)

0
...-A:.

then we get by operating' L, on both sudes ‘of (1 1) and.-(1.2)
the following two equations:

rotE=—ppH+p%, (1.1)
rotH=(ep+o)E—eC, (1.2)

where (€, ¥,) represent the initial values of € and 9 at ¢=0.
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By performing the operation (1.1’)4+nx(1.2"), where n
denotes an indeterminate constant for the moment, we get

rof[E+ﬂH]=n(€P+c)‘ HE— ”p"H}+‘

ep-+o
+‘{_Bé—|— s 9{” 1.7
Lepts @ n(epto) ° (1.7)
We determine now the constant n so that
—__ M L R
n= (epte)’ ie. n=+41i ol (1.8)

If we denote by :1 and x respectively

OD pp( '-o .
n Df epts’ Ren>0 for Rep>0 (1.9)

;g;(ep-}-c);‘/e'pp9+pop, Re:é,\O for Rep>0

(1.10)
and by j a parameter which takes one of the two values 44, i.e.
L=, ‘ (1.11)
then we can write '
—jn
V=IR (1.12)

x=jn(ep+o)=jx (*)
Further if we introduce the following two complex vec-
tors F and F, which depend on the parameter n:

FDE4fnH=E4jnH (1.18)
pf _—% P =t 1
Foll o Gyt b = o % (1.14)

. o o
(*) In case p — iw, the quanties »n and x become the so-called ‘‘intrinsic
impedance’’ and ‘‘propagation comstant’’ of the medium respectively.



then the equation (1.7) can be written as follows:

rot F=x[F+F] |. /1.15)

This equation will be called the «unified electromagnetic
equation» and the vectors F and' Iy defined by (1.13) the
cunified electromagnetis vector» as well as the «unified elc-
tromagnetic initial vector» respectively.

We see from the equations (1,9) and (1.10) thai the
following relations hold:

Vo= — -
VEETEE (1.16)
xfn=¢ep+-o.

These quantities nx and %/n are, therefore, invariait with
respect to the sign of n.

In particular when both of the initial values of € and %
are zero, i.e. Co= U;=0, we have from (1.14) F;=0 and
the equation (1.15) becomes

rot ' =xF (1.17)

.

which will be called the <homogeneous electromagnstic equation».
We shall now consider about the gencral solution of tha

equation (1.15). Let F denote a particular solution of (1.15)
and I any other solution. Then we have

rot P=x[F +F]
rot ' =x [l’? +Fol.

By subtracting both sides, we get from these two equalions,

rot[F — F]=x[F — F).
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If we put now

”

FOIF—f
then F satisfies (1.17), ie.
rot I‘*: =% 107'

and F can be written as follows:

=\

-+

F: I? * (]“ 18)

This shows us that any solution of the equation (1.15)
may be considered as consists of a particular solution I' and ano-

ther -«complementary field vector F» which satisfies (1.17) (*).
§ 2. Compound Conjugate quantities with, respect to n.

To any quantity X(n) which contains the parameter n we
correspond another quantity X(—n) and denote it by X, na-
mely

XD X(—n) (2.1)

X and X will be called hereafter a «conipound» and its «con-
jugate: compound» quantity respectively.
According to this definition we have particularly

~Y

n=—n and x=—x% (2. 2)

o
(*) We can prove that if F be “sectionally regular” in the whole space

(this means that F and # have the same singularties in the whole space)
and satisties a certain regularity condition at infinity, i. e. “outward radia-

tion condition” then }s?‘ vanishes identically, hence ' — # which shows the uni-
queness of the solution of (1.15).

.



F =F(—q)=E—nH
(2.3)
Fo—Fo( n) = Bp—l—ﬁ o+71 qfo

and to the equation (1.15) there corresponds a «conjugate com-~
pound unified electromagnetic equation»:

rotF=—x[F+F,] | (2.4)

\

Now if we define generally for a quantity X(n),

Xg 2L Z[X(n) + X(—n)]= 5 (X +X)
(2.5)
1 1 >
Xyt [X(“l) X(—ﬂ)]=z— (X —X)
then we can write X and X :; follows:
1 it 1 T
" (2. 6)

X=1E(X+X)—n;‘—q(X—X)=XE—ﬂXH-

The. above quantities Xp and Xy are easily seen to be
independent of the sign of n and will be called the «E-part»
(or symmetric part) and «H-part» (or antisymmetric part) of X.

From the expressions (2.5) and (2.6) we obtain immedia-
tely the following two theorems:

Theorem [2.1]. If X(n)=Xg+nXp=0 irrespectively of
the sign of 7, then we have Xp=Xp=0, and vice versa.

Theorem [2 2]. If XE-]-nAH_YE-l-nYH holds irrespec-
tively of the sign of n, then we have

XE: YE and XH= YH-

These theorems are similar to those of the complex number
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theory. Especially the above theorem [2.2] will be used frequen-
tly under the name of «Separation with respect to n».

For example, -we have from (1.13) and (1.14)

F = FE+nFH—E+nH

Fo=Fop-+n Foy = —— co N, @7
8p+° P
Hence by separation with respect to n, we get
Fg =E and Fy=H, (2.8,)
—— DR E, and Fop=—— C)t’o_i H,. (2.8)

Fop= ep-[—c

As another example, we get from the equation (1.15),
%
rot Fg +nrot Fy=nx(Fg + Fop) + - (F£ + For),

hence by separating both sides with respect to n, we obtain

rot Fg=nx (Fyg4 Fop)

" (2.9),
rot Fy = (Fi +Fog).

These equations are seen to be the same as (1.1’) and (1.2”)
by virtue of (2.8) and (1.16). This shows the equivalency 6f
the equation (1.15), with the original two equations (1.1’) and
(12).

Lastly we consider about the electric spacial charge density.
Taking the divergence of both sides of (1.15), we get

divF = —divF,|. (2.10)

Now Jmaking use of the equations (1.3) and (1.4), we obtain

- div F=div E 4 n div H=pg(p)/e. (2.11),
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On the' other hand, we have from (1.14):

—1
ep+d

diVFOZGLp_r_—GdiVCo—n %div% =

pe(0) (2.12)

where pp(0) represents the initial value of pg(t).
Substituting from (2.11) and (2.12) into (2.10) we get

8 0
pr(p) = — pg(0) | (2.13)
and hence 1
[+
pE(t) = pE(0) . e~ %" (2.14)

This result may be also obtained by taking directly the
divergence of both sides of (1.2) and intergrating il after the
substitution of (1.3) as is shown in ordinary text books.

§ 3. Electromagnetic Operator and Hertzian Operator.
If we put
F'PIF 4T, ie F=F_F, (8.1)

then the fundamental equation (1.15) reduces to

rot [’ — Fy]=x F’

whence

(rot—x) F'=rotF, |. (3.2)

Similarly we get from (2.4)

(rot —x) ’]3"’ =rot Eo . (3.3)

Taking the divergence of both sides of (3.2) and (3.2')
we obtain

. div P’ = div F =0 (3.4)
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~ ! .
The above vectors F’ and I’ will be called the «reduced
electromagnetic» and the «reduced conjugate electromagnetics
vector respectively.

Now we shall introduce here two operators { and M(
defined by

WL Df rot — x (3.4y)

N Df rot + x z (3.4,)
and call them resp. the celeclromagnetic (Maxwell’s) and «con-
jugate electromagnetic (Maxwell’s) operator». With these ope-

rators the fundamental equations (1.15) and (2.4) can be
written as

MF=xF, (3.5y)

L?z'ﬁ:_xﬁ, | (3.55)
and also their equivalént equations (8.2) arlld (8.3) as

MF =rotF,. ’ (3.64)

{%F’:rotFo (3. 65)

Now we have from the definition (3.4),

%97( =Cr77lcm=rot2——x2

=grad div— (A +%2) (8.7)
so that
A+%2=éraddiv—cmc)% . (3.8)

From this relation’ it follows by (3.4) and (3.6"), that
(A +%2) F' = grad div F' — WM F

—WMxot F, (3.9)
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If we put further

a 2_ﬁ97( rot=rot2 + % rot (3.10)

then the above equation (3.9) is written as

(A+x2)F=HF, (3.9)

which is an inhomogeneous Kirchhoff’s vector equation.
We have also by applying (3.8) on F,

(A +x2) F:g‘raddivF—cﬁZCmF
=—grad divF,— Crﬁ( [xFo]=
=— (grad div + % rot + %2) I',.. (11°¢)

Next take any compound vector TI which satisfies the
following inhomogeneous Kirchhoff’s vector equation:

(A +32) II=—F,|. (3.12)

This can be written by (8.8)

(grad div —MW) TI=F,,

Taking rot of both sides we get

rot N C)N% II=rotF,. (3.183)
or by (3.9) . S
M H 11 =rot F,, (3.14)

Therefore we see that the vector defined by

F=HT (3.15)
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satisfies the fundamental equation (3.6,) so that the copound
vector

F=HII-F, (8.16)

represents an electromagnetic field with the initial vector F.

Hereafter we shall call the operator H as the «compound
Hertzian operdtor» and the vector II which satisfies (3. 12)
as the «compound Hertzian vector» associated with F

The equation (3.13) may be written also as
N(HII=rotF, (3.17)
where H denotes the conjugate compound Hertzian operator, i. e.

H Df O rot =rot? — %ot (3.18)
Putting

FyDHTD

.2

we get from (3.17)

~ o~y
M F/=rotF, (3.20)

which shows that F,’*is a reduced conjugate electromagnetic
vector with the same initial vector as F’, i.e.

f o~
'
F,/=F,.

Subtracting now (3. 19) from (3.15) we obtain .

F'—Fy=HT—HH=2xrot1L (3.21)

e
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On the other hand we have from (3.14), (3.20) and (8.4),

~

WCF 4+ NCF =10t [F' +F,] = [Fy— Fyy/] =210t Fy,

whence

F'— Fy' = -rot [F' + Fy —2 ). (3.22)

Comparing this with (8.21) we get

~y

1 7] ’ n
rotH:E’Erot [FY+ T/ —2F,]
= —1—r0t [F+ F ]
T ox2 1b
so that TI must take the form

1 T
O=_— [T+ F,]+ grad ¢, (3,23)

T 2x2
where ¢, represents some compound scalar function.

Now if we substitute this expression into (3.12), it beco-
mes by virtue of (3.11) and its conjugate formula (*),

(A+52) TT= = [(A +#2) F o (A + %) Fy ] + grad (A + %) ¢,

1
et
= *;—: (grad div + x2) Fo + grad(A + x2) o,

1o
—grad] L Fo (A0 90} - g

We have, therefore, from (3.12)

(*) ¥, satisfies the conjugate compound equation to (3,11), i.e.

(A + ) F, = (grad div'4- %2 — x rot) F,
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grad {%div Fo+ (A +2) ¢, }::0,
whence ¢, has to satisfy

(A +22) @, —% div Fy=C (const.) (3.24)

" If 'we now put q)o:%(qi +C), then ¢ is seen to satisjy

the inhomogencus Kirchhoff’s equation:
(A +x®)p=divF, (3. 25)

and (8.23) is written as

A e 5
M=s [F+F +grade] |. (3.26)

Conversely every compound vector II of this form can be
easily verified to satisfy the equation (3.12).

The abqve resulis are summarized in the following two
theorems: N

“Theorem (8.1) Let IT be a compound Hertzian veclor which
satisfies the equation:

(A +%2) II=—F,

\When we operate ‘the Hertzian operator H =rot?+ % rot
on TI, we get a reduced electromagnetic vector F'=HTI who-
se initial vector is T

Theorem [3.2]. Any compound vector II which satisfies
the inhomogenous Kirchhoff’s . vector equation (3.12) can be

resolved into the form (8.26) where F and T, represent res-
pectively an electromagnetic and conjugate electromagnetic field
vector both of whose initial vectors are equal to Fy and ¢
being an arbitrary compound scalar function which satisfies

- A I
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(3.26). Thatis to say, the expression (3. 26) gives the inversion
formula of (3.15), i.e.

II=H-1F'=H-[F+F,]

- % [F+F,]+ grad ¢ (3.26))

o :
where F, denotes any conjugate electromagnetic vector whose

initial vector F01 is equal - to F, and ¢ represents any scalar
function which satisfies the inhomogeneous Kirchhoff’s equation,

(A +%2) o =divF,.
§ 4. Compound Vector and Scalar L-Potential.
The formula' (8.16) can be written as

F=HII—=Fy= (rot?+xrot) I - F,
= (grad div + % rot + 2) TI. (4.1)

-

If we put now in this formula

A=xT (4.2,)
¢ =— divTI, (4. 2;)

then we obtain another expression for F:

: szgrad‘¢+rotA+xA (4.3)

Evidently we have from the above definition

divA+%x¢$p=0 - (4.4)

which may be called -the «compound Loreniz’s relation».
Next multiplying both sides of (3.12) by %, we get.
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(A+#2) A=—=xF, C @5)

And if we take divergence of both sides of (3.12), we
obtain from the definition (4,2),

(A +%2) ¢p=divF, |[. . (4.8)

Conversely when we have a compound field vector A and
a compound. scalar @ wihich. satisfy the equations (4.5) and
(4.6) dogether with the Lorentz’s relation (4.4), then .the
compound field vector defined by —

_1 ‘
TM=—A (4.7)

satisfies obviously the equation (3.12) and the expression (4.3)
becomes:
F=—grad@+%xA+rotA

= grad div T4+ x2TI+ xrot T . c

= (graddiv— A) T — F +xrot I ‘

= (rot?+xrot) T —F,

=HII-F,. (4.8)

We see, therefore, that the formula (6.3) represents an

electromagnetic field with the initial vector F,, its oompound
Hertzian vector being given by (4.7). i

being given by (4.7).
If we now write . X

A=Ap+nA
{_ =Aptnln (4.9)
@=0z+ 0y
and separate the expression (4.3), we get
E=—gradg+ rotAgp+nxAy (4.10)

H=— grad ¢ig+ rot Ay + % Ag. (4.105)
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Also the Lorentz’s relation (4 4) separates into the follo-
wing two relations

divAg+n% Py = diVAE—HPG’H#O , (4.11y)
divAH+%¢E=divAH+(ep+:a)¢E'~=o; (4.11y)

§ 6. Fundamental Integral T'heorem about the F vector.

Let D be an open domain in the 3- dimensional space and
S its boundary surface. We assume that the compound com-
plex field vectors (F,F,) and a ‘compound scalar function ¢
defined in D=D+S satisfy the following three conditions:

(i) the boundary surface S consist of finite smooth
(having continuous tangential planes) closed Jordan surfaces
S;(i=0,1,2, ..

(ii) Both th-e field vectors F and F, are continuous in
D and have finite continuous partial derivatives in D which
satisfy the unified electromagnetic equation

rotF—x(F—l—FO)

(iii) ¢ is any regular complex function whlch satisfie the
Kirchhoff’s equation

Ap+x2p=0
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in a domain which contains D—D—l'—S (¢ is accordingly ana-
Iytic in this domain).

‘Under these three conditions holds the followmg funda-
mental integral equality:

I{(n.F) Vo+nxFlxye+xenxF}odS
3 .

+[{- @ F) y o+ Fox v § 4Ty V=0, (5.1)

D

where n denotes the inward unit normal vector at a current point
Q on S. (Fig. 1).

This theorem corresponds to the fundamental Catchy’s in-
tegral theorem in the ordinary complex function theory. In the
following we shall give its proof (¥).

Let us denote by u(Q) the following vector on the surface S:

u(Q) 2{(n.F) yo+[nxFIxA ¢ +xoaxFllo  (5.2)

and consider the scalar product
a.J’u(Q) dS= ja.u(Q) ds (5.3)
5 5

where a is an arbitrary constant vector. Then the integrand of
the right-hand side can be transformed as follows:
a.u=mn.F)(a.y¢)+[[nxF]xyel.a+xp[nxF].a

=(a.y9)F.n4+[nxF].[yexa]+xe[Fxal.n  (5.4)

={(a. V@) F+Fx[y oxa]+x¢[Fxa]}.n.

Now the vector v defined by

vDi(a. yo) F+Fx[y pxa]+xe[Fxa] (5.5)

is continuous at D and has finite continuous partial derivatives

in D under the conditions (ii) and (iii). Therefore, if S satisfies
the condition (i), we have by the Gauss’ divergence theorem:

J.(v.n) clS:—Idiv v dV. (5. 6)

D

(*) This proof wag first suggested to the auther by Prof. Ogasawara at the
Hiroshima University in Japan.
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Accordingly (5.8) is transformed into

a Iu(Q)dS:Iv(Q).ndS:——Idiv vdv. (5.7
8 8 D .
* Now we shall calculate div v from (5.5). First
div[(a. y@)F]=F.grad(a. y¢)+(a. y @) divF
=F.grad(a.y ¢)—(a. y @) divF,. (5.8)

Secondly
div[Fx[ yoxa]]=rotF.[ yexa]—F.rot[ y ¢ xa]

=x[F+Fy].[vexa]+F.rot[ax y ¢]
=xF.[yexa]+F.rot[lax y o]
+xFy. [y oxa] (5.9)
and thirdly
div[x ¢ [Fxa]]=x y ¢ [Fxa]+x ¢ div[F xa]
=—xF.[yoexa]+xo (rotF.a)
v o=—xF.[Voexa]+x?o(F.a)+x¢(F;.a).

(5.10)
By (5.8) 4 (5.9) + (6.10), we get
div v=F .grad(a. y @)+ F.rot[ax y ¢]+x2¢ (F.a)
i +(a. yo)divF,—xFy.[ypxa]—x2q (Fy.a)
=F .[grad(a. y ) +rot[ax y o]+ *2¢ a]
(5.11)

+a.[—(div Fp), yo+2Fox yo+x2gFy]
On the other hand we have for any field vector X the

following formula:

grad (a.X) +rot[ax X]=[axrot X]+ adivX. (5.12).
If we put here X=y ¢, then we obtain
grad (a. y @) +rotfax y o]=—x2¢a, (5.13)
since :
rot yo=0 and divyeo=Agp=—x2¢.
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The first term of (5.11), therefore, vanishes and it bacomes
div v=a.[— (divF)) yo—xFyx y o+ %2 F(]. (5.14)
Acoordingly we get from (5.7)

a.ju(Q) dS = [—-—I{— (divFy) yo+xFoxyo +%2<pF0}dV].a.
s D

As this equality holds for any constant vector a, we have
necessarily

[u@ds =] = (@) v o+ Fox 7 91+ Fohav
8 D '

whence the equality (5.1) follows. Q.E.D

§ 6. Integral Representation of the electromagnetic vector F.

From the basic integral theorem (5.1) which was proved
in the previous section we can deduce now a fundamenlal for-
mula for the integral representation of the F vector which
corresponds to the Cauchy’s integral formula in the ordinary
complex function theory.

Let D be a closed domain whose boundary surface S sa-
tisfies the condition (i) stated in § 5. Wi take as the scalar func-
tion ¢ an elementary solution ¢ of the Kirchhoff’s equation
Ao+%2¢=0 at an arbitrary point P, i.e. its normalized
solution which has a pole of the first order at P. Such a so-
lution is given by

b(r) =Ab®)(r) +BbvE)(r) (6.1)
where r=PQ (Q represents a current point. See Fig. 1), and

A+B=1 )
bE(r) S /r (6.2)
;'nym R»e:c>0 for Rep>0.

Then we have the following mtegral formulas with respect
to F(¥).

(*) The detailed proofs will be omitted here,
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(1°) when P lies in the domain D:

F(P)= 3| 0. F)o Vo +[nxT1x you + b [nxFl}dS

S

4| (= @R 7o o+ 5[Fo(Q) x To ¥l 52 To( @)} .

(6.3)
© (29) when P lies on the boundary surface S:

F<P>——j{<n Flo Fo-+ X Flox ¥ + xS lax Tl dS

j ((div Fo)o Fo'b +# [Fo(Q) XV ¥]-+ 324 Fo(Q)} ¥
(6.9)

where J. denotes the Cauchy’s principal value of ‘the surface
]

integral.
(3°) when P lies outside of D:

j{ x }dS+f{ SR D

- If we separate the above expression (6.3) and (6.4) with
respect to n, we get the folllowing formulas:

(1°) when P is in the domain D:

B(P)= = [ (8 B)o vo#-+nxElox o¥-+n b [nxHlg}dS

{— (divEq) Vo ¥ +nx [Ho(Q) Xy o] +#2 % Eo(Q)}dV (6. 4y)

+
’:‘?|r—=
— Ca

IS

H(P)= z-[{(n.H)o Vou+InxHlox yob+ =~ ¥ [axE]}dS

-
s
—

A

e
—

{(— (@ivBo)o Yo+~ [Eox Vo ¥l +x b Hy(Q)}dV (6.45)

o
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(20) when P is on the boundary surface S: '

E(P)= 2—H {(n.E)o Vo¢+[ﬁXE]oXVo¢+ﬂ°§lb [nx H]o}dS

S
+2—iJ{_(di"Eo)V'Q‘I’-i-ﬂ%[HOXVQIP]-I-x?tI)EO(Q)}dV (6.5,)
HP)= o [{(n- H)o Voo +[nxHlox o+ == [nxElo}ds
S
+ Z%J{— (divHg)o Vo v+ :— [Boxy o]+ %20 Hy(Q)}dV  (6.5,)

The formulas (6 4,), and (6.4;) are similar to those of
Stratton and Chu in the case of a simple oscillating electro-
magnetic field (¥).

+§ 7. Integral Representation of Electromagnetw Vector and
Scalar L-potential.
We shall now transform the above expression (6.3) into
other forms.
" First we define on the boundary surface S:

{J(Q) DinxFlg (7.14)
8(Q) 2L (n. F)o (7.15)
and in D:
K, Dfx Fo=p % +n (_ & €y) (7.2,)
0o (P)2h—edivFy= —— p{_c p£(0). (7.25)

Since we have the relation

Vov(r)=—vp¥(r), . (7.8)

(*) Stratton and Chu: Diffraction theory of Electromagnetic Waves, Phys.
Rev..vol. 56, p. 99 (1939).



we can write the terms in the integrand of (6.3) as follows

(n.F)oyob=—8Q)ypb=—yra(Q)b),
[nxFloxyo=—[J(Q)x yrb]=yrx[J(Q) ¥],

‘ —(divFO)QvQ¢——P°(Q -P) VPkb———tVP(Po(Q:P) b),
xFo(Q) X Yo ==K, (Q)x ypb=yrx[K, (Q) ¥]. (7.4)

Accordingly the expression (6.3) becomes

FP)=—vs [ L jm<o>¢d8]+vm<[ JJ(Q)WS]

8

+x [ jJ(Q)q»ds |
—Ve [;;jpo(o, P) ¢'dv] +V'RX[4—ano(Q)¢dV] +

1
x|z @vav] @)
D
~If we put now

’A(P 8) 2L~ jJ(Q)tde (7.6,)

o(P; S) QZ}T j o(0) b dS (7.65)

and

[ap; D22 j Ko (Q vV =15 [R(@edv (17

T 4n
D

|oce D>J:—]po<o p)bdV=— j -

€ p-[—o

PoE(Q)‘I’dV-:
- (T.7y)
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then the above expression (7.5) can be written as follows:
F(P)=—yp®(P;S)+ypxA (P; S)+A (P; S)
—yp®(P; D)+ yexA (P; D)+xA (P; D).  (7.8)
. Further if we write
A(P;D)=A (P; S)+A (P; D)
¢ (P; D)=¢(P; S)+ ¢ (P; D),

the obove expression (7.8) becomes

(7.9)

F(P)=—grad, ® (P; D) +rot A(P; D) +%A(P; D) |. (7.10)

The A(P;S) and ¢ (P;S) above defined will be szen to
represent the electnomagnetic vector and scalar L-potential (*)
due to the imaginary electromagnetic surface current density J
and surface charge density & . Also the A(P; D) .and &(P; D)
represent those due to' the spacial electromagnetic current and
charge density K and p.

The A(P; D) and ¢(P; D) are, therefore, called the total
electromagnetic vector and scalar L-potential.

Now if we agsume that F is continuously derivable in
D =D + S and denote by Div and Rot the two dimensional surface
divergence and rotation on S respectively, then we obtain by
Vector Amalysis on surface the following relation:

DivI=Div[nxF]=F,.Rotn—n.RotF,

where F; denotes the tangential component of F on S. Since
Rot n=0 and n.RotF,=n.rotF, we get the following re-
lation between J and &:

DivOJz—n.roth—%n . [F ‘|‘F0]Q
=—x (B(Q) +@,(Q)),

or

Divg J + % ®(Q) =— % i,(Q) (7.11)

—

(*) L- means ‘‘Laplace Transformed’’,
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where

WQ2n FQ.  (T12)

By virtue of this relation, we have

divp A(P; s>=ﬁ JJ(Q) . yRbdS

8

:4__1. u Divo [3(Q()]dS — j $ Divo 3(Q) dSJ ,

N

of which the first integral vanishes, so that it becomes,

1 N . L
= V.J'—(m,-,'—mo)tlndS]
8 .

=e4—°;l&<o>¢d8—%é[ao<o>¢ds

:—-%¢(P; S) —%'d)o (P;S)s
whiere

Oo(P; S) 2f 4—1 f #o(Q) b dS. (7.18)

8

Therefore we have the relation

divA(P; S)+x 6 (P; S)=—xdy(P; S),|.  (7.14)

This may be called the inhomogenous Lorentz’s Condition.
Next from the definitions of (7.2) we have immediataly

divK, +%20=0 (7.15)
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L AU -

D 8

so that : -
divp A(P; D)= - JKO(Q)MV] ——JI((Q)Vp¢dV | T
=— 4—JKO(Q) VobdV = ’,

b g

j

— 41 [ divo[K, (0) b]dV |-—J¢d1vo K,/Q) dV

D i

—— Ll v+ [ Ky (@) was= i

 =—x(P; D) +xd(P; S)

hence

divPA(P; D) + % G(P; D)= y(P; S) | (7.16)

(7.14) 4+ (7.16) gives us, therefore,

divA (P; D)4+% ¢ (P; D)=0 (7.17)

which svows that A (P; D) and ¢ (P; D) satisfy the Lorentz’s
relation (4.4).
On the other hand we have from (7.6,;) and (7. 6,)

(Ap+2) A (P; S)= 2 [J(Q) (Ap+0) pdS=0  (1.18)

(Ap+52) 6(P; S) = 4 [(Q) (Ap-+8) wdS=0,  (1.18,)

and from (7.7,) and (7.7,), (¥)
| (Ap+x2) A (P; D)y=—K(P), for PeD (7.19,)

(Ap+-x2) ¢ (P; D) =— lspo(p,p), for PeD. (7.19,)

(*) C. MULLER, Grundprobleme des Elektromagnetischen Schwingungen, p. 33.
(Springer 1957).
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By addition of (7.18) and (7.19) resp., we get
(Ap+x2) A (P; D)=—K,(P)=—xF,, for PeD  (7.20,)

(Ap+2) 9 (P; D)=— L py(P, p)=divF, for PeD
(7. 20y)

which show that A(P; D) and ¢(P; D) satisfy the conditions
(4.5) and (4.6). Accordingly they represent the vector and scalar
L-potential defined in § 4.

§ 8. Integral Representalion of Electromagnetic Hertzian Vector.

In this section we shall further transform the expression
(7.8) into another form. By making use of the relation (7.13)
and (7.16) the first part of (7.8) can be written as

F(P; S) Bf —grad (P; S) + % A(P; S) +rot A(P; S)
= 1_ [grad div A(P; S) — x grad ¢,(P; S) +-
+x2A(P; 8) +rot A(P; S)]
[(graddlv—A)A(P S) +rot A(P; S)] — grad ¢,

~<||—l ~<||—-l

( ot? +xrot) A(P; S) — grad ¢,. : (8.1)
Similarly the second part of (7.8) becomes
F(P; D)Q_i—grad¢(P; D)+« A(P; D) +rot A(P; D)
— - [grad div A(P; D)+ grad ¢,(P; §) +
+%2A(P; D) +xrot A(P; D)]
=%[(grad div— A) A(P; D) —K(P) +
+xrol A(P; D) + grad ¢y(P; S)]

= .i_ (rot2 -+ % rot) A(P; D) — Fy -+ grad by(P; S). (8.2)
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Here TIE is called the «electric Hertzion L-vector». and
I the «magnetic Hertzian L-vector» (or Fitzgerad’s L-vector).
Since we have from (7.6), (7.7) and (2.8).

AS(P; S) = = [nxElo b as |
« ls "(8.8)
A,,(P;S)=4—ﬂ[[an]o¢dS
S
Ax(P; D)_Zl;[—JHO(Q)xan_—J?f pdv
] D D (8.9)
Au(P: D)= - % [By@ wav=—_ [erpav
D D

we obtain from (8.3;) and (8.8),

( N Py — L

HE(P, D) = ;‘AH(P’ D) - 47[(81)—'—6) )
H[an]Qll’dS—8 f60(0)¢dv] (8.10,)
S D

1
4mpp

J— 1 J—
My(P; D) = Ap(P; D) =—

H [nxElopdS+p j QfO(Q)mde]. (8.10,)

8

If we substitute these expressions inio (8.7), we get another
form of the integral representation of both E and H.
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