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EFFECT OF TEMPERATURE GRADIENTS ON THE 
DIFFUSION OF THERMAL NEUTRONS 

por M. E. FOGLIO 
(Instituto de Física, S. C. de Bariloche - Argentina) 

SUMMARY 

Tha ()fe.ct of thermal gradiente on the diffusion of thermal neutrons in 
solid media has been obtained, assumiug i) classical scattering of neutrons 
by nuclei ii) particular distribution function for tha velocity of nuclei. A 
correction, linear in grad T, is obtained. Quantum effects have Ilot be en 
taken into Mcount. Tlms the better the agreement of the used scattering law 
with the actual one, the better the obtailled results will hold. 

1. INTRODUCTION 

The a.im of this paper is the theoretical derivation of the offects 
of temperature gradients on the diffusion of thermal neutrons in 
non-absorbing scattering media . 

.As a first approximation the . Lorentz theory of electl'ons in 
meta.ls can be used (1). In order to solve the problem, it is nece
sary to assume zero electric charge, and resort to maiXwellian sta
tistics instead of Fermi 's, tiue to the usually low density of neu
trons. Under these conditions one obtains: 

where 

v = V 81c T/rr m'J is the maxwellian average for the absolute value 
of lleutrons velocity, and 

l = l/nt lt S2 the mean free path of neutrons in the scattering media. 
In the following we shall use subscripts 1 and 2 for nuclei 

and neutrons respectively, ml and m2 being their ma~es, nl and ~ 
their number densities, and s the diameter of the nuclei. 
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By introducing the scalar flux of neutrons: 

the vector flux 

J=- (l/3) grad<l> 

is obtaiend. 

This equation is identical with the comni.on diffusion law, usua
lly derived from the elementary diffusion theory (2). 

However, the fundamental formulae that have been used in 
this application imply a$umptions that do not hold in the case of 
neutrons in solids, namely: there is no energy exchange between 
nuclei and neutrons, and the nuclei are at resto 

From a clruJsical point of view, these assumptions are not valid 
in the case of neutrons since the maes cannot be neglecte'd when 
compared with those of nuclei. 

In order. to introduce the velocity of nuclei it should be ne
cessary to resort to the velocity distribution function f¡. The diffi
culty al'ises from the fact that tI cannot be determined from a 
transport equation, as would be the case in a gaseous binary mixtu
re. This <:J.ifficulty can be obviated by assuming a convenient mo
del for the solid in the absence of neutrons; such a distributioll 
function tI is assumed not to be appreciably influenced by neu
trons, as long as theil" number density is sufficiently low, this re
quirement -11-2« 11,¡- being fulfilled n the usual cases. 

One may then obta.in an integro-differential equation involving 
the corresponding function t2 for neutrons, which is equivalent to 
the Boltzmann transport equation for one component of a gaseous 
binar-y mixture. It shoul'd be noted that collisions between neutrons 
are negligible, because n2« 11,1. 

If t2 expanded as a series of functions, and the fore-mentioned 
integro-differential equation is adequately sepamted in a sequence 
of integral equations, the solutions of these equa.tions are the func
tions of the series in which f2 was expand€d. 

J ust as in the case of Enskog method, a special solution of 
tha transport equation, valid only for nearly thermal neutrons, is 
obtained in this way. The only ne~esary values for the determina
tion oí !2 are: 11-2 and the temperature distribution throughout the 
sca,ttering medium. 
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'On thebasis of the first two functions of thef2 series, the diffu
aion law corrected fOl" the temperature effect hasbeen obtailied.' 

J + 'and J _. have been defined in the usual neutrOl1S diffusion 
theory way (2), their expressions having been calcula.ted on the 
basis of the said approximatiol1. With them, boundary conditions 
for two c'ases, namely: the interface betwe~n t~o ~catterlhg media 
and between a scattering medium and a vacuum, have been esta
blished. 

A. few examples with and without absorption have also be en 
calculated. 

2. DISTRIBUTION FUNC'rION FOR NUOLEI' 

It has already been seen. that, on the basis of a conveniently 
modified Lorentz theory of eIectrons in meta.Is, the usual law of 
diffusion is obtained. This is mainIy due to tho' type of /2 expafi.
aion used for solving the probIem of eIectrons in metals. 

This treatment lits well in the lattel" cage since the ion-electron 
Ell1ergy exchange in negligibIe, the electron mass being sm,all wiht 
respect to the ionic one. This assumption, "however, does not hold 
for neutrOl1S and light l1uclei; thus it .. is necessary to talce iIi:to 

. , . ' . • ¡ 

account the veloeities of nuclei. 
It should now be necessary to' introduce /t, but it has alr~a.dj\. 

heen pointed in § 1 that tbere is no transporto equation for nuclei. 
ConsequentIy it is llecessary to obtain it previollsly to the resolution . 

. of the transport equation; in order to that it, shall be' assuined thé 
following model for nuclei in a solid: they behave like classical 
harmonic and isotropic oscillators,with a lmique frequenoy,: that 
can be obtained, e. g. from Einstein theory of spccific heats. In' s~ 
far as this frequency does not appear in /1' its actual value dooS 
not affect the obtained distribution functiol1,. but, the ratio of freo' 
quency to temperature' determines the va.lidity of this classical de-' 
rivation, when the diffaction effect of the latticie is disregarded. ' 

A. macroscopically smaU voIume d1' is considered. The number 
of oscillators within this voIume is: nI dr. If maxwellian statistics 
is used, the l1umber of oscillators in dr which have their phase 
sp~ce representative .points in ·a cell of· energy E, are given by: 
(nl d1') exp(- f3 E)jZ where Z is the partition function for an 
oscillator of frequency '\1 : 

Z = (lcT/h v)3 and ~= l/'e T. 
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The classical expression for E is E = (P12/2m1) + %K2q12 

where 

P1 = (P1:e' Pl'Y' P1z) is the momentum, 

q1 = (q1:e' Q1Y' Q1z) is the cúordinate, and 

[(2 = 4 n:2 m¡ y2 the oscillator force constant. 

The distribution function 11 (r, el, t) is then obtained by adding 
up (n1 dr) exp-( (3 E)jZ over all the phase space cella for an os
cillator whose velocities lie between el = P1/m1 and 01 + del = 
= (P1 + dp¡) /mt. 

A good approach to the summat,ion is obtained by integrating 

f(n1 dr) [exp (- ~ E)/Zh3] dp1 dql = 
ti 

over the volume v = dr. The result is then: 

2.2 

= (n1 m13/h3) (h Y/'~T)3Iexp (- m1 e12/2lcT) fex p (_[(2 q12/2 kT) dq1 
, ti 

It, should be noted that the integration must be extended over 
a voIume, aIthough macroscopicalIy small, sufficiently great as to 
assure the condition J[2q12/2lcT » aLL over the volume surface. This 
condition is obviousIy satisfied ir the voIume contains a sufficiently 
high number of nuclei, an'd in this case the integration can be exten
ded to infinity without illtroducing any a,ppreciable error. The ex
pression for 11 comes to be 

f 1 (r, Cl, t) =nl (mt/2n: lcT)3/2 oexp (- m1 ct
2/2 kT) 2.3 

It is easily seen' that it appears to be the same as that for a 
perfect, monoatom le gas. 

liad we considered quantum oscillators, the distribution func
tion would be the same as 2.3 if the medium temperatura were 
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high enough so that the oscillators stayed in high quantum number 
states. The fulfillment of the last condition would justify the classi
cal treatment of the neutrons-nuclei collisions if the difraction with 
the lattice were not taken into account. 

The scattering law :obtail1ed from the assumption done, that 
neutrons malte indepen'dent collisiol1s with each one of nuclei., 
must then be replaced by the sum oí tha- Bragg scattering plus the 
incoherent scatteril1g. 

Bragg scattering is higly anisotropic, but for a nearly isotro
pic distribution of neutron velocities, the number of neutrons 
scattered from a given volume of a polycl.'istalline medium is in'de
pendent of tbe direction in a first approximation and proportional 
to the sca,lar neutrons flux. 'fhis follows from the fact that the 
number of neutrons of'a givell speed scattered by each of the Bragg 
reflectiol1s in a given direction is proportional to the number of 
incoming neutrons with velocities makil1g the corresponding Bragg 
angle with the outgoing velocity. This number being in a first 
approsach independel1t of the direction of the scattered neutrons, 
due to the assumed isotropy of tha neutron velocity distributioll, 
the il1tegration ovar all the speeds and Bl"agg angles is again direc
tion-independent. The isotropic scattering proportionaJ to tha neu
trons scruar flu·x leads to the usual diffusion law. 

The corrections due to thermal gradients must be obtained 
from the temperature dependel1ce of the scattering law, arising from 
the neutrons-phol1on scattering, illcluded in the ineoherent scattering. 
Therefore, the classical model assumed for the scattering of neu
trons must be taltel1 o111y as a particular seattering law. 

The results obtained will hold if the assumed scattering law 
is a good approximation to the actual one. 

3. THE EQUATION 

The neutrol1s tral1sport equation is formally the same as that 
for one componel1t of a bil1ary mixture of gases,. the nucleiplaying 
the role of the other compol1ent (3). 

In the following the notation of Chapman and Cowlil1g sha11 
be used. 

The faet that n2 « n, makes it possible to '1) neglect neutron-
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neutro:p. collisjons, and 2) assume that t1 will not be modified by 
th~ .. pre:f!~nc.e of neutrons. In such a case: 

.. 

Of2 Of2 Of2 (( , , d d· . 
. Tt+ c2.--¡¡;:+F· uCíI =JJ [fl f2 -flf21g21 b b {dc1 3.1 

It is sometimes . advisable to make the following variable trans
formation (see (3) 3.45 and 3.5). 

g21 b db dof.= k21 dk 

Itis necessary to introduce the integral operators L(f2) and 

! 21 < IP2) defined by 

L(i2)' ff< i l' f 2' - f 1 f 2) g21 b db d E dc1,= ffU l' f 2' - f 1 f 2) lC 21 dkdc1 
. 3.3 

3.4 

where 

i. ' 

4. STUDY OF 'l.'HE HOMOGENEOUS INTEGRAL EQUATION AND 
ITS KERNEL 

.. The solution of the integral equation: 

is <l.l!l = constant, It is obtained by methods only slightly different 
from those used in (3) Chapter IV (4). 

The. non-homogeneous integral eqll~.tion,associated with 4.1 
can be written 

4.2 

In order to resort to well-lrnown theorems dealing with 'inte
gral equation, it is advisable to write 4.2 as a Fredholm equation. 
Following Chapman and Cowling (3) the equivalence 

4.3 
", .. ,;' 
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, can be shown, where 

. , 

[(o (c) =,exp (- m2 c2/21cT). (- 4n.s2 A/b2) . 

. ((1+bc2) [ ~.V nBrf( V b/2c)/V b/2c]-exp,(7mlc2/2kT)} 

4.4 

being A = -(m11'n:l) 3/2 j(2lcT)8; b = mlllcT anéL K(C2,c) a symetri. 
cal kermel. 

, Equation 4.2 has ·a solution if, and only ii. 
1 1" 

JI (c2) tPi (c2) dc2= O 4.5 

where the 'I!' i(C:l) are the linearly independent solutions of 4.1. 
Since the unique solution of 4.1 is <1>2 - ex (7', t), the condition for 
4.2 to be solved is 

JI (c2) dc2=O 4.6 

It should be remarked tha,t the only solution of 4.1 is 
<1>2 = a.. l'his is a consequence of tW() related facts; i). 11 was oh
tained independently of the transport equation, and ii) 12 was the 
only unlmown in the equation. This imposes at the same time, that 
the only conservation equ·a.tion that can he tlirectly derived from 
tIle transport equation is that for the number of neutrons. 

5. METHOD FOR THE SOLUTION OF THE TRANSPORT EQUATION 

It is advisable to define D as in 

D 12= o 12 + o 12 . c
2 
+ F. o 12 

. U t .0 r o c2 

5.1 

Resorting to 3.3, equation 3.1 éan be rewritten as follows: 

5.2 

On setting 

5.3 
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and introducing 5.3 in 5.2 

no 00 

Df2=L (2Jft» = Z; L (Ur)) 
r-O r-O 

5.4 

is obtained. 
Tbe first member of 5: 2 can be expanded according to 

"" 
D f2=-n1 n2 2:lD(r> 5.5 

r-U 

where D(') are functions obta,ined operating on f2 with some diffe
rential opera,tors that wiIl be defined in §7. From 5.4, 5.5 and 3.4 
it follows: 

00 

Z {I21 (d>lr)) -D(r>}=O . 5.6 
r-O 

The new unlmowns <I> 2(") are defined accordillg to f2(') = 
= fO! <1>2(r) where f02 has been defined in 3.5. It should be empha
sised that [02 can be made identical with f2(0), provided D(o) is con
veniently chosen, as will be shown in §6. 

Equation 5.3 is a solution of 5.2 if the equations 

5.7 

are satisfied for aU vaIuas oí r. 
If D(s) is defined in such 'a way that the only f2(') appearing 

are thooo for r = 0,1, ... s-l, the second member of 5.7 will be 
lmown after having solved al! equations fol" r<s. 

The general' solution for 5.7 is 

,h. (r)_ X (r> +.1. (r) 
\1.12 - 2 '1-'2 5.8 

where X 2 (·) is a particular solution fol" 5.7 and qr 2(') is the gene
ral solution for 4.1. 

The only solution for 4.1, as it has already been seen in §4, is 
a (1',,t). The conditiol1 4.6 fol' solvil1g 5.7 then rearls: 

J D(r)dc2 =O 5.9 

One should demostrate that D(') / -V ](0 (C2) is integrable and oí 
integrable square for each r. 

Two problems arise: i) to separate 5.5 conveniel1tly and ii) 
to determine <I>2(') = a(r)(r,t) for each value oí r. 
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6. FIRST ORDER APROXIMATION 

In order to obtain the first approximation, D(o) will be defi
ned by: 

6.1 

or according to 5. 7 

1 ( . 'O») 
21 <1>2 =0 6.2 

for which the only solution is ~2 (o) = ce Consequently the first 
approximation will be 

f 2 (O) = 0.(0) f 2 (o) 6.3 

Setting a (o) = 1, the so---obtained first approximation is tha-t 
of the maxwellian distribution for the each-point temperature OI 
the scattering media, and for a number density of pa,rticles equal 
to the number density of neutrons at each point. 

The setting of a (O) makes it posible tó obtain the remaining 
a(r). Then 

and consequently 

This equation is satisfied when 

If2(1') dc2= IN) Xt')dc2 + 0.(1') n2=O 6.4 

Equation 6.4 will be taken as the condition determining the 
values of a (r). 

7. SEPARATION OF THE TRANSPORT EQUATION 

In the case of gaseol1s mixtures, five differential eqll'ations are 
obtaincu from the transport equation without l'esolving it explici
tely, namely, the equations that state the conservation of mass, 
momen tum and kinetic energy (3). 
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From these equations:,the ,time, ilerivati:v:es of the density of 
particles, mean velocity and temperature, a,re obtained. These equa
tioris must then be intl'oduced'm Df2 in order t(Fperform'1;he S€para-
tion 5.5 (3). ' 

, It has been seen n §4 that, according to this, only one conti
nuity equation can be derived: the one which refers to the num
br.r of neutrons: 

The equation for the mean velocity: 

n2 c2 J/2 c2dc,¿; 

7.1 

7.2 

is just the required one, as the vectorial fl~ of neutrons can 
be expressed: 

7.3 

The mean velocity will be obtained fl"om the second approxima~ 
tion since the first one is maxvellian and, being isotropic, does 

not contribute to C2. 

As long as the transport equation only dete'rminesthe neutrons . 
c1istribu,tion function, it cannot lead to a differential equatioll for 
th6 conservation of kinetic energy, as the involved integraIs do not 
vanish. It should be lloted th-at thia limitation do ea not lead into 
troubles since, neutrons being approximately thermal, tha tE)mpe
rature that appears in ¡'2(o) is the one of the scatterhIg medium. 
Thel"efore, the time derivative of temperature follows from the me
dium properties. 

It is now posible to write the separation 5.5 explicitly. Tt is 
posible to write: 

. 00/(1'-1) OH 1(0) 01(1'-1) 01(1'-1) 
-n1n2D(1)= + ... +---+c.--+F.--

, o t o t ' 2 o r : o c2 

7.4 
for r =F 0, where 

Os 12(1') '012(1') 0sn2 0/2(r)osT' --=--.-+--.-
o t o n2 o t o T o t 

7.5 
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.being· 

~Sn2_ a [ ._()] 
-----. n2 c2

s 
o t o r 7.6 

n2 c2(s) JI2(S) c2 dC2 7.7 

, The symbol 8.T !U is an arbitrary function in t and r satisfying 

i:. Os T = oT 
s=oot ot 

7.8 

As it is seen in 7.4 tha only f(lc) that a.ppear in D(r) are tbose 
for k between O 'and r-1. Otherwise, it is not difficult to show (4) 
that 7.4 satisfies 5.5 and 5.9; consequently, the integral equations 
5.7 admit a solution for every r. Each one of them could be sol
ved once the solutions for eyery foregoing equations where known. 

It remains still to be shown for every case that D(r)!v K O(C2) 
is integrable and of integrable square. 

8. SECOND ORDER APPROXIMA'l'ION 

From 5.7 the equation 

121 (<1>2(1») =D(1) 8.1 

is obtained for r = 1. 

The external forces acting upon neutrons are in general ne
gligible, and then F = O. AIso: a oT / at =0 which is equivalent 
to considering this effect being of higher order with respect to 
ihe secon'd order approximation. With this simplifica.tion, it follows 

8.2 

It is necesary io find a particular solution for 8.1, called X 2 (1) 

in § 5; it has already been se en in § 6 that á (1) is entirely deter
mined by 6.4. The expression: 

X (1) = A. O 1n n2 + O 1n T . B 
2 Ul' ur 8.3 
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is tried as a particular solution, in which A and B a,ppear to be the 
new unknowns. Resorting to 8.1 and 8.2 the following equation 
is obtained 

Equation 8.3 is a solution if A and B are themselves solutions 
for the following integra,l equations 

As it has been shown in § 5 these equations can be solved when 

8.7 

and 

![(m2 c2
2/2kT) -3/2J cd 2

0 dc2 =O 8.8 

respectively. It can be shown, considering the symetry of the inte
grands that these conditions are satisfied; therefore, 8.5 and 8.6 
admit a solution. 

A and B only depend on 0, n(r'"t) and T(r,t); as they are the 
only variables that appear in 8.5 and 8.6, these variables determine 
vectors according to: .Al ,= A (C2) . C2 an~ B = B ( c:¡) . C~, where 
A(c2) and B(V2) are functions of C2, n(r,i) and T(r,t). 

Although it is not necessary to obtain A(C2) and B(C2) expli
citly, it wilI be necessary to calculate some coefficients tha,t depend 
on these functions. 

It can be shown that a(l) = 0, from which 

1(1)-1 (Ol[A()' ()lnn2 B() ()lnTl 89 
2 - 2 c2 c2• o r + c2 c2• o r , . 
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9. DIFFUSION LA W 

The difrusion law can now be derived from the vector flux of 
neutrons estimated to a second orden approximation, the flux being 

J= n2 cl1) -,1 f 2 (1) c2 dC2 9.1 

.As the operator 121 ( <P 2) has beE'n definen a,ccording to Chapman 
and Cowling (3), the functional: 

[G2; [(2]12=1 G2 (c2) 12d[(2 (c2)]dc2 

in the same as that of (3) 4.4.9 
It follows (4) 

9.2 

9.3 

which is the diffusion law. It should be noted that the term on 
a 11~ T/or is the one from which the correction to the usual diffu
sion law if obtained. Coefficients [A.; Ah2 ama [A; Bh2 will be 
computed following Chapman and 9owling. 

10. ESTIMATION OF J + and J-

It is useful to introduce magnitudes similar to those used in 
the theory of neutron diffusion (2). 

If aS is a surface element and 'ni its normal unit vector, J..;
is defincd in an equivalent manner. It can be shown (4) that 

J+= (1/4)n2 c2(O):+ (1/6)t-(n1 n2) u~:n2 . .[A; A]lZ+ 

()lnT2 u r . .[ A; B]d . ~t 10. 1 

() In n 
J-:-=(1/4)n2c2(O)-(1/6H-(n t n2) ur 2 .[A; A12+ 

ulnT 
+~.[A; B]12}.n 10.2 
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On comparing with, 9,.3 it follows 

- 1 
Jt = (1/4) n2 c2(0) + 2J . n 

- 1 J_= (1/4) n2 c2(0)- 2J.n 

10.3 

10.4 

These are the formulae 5.17.1 and 5.17.2, from (2), c.orrected 1 
for the influence of temperature gradients. 

11. ESTIMATION OF [A; Ah2 A:t:ID [A; Bh2 

,These co~fficients are approximately obtaine'd following Chap~ 
man and Cowling (3). On definil1g (5) 

a(r)=Sa/2(r) (m2c22/2 kT) c2 

a - [a(r) . laM] rs- , 12 

11.1 

11.2 

as = [A; d S)]12=- (1/n1 n2)1120 c2. a(s) dC2 11.4 

f3s = [B; ja(s)]12=- (1/nln2) 1 120 [(m2 c22/2/cT) - 3/2] c2. !aMdc2 : 

11. 3 

11.5 

o r 

11.6 

o r 
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, . 

AV) = 11.7 

It folIows (4) according to Chapman and Cowling that 

11. 8 

11.9 

The va.lu.es of [A ; Ah2 ·and [A ; Bh2 can be obtained with as 
many terms as wished provided a sufficient number of coefficients 
a., ~ r, ·and ar8 a.re lmown. 

The values oí ar and ~r are (4) 

ctr=>- (3/2n1) V (2lcT/~2) 'Oro 

~r=cto['óro- (5/2) 'ór1] 

where ¡,r is the Kronecker's simbol. 

11.10 

11.11 

Introducing these values into 11.8 and 11.9 the following ex
pressiolls are obtaille'd 

where Ar8 (m) is arB cofaetor in A (m). 
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The coeficients aoo, aOl, a11, a02, a12 and aZ2 are lmown (6). 

The flrst three terms for [A; Ah2 and [A; Bl 12 have been 
calcula.ted on the assumption that both Ilud('i and neutrons behave 
like rlgid spheres. 

Calling 

11.14 

11.15 

where Mz = mz/m:J + mI, it follows 

11.16 

P2(X) =73728 (1-X)4 (18-24x + 110x2- 68x3 +194x4 ) 

Ql(X) = 12- 8x + 6X2 

Q2 (x) = 4098 (13824 - 36864x + 84264x2 - 206104x3 + 
+ 295662x4 -166633xo - 61152x7 + 13482x8 ) 

By U 12 it is meant, as usual, the average diameter of nucleus 
and neutron; this magnitude having been introduced through coefi
cients arB • Quantity nI u 212 'Ir represents the macroscopic geometri

cal cross section 1: •. C"lo) is the maxwellian mean value for the ve
locities. 

Table 1 shows several numerica.I va.Iues of 

a T = [A ; Bh2 / [A ; Al l:l and ~1' = (J.7'--lh within the M2 

. variation range, namely: from O. O to 0.5. 
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TABLE I 

M. 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

T 0.97791 0.91379 0.84960 0.78465 0.71823 0.64971 

T' 0.54073 0.52209 0.50285 0.48218 0.45831 0,42579 

at 0.55294 0.57135 0.59187 0.61451 0.63811 0.65536 

~t 0.05294 0.07136 0.09187 0.11451 0.13811 0.15536 

12 .. BOUNDARY CONDITIONS 

It is advisable to express the diffusion law as a function of the 
scruar flux of neutrons W: 

12.1' 

It is then obtained 

where "í arrd ~T have been defined in § 11. 
The boundary conditions in the separation of two scattering 

media a.re taken to be the continuity of J + and J _ in the fore
mentioned separation Burlace, letting n (see § 10) coincide with its 
normal. It follows from 12.1, 10.3 and 10.4 

12.3 

12.4 

Thecontinuity of W and the component of J. norma.¡ to the 
separation surface are boundary conditioDS equivalent to 12.3 and 
12.4. 

In the sepa.raUon of -a scattering medium and vacuum, the 
bounda.ry condition is chosen to be 

J_=O 12.5 

talring n directed inte vaCllum. 
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APPLICATIONS 

13. UNIDIMENSIONAL STEADY-STATE PROBLEM 

.A planar symetry medium without produetion 01" absorption 
of neutrons is considered. The direetion of the maximum yari'abi
lit Y of metlium properties is taked as the x-axis. For the steady sta
te it holds Ja: = Jo = constant and J y = J z = O. Resorting to 12.2 
it follows: 

for wieh the general sol'lltion is given by 

m . 

el> (x) = (3 I.iy) Jo [T (x) ]-13T f[T (x) ]-13T d x + B [T (x) ]-13T 13.2 
O 

where' T(x) is the temperature as a funetion of x, and B is an in
tegration eonstaJlt . 

.An experinrent only sligh'tly differing from the eonditions 
assumed aboye eould be performed in the following way: a slab of 
with 2l amI equal vallles for' W and T in both sides. Resorting to 
12.3 follows: 

() 

el> ( - l) = (3 I. Jy ) Jo [T ( - l) ]-13T fiT (x) ]13T .d :J) + B [T ( - 1) ]-13T 

-l 

+l 

el> (+ l}= (3 ~JY) Jo [T (+ l)]-~T fiT (x) ]13T 'd w+ B [T (+ l) ]137' 

o 

where x == + l and x = -l are the eoordinates of both sides of 
the slab. In order to satisfy the imposed eonditions to q¡ and T, 
Jo must yanish, therefore 

13.3 

Placing ~7' = O the ordinary diffusion law is obtained. Then 
it holds 

<!> (x)/<!> (l) = 1 13.4 
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In order to exemplify the foregoing results, the values, T (O) 
= 6000 J{ and T ( + l) = 3009 J{ can be chosen: from 12.2 it follows 
0.964 <ep (O) / ep (l) < 0.899 when ~ T varies between 0.05294 and 
0.15536, and (p (O) / (p (l) == 1 when the ordinary law of diffusion 
is used. 

It is seen that the variation recorded for <I> (O) / <I> (e) ex
tends from 3.6 % up to 10.1 % as M2 varies frbm O. O up to 
0.5 according to whether the ordinary la.w of diffusion or the 
corrected one is used. 

14. UNIDIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION WITH ABSORPTION 

It shall be 'clssumed that the diffusion la-w 12.2 is still valid 
even with small absorption of neutrons. Applying the continuity 
equa,tion fol' the mimber of neutrons with absorption, the diffusioll 
equation: 

un') u ' I 

-~=--.J-Z: ,(j> ut or a 
14.1 

is obtaine\l where ~a ir:; tIte macroscopical absorption cl'oss-sectioll. 
]u the unidimensional case, equa.tion 14.1 leads to 

14.2 

and for the steady state 

d2 :d> ' d l n T d ID [ d2 l n:T I 1 
d 

2 + ~T-d- -d + ~T d 2 - (3, Z:a Z:s/y) (1)=0 
x x ,x X .1 

14.3. 

A slab of with 2l is assumed. 0ne side of the slab limits with 
vaCllum 'and other side has a fixed neut.ron flux J ... 

A temperatura distribution is given in the slab. Both vallles 
of the scal'ar flux ID at the side where J f1) is fixed shall be calcula.. 
ted, assuming that the ordinary or the corrected diffusioll law 
holds. 



-322-

Chosing 

14.4 

a simple equat.ion is obtained, since from 14.1 it follows 

the general solution of which la given by 

Using the ordinary law of diffusion, - or taking ~T = O, 
which is equivalent - it follows: a= aO = O and 

Calling x = O ihe coordinate of the first side and x = l the 
<!"Oordinate of the other one the boundary conditions are J al (O) = 
= Jo 'and J _ (l) = O. Bringing these conditions into 14.5 the follo
wing equation holds: 

. _ [a - (3 ~s/2 y)] S h ~ (l- x) -~ e h ~ (l- x) 
<I>(x)=2Joexp(ax) ¡(2y/3~3) (a2_~2),-a]Sh~l-~Ch~l 

14 .. 6 

It is easy to identify the expression I /3 ~ 8 appearing in 12.2 
with the coefficient D' appearing in the common law of diffusion: 
J = -: D . grad dl 

If graphite is taken as scattering medium, it holds D = O. 92 cm. 
Tal~ing T = 450°]( at x == O and T = 300°]( at x = l, it follows 

from 14.4 that 

la::::::!0.20 14. 7 
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For graphite :Ea :::=3.7 10- cm~i hence ~o=2.01 10-2 

cm-l. 

From Ta.ble 1 and equation 14.7 it follows a2~i < lO-Sjt· 
whence for l> 10 cm, 

14.8 

Introducing 14.8 into 14.6 and neglecting a and (.( with res
pect to (.(/~o, it follows 

If the Yahl~ oi <l> (O) obtaiued resorting te the ordinary diffu
sion la·w when applied to the same problem, is: called ¡j)O(O) the re
lation 

(P (O)j,j>O (O) = 1- a!~o 

is obtained. 
If l == 30 cm, then C( / ~o = 0.022, which is a 2.2 % difference 

it the values of <l> (O) according to whether the corrected tliffusion 
law ot the ordinary one is used. 

15. FINAL REMARKS 

It has been shown that the Boltzmann transpol't equation jn 
the case of a very dilute binary mixture can be solved by a mc
thod similar to the one of Enskog, if the velocity distribution func
tion for the more a.bundant component is previously given as max
wellian antl time independent. In such a case there is only one 
parameter to be given, namely: the number density of the lesa 
abundant component at each point at a given time. 

These results have been ·applied to the diffusion of tbermal neu
trons in a scattering medium. Irthe distribution function for tb6 
Bcattering nuclei has been obtajned by assumming that they behaVie 



-324-

lilc~ classical harmonic isotropic· oscillators. The frequency of these 
oscillators do es not appear in the so obtained distribution function. 

A better model is to assume quantum oscillators instead of 
thé classic·al ones. For a temperature of the medium slich that the 
oscillators are in high quantum number sta,tes, they may be taken 
as clalSlSical, and also the neutrons have enough energy to make the 
riuclei change their quantum state by collisions. If diffraction: effects 
with the lattice are not considered, the 'a,pplicability of the modd 
is to be tested by the ratio medium temperature-vs-Deybe tempera
ture, as the lattar corresponds to the maximum frequency of the 
oscillations of the solido 

With the claooical oscillators modal a diffusion law corrected 
for the effect of thermal gradients has be en obtained. This latter 
cffect appears in the same natural way as thermal diffnsion do es 

, in gases. 

The scattcring law assumed fol." neutron nuclei collisions is 
l.hat oI. rigid spheres, which is isotropic in the center of mass sys
temo This law is assumed only for numeri{!al calculation of the 
lliffusion law coeficients and the derivation of some properties of 
the equations. Other scatte·ring laws could possibly be assumed wit
hout c'h'clnging the analytical fnrm of the obtained diff~ion law. 

If neutron difraction with the lattice is t'clken into account, 
.c,ollisions with phonons and Bragg scattering rather than indepen
dent collisions with each one of tha nuclei must be considered. The 
transpol."t equation in this case contains the corresponding scatte
ring law and must lead, in a first approximation to the usual dif
fusion law, if the velocity distribution for neutrons is not fa.r from 
isotropic (see 2). The temperature corrections to the diffusion law 
arise from the temperature dependence of the scattering law. The 
clrulsical model chosen is then equivalent to Msume' a particular 
(and easy to menage) scattering law. Therefore, the obtaim'd tem
perature correction for the diffusion law is valid insofar as the 
scattering law represents a good approximation. 

A few problems representing possible experimental conditions 
have be'en calculated, leading to variations of the scalar neu
tron 'flux of a few unities per cent, according to whether the 

1,", 

,0rdi;llary law of diffusion 01." the corrected one were used. 
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En ,estas condiciones, que son las habituaLes pa,ra ,estudiar 
transformaciones' de Lorentz 'en tres dimensiones, la velocidad 
-+-
V' 2 con que s-e mueve un punto en el sistema S', se expresa len 
función ele valor,es del sistema S 

lo que constitu)1!C el «teo1'lema de adición de velocidades) en el 
-+ 

espacio; a'quí V2 es la V1elocidad con que. 'el punto se muev'C 
visto desde el sistema S, y 

(2) 

Si suponemos ahora que el punto móvil q2 tiene asignado 
~ 

un impulso que vale p' 2 en 'el sistema sr, la fuerza actuante 
sobre q2 s-erá por definición 

-+-
-+ d I 

F'=~ 
2 d t' 

la cual se transforma, como es bien sapido, 'en 

"* 

(3) 

(4) 

Bsta expresión, que da 'el valor de d P2/d t en el sistema S en 
el punto x, y, z en el 'instante t, corvespond~ente al x', y', z', t' en 

"* que se conoce d P2' Id t', ha recibido poca atención. Heooruemos 
que se la puede deducir de manera puramente mecánica, y que 
no contiene otros postulados que los que conduco:m a la cinemá
tica relativista, más la ley d0 transformación del impulso. 
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+ 
Llamando ahora ,. al vector del sistema S 

+ -+ -+ 
r=QgO-O'O 

que vincula el punto móvil q2 con el punto fuente O', tendremos, 
usando la ley de. transformación de LOI"entz usual y r,ecorda.ndo 
que O' sigue. una r~ecta que pasa por O, 

o sea 

(7) 

y 
+ ~ 

(,. V)2 
,.'2 =,.2 + ¡'3V12 • 1 . 

c2 I 
(8). 

I Ya pOdem,os llevar a la (5) los valores obtenid,os en (6) y 
(7), para encontrar por fin 

(9) 

en donde todo ·está en función de valores del sistema S, pues 
,.' es función de r, dada por (8). 

o 



-332-

El significado de la (9) es obvio: Si ql es un centro de 
fuerzas situado en O', y tal qu.e en su sistema inercial propio 
S' define fuerzas o~mtrales de tipo (6) sobr.e el ente pasivo q2' 
entonces 'en otro sis~ema illJercial tal como el S las fuerzas no 
aparecen oomo puramen~e centra1es, sino que tienan una pequeña 
componente transversal. Esta componente transvlersnl no refleja 
un n:Ulevo f,enóm\eno; 'es solamenbe una correc.ción relativista. 

3. Aplioación ,a la Ley de Coulomb 

Si pon;emos en lugar de los 'Cntes abstractos ql' q2 un par 
de cargas eléctricas Ql' Q2' 'en d sistema S' 'en que Ql está :en 
reposo la fuerza que sufre Q2 vale 

~ .~ 

F2' -:- (+ Ql Q2/r'3) r' (10) 

de modo que, comparando con (6), es aquí f (1") =+ Ql Q2 , y la 
1"3 

(9) da de inmediato 

(11) 

que es la conocidaexpreslOn do la fwerza toLal que unia car¡g.a 
en movimiento uniforme ;~jeroe sobre otra carga en movimiento 
también uniforme. (4) 

Como todas nuestras expresiones son covariantes, la fuerza 
+ 

eléctrica F 1 que la carga Q2 -ej:croc sobre la Ql 'en el mismo 

.... 
C') Para el ~aso particular V, = 0, C. F. GAUSS halló en 1835 la ex' 

presión 

F. = +~{1+ _1 [Vl. __ 3_(!4'_)'J} 
r' o. 2 dt 

que es una aproximación notable a la del texto. No publicó- nunca este resul
tado, Ver O. F. GAUSS, WCl'kc, 5, 616; 1867. 
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instante t, se calcula, teniendo 'en cuenta la equivalencia entre 
cargas activas y pasivas, sin más que cambiar entre sí los Índioes 
1 y 2. 

La comparaclOn con (11) muestra que ambas fuerzas no 
son iguales en módulo ni tienen la misma dirección,' por lo 
que ;no es válido d principio de «ace,ión y ljea cción »; esto -es por 
otra parle habitual en relatividad siempre que se comparan 
fuerzas aplicadas en puntoo distantes, y no cond.uce a mayor-eiS 
dificultades. 

Menos conocida es la :observación de que la fuerza qU'B una 
carga ,eléctrica el6dtricaen movimiento 'ejeroe sobre otra, no 
depende solamente del movimi1ento relativo de ambas cargas: 
en efecto, hacie.ndo 'en la (11) V 2 = 0, la :fuerza dep:mde, por 
la presencia del coefic1ente ~Vl' de.la vdooidad de Ql en el 

~ 

espacio, y no soI.a!nen~e de su componente según r, corno 
debiera suceder si solo ,al movimiento r-e1alivo fuera fundamental. 

Finalmente, les claro que las ,expresiones (11) y (12) contie
nen toda la información neoesaria para calcular acciones ponde
romotrices entre conductor,es o imanes, sin más ,qU!e a(~oplar 

mo,d~los adl3cuados basados 'en la constitución leléctrica :le la 
muterla; todas las Leyes y 'expl"lesiones que la electrodinámica 
emplea como su fundamento ¡empírico, resultan así consecuencias 
especiales de «tey de Coul'orn!b generalizada» que Gauss intuyó.-

La presentación detallada de la iCloectrodinámica clásica como 
consecuencia de (11) y (12) constitu)'Ie el tema de la nota siguian
te (5). Esta apli'cación es muy valiosa para poner de ;manifiesto 
los términos ,en c-2, debido a qU!e la exis~encia de cargas positivas 
y TI{egativas en iguales cantidades en la materia neutro sUJelo 
anular los primeros sumandos de (11) y (12). 

Si ,en la ecuación (10) se cambia -el signo, -expresa la le,y 
de atracción de Newton; de este mOldo, también las (11) y (12) 

(") F. ALBINA, La eleot¡'odinámica como oonseouenoia relativista (en prensa). 



-334-

son aplicables a las aociones gravitatorias. Pero como la materia 
no 'es « gravitatoriamente neutra», los términos independientes 
de c subsisten, y 'enmascaran las correociones rl8latas. 

4. Funciones de campo 

00+-

Volvamos a la ,expresión general de F2 dada por la (9), 
00+-

en la que si V1 =0, f (r) r representa la fUJerza que sufre un ente 
puntual q2 por ,efecto de un f'enómeno qUle lo vincula al punto Qi' 

En conjunto, la fórmula ex,pvesa cuánto vale esta fuerza si 
4-

qi tiene una velocidad -uniforme- Vi :-:-/=0, y se Vie que ello 
implica corr,ecoiones que a lo sumo son de orden (VtfC)2. 

En 'estas condiciones, una conveniente ,espeoificación de f 
permHe aplicar la misma fórmiula a fuerzas de origen tan dive'rso 
como la l,ey de HoolC!e, fuerzas de Van der W,aals, de Yukawa, 
etc. Ningún papel juega aquÍ la naturaLeza física de los fenómenos 
que se describen, mientras. sean aplicables las transformaciones 
de Loroentz y la definición de fuerza; inv,crsamente, tampoco 
puede una expresión vacía como la (9) dar info¡rmación sobr,e 
propiedades físicas de la ma:beria o del ,espacio como no sean 
los muy g,el1lerales postulados relativista:s al respecto. 

Ello no obstante, es posible usar la (9) para definir dun
cionea de camlpQ» y hallar rela'cioncs entre ellas. Para hace,do, 
debembs ,empezar por distinguirentr,e el 'ente q2 puntual, y su 
p~osición geométrica en el sistema de coordenadas S; denb q2 
plasa a s'er un « cllJerpo de p'rllJeha» al que se sup'one ubicado en 
el mismo instanti'" t del entoroo que Sle desea estudiar, y decimos 

00+-

que en el instante t, la fuerza F2 qllJe sufra q2 es una función 
solamente d{:l sus coordenadas. 

En otras palabras, hemos introducido el concepto de « ca m-
po». 

Si qi -la «fuente» del campo- fuera inmóvil en el sisHem~ 
+ 

S, tendríamos un campo estático; pero si Vi :-:-/=0 tenemos (qUl3 
decir que nuestro cam1po, para un punto cua,lquiera de S en el 
que imaginamos ubicado el « cuerpo de prueba», es una función 
del tiempo. 
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4-

Dicho esto, llamemos E a la «intensidad de campo», es 
decir, a la fuerza qUle sufm q2 ClUill¡ndo está fija en un punto del 
sistema S. Resulta, de la (9) . 

(13) 

donde, según (8), hay que poner 

Poro, como es obvio, si el enlie q2 no se encuentra fijo a un 
determinado punto de S, sino que cruza por él con velocidad 
4-

112, apar,eoe una nueva «función de campo», que definiremos 

4- 1 4 o+-

1l=-V1 xE 
e 

(14) 

y que solo es útil S1 el cuerpo de prueba es móvi.l. Con ·cstas 
definiciones, 

(15) 

y nos encontrarnfós COln la expresión que LOl'!entz postuló pana 
la fuerza total que obr,a sobre una carga eléctrica. No podía 
ser de otro modo, según el párrafo 3; per.o la validez de la (15) 
es general. 

~ -+ 
Las funciones E y II tienen inberprebención muy distinta, 

-+ 
ya que si b~()n E es una «inLensidad de campo» -definida con 

-+ 
un cuerpo de prueba- Il es nada más que una cor:nección a 
dicha fuerza cuando el cuerpo de prueba se muev.e, y es ilusorio 
pensar. en definirla como intensidad de campo medida con un 
cuerpo de prueba adhoc. 

En el caso eléctric~, por ejemplo, ninguna de estas expre
siones autoriza a CDeer en la exisWncia de una «masa magnética ~ 
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-+ 
como cuerpo de prueba sensib1e aH. Desde luego que tampoco 
puede servir lfl (14) (ni ninguna otra fórmula, naturalmenbe) 
para deducir qUle no exista polo magnético libre, pero de existir 
nos encontraríamos con un ente que no resu'elve ninguna dificul
tad, sino que las intro::luce, pues según la (9) los dos sumandos 

-+ -+ -+ 
de F 2 yacen en !el plano Vi' r, y la «malSa magnética» sentiríIQ. 
sm ,embargo una fuerza a 90° de dicho plano. 

5. Relacion,es diferenciales 

-+ -+-
Tomando E y H como funciones de punto del sistama 8, 

podemos hablar, pava un punto fijo cualquiera, de 'u/ ux, 01 ay, 
+ -+ 

ul uz, ut aplicaMes a· E Y H. El último operador darú la 
variaClOll de las funciones de cam¡po debidas a que el campo 
mismo ,es función del tiempo; 'en otras paJabras, el punto campo 
sigue siendo fijo, y lo que varía e:3 la posición del punto' fucnLc 
con oel tiempo. 

En ,estas condiciones resultan de inmediato las identiuarles 

-+ 

rot E=-~ uH 
cut 

-" df 
div E=~Vi[r'-+3f] 

dr' 

-+-
div H =0 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

Cada una de estas identidades -y de las muchas restan[:es 
que pueden lescribirse y es innecesario detallar aquí- es expl'13-

-+-
sable en función de f y de 1", como indicamos a modo de ejemplo 

-+ 
en la (18). Recordemos que, par (8), 1" es función' solamente de 
magnitudes del sistema S. 
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'Comentemos ahora brevemente las identidades ,escritas: 
La (16) constitu)1le la lley que Farada·y halló para 'el caso 

particular de dectos 'el éctrioos , que es en ,"erdad aplicable a 
cualquier tipo de fuerzas oentral'es. 

La (17), que también apavecióen la electrodinámica como 
postulado, c~tiene en segundo miembro el término llamado 
«corriente de desplazamiento», cuya significación queda ll:3Í acla
rada como simple identidad; en verdad, no solamente la (17) 
carece de significado eléctrico 'especial, sino que ni siquiera lo 
tiene físico: es independiJente de e, como puede ",erificarse con 

~ 

la definición d,e H; Y se puede c1¡emootrar qwe 'es váHda piara 
una clase de fu,nciones mucho mas amplia que las f. 

~ 

La (18) permite hallar las «fuentes» de E, a partir de t. 
+ 

Puede comprobarse que en las zonas de S en que se tenga div lB = 
~ . 

co.nstante, E satisface la ecuación de propagación de ondas. 
-+ . 

La (19) finalmente, indica que H es ,una función libre de 
-+ 

fuentes (que satisfaoe l~ ecuación oH =0). 
iDe este modo, hemos encontrado, a partir de una lay 'de 

fuerzas ocntrales y transformaciones de Lorentz, las mismas 
ecuaciones que MiaxwelI postuló par:a el caso especial d·e las 
l,eyes -eléictricas. Está claro que tienen la misma validez en el 
caso de acciollJes gravitatorias, o en cualquier otro caso de fuerzas 
oontrales. . 

La escritura de 'cstas identida:des en la forma que les di,era 
M,a1xw.ell. o en l\a que les diera Lor,entz, 'es un ej'9rcicio inme
diato usando la (10) y suponiendo las cargas puntuales como 
límite de cargas extensas; no ,es necesario detall:arlo -aquí. 

Nuestro tratamiento pres'ente es válido para movimientos 
vectos y uniformes del ,ente ql (carga «activa», o «fuente») 
pues hemos pasado de su.sistema prQlpio S' .al sistema S, mediante 
transformaciones de Lorentz. El tomar en cuenta una posible 
aoeleración ·en ,el movimiJento de q'J nos llevaría a considera
ciones de naturaleza muy distinta que, para el caso eléctrico 
por lo menos, figur;an en la nota anunciada. 



UN MODELO OPTICO SEMICLASICO PARA LA 
DISPERSION DE NEUTRONES DE 
ALTA ENERGIA POR NUCLEOS (*) 

por CARLOS ALBERTO HERAS (**) 

(Comisi6n Nacional de Energía At6mica, Buenos Aires) 

ABSTRAOT. - An exact expl'ession for the elastie seattering cross·seetion· 
is derived under the assumptions of the "blaek" nucleus model and the va· 
lidity of the Fraunhofer diffraetion formulae which approximate that ex
pressi6n is discussed. A semielassical eorrection is introdueed to take into ne
count the partial transparency of the nucleus and it is seen that allows a. 
better agreement with experimental data on the scattaring of 84-MeV neu
trona by Al, Ou. and Pb. It also allows tha dater~nation of the opticaI pa
rameters of the nueleus whieh eoincide with those determined with the (quan
tum) nuclear óptical model. 

INTRODUCCION 

El éxito reciente del modelo óptico nuclear (1) mueslra 
que se pueden usar conseptos ópticos clásicos para describir la 
dispersión de partículas por núcleos. La idea fundamental de 
los modelos ópticos 'es considerar que oel proyectil, una V'ez en 
el núcleo, atraviesa un medio con índioe de refracción complejo 
(medio absorbente y refrigente). La aplicación de esta idea a 
la solución cuántica del .probl,ema de dispersión requiere la 
integración numérica de las ecuacioIlJes con computadoras elec
trónicas. Además para poder reproducir los datos experimentales 
dentro de un rango r·elativamenl-e grande de energía de bombardeo 
y de masa del blanco, es neoesario introducir parámetros cuyo 

(lO) Recibido el 25 de mayo de 1961. 
C'*) Este trabajo fue realizado en parte durante la estadía del autor 

('n el Centro Brasileiro de Pesquisas Físicas (Río de Janeiro) eon una beca 
del Consejo Nacional de Investigaciones Científicas y Técnicas. 
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número trae aparejado un cierto oscur.ecimiento· de la visión 
física del probLema. Por esta razón se han usado descripciones 
clásicas y semiclásicas (2) que permiten obtener resu!.tados cuali
tativos (y a v,eces cuantitativos) con un mínimo de trabajo 
computacional y pueden servir para decidir cómo variar los 
parámetros del modelo óptico nuclear para mejorar '6l acuerdo 
con la experiencia. 

En la pr,esente nota discutiremos los límites de validez de 
las fórm'Ulas de difr:acción tipo FralUnhofer y deil'ivarlemos una 
corrección al modelo de difracción por un núcleo «negro)} para 
tener en cuenta semiclásicamente la transparencia parcial del 
núcleo. 

1. LA DISPERSION POR DIFRACCION 

Para fijar ideas supondremos dispersión de neutrones con 
energía E = (ñ2/2 m) 1~2 Y no tendI1emos()n cuenta el 'espino Los 
resultados que se obtengan serán válidoS para protones en lós 
casos en que la barrera de GOIUlomb del núcleo tiene ,efectos, 
despl'Ieciables. La amplitud de probalidad para dispersión está, 
dada .exactamente por 

i (Xl 

1(9)= -k z: (l-11l) (2l+1)Pl(cos8) 
2 l-O 

(1.1) 

donde 11z, la amplitud r,elativa U3 la l-sima onda parcial s::Ilientcr,. 
está relacionada con el respectivo corrimiento de fas.e ~l por 

(1. 2) 

Es sabido que .en la suma de la eco (1. 1) sólo tienen contri
bución importante los términos con l < l~ .a, donde a es el radio 
del núcleo; por otra parte los corrimientos de fase son en g,eneral 
complejos con una parte imaginaria positiva que es muy grande 
para energías de bombardeo altas (mayor,es de 60 Me V, dig.amos). 
Para estas 'energías podemos, desde un punto de vista clásico, 
considerar que todas las ondas parciales con l < L '" le a son 
absorbidas completamente y aquéllas con l> L pasan sin ser 
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afectadas. Esta ,es la hipótisis fundamental del modelo del núcleo 
« n0grq.», es decir, perf,ectamente absorbente; se expres~ maV,emá
ticamente por 

{

O para l-::::. L 
"l¡= 

1 para l>L 
(1. 3) 

Con 'esta 'expresión la suma en la 'eco (1. 1) se hace finita 
y puede realizarse mediante la fórmula de Christoffel~Darbollx 
los polinomios de Legcndre (3); el resultado ;es 

i . L+1 
Id (e) = 2k 1- cose [PL (cose) -PL+t (cose)1 (1. 4) 

Greider y Glassgold (4) han elado una expreslOn 'exacto 
oquivalente a ésta. Sin embargo, a pesar ele su sim:plicidad, no 
ha sido usada en la representación de datos 'experimentales. En 
cambio, se usan fórmulas aproximadas cuya validez no se estaMece 
en forma precisa. Como ejemplo del tipo de aproximaciones ':que 
se hacen, dcrivar:emos a conLinuación la fórmula de di~persi6n 
por difracción de Fraunhofer dada por Placzek y Bethe (5). 

Para altas energías de bombardeo (L» 1) puede usarse 
para los polinomios de Legendre la forma asintótica debida a 
Hilb (3) 

1 
PL(cose)= (9/sen 8)1f2 Jo [(L+- )8] +0 (L-3/2) (1.5) 

2 

donde Jo 'es la función de Besscl de orden oero. Esta ,expresión 
es v¡'i.lida. uniformen te para O < e :::s 1t - e (e> O). Poniendo 

1 
z = (L + "2 ) e podemos ,entonces 'escribir 

P" - PLB. =- (8/sen9)1/2 [Jo (z+8) - Jo (z)]= 

8 8 2 

= (8/sene)1/2 8 [JtCz) + "2 Jt' (z) + 3! Jt (z) + ... j (1. 6) 
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En esta serie hay que considerar hasta -el término que dé 
Un error del mismo orden (o ma)'ior) que 'el qUie tiene la expresión 
(1. 5). Puede verse, lexpresando las derivadas de Ji en función 
de Ji Y Jo' que Jos términos a partir del último mostrado no 
tienen sentido. Por otra parte si e no les . suficientemente pequeño 
Ja serie puede convergir lentamente r.estUlldq. toda utilidad a la 
aproximación. No vaLe la pena discutir el punto de la convergen
cia puesto que se trata de una aproximación a un resultado de 
un modelo que es a su vez aproximado. 

Para ,energías muy altas se pueden despIleciar términos de 
orden 1/ L; además con .181 aumento de la energía, los neutrones 
dispersados ,elásticamente se conoentran cada vez más len ángulos 
pequeñosalreded.or de la dirección de incidencia ('el cono de 
sombra de la óptica ondulatoria tiende al cilindro de sombr.a 
de la óptica geométrica). Tenl'endo en cuenta esto y poniendo 
L~'lc (1, se obtiene la fórmula de Placzd:-Bethe para la sección 
eficaz 

(1..7) 

z=lca8 (1. 8) 

que es idéntica a la difracción de Fraunhofer por un disco opaco. 
Se ve qu~ z es la transf'erencia do impulso 21~ sen 8/2 (1811 
unidades de Ii) multiplicada por el radio del núcleo y lomada 
para ángulos pequeños. 

P.or las aproximacionas hechas .,en su deducción, se ve que 
la expresión (1..1'7) es válida sólo para lenergías muy altas y 
para ángulos menores que el corroespondiente al primer cero ele 
la función de Bessel. 

S·e usa frecuentemente en la literatura una expl1esión similai' 
a la (1. 7) que puede se·r deducida del desarrollo de Macdonal 
ele los polinomios de Legendr'e 'en funciones de Bessel (6). En 
esla ,expresión se toma l8l valor 'exacto 21~ sen e/2 de la trunsf.e
l'cncia de impulso y se reemplaza 'el radio del núcleo por 
a + A (A = l/le). Estas correcciones son ,un lujo innecesario pues 
el rango angular de validez de la expresión ·es el mismo que' 
que antes y en ese rango coincide con (1. 7). Sin em'bargo, 
como '8ll d factor que multiplica a la función de Dessel el radio 
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aparece elevado a la cuarta potencia es conveniente corregido; 
de ,esta manera la expr,esión aproximada y la exacta tiene~l el 
mismo valor en e::::{o. 

Para finalizar esta sección daremos una estimación c1d 
erl'Qr co.n qrue SiC detennina el radio nuclear a partir de la posición 
angular del del primer mínimo de difracción. 

Supongamos que -el primer mínimo de difracción 'es obser
vado en d ángulo eo; éste debe corresponder al primer oero 
Z'o = 3, 83 de la función ,de Bess'el len la fórmula do difracción 
do Fraunhofer. P.odemos usaren lel argumento de la función de 
Bessel zl'--':' Lj e o z2 = 2 (L2 + 1) sen 9/2 determinar L¡ (i = 1, 2) 
por la condición Z¡ ¡:= Zo y tomar 

como medida ,de la imprecisión 'en la determinadón del radio 
nuclear. Co.mo ,el paréntesis del s'egundo miembro puede consi
derarse nulo (es menor que 0,05 para e < 600 ), se tiene 

Aa eo - "-'--
a 3,83 

que ,en los casos de interés da un 'error porcentual < 10 %. 

2. CORRECCION SEMICLASICA POR REFLEXION y REFRACCION 

La expr,esión exacta (1. 4) del moctelo de difracción por un 
núcleo negro tampoco es ,válida para ángulos relativam.ente 
grandes pues siendo una función de Dirichlet ('*) tiene para esos 
ángulos oscilaciones fuertes que los datos ,experimentales no 
muestran. Por otra ,parte, aún a pequeños ángulos' hay otros 
procesos que contribuyen a la dispersión además' de la difncción 
pues ¡el núcleo no les negro sino traslúcido. La razón del fracaso 
del modelo del núcleo negro a partir de las oercanÍas del primer 

L 
(*) O función incompleta en el sentido que lim 2J (21 + 1) PI (cos 9) = 

L~"" 1-U 
4d(Cosa- 1) 
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mllllmo de difracción se debe a que 'en realidad las 1'11 (desde 
el punto de vista clásico) suben gradualmente de un vaLor 
pequeño para l t===l O a uno par'] l '" le a porque cerca del borde 
dd núcleo las partículas incidentes r,ecorren caminos cada vez 
mús cortos a traves del medio absorbenbeJ*'*), Es sabido que 
en 1 a óptica ,electromagnética lesta variación gradual de la 1bsor
ción de la onda incidente trae apareja.da la. desaparición de los 
máximos de difracción excepto el principal (*). 

Vamos a tomar ahora ,en cuenta la transparencia parcial 
(y variable) del núcLeo para las partículas incidenbes. Suponemos 
como antes que 1'11= 1 para l> L", le a. La amplitud para disper
sión elástica ,es 

L 

I (8) = Id (e) - (i ¡2le) ~ 1'11 (2 l + 1 ) PI ( cos e) 
1-0 

(2.1) 

donde lel (dada por laec. (1. 4) da cuenta de la difracción 
y el segundo término da cuenta de los procesos debidos a la 
absorción incompleta dentro del núcleo: reflexión y refracción. 
Representando la interacción neutrón-núcleo con un potenClial 
complejo podemos aproximar el segundo término con la suma 
de amplitudes semiclásicas para refl,exión y refracción 

(2.2) 

donde dnes la sección eficaz clásioa para l'eflexión por una 
e~:lJcra rí¡gida; dT:es la sección eficaz clásica para refracción en 
un pozo de potencial; R Y T son codidentes de reflexión y 
trasmisión para .el pozo, y Aes un factor que mide la absorción 
a lo largo de la trayectoria clúsica de la partícula dentro dél 
pozo. 

Las secciones eficaces clásicas se definen por (7) 

d (8) = s (6) I d s (8) 1(2.3) 
, senE> de 

(**) El mismo efecto tiene una superficie difusa; podemos considerar es
te ea so incluido en nuestras consideraciones hablando de un camino efectivo 
dentro del medio absorbente. 

(*) Un ejemplo simple cs la difracci6n de la luz por una gota de tinta en 
un viddo de l'eloj. 
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djonde s es 'el parámatro de choque IY e el ángulo clásico de 
deHección. Usando lm pozo cuadrado de potencial 

{ 

-;(V +i W) 
V(r)= 

O 

r>a 

l'-;?a 

so obtiene para las seCCIOnes eficaoes 

4 x 

donde 

y 

es el índice ele refracción. 

(n- x) (n'x -1) 
(1+n2-2nx)2 

x=cos9/2 

(2.4) 

(2.5) 

, (2.6) 

(2.7) 

En 'el cálculo ele 0T no hemos considerado efectos de la 
parte imaginaria del potencial que son muy pequeños ,excepto 
en el ¡entorno del ,ángulo correspondiente a incidencia rasante. 

Los coeficientes R, T, y, A han sido calculados ,len la forma 
usual por las condiciones de contorno que satisface una onda 
plana incidente sobI'e un potencial en dos dimensiones de la 
forma (2~ 4) (<<zanja» de potencial). Esta aproximación es equi
valente a re'emplazar 'la superficie esférica del núcleo por su 
plano tangCtnte y es válida para altas ener,gías (mayol'es «le 
'" 40 Me V) y no muy cerca de la incidencia rasante. Las fases 
de los coeficientes de rnf!,exión y do trasmisión se ajustan luego 
'para dar la difoI'encia de camino de los rayos len la lesf,era que 

• representa al núdeo. Despr,eciando fvente a la unidad pequeños 
efectos de la parbe imaginaria del potencial, se tiene 
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4n ' 
T(e)= ---- (nx-1) (n_x)e-2ika (1+m-2n xM (2.9) 

,(n2 -1)2 

W n-x 
A='exp-ka- (2 10) 

nE (1+n2-2nx)1/2 . 

donde n y x !están dados por las ces. (2.6 Y 7). 
La sección eficaz para dispersión 'elástica 'as ,entonces 

~ 
<in 

...... 
o 
<:l: 
a:: 
w 
1-
Ul 

"-Z 
a:: 
<:l: 
en -

10.0 

8.0 

6.0 

4.0 

2.0 

1.0 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0.1 

0.08 

0.06 

'0.04 

0.02 

- ...... 
..... ' ..... , 

",i , , , 
\ 

\ 

\1 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

(2.11) 

ALUMINIO 

.-- DIFRACCIÓN core l:tI 

- DifRACCIÓN + REflEXIÓN 
+ REFRACCIDN 

\ 
\ 
\ , , , , 

\ 
I 

a.= 1,30 1m 

V = 16,8 MeV 
W = 16,OMeV 

I 
/ 

I 
I 
I 
I 
I , 
I 
I , 

/ 

.... 
,/' 

0.01 ,=::-~-.,-_-.--:--_"'-r __ -.----LJL.L __ ...-__ 
0° _ .. ' 10° 

Fig. 1 
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El cómputo ha sido hecho para ajustar los datos experimen
tales de Bratenahl 'et al. (8) sobre dispersión elástica d~ neutrones 
de 84 1\1.e V por Al, Cu y Pb. Expl1esando 'el radio nucle:rr en la 
forma a = ao A 1/3 se tiene tres parámetros para ajustar: ao' 
V y W. Para determinar el rango de variación do ao se calculó 

do-
el.n 

20 COBfi>f 
....... 

f o - - - DIFRACCIÓH CON l = " « -... i a:: .... , - DIFRACCiÓN + REfLE:XIÓ/l 
lJJ 10 " + REFRACCiÓN 1- " (/) s.o , 
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<r \ W= 16,0 HItV 
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Fig. 2 

primeramente la s'ección dicaz ele difracción Id; poniendo L......: /;.a 
los datos exper.imenta1os quedaron incluidos ,onti:e las curvas 
teóricas para ClO = 1, 301m, (''''') y ao = 1, 46 1m con variaciones de 
núcleo a núcleo menOl1OS que 3 %. Para los mayores valores 

(*) De acuerdo con la recomendaci6n de la Uni6n Internacional de Fi
sica pura y ap,licada, Ottawa, 1960 (Nuclear Physics 23 (1961) 697) 

1 1m = 1 femt6metl'o = 10-13 cm. 
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de ao no fue posible encontrar un juego de valores de V y lV 
único para los tres núcl.eos y además lera necesario usar valores 
de lV muy pequeños 'en contradicción con las propiedades empí
ricas oQnocidas de la maberia nuClear. P.ara los menOl'es valores de 
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PLOMO 

- - - OlrflACCIÓr-¡ CON L=1S 

-. DIFRACCiÓN t REFLEXiÓN 
+ flErr?ACCION 

a •• 1,32 fm 

,,= 16,8 H~V 

W;: 16,0 M cV 

e 

ao, V = 16, 8 M.e V y lV = 16 Me V rep11esentan razonablemente 
los datos .experimentales de los tres núcLeos considerados. Estos 
valores son prácticamente los mismos que los determinados con 
el modelo óptico nuclear (*). Los resultados se muestran en las 

(*) Ver por ejemplo el artículo dc Bjorklund en la segunda cita <1e re
ferencia (1). 
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figuras 1, 2 Y 3 junto con los datos experimenta1es y las curvas 
correspondientes a difracción. Debe notarse que las curvas teóri
cas no han sido normalizadas. 

Se ve que la corvección 'semiclásica no les capaz de «lavar» 
las oscilaciones fuertes de la difracción. Para .pequeños ángulos 
la corrección per/mite no sólo un mejor ajuste de 10.3 datos 
experimentales sino también la determinaciión de los parámetros 
ópticos del núcl~o. No se ha int'entado un acuerdo mejor entr'e 
teoría y expedencia considerado que el modelo np 'es lo suficien
temente refinado como para justificar el trabajo. 

BlBLlOGRAFlA 

[1] H. FESHBAOH, Ann. llevo N1wlem' Boi. 8 (1958) 49. 
--Proo. Int. 0011,/. 011, th~ Nuolem' Optioal Mode!, The Florida State Univ., 

TallahasBee, 1959. 
--Proa. Int. 0011,/. 011, 'Nuoleal' Stl'1tOt1tl'O, Kingston, Univ. of Toronto Pross, 

1960. 
[2] L. F. SCHIFF, Phy. llevo 103 (1956) 443. 
- - R. M. EISBERG, r. E. MOCARTHY y R. A. SPURRIER, N1toleal' Physios 10 

(1959) 583. 
--l. E. MOCARTHY, Nuolear Physios 11 (1959) 574. 
-~K. W. FORD y J. A. WHEELER, Annals 01 Physios 7 (1959) 259. 
[3] A. ERDELYI et al.) Highel' Trasoendental Funetions, McGraw·Hill, Nue· 

1(oork, 1953, cap. 10. 
[4] K. R. GREIDER Y A. E. GLASSGOLD, Annals o{ Physi'f4s 10 (1960) 100. 
[5] G. PLAOZEK y H. A. BETHE, Phys. llev. 57 (1940) 1075. 
[6] G. N. WATSON, A Treatise 011, the Theory o{ Besse! Funotiolls, Cam· 

bridge, 1944, p. 158. 
[7] H. GoLDSTEIN, Olassioal Meohanios, Addison WeBley, 1950, cap. 3. 
[8] A. BRATENAHL~ S. FERNBACH, R. H. HILDEBRAND, C. E. LEITH Y B. J. 

MOYER, Phys, llevo 'l7 (1950) 597. 



RELACIONES ENTRE. DERIVADAS GENERALIZADAS 

por V. PEREYRA (') 

SUllllAR.Y: 

We define Ricmalm derivativcs in Casaro meana of a measurable funetion 
and we prove that the existence of finitc Riemann-Casaro derivative in a mea· 
aUl'able set E implies the existence of ordinary Riemann derivative, almost 
everywhere in E. 

An interesting consequenee is a generalization of a Khintchine theorem 
which says that the existen,ce of Schwartz derivative of the indefinite integral 
of a function 1 (ro) impliea the existence of Borel aimmetric derivative of I(ro). 

Marcinkiewicz y Zyglnund han probado ~l siguiente teore-
ma [1]: I l . 

Sea f (x) una función de una variable !'leal, definida y 
m~dibleen un intervalo (a, b), E u,n conjunto de me:dida 
positiva contenido en (a, b) Y le un número natural. 

Si para cada punto x pert-eneciJente a E: 

(s) 11 le ¡" (x) 'hk =0 (1) (h ~ O) 

entonoesexisbe p p -en E la derivada de P:eano de orden le dta 
la fupci6n f (x). 

Será útil .:necordar algu,Il§ls definiciones [2]. 
La dif.e:nencia simétrica de orden le de la función f (x) es: 

(') Este tema fue sugerido por el Prof. A. Zygmund en su estadia en 
Bs" As. como· experto de la Unesco en el Centro Regional de Matemática para." 
América Latina. 
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Defi!lición 1: 

Cuando existe el límüe: 

(s) /1,/e f (x) . 
h" = R" 1 (x) se le llama derivada ,de R~emann 

d.e orden k de la fU,nción 1 (x). Para le = 1 coincide con la 
d.erivada simétrica y para le = 2 con la de Schwartz. 

Delinición 2: 

Si 'existe el límit,¡j: 

lím 
h--+O 

le! [ hk I(x+h)-f(x)-/¡(x)h-, .. -

h ('e-1) ] 
- IUe-dx) (/c _ i)T = 1(,,) (x) 

se le llama derivad:a de P'eano de ovden l~ de la función f (x). 
Las funciones /(i) (x) (i = 1, 2, ... '" le - 1) son ,~rbitrar.ias, a 

priori, pero quedan unívocamente definidas por I(¡e) (x). 

Definición 1': 

Sea 1 (x) una función medible. Si existe el límite: 

h 

lím r f (s)/), 'e 1 (x) 
- (h - u),.-1 tL du = R('e) ce,.) 1 (x) 

h --+ O hr u', (r natural) 
U 

se le llama derivada de ,Riemann de orden le en media Cesaro-r, 
o abr.eviadamente: RÍ!eman'n-Cesaro-r de orden' le. 

Se trata aquÍ de probar el sigruente: 

Sea f (x) una función medible y le, r dos números natu-

(,q)/),Jel(x) 
raks. Supongamos que --=-u'"-,,-'-'- es integrable len un entorno 

de u=O. 
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En casi todo punto 'en que exist'e derivada de Riemann
Césaro-r de orden le y es finita, existe derivada ordinaria de 
Riemann de orden k de t (x) y ambas coinciden; es decir: 

R(Te) CM t (x) = R(Te) t (x) (pp) 

Lema 1: 

k , 

Si Ap=Z('ej) (_l)'e-j (le-2j)P k natural, 'P natural 
j-O ' 

entonces: 

Ap=O para p<lc 

Demostración: 

le 

x-le (1 - x2)" = Z (l) (-1 )'e-j Xle-2j 
j-O 

Derivando p veces y multiplicando cada vez por x: 

Te 

(x D)P [x-le (1- x2)le] = Z (le) (le - 2 j)P (-1 )le-j x'e-2j 
j-O 

y de aquí se obtiene <el roesultado con x = 1. 

Lema 2: 

Sea f (u) una función medible y le, r dos números naturales. 

Si g (u) = f ~~) ,es integrable len un 'entorno de U=O valen las 

identidades: 

1< 

(1) I(h-u)r-lg(u)du,=(r-l) 1 [F(~2t)+ 
o 
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/¿ 

(2) /(h-u)r-1 f(u)dU=(1'-1) 1 l G(r)(h)hL!-
u 

/¿ 

+ ~ (_l)i (i") (¡l') ij'(h - u)i-1 CM (u) ulc-i dll 1 
,-1 

U 

1. 

donde Fe/') (h) = 1 r (h - u)r-l f (u) du y CM similar
(1'-1)1. 

o 
mente, 

Demostración: 

Basta integrar repetidas veces por parbes usando la identidad 

/¿ 

I(h - U)t'-l f (u) clll = 

o 
/¿ "'1 

~ (1'-1) 1/( ... ~rf(u)du)dxl) ... dx'·_l) 
o o 

Lema 3: 
/¿ 

(3) Hm !... / (h _ u)r-d (u) 
h ~ O hr . ul, du 

o 

(4) 
, ('C+1') /¿ . 

hm l' l' / 
h ~ O hMr (h - u)r-l f (u) du 

o 

Con las mismas hipótesis "del Lema 2, la exi.stencia do uno 
Qualqu1era de estos lím:ibes implica la ,exisbenc,ia del oLro y 
ambos son iguales. 

Demostmción: 

Es suficiente considerar d caso "en que ,el límite es cero. 
Supongamosentonoes que el límite (4) es oero. Usando la 
fórmula (1) del Lema 2 y la hipótesis, se tiene que: 
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La recíproca .resulta de la fórmuLa (2). 

Con 'estos ¡eLementos se puede pasar a la demOlstración del 
Teoriema 1. Por hipótesis 'existe: 

R(T,) CM f (x) = 

y por .el Lema 3: 

lím l' (lct'r) 1! ,. .., 
RO,) C(r) f: (x) = --f (h _. U)I'-l (3)/1 k f (x) du 

'h -+ ° h"+r II 

b 

Llamando b (h) a la ,expresión bajo el signo' de lím y ,operando: 

r ! .(,ctr) k , le k 
'ó (h) = -h

lc
-:¡;-1:; (/,) ( __ l)lc-i [( i -?) -r F(r) (x + (i.- -2) .h) -

i-O '-' 

r le hl'-i ) 
- 1:; (i_-)-iF(j)(x)--: 

j-1 2 r- J! 

De aquí en adela,nte se supone que le es impar (2). 
A partir de la expresión de b (h) construiremos por cambios 

en la v:ariabI.e h, (le + r + 1) fórmulas iguales en 'el límite. 

Reemplazando entonoes h por - ~ [ s _.le ~ l' 1 h para s=. 

0,1 ... le + r, se tiene: 

(k+ ) , le 
bs (h) = r . 1:; (/,) (-.l)k-i (A -'B) 

le l[~ (le + l' - 2 s) }ctr i-O 

(') El caso par tiene un tratamiento similar. 
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donde: 

,~= ( i - ~. ) -r F(I') [ x + (s _ le ~ r) ( 1 - ~ei) h ] 

[
1 ] . , . 

" - le + l' - 2 s h r-J 
B=Z; (i-~)-j le( ) F(j)(x) 

}-1 2 (r- j) ! 

!Lo que se desea cons.eguir es una cierta combinación lineal 
de los &$(h) que converja a un múltiplo de R(M1') FCr> (x) . 

.'Esta combinación lineal es: 

(5) 
. . k+r(_l)s le I [~ (le + l' - 2 s) ] 'e+s (le/2)r 
N (h) = Z; . 'Os (h) 

j-O s ! (le + l' - s) ! 

Invirtiendo el orden da las sumas: 

( )' ( le) -1 le -- l' le k+r 
N (h) = 2 Z; (le) (_l)'e-i Z; 

h'e+1' i-O 8~O 

le+r) (. le) \ s (-l)1c+1'-s (A - t -"2 l' B) 

pero por el Lema 1: 

le+r .1c+r ,le '1' F(j)(x) [(i-~) h]1'-j 
Z I ) (-l)'ctr-s (t - _) r B=Z;. 2 
a-O \ S 2 j-1 (1' - j) ! kl'-j 

1c+r (1e + l' 
Z; ) (_l)'e+1'-s (le + l' - 2 s)r-j =0 

8-0 S 

para cada O <i< le. 

Por lo tanto: 

le 2 i k+r le + l' 
N(h)=(-l)lcZ;Ue)(_l)'e-i(1--)"Z; ( ) 

i-O le 8-0 s 

pel') [x + (s _ k:-r) (1 _ 2 i) h] 
(-1 ) "+/'-s a le 

[ (l_~i) h J¡e+1' 
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Como se V'e, lit segunda suma tiene como límüe para h timdiendo 
a cero y cualquiera sea O < i < le: R(lctr ) Fer) en el punto x. De 
otra manera: 

N (h) ~ (_l)h ~ (¡h) (_l)k-i (1-2 i)k (RUctr) F(r) (~) ) 
11-+0 i-O le 

Pero por (5) también: 

le I (_l)lctr 7c+r (le +r) 
N (h)-'r (1 + ,) '21'1h Z; (k+r-2s)h+r . . 

11-+0 el. e 8-0 s 

(-l)1>+r-s (RU¡) C(r) f (x) ) 

,El Lema 1 afirma que los coeficientes de 'estas 'expresion~ 
son iguales, de don:de se deduoe que existe derivada ordinaria. 
de Riiemann de orden (k + r) de la r-ésima inllegr¡al indefinida 
de f (x). 

,Esto implica por el teorema de MarcinHewicz y Zygmuncl 
que existe la derivada de Peano correspondiente, pero por eP 
teOT>ema ele derivación de Lebesgue F(r) (x) es r veoes derivahLe 
y se tiene: 

DI' (F(I') (x)) =1 (x) (p p 'en E) 

por lo tanto: 

y como la ,existencia de derivada ele Peano implica la 'existencia 
de derivada de Riemann, ,esto completa la demostración, ael 
T,eorema 1. 

Teonema 2: 

Sea 1 (x) una función int~rable ,en (,a, b). Siexisfe la 
derivada de Riemann de orden (le +:r) de F(r) (x) en un conjunto
E de medida positiva, 'entonces p p 'en E exis~e la deriv.ada de 
Riemann-Cesaro-r de orden le de 1 (x). 
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Demostración: 

Está contenida esencialmente en la del T;eorema preCieden~e. 
Este TleOIlema g¡eneraliza uno de Khintchine [3] que dice lo 

mismo para ,el caso le = 1, l' = 1. 
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. FAOULTAD DE CIENOIAS EXAOTAS, FíSICAS y NATURALES 
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES 
DEPARTAMENTO DE MATEMÁTICA 

CRONICA 

ASAMBLEA DE LOS SOCIOS DE LA UNION MATEMATICA 
ARGENTINA 

El día 22 de 'setiembre de 1961, siendo las 15 horas y 30 minutos, se 
leunieron en el Aula nQ 5 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la 
Univorsidad de Buenos Aires, Perú 222, los siguientes socios de la Uni6n Ma
temática Argentina, constituidos en Asamblea General ordinaria: R, Carran
za, A. González ·Domínguez, M, Cotlar, J, .Babini, R, Luccioni, C. BaHester, 
E. Quastler, H. Porta, N. Riviero, H. Fattorini, N. Karanowich, L. A. Santaló, 
E. Machado, C. Ratto de Sadosky, C. Sadosky, C. Loiseau, P. Baldaccini, D. M. 
Dragone, G. Klimovsky, E. Oklauder, M. Gutiérrez Burzaco, O. Villamayor, 
G. Oliver, A. Korn, E. Zarantonello, A. Monteiro, B. Margolis, N. Fava, F. 
Toranzos (h.), L. Iglesias, O. Capri, W. Keller. 

Abierta la sesión el Presidente Ing. J. Babini presentó un panorama 
de las actividades más sobresalientes de la sociedad durante el último período, 
a sabor: . 

a) Revista. La Revista de la Unión Matemática Argeutina, y de la Aso
Haci6~ Física Argentina, ha podido ir saliendo gracias a la ayuda del Conscj.:l 
Nacional de Investigaciones y de la Facultad, pues el elevado precio de im
presiqn llÓ, p.uede solven,tarse con las Bolas entradas de los socios. El volumen 
actualmente en prensa corresl?onde a las reuniones matemáticas realizadas 01 
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año anterior con motivo del Sesquicentenario de la revolución de Mayo y. se 
financia por la subvención acordada a la Unión Matemática Argentina por la. 
Comisión de Homenaje a dicho Sesquicentenario. 

b) Se ha establecido un acuerdo de reciprocidad con la American Mathe
matical Society, en el sentido de que los socios de cualquiera de estas institu
ciones podrán serlo al mismo tiempo de la otra abonando la mitad de la cuota 
establecida para los socios. 

c) Se colaboró en la edición del World Directory de matemáticos y la 
U.M.A. se ofrece para adquirir varios ejemplares de la nueva edici6n, al pre
cio de 1,50 U$A, a los socios a quienes interese, 

d) Se ha estado preparando la Conferencia de Bogotá (Diciembre d'3 
1961) que tratarán los problemas de la enseñanza de la Matemática. En elh 
intervendrán de la Argentina el Ing. J. Babini, miembro del Comité organi
zador, el Dr. A. González Domínguez y el Ing. A. Yaleiras. 

lnfo1'?ne de la Tcs01·era. La Sra. C. Ballester de Pereyra da cuenta del ba
lance de la Sociedad según el cual, durante el período 1959-1961, ingresaroll 
$ 156.339,06 por concepto de subsidios varios y $ 71.984,34 por cuotas de socios y 
~\lscripciones, mientras que en el mismo período se invirtieron $ 152.181,- En l:L 

impresión de la Revista y $ 55.980,55 en gastos varios. Si se considera que ül 

ejercicio se inici6 con un saldo anterior favorable de :ji 47.063,61, el saldo tam
bién favorable que pasa al ejercicio próximo es de :ji 67.225,46; suma que se con
sidera insuficiente para atender la impresión de la Revista en lo que va del 
año en curso. 

'l'eniendo en cuenta el elevado aumento de precio para la impresión de la 
Revista y para el franqueo en la distribuci6n de la misma, se propone actua
lizar el monto de la cuota de los socios. Después ·de un cambio de impresiones 
se decide fijar la cuota para los Socios ordinarios en 300 :ji m.n. anuales; 
para los estudiantes 150 $ m.n .. y para la suscripción de la revista el precio 
de 7,50 d6lares por volumen. 

Tanto el informe del Sr. Presidente eomo de la Tesorera son recibidos 
con' aplausos y aprobados por la Asamblea. 

Miembros honorarios. El Dr. A. Gonzl'ilez Domínguez propone que en vist¡t 
de sus méritos intrínsecos como matemáticos de primera fila y consideranrlo 
BU actuación en la Argentina donde actualmente se encuentran desarrollando 
una utilísima labor, sean nombrados miembros honorarios de la U.M.A.· 109 
profesores J. Dieudonné del Instituto de Altos Estudios de París y A. Ostrows
Id, de la Universidad de Basilea. Así se aprueba por unanimidad. 

Elección de mttor-iclade8. Debiendo tener lugar la elecci6n de autoridades 
por haber terminado el período de 2 años por que fueron elegidas, se pone la 
cuesti6n a consideración ele la Asamblea. El Dr. Santaló, propone quo en visb 
del éxito con que se ha desempeñado la Junta Directiva auterior, gracias a ]u 

cual la U.M.A. 1m podido ir superando todas las dificultades de su funciona
miento y subsistencia y la dedicaci6n con que sus componentes han actuado, 
se elija la misma Junta por un nuevo período de dos años. Así se aprueba por 
aclamaci6n. Queda por consiguiente n~mbrada la misma Junta Y los mism09 
sccretarips locales que actualmente se desempeñaban, COIl la excepci6n del Se-



-358-

cretario local de La Plata, vacante por 'fallecimiento del Dr. A. Sagastume 
Berra, y que se decide autol'izar a la Junta directiva para nombrar reempla
zante, y del Secretario Local de San Carlos de Bariloche que se deja vacante 
por ausencia del Dr. Balanzat que lo desempeñaba. 

SESION DE COMUNICACIONES CIENTIFICAS DE LA 
UNION MATEMATICA ARGENTINA 

En Buenos Aires, durante los días 21 a 23 de setiembre, se realizó la 
Reuni6n anual ·de comunicaciones científicas de la UMA, asistiendo a la mis· 
mil. numerosos socios y los siguientes representantes designados especialmente: 
Universidad de la República (Montevideo): L. Laguardia y J. J. Schaffer. 
Universidad N. de C6rdoba: E. Gutiérrez de Rodríguez Pardina, D. M. Dra· 

gone, P. L. Cecchi, M. Spevnk, P. Baldaccini, N. White, S. Mauer y A. 
A. M. Machado. 

Universidad N. La Plata: M. L. Bruschi, J. E. Bosch y M. Zisman. 
Universidad N. del Litoral: E. Gaspar, V. Rein, S. R. Bruno, E. Rofman, E. 

P. Oattaneo, P. J. Aranda y A. J. Bastanzo. 
Universidad N. de Cuyo: W. L. Damkiihler, E. Zarantonello, O. Loiseau :r 

E. Marchi. 
Universidad N. del Sur: D. Brignole de Martin, L. Iturrioz, M. L. Gastamin

za, S. Gastaminza, J. M. Arango, O. Villamayor y A. A. Suárez. 
Universidad N. del Noreste: A. R. Méndez, R. H. Martínez, M. R. Marangunic 

y H. Acevedo. 
Al iniciarse las sesiones, los concurrentes dedicaron un minuto de silen

cio en homenaje a la memoria del eminente matemático y miembro honorari·) 
de la UMA, Dr. Beppo Levi, fallecido en Rosario el 28 de agosto último. 

A continuaci6n se desarrollaron las sesiones de comunicaciones de acuerdo 
con el siguiente programa: 

Jueves 21 a las 18 

Facultad de Ciencias, Perú 222. 

Comunicaciones científicas: 

1. R. E. LUOOIONI (Instituto de Matemática, Tucumán). Geometría integral 
en espa/dios proyectivos PII. 

Se considera la existencia o no de medida invariante bajo el grupo pro
yectivo para ciertos conjuntos de "elementos geométricos" (en particu
lar subespacios lineales y cuádricas) de P •. 

2. F. ALFONSO (Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias, Buenos 
Aires). Sobre el movimiento del triedro de Frenet de una curva. 

Mediante la representaci6n por cuaterniones de los movimientos alrededor 
de un punto, a cada movimiento corresponde una curva del espacio elípti
co S •. En la presente comunicación se estudia el caso en que el movimiento 
es el inuucido por el 'triedro de Frenet de t na curva del espacio ordinario, 
dándose una caracterizaci6n de las correspourlicntes curvas de Ss' 
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3. L. A. SAN TALÓ (Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias, BUIl
nos Aires). Sobre el 'lJOIU1llen de poliedros en espaoios de mtrvatura oons
tanteo 

Se calcula, 11 partir de la fórmull1 de Gl1uss-Bonnet genernlizadl1, el vo
lumen de un poliedro de un espacio de curvl1turl1 constante de dimensión 
par, en función de los ángulos entre las caras del mismo. Resultl1 así, 
en pl1rticulnr, unl1 f6rmula do Knothe (Michigan Ml1th. J., 1960, 251-255 i. 

~. E. F. UBERTONE (Buenos Aires). Interpretaci6n geométl'ioa generalizada 
de las funoiones hipm·b6Iicas. 

5. W. DA},[KOHLER (Facultad de Ciencias de 111 Educación, San Luis). Aoel'
lDia del problema isopm'im{itrioo según la teoría de Tonelli. 

Se tratl1 de una nuevl1 soluci6n del probleml1 isoperimétrico del cálculo 
de variaciones, basl1dl1 en coordinar al mismo otro problema val'iaciona.l 
libre, es decir no-isoperimétrico, en un espacio de tres dimensiones qu~ 
I1proxime en el máximo grado posible la estructura del problema isope
rimétrieo. El trabajo aparecerá publicl1do en los Mathematisohe Annalen 
11 principios de 1962 . 

Conferencil1 del profesor Alexandre Ostrowski sobre el tema: 
Le probleme du reste dans la formule de Moivre-Laplaoe. 

Viernes 22, a las 9 

Facultad de Ciencias. 

Comunicaciones científicas: 

l. R. LAGUARDIA (Instituto de Matemática y Estadistica, Facultad de In
geniería, Montevideo). Indiee de las {unoiones polarizadas y su relaoi6n 
oon el oomportamiento asint6tioo de sus transformadas de Laplaoe. 

Se exponen algunos resultados de un trabajo sobre el comportamiento 
asintótico de las transformadas de Luplace y de Laplace-Stieltjes. Eu 
particular se introducen las nociones de índice y de función poll1rizada y 
se estudian las relaciones entre el in dice y el comportamiento asintótico 
de la transformata para z tendiendo a infinito. 

2. E. T. OKLANDER (Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias, 
Buenos Aires). Sobre una oondioi6n neoesaria y sufioiente para ql~e una 
matriz sea de estl'uotura simple. 

Se dice que una matriz cuadrada de orden n es de estructura simple si 
tiene n vectores linealmente independientes. Una c nsecuencia inme
diata de 111 descomposición canónica dl) J'ordan es que una matriz es dil 
estructura simple si y sólo si su polinomio minimal tiene todas sus raíces 
simples. Se da Ulla demostración de este teorema sin utilizar 111 descom
posición de J ordan. 
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3. H. PORTA (Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias; Buenos 
Aires). Sobre álgebras de Hilbe¡·t regulares. 

4. E. N. ALBINO DE CmossoNE (Facultad de Ingeniería, Buenos Aires). Al
gunas aplicaciones de la teol'ía de grafes a la química orgánica c inor
gánica. 

En estas aplicaciones de la teoría de grafes se estudian los números fun
damentales de la teoría (números ciclomático, cromático, de estabilidad 
interna y extel'lla), núcleo do un grafe, matriz asociada a un grafe, etc. 

5. M. C. DE CAMPI (Facultad de Ingeniería, Buenos Aires). Pl'ogramaci6n 
cuadl·ática. 

Se analizan comparativamente el método de gradiente y una extensión 
de método clásico de maximizaciÓn. Se realizan las respectivas programa
ciones y codificaciones a los efectos de obtención de resultados en com
putadores digitales. 

6. V. PEREYRA (Departamento de. Matemática, FacuItad de Ciencias, Bue
nos Aires). Gcnemlizaci6n de Un te01'ema de Marcin7ciewicz y Zygm1¡nd. 

Se definen las deriv¡¡,das goneralizadas de Riemann-Cesaro y se prueba que 
son iguales p p a las derivadas de Riemann ordinarias. 

Conferencia del profesor Mischa CotIar sobre el tema: 
Repl'esentaci6n de semigl'upOS y teoría dimensional de opemdores 

A las 18. Facultad de Ciencias. 

Comunicaciones científicas: 

l. G. KLIMOVSKY (Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias, Bue
nos Aires). Modelos para sistemas axiomáticos que oontienen al ope
rador e de Hilbel't. 

Se demuestra que en el sistema axiomático para la teoría de conjuntos 
de von Neumann, Bernays, Godel, el siguiente enunciado: "Todo mo
delo de un sistema axiomátieo S cuya lógica subyacente es el cálculo 
funcional de orden uno general, es también modelo para el mismo sist<l
ma S, pero tomando como lógica subyacente el cálculo funcional de orden 
uno general ampliado con el operador e de Hilbert y el primer axioma 

(osquema) de Hilbertpara eso operador", es equivalento al axioma de 
elección. 

2. A. GONZÁLEZ DOMfNGUEZ (Departamento de Matemática, Facultad ue 
Ciencias, Buenos Aires). Una l'opresentaci6n exponencial elc las 'impr· 
dancias. 

Consignamos una representación integral de toda función holomorfa f (p) 

en el semiplano de la derecha, real parll x real, y de parte real no nega-
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tiva en ese semiplano (que llamaremos impedancias). Los parámetros que 
figuran en la fórmula son una constante real y la fase de f (p) en el eJe 
imaginario. De esta fórmula (especialmente útil euando se trata de mul
tiplicar impedancias) deducimos entre otras cosas una representación d·J 
toda reactaneia como producto infinito, y una gerieralización de la teorÍ:1 
de las funciones "Q" (le Cauer. 

3. J. J. SCHAFFER (Instituto de Matemática y Estadística, Facultad de In
geniería, Montevideo). Dualidad en las ecuaciones diferenciales lineales. 

Se consideran relaciones entre propiedades ele determinadas parejas d\) 
espacios funcionales admisibles para una ecuación diferencial (veetorial) 
con las correspondientes para la ecuación adjunta en el espacio dual. 

4. A. MONTElIto (Instituto de Matemática, U. N. del Sur, Bahía Blanca). 
Constn.1t\ción de las álgebras de Nelson finitas. 

Se indican las condiciones necesarias y suficientes que debe verificar el 
conjunto ordenado de los elementos irreductibles de un reticulado distri
butivo finito A, para que sobre A se pueda ,definir una ostructura de 
álgebra de Nelson. 

5. A. MONTEIRO y L. ITURRIOZ (Instituto de Matemática, U. N. del Sur, 
B. B.). Rep?'esentación de las álgebras de Tal's7ci monádicas. 

Se generalizan para las álgebras de Tarski monádicas los teoremas de re
presentación que Halmos ha obtenido para las álgebras de Boole moná
dicas. 

6. A. MONTEIRO y D. BRIGNOLE (Instituto de Matemática, U. N. del Sur, 
B. B.). Caraote?'ieación de las álgebras de Nelson por igualdades. 

Se caracterizan las álgebras ,de Nelson por medio de un conjunto d.~ 
ignaldades. 

Conferencia del profesor Jean Dieudonne sobre el tC'l1?-a: 
La unidad de la matemática moderna. 

Sábado 23, a las 9 

Pabellón de Matemática, Núñez. 

Visita a la computadora electrónica, Explicación de los trabajos realiza
dos a cargo del Dr. M. Sadosky y de sus colaboradores; exponiéndose a con
tinuación las siguientes comunicaciones: 

P. S. ZADUNAISKY (Instituto de Cálculo, Facultad de Ciencias, Buenos Aires l
La Ó?'bita definitiva del cometa Halley. 

Se describen los aspectos esenciales de un proyecto de cálculo ele la órbita 
del cometa HalJey, para el cual se usarían observaciones de los elos último~ 



-362-

pasos ocurridos en 1835 y en 1910. El astrónomo argentino Jorge Bobone, del 
Observatorio de Córdoba, trabajó durante varios años en estos cúlculos pero 
falleció sin haberlos podido terminar. El conocimiento preciso de los elemen
tos de la órbita de este cometa, aparte de su importancia intrínseca, significa
rá un aporte valioso para la verificación de ciertas teorías concernientes a la 
naturaleza física del núcleo de los cometas. 

A. P. CALDERÓN (Universidad de Chicago). Sobro problemas inversos de con
torno. 

Sea· R un recinto acotado do E. de contorno regular y r (:17) una fun
ción continua positiva en ll. Dada una función cp en el contorno 1) R de R que 
admite una extensión a R de integral de Dirichlet finita, la funcional de cp 

Qr(cp) = fRr(a::) 1 gmde 1
2 

da:: 

donde e es la solución de la ecuación div 'Y grad e = o que coincid3 

con cp en 1) R, está univocamente determina,da por la función r . El problema. 
inverso de .contorno, aun no resuelto, consiste en dada Q r (,,) determinar 
la función r (x). 

Si se reemplaza Q'Y por su aproximación lineal en 'Y, -~h, en tor

no a T (x) = constante, se obtiene 

Qr (cp) = fR r (a::) I gmd ~ 12 
da:: 

donde A$=O y tP=cp en o R. En este caso, en cambio, se puede demostl'al: 

que r está determinada por Qr y dar un procedimiento para calcularla. 
Finalizada con la comunicación del Prof. Calderón la sesión de comuni

caciones científicas, los asistentes se reunieron en un almuerzo criollo de ca
maradería ofrecido por la UMA en las proximidades del local del Pabellón 
de Matemática. 

ACUERDO DE RECIPROCIDAD CON LA AUSTRALIAN MATHEMATICAL 
SOCIETY 

La Unión Matemática Argentina ha convenido con la Australian 
Mathematical Society un acuerdo de reciprocidad similar al concertado con la 
American Mathematical Society, según se informó en el número anterior d(l 
esta Revista. 

Los miembros de la UMA que adhieran al acuerdo recibirán el Journal of 
the Australian Mathematical Society y abonarán una cuota anual de L. 2,12,6 

l australiada), debiendo dirigirso para ello a 

Australian Mathematical Society 

Departament of Mathematical Statistics 

University of Sydney 

Sydney, AUSTRALIA. 
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LA PRIMERA CONFERENCIA INTERAMERICANA SOBRE 
EDUCACION MATEMATICA 

Entre el 4 y el 9 de diciembre pasado se celebr6 en Bogotá la Primera 
Conferencia Interamericana sobre educaci6n matemática, que organiz6 un Co
mité especial designado por la Comisi6n Internacional de Enseñanza Matemá
tica y contó con la ayuda de OEA, UNESCO, las Fundaciones Ford y Rocke
feller, la National Science Foundation y la Asociaci6n Colombiana de Uni
versidades. 

Intervinieron en la Conferencia, como participantes, observadores e invita
dos especiales, delegados de casi todos los países americanos, así como de al
gunos europeos. 

La Conferencia se inaugur6 el 4 de diciembre en una de las salas del Ca
pitolio Nacional con un discurso del ministro de Educaci6n Nacional de Co
lombia, doctor Jaime Posadas, hablando a continuaci6n el profesor Marshall H. 
Stone, presidente del Comité organizador de la Conferencia, y los representantes 
de OEA y de UNESCO, profesor Marcelo Alonso y profesor Osear Dodero Lus
cher, respectivamente. A continuaci6n el profesor Alberto González Domínguez 
(Argentina) pronunci6 una conferencia sobre:' La matemática y nuestra socie
dad tecnol6gica. 

La sesi6n matutina del 5 de diciembre se dedic6 a una exposici6n del pro
fesor Enrique Cansado (Chile) sobre: Modernas aplicaciones de la matemática, 
y a una conferencia del profesor Howard Fehr (Estados Unidos) sobre: Refor
ma de la enseñanza de la geometría, mientras que la sesi6n vespertina fue dedi
cada al estudio y discusi6n del problema de la formaci6n de los profesores de 
matemática sobre la base de los informes de A. Valeiras y L. A. Santal6 (Ar
gentina) y de Omar Catunda (Brasil). 

En la sesi6n del 6 de diciembre se realiz6 una Mesa Redonda guiada por el 
profesor Rafael Laguardia (Uruguay) sobre la enseñanza de la matemática en 
América latina, teniendo en cuenta que todos los países participantes habían, 
remitido a la Conferencia sendos informes acerca de esa enseñanza en sus res
pectivos países. Por la tarde hablaron el profesor Gustave Choquet (Francia;) 
sobre: La matemática moderna y la enseñanza, y el profesor Marshall I-I. Stone 
(Estados Unidos) sobre: Algunas tendencias características de la matemática 
moderna. 

La sesi6n del 7 de diciembre fue dedicada a las conferencias del profesor 
Guillermo Torres (México) sobre: Algunas ideas sobre la enseñanza de la ma
temática en la Universidad, y del profesor E. J. McShane sobre: Nuevas ideas 
acerca de la enseñanza universitaria en los Estados Unidos de América. 

Las sesiones del 8 de diciembre se dedicaron a las conferencias del pro
fesor Laurent Pauli (Suiza) sobre: Los programas de matemática en las escuelas 
suizas de enseñanza secundaria, del profesor Sven Bundgaard (Dinamarca) so
bre: Los programas de matemática en Dinamarca, del profesor E. G. Begle 
(Estados Unidos) sobre: La reforma de la enseñanza matemática en los Esta
dos Unidos de América, y del profesor Laurent Schwartz (Francia) sobre: El 
papel de la matemática en la física desde el punto de vista de la formaci6n 
eientífica. 
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En la sesión de elausura del 9 de dieiembre se resumieron las diseusiones 
sostenidas duranto la Confereneia, aprobándose la siguiente Reeomendaeión: 

LA PRIMERA CONFERENCIA INTEItAMERICANA SOBRE 

LA EDUCAOION MATEMATICA 

CONSIDERANDO: 

a) Que en nuestra Soeiedad Tecnológica la Matemática es una rama vital 
del conocimiento y un instrumento imprescindible para el progreso 
económieo y social, particularmente a través de sus aplicacionos a la 
Biología, Economía, Estadística, Física, Químiea, Tecnología, etc.; 

b) Que es alarmante la creciente escasez de profesores de matemática, lo 
quo haee peligrar el desarrollo de esta ciencia y sus aplicaciones; 

e) Que en eonsecuencia es urgente adoptar medidas para. inténsificar la 
formación de un número elevado de profesores calificados, principal· 
mente en la etapa secundaria; 

d) Que la enseñanza de la matemática en dicha etapa debe ser confiada 
exclusivamente a profesores que han recibido un entrenamiento profe
sional en matemática on Instituciones de nivel universitario; 

e) Que, .como una de las condiciones más importantes de su enseñanza, los 
profesores deben mantener actualizados sus conocimientos; 

La Confcrcnoia Intemmericana sob¡'e educaoi6n matemátioa, j'ecomiend(¿ a ~os 

gobiernos y a las autoj'idades OOmlJetcntcs 

l. Sobre la formadión de Profesores. 

1) Quo los centros de formación de profesores de matemática de enseñanza 
media ofrezcan becas y otras facilidades a quienes elijan esa carrera., y que 
so informe a los estudiantes de enseñanza secundaria, mediante conferencias y 
publicaciones, la existencia de las carreras de profesor e investigador, de su 
importancia social y de las facilidades otorgadas a quienes las sigan. 

2) Que la formación 'de los profesores de enseñanza media,tienda a estar 
exclusivamente a cargo de la Universidad, y bajo la influencia de los matemá
ticos más competentes, a fin de evitar el divorcio entre la enseñanza de la ma
temática y los progresos de la ciencia y la tecnología; entre tanto, en los casos 
en que esté a cargo de Instituciones especiales, que los CUl'SOS de matemática 
sean de nivel universitario. 

3) Que en la formación de Profesores de matemática de enseñanza media 
se modernicen los cursos y se limite a las debidas proporciones los de earáeter 
pedagógico. 

n. Sobre los profesores en ejercicio: 

4) Que se regularicen los contactos entre los profesores de enseñanza se

cundaria y la Universidad, debiendo aquéllos concurrir regularmente a cursos 
de perfeccionamiento (regulares o especiales), para lo cual se deben incremeutar 
los medios destinados a ese fin, tales C0l110 becas en el País y en el Ex
tranjero. 
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5) Que se tomen medidas para elevar el nivel económico y social del pro
fesor titulado de enseñanza media, como ser: 

a) Garantizar su estabilidad; 
b) Fijar salarios básicos iguales a los de otras profesiones de preparación 

académica semejante o equiparable; 
c) Establecer un régimen de ascenso en el escalafón, con las implicaciones 

correspondientes (aumento de salario, disminución del llorario, etc.), 
basado automáticamente en el número de años de servicio, considerando 
ventajas suplementarias y tornando en cuenta publicaciones y activi
dades de perfeccionamiento . 

. d) Establecer el año sabático; 
e) Ofrecerle la posibilidad de acogerse a un régimen de dedicación ex

clusiva, en condiciones favorables para el progreso del profesor. 

6) Que se proporcione el máximo de posibilidades (becas, compensaciones, 
ctc.) para que los profesores de enseñanza media sin título, actualmente el1 
ejercieio, puedan titularse y, por consiguiente, acogerse al régimen establecido 
en el artículo 5, sea completando los estudios universitarios, sea siguiendo cursos 
especiales estatuidos a ese fin . 

. nI. Sobre el perfeccionamiento de la enseñanza. 

7) Que se estimule la realización de cursos y la creación de Institutos do 
carácter experimental, para ensayar textos y métodos nuevos en la enseñanztt 
de la matemática. 

8) Que se sugiera a la Unión Internacional de Matemática, La UNESCO 
y la OEA que tomen en cuenta las siguientes iniciativas. 

a) Intensifi.cación de 'los programas destinados al perfeccionamiento de los 
profesores de matemática de enseñanza media j 

b) Difusión de las actividades, proyectos y publicaciones que teñgan que 
ver con el mejoramiento y modernización de la enseñanza de la ma
temática; 

c) Publicación y distribución de informes, nuevos textos y traducciones 
destinados a los profesores de enseñanza media, para su ilustración y 
perfeccionamiento; 

d) Fomento de la investigación, como motor del progreso científico y tec
nológico y elemento inspirador de la enseñanza. 

e) Creación de un centro internacional destinado a reunir y difundir las 
informaciones acerca de los experimentos y nuevas ideas en educación 
matemática. 

f) Creación do una Comisión Interamericano. de Educación Matemática, 
de carácter permanente, destinada a dar continuidad a los proyectos 
e ideas discutidos en esta Conferencia y a promover iniciativas ten
dientes a elevar el nivel y la eficiencia de las enseñanzas medias y 
universitaria de la matemática. 

9) Que se promueva un amplio intercambio de informaciones acerca de 
las nuevas ideas sobre la enseñanza de la Matemática, en todos los paises, me
diante la realización de reuniones nacionales y la repetición de conferencias in
ternacionales como 111; presente. 
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10) Que los Delegados Participantes entren y se mantengan en contacto 
con las Autoridades de sus respectivos Países, a fin de que se' adopten medidas 
efectivas para poner en práctica estas recomendaciones. 

Las palabras de clausura de la Conferencia estuvieron a cargo del profesor 
Pablo Casas (Colombia). 

La delegaci6n argentina estuvo integrada por el profesor José Babini, 
miembro del Comité organizador de la Conferencia, el señor Horacio Samuel 
Ballestrin, secretario de la Embajada argentina en Colombia, el profesor Al
berto González Domínguez, el profesor Luis A. Sa1'lta16 y el profesor Andrés 
Valeiras. Por motivos de salud el profesor Valeiras, que redactó el informe 
acerca de la enseñanza de la matemática en la Argentina y colaboró con el 
profesor Santaló en el trabajo sobre la formación del profesorado, no pudo 
asistir a la reunión. 

BIBLIOGRAF,IA 

P. P. TEODORESCU,' Problemas planos en la teol'ía de la elasticidad, vol. I, (en 
rumano), Edit. Acad. Rep. Popo Rumana, Bucarest, 1961. 

Este libro está dirigido al estudio de uno de los capítulos de la elastici
dad lineal que ha sido analizado vastamente por numero,sos investigadores, 
principalmente debido a: su notable interés práctico,como así también, a causa 
de poder ser abordado matemáticamente median~e interesantes procedimientos 
de cálculo. La obra es en sí, una monografía extensa y exhaustiva de elastici
dad plana, y pl'esenta de manera cuidadosa y crítica los diferentes métodod 
de resolución aplicados a casos particulares. El libro /lomienza introduciendo 
al lector en la teoría de los medios continuos, deduciendo las conocidas ecua
ciones de equilibrio y de deformación. Luego de definir lo que se entiende po~' 
estados planos de tensiones y de deformaciones, se define la denominada fun
ción de tensión asociada a un problema y se analizan sus propiedades. Segui. 
damente, se desarrollan en forma detallada los diversos métodos de cálculo 
de la ecuación biarmónica, a la que se arriba imponiendo a la funci6n de ten
sión, responsable sólo de las condiciones estáticas, la imposición de la compa
tibilad de las deformaciones expresada en términos de tensiones. El libro ana
liza el empleo de polinomios bial'm6nicos, los métodos variacionales (mínimos 
cuadrados, Ritz, Galerkin, etc.), métodos basados en desarrollos de Fourier, 
utilización de variable compleja" diferencias finitas, etc. Gran parte del libro 
está dirigida a la resolución de vigas rectangulares de gran altura con dis
tintas condiciones de sustentación y de carga. Se acompañan tablas y ábacos 
de resolución. La bibliografía al final de cada capítulo es amplia y revela una 
esmerada documentación bibliográfica. Se anuncia un segundo volumen que ver
sará sobre chapas de contornos cualesquiera y sometidas a condicioñes especia
les de solicitación y aplicaciones al estudio de nudos de pórticos, tímpanos, etc. 
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Este libro del Profesor P. P. Teodorescu, autor de numerosos trabajos teórí
co·analiticos de elasticidad, representa un ponderable esfuerzo de recopilación 
y propia iniciativa, y es sin duda, un valioso aporte al mejor conocimiento del 
tema. 

Horaoio O. Roggini 

NUCLEAR REACTOR THEORY, P!"ooeedings of Symposia in .t1pplied Mathematios, 
vol. XI, American Mathematical Society, 1961. 

Lo. teoría de reactores nucleares presenta numerosos problemas interesan
tes por lo. dualidad de su interés estricto.mente matemático y de su valiosa 
aplicación al diseño y construcción de reactores nucleares. "Sin embargo -di.
cen los editores G. Birkhoff y E. P. Wigner en la presentación- hasta el 
presente muy pocos matemáticos ho.11 dedicado un esfuerzo serio o. los pro
blemas de la teoría de reactores nucleares. El presente volumen intenta au
mentar el número de estos matemáticos, indicando la gran variedad de inte
l'esantes problemas matemáticos que aparecen en este atrayente campo. Como 
consecuencia, ello ayudaría a colocar el diseño de los futuros reactores nu
cleares sobre bases más cientificas". 

El volumen contiene los trabajos presentados en el XI Simposio de Ma
temática Aplicada organizado por la American Mathematical Society que tuvo 
lugar en New York durante los días 23 a 25 de abril de 1959. He aquí S11 

lista: 

1. A. M. oWEINBERG, Reaoto!" Types. 
2, M. S. NELKIN, N eutron thermalization. 
3. U. FANO - M. J. BERGER, Deep penetration of radiation. 
4, L. W. NORDHEIM, The thoory of resonanoo absortion. 
5. E. P. WIGNER, Mathomatioal problema of nuolear reaotor thoory. 
6, J. ERNEST WILKINS, Jr., Diffusion approximation to the transport equation. 
7. GARRETT BIRKHOFF, Positivity and critioality. 
8. G. J. HARETLER - M. A. MARTINO, Ea;istenoe the01'ems and speotral theol'y 

for the multigroup diffusion modelo 
9. M. WING, Transport theory and speyJtral problems. 

10. R. EHRLICH, One-dimensional multigroup oaloulations: estimation of group 
oonstants. 

11. RICHARD S. VARGA, Nrumerioal methods for solving m~bltidimensional mul
o tigroup diffusion equations. 

12. R. D. RrCHTMYER, Monte Oarlo methods. 
13. RICHAD BELLMAN - ROBERT KALABA, Transport theory and invariant im-

bedding. 
14. BENOT OARLSON, Numerical solution of neutro n transpol·t problems. 
15. HARRY SOODAK, Problems of reaotor 7.inetios. 
16. H. L. GARABEDIAN, Oore kinetios. 

o~ 
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17. 'HARVEYBROOKS, Temperature· eoeffioients and iltability; 
18. T. .A.. WELTON, Bystem 'kinetics. . 
19. W K.' ERGEN, Bel'l'agement· inequalities and non',linear stability cl·itol'ia. 

Una visión genral. de los principales problemas que aparecen en la teoría 
de reactores nucleares, sus dificultades y su importancia, se encuentra en el 
artículo de Wigner (nI' 5). Los demás son más específicos y abarcan ,toda una 
gran variedad de tópicos, como resulta de la lista anterior. En conjunto cons' 
tituycn una interesante puesta al día de este tipo de problemas. 

L . .&. ;Santaló 

P. K. RASOHEWSKY, Elementare Einf1ihr'ung in die Tensorrechnung, Deutscher 
Verlag der Wissenschaften, Berlín, 1959. 80 págs., 6 figuras. Traducción 
de la edición rusa ele 1953 por Wolfang Richter. 

'El objeto del libro es estudiar de manera elemental los llamados tensores 
cartesianos, es decir, definidos por sus componentes en un sistema de coorde
nadas cartesianas ortogonales. Dentro de éstos, además, el autor se limita al 
caso del espacio de tres dimensiones. El contenido resulta así elemental P01'O 

muy claro. Los tensores se definen como "objetos geométricos ", es decir, PO)' 

sus componentes más la ley de transformación de las mismas por cambios do 
coordenadas. Se hacen las aplicaciones usuales al tensor de inercia y a la 
elasticidad (tensor de tensiones y tensor elástico) hasta las ecuaciones de 
Lamó y Navier-Stokes~ La limitación a tres dimensiones impide las. aplicacio
nes a la relatividad especial. 

El librito puede considerarse como un útil complemento a un curso O1'di~ 

nario de cálculo vectorial. Es muy recomendable, en este sentido, para los os' 
tudiantes de los primeros años de nuestras facultades, tanto de física COULO 

de ingeniería. 

L. .&. Bantaló 

P. S . .A.LExANDROFF, Einführung in die Gl'Uppentheorie. Deutscher Verlag de!' 
Wissenschaften, Berlín, 1960. Traducción de la segunda edición alemana 
por Lothar Uhlig, 118 páginas. 

Dice el autor en el prólogo: // Todo alumno de los cursos superiores do la 
enseñanza media que se ocupe con gusto de la mate~ática, puede comprender 
la idea de grupo. Para ellos, principalmente, está escrito este libro, así como 
tambión para los profesores encargados de dichos cursos. Hemos procurado que 
cada idea nueva que se introduce vaya acompañada de ejemplos, en BU mayor 
parte de tipo geométrico". 

Atendiendo a este objetivo, se trata dé un libro elemental pero extraerdi: 
nariamente claro, sin duda de mucha utilidad para quien desee introducirso "! 
alcanzar las ideas fundamentales de la teoría de grupos. 
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El índice de los capítulos es el siguiente: 1. Idea de grupo; 2. Grupos 
de permutaciones; 3. Isomorfismos (teorema de Cayley: todo grupo finito es 
isomorfo a un grupo de permutaciones); 4. Subgrupos cíclicos; 5. Grupos de 
movimientos (congruencias invariantes; 7. Romomorfismos; S.Clases respecto 
de un subgrupo. Termina con un apéndice sobre conjuntos y representación 
de funciones. 

L. A. Santaló 

I. M. JAGLOM und W. G. BOLTJANSKI, Konvexe Figl¿ren, Deutsche Verlag der 
Wissenschaften, Berlin 1956. Traducción de la edición rusa de 1951 pOl' 
Joachim Erlebach. 257 páginas, 31S figuras. 

La teoría de las figuras y cuerpos convexos, cuya noble ascendencia Sil 

remonta a Arquímedes, estuvo estancada durante siglos por la limitación que 
la costumbre de la regla y el 'compás redujo a dos figuras especialees: el 
triángulo y la elipse. Las geometrías de la elipse y del triángulo fueron tra· 
tadas de manera exhaustiva, mientras el resto de las figuras ,convexas queda
ba pl'ácticamente olvidado. A principios de siglo, con Minkowsky, surge un 
renacimiento del interés por la convexidad, interés jul'!tificado por la teoría 
en sí, que presenta interesantes y atractivos problemas, y por' sus aplicaciones 
n otras ramas de la matemática, principalmente a la teoría de números. 

Desde entonces la teoría de las figuras convexas se 110. desarrollado gran
clemente, gracias principalmente a la influencia de Blaschke y su escuela. El 
libro de Bonnesen·Fenchel Thco¡'ie del konvexen K¡j¡'pm' (1934), reúne los re
¡mltados obtenidos hasta aquella fecha. 

, El libro actual de Jaglom-Boltjallsld es mucho más elemental que el d~ 
Bonnesen-Fenchel, principalmente por su limitación casi exclusiva al caso del 
plano. La forma do presentación es también muy distinta. No tiene caráctel' 
enciclopédico y en vez de tratar "métodos" y luego casos particulares, el 
contenido está expuesto en forma de problemas, con la solución dada en la 
segunda parte del libro. De esta manera los métodos apareeen directamente al 
ser utilizados. A veces, de un mismo probl,ema se dan varias soluciones para 
poner ele manifiesto los distintos mótoelos. 

Los problemas están agrupados en las siguientes secciones: 1. Propieda
des generales de las figuras convexas; 2. Teorema de Relly y aplicaciones; 
3. Una propiedad de las funciones continuas (ejemplos de problemas que Be 
resuelven tan sólo con la aplicación del teoreina ségún el cual una función 
continua toma todos los valores intermedios entre dos de ellos); 4. Adición 
de figuras convexas; 5. Problemas isoperimótricbs; 6. Diversos máximos y mí
nimos; 7. Curvas de anchura constante; S. Curvas que pueden girar dentro de 
un triángulo y análogas. 

Las solúciones y explicaciones son claras y expuestas con todo detalls. 
Numerosas y claras figuras ayudan a la .comprensión del texto. Se nota, sin' 
embargo, la falta de referencias bibliográficas, pues muchas veces aún indi
cando el nombre del autor no está dada la fuente donde puede acudir el lec
tor descoso de consultar la exposición original. 



-370-

Es un libro que puede ser muy útil en los primeros años universitarios pa
ra los alumnos con vocación llacia la geometría. Sus problemas, de tipo C011-
·creto e intuitivo, para cuya solución no hacen falta más que los conocimient03 
más elementales del Análisis, son muy adecuados para ejercitarse en ciertos ti
pos de razonamientos útiles en muchos capítulos de la geometría' y aún de to
da la matemática. 

L. A. iSantaló 

E. B. DYNKIN und W. A. USPENSKI, Mathematische Untm'halt¡l¿ngen, Teil I 
(M{)hrfarben probleme)_ Teil II (Aufgaben aus dm' Zahlentheorie). Teil 
nI (Irl'fa7u;ten (Markr;,j'fsche KGtten». Berlin, 1955, 1956 - 60, 130, 
92 páginas. 

I. P. NATANSON, Einfach&te Maxima - 'unel MinÍlna - A1tfgaben, Berlin, 
1960. 29 páginas. 

J. S. DUBNOW, Fehle'j' in geometl'ischon Bewcisen, BerIin, 1958. 64 páginas. 

Estos cinco tomitos forman parte de la "pequeña serie" de libros que, 
bajo la dirección de Herbert Karl, edita la VEB Deutscher Verlag del' 
Wissenschaften, como complemento de los textos de enseñanza secundaria. 

Los tres t,extos de Dynkin y Uspenski .contienen los temas tratados '~n 

un seminario elemental de la Universidad Lomonosow de Moscú en los años 
1945/46 y 1946/47. 

Aunque los autores son especialistas en teoría de las probabilidades, 'los 
libros .cubren una variedad de temas interesantes y muy adecuados para 
seminarios elementales. 

El primero trata ~l problema de los colores, exponiendo el teorema de 
Wolynsky sobre el problema- de los cuatro colores y el de Euler sobre el '.le 
cinco, después de haberse ocupado previamente de problemas de dos y tres 
colores. Trae 56 problemas con sus soluciones. 

El segundo, que es el más extenso de los cinco, se ocupa de algunos 
problemas de teoría de los números, en especial aplicaciones a la misma de 
la aritmética de las clases de residuos. Trae 129 problemas con su solución. 

El tm'cero, de la serie de Dynkin y Uspenski, se dedica a algunos pro
blemas de probabilidades, comenzando con una breve introducción para es
tablecer las nociones fundamentales de la teoría, para tratar luego el paseo 
al azar sobre una recta infinita y las leyes de los grandes números. Los dos 
últimos capítulos exponen en forma general, aunque naturalmente muy suma
ria, los problemas generales del paseo al azar con un número finito de es
tados y con un número infinito, respectivamente. Trae 28 problemas. 

El librito de Natanson .trata, en forma puramente algebraica, de los 
máximos y mínimos del trinomio de segundo grado con algunas aplicaciones. 
Como generalización de interés se demuestra, también con recursos elementa
les, la propieda(l de ser la media geométrica de n números positivos no ma
yor que su media aritmética. 

El librito de Dubnow expone quince ejemplos de falsas demostraciones 
geoínétricas, fundadas sobre consideraciones elementales o sobre el concepto 
de límite, entre los cuales son interesantes especiabnente algunos ejemplos 
"finculados con el postulado de las paralelas. En capítulos aparte se comen
tan y analizan esos ejemplos. 
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