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EFFECT OF TEMPERATURE GRADIENTS ON THE
DIFFUSION OF THERMAL NEUTRONS ‘

por M, E. 'OGLIO
(Instituto de Iisica, 8. C. de Bariloche - Argentina)

SUMMARY

Tha efeet of thermal gradients on the diffusion of thermal neutrons in
solid media has been obtained, assuming i) eclassical seattering of mneutrons
by nuelei ii) partieular distribution function for the velocity of nueclei. A
correction, linear in grad T, is obtained. Quantum effects have not been
taken into account. Thus the better the agreement of the used scattering law
with the actual one, the better the obtained results will hold.

1. INTRODUCTION

The aim of this paper is the theoretical derivation of the offects
of temperature gradients on the diffusion of thermal neutrons in
non-absorbing seattering media.

As a first approximation the Lorentz theory of electrons in
metals can be used (1). In order to solve the problem, it is nece-
sary to assume zero electric charge, and resort to maxwellian sta-
tistics instead of Fermi’s, due to the usually low density of neu-
trons. Under these conditions one obtains:

1
J = _.(vl//g) [‘grad g -+ g (J’LE/T) grad T]
where

V= V 8kT/n My is the maxwellian average for the absolute value
of neutrons velocity, and

l=1/n,7s? the mean free path of neutrons in the scattering media.

In the following we shall use subscripts 1 and 2 for nueclei
and neutrons respectively, m; and m, being their masses, 7y and ne
their number densities, and s the diameter of the nuclei.
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By introducing the scalar flux of neutrons:

the vector flux

J=—(/3) grad o
is obtaiend.

Thig equation is identical with the common diffusion law, usua-
Ny derived from the elementary diffusion theory (2).

However, the fundamental formulae that have been used in
this application imply assumptions that do not hold in the case of
neutrons in solids, namely: there is no energy exchange between
nuclei and neutrons, and the nuclei are at rest.

From a classical point of view, these assumptions are not valid
in the case of meutrons since the mass cannot be negleeted when
compared with those of nuclei.

In order to introduce the velocity of nueclei it should be ne-
cessary to resort to the velocity distribution function f;. The diffi-
culty arises from the fact that f; cannot be determined from a
transport equation, as would be the case in a gaseous binary mixtu-
re. This difficulty can be obviated by assuming a convenient mo-
del for the solid in the absence of neutrons; such a distribution
function f; is assumed not to be appreciably influenced by neu-

trons, as long as their number density is sufficiently low, this re-
quirement —ne « 7y— being fulfilled n the usual cases.

One may then obtain an integro-differential equation involving
the corresponding function f, for neutrons, which is equivalent to
the Boltzmann transport equation for one component of a gaseous
binary mixture. It should be noted that collisions between neutrons
are negligible, because ns « ng.

If f» expanded as a series of funections, and the fore-mentioned
integro-differential equation is adequately separated in a sequence
of integral equations, the solutions of these equations are the func-
tions of the series in which f; was expanded.

Just as in the case of Enskog method, a special solution of
the transport equation, valid only for nearly thermal neutrons, is
obtained in this way. The only nezesary values for the determina-
tion of fy are: e and the temperature distribution throughout the
scattering medium.
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'On the basis of the first two functions of the fa series, the diffu-
sion law corrected for the temperature effect has been obtained. "

J + and J_ have been defined in the usual neutrons diffusion
theory way (2), their expressions having been caleulated on the
basis of the said approximation. With them, boundary econditions
for two cases, namely: the interface between two scéttefihg media
and hetween a seattering medium and a vacuum, have been esta-
blished.

A few examples with and without absorption have also been
calculated. :

2. DISTRIBUTION IFUNCTION FOR NUOLEI:

It has already been seen that, on the basis of a conveniently
modified Lorentz theory of electrons in metals, the usual law qf
diffusion is obtained. This is mainly due to the type of f; expan-
sion used for solving the problem of electrons in metals.

Thig treatment fits well in the latter case since the ion-electron
energy exchange in negligible, the electron mass being small wiht
respeet to the ioniec ome. This assumption, ‘howevel does not hqld
for neutrons and light nueclei; thus it is necessary to take ihiq
account the velocities of nuclei. ' '

It should now be necessary to-introduce fi, but it has already;
been pointed in § 1 that there is no transport equation for nuelei.
Consequently it is necessary to obtain it previously to the resolution
of the transport equation; in order to that it shall be assumed the
following model for nueclei in a solid: they behave like classical
harmonic and isotropic oscillators, -with a unique frequendy, that
can be obtained, e.g. from Rinstein theory of specific heats. In so
far ag this frequency does not appear in fy, its actual value does
not affect the obtained distribution funection, but, the ratio of fre-
quency to temperature determines ‘the validity of this classieal de-
rivation, when the diffaction effect of the lattice is disregarded. -

A macroscopically small volume dr is considered. The number
of oscillators within this volume is: #n; dr. If maxwellian statistics
is used, the number of oscillators in dr which have their phase
space representative points in a cell of energy L, are given by:
(ny dr) exp(— B E)/Z where Z is the partition function for an
oscillator of frequency v:

Z=(kT/hv)®andB=1/kT.
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The classical expression for E is E = (p12/2m;) + VoK2q,?
where
!

p, = ( Pz Piys P1z> is the momentum,

g1 = (912> @1y, 91z)  is the coordinate, and

K2 =4 n2mv? the oscillator forece constant.

The distribution function fi(r, c1,?) is then obtained by adding
up (ny dr) exp—( B E)/Z over all the phase space cells for an os-
cillator whose velocities lie between ¢, = pi/m; and ¢ + dey =

= (p1 + dp1)/m,.
A good approach to the summation is obtained by integrating

[nudryfoxp (—p )/ 2171 dp, dg, =

= [ dr) (T 1)) exp [— B (- i, +-5-14,2)) dpy day

'ox‘fer the volume v =dr. The result is then:

fr(re,t)=
2.2
= (ny my3/h3) (hv/kT)3exp (—my ¢;?/2kT) | exp (— K2 q,2/2KkT') dq,

It. should be noted that the integration must be extended over
a volume, although macroscopically small, sufficiently great as to
assure the condition K2q,2/2kT » all over the volume surface. Thig
condition is obviously satisfied if the volume contains a sufficiently
high number of nuclei, and in this case the integration can be exten-
ded to infinity without introducing any appreciable error. The ex-
pression for f; comes to be

fi(re, t)y=n, (m/2nkT)2exp (— myc2/2 kT) 2.3

It is easily seen’ that it appears to be the same as that for a
perfect monoatomic gas.

Had we considered quantum oscillators, the distribution fune-
tion would be the same as 2.3 if the medium temperature were
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high enough so that the oscillators stayed in high quantum.number
states. The fulfillment of the last condition would justify the classi-
cal treatment of the neutrons-nueclei collisions if the difraction with
the lattice were not taken into account.

The scattering law obtained from the assumption done, that
neutrons make independent collisions with each one of mnuelei,
must then be replaced by the sum of the Bragg scattering plus the
incoherent scattering.

Bragg scattering is higly anisotropie, but for a nearly isotro-
pic distribution of neutron velocities, the number of neutrons
scattered from a given volume of a polycristalline medium is inde-
pendent of the direction in a first approximation and proportional
to the scalar neutrons flux, This follows from the faet that the
number of neutrons of a given speed scattered by each of the Bragy
reflections in a given direction is proportional to the number of
incoming neutrons with velocities making the corresponding Bragg
angle with the outgoing veloeity. This number being in a first
approsach independent of the direction of the scattered neutroms,
due to the assumed isotropy of the meutron velocity distribution,
the integration over all the speeds and Bragg angles is again direc-
tion-independent. The isotropic scattering proportional to the neun-
trons scalar flux leads to the usual diffusion law.

The corrections due to thermal gradients must be obtained
from the temperature dependence of the scattering law, arising from
the neutrons-phonon seattering, included in the incoherent seattering.
Therefore, the classical model assumed for the scattering of mneu-
trons must be taken only as a particular seattering law.

The results obtained will hold if the assumed scattering law
is a good approximation to the actual one.

3. THE EQUATION

The neutrons transport equation is formally the same as that
for one component of a binary mixture of gases, the nuclei-playing
the role of the other component (3).

In the following the notation of Chapman and Cowhng shall
be used.

The fact that m. « m, makes it possible to 1) negleet neutron-
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neutron collisions, and 2) assume that f; will not be mod1f1ed by
the presence of neutrons. In such a case:

sz’*‘ 20f2+F ()fg /j [f fe —f1f2]ge1bdbd(dcl 3.1

It is sometimes advisable to make the following varmble trans-
formation (see (3) 3.45 and 3.5).

9oy bdbde=ky dk

It is necessary to introduce the integral operators L(f.) a.nd
Iy (¢2) defined by

L(fz)—//(f1 f& —1f1fs) 921bdbdfdcr——//(f1 fo' —f1fs) leoy dledey

3.3
Iy (b)) =— L (f2 0g) /ny 1 3.4

where
fod=n, (my/2 1 kT) exp (— myc,2/2kT) 3.5

4. STUDY OF THE HOMOGENEOUS INTEGRAL EQUATION AND
, ITS KERNEL

"' The solution of the integral equation:

I (dy) =0 4.1
is ®» = constant, It is obtained by methods only slightly different
from those used in (3) Chapter IV (4).

The non-homogeneous integral equation, associated with 4.1
can be written

I, () =1 (cs) 4.2

In order to resort to well-known theorems dealing with ‘inte-

gral equation, it is advisable to write 4.2 ag a Fredholm equation.
Following Chapman and Cowling (3) the equivalence

Ly, () =Ko (¢5) 92 (¢a) — | K (co, €) 0y (c) de 4.3
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" can be shown, where
K, (c) =exp (—myc?/2kT). (— 4ms? A/bg)

A +0e2) [V = Brf ( Voi2e)/ Vb2 ] —exp (—my /2 KT)}
4.4
being A =——-(m1m2)3/9/(27cT)9; b = my/kT and K (cs,c) a symetri-
cal kgrmel. o,
" Equation 4.2 has a solution if, and only if

[#(ea) u(ex) deg=0 oy

where the W';(cz) are the linearly independent solutions of 4.1.
Since the unique solution of 4.1 is @5 = a (1, ¢), the condition for
4.2 to be solved is

ff(cz)dczzo | 4.6

It should be remarked that the only solution of 4.1 is
®,=a. This is a consequence of two related facts; i) fi was ob-
tained independently of the transport equation, and ii) f» was the
only unknown in the equation. This imposes at the same time, thaf
the only conservation equation that can be directly derived from
the transport equation is that for the number of neutrons.

5. METHOD FOR THE SOLUTION OF THE TRANSPORT EQUATION

Jt is advisable to define D as in

pj_0fs of:

of
e=5 For @ty

0cy

5.1

Resorting to 3.3, equation 3.1 can be rewritten as follows:

D, =L(f, 5.2
On setting

f2=£f2(r) 5.3
=0
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and introducing 5.3 in 5.2

Df,=L(Zf,")=Z L (f,) 5.4
Teu() Pea()
is obtained.
The first member of 5.2 can be expanded according to
Df2=—n1 n2 Zl)D(") 5.5
Il

where D(") are functions obtained operating on f» with some diffe-
rential operators that will be defined in §7. From 5.4, 5.5 and 3.4
it follows:

= (I, (047) — DM} =0 5.6
re=()

The new unknowns ®s(" are defined according to fo!" =
— 1% &, where f° has been defined in 3.5. It should be empha-
sised that f% can be made identical with f»(°); provided D{? is con-
veniently chosen, as will be shown in §6.

Equation 5.3 is a solution of 5.2 if the equations

I, (04() =D 5.7

are satisfied for all values of .

If D is defined in such a way that the only f»(" appearing
are those for »r =0,1,...s—1, the second member of 5.7 will be
known after having solved all equations for r<s.

The general solution for 5.7 ig

Oy =X, - p(r) 5.8

where Xo(") is a particular solution for 5.7 and ¥, is the gene-
ral solution for 4.1. ,

The only solution for 4.1, as it hag already been seen in §4, is
a (r¢). The condition 4.6 for solving 5.7 then reads:

f D" de,=0 5.9

One should demostrate that D(”/ ) Ko(cz) is integrable and of
integrable square for each 7.

Two problems arise: i) to separate 5.5 conveniently and ii)
to determine @, = «(")(r,t) for each value of r.
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6. FIRST ORDER APROXIMATION

In order to obtain the first approximation, D will be defi-
ned by:

D=0 , 6.1
or according to 5.7

for which the only solution is @) = «. Consequently the first
approximation will be :

1,0 = a(0) £, 6.3

Setting a(® =1, the so—obtained first approximation is thati
of the maxwellian distribution for the each—point temperature of
the scattering media, and for a number density of particles equal
to the number density of neutrons at each point.

The setting of a(® makes it posible t0 obtain the remaining

a‘”. Then
ffz dczzrﬁffzm dey=n,

= f £, dey=0

r=1

and consequently

This equation is satisfied when

ffz(") d02:/f20 XM dey+ P ny=0 6.4

Equation 6.4 will be taken as the condition determining the
values of o (",

7. SEPARATION OF THE TRANSPORT EQUATION

In the case of gaseous mixtures, five differential equations are
obtained from the transport equation without resolving it explici-
tely, namely, the equations that state the conservation of mass,
momentum and kinetic energy (3).
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From these equations.the time. derivatives of the demsity of
particles, mean velocity and temperature, are obtained. These equa-
tions must then be introduced'in Dfs in order to:-perform: the separa-
tion 5.5 (3). ' : :

It has been seen n §4 that, according to this, only one conti-
nuity equation can be derived: the one which refers to the num-
ber of mneutrons:

on, , 0~ —

ot+0—r.n202=0 i 7.1

The equation for the mean veloeity:

nzcngfg cydey 7.2

is just the required one, as the vectorial flux of neutrons can
be expressed: '

Jo=ngcy o 7.3

The mean velocity will be obtained from the second approxima-
tion since the first one is maxvellian and, being isotropie, does
not contribute to ca.

As long as the transport equation only determines the neutrons -
distribution funetion, it eannot lead to a differential equation for
the conservation of kinetic energy, as the involved integrals do not
vanish. It should be noted that thig limitation does mot lead into
troubles since, neutrons heing approximately thermal, the tempe-
rature that appears in f»(®? is the one of the sc‘a.tterihg medium.
Therefore, the time derivative of temperature follows from the me-
dium properties,

It is now posible to write the separation 5.5 explicitly. It is
posible to write: ) ,
0r—1 f(o) 0 ]e(r—1) F J f(r—l)

T T e

7.4

()Of(l"—l)
ot LR ot

_nlnzD(l‘):

for r =40, where

()sf2(")__l()f2(r) . c)sn2+()f2(') .'OsT'
ot ~ ony 0t  oT ot
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being -
o o.n, J — o
Btzz—g.[nacg(s)] 7.6
Ny Co® = / f25) eq dey 7.7
- The symbol 8,7 / 8t is an arbitrary function in ¢ and r satisfying
»oT oT

Zt = 7.8

8==0 () t () t :

As it is seen in 7.4 the only f® that appear in D" are those
for & between 0 and 1. Otherwise, it is not difficult to show (4)
that 7.4 satisfies 5.5 and 5.9; consequently, the integral equations
5.7 admit a solution for every r. Bach one of them could be sol-
ved once the solutions for every foregoing equations where known.

It remains still to be shown for every case that D"/V Ko(c2)
is integrable and of integrable square.

i
8. STECOND ORDER APPROXIMATION

From 5.7 the equation _
Iy; (0,V) =D 8.1

is obtained for r=1.
The external forces acting upon neutrons are in general ne-
gligible, and then ¥ = 0. Also: 0,T / 9t =0 which is equivalent

to considering thig effect being of higher order with respect to
the second order approximation. With this simplification, it follows

ony
or

—nyng DA :{ (Ca/ny). +[(mye?/2kT) — 8/2] (¢o/T) %Tr‘} f

8.2

It is necesary to find a particular solution for 8.1, called X,
in §5; it has already been seen in § 6 that a(*) is entirely deter-
mined by 6.4. The expression:

0lnn, +01nT

(1) —
X5 A 01 or

.B 8.3
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is tried as a particular solution, in which A and B appear to be the
new unknowns. Resorting to 8.1 and 8.2 the following equation
is obtained

200 Iy (A) +%’1—T.121 (B)=
=—(fs"/nymo) { (cafns) %—':,2 - [(my ce?/2KT) —3/2] (02/T>_%lr}
8.4

Equation 8.3 is a solution if A and B are themselves solutions
for the following integral equations

—nyngly (Ay =0y f 8.5
—nyng Iy (B) =[(my ¢?/2kT) —8/2] ¢y f° 8.6

As it has been shown in § 5 these equations can be solved when

/02f20d02=0 8.7

and

f[(m2 c?/2kT) —3/2] ¢y f0dcy =0 8.8

respectively. It can be shown, considering the symetry of the inte-
grands that these conditions are satisfied; therefore, 8.5 and 8.6
admit a solution,

A and B only depend on ¢, n(rt) and T(rt); as they are the
only variables that appear in 8.5 and 8.6, these variables determine
vectors according to: A= A(ce) . ¢2 and B=B(c,) . ¢., where
A(e,) and B(c.) are functions of ¢s, n(r,t) and T(rt).

Although it is not necessary to obtain A4(c,) and B(c¢p) expli-
citly, it ‘will be necessary to calculate some coefficients that depend
on these functions.

It ean be shown that oY = O, from which

8.9

. dlnn o1nT
f2(1)=f2(0)["1<02)02' 0r2+B(02)02- 07‘]
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9. DIFFUSION LAW

The diffusion law can now be derived from the vector flux of
neutrons estimated to a second orden approximation, the flux being

J= nz@:f foit) eode, 9.1

As the operator I;( ®2) has been defined according to Chapman
and Cowling (3), the functional:

[Go; 1(2]12:/6’2 (c) Inp [Kq (9)]dey 9.2

in the same as that of (3) 4.4.9
It follows (4)

()_1@ ()lnT} 9.3
or )

J=—(1/3n,n,) {[A; Al or +[A4; Blig —5——

which is the diffusion law. It should be noted that the téerm on
81n T/ dr is the one from which the correction to the usual diffu-
gion law if obtained. Coefficients [4 ; A],, and [4 ; Bliz will be
computed following Chapman and Cowling.

10. ESTIMATION OF J4 and J—

It is useful to introduce magnitudes similar to those used in
the theory of neutron diffusion (2).

If dS is a surface element and = its normal unit vector, J.
is defined in an equivalent manner. It can be shown (4) that

O0lnn,
or

01nT,
or

J= (1/4) ny c@ 4 (1/6) {— (nyny) JA; A+

JA; B]pl.n 10.1

T_= (1/4) ny @ — (1/6) {— (myng) o2 .[A; Al t

olnT
or

JA; Blp.n 10.2
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On comparing with. 9.3 it follows

Je=(1/4) ng e+ —J .n 10.3

J_=(1/4) nye®@— 2.J . 10.4

These are the formulae 5.17.1 and 5.17.2 from (2), correeted
for the influence of temperature gradients.

11. ESTIMATION OF [4;4],, AND [4;B],,

These coefficients are approximately obtained following Chap-
man and Cowling (3). On defining (5)

am)=83,,(r) (my,2/2 kT) ¢, 11.1
aps=[a"; ] - 11.2
oy =[A; a®]jy=—(1/n, n2>/f20 oy a9 dey 11.4

Bs =[B; "“(.S)]mz —(1/ny .n2)/f20 [(mgeg?/2kT) — 3/2] ¢y a®) dey

11.38
Qs o SR 7 P
1 Ar(’)z 11.5
Aos =1+ Qs pyq
0 r
Qg o SR
B= ‘ 11.6
|
0 r
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N [ aO’ 0 .« al"O ‘L
A — : BN 11.7

ay; r cor Opyp

It follows (4) according to Chapmaﬁ and Cowling that

ag? [A0]2

[A A]lzlzao, +,.Zlm 11.8
@ ALM BN

[4; B, %oPo 5 AOB: 11.9

2T g o | ey AT AGD)

The values of [A4 ; A]:» and [A ; B]i» can be obtained with as
many terms as wished provided a sufficient number of coefficients
oy, Br, and a,; are known.

The values of «, and B, are (4)

1

o, =— (8/2n,) Y (2kT/my) b, 11.10
. BT: %y, [61‘0 - (5/2) f37‘1] 11.11

where 3, is the Kronecker’s simbol.
Introducing these values into 11.8 and 11.9 the following ex-
pressions are obtained

A (012
[A; A]p= (“oe/aoo){ 1+ 1[4(1) A(]O) L R
[Agmm "
_ m oot 11. 1%

' A (L
[4; Bljs—[A; Aljp=— (5 0y? /z’aoo){TNB'aoﬁ'--“l‘

! AOm A1m(m)
TAMm) Am-D

where A4,,'™ is a,, cofactor in A,

gy - +} 11.13
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The coeficients ago, @01, @11, doz, @12 and asp are known (6).

The first three terms for [4 ;A];2 and [A ; B];, have been
calculated on the assumption that botly nuzlei and neutrons behave
like rigid spheres.

Calling
P (M,) Q. (My)i=1ay, [Acm(m)]g/AW) A(m=1) 11.14

Ry (M)/Qp (M) =0t Agm(m) Ay (mjAm) Alm=) 11,15

where M, = mz/ms -} m,, it follows
agagy= (97 | 1—M,/32n,) c¥/ny o5 = 11.16
Py(z) =(1—=z)*
Py(z) =T3728 (1—=2)* (18 —24 z -+ 110x®— 823 |- 194z4)
Q.(z) =12—8x } 62

Q. (z) = 4098 (13824 — 36864z | 842642% — 2061042% |-
+ 2956622* — 1666332° — 6115227 |- 134822%)

Ri(z) =5(1—z2)
Ra(z) — 122880 (1— z)® (36 — 48x + 23272 — 1442® | 323x")

By o0 it is meant, as usual, the average diameter of nucleus
and neutron; this magnitude having been introduced through coefi-
cients @, Quantity 7, ¢ %5 » represents the macroscopic geometri-
cal cross section X, . ¢.'® is the maxwellian mean value for the ve-
locities.

Table I shows several numerical values of

Y= (ny, Zs/e5) [A; Aljg 7' = (ny Zi/ey®) [A; Bl

a? = [A;Bli./[A;A]1» and Br= ay-— V% within the M,
‘variation range, namely: from 0.0 to 0.5,
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TABLE I

M, 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

1 0.97791 0.91379 0.84960 0.78465 0.71823 0.64971
7 0.54073 0.52209 0.50285 0.48218 0.45831 0:42579
at 0.55294 0.57135 0.59187 0.61451 -0.63811 '0.65536
Be 0.05294 0.07136 0.09187 0.11451 0.13811 0.15536

12. .BOUNDARY CONDITIONS

It is advisable to express the diffusion law as a function of the
sealar flux of neutrons ®:

O =n, ¢, 12.1
It is then obtained
J=— (7/3 Z}s) [(() o/0 r) +|(BT'.4I)'/T)‘ (() T/o r)] . 12.2

where | and Br have been defined in § 11.

The boundary conditions in the separation of two scattering
media are taken to be the continuity of J 4 and J _ in the fore-
mentioned separation surface, letting n (see § 10) coincide with its
normal, It follows from 12.1, 10.3 and 10.4

Le=(1/4) 0+ 5 J.n 12.3

I_=(1/4) 06— T.n 12.4

i

The continuity of ® and the component of J normal to the
separation surface are boundary conditions equivalent to 12.3 and
12.4,

In the separation of a scattering medium and vacuum, the
boundary condition is chosen to be

J_=0 12.5

taking n directed inte vacuum.
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APPLICATIONS

13. UNIDIMENSIONAL STEADY-STATE PROBLEM

A planar symetry medium without production or absorption
of neutrons is considered. The direction of the maximum wvariabi-
lity of medinm properties is taked as the z-axis. For ihe steady sta-
te it holds J, = J, = constant and J,=J, = 0. Resorting to 12.2
it follows:

. .
—(¥/33) { 3;:+ Br (&/T) g—w } =J, 13.1

for wich the general solution is given by

m

o (z)=(8=,/x)J,[T (m)]—BT/[T (z)[Brdz+B[T (x)]Br 13.2
d

where T'(z) is the temperature as a function of z, and B is an in-

tegration constant.

An experiment only slightly differing from the conditions
assumed above could be performed in the following way: a slab of
with 21 and equal values for ¢ and 7 in both sides. Resorting to
12.3 follows:

0

O(—)=@B=/)J,[T(—1)]Br /[T (z)Br dw+B[T (—1) ] Br
+1

O (+ 0= (8 Z/x) Jo[T (+ DI Br f[T (#)pr 'do+B[T (+1)]pr

where = 41 and x = —1 are the coordinates of both sides of
the slab. In order to satisfy the imposed conditions to ® and 7,
J, must vanish, therefore

& (2)/0 (1) =T (&)/T ()]-Pr 13.3

Placing By = O the ordinary diffusion law is obtained. Then
it holds

o (z)/b (1) =1 13.4



BN

— 321 —

In order to exemplify the foregoing results, the values . T(D)
= 600°K and T( 4+ I) = 300°K can be chosen: from 12.2 it follows
0.964 < ¢ (()) /P (l) < 0.899 when B varies between 0.05294 and
0.15536, and () (()) /P (l) =1 when the ordinary law of diffusion
is used.

It is seen that the variation recorded for ® (0) /® (e) ex-
tends from 3.6 % wup to 10.1% as M. varies from 0.0 up to
0.5 according to whether the ordinary law of diffusion or the
corrected one is used.

14. UNIDIMENSIONAL DIFFUSION EQUATION WITH ABSORPTION

It shall be assumed that the diffusion law 12.2 is still valid
even with small absorption of neutrons. Applying the continuity
equation for the number of neutrons with absorption, the diffusion
equation :

on,
":———— J 14.1
ot or Zah

is obtained where L, is the macroscopical absorption cross-seetlon
In the unidimensional case, equation 14.1 leads to

dz\(b do dlnT d2lnT

on, ‘
W—(YBZJ) -H3 ——d;"'i-‘hBT da°

20

14.2

and for the steady state

d2o  dilnT do d2ln'T

e @22 | o=0 143

dr ﬂ_l- Pr d z?
A slab of with 21 is assumed. One side of the slab limits with
vacuum and other side has a fixed neutron flux J,.
A temperature distribution is given in the slab. Both values
of the scalar flux ® at the side where J, is fixed shall be ealeula-

ted, assuming that the ordinary or the corrected diffusion law
holds.
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* Chosing -
' InTt=—2ax+b 14.4

T

a simple equation is obtained, since from 14.1 it follows

d? do
b L — (3 %) 9=0

the general solution of which is given by

¢=sexp! (az) [Aexp(Bx)+ Bexp (—Bx)] 14.5

where o= pr and B:Vua2 Br?+ (8 =, Z4/v)

Using the ordinary law of diffusion, — or taking Br=0,
which is equivalent — it follows: « — a°=0 and

B=B,=V (3 =, Z,/7).

Calling z = O the coordinate of the first side and z=1 the
coordinate of the other ome the boundary conditions are J, (0) =
=dJ, and J_(l) = 0. Bringing these conditions into 14.5 the follo-
wing equation holds:

(3 Z,/27)]Shp (I—=) —BChB (I—a)
(27/3 =,) (42— p2),—a]ShBIl—BChpl

¢ (z) =27 exp (ax) [ —

14.6

It is easy to identify the expression y /3 X, appearing in 12.2
with the coefficient D appearing in the common law of diffusion:
J=—D grad ¢

If graphite is taken as seattering medium, it holds D = 0.92 em.
Taking T = 450°K at =0 and T = 300°K at z =1, it follows
from 14.4 that

la=0.20 14.7
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For graphite £, ~=3.7 10 em™; hence B,=2.01 1072
em™Y,

From Table I and equation 14.7 it follows @282 < 107%/F
whenece for > 10 em,

B=By (1+2) 14.8
where d = % a? Br2/B,2 =0. 02 Br?/By2 I2.

Introducing 14.8 into 14.6 and neglecting 8 and o with res-
peet to «/f,, it follows

(Bo¥/3 =)

If the value of ¢ (O) obtained resorting to the ordinary diffu-

gion law when applied to the same problem, is' called 6°(0) the re-
lation

(0)=1, [1— (27/3 Zs) BT 1 Bo 1] (1 — (o/By) )

0 (0)/9° (0) =1 — /B,

is obtained.

If 1=230 em, then « / B, = 0.022, which is a 2.2 % difference
it the values of ¢ (0) according to whether the corrected diffusion
law ot the ordinary one is used.

15. T'INAL REMARKS

It has been shown that the Boltzmann transport equation im
the case of a very dilute binary mixture can be solved by a me-
thod similar to the one of Enskog, if the velocity distribution fune-
tion for the more abundant component is previously given as max-
wellian and time independent. In such a case there is only one
parameter to be given, namely: the number density of the less
abundant component at each point at a given time.

These results have been applied to the diffusion of thermal neu-
trons in a scattering medium. the distribution funetion for the
scattering nuclei has been obtained by assumming that they behave
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like classical harmonic isotropie-oscillators. The frequency of these
oscillators does not appear in the go obtained distribution function.

A better model is to assume quantum oscillators instead of
the classical ones, For a temperature of the medium such that the
oscillators are in high quantum number states, they may be taken
as classical, and also the neutrons have enough energy to make the
ruclei change their quantum state by collisions, If diffraction effects
with the lattice are not considered, the applicability of the model
is to be tested by the ratio medium temperature-vs-Deybe tempera-
ture, as the latter corresponds to the maximum frequency of the
oscillations of the solid,

With the classical oscillators model a diffusion law corrected.
for the effect of thermal gradients has been obtained. This latter
cffect appears in the same natural way as thermal diffusion does

. in gases.

The scattering law assumed for neutron nuclei collisions is
that of rigid spheres, which is isotropie in the center of mass sys-
tem. This law is assumed only for numerical calculation of the
diffusion law coeficients and the derivation of some properties of
the equations. Other scattering laws could possibly be assumed wit-
hout changing the amnalytical form of the obtained diffusion law.

If neutron difraction with the lattice is taken into account,
collisions with phonons and Bragg scattering rather than indepen-
dent collisions with each one of the nuclei must be considered. The
transport equation in this case contains the corresponding scatte-
ring law and must lead, in a first approximation to the usual dif-
fusion law, if the velocity distribution for neutrons is not far from
isotropic (see 2). The temperature corrections to the diffusion law
arise from the temperature dependence of the scattering law, The
classical model chosen is then equivalent to assume.a particular
(and easy to menage) scattering law. Therefore, the obtainid tem-
perature correction for the diffusion law is valid insofar as the
scattering law represents a good approximation,

A few problems representing possible experimental conditions
have been caleculated, leading to variations of the scalar neu-
j:;ron flux of a few unities per cent, according to whether the
_oi-din'a.ry, law of diffusion or the corrected one were used.
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En estas condiciones, que son las habituales para estudiar
transformaciones ‘de Lorentz en tres dimensiones, la velocidad

_)
V', con que se mueve un punto en el sistema S’, se expresa en
funcién de valores del sistema S

N

-)

?rzzi(l—vi}“V?)—i{V —V[ (1—Bv1)+r%vl]}
(1)

lo que constituye el «teorema de adicién de velocidades» en el

-_>
espacio; aqui V, es la wvelocidad con que el punto se mueve
visto desde el sistema S, y

Bry=(1—V,%/C5)712, (2)

Si suponemos ahora que el punto mévil ¢, tiene asignado
un impulso que vale ;’2 en el sistema S/, la fuerza actuante
sobre q, serd por definicién

-> d—+
Fy :dL (3)

la cual se transforma, como es bien sabido, en

> >
> 1 V. V", Fy V1
1’2._@;(1+__c2 ) {F +V1[ (By,—1) +

By 21]} (4)

>

BEsta expresion, que da el valor de d p,/dt en el sistema S en

el punto z, y, z en el instante ¢, correspondiente al z’, y’, ', ¢’ en
>

{

que sc conoce d py'/d ', ha recibido poca atenciéon. Recordemos
que sc la puede deducir de manera puramente mecanica, y que
no contienc otros postulados que los que conducen a la cinemé-
tica relalivista, mas la ley de transformacién del impulso.
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S
Llamando ahora r al vector del sistema S

> — —

r=0Q,0—00
que vincula el punto mévil g, con el punto fuente 0, tendremos,

usando la ley de transformacién de Lorentz usual y recordando
que 0’ sigue una recta que pasa por 0,

r’.._r——I—’)1 [——(I—Bvl)—l—fivl ] I—;t

O Sea
. —>_V->
> >
P=r—V, Tl (1—Bvy) (7
1
y
> > .
r'? =r®4 py,® (r.012/1) : (8)

' Ya podemps llevar a la (5) los valores obtenidos en (6) y

(7), para encontrar por fin
-5
-> >V > >
Fy=pnf ) fr g x (V¢ (©)

en donde todo esti en funcion de valores del sistema S, pues
r’ es funcién de r, dada por (8).
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El significado de la (9) es obvio: Si g; es un centro de
fuerzas situado en O, y tal que en su sistema inercial propio
S’ define fuerzas centrales de tipo (6) sobre el ente pasivo g,
entonces en otro sistema inercial tal como el S las fuerzas no
aparccen como puramenbe centrales, sino que tiensn una pequeiia
componente transversal. Esta componente transversal no refleja
un nuevo fendémeno; wes solamente una correccidn relativista.

8. Aplicacién a la Ley de Coulomb

Si ponemos en lugar de los entes abstractos ¢y, ¢, un par
de cargas eléctricas Q,, Q,, en el sistema .S’ en que Q, estd en
reposo la fuerza que sufre Q, vale

Fy = (+0,Qy/r®) ¥ (10)

QlQQ,yla

de modo que, comparando con (6), es aqui f (1) =

(9) da de inmediato

->
Bet QL0 {?+Ygg. X (T/lxr)} (11)
[r2+ (B2 52 |

que es la conocida expresién de la fuerza total que una carga
en movimiento uniforme ejerce sobre otra carga en movimiento
también uniforme. (4)

Como todas nuestras expresiones son covariantes, la fuerza
>

eléctrica F; que la carga Q, ejerce sobre la Q; en el mismo

(*) Para el easo particular Vn—O C. F. GAuss hallé en 1835 la ex-

presién
i e Rl

que es una aproximacién notable a la del texto. No publicé nunca este resul-
tado, Ver O. F. GAuUss, Werke, 5, 616; 1867.
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instante ¢, se calcula, teniendo en cuenta la equivalencia entre
cargas activas y pasivas, sin mas que cambiar entre si los indices
1ya2

Fo—__—Pv Qs Qz { +‘21 ><(V2><_;)} (12)
[r2.+ (L2 oe

La comparacién con (11) muestra que ambas fuerzas no
son iguales en moédulo ni tienen la misma direccion, por lo
que no es valido el principio de «accion y reaccidn» ; esto es por
otra parte habitual en relatividad siempre que se comparan
fuerzas aplicadas en puntos distantes, y no conduce a mayores
dificultades.

Menos conocida es la observacién de que la fuerza que una
carga elécirica eléctrica en movimiento ejerce sobre otra, no
depende solamente del movimiento relativo de ambas cargas:
en efecto, haciendo en la (11) V,=0, la fuerza depende, por
la presencia del coeficiente By,, de .la velooidad de Q, en el

->

espacio, y no solamente de su componente segin r, como
debiera suceder si solo el movimiento relativo fuera fundamental.

Finalmente, es claro que las expresiones (11) y (12) contie-
nen toda la informacion necesaria para calcular acciones ponde-
romotrices entre conductores o imanes, sin mds que adoplar
modglos adpcuados basados en la constitucion eléctrica Je la
muteria; todas las leyes y expresiones que la electrodindmica
emplea como su fundamento empirico, resultan asi consecuencias
cspeciales de «ley de Goulomb generalizada» que Gauss intuyo.’

La presentacién detallada de la electrodindmica clisica como
consecuencia de (11) y (12) constituye el tema de la nota siguien-
te (°). Esta aplicacién es muy valiosa para poner de manifiesto
los términos en ¢~2, debido a que la existencia de cargas positivas
y megativas en iguales cantidades en la materia neutro suelo
anular los primeros sumandos de (11) y (12).

Si en la ecuacién (10) se cambia el signo, expresa la lay
de atraccién de Newton; ds este modo, también las (11) y (12)

(®) F. ArsINA, La electrodindmica como consecuencia relativista (en prensa).
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son aplicables a las acciones gravitatorias. Pero como la materia
no es «gravitatoriamente neutra», los términos independientes
de ¢ subsisten, y enmascaran las correcciones relatas.

4. Funciones de campo

> .
Volvamos a la expresién general de F, dada por la (9),

-~
en la que si V, =0, f(r)r representa la fuerza que sufre un ente
puntual g, por efecto de un fenémeno que lo vincula al punto g.

En conjunto, la férmula expresa cudnto vale esta fuerza si
-

q; tiene una velocidad —uniforme— V=0, y se ve que ello
implica correcciones que a lo sumo son de orden (V,/c)2.

En estas condiciones, una conveniente espeoificacion de f
permite aplicar la misma férmiula a fuerzas de origen tan diverso
como la ley de Hooke, fuerzas de Van der Waals, de Yukawa,
etc. Ningtn papel juega aqui la naturaleza fisica de los fenémenos
que se describen, mientras. sean aplicables las transformaciones
de Lorentz y la definicién de fuerza; inversamente, tampoco
puede una expresién vacia como la (9) dar informacién sobre
propiedades fisicas de la matberia o del espacio como no sean
los muy generales postulados relativistas al respecto.

Ello no obstante, es posible usar la (9) para definir «fun-
ciones de campoy y hallar relaciones entre ellas. Para hacerlo,
debemos empezar por distinguir entre el ente g, puntual, y su
posiciéon geométrica en el sistema de coordenadas S; el ents g,
pasa a ser un «cuerpo de prueba» al que se supone ubicado en
el mismo instantz ¢ del entorno que se desea estudiar, y decimos

>
que en el instante ¢, la fuerza Iy que sufra g, es una funcién
solamente de sus coordenadas.

En otras palabras, hemos introducido el concepto de «cam-
pO».

Si g, —la «fuente» del campo— fuera inmévil en el sisttem’a

>

S, tendriamos un campo estitico; pero si V;7=0 tenemos que

decir que nuestro camipo, para un punto cualquiera de S en el
que imaginamos ubicado el «cuerpo de prueba», es una funcién
del tiempo.
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-

Dicho esto, llamemos E a la «intensidad de campo», es
decir, a la fuerza que sufre q, cuando estd fija en un punto del
sistema S. Resulta, de la (9)

E=Py f ()1 (13)

donde, segtn (8), hay que poner
-> i/* .
, r. 1/2,
P r2+(f3V1)2( 021) ]

Pero, como es obvio, si el enbe g, no se encuentra fijo a un

determinado punto de S, sino que cruza por él con velocidad
-

V,, aparece una nueva «funcién de campo», que definiremos
{14)

y que solo es util si el cuerpo de prueba es mévil. Con estas
definiciones,

e

F,=E+1W,xm) (15)
C

y nos encontramis con la expresién que Lorentz postulé para
la fuerza total que obra sobre una carga eléctrica. No podia
ser de otro modo, segin el parrafo 3; pero la validez de la (15)

es general.
-> ->
Las funciones E y I tienen interpretencion muy distinta,

->
ya que si bien E es una «intensidad de campo» —definida con

>
un cuerpo de prueba— I es nada mas que una correcci6n a
dicha fuerza cuando el cuerpo de prueba se mueve, y es ilusorio
pensar en definirla como intensidad de campo medida con un
cuerpo de prueba adhoc.

En el caso eléctrico, por ejemplo, ninguna de estas expre-
siones autoriza a creer en la existencia de una «masa magnética»



— 336 —

. -

como cuerpo de prueba sensible a H. Desde luego que tampoco
puede servir la (14) (ni ninguna otra férmula, naturalmente)
para deducir que no exista polo magnético libre, pero de ewistir
nos encontrariamos con un ente que no resuelve ninguna dificul-

tad, sino que las introduce, pues segtin la (9) los dos sumandos
> > >

de F, yacen en el plano V,, r, y la «masa magnética» senliria
sin embargo una fuerza a 90° de dicho plano.

5. Relaciones diferenciales

Tomando £ y H como funciones de punto del sistema S,
podemos hablar, para un punto fijo cualquiera, de 9, dx,d/dy,
> >

0/ 0z, 0t aplicables a £ y H. El ultimo operador dard la
variaciéon de las funciones de campo debidas a que el campo
mismo es funcién del tiempo; en otras palabras, el punto campo
sigue siendo fijo, y lo que varia 3 la posicién del punto’ fuente
con el tiempo.

En estas condiciones resultan de inmediato las identidades

rot Ez—lﬂ (16)
c Ot '
> 7 I
rot F E_EdvE—FEOE (17)
c c ot
.o d \
aiv E=py, [ 2L 1 37 (18)
dr
div H=0 (19)

Cada una de estas identidades —y de las muchas restantes

que pueden escribirse y es innecesario detallar aqui— es expne-
s

sable en funcién de f y de r’, como indicamos a modo de ejemplo

>
en la (18). Recordemos que, por (8), r' es funcién’solamente de
magnitudes del sistema S.
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‘Comentemos ahora brevemente las identidades escritas:

La (16) constituye la ley que Faraday hallé para el caso
particular de efectos eléctricos, que es en verdad aplicable a
cualquier tipo de fuerzas centrales.

La (17), que también apareci6 en la electrodinamica como
postulado, contiene en segundo miembro el término llamado
«corriente de desplazamiento», cuya significacién queda asi acla-
rada como simple identidad; en verdad, no solamente la (17)
carece de significado elécirico especial, sino que ni siquiera lo
tiene fisico: es independientz de ¢, como puede wverificarse con

->
la definicién de H; y se puede demostrar que es valida para
una clase de funciones mucho mas amplia que las f.

->
La (18) permite hallar las «fuentes» de E, a parlir de f.
>
Puede comprobarse que en las zonas de S en que se tenga divE =
-

constante, E satisface la ecuacién de propagaciéon de ondas.
-5

La (19) finalmente, indica que H es una funcién libre de
>

fuentes (que satisface la ecuacién O H=0).

De este modo, hemos encontrado, a partic de una ley de
fuerzas centrales y transformacionss de Lorentz, las mismas
ecuaciones que Miaxwell postulé para el caso especial de las
leyes eléctricas. Estd claro que tiemen la misma validez en el
caso de acciones gravitatorias, o en cualquier otro caso de fuerzas
centrales.

La escritura de estas identidades en la forma que les diera
Maxwell, o en la que les diera Lorentz, es un ejercicio inme-
diato usando la (10) y suponiendo las cargas puntuales como
limite de cargas extensas; mo es necesario detallarlo aqui.

Nuestro tratamiento presente es véilido para movimientos
vectos y uniformes del ente ¢, (carga «activa», o «fuente»)
pues hemos pasado de su.sistema propio S’ al sistema S, mediante
transformaciones de Lorentz. El tomar en cuenta una posible
aceleracién en el movimiento de ¢, nos llevaria a considera-
ciones de naturaleza muy distinta que, para el caso eléctrico
por lo menos, figuran en la nola anunciada.



UN MODELO OPTICO SEMICLASICO PARA LA
DISPERSION DE NEUTRONES DE
ALTA ENERGIA POR NUCLEOS (*)

por CARLOS ALBERTO HERAS (**)

(Oomisién Nacional de Energia Atémica, Buenos Aires)

ABSTRACT. — An exact expression for the elastic scattering cross-section
is derived under the assumptions of the ‘‘black’’ nucleus model and the va-
lidity of the Fraunhofer diffraction formulae which approximate that ex-
pressién is discussed. A semiclassical correction is introduced to take into ae-
count the partial transparency of the nucleus and it is seen that allows a
better agreement with experimental data on the seattering of 84-MeV mneu-
trons by Al, Cu and Pb. It also allows the determination of the optical pa-
rameters of the nucleus which coincide with those determined with the (quan-
tum) nuclear dptical model.

INTRODUCCION

El éxito reciente del modelo O6ptico nuclear (1) muestra
que se pueden usar conseptos Opticos clasicos para describir la
dispersion de particulas por nucleos. La idea fundamental de
los modelos Opticos es considerar que el proyectil, una vez en
el nacleo, atraviesa un medio con indice de refracciéon complejo
(medio absorbente y refrigente). La aplicacién de esta idea a
la soluciéon cudntica del problema de dispersién requiere la
integracion numeérica de las ecuaciones con computadoras elec-
tronicas. Ademas para poder reproducir los datos experimentales
dentro de un rango relativamente grande de energia de bombardeo
y de masa del blanco, es necesario introducir parametros cuyo

(*) Recibido el 25 de mayo de 1961.

(**) Este trabajo fue realizado en parte durante la estadia del autor
en ¢l Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas (Rio de Janeiro) con una been
del Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Técnicas.
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numero trac aparejado un cierto oscurecimiento de la visién
fisica del problema. Por esta razén se han usado descripciones
clésicas y semiclasicas (2) que permiten obtener resultados cuali-
tativos (y a veces cuantitativos) con un minimo de trabajo
computacional y pueden servir para decidir cémo variar los
pardmetros del modelo 6ptico nuclear para mejorar el acuerdo
con la experiencia.

En la presente nota discutiremos los limites de valides de
las férmulas de difraccién tipo Fraunhofer y derivaremos una
correccion al modelo de difraccién por un nuacleo «negro» para
tener en cuenta semiclisicamente la transparencia parcial del
nucleo.

1. LA DISPERSION POR DIFRACCION

Para fijar ideas supondremos dispersion de neutrones con
cnergia E=(h%/2m)k? y no tendremos ¢n cuenta el espin. Los
resultados que se obtengan seran vilidos para protones en lds
casos en que la barrera de Coulomb del nucleo tiene efactos
despreciables. La amplitud de probalidad para dispersion esté
dada exactamente por

f(®)= 2‘—,“% (1 —ny) (21+1) P, (cos ©) (1.1)

donde n;, la amplitud relativa de la I-sima onda parcial saliente,
estd relacionada con el respectivo corrimiento de fase d; por

n=exp (2% (1.2)

Es sabido que en la suma de la ec. (1.1) sélo tienen contri-
bucién importante los términos con ! <ka, donde a es el radio
del nucleo; por otra parte los corrimientos de fase son en gensral
complejos con una parte imaginaria positiva que es muy grande
para energias de bombardeo allas (mayores de 60 Me V, digamos).
Para estas energfas podemos, desde un punto de vista clésico,
considerar que todas las ondas parciales con I<L~ka son
absorbidas completamente y aquéllas con !> L pasan sin ser
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afectadas. Esta es la hip6tisis fundamental del modelo del nicleo
«negrQ», es decir, perfectamente absorbente; se expresa matema-
ticamente por

0 para I<L

= (1.3)
1 para {>L

_ Con esta expresién la suma en la ec. (1.1) se hace finita
y puede realizarse mediante la férmula de Christoffel-Darboux
los polinomios de Legendre (3); el resultado es

i L+1

14 (6>:2_lcms_€)_ [P (cos©) — Py, (cos )] (1.4)

Greider y Glassgold (4) han dado una expresién exacta
oquivalente a ésla. Sin embargo, a pesar de su simplicidad, no
ha sido usada en la representacién de datos experimentales. En
cambio, s¢ usan férmulas aproximadas cuya validez no se establece
en forma precisa. Como ejemplo del tipo de aproximaciones ‘que
s¢ hacen, derivaremos a conlinuacién la férmula de dispersion
por difraccion de Fraunhofer dada por Placzek y Bethe (5).

Para altas energias de hombardeo (L» 1) puede usarse
para los polinomios de Legendre la forma asintética debida a
Hilb (3)

P1, (cos ©) = (S/sen ©) 2 Jy [(L+ =) O] +0 (L-9%)  (1.5)

donde J, es la funcién de Bessel de orden cero. Esta expresion
es valida uniformente para 0=©<mn—e¢(¢>0). Poniendo

1
z=(L+ 2 )© podemos entonces escribir

P;,—Pryy=— (O/sen8)12[J (240) — J(2)]=

2

) e
=(O/m8)2O[J, (2)+ 5 I () + 57 @) +] (1.6)
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En esta serie hay que considerar hasla el término que dé
un error del mismo orden (o mayor) que el que tiene la expresion
(1.5). Puede verse, expresando las derivadas de J; en funcién
de J; y Jo, que los términos a partir del dltimo mostrado no
tienen sentido. Por ofra parte si © no es.suficientemente pequefio
la serie puede convergir lentamente restando toda utilidad a la
aproximacion. No vale la pena discutir el punto de la convergen-
cia puesto que se trata de una aproximaciéon a un resultado de
un modelo que es a su vez aproximado.

Para energias muy altas se pueden despreciar términos de
orden 1/L; ademés con el aumento de la energia, los neutrones
dispersados elasticamente se concentran cada vez mas en dngulos
pequeiios alrededor de la direccién de incidencia (el cono de
sombra de la éptica ondulatoria tiende al cilindro de sombra
de la optica geoméirica). Teniendo en cuenta esto y poniendo
L=ka, se obtiene la férmula de Placzek-Bethe para la seccién
eficaz

6 (0) =k2at], (z)/z ' (1.7)
z=ka® (1.8)

que cs idéntica a la difraccion de Fraunhofer por un disco opaco.
Se ve que z es la transferencia de impulso 2ksen©/2 (en
unidades de 7) multiplicada por el radio del ntcleo y tomada
para angulos pequefios.

Por las aproximaciones lhechas en su deduccidn, se ve que
la expresién (1.7) es vilida solo para energias muy altas y
para éngulos menores que el correspondiente al primer cero de
la funcién de Bessel.

Se usa frecuentemente en la literatura una expresiéon similar
a la (1.7) que puede ser deducida del desarrollo de Macdonal
de los polinomios de Legendre en funciones de Bessel (6). En
esla expresién se toma el valor exacto 2/sen®/2 de la transfe-
rencia de impulso y se reemplaza el radio del nucleo por
a-+X(A=1/k). Estas correcciones son un lujo innecesario pues
cl rango angular de -validez de la expresion es el mismo que
que antes y en ese rango coincide con (1.7). Sin embargo,
como en el factor que multiplica a la funcién de Bessel el radio
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aparece elevado a la cuarta potencia es conveniente corregirlo;
de esta manera la expresion aproximada y la exacta tienen el
mismo valor en ©=0.

Para finalizar esta seccion daremos una estimacion dol
error con que se determina el radio nuclear a parlir de la posicion
angular del del primer minimo de difraccion.

Supongamos que el primer minimo de difraccidn es obser-
vado en el 4ngulo ©,; éste debe corresponder al primer cero
zo=23,83 de la funcién de Bessel en la féormula de difraccién
de Fraunhofer. Podemos usar en el argumento de la funcién de
Bessel zy=L;0 0 z,=2(Ly+1)senS/2 determinar L;(i=1,2)
por la condicién z;=z2, y tomar

Aa L,—L; &, i 1 (1_ /2 )
a L~ 388 3,83 sen /2

como medida de la imprecision en la determinacién del radio
nuclear. Como el paréniesis del segundo miembro puede counsi-
derarse nulo (es menor que 0,05 para © <60°), se tiene

que en los casos de interés da un error porcentual <10 9.

2. CORRECCION SEMICLASICA POR RETFLEXION Y REFRACCION

La expresién exacta (1.4) del modelo de difracciéon por un
nicleo negro tampoco es -vilida para angulos relativamente
grandes pues siendo una funcién de Dirichlet (*) tiene para esos
dngulos oscilaciones fuertes que los datos experimentales no
muestran. Por otra parte, ain a pequefios e’lngulos‘ hay otros
procesos que contribuyen a la dispersion ademas de la difraccion
pues el ndcleo no es negro sino traslicido. La razon del fracaso
del modelo del ntcleo negro a parlir de las cercanias del primer

L
(*) O funcién incompleta en el sentido que lim 2 (20 4 1) PI (cos B) =
L—)aa T
473(Cosg—1)
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minimo de difracciéon se debe a que en realidad las n; (desde
¢l punto de vista clasico) suben gradualmente de un valor
pequefio para [1=0 a uno para l~ka porque cerca del borde
del nucleo las particulas incidentes recorren caminos cada vez
mds cortos a traves del medio absorbente (**). Es sabido que
en la Optica electromagnética esta variacion gradual de la absor-
cion de la onda incidente trac aparejada la desaparicion de los
méximos de difraccién excepto el principal (*).

Vamos a tomar ahora en cuenta la transparencia parcial
(y variable) del nucleo para las particulas incidentes. Suponemos
como antes que ;=1 para > L~ ka. La amplitud para disper-
sién elastica es

F(O)=1a(8) — (i/20) Zn(2l+ 1) Py(cos®)  (2.1)

donde f; (dada por la ec. (1.4)) da cuenta de la difraccion
y el segundo término da cuenta de los procesos debidos a la
absorcién incompleta dentro del ntcleo: reflexién y refraccion.
Representando la interaccién neutrén-nucleo con un potencial
complejo podemos aproximar el segundo término con la suma
de amplitudes semiclasicas para reflexién y refraccion

f,(8)=R \'op +T A \op (2.2)

donde op es la seccion eficaz clasica para reflexién por una
esfera rigida; or es la seccién eficaz clasica para refraccion en
un pozo de potencial; R y T son cocficientes de reflexion y
trasmisién para el pozo, y A es un factor que mide la absorcion
a lo largo de la ftrayectoria cldsica de la particula dentro del
pozo.

Las secciones eficaces clasicas se definen por (7)

s@)=" d—fi%

VT 5en©

(2.3)

(**) El mismo efecto tiene una superficie difusa; podemos considerar es-
te caso inclufdo en nuestras consideraciones hablando de un camino efectivo
dentro del medio absorbente.

(") TUn cjemplo simple es la difraccién de la luz por una gota de tinta cn
un vidrio de rcloj.



— 344 —

donde s es el parametro de choque y © el angulo clasico de
defleccién. Usando un pozo cuadrado de potencial

—(V4+iW) r>a
V(r)= (2.4)

0 rsa

sc obtiene para las secciones eficaces

op=a?/4
2 n? (n— _——
dT:u_n_ (n—z) (nz 1?) (2.5)
4 z (1+n2—2nzx)?
donde
z=cos /2 . (2.6)
M
n=1+V/E . (2.7)

es el indice de refraccion. :

En el cilculo de o7 no hemos considerado efectos de la
parte imaginaria del potencial que.son muy pequefios excepto
en ¢l entorno del dngulo correspondiente a incidencia rasante.

Los coeficientes R, T', y A han sido calculados ien la forma
usual por las condiciones de contorno que satisface una onda
plana incidente sobre un potencial en dos dimensiones de la
forma (2.4) («zanja» de potencial). Esta aproximacion es equi-
valente a reemplazar la superficic esférica del ntcleo por su
plano tangente y es valida para altas energias (mayores de
~40 Me V) y no muy cerca de la incidencia rasante. Las fases
de los cocficientes de reflexién y do trasmisién se ajustan luego
para dar la diferencia de camino de los rayos en la esfera quoa
representa al nicleo. Despreciando frente a la unidad pequefios
cfectos de la parte imaginaria del potencial, se tiene

(n?— 2°)12 —senS/2
(n? — 2?)1/2 4 sen S/2

R(8)=— etikaxn @2 (2.8)
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(nw—-l) (n—-.;z;)e'“zika (1+ne—2n zh/e (2_ 9)

w n—wx

A:exp——kla—— (2. 10)

nE (1+n?—2ngz)l/?

donde n y x estan dados por las ecs. (2.6 y 7).
La seccién eficaz para dispersion elastica s entonces

6 (©)=|f4|2+|fc|2+ términos de interferencia. (2.11)
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El computo ha sido hecho para ajustar los datos experimen-
tales de Bratenahl et al. (8) sobre dispersién elastica de ncutrones
de 84 MeV por Al, Cu y Pb. Expresando el radio nuclear en la
forma a=u,AY3 se tiene tres parimetros para ajustar: ap,
V y W. Para determinar el rango de variacién dz a, se calculd

o
q

[
5

COBPE

— -~ DIFRACCION CON (=1
—— DIFRACCION + REFLEX(dN

10 + REFRACCION
2,31,34 fm

6.0 V=16,8 Mev

J W=z16,0 MeVv

(BARN / STERAD)
[eo]
o

2.0+

1.04

Q° ) 10°
Fig. 2
primeramente la seccion eficaz de difraccién fy; poniendo L= ka
los datos experimentales quedaron incluidos entre las curvas

teoricas para ay,=1,30fm (*) y a,=1,46 fm con variaciones de
nicleo a nticleo menores que 30o. Para los mayores valores

(*) De acuerdo con la recomendacién de la Unién Internacional de F§-
sica pura y aplicada, Ottawa, 1960 (Nuclear Physics 23 (1961) 697)
1fm = 1 femtémetro — 10-13 em.
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de g, no fue posible encontrar un juego de valores de V y W
unico para los tres niucleos y ademas era necesario usar valores
de W muy pequeiios en contradiccién con las propiedades empi-
ricas oonocidas de la materia nuclear. Para los menores valores de

do . PLOMO
— 601}
an

20 -~ - DIFRACCION CON =16
. —— DIFRACCION + REFLEXION
3 + RETRACCION
5 a2 1,32 fm
i 20- Vz16,8 MoV
& W=16,0 Mev
2
(14
< 10
~ 8.0

6.0

4.0+

2.0

I.O:

0.8

06l

04

J
0.2-
0.
o 2]

Fig. 3

a, V=16,8MeV y W=16MeV representan razonablemente
los datos experimentales de los tres nucleos considerados. Estos
valores son practicamente los mismos que los determinados con
el modelo 6ptico nuclear (*). Los resultados se muestran en las

(*) Ver por ejemplo el articulo de Bjorklund en la segunda cita dc re-
ferencia (1),
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figuras 1, 2 y 3 junto con los datos éxperimentales y las curvas
correspondientes a difraccion. Debe notarse que las curvas tedri-
cas no han sido normalizadas.

Se ve que la correccién semiclasica no es capaz de «lavar»
las oscilaciones fuertes de la difraccion. Para pequefios dngulos
la correccion perimite no sdlo un mejor ajuste de los datos
experimentales sino también la determinaciién de los parametros
opticos del ntcléo. No se ha intentado un acuerdo mejor entre
teoria y experiencia considerado que el modelo no es lo suficien-
temente refinado como para justificar el trabajo.
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RELACIONES ENTRE DERIVADAS GENERALIZADAS

por V. PEREYRA (')

SUMMARY :

We define Riemann derivatives in Césaro means of a measurable function
and we prove that the existence of finite Riemann-Cdsaro derivative in a mea-
surable set E implies the existence of ordinary Riemann derivative, almost
everywhere in E.

An interesting comsequence is a generalization of a Khintchine theorem
which says that the existence of Schwartz derivative of the indefinite integral
of a function f(x) implies the existence of Borel simmetric derivative of f(x).

Marcinkiewicz y Zygmund han probado el siguients teore-
ma [1]: .

Sea f(z) una funcién de una variable real, definida y
medible en un intervalo (a, ), £ un conjunto de medida
positiva contenido en (@, b) y k& un nimero natural.

Si para cada punto x perteneciente a E:

DA (2
A5 =0(1) (h— 0)
entonces existe pp en E la derivada de Peano de orden kde
la funcién f (x).
Sera wutil recordar algupas definiciones [2].
La diferencia simétrica de orden & de la funcién f (z) es:

=~

O (ah= Z (k) (— 1) (o (i— g ) )

(*) Este tema fue sugerido por el Prof. A. Zygmund en su estadia en
Bs, As. como experto de la Unesco en el Centro Regional de Matemética parn
América Latina. :
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Definicion 1:
Cuando existe el limite:

li (s) A lk
}irio ITZ(:E) REf(z) se le llama derivada .de Riemann

de orden k de la funcién f(z). Para k=1 coincide con la
derivada simétrica y para k=2 con la de Schwarta.

Definicién 2:
Si existe el limite:
lim k!
T TR ) — @) —fy (@) h—
h (k1)
— lte—r)® (k 1) ! ] f(lc)( @)

se le llama derivada de Peano de orden /& de la funcién f(z).
Las funciones f(;y(z) (i=1,2,...4,/k—1) son arbilrarias, a
priori, pero quedan univocamente defmldas por f(k) (z).

Definicion 1':

Sea f(z) una funcién medible. Si existe el limite:

h

lim Lf’ ,'_1 A, f( )d — R Ctr) r natural
h=0 hry (h—u) u f(@) (r matural)

se le llama derivada de Riemann de orden %k en media Césaro-r,
o abreviadamente: Riemann-Césaro-r de orden: k.
Se trata aqui de probar el siguiente:

Teorema 1:

Sea f(z) una funci6n medible y %, r dos ndmeros natu-

A} (2)

rales. Supongamos que gk integrable en un entorno

-

de u=0.
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En casi todo punto en que existe derivada de Riemann-

Césaro-r de orden & y es finita, existe derivada ordinaria de
Riemann de orden % de f(z) y ambas coinciden; es decir:

R G f () = R  (3) (vp)
Lema 1:
k .
Si Ap=Z (%) (—1)*J (k—2j)P k natural, p matural
=0

entonces:
A,=0 para p<k

A= (—1)k2k ) |

Demostracion.:

k
ok (1 — a2k =3 (jF) (— 1)k~J k-2
=0
Derivando p veces y multiplicando cada vez por z:
I
(o D)P o (1 —a%)¥]= Z () (ke — 2" (— 1)k-i b2
J=0

y de aqui se obtiene el resultado con z=1.
Lema 2:

Sea f (u) una funcién medible y %, r dos nimeros naturales.

f(

Si g (u)= es integrable en un entorno de u=0 valen las
identidades:
& /(h—u)r— (o) du=(r—1)1 [0,

= (0 /(h u)i 1”’(”) du]

i=1 fl,
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@) [yt @) dus= 1) 1| oo ) et

+ Iél (— 1)) (%) i/-(h —u)i~1 GO (u) uk~i du

13

donde F) (h) :(1—1)1/ (h—u)r-1f(u)du y GO similar-
r—1)l,
0
mente.
Demostracion:

Basta integrar repetidas veces por partes usando la identidad

_ﬂh~w~W@MM=

= (r—1) !/h(...('/g;(u)du)dxl) da)

Lema 3:

h

lim r -f (u)

3 — — )13

(3) e h,,f(h w18 g,
0

lim r (h+r) !
,
h—0 Wf(h—U)"if(U)du

0

(4)

Con las mismas hipétesis ‘del Lema 2, la existencia de uno
qualquiera de estos limites implica la existencia del otro y
ambos son iguales.

Demostracién:
Es suficiente considerar el caso ,en que el limile es cero.

Supongamos entonces que el limite (4) es cero. Usando la
formula (1) del Lema 2 y la hipétesis, se tiene que:



— 353 —

h
l/(h_u)r—lg(u)du ~0
hr) h—0

La reciproca resulta de la formula (2).

Con estos elementos se puede pasar a la demogtracién del
Teorema 1. Por hipotesis existe:

R G f (z) = ;:rioh'/(h -1 ()Au f z)d

y por el Lema 3:

llm r (k+) ) ’
h—0 hlctr / (h - u’)’—l (S)A k f (:E) du

0

R C() f (z) =

Llamando % (h) a la expresién bajo el signo‘d-e lim y operando:

JE¥

k k
s=" V& oy gt (=) oo (= E

Y PR Y j]

g1 4 r—j!

De aqui en adelante se supone que /& es impar (2).
A partir de la expresién de b (h) construiremos por cambios
en la variable h, (k+r+1) formulas iguales en el limite.

Reemplazando entonces h por — IE[ §— ketr ] h para s=
3
0,1...k+r, se tiene: )
. e
by (=L = () (1 (- B)

Ie ![% (k+r—2s) ]"‘“‘ =0

(*) El caso par tiene un tratamiento similar.
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donde:
T by, 2i
A= (img) 7P [s =) ()
v [,(k+r 2o)h |
B=2 (i— 2) R F@ (@)

‘Lo que se desea conseguir es una cierta combinacién lineal
de los d;(h) que converja a un multiplo de R{k+r) F(r)(z).
Esta combinacién lineal es:

(1) ke 1| % (e r—2s) | kb (/2

() (") =0 sl(k+r—s)! (")
Invirtiendo el orden dz las sumas:
14
(—1)k(- 3) It
= @0 ¢ Je—t
N(y= P E () (DD
i k+r .k
— 1Vetr—s (A — ({ — —\"B
( , )Yk (d—(i—2)"B)

. pero por el Lema 1:

B fgr gk LT @ [(i—F) b
E:ot ) (=1 ( ) B_j=-1 (r—7j) k=i

kg (7c +r

S
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Como se ve, la segunda suma tiene como limite para h tendiendo
a cero y cualquicra sea 0<i<k: R(:) F(r) en el punto z. De
otra manera:

21

Y (R) R0 (3))
T

N ()= (—1)% X (8) (— 1)k (1—

Pero por (5) también:

Bl (—1)kr icpr k+r
SRR i A— . Ietr ;
N~ etz 20—z (7))

(— 1)ktr=s ( RUe) Ctr) f(=))

El Lema 1 afirma que los coeficientes de estas expresiones
son iguales, de donde se deduce que existe derivada ordinaria
de Riemann de orden (k--r) de la r-ésima inbegnal indefinida
de f(x).

Esto implica por el teorema de Marcinkiewicz y Zygmund
que existe la derivada de Peano correspondiente, pero por el
teorema de derivacién de Lebesgue F()(x) es r veoces derivable
y se tiene:

D (F) (z))=f(z) (pp en E)
por lo tanto:
RUkr) F0) (2) = Pigy) 0 (@) = fo (#) (PP en E)

y como la existencia de derivada de Peano implica la exislencia
de derivada de Riemann, esto completa la demostracion . dal
Teorema 1.

Teorema 2:

Sea f(x) una funcién integgrable en (o,b). Si existe Ia
derivada de Riemann de orden (k+r) de F(") (z) en un conjunto
E de medida positiva, entonces pp en E existe la derivada de
Riemann-Gésaro-r de orden k de f(z).
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Demostracién:

Estd contenida esencialmente en la del Teorema precsdente.
Este Teorema generaliza uno de Khintchine [3] que dice lo
mismo para el caso k=1, r=1.
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I"AcULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, F'isicAS Y NATURALES
UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

CRONICA

ASAMBLEA DE LOS SOCIOS DE LA UNION MATEMATICA
ARGENTINA

El dia 22 de setiembre de 1961, siendo las 15 horas y 30 minutos, se
reunieron en el Aula n® 5 de la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de 1a
Univorsidad de Buenos Aires, Perd 222, los siguientes socios de la Unién Ma-
teméticn Argentina, constituidos en Asamblea General ordinaria: R. Carran-
za, A. Gonzilez -Dominguez, M. Cotlar, J.-Babini, R. Luccioni, C. Ballester,
E. Quastler, H. Porta, N. Riviere, H. Fattorini, N. Karanowich, L. A. Santals,
BE. Machado, C. Ratto de Sadosky, C. Sadosky, C. Loiseau, P. Baldaceini, D. M.
Dragone, G. Klimovsky, I. Oklander, M. Gutiérrez Burzaco, O. Villamayor,
G. Oliver, A. Korn, BE. Zarantonello, A. Monteiro, B. Margolis, N. Fava, F.
Toranzos (h.), L. Iglesias, O. Capri, W. Keller.

Abierta la sesi6bn el Presidente Ing. J. Babini present6 un panorams
de las actividades m#s sobresalientes de la sociedad durante el Gltimo perjodo,
a sabor:

a) Revista. La Revista de la Unién Mateméitica Argentina, y de la Aso-
“ineibn Tisica Argentina, ha podido ir saliendo gracias a la ayuda del Conscjo
Nacional de Investigaciones y de la Tacultad, pues el elevado precio de im-
presign 1o, puede solventarse con las solas entradas de los socios. El volumen
actualmente en prenss corresponde a las reuniones mateméticas realizadas cl



' — 357 —

afio anterior con motivo del Sesquicentenario de la revolucion de Mayo y .se
financia por la subvencién acordada a la Unién Matemética Argentina por la
Comisién de Homenaje a dicho Sesquicentenario.

b) Se ha establecido un acuerdo de reciprocidad con la American Mathe-
matieal Society, en el sentido de que los socios de cualquiera de estas institu-
ciones podrin serlo al mismo tiempo de la otra abonando la mitad de la cuoila
cstableeida para los socios. .

¢) Se colaboré en la edicién del World Duectmy de mateméticos y la
U.M.A. se ofrece para adquirir varios ejemplares de la nueva edicién, al pre-
eio de 150 U$A, a los socios a quienes interese: : I

‘d) Se ha estado preparando la Conferencia de Bogoté. (Diciembre ds
1961) que tratarfn los problemas de la ensefianza ‘de la Matemética. En ella
intervendrin de la Argentina el Ing. J. Babini, miembro del Comité organi-
zador, el Dr. A, Gonzflez Dominguez y el Ing, A. Valeiras.

Informe de la Tesorera. La Sra, C. Ballester de Percyra da cuenta del ba-
lance de la Sociedad segln el cual, durante el periodo 1959-1961, ingresaron
$ 156.339,06 por concepto de subsidios varios y § 71.984,34 por cuotas de socios y
suseripeiones, mientras que en ¢l mismo periodo se invirtieron $ 152.181,— en in
impresién do la Revista y $ 55.980,55 en gastos varios. Si se considera que ol
cjercicio se inicié con un saldo anterior favorable de $ 47.063,61, el saldo tam-
bién favorable que pasa al ejercicio préximo es de $ 67.225,46; suma que se con-
sidera insuficiente para atender la impresién de la Revista cn lo que va del
aflo en curso.

Teniendo en cuenta el elevado aumento de precio para la impresién de Ia
Revista y para el franqueo en la distribucién de la misma, se propone actua-
lizar el monto de la cuota de los socios. Después de un cambio de impresiones
se decide fijar la cuota para los Socios ordinarios en 300 § m.n. anuales;
para los estudiantes 150 $ m.n. y para la suseripcién de la revista el precio
de 7,50 délares por volumen.

Tanto cl informe del Sr. Presidente como de la Tesorera son recibidos
con aplausos y aprobados por la Asamblea.

Miembros honorarios. E1 Dr., A. Gonzalez Dominguez propone que en vista
de sus mdritos intrinsecos como mateméticos de primera fila y considerando
su actuacién en la Argentina donde actualmente se encuentran desarrollando
una utilisima labor, sean nombrades miembros homorarios de la TU.M.A. los
profesores J. Dieudonné del Instituto de Altos Estudios de Paris y A. Ostrows-
ki, de la Universidad de Basilea. Asi se aprueba por unanimidad.

Eleccién de autoridades. Debicndo tener lugar la eleccién de autoridades
por haber terminado el periodo de 2 afios por que fueron elegidas, se pone la
cuestién a consideracién de la Asamblea. El Dr. Santalé, propone que en vista
del éxito con que se ha desempefiado la Junta Directiva antcrior, gracias a lu
cual la U.M.A. ha podido ir superando todas las dificultades de su funciona-
miento y subsistencia y la dedieacién con que sus componentes han actuado,
se eclija la misma Junta por un nuevo periodo de dos ajios. Asi se aprueba por
aclamacién. Queda por consiguiente nombrada la misma Junta y los mismos
seerctarips locales que actualmente se desempefinban, con la excepeién del Se-
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cretario local de La Plata, vacante por ‘fallecimiento del Dr. A. Sagastume
Berra, y que se decide autorizar a la Junta directiva para nombrar reempla-
zante, y del Seeretario Local de San Carlos de Bariloche que se deja vacante
por ausencia del Dr. Balanzat que lo desempeiiaba.

SESION DE COMUNICACIONES CIENTIFICAS DE LA
UNION MATEMATICA ARGENTINA

En Buenos Aires, durante los dias 21 a 23 de sectiembre, se realizé la
Reunién anual de comunicaciones cientificas de la UMA, asistiendo a la mis-
ma numerosos socios y los siguientes representantes designados especialmente:
Universidad de la Repfiblica (Montevideo): L. Laguardia y J. J. Schiffer.
Universidad N. de Cérdoba: E., Gutiérrez de Rodriguez Pardina, D. M. Dra-

gone, P. L. Cecchi, M. Spevak, P, Baldaceini, N, White, 8. Mauer y A.

A. M. Machado.

Universidad N. La Plata: M. L. Bruschi, J. E. Bosch y M. Zisman.
Universidad N. del Litoral: K. Gaspar, V. Rein, 8. R. Bruno, E. Rofman, E.

P, Oattaneo, P. J. Aranda y A. J. Bastanzo.

Universidad N. de Cuyo: W. L. Damkghler, E. Zarantonello, C. Loiseau y

E. Marchi.

Universidad N. del Sur: D. Brignole de Martin, L. Iturrioz, M. L. Gastamin-
za, 8. Gastaminza, J. M. Arango, O. Villamayor y A. A. Suirez.
Universidad N. del Noreste: A. R. Méndez, R. H. Martinez, M. R. Marangunic

y H. Acevedo.

Al iniciarse las sesiones, los concurrentes dedicaron un minuto de silen-
cio en homenaje a la memoria del eminente matemético y miembro honoraris
de la UMA, Dr. Beppo Levi, fallecido en Rosario el 28 de agosto filtimo,

A continuacién se desarrollaron las sesiones de comunicaciones de acuerdo
con el siguiente programa:

Jueves 21 a las 18
Facultad de Ciencias, Perta 222.

Comunicaciones cientificas:

1. R. E. LuococroN1 (Instituto de Matemética, Tucumén). Geometria integral
en espadios proyectivos Ph.
Se considera la existencia o no de medida invariante bajo el grupo pro-
yectivo para ciertos conjuntos de ‘‘elementos geométricos’’ (en particu-
lar subespacios lineales y cuddricas) de Pn.

2. F. ArroNso (Departamento de Matemética, Facultad de Ciencias, Buenos
Aires). Sobre el movimiento del triedro de Frenet de uma curva.

Mediante la representacién por cuaterniones de los movimientos alrededor
de un punto, a cada movimiento corresponde una curva del espacio elipti-
co S;. En la presente comunicacién se estudia el caso en que el movimiento
es el inducido por ¢l triedro de Frenet de ina eurva del espacio ordinario,
déndose una caracterizacién de las correspondicntes curvas de S,
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3. L. A. SANTAL6 (Departamento de Matemética, Facultad de Ciencias, Buo-
nos Aires). Sobre el volumen de poliedros en espacios de curvatura cons-
tante,

Se caleula, a partir de la férmula de Gauss-Bonnet generalizada, el vo-
lumen de un poliedro de un espacio de curvatura constante de dimensién
par, en funcién de los 4ngulos entre las caras del mismo. Resulta asi,
en partieular, una férmula do Knothe (Michigan Math. J., 1960, 251-255,.

4. E. T. UBErTONE (Buenos Aires). Inierprctacién geométrica generalizada
de las funciones hiperbélicas.

&

W. DAMROHLER (Facultad de Ciencias de la Educacién, San Luis). Acer-
e del problema isoperiméirico segin la teoria de Tonelli.

Se trata de una nueva solucién del problema isoperimétrico del efleulo
de variaciones, basada en coordinar al mismo otro problema variacionsl
libre, es decir no-isoperimétrico, en un espacio de tres dimensiones que
aproxime en el méximo grado posible la estructura del problema isope-
rimétrico. El trabajo aparceerf publicado en los Mathematische Annalen
a principios de 1962 .

Conferencia del profesor Alexandre Ostrowski s?bre el tema:
Le probléme du reste dans la formule de 'Moivre-Laplace.

Viernes 22, a las 9
Tacultad de Ciencias.

Comunicaciones cientificas:

1. R. LaGuArpiA (Instituto de Matemética y Estadistica, Facultad de In-
genieria, Montevideo). Indice de las funciones polarizadas y su relacién
con el comportamiento asintéiico de sus tramsformadas de Laplace.

Se exponen algunos resultados de un trabajo sobre el comportamiento
asint6tico de las tramsformadas de Laplace y de Laplace-Stieltjes. En
particular se introducen las nociones de indice y de funcién polarizada y
se estudian las relaciones entre el indice y ¢l comportamiento asintético
de la transformata para 2z tendiendo & infinito.

2. E. T. OXuANDER (Departamento de Matemditica, Faeultad de Ciencias,
Buenos Aires). Sobre una condicién mecesaria y suficiente para que una
matriz sea de estructura simple.

Se dice que una matriz cuadrada de orden % es de estructura simple si
tiene m vectores linealmente independientes, Una c msecuencia inme-
diata de la descomposicién canéniea de Jordan es que una matriz es do
estructura simple si y sélo si su polinomio minimal tiene todas sus raices
simples. Se da una demostracién de este teorema sin utilizar la descom-
posicién de Jordan.
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H. Porra (Departamento de Matemética, Facultad de Ciencias, Buenos
Aires). Sobre dlgebras de Hilbert regulares.

. E. N. ABIN0 pE CH10SSONE (Facultad de Ingenicria, Buenos Aires). 4I-

gunas aplicaciones de la teoria de grafes a la quimica orgdmica ¢ inor-
gdnica,

En estas aplicaciones do la teoria de grafes se estudian los nGmeros fun-
damentales de la teorfa (nlmeros cicloméitico, eromftico, de estabilidad
interna y externa), nficleo de un grafe, matriz asociada a un grafe, ete.

M. C. pe Camrr (Facultad de Ingenieria, Buenos Aires). Programacién
cuadrdtica.

Se analizan comparativamente el método de gradiente y una extensién
de método clbsico de maximizacién. Se realizan las respectivas programa-
ciones y codificaciones a los cfectos de obtencién de resultados en com-
putadores digitales.

V. PErRpYRA (Departamento de Matemditica, Facultad de Ciencias, Bue-
nos Aires). Generalizacion de un teorema de Marcinkiewicz y Zygmund.

Se definen las derivadas generalizadas de Riemann-Cesaro y se prueba qu2
son iguales p p a las derivadas de Riemann ordinarias.

Conferencia del profesor Mischa Cotlar sobre el tema:
Representacién de semigrupos y teoria dimensional de opecradores

)
i

A las 18. T'acultad de Ciencias.

1.

Comunicaciones cientificas:

G. Krimovsky (Departamento de Matemética, Facultad de Ciencias, Bue-
nos Aires). Modelos para sistemas axiomdlicos que oontienen al ope-
rador ¢ de Hilbert.

Se demuestra que en el sistema axiomdtico para la teoria de conjuntos
de von Neumann, Bernays, Godel, el siguiente enunciado: ‘‘Todo mo-
delo de un sistema axiomético S cuya ligica subyacente es el céleulo
funcional de orden uno general, es también modelo para el mismo siste-
nma S, pero tomando como légica subyacente el cdleulo funcional de orden
uno general ampliado con el operador ¢ de Hilbert y el primer axioma
(csquema) de Hilbert para ese operador’’, es equivalente al axioma de
eleceibn,

A. GoNzALEz DOMINGUEZ (Departamento de Matemitica, Facultad de
Ciencias, Buenos Aires). Una ropresentacion ecxponencial de las impe-
dancias.

Consignamos una representacién integral de toda funcidén holomorfa f (p)
en cl semiplano de la derecha, real para z real, y de parte real no negua-
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tiva en ese semiplano (que llamaremos impedancias). Los parimetros quo
figuran en la férmula son una constante real y la fase de f (p) en el eje
imaginario. De esta férmula (especialmente Gtil cuando se trata de mul-
tiplicar impedancias) deducimos entre otras cosas una representacién da
toda reactancia como producto infinito, y una generalizacién de la teoria
de las funciones ‘‘@Q’’ de Cauer.

3. J. J. ScHArrer (Instituto de Matemética y Estadistica, Facultad de In-
genicrin, Montevideo). Dualidad en las eccuaciones diferenciales lineales.

Se consideran relaciones entre propiedades de determinadas parejas do
espacios funcionales admisibles para una ecuacién diferencial (vectorial)
con las correspondientes para la ecuacién adjunta en el espacio dual.

4. A. MontEIRo (Instituto de Matemética, U. N. del Sur, Bahia Blanca),
Constriecion de las dlgebras de Nelson finitas.

Se indican las condiciones necesarias y suficientes que debe verificar el

. conjunto ordenado de los elementos irreductibles de un reticulado distri-
butivo finito 4, para que sobre A se pueda definir una estructura de
4lgebra de Nelson.

o

A. MontEIR0 y L. ITuRRIOzZ (Instituto de Matemética, U. N. del Sur,
B. B.). Representacion de las dlgebras de Tarski monddicas.

Se generalizan para las 4dlgebras de Tarski monddieas los teoremas de re-
presentacién que Halmos ha obtenido para las 4lgebras de Boole moni-
dicas.

6. A. MoNTEIRO y D. BrigNoLk (Instituto de Mateméftica, U. N. del Sur,
B. B.). Caracterieacién de las dlgebras de Nelson por igualdades.

Se caracterizan las 4lgebras de Nelson por medio de un conjunto da
igualdades.

Conferencia del profesor Jean Dieudonnd sobre el tema:
La wnidad de la matemdiica moderna.

Sébado 23, a las 9
Pabellén de Matemética, Ntfiez.

Visita a la computadora electrénica. Explicacién de los trabajos realiza-
dos a cargo del Dr. M. Sadosky y de sus colaboradores; exponiéndose n con-
tinuacién las siguientes comunicaciones:

P. 8. ZapuNAIsKY (Instituto de Cileulo, Facultad de Ciencias, Buenos Ajres).
La 6rbite definitiva del comectia Halley.

Se describen los aspectos esenciales de un proyecto de chleulo de la 6rbita
del comectn Halley, para el cual se usarian observaciones de los dos tltimos
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pasos ocurrides en 1835 y en 1910. El astrénomo argentino Jorge Bobone, del
Observatorio de Cérdoba, trabajé durante varios afios en estos edleulos pero
fallecié sin haberlos podido terminar. Tl conocimiento preciso de los elemen-
tos de la 6rbita de este cometa, aparte de su importancia intrinseca, significa-
r4 un aporte valicso para la verificacién de ciertas teorias concernientes a la
naturaleza fisica del ntcleo de los cometas.

A, P. OALpERON (Universidad do Chicago). Sobre problemas inversos de con-
torno,

Sea- R un recinto acotado de In» de contorno regular y 7 () una fun-
cién continua positiva en R. Dada una funcién ¢ en el contorno § B de B que
admite uns extensién a E de integral de Dirichlet finita, la funcional de ¢

Qi) =[r1(®)|grad e |* du
donde © es la solucién de la eeuacién div 4 grad 6 = O que coincida
con p en d R, esti univocamente determinada por la fumeién 7. El problema
inverso de .contorno, aun no resuelto, consiste en dada @ 7(.) determinar
la funcién 1 (2). ’
8i se reemplaza @y por su aproximacién lineal en «, @y, en tor-
no a y(z) = constante, se obtiene

A 2

Q@)= [ 1(@) | grad $ | dz
donde Ap=0 y =¢p en 3 E. En este caso, en cambio, se puede demostrar
que 7 estd determinada por 0_7 y dar un procedimiento para caleularla.

Finalizada con la comunmicacién del Prof. Calderén la sesién de comuni-

caciones ecientificas, los asistentes se reunierom en un almuerzo eriollo de ea-
maraderia ofreeido por la UMA en las proximidades del local del Pabellén
de Mateméatica.

ACUERDO DE RECIPROCIDAD CON LA AUSTRALIAN MATHEMATICAL
SOCIETY '

La Unién MatemAtica Argentina ha convenido con la Australian
Mathematical Society un acuerdo de reciprocidad similar al concertado con la
American Mathematical Society, segn se informé en el ntimero anterior do
esta Revista.

Log miembros de la UMA que adhieran al acuerdo recibirdn el Journal of
the Australian Mathematical Society y abonarin una cuota anual de L. 2,12.6
(australiada), debiendo dirigirse para ello a

Australian Mathematical Society
Departament of Mathematical Statistics
University of Sydney

Sydney, AUSTRALIA.
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LA PRIMERA CONFERENCIA INTERAMERICANA SOBRE
EDUCACION MATEMATICA

Entre el 4 y el 9 de diciembre pasado se celebr6 en Bogot4 la Primera
Conferencia Interamericans sobre educacién matemftica, que organizé un Co-
mité especial designado por la Comisién Internacional de Ensefianza Matem4-
tica y conté con la ayunda de OEA, UNESCO, las Fundaciones Ford y Rocke-
feller, la National Science Foundation y la Asociacién Colombiana de Uni-
versidades.

Intervinieron en la Conferencia, como participantes, observadores e invita-
dos especiales, delegados de casi todos los paises americanos, asi como de al-
gunos europeos.

La Conferencia se inguguré el 4 de diciembre en una de las salas del Ca-
pitolio Nacional econ un discurso del ministro de Educacién Nacional de Co-
lombia, doctor Jaime Posadas, hablando a continuacién el profesor Marshall H.
Stone, presidente del Comité organizador de la Conferencia, y los representantes
de OEA. y de UNESCO, profesor Marcelo Alonso y profesor Oscar Dodero Lus-
cher, respectivamente. A continuacién el profesor Alberto Gonzdlez Dominguez
(Argentina) pronuncié una conferencin sobre: La matemética y nuestra socie-
dad tecnolégica.

La sesién matutina del 5 de diciembre se dedic6 a una exposicién del pro-
fesor Enrique Cansado (Chile) sobre: Modernas aplicaciones de la matemaAtica,
y a una conferencia del profesor Howard Fehr (Estados Unidos) sobre: Refor-
ma de la enseiinnza de la geometria, mientras que la sesi6n vespertina fue dedi-
cada al estudio y discusién del problema de la formaecién de los profesores de
matemética sobre la base de los informes de A, Valeiras y L. A. Santalé (Ar-
gentina) y de Omar Catunda (Brasil).

En la sesién del 6 de diciembre se realiz6 una Mesa Redonda guiada por el
profesor Rafael Laguardia (Uruguay) sobre la ensefianza de la matemética en
América latina, teniendo en cuenta que todos los paises participantes habian,
remitido a la Conferencia sendos informes acerca de esa ensefianza en sus res-
peetivos paises. Por la tarde hablaron el profesor Gustave Choquet (Francia)
sobre: La matemftica moderna y la ensefianza, y el profesor Marshall H. Stone
(Estados Unidos) sobre: Algunas tendencias caracteristicas de la matemética
moderna.

La sesién del 7 de diciembre fue dedicada a las conferencias del profesor
Guillermo Torres (México) sobre: Algunas ideas sobre la ensefianza de la ma-
temética en la Universidad, y del profesor E. J. McShane sobre: Nuevas ideas
acerca de la enseiflanza universitaria en los Estados Unidos de América.

Las sesiones del 8 de diciembre se dedicaron a las conferencias del pro-
fesor Laurent Pauli (Suiza) sobre: Los programas de matemética en las escuelas
suizas de ensefianza secundaria, del profesor Sven Bundgaard (Dinamarca) so-
bre: Los programas de matemftica en Dinamarca, del profesor E. G. Begle
(BEstados Unidos) sobre: La reforma de la ensefianza matemftica en los Esta-
dos Unidos de América, y del profesor Laurent Schwartz (Francia) sobre: El
papel de la matemitica en la fisica desde el punto de vista de la formacién
cientifica.
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En la sesién de clausura del 9 do diciembre se resumieron las discusiones
sostenidas durante la Conferencia, aprobindose la siguiente Rceomendacién:

LA PRIMERA CONFERENCIA INTERAMERICANA SOBRE
LA EDUCACION MATEMATICA

CONSIDERANDO :

a) Que en nuestra Sociedad Tecnolégica la Matemditica es una rama vital
del conocimiento y un instrumento imprescindible para el progreso
econémico y social, particularmente a través de sus aplicaciones a la
Biologia, Economia, Estadistica, Fisica, Quimica, Tecnologia, etc.;

b) Que es alarmante la creciente escascz de profesores de matemética, lo
que lhace peligrar el desarrollo de csta ciencia y sus aplicaciones;
¢) Que en consecuencia es urgente adoptar medidas para intensificar la
" formacién de un ndmero elevado de profesores calificados, principal-

mente en la etapa secundaria;

d) Que la ensefianza de la matemftica en dicha etapa debe ser confiada
exclusivamente a profesores que han recibide un entrcnamiento profe-
sional en matemfitica cn Institueiones de nivel universitario;

¢) Que, como una de las condiciones més importantes. de su cnseiianza, los

' profesores deben mantener actualizados sus conocimicntos;

La Conferencia Interamericana sobre educacién matemdtica, recomienda a [Jos
gobiernos y a las autoridades competentes

I. Sobre la formacién de Profesores.

1) Que los centros de formacion de profcsores de matemética de enseiianza
media ofrezcan becas y otras facilidades a quienes elijan esa carrera, y que
so informe a los estudiantes de ensciianza secundaria, mediante conferencias y
publicaciones, la existencia de las carreras de profesor e investigador, de su
importancia social y de las facilidades otorgadas a quienes las sigan.

2) Que la formacién de los profesores de engefianza media,tienda a estar
exclusivamente a cargo de la Universidad, y bajo la influencia de los matemé-
ticos m4s competentes, a fin de evitar el divorcio entre la ensefianza de la ma-
temética y los progresos de la ciencia y la tcenologia; entre tanto, en los casos
en que esté a eargo de Instituciones especiales, que los cursos de matemitica
scan de nivel universitario.

3) Que en la formacién de Profesores de matemética de cnsefianza media
se modernicen los cursos y se limite a las debidas proporciones los de earhcter
pedagégico.

II. Sobre los profesores en ajercicio:

4) Que se regularicen los contactos entre los profesores de ensefianza se-
cundaria y la Universidad, debiendo aquéllos concurrir regularmente a cursos
de perfeccionamiento (regulares o especiales), para lo cual se deben incrementar
los medios destinados a ese fin, tales como becas en el Pais y en el Ex-
tranjero.



— 3656 —

5) Que se tomen medidas para elevar el nivel econémico y social del pro-
fesor titulado de ensefianza media, como ser:

a) Garantizar su estabilidad;

b) Fijar selarios bésicos iguales a los de otras profesiones de preparacién
académica semejante o equiparable;

c) Establecer un régimen de ascensoé en el escalafén, con las implicaciones
correspondientes (aumento de salario, disminucién del horario, etc.),
basado automiticamente en el niimero de afios de servicio, considerando
ventajas suplementarias y tomando en cuenta publicaciones y activi-
dades de perfeccionamiento,

d) Establecer el afio sabitico;

e) Ofrecerle la posibilidad de acogerse a un régimen de dedicacién ex-
clusiva, en condiciones favorables para el progreso del profesor.

6) Que se proporcione el miximo de posibilidades (beeas, compensaciones,
ete.) para que los profesores de ensefianza media sin titulo, actualmentc on
ejercicio, pucdan titularse y, por consiguiente, acogerse al régimen establecido
en cl articulo 5, sea completando los estudios universitarios, sea siguiendo cursos
especiales estatuidos a ese fin.

‘IXI, Sobre el perfeccionamiento de la cnsefianza.

7) Que se estimule la realizacién de cursos y la creacién de Institutos do
carficter experimental, para cnsayar textos y métodos nuevos en la ensciianza
de la matemética.

8) Que se sugiera a la Unién Internacional de Matemética, La UNESCO
y la OEA que tomen en cuenta las signientes iniciativas.

a) Intensificacién de los programas destinados al perfeccionamiento de los
profesores de matemética de ensefianza media;

b) Difusién de las actividades, proyectos y publicaciones que tengan que
ver con el mejoramiento y modernizacién de la ensefianza de la ma-
temética;

¢) Publicacién y distribucién de informes, nuevos textos y traducciones
destinados a los profesores de cnsefianza media, para su ilustracién y
perfeccionamiento;

d) Fomento de la investigacién, ecomo motor del progreso cientifico y tec-
nolégico y elemento inspirador de la ensefianza.

e) Creacién de un centro internacional destinado a reunir y difundir lns
informaciones acerca de los experimentos y nuevas ideas en educacibén
matemética.

f) Creacién de una Comisién Interamericana de Educacién Mateméitica,
de carficter permanente, destinada a dar continuidad a los proyectos
e ideas discutidos en esta Conferencia y & promover iniciativas tem-
dientes a elevar el mivel y.la eficiencia de las ensefianzas medias y
universitaria. de la mateméatica.

9) Que se promueva un amplio intercambio de informaciones acerca de
las nuevas ideas sobre la ensefianza de la Matemética, en todos los paises, me-
diante la realizacién de reuniones macionales y la repeticién de conferencias in-
ternacionales como la presente.
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10) Que los Delegados Participantes entren y se mantengan en contacto
con las Autoridades de sus respectivos Paises, a fin de que se adopten medidas
efectivas para poner en préctica estas recomendaciones.

Las palabras de clausura de la Conferencia estuvieron a cargo del profesor
Pablo Casas (Colombia).

La delegacién argentina estuvo integrada por el profesor José Babini,
miembro del Comité organizador de la Conferencia, el sefior Horacio Samuel
Ballestrin, secretario de la Embajada argentina en Colombia, el profesor Al-
berto Gonzédlez Dominguez, el profesor Luis A. Santal6 y el profesor Andrés
Valeiras. Por motivos de salud el profesor Valeiras, que redacté el informe
acerca de la engefianza de la matemética en la Argentina y colaboré con el
profesor Santalé en el trabajo sobre la formacién del profesorado, mo pudo
agistir a la reunion.

BIBLIOGRAFIA
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P. P. TroporESCU, Problemas planos en la teoria de la elasticidad, vol. I, (en
rumano), Edit. Acad. Rep. Pop. Rumana, Buecarest, 1961.

Este libro estd dirigido al estudio de uno de los capitulos de la elastiei-
dad lineal que ha sido analizado vastamente por numerogos investigadores,
principalmente debido a:su notable interés préctico, como asi también, a causa
de poder ser abordado matemiticamente mediante interesantes procedimientos
de céleulo. La obra es en si, una monografia extensa y exhaustiva de elastici-
dad plana, y presenta de manera cuidadosa y critica los diferentes métodos
de resolucién aplicados a easos particulares. Bl libre comienza introduciendo
al lector en la teorfa de los medios continuos, deduciendo lag conocidas ecua-
ciones de equilibrio y de deformacién. Luego de definir lo que se entiende por
estados planos de tensiones y de deformaciones, se define la denominada fun
¢i6n de tensién asociada a un problema y se analizan sus propiedades. Segui-
damente, se desarrollan en forma detallada log diversos métodos de céileuls
de la ecuacién biarménica, a la que se arriba imponiendo a ln funcién de ten-
si6n, responsable sélo de las condiciones estiticas, la imposicién de la compa-
tibilad de las deformaciones expresada en términos de tensiones. El libro ana-
liza el empleo de polinomios biarmdénicos, los métodos variacionales (minimos
cuadrados, Ritz, Galerkin, ete.), métodos basados en desarrollos de Fourier,
utilizacién de variable compleja, diferencias finitas, ete. Gran parte del libro
estd dirigida a la resolucién de vigas reetangulares de gran altura con dia-
tintas condiciones de sustentacién y de carga. Se acompafian tablas y 4bacos
de resolucién. La bibliografia al final de cada capitulo es amplia y revela una
esmerada documentacién bibliogrifica. Se anuncia un segundo volumen que ver-
sard sobre chapas de contornos cualesquiers y sometidas a condiciores especia-
les de solicitacién y aplicaciones al estudio de nudos de poérticos, timpanos, ete.
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Este libro del Profesor P. P. Teodorescu, autor de numerosos trabajos teéri-
co-analiticos de elasticidad, representa un ponderable esfuerzo de rceopilacién
y propia iniciativa, y es sin duda, un valioso aporte al mejor conocimiento del
tema.

'

Horacio C. Reggini

NucLEAR REACTOR THEORY, Proceedings of Symposia in Applied Mathematics,
vol. XI, American Mathematical Society, 1961.

La teoria de reactores nucleares presenta numerosos problemas interesan-
tes por la dualidad de su interés estrictamente matemético y de su valiosa
aplicacién al disefio y comstruccién de reactores nucleares. ‘‘Sin embargo —di-
cen log editores G. Birkhoff y E. P. Wigner en la presentacién— hasta el
presente muy pocos mateméticos han dedicado un esfuerzo serio a los pro-
blemas de la teorfa de reactorcs nucleares. Il presente volumen intenta au-
mentar el nimero de estos mateméiticos, indicando la gran variedad de inte-
resantes problemas matemfticos que apareecen en este atrayente campo. Como
consecuencia, ello ayudaria a colocar el disefio de los futuros reactores nu-
cleares sobre bases mfis cientificas’’.

El volumen contiene los trabajos presentados en el XI Simposic de Ma-
temética Aplicada organizado por la American Mathematical Society que tuvo
lugar en New York durante los dias 23 a 25 de abril de 1959. He aqui su
listat

A. M. WEINBERG, Reactor Types.

M. S. NELKIN, Neutron thermalization.

U. FaNno - M. J. BERGER, Deep penciration of radiation.

L. W. NorpHEIM, The theory of resonance absortion.

E. P. WieNER, Mathematical problems of nuclear reactor theory.

J. BrNesr WILKINS, J r., Diffusion approzimation to the transport equation.

GARRETT BIRKHOPF, Positivity and criticality.

G. J. HARETLER - M, A, MARTINO, Ewistence theorems and spectral theory

for the multigroup diffusion model.

9. M. WiNg, Transport theory and spegiral problems.

10. R. EBRLICH, One-dimensional multigroup calculations: estimation of group
constants.

11. RicEARD 8. VAReA, Numerical methods for solving multidimensional mul-

tigroup diffusion equations.

12. R. D. RICHTMYER, Monte Carlo methods.

13. RicEAD BELLMAN - ROBERT KALABA, Transport theory and invariant im-
bedding.

14. BeNGT CARLSON, Nuwmerical solution of mneutron transport problems.

15. HARRY Soopax, Problems of reactor Linetics.

16. H. L. GARABEDIAN, Core Kkinetics.

o NSO o
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17. ‘HARVEY BROOKS, Temperature coefficients and Sstability:
18. T. A. WELTON, System kinctics.
19. W XK. ERGEN, Rerragement inequalitics and non-lincar stabilily critoria.

Una visién genral. de los principales problemas que aparecen en la teoria
de reactores nucleares, sus dificultades y su importancia, se encuentra em ol
articulo de Wigner (n? 5). Los demfis son mas especificos y abarean toda una
gran variedad de tépicos, como resulta de la lista anterior. En conjunto cons-
tituyen una intercsante puesta al dia de este tipo de problemas.

L. A. Santalé

P. K. RASOREWSKY, Elementare Binfihrung in die Tensorrechnung, Deutscher
Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1959. 80 pégs., 6 figuras. Traduceién
de 1a cdieién rusa de 1953 por Wolfang Richter.

‘El objeto del libro es estudiar de manera clemental los llamados tensorcs
cartesianos, es decir, definidos por sus componentes en un sistema de coorde-
nadas cartesianas ortogonales. Dentro de éstos, ademés, cl autor se limita al
caso del cspacio de tres dimensiones. El contenido resulta asi elemental pero
muy claro. Los tensores se definen como ‘‘objetos geométricos’’, es decir, por
sus -componentes més la ley de transformacién de las mismas por cambios do
coordenadas. Se hacen las aplicaciones usuales al temsor de inercia y a la
elasticidad (tensor de tensiones y tensor clistico) hasta las ecuaciones ds
Lamé y Navier-Stokes. La limitacién a tres dimensiones impide las_ aplicacio-
nes a la relatividad especial.

El librito puede comsiderarse ecomo un iitil complemento a un curso ordi-
nario de cdleulo vectorial. Es muy recomendable, en este sentido, para los cs-
tudiantes de los primeros afios de nuestras facultades, tanto de fisica como
de ingenieria.

L. 4. Santals

P. 8. ALEXANDROFF, Einfiihrung in die Gruppentheorie. Deutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1960. Traduccién de la segunda edicién alemana
por Lothar Uhlig, 118 phginas.

Dice el autor en el prélogo: ‘‘Todo alumno de los cursos superiores de ia
ensefianza media que se ocupe con gusto de la matefnﬁticn, puede comprender
Ia idea de grupo. Para ellos, principalmente, estfi eserito este libro, asi como
también para los profesores encargados de dichos cursos. Hemos procurado que
cada idea nueva que se introduce vaya acompaiiada de ejemplos, en su mayor
parte de tipo geométrico’’.

Atendiendo a este objetivo, se trata dé un libro elemental pero extrwordi:
nariamente claro, sin duda de mucha utilidad para quien desee introducirse y
aleanzar las ideas fundamentales de la teoria de grupos.
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FEl indice de los capitulos es el siguiente: 1. Xdea de grupo; 2. Grupos
de permutaciones; 3. Isomorfismos (teorema de Cayley: todo grupo finite es
isomorfo a un grupo de permutaciones); 4. Subgrupos ciclicos; 5. Grupos de
movimientos (eongruencias invariantes; 7. Homomorfismos; 8. Clases respecto
de un subgrupo. Termina con un apéndice sobre conjuntos y representaci6én
de funciones.

L. A. Santalé

I. M. Jagroa und W. G. BoLTJANSKI, Konvexe Figuren, Deutsche Verlag der
Wissenschaften, Berlin 1956. Tradueei6n de la edicién rusa de 1951 por
Joachim Erlebach. 257 phginas, 318 figuras.

La teoria de las figuras y cuerpos convexos, cuya noble ascendencia so
remontn a Arquimedes, estuvo estaneada durante siglos por la limitaeién que
la costumbre de la regla y el -compis redujo a dos figuras especialecs: el
tridngulo y la elipse. Las geometrias de la elipse y del trifingulo fueron tra-
tadas de manera exhaustiva, micntras el resto de las figuras .convexas queda-
ba précticnmente olvidado. A principioé de siglo, con Minkowsky, surge un
renacimiento del interés por la convexidad, interés juStificado por la teoria
en si, que presenta interesantes y atractivos problemas, y por sus aplicaciones
a otras ramas de la matemética, principalmente a la teoria de ntmeros.

Desde entonces la teoria de las figuras convexas se ha desarrollado gran-
demente, gracias principalmente a la influencia de Blaschke y su escuela. El
libro de Bonnesen-Fenchel Thcorie del konvexen K orper (1934), refine los re-
sultados obtenidos hasta aquella fecha. ,

. El libro actual de Jaglom-Boltjanski es mucho més elemental que el de
Bonnesen-Fenchel, principalmente por su limitacién casi exclusiva al caso del
plano. La forma de presentacién es también muy distinta. No tiene cardcter
enciclopédico y en vez do tratar ‘‘métodos’’ y luego casos particulares, cl
contenido estfi expuesto en forma de problemas, con la solucién dada en la
segunda parte del libro. De esta mancra los métodos aparecen directamente al
ser utilizados. A veces, de un mismo problema se dan varias soluciones para
poner de manifiesto los distintos métodos.

Los problemas estén agrupados en las siguientes secciones: 1. Propieda-
des generales de las figuras convexas; 2. Teorema de Helly y aplicaciones;
3. Una propiedad de las funciones continuas (ejemplos de problemas que se
resuelven tan s6lo con la aplicacién del teorema segtn el cual una funcién
continua toma todos los valores intermedios entre dos de cllos); 4. Adicién
de figuras convexas; 5. Problemas isoperimétricos; 6. Diversos méximos y mi-
nimos; 7. Curvas de anchura constante; 8. Curvas que pueden girar dentro de
un tridngulo y anfilogas.

Las soluciones y explieaciones son claras y expuestas con todo detallz.
Numerosas y claras figuras ayudan a la comprensién del texto. Se nota, sin-
embargo, la falta de referencias bibliogrificas, pues muchas veces atin indi-
cando ¢l nombre del autor no estd dada la fuente donde puede acudir el lee-
tor desecoso de consultar la exposicién original,
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Es un libro que puede ser muy itil en los primeros afios universitarios pa-
ra los alumnos con vocacién hacia la geometria. Sus problemas, de tipo con-
-creto e intuitivo, para cuya solucién no hacen falta mis que los conocimientos
més elementales del Anflisis, son muy adeecuados para ejercitarse en ciertos ti-
pos de razonamientos tGtiles en muchos capitulos de la geometria y atn de to-
da la matemitica.

L. 4. Santalé

E. B. DyNkiN und W. A. UsPENSKI, Mathematische Unterhaltungen, Teil T
(Mahrfarben probleme). Teil II (Aufgaben ous der Zahlenthecorie). Teil
IIT (Irvfalorten (Markoffsche Ketien)). Berlin, 1955, 1956 - 60, 130,
92 phginas.

I. P. NaTANsON, Einfachste Mazima — und Minima — Adufgaben, Berlin,
1960. 29 phginas.

J. 8. DuBNow, Fehler in geometrischen Bewecisen, Berlin, 1958. 64 piginas.

Estos cinco tomitos forman parte de la ‘‘pequefia serie’’ de libros que,
bajo la direccibn de Herbert Karl, edita la VEB Deutscher Verlag der
Wissenschaften, como complemento de los textos de ensefianza secundaria.

Los tres textos de Dynkin y Uspenski contienen los temas tratados on
un seminario eclemental de la Universidad Lomonosow de Moscti en los afios
1945/46 y 1946/47.

Aunque los autores son especialistas en teoria de las probabilidades, los
libros cubren una variedad de temas interesantes y muy adecuados para
seminarios elementales.

El primero trata el problema de los colores, exponiendo el teorema de
Wolynsky sobre el problema- de los cuatro colores y el de Tuler sobre cl de
cinco, después de haberse ocupado previamente de problemas de dos y tres
colores. Trae 56 problemas con sus soluciones.

El segundo, que es el m#s extenso de los cinco, se ocupa de algunos
problemas de tcorfa de los nlmeros, en especial aplicaciones a la misma de
la aritmética de las clases de residuos. Trae 129 problemas con su solucidn.

El tercero, de la serie de Dynkin y Uspenski, se dedica a algunos pro-
blemas de probabilidades, comenzando con una breve introduccién para es-
tablecer las mociones fundamentales de la teoria, para tratar luego el pasco
al azar sobre una reeta infinita y las leyes da los grandes nimeros. Los dos
ultimos ecapitulos exponen en forma general, aunque naturalmente muy suma-
ria, los problemas generales del paseo al azar con un niimero finito de es-
tados y con un namero infinito, respectivamente. Trae 28 problemas.

El librito de Natanson trata, en forma puramente algebraica, de los
méiximos y minimos del trinomio de segundo grado con algunas aplicacionos.
Como generalizacién de interés se demuestra, también con recursos elementa-
les, Ja propiedad de ser la media geométrica de # ndimeros positivos no ma-
yor que su media aritmética.

El librito de Dubnow expone quince ejemplos de falsas demostraciones
geométricas, fundadas sobre consideraciones clementales o sobre el concepto
de limite, entre los cuales son interesantes especialmente algunos ejemplos
vineulados con el postulado de las paralelas, Iin capitulos aparte se comen-
tan y analizan ecsos ejemplos.
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