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EL PROBLEMA DE LA INTERPOLACION EN ESTADISTICA

Por CrLoTILDE A. BuLA

1. Dada una sucesién discreta de valores de una variable independiente”
en correspondencia con los de una funcién desconocida, el problema de la
interpolacién consiste en encontrar wna funcién continua que tomando, pa-
ra aquellos valores de la variable independiente, los valores conocidos, de
la funcién, permita calcular valores intermedios.

La experiencia nos da, pues, correspondencias entre un nimero discreto
de pares de valores («;,¥;), pero como conocidos n puntos hay infinitas
funciones que pasan por ellos, es necesario elegir una.

La eleccion, de dicha funcién, tiene por fundamento: 1°) facilitar los
calculos, 29) simplificar la expresién analitica, 39) su presumible coinci-
dencia con la ley que rige el hecho experimental.

En los hechos estadisticos, sobre todo en los econémicos y sociales, en’

-que la experiencia no puede repetirse a voluntad, a diferencia de lo que

ocurre en otros campos, por ej. en la Fisica tedrica, con la expresién ana-
litica se trata en general, de tener una simple fé6rmula descriptiva del fe-
némeno y en la eleccién de la funcién prevalece, entonces, el criterio que
determinan las condiciones 12 y 22: facilidad en los calculos y simplicidad
de la expresién .

2. Obtenida la funcién de interpolacién, ella permite no solo calcular
valores intermedios, sino también extrapolarlos, es decir hallar valores
para la funcién fuera del campo en que la observacién se realizé.

;Qué sentido tiene la extrapolacién? Indudablemente envuelve una con-
cepcién determinista: cuando la variable es el tiempo, los hechos acaeci-
dos, dan la ley a que obedeceran los hechos futuros y también la que obe-
decieron los hechos pasados. En otras palabras: admitir la validez de-la
extrapolacién es admitir que kay herencia en el fenémeno.

Pero es conveniente limitar aquellas extensiones a valores de la variable
independiente cercanos a los valores conocidos, puesto que, aunque se acep-
tara la validez de la extrapolacién, posiblemente, el concluir que los hechos.
pasados y futuros dependen, exclusivamente, de los hechos presentes, de
la misma naturaleza, llevaria con facilidad a conclusiones erréneas.

3. Si abandonando toda posicién explicativa, de la génesis y dindmica.
del fenémeno, se trata de obtener una expresién analitica sencilla, se esta.
conducido, naturalmente, a escoger el polinomio.

Dentro de esta concepcidén, el método llamado de las ecuaciones normales
o de Gauss da una solucién inmediata. Si se tiene el cuadro de las obser-
vaciones: )

Ty ‘ Yo
* Y
, .
n41) . .
mn | yﬂ



la férmula de interpolacién es
Co Y= 0y 0, %+ Q2% .. Fa, xn
(n + 1 datos se interpolan con una funcién racional y entera de grado n).
El problema se reduce a la determinacién de las constantes ag, a4, a5 ... @,
-que resultan de la solucién del sistema lineal inhomogéneo _

n+1

an+alZmi+...+anv2a:,’.~’:2y@, 2

a2, +a, 2, + ... fa,Zx; =y g

ao_x —{—wl ._4’\/1“1—{—- +a,,2:cf":)3,. Y x; g

El célculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética.

Podria plantearse un sistema de ecuaciones méas sencillo en que el de-
terminante de los coeficientes es del tipo de Vandermonde, como es sabido.

Otras férmulas de interpolacién, de uso corriente en Estadistica, son
las de Lagrange, Newton y de las diferencias finitas divididas.

La férmula de Newton es de aplicacién s6lo cuando hay equiespacia-
miento, es decir cuando el atributo es monomodular, siendo por lo tanto, las
otras dos férmulas, méas generales.

La férmula de Lagrange es:

Y, =0y (@;—xy) (x,—x,) . (¥,—2,) +a; (2;—x)) (;—x,) ... (,—x,)
+ota, (2,—xy) (x;—2y) e (#—x,-) (=0, 1 2, ., n)

Sustituyendo las x; y las y;, se tiene un sistema de ecuaciones ea
Ty yy ey Gy QUE, una vez calculadas, permiten escribir la férmula de in-
terpolacion que es

J(®) =ag (g—x ) (8—s) oo (2—,) + g (9—y) (#—25) oo (#—,) + o0
(v—wg) ... (x—w,, 1)

La férmula de Newton nos da la funcién buscada en funcién del valor
inicial y,, y de las diferencias Ay,, A%, ..., Any, donde

DAYy = Y1—Yg 5 +vv-- y Ay = An-ly, — An-ly,

‘La férmula de Newton es:

f(w)~y0-q ~*—(m —2) + - (w—wy) (2—2q) +-..

Z'h"

AJO(

7l hn w—2sg) (%

v (—2,,.4)

siendo % el valor del médulo, es decir, de la amplitud de los subintervalos,
que debe ser constante.

Finalmente, otra férmula de caricter general, como la de Lagrange, g
la de lds diferencias divididas:

F(2) =y, + (2—1,) Dy + (x—=) (x—,) D2y + o+ (0-—wy) .. {2—2, ;) Dy,
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donde el valor de la funcién, para una x cualquiera, estd dado en funcién
del primer valor conocido ¥, y de las diferencias divididas sucesivas, en
ese punto.

Las diferencias divididas se definen asi:

Y1 — Y
Dy,——"——
L1 — %
Ype1—Yn
D yn -
Tpy1 — %y
Y, en general, es L
D;n Y, = Dm-ly,  —Dmly,

@, @€

Mm4+n n

4. Los hechos de la observacién estan afectados, en general, por errores
(sistemdticos, por ej. instrumentos defectuosos; personales, por ej. defec-
tos de percepcidén; accidentales, por ej. influencias atmosféricas). La fua-
¢ién que interpola, es decir que pasa por los puntos conocidos, ;puede de-
cirse por eso que da el werdadero valor? Si se admite la existencia de
errores —y hay que admitirla— es indudable que no.

Suficiente es, pues, que la funcién tebrica pase por puntos préximos, ea
forma tal que llamando §; a los desvios serd: 8, = f (%;) —y,; y ellos de-
beran estar contenidos en un cierto entorno de los puntos conocidos, es de-

¢cir, la curva tedrica pasara dentro de una franja de tolerancia.

& A

[4] Wy &Ly P,

Esto permite simplificar los cilculos sin perder exactitud y el problema
.de la interpolacién se convierte, de esta manera, en el del ajustamiento o
perecuacién como dicen los italianos.

5. Si en el problema del ajustamiento, abandonando todo propésito ex-
plicativo, nos proponemos dar la expresién analitica, mas sencilla, del he-
cho experimental, nos encontramos, igual que en €l caso de la interpola-
¢ién, con que el polinomio es la funcién continua que satisface tal propé-
-sito. ’

Si las observaciones son en ntmero de (n 4 1), con un polinomio de
grado n se interpola y con uno de grado menor se ajusta. Otra vez, es de
aplicacién el"mé‘todo de las ecuaciones normales o de Gauss y, en este ca-
s0, los coeficientes del polinomio de ajustamiento, hacen minimo el error
.complexivo cuadritico. ‘



— 4 —
Si el polinomio de ajustamiento fuera
f (@) =ay+ a3 % + 682 + ... + @, am (m=n)

en que los coeficientes a; (j =0,1,2,...,m), han sido determinados me-
diante la solucion de aquel sistema de ecuaciones, es

o2 (a;). = 2 [f (%;) —¥,;]*> = minimo

y como esta medida de la .dispersién es funcién de aquellos coeficientes,
si la condicién de minimo se cumple, es

96 Qo 20

0% 0O®: D %y

como es facil demostrarlo.

El célculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética.

Tiene este método el inconveniente de que si la aproximaciéon no se juz-
gase satisfactoria, para mejorarla, es decir, para aumentar el grado de la
funcién de aproximacién, hay que rehacer integramente los céalculos. Lo
hecho no se aprovecha.

6. Para obviar aquellos inconvenientes se 1ntroducen, en Estadistica, los
desarrollos en serie de funciones ortogonales.

La ortogonalidad es propiedad de los sistemas de funciones ordenadas.
y un sistema se llama ortogonal, cuando la integral del producto de dos
de ellas (la suma en el caso discontinuo) es nula si son de distinto rango
v 1o lo es en el caso contrario. Entonces si un sistema [f, (¢;)] de la
variable discontinua #, es ortogonal, esta propiedad se suele indicar asi:

2 fu () Fi (%) = By,

» .
Por lo tanto, con el simbolo B, , se expresa B, (, =0, si es m distinto
de » y un ntimero positivo si es m = n. -

Las series trigonométricas proporcionan un primer ejemplo de tales
funciones, pues es conocida la propiedad de ortogonalidad que, en el inter-
valo (0,2 7), tienen los senos y cosenos multiplos (¥).

En Estadistica, los polinomios trigonométricos se prestan. admirable-
mente, para ajustar algunos fenémenos periédicos. Asi, por e€j., observadas.
durante 30 afios las alturas del rio Parani, hechos los premios mensuales.

. ,
se tiene.

(*) Euler en una memoria “Sur les inégalités du mouvement de Jupiter et
de Saturne” (1748) utilizo, parece que por vez primera, desarrollos en serie de .
cosenos. También lo hizo Daniel Bernoulli en otra memoria, “Sur les cordes
vibrantes” (1753), pero, como lo dice Riemann, (Oeuvres Mathématiques de
Riemann-Trad. Laugel-pag. 233) fué Fourier (Théorie analytique de la Cha-
leur-1807) el primero que comprendié de una manera exacta y completa, 1a
naturaleza de las series trigonométricas.
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proumes | ons o
Enero 2.93® Julio 2.94
Febrero 3.63 Agosto 2.20
Marzo .92 Shre. 1.85
Abril 4.00 . Obre. 2.16
Mayo 3.63 Nbre. 2.60
Junio 3.23 Dbre. 2.63

Ajustando con funciones de las formas:

Y =0a,+ a;,senx

e
Y = a4 + @, sen x-+4- b, cos x
resulta
(-]
5+ .
experimental
4
3L
a2l
14 .
£ ] A A ol A ] i ] R ] fa 3(:
[o] E F M A M J J A ) (o] ] D *

que como se ve, interpretan muy bien el hecho experimental

Pero es con los polinomios ortogonales,«como se aborda, con toda genera-
lidad, el problema del ajustamiento, en Estadistica, dentro de la concep-
cién descriptiva, utilizando funciones sencillas.

Entonces, si [P; (#;)] es un sistema de polinomios ortogonales de la
variable discontinua z, se verifica. .

EPJ' <w1) Pk (wl) - Em]n

donde el subindice indica el grado del polinomio, que, en el caso de una
variable, coincide con su rango, siendo

" .9 .
Py (%) = oo+ 0y @+ g @2 e oy OF
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Para una aproximacién de grado m» la funcién tedrica adopta esta forma
f(x) =ay Py (x) + a; Py () + ... + @, P, (x)

Debido a la propiedad de ortogonalidad, el cileulo de los coficientes a;
se hace por el cldsico procedimiento de Fourier, siendo

Ef (951) Pj (90,)

1
4 S P2 (=)
- T
expresion que se simplifica normalizdando el sistema, en cuyo caso el de-
nominador vale la unidad. ’
Los coeficientes de tal manera calculados, hacen minimo el error com-
plexivo cuadratico, es decir que

o2 =2 [y; —7 (£;) ]2 = minimo
por lo cual es
o0 o0 060

a o '6 L1 ) a Xy

como se demuestra facilmente.

Si ahora la aproximacién no fuera satisfactoria, se pueden agregar tér-
minos, pero todo lo hecho se conserva y el trabajo se reduce a calcular,
solo, los nuevos coeficientes.

A estos polinomios se los puede generar, siempre, por determinantes y si
se impone la condicién de que el coeficiente ‘del término maximo sea la
unidad positiva, es

1 x x2 .. BR
Ko by Ky s My
(—1)r | M Ko Mg e By
P,(x) =——— . . .
A, :
By By Mg coe Mopg
donde es
Wy = p xin

$
v A, es el menor complementario de x~.

Un método més breve, para generarlos, se tiene aplicando la férmula de
Gram-Romanovsky, que es la que se utiliza en las aplicaciones estadisticas.

Este procedimiento se basa en la propiedad que tienen los polinomios
ortogonales de poder ser expresados como una combinacién lineal de todos
los anteriores mas una potencia de la variable del grado que indica cl
subindice del polinomio, es decir que

Pg (x) = ‘Bs[o Po (x) + -BSII P1 (x) + ... 4 s (3]

El problema que se plantea shora es el de determinar los coeficientes 3,




I

lo que se hace aprovechando la propiedad de ortogonalidad de dichos poli-
nomios y resulta
SP;w; -
p _ i
Bsjs = s P2
i

y reemplazando en [3] estos valores se tiene que

n
S P, (g) &
i= .

s—1 .
Py (@) =— = P; () + o8
=0

1=0
S P2(g,)
n

donde se ha cambiado la variable de sumacién interna para evitar con-
fusiones.

7. En Estadistica, cuando hablamos de frecuencias, nos referimos siem-
pre a frecuencias relativas y si con 7, simbolizamos las cue corresponden
a ;> se verifica que es .

n>0
I, =1
2

La solucién ideal de nuestro problema la daria una férmula finita que
respondiendo a un esquema dz probabilidad, a la vez que describiera el he-
cho experimental lo explicara.

Es problema este que, no estd resuelto, ni atn para este caso de una
variable que es el mas sencillo.

Pearson ha construido un utilisimo repertorio de funciones que definen’
las curvas que llevan su nombre y que se adaptan, admirablemente, para
ajustar las observaciones experimentales.

El método se apoya en el esquema de las pruebas repetidas sin reposi-
cién que, como se sabe, define un polinomio hipergeométrico.

Partiendo de este esquema, s€ llega a plantear una ecuacién, en diferen-
cias finitas, dada en forma de funcién racional, con una expresién de
primer grado en el numerador y otra de segundo en el denominador.

Como en el paso al limite, resulta una curva simétrica, la funcién piex-
de su caracteristico contenido del esquema sin reposicién que define cur-
vas asimétricas. Pearson abandona el proceso analitico y utilizando Ila
forma de la ecuacién en diferencias finitas, plantea una ecuacién diferen-
cial de la misma forma, poniendo

»

Y o —x

Y byt by @ byt [41

que resuelve por el llamado método de los momentos.
Se postula el anulamiento extremo, es decir que, si el intervalo «s
el (a, B), es
fla)=7(B) =0 [51
De la [4] resulta .

Y (bo+ by @ + bya?) =y (a—a) -
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multiplicando ambos miembros por v e integrando en (q, 8)

B . a
/(b0+b1m+b2m‘~’)m"y’daz:/‘(co-—a:)m"ydfv
a B :

Integrando por partes en el primer miembro, teniendo presente la condi-
<ién [5] y poniendo ,

B
W= yardax
a

que es lo que se llama un momento de orden n resulta
y —_ ’
—n bO,u,""_]_— (n+1) by, — (2 + 2) 9y Wy =0 M’n. — B

de donde, una sencilla férmula de recurrencia que liga los momentos de
tres 6rdenes consecutivos

[0 +2) by + 1] Wy =[a+ (1) by] Wy o+ 1 by Wy

Variando n se plantea un sistema de ecuaciones y obtiene Pearson el re-
pertorio de funciones a que hemos hecho referencia antes. En [4] « es el
punto de maximo de la funcién. Se trata de curvas campanulares, excepto
los tipos especiales que dendmina “J-shaped” y “U-shaped”.

El método se encuentra expuesto en la obra del actuario inglés W. P. El-
derton “Frequency curves and Correlation”, exposicién, si se quiere, poco
clara que, en un proximo trabajo, nos preponemos desarrollar en forma
de hacerla accesible atin para los técnicos que, sin mayor bagaje matema-
tico, deban efectuar aplicaciones. s &
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TEMAS DE INVESTIGACION

Breve pero eficacisima para el progreso de la incipiente investigacién
mateméatica en la Argentina ha sido la actuacién del profesor Levi-Civita,
resefiada en la noticia que hemos publicado en el ndmero 2 de la Misce-
lanea Matemaética. .

En las reuniones publicas celebradas en el Seminario Matemético, pro-
puso a los concurrentes algunos temas de investigacién que nos com-
placemos en publicar para orientacién de los lectores que por ellos se in-
teresen.

FORMA CANONICA DE LAS FUNCIONES ANALITICAS

Consideriamo una trasformazione analitica, biunivoca e regolare, fra
x e x;, avente Porigine per punto unito:

(1) 2y = F (%)

Attera ’ipotesi che la trasformazione e invertibili nel campo delle fun-
zioni analitiche regolari e che f (x) deve annullarsi per & = 0, si puo
attribuire a f (x) la forma )

&) F@) =aw [1+3 P ()],

dove o designa una constante non nulla (reale o complessa) e P (z) una
funzione di x, olomorfa mnell’intorno dell’orig’ae.
Per lo studio delle trasformazione (1) € lecito supporre

(3) lal=1

perché, nell’eventualita opposta | 0| > 1, basta prendere in considerazione,
anziché le (1), la trasformazione inversa, che fa passare da’ vy ad z, la
quale e della forma

X = ..1_ 51 [1 + %y Q (4‘01)],

[¢3

Q essendo funzione olomorfe' di w;.
Riteniano dunque valida la (8) e riferiamoci al caso generale in cui

(4) la| <1

Tn tal caso la (1) si puo con uno (stesso) cambiamento delle variabili
x e x; (biunivoco e regolare nell’intorno dell’origine) ricondurre la (1)
alla forma elementare omografica

\ Y=oy

Anche per | a | = 1 1a (1) deve potersi semplificare usufruendo di cani-
biamenti di variabili biunivoei e regolari mell’intorno dell’origine.
Non é detto che si ottenga un’unica forma canonica. Potranno esistere pia
tipi, eventualmente in numero infinito. Si tratta di caratterizzarli.

Mi ci provai pit di 80, anni or sono, riferendemi su particolare al campo
veale per | a | = 1. Non pervenni a conclusioni esaurienti e nemmeno, per
quanto ricordo, a risultati parziali espressivi. :
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El desarrollo activisimo del Céleulo de Probabilidades, agregado al he-
cho de que muchas memorias importantes aparecen en publicaciones aca-
démicas de dificil acceso, y redactadas en idiomas menos accesibles toda-
via, (escuela rusa, escuela de Brno), le hacen hoy dificil, aun al profe-
sional, orientarse en la espesa marafla probabilista. Llega, pues, muy a
tiempo este excelente libro del ilustre profesor de la Sorbona, que con-
tiene la primera exposicién sistemdatica de la Teoria de Probabilidades en.
cadena.

Nacida del deseo consciente de Markhoff, de generalizar las propieda-
des de los sucesos y variables aleatorias independientes, de manera sufi-
cientemente amplia para que, por una parte, la teoria abarcara la mayor
cantidad de casos que se presentan efectivamente en la Fisica y en la Tée-
nica, y que, por otra, fuera posible extender la mayor cantidad posible
de los teoremas™ cldsicos, la teoria de las Probabilidades en cadena ha rea-
lizado en los dltimos grandisimos progresos. Del caso de un nidmero
finito de casos posibles, y un ntimero discreto de pruebas, con probalidad
de transito independiente del rango de la prueba (cadena constante), se-
pasé al de la cadena miltiple, al de la cadena variable (probabilidad de
‘transito dependiente del rango de la prueba), luego al caso en que las
pruebas forman un conjunto continuo, y por tltimo al caso mas general,
en que tanto el nimero de pruebas como el nimero de estados forman un
conjunto continuo. Razones de espacio y de tiempo han inclinado al Proi.
Fréchet a no abordar sino el caso maéas sencillo, en que la teoria ha cris-
talizado en resultados mds definitivos, a saber, el estudio de las cadenas
simples y constantes. Pero lo ha hecho de manera tan completa y didécti-
ca, que su exposicién servird seguramente de modelo a futuras generaii-
zaciones, y es, desde ahora, punto de referencia indispensable para todo
el que se ocupe de estas cuestiones.

Después de un primer capitulo donde estudia a manera de introduccién
—y con muy acertado criterio didactico— algunos ejemplos cldsicos (pro-
blema de las urnas, problema de la baraja) que lé dan ocasién para esta-
blecer las conocidas férmulas fundamentales de recurrencia en donde iun-
tervienen las probabilidades de transito, que apareceran luego casi 2 ca-
da péagina en el resto del libro, entra de lleno en materia, en el capitulo
segundo, cuya seccién primera esta dedicada al estudio del comportamien-
to asintdtico de las probabilidades cuando el ntéimero de pruebas es dis-
creto. Aborda primero el problema por el procedimiento seguido por el
creador de la teoria, y perfeccionado por numerosos investigadores que
siguieron los rumbos por él marcados, completiandolo en puntos importan-
tes, por ejemplo, el que se refiere a las cadenas inversas, estudiadas re-
cientemente por Bersntein, Hostinsky, Kolmogoroff y otros matematicos.
Aborda luego el mismo problema, pero siguiendo el método méas poderoso
introducido por Poincaré, que reduce la cuestién a la resclucién de un
sistema de ecuaciones en diferencias finitas. Aqui aparece la famosa ecua-
¢ién secular, y el enlace de.la teoria con las fundamentales investigaciones,
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puramente algebraicas, de Frobenius. Abundan en este capitulo los aportes.
originales del autor, que ha completado. y precisado en varios puntos im-
portantes los resultados de Frobenius.

Expone a continuacién el método directo de Hadamard, completado en
puntos fundamentales por Kolmogoroff, que tiene la ventaja no pequefia,
sobre el de Poincaré-Romanowsky, de prescindir del caleulo de matrices
y del aparato algebraico de Frobenius.

La secécién segunda estd dedicada al estudio del caso en que permane-
ciendo siempre finito el nimero de estados posibles, las pruebas forman
una sucesién continua. El planteo del problema conduce en este caso, co-
mo es bien sabido, a un sistema de ecuaciones funcionales, y no en dife-
rencias finitas, como en el.caso discreto. Se trata de resolver el sistema,
y estudiar el comportamiento asintético de las soluciones, cuando la va-
riable tiende a infinito. Expone el autor, completandolo, el clasico método
de Kolmogoroff, consistente en reducir la solucién del sistema de ecuacio-
nes funcionales a la integracién de un sistema canénico de ecuaciones di-
ferenciales lineales, imponiéndole a las funciones que intervienen, ciertas.
restricciones “a priori” (continuidad y derivabilidad). Expone la demos-
tracién de Kolmogoroff, dilucidando algunos puntos delicados de la mis-
ma, y luego generaliza el método del gran probabilista ruso, a fin de ob-
tener soluciones més generales (continuas y de variacién acotada y absolu-
tamente continuas). Se ocupa luego con detalle del método de Hostinsky, que
tiene sobre el de Kolmogoroff la ventaja de que da la expresién explicita de
la solucibén, y consiste en integrar las ecuaciones diferenciales planteadas
por este Gltimo por el sistema de aproximaciones sucesivas. -Este método per-
mite obtener todas las soluciones continuas de derivada continua. El autor
da una generalizacién del método Hostinsky, que le permite obtener la
solucién absolutamente continua mas general, y también la solucién més
general continua y de variacién acotada. Estos resultados son importan-
tes, abstraccion hecha de su transcendencia para el cdlculoe de probabili-
dades, porque son independientes de ese cilculo y pueden tener importan-
tes aplicaciones a otras ramas de la Matematica. Expone por ultimo —last
but non least— el método desarrollado por el autor en su memoria de 1932
(Bull. de la Soc. Math. de France), que da una expresiéon mucho més sim-
ple de la solucién. )

El libro termina por cuatro apéndices donde estdn consignados los resul--
tados matematicos, no clasicos, utilizados en el mismo, y estd enriquecido

por una extensa bibliografia y un indice alfabético.
A. G. D.

GARrcia, GopoFrEDO.—Lecciones de Mecinica Racional. Un vol. de 300 pa-
ginas. Lima, 1938.

El ingeniero Godofredo Garcia, benemérito decano de la Facultad
de Ciencia de la Universidad Mayor de San Marcos de Lima, ha
dado a publicidad un volumen de Mecanica Racional que comprende la teo-
ria de vectores y la cinemética.

Un rapido examen de la obra ofrece de primer intento la impresién de
un libro esencialmente didéctico y claro.

Después de una introduccién de caricter general, en el capitulo primevo-
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se ocupa de la teoria elemental de vectores libres y aplicados. El capitulo
segundo lo dedica a las funciones vectoriales de una variable, terminandolo
con la aplicacién al estudio elemental de la geometria diferencial en lo que
se relaciona con las curvas.

En el capitulo tercero estudia las funciones de punto, los operadores di-
ferenciales y las principales fé6rmulas integrales relativas a campos vecto-
riales.

El capitulo cuarto se ocupa de la cinematica del punto mévil y del es-
tudio de los principales casos particulares: movimiento periédico, armé-
nico, vibratorio amortiguado, y helicoidal uniforme.

En el capitulo quinto da los elementos esenciales de la cinemética del
cuerpo rigido y en el sexto trata la teoria del movimiento relativo. El ca-
pitulo séptimo estd dedicado al estudio del movimiento del cuerpo rigido
con un punto fijo y en particular a la precesién regular. El octavo y 1l-
timo capitulo trata el movimiento plano rigido.

El tomo termina con tres notas complementarias del capitulo referente
al caleulo vectorial. ®

En resumen: el trabajo del sefior Godofredo Garcia constituye un exce-
lente libro de congulta, en el que los problemas se presentan con fécil in-
terpretacién y en tal sentido representa para los alumnos un manual evi-
dentemente util.

E. C. M.

ABRAMESCU.—Lectiuni de Geometrie Analitica. BEditura Universitatii din
Cluj., 22 ed., 1937. Un vol. de 654 pags. '

La reedicién de este excelente texto del profesor rumano ha permitido
perfeccionarlo en diversos puntos y agregar nueva materia de estudio pre-
sentada en forma de ejercicios, que aumenta en 36 pags. la extension del
volumen.

El método seguido es métrico.y no proyectivo, usando coordenadas car-
tesianas oblicuas y con ellas aborda los acostumbrados problemas de Geo-
metria lineal y cuadrética. Novedad digna de nota es el capitulo de 80 pags.
sobre Geometria no euclidiana, en el cual da todos los elementos necesarios
para abordar la bibliografia superior sobre el tema. También en forma de
apéndice expone la Geometria analitica vectorial, y nos parece encomiable
tal criterio, pues tan perjudicial para la formacién de los alumnos es la
omisién de este aspecto de la geometria analitica, como el uso exclusivo del
método vectorial para, cuestiones de rectas y cbdnicas en que no ofrece
ventajas apreciables, a expensas del método cartesiano, que es instrumern-
to indispensable para todas las disciplinas mateméticas. Otra cosa sucede
en la Geometria diferencial, en la cual ofrece ventajas el método vecto-
rial y también el sintético, como lo ha desarrollado el mismo autor en su
original curso de Geometria infinitesimal, del cual hicimos oportunamente
el analisis, sefialando sus caracteristicas.

Es de lamentar que en lengua castellana no existan adecuados textos de
Geometria analitica para introduccién en esta diseiplina y para uso de los
cultivadores de ciencias aplicddas, pues los excelentes de Camara y Vegas
son més convenientes para los aficionados a la Matemdatica pura por su mé-
todo proyectivo. El desconocimienao de la lengua rumana; que no puede sal-
varse por analogias y semejanzas a pesar de su estirpe latina, dificultara la
difusién entre nuestros estudiantes del texto que cqmentamos.

J. R. P.
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Forapori (E.).—Grudlagen der Teiltheorie—Un vol. de 80 pags.— Hirzel,
Leipzig, 1837. Pr. RM. 4,80.

El autor se propone edificar una teoria basica de la Matemética, que
en cierto modo-vendria a reemplazar a la de Cantor. En la teoria de los
conjuntos la idea primaria es la de elemento y de ella deriva la de conjum-
to, es decir: «agregado de»; en cambio, la idea primaria en la nueva teo-
ria es la de «parte de». Esta relacion: a n b que significa « es parte de &
estd definida implicitamente por los siguientes axiomas:

I) auna II) Sieub y bne es & pc.

De estas dos simplicisimas propiedades idéntica y transitiva deduce
multitud de consecuencias no triviales.

Parece prematuro conjeturar cudl sea el porvenir reservado a este in-
tento de reedificacién de la Matematica entera; pero en todo caso aun cuan-
do resultaran vanas las esperanzas de destronar los métodos actuales pa-
rece asegurado un puesto a esta disciplina en el campo de la ciencia ae-
tual, al lado de las teorias abstractas muy generales, situadas a la entra-
da del edificio, que si no suministran materia de especulacién, al menos
organizan sistemdaticamente las ideas ya existentes y forman molde para
otras ideas futuras.

Permitase al relator apuntar que la idea capital no es nueva y los ele-
mentos légicos del método se encuentran en los viejos textos logisticos
aunque parece original la forma de su desarrollo. En unos apuntes mimeo-
graficos de viejas lecciones anda expuesto un intento de teoria de los
conjuntos ordenados, con el mas amplio sentido dada a esta palabra, esto
es, con la sola condicién I y II. El conjunto de particiones de un todo se-
ria un conjunto de tal naturaleza, y justamente era este el modesto obje-
to de tales apuntes para servir de prolegbmenos a la teoria de la integra-
cién y a la teoria de limites. de Moore-Smith; también un todo y sus par-
tes forman un conjunto ordenado, puesto que satisfacen a los mismos axin-
mas I y II y la teoria de las partes de Foradori quedaria por tanto en-
globada en ella o més bien le seria equivalente; pero la trascendencia de
tales propedéuticas no debe buscarse en sus principios, sino en sus apli-
caciones finales y las obtenidas en la obra que comentamos, ni autorizan
todavia a forjarse excesivas ilusiones, ni tampoco a negarle un posible:
éxito en .el porvenir, después de nuevas aportaciones de diversos investi-

gadores.
"J. R. P.

SAUER (R).—Projektive Liniengeometrie—Un vol. de 194 pigs. GOschens:
Lehrbiicherei. Walter de Gruyter & C°. Leipzig 1937. Pr. Enc. R.M. 9.

No pretende agotar el tema, sino despertar interés hacia él, mediante
seleccién de las propiedades méas sugestivas e interesantes de la Geometria
reglada, que sin exigir complicado mecanismo analitico ofrecen mis pleno
contenido geométrico. Contiene el estudio proyectivo de los diversos siste-
mas de rectas, con sugestivas figuras que llenan ampliamente su mision.

He aqui el sumario del contenido de los dos primeros capitulos: coorde--
nadas de la recta, representaciones proyectivas, complejos lineales y sus
invariantes, haces de rectas y superficies desarrollables, haces hiperbéii--
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€os y parabélicos, haces autoproyeetivos, haces de tercer orden, cuirticas

autoproyectivas de cuarto orden.

El tercer capitulo trata de los sistemas de rectas, llamando asi a los
haces doblemente infinitos o congruencias rectas; estudia sus invariantes
'y clasificacién, curvas y superficies focales, curvas principales, envol-
ventes de¢ las tangentes principales, congruencias parabélicas con sus
curvas o superficies focales, -ete., terminando con el estudio de las super-
ficies de curvatura negativa, y en especial de-las curvas de Darboux y de
las curvas de Segre.’

El capitulo IV estd dedicado a las congruenciag especiales y muy es-
pecialmente a las autoproyectivas, es decir, que se transforman en si mis-
mas por las trasformaciones de un grupo de colineaciones, distinguiendo
‘sucesivamente el tipo hiperbélico y el parabélico. Después de considerar
otros tipos especiales de congruencias, dedica especial atencién a las con-
gruencias que designa por la letra W, que son las de Weingarten, y ter-
mina con el estudio del caso en que aparecen los ciclos de Laplace.

La deformacién infinitesimal de superficies es el objeto del eapitulo
siguiente, analizando sus relaciones con las congruencias de Weingarten,
y diversos tipos especiales, sin olvidar el estudio de las tensiones produci-
das por la deformacién de las membranas élasticas.

Por ltimo trata de los complejos de rectas o sistemas triplemente infi-
nitos; contactos, invariantes, complejos tetraedrales, en especial de segun-
do orden o segunda clase, ete.

Intima conexién hay entre esta obra y la ya analizada anteriormente
de Salkowski sobre Geometria diferencial afine de curvas y superficies,
cuya lectura previa es muy conveniente para sacar de ésta el méximo
provecho. Digna de nota es la especial atencién dedicada a las aplicacio-
nes fisicas, que sorprende por tratarse de problemas netamente métricos,
los cuales conducen sin embargo al campo proyectivo en que se desarrolla
la obra, sin necesidad de los especiales recursos introducidos por Study
(complejos y vectores duales) para abordar tales cuestiones métricas.

El libro es, por tanto, igualmente recomendable para profesores y ma-
teméaticos; como también para los técnicos a quienes, para poder usar le-
gitimamente ese titulo, debe interesar la temjia de la elasticidad en todos

sus aspectos.
R. P.

SOBRINO ARANDA, Luls.—-FEstructuras hiperestdticas de Hormigén Arma-
do.—Un vol. de 270 pags., Cérdoba, 1937.

Bajo este titulo el Prof. D. Luis Sobrino Aranda ha publicado recien-
temente un trabajo que constituye una valiosa contribucién al estudio de
los' sistemas de multiple indeterminacién estéitica.

La principal dificultad para el cdleulo de estas estructuras consiste en
la variabilidad del momento de inercia a lo largo de las distintas piezas
constitutivas, lo que no permite llegar a férmulas de.calculo directo. Sin
embargo el autor encara el mencionado problema y llega a férmulas gene-
rales que permiten, mediante sucesivas aproximaciones, conocer su So-
Jucién con considerable- ahorro de tiempo y trabajo.

La primera parte de la obra la constituye un estudio de las plopleda—
des del hormigén armado y de las deformaciones angulares en general. En
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segundo término figura su aplicacién a las vigas hiperestaticamente sus-
tentadas y en particular a la viga continua con'y sin cartelas.

Por ultimo un estudio de pérticos de forma variable y en distintas
condiciones de sustentacién, completa el trabajo que constituye un esfuer-
zo muy encomiable del autor, cuyo eJemplo deberlan seguir los estudio-

sos del pals. o
E. J.

P1AZZoLLA-BELOCH, -M.—Elementi di Fotogrammetria terrestre ed aereq.——
Un vol. de 86 pags. y IX tablas con 56 figuras. — Cedam, 1934, XII,
Padua. Precio: Liras 20.

En este breve tratado, la profesora Piazzolla-Beloch se ocupa de los
fundamentos geométricos de la Fotogrametria. Algunas nuevas construccio-
nes, soluciones y simplificaciones dan al libro un particular interés, resul-
tando Util no sélo a los estudiantes de ingenieria, sino también a guienes
‘tengan las nociones fundamentales de la geometria deseriptiva y proyec-
tiva y se interesen por.la Fotogrametria. -

Se divide la obra en dos partes. En la primera se halla expuesto en un
primer capitulo, como base de los fundamentos tedéricos de la Fotograme-
tria y de todas las cuestiones de orientacién reciproca de las perspecti-
vas de un mismo objeto, el teorema de los puntos nodales (de Hauck) ¥
la construccién fundamental, con la cual se deduce a partir de dos pers-
pectivas dadas (fotografias), la proyeccién de una figura desde un deter-
minado centro sobre un plano dado. Sigue la consideracién de varios casos
particulares. Una vez agotado el caso de las perspectivas orientadas, se
pasa al estidio tedrico de las perspectivas no.orientadas. Un segundo ca-
pitulo, bajo el titulo de criterios prdcticos de Fotogrametria, contiene la
aplicacién de los criterios generales a la Fotogrametria terrestre, en el
cual se consideran varios casos particulares de restitucién.

La segunda parte trata de la Fotogrametria aérea.

En un primer capitulo se halla expuesto el método de Finsterwalder
de reconstruccién de un objeto del cual se tiene dos fotografias. Trata
luego el problema de la restitucién con procedimientos rigurosos y .apro-
ximados para teoremas planos y ondulados, en estos tltimos con el uso de
los reticulados de Mceebius. Un tercer capitulo trata de la determinacién
de dngulos horizontales y verticales. Siguen luego ciertos métodos para
la determinacién de la orientacién externa en levantamientos topografi-
cos de terrenos planos o de terrenos cualesquiera (problema del vértice de
pirdmide) y se exponen construcciones graficas tanto para el caso gene-
ral (dados tres puntos del terreno) como para el caso partmulm en el
cual se tengan dos puntos del terreno y una direccién. La autora demues-
tra que, ‘en este dltimo caso, el problema sé reduce al 29 grado y es re-
soluble con regla y compéas. Hay algunas construcciones para restituir las
imigenes de los puntos fotografiados, después de haber restablecido la
orientacion externa.

El libro ‘tiene un breve apéndice en el cual se recuerdan algunas propie-
dades y construcciones de geometria proyectiva utiles para la compren-
sién del texto, entre las cuales hay algunas modificadas oportunamente a
los fines de las aplicaciones practicas.

Cigr ran el volumen breves datos .histéricos y una .prolija bibliografia.

V.
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MISCELANEA

Los matematicos ante el matrimonio

Cuando. se casé Lagrange le escribié esta carta su colega D’Alembert:
“Se me dice que ha hecho Vd. lo que los filésofos llamamos el salto peli-
groso. Pienso que un gran matemadtico debe saber calcular su felicidad, y
que tal calculo tuvo por solucién el matrimonio”.

Lagrange, que a la, sazén contaba 31 afios, contesté: “Agradezco vuestras
felicitaciones; no sé si he calculado bien o mal, mejor dicho, creo no haber
calculado nada, pues podria sucederme como a Leibnitz que a fuerza de
reflexionar jamas pudo decidirse. Me parecié una cuestién con la que no
valia la pena entretener vuestra atencién.”.

Compaiierismo entre grandes matematicos

Lagrange era profesor en la Escuela de Artilleria de Turin, donde su si-
tuacién era bastante precaria, pues no recibia mas que 250 escudos de pen-
sién. En aquella época escribié a D’Alembert: “En Turin se mira a mi
ciencia como completamente initil y ridicula, se echa de menos el dinero

que se da a un gedmetra.”

D’Alembert, influyente en Berlin, busea la primera ocasién para pro-
curar a Lagrange una situacién méas holgada, en una carta fechada el 6
de Marzo de 1766 le escribe: “Se dice que M. Euler se va a San Petersbur-
go por algunos malentendidos que tuvo en Berlin. Le he eserito para di-
suadirlo. Si él se va y Vd. quiere reemplazarlo, no tiene més que escribir-
me. Haré todo lo que esté de mi parte, y si el rey de Prusia me cree, M. Eu-
ler tendra un sucesor digno de él.”

El rey de Prusia creyé a D’Alembert v méas tarde le decia: “A vuestros -
cuidados debo el haber reemplazado un gedémetra tuerto por uno que -tiene
sus dos ojos.”

El pobre Euler partié casi ciego y Lagrange lo reemplazé con una pen-
sién de 1500 escudos.

Simpatias y antipatias

El deseo de ser 1til a los hombres de mérito era insaciable en D’Alem-
bert. Después de ayudar a Lagrange recomend$ a Foncenet, a Lambert y
se interesé especialmente por Laplace.

Pero si D’Alembert supo ser amigo sincero, fué implacable con los que
le inspiraron antipatia, tales como Daniel Bernoulli, Fontaine, Friri, Bos-
covich y Lalande.

Tanto Lagrange como D’Alembert fueron muy injustos con Daniel Ber-
noulli. El primero escribia: “He leido el trabajo de Daniel Bernoulli so-
bre los tubos de érgano; no hace mas que desarrollar en largas frases lo
que yo dije en pocas féormulas algebraicas”.

En otra ocasién escribia D’Alembert a Lagrange: “Vd. prometié datle
en los nudillos a Daniel Bernoulli y hara bien en hacerlo.”
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