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EL PROBLEMA DE LA INTERPOLACION EN ESTADISTICA 

POR CLOTILDE A. BULA 

1. Dada una sucesión discreta de valores de una variable independiente'­
Em correspondencia 'con los de una función desconocida, el problema de la 
interpolación consiste en encontrar lílna función contínua que tomando, pa­
ra aquellos valores de la variable independiente, los valores conocidos, da 
la función, permita calcular valores intermedios. 

La experiencia nos da, pues, correspondencias entre un número discreto, 
de pares de valores (Xi' Yi)' pero como conocidos n puntos hay infinitas 
funciones que pasan por ellos, es necesario elegir una. 

La elección, de dicha f1:1nción, tiene por fundamento: 19 ) facilitar los 
cálculos, 29 ) simplificar 13, expresión analítica, 39) su presumible coinc~­
dencia con la ley que rige el hecho experimental. 

En los hechos estadísticos, sobre todo en los económicos y sociales, en 
,que la experiencia no puede repetirse a voluntad, a diferencia de lo que 
ocuáe en otros campos, por ej. e.n la Física teórica, con la expresión ana­
lítica se trata en general, de tener una simple. fórmula descriptiva del fe­
nómeno y en la elección de la función prevalece, entonces, el criterio que 
determinan las condiciones 1 ~ y 2~: facilidad en los cálculos y simplicidad 
de la expresión . 

2. Obtenida la función de interpolación, ella permite no solo calcular 
valores intermedios, sino también extrapolarlos, es decir hallar valores 
para la función fuera del campo en que la observación se realizó. 

¿ Qué ~entido tiene la extrapolación? Indudablemente envuelve una con­
cepción determinista: cuando la variable es el tiempo, los hechos acaeci­
dos, dan la ley a que obedecerán los hechos futuros y también la que obe­
decieron los hechos 'pasados. En otras palabras: admitir la validez de· 1 ar. 
extrapolación es admitir que hay herencia en el fenómeno. 

Pero es conveniente .limitar aquellas extensiones a v~lores de la variable 
independiente cercanos a los valores conocidos, puesto que, aunque se acep­
tara la validez de la extrapolación, posiblemente, el concluir que los hechos. 
pasados y fu~uros dependen, exclusivamente, de los hechos presentes, de, 
la misma naturaleza, llevaTÍa con facilidad a conclusiones erróneas. 

3. Si abandonando toda posiCión explicativa, de la génesis y dinámic,a. 
del fenómeno, se trata de obtener una expresión analítica sencilla, se está 
conducido, naturalmente, a escoger el polinomio. 

Dentro de esta concepción, el método llamado de las ecuaciones normales 
o de Gauss da una solución inmediata. Si se tiene el cuadro de las obser-
vaciones: 

x l· y 

x{j I Yo 
Xl YI 

n + 1) 

xn Yn 
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la fórmula de interpolación es 

"., J,'" 

(n + 1 datos se interpolanco:a una función racional y entera degrado n). 

El problema se reduce a la determinación de las constantes ao' al' a2 ... (1"p 

-que resultan de la solución del sistema lineal inhomogéneo ._ 

¡ 
~:~.~;:; ~;,'~'~::;,'~'::: .~.~" ~ ~f::~' ~','~;~:' í 

El cálculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética. 
Podría plantearse un sistema de ecuaciones más sencillo en que el de­

-terminante de los coeficientes es dertipo de Vandermonde, como es sabido. 
Otras fórmulas de interpolación, de uso corriente en Estadística, son' 

las de Lagrange, N ewton y de las diferencias finitas divididas. 
La fórmula de Newton _ es de aplicación sólo cuando hay equiespacia­

miento, es decir cuando el atributo es monomodular, siendo por lo tanto, las 
-otras dos fórmulas, más generales. 

La fórmula de Lagrange es: 

Y'i=aO (x.f-Xl·) (x'i-x ;:?) ... (x.¡-x lI ) +a'l (X'i-XO) (xi-x::!) ... (Xi-Xn ) 

+ ... +CLn (Xi-XO) (Xi-Xl)'" (X¡-Xn -¡) (i=O, 1, 2, .. -, n) 

Sustituyendo las X'i y las y i' se tiene un sistema de ecuaciones e '.1 

'ao' CLv ... , an , que, una vez calculadas, perniiten escribir' la -fórmula de in-
terpolación que es . 

. /(X) =ao(x-x¡) (x-x::!) ... (x-xn ) +al (x--"-xo) (x--x2) .. , (x-xn ) + ... +a
/l

, 

(x-xo) ... (x-x/II_l) 

La fórmula de N ewton nos da la función buscada en función del valor 
inicial Yo' y de las diferencias /1yo' /12yo' ... , /111Yü donde 

/1yo= Yl--:YO , ... • ., /1 u yo= /111.-1 Yl - ñn--lyo 

'La fórmula de N ewton es: 

'siendo h el valor del módulo, es decir, de la amplitud de los subintervalos, 
que debe ser constante. 

Finalmente, otra fÓl'mula de carácter general, como la de Lagrange, es 
la de las diferencias divididas: 
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donde el valor de la función, para una x cualquiera, está dado en función 
del primer valor conocido Yo y de las diferencias divididas sucesivas, en 
ese punto. 

Las diferencias divididas se definen así: 

-y, en general, es 

Yl- Y'o 
Dyo "---­

x1-':"xO 

4. Los, hechos de la observación están afectados, en general) por errores 
(sistemáticos, por ej. instrumentos defectuosos; personales, por ej. defec­
tos de percepción; accidentale::;, por ej. influencias atmosféricas) . La fua­
ción que interpola, es decir que pasa por los puntos conocidoE:, ¿puede de­
cirse por eso que da el verdadero valor? Si se admite la existencia d,~ 

errores -y hay que admitirla- es indudable que no. 
Suficient~ es,' pues, que la función teórica pase por puntos próximos, e~l 

forma tal que llamando 0i a los desvíos será: 0i ,= f (xi)-Y¡, y ellos de­
berán estar contenidos en un cierto entorno de los puntos conocidos, es de­
cir, la curva teórica pasará dentro de una franja de tolerancia. 

Esto permite simplificar los cálculos sin perder exactitud yel problema 
,de la interpolación se convierte, de esta manera, en el del ajustamiento o 
perecuación como dicen los italianos. 

5. Si en el problema del ajustamiento, abandonando todo propósito ex­
plicativo, nos proponemos dar la expresión analítica, más sencilla, del he­
cho experimental, nos encontramos, igual que en el caso de la interpola­
-ción, con que el polinomio es la función contínua que satisface tal 'propó,­
·sito. 

Si las observaciones son en número de (n + 1), con un polinomio de 
grado n se interpola y con uno de grado menor se ajusta. Otra vez,es d~ 
aplicación' el 'método ' de ·las ecuaciones normales o de Gauss y, en este ca­
'so, los coeficientes del pol~nomio de ajustanliento, hacen mínimo el error 
.comphixivo cuadrático. ' 
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Si el polinomio de ajustamiento fuera 

en que los coeficientes aj (j = 0, 1, 2, ... , 1n), han sido determinados me­
diante la solución de· aquel sistuna de ecuaciones, es 

(j2 (aj)' = ~ [f (xi) - y i]2 = mínimo 
i 

y como esta medida de la .. dispersión es función de aquellos coeficientes,. 
si la condición de mínimo se cumple, es 

00' 

Ocio 

como es fácil demostrarlo. 

= =:----

El cálculo se simplifica trasladando el origen a la media aritmética. 

Tiene este ,metodo el inconveniente de que si la aproximación nó se juz­
gase satisfactoria, para mejorarla, es deoir, para aumentar el grado de la 
función de aproximación, hay que rehacei' íntegramente los cálculos. Lo 
hecho no se aprovecha. 

,6. Para obviar aquellos inconvenientes se introducen, en Estadística, los: 
desarrollos en serie de funciones ortogonales. 

La ortogonalidad es propiedad de los sistemas de funciones ordenadas. 
y un sistema se. llama ortogonal, cuando la integral del producto de dos 
de ellas (la suma en el caso discontínuo) es nula si son de dis~into rango 
y no lo es en el caso contrario. Entonces si un sistema Un (Xi)] de la. 
variable discontÍnua x, es ortogonal, está propiedad se suele indicar así: 

Po/lo tanto, con el sÍn~bolo g¡)bln se expresa E'r.jn = 0, si es 1n 'distinto' 
de n y un número positivo si es 1n = n. 

Las series trigonométricas proporcionan un primer ejemplo de tales, 
funciones,' pues es conocida la propiedad de ortogonalidad que', en el inter­
valo (0,2 'Ir), tienen los senos y cosenos múltiplos (*). 

En Estadística, los polinomios 'trigonométricos se prestan. admirable­
n;tente, para ajustar algunos fenómenos periódicos. Así, por ej., observadas. 
durante 30 años las alturas del río. Paraná, hechos los premio::,:: mensuales 
se tiene. 

(*) iEuler ,en una memoria ''!Sur les inégalités du mouvement de Jupite·r et, 
de Saturne" (1748) utilizó, parece que por vez primera, desarrollos en serie de . 
cosenos. También lo hizo Daniel Bernoulli en .otra memoria, "Sur les cordes 
vibrantes" (1753), pero, como lo dice Riemann, (Oeuvres Mathématiques de 
Riemann .... Trad. Laugel-pág. 233) fué Fourier (Théorie analytique de la Cha­
leur..,1807) el primero que comprendió de una manera exacta y completa, la 
naturaleza de las series trigonométricas. 
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PROMEDIO~ I 
MENSUALES 

2.98 , 

3.63 
3,.92 
4.00 
3.63 

MESES 

Julio 

Agosto 

Sbre. 

Obre. 

Nbre. 

Junio 3.23 Dbre. .. 
Ajustando con funciones de las formas: 

resulta 

o E M A A 

que como se ve, interpretan muy bien el hecho experimental 

PROMEDIOS 

MENSUALES 

2.94 
2.20 
1.85 
2.16 
2.60 
2.63 

Pero es con los polinomios ortogonales,~cómo se aborda, con toda genera­
lidad,' el problema del. ajustamjento, en Estadística, dentro de la concel)­
ción ciescriptiva, utilizando funciones sencillas. 

Entonces, si [P j (x.J] es un sistema de polinomios ortogonales de la 
variable discontínua x, se verifica. 

donde el subíndice indica el grado del polinomio, que, en el caso de una 
variable, coincide con su rango, siendo 
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Para una aproximación de grado'?n; ia funcIón, teórica adopt~estaforma.· 

Debido a la propiedad de' ortogonalidad, el cálculo de los coficientes a j 
se' hace por el clásico procedimiento de Fourier, siendo 

~ f (Xi) P j (Xi) 
i 

expreslOn que se simplifica normalizándo el s!stema, en CUy0 caso el de­
nominador vale la unidad. 

Los coeficientes de .tal manera calculaclbs, hacen mínimo e! error COn:l­

plexivo cuadrático, es decir que 

por lo cual es 

crm
2 = ~ [Yi - f (Xi) J2 = mínimo 

i 

ou ou 
--- = ----- == ... 

ou 
---=0 

como se demuestra fácilmente. 
Si ahora la aproximación no fuera satisfactoria, se pueden agregar tél'­

minos, pero todo lo hecho se conserva y el trabajo se reduce a calcular,. 
sólo, los nuevos coeficientes. 

A estos polinomios se los puede generar, siempre, por_determinantes y :si 
se impone la condición de que el coeficiente del término máximo sea la 
unidad positiva, es 

1 X x2 ••• X" 

J..to J..tl J..t2 ••• J..tn 

(-l)n J..tl J..t2 J..t3 ••• J..tn+l 

Pn (x) 
~n 

J..tn-l J..tn J..tn+l ••• J..t!.!n-l 

donde es 
J..trb = ~ xin 

y ~n es el menor complementario de xn. 

Un método más breve, para generarlos, se tiene aplicando la fórmula de 
Gram-Romanovsky, que es la que se utiliza en las aplicaciones estadísticas. 

Este procedimiento se basa en la propiedad que tienen los polinomios 
ortog~nales de poder ser expresados como una combinación lineal de todós 
los anteriores más una potencia de la variable del grado que indica d 
subíndice del polinomio, es decir que 

P 8 (x) = f3slo Po (x) + .f3sll PI (x) + ... + X$ [3J 

El problema que se plantea 3hora es el de determinar los coeficientes /3, 
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lo que . se hace aprovechando la propiedad de ortogonalidad de dichos poli-
nomios y' resulta . 

2: P j xt 
f3sjj = --~ P ,2 . 

. ..... J 

i 

y reemplazando en [3] estos valores se tiene que 

i=O 
2: Pj2 (~i) 
n 

donde se ha cambiado la variable de sU111aCÍón interna para evitar con­
fusiones. 

7. En Estadística, cuando hablamos de frecuencias, nos referimos siem­
pre a frecuencias relativas y si con 11i simbolizamos las Clue corresponden. 
a x.r se yerifica que es 

11>0 

La .solución ideal de nuestro problema la daría una fórmula finita que 
respondiendo a un esquema de probabilidad, a la vez. que describiera el he­
cho experimental lo explicara. 

Es problema este que, no está resuelto, ni aún para este caso de una,. 
variable que es el Inás sencillo. . 

Pearson ha construido u:n utilísimo repertorio de funciones que definen 
las curvas que llevan su nompre y que se adaptan, admirablemente, para. 
ajustarlas observaciones experimentales. 

El método se apoya en el esqpema de las pruebas repetidas sin reposÍ­
ción que, como se sabe, define un polinomio hipergeométrico., 

Partiendo de este esquema, se llega a plantear una ecuación, en diferen­
cias finitas, dada en forma de función racional, con una expresión de 
primer grado en el numerador y otra de segundo en el denominador. 

Como en el paso al límite, resulta una curva simétrica, la función piel'­
de su característico contenido del esquema sin reposición que define CUT­

vas asimétricas. Pearson abandona el proceso analítico y utilizando b. 
forma de la ecuac'ión en diferencias finitas, plantea una ecuación diferen­
cial de la misma forma, poniendo 

y' a-x 

y [41 

que resuelve por el llamado 1nétotlo de los 1n01nentos. 
Se postula el anulamiento extremo, es decir que, si el intervalo (~ 

el (a, 13), es 
f (a) = f (13) = O [5] 

De la [4] resulta 

y' (bo + b1 X + b2 x2) = y (a - x) 
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TIlultiplicapdo ambos miembros por xn e integrando en (a, f3) 

J~bO + b1 x + b'2 x'2) xn y' et x = Jfa - x) xn y d x 
a' ~ 

Integrando por partes en el primer miembro, teniendo presente la condi­
-ción [5] y poniendo 

I
~ , 

~'= ~ xn d x 

-que es lo que se llama un momento de orden n resulta 

~ n bO~L'u_l - (n +- 1) b1 ~II' - (n + 2) \l ~L'IHI = C(, ~'II: - ~L'II+l 

de donde, una sencilla fórmula de recurrencia c.:¡ue liga los momentos de 
'tres órdenes conseGutivos 

I 

[(n'+ ,2) b:J, + 1] ~'1Hl = [a + (n + 1) b1 ] ~L'u: + n bo ~'1l-1 

Variando n se plantea un sistema de ecuaciones y obtiene Pearson el re­
, pertorio de funciones a que hemos hecho referencia antes. En [4] a es el 

punto de máximo de la :función. Se trata de curvas campanulares" excepto 
los tipos especiales que denómina "J-shaped" y "U-shaped". 

El método se encuentr~ expuesto en la obra del actuario inglés VI, P. El­
derton "Frequency curves and Correlation", exposición, si se quiere, poco 
'Clara que, en un próximo trabajo, nos proponemos desarrollar en forma 
,de hacerla accesible aún para los técnicos que, sin mayor bagaje matemá~ 
'tico, deban efectuar aplicacioñes. .. .. 
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TEMAS DE INVESTIGACION 

Breve pero eficacÍsima para, el progreso de la incipiente investigación 
matemática en la Argentina ha sido la actuación del profesor Levi-Civita, 
reseñada en la noticia que hemos publicado en el número 2 de la Misce-
lánea Matemática. . 

En las reuniones públicas celebradas en el Seminario MatemátiGo, pro­
puso a los concurrentes algunos temas de investigación qu,e nos com­
placemos en publicar para orientación de los 'lectores que por ellos se in­
teresen. 

FORMA CANÓNICA DE LAS FUNCIONES ANALÍTICAS 

Consideriamo una trasformazióne analitica, biunivoca e regolare, fra 
x e Xl' avente l'origine per punto unito: 

(1) :Xi = f (x) 

Atfera l'ipotesi che la trasformazione e invertibÜi nel campo delle fun­
zioni analitiche regolari e che f (x) deve annullarsi per X == 0, si plW 
attribuire a f (x) la forma 

(2) f(x) = ax [1 + x P (x)J, 

dove (J. designa una constante non nulla (reale o complessa) e P (x) una 
funzione di ::r, olomorfa nell'intorno dell'orig;r;:tle. 

Per lo studio delle trasformazione (1) é lecito supporre 

(3), 

p'erché,nell'eventualitá opposth.1 al> 1, basta prendere in considerazione, 
anziché le (1), la trasformazione inversa, che fa pass are I da:i Xl ad X, la 
quale e della forma 

x:= 1.. Xl [1 + Xl Q (Xl)]' 
u. 

Q essendo funzione olomorfe' di Xl. 

Riteniano dunql1e valida la (3) e riferiamoci al caso generale in cui 

(4) 1 al < 1 

In tal caso la (1) si puo COE uno (stesso) cambiamento delle variabili 
;x; e Xl (biunivoco e regolare nell'intorno dell'origine) ricondurre la (1) 

alla forma elementaÍ'e omografica 

YI = aY 

'Anche per I u. I = 1· la (1 )dc·ve potersi semplificare usufruendo di cam­
biamenti di variabili biunivoci e regolari 'nell'intorno dell'origine. 
Non é detto che si ottenga un'unica forma canonica. Potranno esistere piú 
tipi,eventualmente in numero infinito. Si tratta di caratterizzarli. 

Mi ci provai piú di 30, anni 01' sono, riferenden1i su p;:¡,rticolare al campo 
l'Elale per I (t I = 1. Non pervenni.a conclusioni ~saurienti e 11emmeno, per 
quanto ricordo, a rlsultati parziali espressivi. 
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El desarrollo activísimo del Cálculo de Probabilidades, agregado. al he­
cho de. que muchas memorias importantes aparecen en publicaciones aca-· 
démicas de difícil acceso, y redactadas en idiomas menos accesibles toda­
vía, (escuela rusa, escuela de Brno) , le hacen' hoy difícil, aun al profe­
sional, orientarse en la espesa maraña probabilista. Llega, pues, muy a 
tiémpo este excelente libro del ilustre profesor de la Sorbona, que con­
tiene la primera exposición sistemática de la Teoría de Probabilidades en, 
cadena. 

N acida del deseo consciente de Markhoff, de' generalizar las propieda­
des de los sucesos y variables aleatorias independientes, de manera sufi­
cientemente amplia para que, por una parte, la teoría abarcara la mayor' 
cantidad de casos;(gue se presentan efectivamente en la Física y en la Téc­
nica, y que, por ~tra, fuera posible extender la mayor cantidad posible' 
de los teoremas- clásicos, la teoría de las Probabilidades en cadena ha rea­
lizado en los últimos grandísimos progresos. Del caso de un número 

. finito de casos posibles, y un número discreto de pruebas, con probalidatI 
de tránsito independiente del rango de la prueba (cadena constante), so: 
pasó al de la cadena múltiple, al de la cadena variable (probabilidad de 
'tránsito dependiente del rango de la prueba), luego al caso en que las 
pruebas forman un conjui1to contínuo, y por último al caso más general" 
en que tanto el número, de pruebas como el número, de estados forman. un 
conjunto contínuo. Razones de espacio y de tiempo han inclinado al' Pro!. 
Fréchet a no abordar sino el caso más sencillo, en que la teoría ha cris­
talizado en ,resultados más definitivos, a saber, el estudio de las cadenas· 
simpl~s y constantes. Pero lo ha hecho de manera tan completa y didácti-· 
ca, que su exposición servirá seguramente de modelo a futuras generali­
zaciones, y es, desde ahora, punto de referencia indispensable para todo' 
el que se ocupe de estas cuestiones. 

Después de un primer capítulo donde estudia a ,manera de introducción 
-y con muy acertado criterio didáctico- algunos ejemplos clásicos (pro­
blema de las urnas, problema de la baraja) que le dan ocasión para esta­
blecer las conocidas fórmulas fundamentales de recurrencia en donde in· 
tervienen las probabilidades de tránsito, que aparecerán luego casi a eu'-' 
da página en el resto del libro, entra de lleno en mateí'ia, en el capítulü 
segundo, cuya sección primera está dedicada al estudio del compol'tamien­
to asintótico de las probabilidades cuando el número de pruebas es ·Jis··· 
creto. Aborda primero el problema por el procedimiento seguido por el' 
CÍ'eador de la teoría, y perfeccionado por numerosos investigadores que. 
siguieron los rumbos por él marcados, cQmpletándolo en puntos importan­
tes, por ejemplo, el que se refiere a las cadenas inversas, estudiadas re· 
cientemente por Bersntein, Hostinsky, Kolmogoroff y ,otros matemático::;. 
Aborda luego el mismo problema, pero siguiendo el método más' poderosa' 
introducido por Poincaré, que reduce la cuestión a la resolución de UlI­

sistema de ecuaciones en diferencias finitas. Aquí aparece la famosa ecua­
ción secular, y el enlace deja teoría con las fundamentales investigaciones5'l 
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puramente algebraicas, de F'robenius. Abundan en este capítulo los aporte3. 
originales del autor, que ha completado. y precisado en varios puntosim­
portantes los resultados de Frobenius. 

Expone a continuación el método directo de Hadamard, . completado en 
puntos fundamentales por Kolmogoroff, que tiene la ventaja no pequeíla, 
sobre el de Poincaré-Romanowsky, de prescindir del cálculo de matrices 
y del aparato algebraico de Frobenius. 

La sección segunda está dedicada al estudio del caso en que permane­
ciendo siempre finito el número de estados posibles, las pruebas forman 
una sucesión contínua. El planteo del problema conduce en este caso, co­
mo es bien sabido, a un sistema de ecuaciones funcionales, y no en dife­
rencias finitas, como en el. c~so discreto. Se trata de resolver el sistema, 
y estudiar el comportamiento asintótico de las soluciones, cuando la va­
riable tiende a infinito. Expone el autoi', comNetándolo, el clásico método 
de Kolmogoroff, consistente en reducir la soluclón del sistema de ecuacio-. 
!les funcionales a la integración de un sistema canónico de ecuaciones di­
ferenciales lineales, imponiéndole a las funciones que intervienen, ciertas 
restricciones "a priori" (continuidad y derivabilidad). Expone la demos­
tración de Kolmogoroff, dilucidando algunos puntos delicados de la mis­
ma, y luego generaliza el método del gran probabilista ruso, a fin de ob­
tener soluciones más generales (contínuas y de variación acotada y' absolu­
tamente contínuas). Se ocupa luego con detalle del método de Hostinsky, que 
tiene sobre el de Kolmogoroff la ventaja de que da la expresión explícita de 
la solución, y consiste en integrar las ecuaciones diferenciales piantea')as 
por este último por el sistema de aproximaciones sucesivas.' Este Trtétodo pET­
mite obtener todas las soluciones contínuas de derivada contínua. El autor 
da una generalización del método Hostlnsky, que le perl'nite obtener la 
solución absolutamente contínua más general, y también la solución más 
general contínua y de variación acotada .. Estos resultados ,son importan­
Jes, abstracción hecha de su transcendencia para el cálculo de probabili­
dades, porque son independientes de ese cálculo y pueden tener importan,. 
tes aplicaciones a otras ramas de la Matemática. Expone por último ~last 
but non least- el método desarrollado por el autor en su memoria de 19:32 
(Bull. de la Soco Math. de France), que da una expresión mucho más sim-
ple de la solución. . 

El libro termina por cuatro apéndices donde están consignados los resul­
tados matemáticos, no clásicos, utilizados en el mismo, y está enriquecido 
por una extensa bibliografía y un .Índice alfabético. 

A. G. D. 

GARCÍA, GODOFREDo.-Lecciones de 111 ecánica Rcwional. Un vol. de 300 pá­
ginas. Lima, 1938. 

El ingeniero Godofredo García, benemérito decano de la Facult:;d 
de Ciencia de la Universidad Ma~Tor de San Marcos de Lima, ha 
dado a publicidad un volumen de Mecánica Racional que comprende la teo­
ría de vectores y la cinemática. 

Un rápido examen de la obra ofrece de primer intento la impresión de 
un libro esencialmente didáctico y claro. ' 

Después de una introducción de carácter general, ~n el capítulo primero, 
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se ocupa de la teoría elemental de vectores libres y aplicados. El capítulo 
segundo lo dedica a las funciones vectoriales de una variable, terminándolo 
con la aplicación al estudio elemental de la geometría diferencial en lo que 
se relaciona con las curvas. 

En el cap~tulo tercero estudia las funciones de punto, los operadores di­
ferenciales y las principales fórmulas integrales relativas a campos vecto­
riales. 

El capítulo cuarto se ocupa de la cinemática del punto móvil y del es­
tudio de los principales casos particulares: movimiento periódico, armó­
nico, vibi'atorio amortiguado, y helicoidal uniforme. 

En el capítulo quinto da los elem(mtos esenciales de la ci:nemática del 
cuerpo rígido y en el ~exto trata la teoría del movimiento relativo. El ca­
pítulo séptimo está dedicado al estudio del l'novimiento del cuerpo rígido 
con un punto fijo y en particular a la precesión regular. El octavo y úl­
timo capítulo trata el movimiento plano rígido. 

El tomo termina con tres notas complementarias del capítulo referente 
al cálculo vectorial. p' 

En resumen: el trabajo del señor Godofredo García constituye un exce­
lente libro de con,Sulta, en el' que los problemas se pi'esentan con fácil in­
terpretación yen tal sentido representa para los alumnos un manual evi­
dentemente útil. 

E. C. M. 

ÁBRAMESCU.-Lectiuni de G,eom.eh"ieAnalitica. Editura Universitatii din 
Gluj., 2~ ed., 1937. Un vol. de 654 págs. 

La reedición de este excelente texto del profesor rumano ha permitido 
perfeccionarlo en diversos puntos y agregar nueva materia de estudio pre­
sentada en forma de ejercicios, que aumenta en 36 págs. la extensión del 
volumen. 

El método seguido es métrico, y no proyectivo, usando coordenadas car­
tesianas oblícuas y con ellas aborda los acostumbrados problemas de Geo­
metría' lineal y cuadrática. Novedad digna de nota es el capítl,llo de 80 págs. 
sobre Geometría no euclidiana, en el cüal da todos los elementos necesarios 
pa'l,'a abordar la bibliografía superior sobre el tema. También en forma de 
apéndice expone la Geometría analítica vectorial, y nos parece encomiable 
tal criterio, pues tan perjudicial para la formación de los alumnos es la 
omisión de este aspecto de la geometría analítica, como el uso exclusivo del 
método vectorial para. cuestiones de rectas y cónicas en que no ofrece 
ventajas apreciables, a expensas del método carlesiano, que es instrumen­
to indispensable para todas las disciplinas matemáticas. Otra cosa sucede 
en la Geometría diferencial, en la cual ofrece ventaj as el método vect;}­
rial y también el sintético, como lo ha desarrollado el mismo autor en su 
original curso de Geometría infinitesimal, del cual hicimos oportunamente 
el análisis, señalando sus características. 

Es de lamentar que en lengua castellana no existan adecuados textos de 
Geometría analítica para introducción en esta disciplina y para uso de los 
cultivadores de ciencias aplicadas, pues los excelentes de Cámara y Vegas 
son -más convenientes para los aficionados a la Matemática pura por su mé­
todo proyectivo. El desconocimienao de la lengua rumana; que no puede sal­
varse por analogías y semejanzas a pesar de su estirpe latina, dificultará la' 
difusión entre nuestros estudiantes del texto que comentamos. 

J. R. P. 
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FOltADORI (E.) .-Gl'udlagen ele1' Teilthem'ie.-Un vol. de 80 págs~- Hirzel, 
Leipzig, 1937. PI'. RM·. 4,80. 

El . autor se propone edificar una teoría básica @e la :Matemática, que 
en cierto modo'vendrÍa a reemplazar a la de Cantor. En la teoría de los 
conjuntos la idea primaria es la de elemento y de ella deriva la de conjubl.­
to, es decir: «ag'rega.elo ele»;' en cambio, la idea primaria en la nueva teo­
ría es la de «parte dé». Esta relación: a!-t b que significa a es parte de ~) 
está definida im'plícitamente por los sig'uientes axiomas: 

II) Si ((,!-t b Y b 11, c es , a ~t c. 

De estas dos simplicísimas propiedades idéntica y transitiva' deduce 
multitud de consecuencias no triviales. 

Parece prematuro conjeturar cuál sea el porvenir reservado a este in­
tento de reedificación de la Matemática entera; pero en. todo caso aun cuan­
do resultaran vanas las esperanzas de destronar los métodos actuales pa­
l'ece asegurado un puesto a esta disciplina en el campo de la ciencia ac­
tual, al la'do de las teorías abstractas muy generales, situadas a la entra­
da del. edificio, que si no suministran materia de especulación, al menos 
organizan sistemáticamente las ideas ya existentes y forman molde para 
otras ideas futuras . 

. Permítase al relator apuntar que la idea capital no es nueva y los ele­
mentos lógicos del método se encuentran en los viejos textos logísticos 
aunque parece original la forma de. su desarrollo. En unos apuntes mimeo­
gráficos de viej as lecciones anda' expuesto un intento de teoría de los. 
conjuntos o1·denaelos, con el más amplio. sentido dada a· esta palabra, esto 
es, con la sola condición 1 y II. El conjunto de particiones de un todo se­
ría un conjunto de tal naturaleza, y justamente era este el modesto obje-· 
to de tales apuntes para servir de prolegÓmenos a la teoría de la integra­
ción y a la teoría de límites de Moore-Smith; también un todo y sus pa,:­
tes forman un conjunto ordenado, puesto que satisfacen a los mismos axio­
mas 1 y II y la teoría de las partes de Foradori quedaría por tanto en­
globada en ella o más bien le sería equivalente; pero la trascendencia de 
tales propedéuticas no debe buscarse en sus principios, sino en sus· apli­
caciones finales y las obtenidas en la obra que comentamos, ni autorizan 
todavía a forjarse excesivas ilus'iones, ni tampoco a negarle un posib1e· 
éxito en .el porvenir, después de nuevas aportaciones de diversos investi-' 
gadores. 

'J. R. P. 

SAUER (R) .-P1'ojekUve Liniengeomet1'ie.-Un vol. de 194 págs. GOschens: 
Lehrbücherei. Walter de Gruyter & C9. Leipzig. 1937. PI'. Ene. R.M. 9. 

No pretende agotar el tema, sino despertar interés hacia él, mediante 
selección de las propiedades más sugestivas e interesantes de la GeometrÍC:i. 
reglada, que sin exigir complicado mecanismo analítico ofrecen más pleno 
contenido geométrico. Contiene el estudio proyectivo de los diversos siste­
mas de rectas; con sugestivas figuras que llenan ampliamente su misión. 

He aquí el sumario del. contenido de los dos primeros capítulos: coorde-· 
nadas de la recta, representaciones proyectivas, ,complejos lineales y sus 
invariantes, haces de rectas y superficies desarrollables, haces hiperbóli-. 
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cos y parabólicos, haces autoptoyectivds, haces de tercer orden, cuárticas 
autoproyectivas de cuarto orden. 

El tercer capítulo trata de los sistemas de rectas, llamando así a los 
haces doblemente infinitos o congruencias 'rectas; estudia sus invariantes 
'y clasificación, curvas y superficies focales, curvas principales,envol­
ventes dé las tangentes' principales, congruencias parabólicas' con sus 
cúrvas o superficies focáles,'etc., terminando con el estudio de las súper­
'ficies de curvatura negátiva, y en especial dé ,las curvas de Darboux y de 
las curvas de Segre.' 

, El capítulo IV está dedicado a las congruencias especiales y muy es­
pecialmente a las autoproyectivas', es decir, qüe se transforman en sí mis­
mas por las trasforÍl1aciones de un grupo de colineaciones, distinguiendo 
sucesivamente el tipo hiperbólico yel parabólico. Después de considerar 
otros tipos especiales de congruencias, dedica 'especial atención a las con­
gruencias que designa por la letra W, ,que son las de Weingarten, y ter­
mina con el estudio del criso en que aparecen los ciclos de Laplace. 

La deformación infinitesimal de superficies es el objeto del capítulo 
siguiente, analizando sus relaciones con la's congruencias dé W eingarten, 
y divésos tipos especiales, sin olvidar el estudio de las tensiones produci·. 
das por la deformaci6n de las membranas elásticas. 

Poi último trata de los complejos de rectas o siste'mas triplemente infi­
nitos; contactos, invariantes, complejos tetraedrales, en especial de segun­
do orden o segunda clase, etc. 
, Intima conexión hay entre esta ob~'a y la ya analizada anteriormente 
de Salkowski sobre Geometl'ía diferencial afine de curvas y superficies, 
cuya lectura previa es muy co:ilveniente para sacar de ésta el máximo 
provecho. Digna de nota es la especial atención dedicada a las aplicacio­
nes físicas, que' sorprende por tratarse de problemas netamente métricos, 
los cuales conducen sin embargo al' campo proyectiv,o en que se desarrol1:'l. 
la obra, sin necesidad de los especiales recursos' introducidos por Study 
(complejos y vectores duales) para abordar tales cuestiones métricas. 

El libro es, por tanto, igllalmente recomendable para profesores y ma­
temáticos; como también para' los técnicos a quienes, para poder usar lE)­
gítimamente ese título, debe interesal' la teoría de la elasticidad, en todos 
sus aspectos. ' 

R. P. 

SOBRINO ARANDA, LUIS.-~Est1'uchl?'CtS hipe?'estátic'as ele HOT?l'Ligón Arma­
eló.--....:Un vol. de 270 págs., Córdoba, 1937. 

Bajo este título el Prof. D. Luis Sobrino Aranda ha publicado recien­
temente un trabajo que. constituye una valiosa contribución al estudio de 
los - sistemas de múltiple indeterminación estátlca. ' 

L~ principal dificultad para el cálculo de estas estructuras consiste en 
la variabilidad' del momento de inercia a lo largo de las' distintas piezas 
constitutivas, lo que no permite llegar a fórmulas de, cálculo directo. Sin 
embargo el auto:r encara el mencionado problema y llega a fórmulas gene­
rales que' permiten, mediante sucesivas aproximaciones, conocer su so.;. 
lución con considerable-ahorro de tiempo y trabajo. 

La primera parte de la obra la constituye un estudio de las pTopieda.;. 
,des del hormigón ~rmado y de las deformaciones angulares en general. En 



'segundo término figura su aplicación a las vigas hiper estáticamente sus'' 
tentadas· yen particular a la vjg.a, ctmtínua cOÍl!:y sin cartelas. 

Por último un estudio de pórticos de forma variable y en distintas 
condiciones de sustentación, completa el trabajo que constituye un esfuel'­
zomuy encomiable del autor, cuyo ejemplo deberían seguir los estudio-
sos del país. ¡ ¡ , 

E. J. 

PIAZZOLLA-BELOCH, ·M.-Elementi ,di FotogTamrnet?nia 'te?n?'estre ed··aeTea.-­
Un vol. de '86 págs. y IX tablas con 56 figuras.-Cedam; 1934, XII, 
Padua. Precio: Liras 20. 

En este breve tratado, la profesora Piazzolla-Beloch se ocupa de 102 
:fundamento.s'g;eo.métricos de la Fo.to.gramet't'Ía. Algunas nuevas co.nstruc~io.­
nes, so.luciones y sü~plificacio.nes dan al libro un p~rticlllar interés, resul­
tando. útil no sólo. a los estudiantes de ingenieria, sino. también a quienes 
tengan las no.ciones fundamentales de la geometría descriptiva y proyec­
tiva y se interesen pOI': ,la' Fot'ogrametI'ía.' , 

Se divide la obra en dos partes. En la primera se halla expuesto. ,en un 
primer cap'ítulo, co.mo. base de lo.s fundamento.S teórico.s' de la F,o.to.grame­
tría y de to.das las cUEpstio.nes'de o.rientación recípro.ca de las perspecti­
vas de un mismo. o.bjeto., el teo.rema de lo.s punto.s l1o.dales (de Hauck) y 
la co.nstrucción fundamental, co.n la cual se deduce a' partir de 'do.s pers­
pectivas dadas (foto.grafías), la pro.yección de una figura' desde un deter­
minado' centro. so.bre un plano. dado. Sigue la co.nsideración de vario.s casos 
particulares. Una vez ago.tado. el caso de las perspectivas o.rientadas, se 
pasa al estúdio. teórico. de las perspectivas no.,o.rientadas. Un segundo. ca­
pítulo., baj'o.el títúlo. 'de C?'itm'ios pTácticos de FotógTametr'ía, co.ntiene la 
aplicación de lo.s criterio.sgen'erales a la Fo.to.grametríaterrestre, en el 
cual se co.nsideran vario.s caso.s particulares de restitución. 

La segunda parte' trata de la Fo.to.grametría aérea: 
En un primer capítulo. se halla expuesto. el méto.do. de Finsterwalder 

de reco.nstrucción de un objeto. del cual se tiene do.s fo.to.grafías. Trata; 
luego. el pro.blema de la restitución co.n pro.cedimiento.s riguro.so.s y ,apro­
ximados para teoremas planos y ondulados, en estos últimos con el uso de 
los re,ticulados de Meebins. Un tercer capítulo. trata de la determinación 
de ángulos horizontales y verticales. S;iguen luego cierto.s, métodos para 
la determinación de la oriéntlicion extei'na 'en levantamientos topográfi­
cos de terrenos planos o de terrenos cualesquiera (problema del vértice de 
pirámide )', y se exponen construcciones gráficas tanto pa~'a el caso gene.., 
ra! (dados tres puntos del terreno) como para el caso particula,r en el 
cual se tengan dos puntos del terreno y una direcció~. La autora denmes­
trá que, 'en este 'último caso, el problema se reduce al 29 grado y es re­
soluble con regla y compás. Hay algunas construccion'es para 'restituir las 
imágenes de los puntos fotografiados, después de habér restablecido la 
oI'ientación externa. 

El libro ,tiene 'un breve apéndice en el cual se recuerdan algunas proPie­
dadesy .' constru~ciones de geometría proyectiva útiles para la compren­
sión del texto, entre las cuales hay algunas modificadas oportunamente a 
10s fines de las aplicaciones prácticas. 

Ci~l ran el volumen breves datos ,históricos y una ,prolij a bibliogTafía. 

v. 
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MISCELANEA 

Los matemáticos ante el matrimonio 
Cuando, se casó Lagn.t:nge le escribí6 esta carta su colega D' Ale11'rbert: 

"Se me dice que ha hecho Vd. lo que los filósofos llamamos el salto peli­
groso. Pienso que un gran matemático debe saber calcular su felicidad, 'Y 
que tal cálculo tuvo por solución el matrimonio". 

Lagrange, que a la, sazón contaba 31 años, contestó: "AgTadezco vuestI'as 
felicitaciones; no sé si ~e. calculado bien o mal, mejor dicho, creo no haber 
calculado nada, pues podría sucederme como a Leibnitz que a fuerza de 
reflexionar jamás pudo decidirse. Me parecjó una cuestión con la que no 

. valía la pena entretener vuestra atención." . 

Compañerismo entre grandes matemáticos 

Lagrange era profesor en la Escuela de Artillería de Turin, donde su si­
tuación era. bastante precaria, pues no recibía más que 250 escudos de pen­
sión. En aquella época escribió a D' Alembert: "En Turin se mira a mi 
ciencia como completamente inútil y ridícula, se echa de menos el dinero 
que se da a un geómetra." . 

D' Alembert, influyente en Berlin, busca la primera ocasión para pro­
curar a Lagrang'e una situación más holgada, en una carta fechada el 6 
deMarzo de 1766 le escribe: "Se dice que M. Euler se va a San Petersbur­
go por algunos malentendidos que tuvo en Berlin. Le he escrito para di­
suadirlo. Si él se va y Vd. quiere, reemplazarlo, no tiene más que escribh'­
me. Haré todo lo que esté de mi parte, y si el rey de Prusia me cree, M. Eu-
ler tendrá un sucesor digno de él." . 

El rey de Prusia creyó a D' Alembert y más tarde le decía:'" A vuestros 
cuidados debo el haber reempl~zado un geómetra tuerto por uno que ·tiene 
sus dos ojos." 

El pobre Euler partió casi ciego y Lagrange lo reemplazó con una pen­
sión de 1500 escudos. 

Simpatías y antipatí~s 

El deseo de ser útil a los hombres de mérito era insaciable en D' Alem­
bert. Después de ayudar a' Lagrange recomendó a Foncenet, a Lambert y 
se interesó especialmente por Laplace. 

Pero si D' Alembert supo ser amigo sincero, fué implacable con los que 
le inspiraron antipatía, tales como Daniel Bernoulli, Fontaine, Friri, Bos­
covich y Lalande. 

Tanto Lagrange como D' Alembert. fueron muy injustos con Daniel Bel'­
noulli. El primero escribía: "He leido el trabajo de Daniel Bernoulli so··· 
bre los tubos de órganQ; no hace más que desarrollar en largas frases lo 

I que yo dije en pocas fórmulas algebraicas" .. 

En otra ocasión escribía 'D' Alembert a Lagrange: "Vd. prometió dade 
en los nudillos a Daniel Bernoulli y hará bien en hacerlo." 
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