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SOBRE LAS SERIES DE FUNCIONES DE HERMITE (*}

por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ

Llamaremos serie de Hermite a toda serie de la forma

0

(1) 2y, WP (ﬂ')), ‘
n=0

siendo las w.,; (x) las funciones de Hermite:

a2

(_.__ 1)n e F-Z.-Dﬂv o2
CARARVESE

Como es bien sabido, estas funciones constituyen un sistema.
ortonormal en el intervalo (— 0, «).

Llamaremos desarrollo de Hermite de una funcién f (¢), per-
teneciente a una cierta categoria, a toda serie de la forma (1),
cuyos coeficientes a, tengan la forma (**)

@) o () =

- (3) G — ff(t) Yo (1) dt.

El desarrollo se llamard de Hermite-Stieltjes, si los coe-
ficientes a, vienen dados por las férmulas

(4) G [ () dat),

siendo a () una funcién de variacién acotada en el interva-
lo (— o, ).

(**) Este trabajo ha sido realizado en el Seminario de Matematicas de la.
Facultad de Ciencias Exactas Fisicas y Naturales, que dirige el Prof.
Julio Rey Pastor, y es para nosotros un agradable deber’expresarle:
aqui nuestro agradecimiento.

(**) Las -integrales ‘que no llevan indicacién de extremc se entienden
extendidas entre — 0 ¥ -+ c0; ¥y las sumatorias, de 0 a co.
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Para las series de Hermite valen, como es bien sabido, los teo-
remas de Parseval y de Riesz-Fischer.

Teorema de Parseval.—Dada una funcién f (x) ¢ L? cuyos coe-
ficientes vengan dados por las férmulas (3), se verifica:

@) Sat= [[f@]ds

Teorema de Fischer-Riesz.—Dados nmeros i, 0o, @3 ... Ay eeeery
tales que la serie ¥ a,2 sea convergente, existe una funcién f (%),
perteneciente a L2, tal que se verifican las férmulas (3).

La validez de los teoremas de Parseval y Riesz-Fischer, per-
mite enunciar inmediatamente la siguiente proposicién: Condi-
¢ioén necesaria y suficiente para que una serie de Hermite sea
un desarrollo de Hermite, de una funcién de L2, es que los coe-
ficientegs cumplan la condicién

0
X a/)b2 < oo,
n=0

El teorema anterior resuelve completamente, para las fun-
ciones de L2, el problema de saber cudndo un desarrollo es una
serte. En el presente trabajo abordamos el mismo problema para
-otras categorias de funciones: sumables, acotadas, de variacién
acotada, de variacién acotada y continuas, y monétonas no de-
crecientes acotadas. Damos, finalmente, una expresién del salto
de una funcién, dada por su desarrollo de Hermite-Stieltjes.

Los resultados originales de este trabajo estdn constituidos
por los teoremas 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7, la formula 10°, y el teorems
cuyas hipétesis son las férmulas 46.

I.—Antepondremos algunos teoremas que utilizaremos a me-
mnudo en lo que sigue.
Teorema AV.—Para |t | < 1 se verifica
1 x?—1* (—rt)?|
W bl 4 B T G
/r(1I—72) o 1 |
La funcion K (z,t,7) es evidentemente simétrica respecto a
xy at; es ademas positiva, y goza de las propiedades siguien-
tes, que hacen de ella un nicleo positivo de una integral singular.

‘ 2 1 1—2
{6 K(xtr)ydt—= / ex (~— — —’) 1 para r—1
(6) f (#6577 ] e P (T el

<) Ver Wiener, (1), pag. 64 y 65; ver también Watson, 1. Ver asimismo
Titchmarsh, (1), pag. 28. ’

{5) K(zwrit)=2X r"w!;,,,,(x)xpn,(t)=
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Anilogamente

2 11—
7 K(ztryde= | = (._~ - tz) .
) f ( ) \/'1+7*2 eop 2 142
) - lim K (x,t,vy=0,
- r—1

uniformemente para tode # y todo ¢ tal que |z —1¢| > &,

Se verifica también, para r — 1;
Z—¢

(9) im [ K(utrydt—0
—C0 ‘
(o<}

(10) im K (z,t,7) dt—0
r-4-¢

Sea f () una funién perteneciente a L'. Se verifica, para
r—1,

(10" tim [ K (r,at)f () dt=7 (2)
en todo punto en el que se-verifique

h
lim 1 :
heO_h_f f(z4t)—F(z)|dt—0.
, 0
Estos resultados nos seran muy ttiles, sobre todo para la de-
mostraciéon del teorema 7.
¥

Otro resultado que utilizaremos repetidamente en lo que sigue
es el siguiente:

TEOREMA 1.—Los coeficientes de una serie de Hermite o de
Hermite-Stieltjes, tienden a cero pare n— .

La demostracién es inmediata; tomemos el caso de una fun-
cion de L*:

(10”) G — f W (2) f (2) d

Utilizando la conocida acotacién
H.,,(x)=0|:e 2 \/2"nln 4]

(2) Kogbetlianz, p. 153.
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indicada en la Introduccién (férmula 7), obtenemos de (21)

(22) flommde=e flda(®), O=r<),

con lo que queda demostrada la necesidad de la condicidn.
La condicion es suficiente. Consideremos, en efecte, la funcion

“(23) F(r,z) = j‘c (r,ze)dx .

—0

\

Las funciones F', '( x) son, en virtud de la hipétesis, de varia-
cién uniformemente acotada con respecto a 7, y por lo tanio
constituyen, en virtud de un conocido teorema de Helly @, un
conjunto compacto; es deeir, que existe una -sucesiéon par-
cial F;. (%), tal que
(24) lim Fy () =g (),

, J—> w0 : 5
donde g () es una funcién de variacién acotada, y la igualdad

se verifica en todos los puntos de continuidad de g (x).
Consideremos ahora las integrales

(25) 'f‘l—’m (z) d Frj (%) [1=1,2,...]

Aplicando un cléasico teorema de Helly ¥ sobre paso al limite
bajo el signo de integral, resulta

(26) ° lim S om (#) dF, (2) = S @ da @) .

J—> 0

Por otra parte

@n Son (@) d ., (2) — I @), (z) da,

en virtud de (23), y la segunda integral es ig.uaﬂ a
(28) S (@) [T avp (@) 7 ]de .

(3) Helly, 1.
(4) Helly, 1.
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Demostraremos que es licito integrar esta expresién términe
a término, es decir, que es exacta la igualdad

(29) f P (2) [2 G P () 'r,-":ldmz pX [a,mj" j 'w,,,(x)\p.,b(w)clx].. '

Para ello es condicién suficiente, en virtud de un clasico teo-
_ rema, que converja la serie de mddulos, es decir, que se verifique

30) = (laulre f [wm (@) | i (@) [d2) < 0.

Acotemos la integral que figura dentro del signo X.
Aplicando la acotaciéon de Kogbetlianz ¢, consignada en la in-
troduccidén, o aun la menos precisa de Cramer © :

9

o lo que es lo mismo
: K
- | (@) | <, (K =1,086435, ver Charlier ),
VT
I'eSu]ta

33 [1wn@ | v @ [dw < K. [ (@) |da=0.

En la segunda integral, m es fija, y la integral es por lo tan-
to convergente, dado que v, es el producto de un polinomic por

2
@
el factor e 2
.

Resulta pues,
34) (] [y @) || (@) d2) < CZ|a,

('/a , k1

Como por hipétesis los coeficientes |a,| tienden a cero,
¥y 7; < 1, también por hipétesis, la serie de potencias del segundo
miembro es convergente, vy por lo tanto también es convergente
la serie del primerl miembro, con lo que queda demostrada nues-
tra asercién, y por consiguiente la exactitud de la fé6rmula (29).
Volvamos a considerar esta misma férmula. En el segundo
miembro de la misma figura la integral

(35)  fe@w@ds,

(5) Kogbetlianz, 1, p. 153.
(6) Cramer, 1. — Ver Charlier, pp. 52 y 57.
(7) Charlier, 1, pp. 52 v 57,
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que, en virtud de la ortogonalidad y normalidad de las funcio-
nes de Hermite, es igual a cero para m j: N, ¥ & uno para m — .
La férmula (29) nos da, pues

(36) fil)m,(x) [ DX a’”'w”(w)lriin] =3 (afnq,ﬂjnf'q"mr(x)\J)n(x)dxza/nﬂmjm'

Substituyendo este valor en la férmula (26), obtendremos:

@D lim [y @i @)= lim arp—n— [ p.(2)dg(@),

J—-> 0 J—>co
((38) Ay = flpm (x) d g (x)’

con lo que queda demostrada la segunda parte de nuestro tec-
rema. '

TEOREMA 3.—Condicién necesaria y suficiente para que un
- desarrollo de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea la
serie de Hermite-Stieltjes de una funcién mondétona no decre-
ciente y acotada en (—w, ), es que se verifique

o (r, ) =0 0=r<1,

(39) (o a)ylde=M [0=r <1] |

Este teorema es facil corolario del anterior.
Las condiciones son necesarias. En efecto, si

(40) | S a, g (2)

es una serie de Hermite-Stieltjes de una funcién acotada no de-
creciente, se verifica

(41) o(ra) = [K @zt dat)

Siendo K (7, z, t) positivo, y la funcién o (x) no decreciente,
el integrande es positivo, y obtenemos

(42) o (7, )= 0.

La segunda condicién se verifica también, en virtud del teore-
ma anterior, pues a (z), mondtond no decreciente, y acotada, es
de variacién acotada.

Las condiciones son suficientes. En efecto, todos los razona-

13
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mientos que hemos hecho para demostrar el teorema anterior
subsisten. Pero, en el caso actual, las funciones

X

(43) F (r,2) — f o (r, %) d

. —cD '
-dado que el integrando es positivo, son, no sélo de variacién uni-
formemente acotada, sino también no decrecientes, y uniforme-
-mente acotadas. La funeién limite g (x), que en el teorema ante-
rior resultaba de variacién acotada, es en este caso no decrecien-
te y acotada. Repitiendo todos los pasos del razonamiento ante-
rior, se demuestra finalmente que

(44) , Oy — j@mm)dg@)

con g (x) acotada no decreciente, con lo que queda demostrada
la segunda parte del teorema.

TEOREMA 4.—Condicion necesaria Yy suficiente para que un
desarrollo de Hermite cuyos coeficientes tienden a cero sea la se-
rie de Hermite-Stieltjes de una funeion continua de variacida
acotada, es que se verifique

a)  [lora|de<M 0=r<i

b)) lma% (I—1rH%o(r,z) =0 (r—1)

(45)

Este teorema es facil corolario del teorema (3). En efecto, la
-condicién (@) nos dice que la serie dada es el desarrollo de Her-
mite-Stieltjes de una funcién de variacién acotada. Veremos que
la condicién b, determina que esa funcién de variacién acotada,
es continua. Para ello, nos valdremos del siguiente teorema,
muy anélogo a un teorema de Khintchine ®.

Sea una funeién S (z, 7, t), que satisfaga a las condiciones

1) |S (2,7, t) | < M
(46) 2) lim S (z,7,t) = 0, para todo « tal que| z—2 | >3
r—1
3) limS (x,7,t)=1 ©para «=—1t.
r—1

(8) Khintchine, 1.
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Se verificara, entonces, para r—1:
im [ S () do(t) = o (@+0) —a (z—0)

siendo a (¢) de variacién acotada en (—eo, «).
Comprobemos que la expresion

(47) % (1—r2)% K (7, @, t)

satisface a las condiciones del teorema anterior.
La condicién 1) se satisface evidentemente, en virtud de la

férmula (5). También estd satisfecha la condicién 2), pues.

pues

14 2\ % K t\) o ( x2 — 12 - (x——?" (J})Q

(48) n% (1—r?) 2 K (r,2,t) — exp 5 ; 1

i

Para | x —t | > 9, el exponente tiende a —w, para r—1, y por
lo tanto, .

(49) lim =% (1—7r2)% K (r,,t) =0, para |z —1| > d.
) r—1

Para x = ¢, la e}ipresién (48) se reduce a

(50) =% (1—1)% K (r,2,2) — exp(_gﬁz—i({* r)? ) =

72

22 (1—7r) (1—7)
1—n 1+7)

— exp (_._

Se verificard, pues, en virtud del teorema recién enunciado:
(B1) lim w% (1—r2)*% [ K (r,,)da(8)— lim 2% (1—22) %o (r,z)—
r->1

—a (€ -+0)—a(z—D0).

Si en todo punto x se verifica que o (z +0) —a (2 —0) =0,
quiere decir que la funcién o (x) es continua, ya que su salto es
nulo para todo z. ‘

La validez de la condicién a) de 45, nos aseguraba que la fun-
cién o (¢) es de variacién acotada. Acabamos de ver que el ve-
rificarse de la condicién b), de (45), es necesario y suficiente
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para que la funcién a (%), de variacién acotada, sea continua. El -
teorema 5 queda asi completamente demostrado.

TEOREMA 5.—Condicion necesaria iy suficiente pare que uni
serie de Hermite cuyos coeficientes tienden-a cero, sea el des-

P
arrollo de Hermite de una funcion de L, (p = 2), es que se ve-
rifique ’
P

(62) f|c(7~,x)| de <M (0=r<1l)

La condicién es necesaria. En efecto, si la serie
(53) S 4y g (@)

P
es el desarrollo de Hermite de una funcién f () e L , se verifi-
cara:

(54) Uy = f\Pn (t) f (t) dt s
(55) 6 (1, %) — fK (r,2,t) f () dt

siendo K (7, #, t) el varias veces mencionads niicleo de Hermite,
Aplicando la clasica desigualdad de Holder a la férmula (55),

obtenemos: q
1 1
(56). | o(r, ¥)|< [ﬂ K (7, 2,0)| _|f(t)|Pdt]P[fK(7*, z,tydt |

(p+e=1)
Elevemos ambes miembros a la potencia p e integremos:

(57) f] o(r, )| 4w = fda: [{fK(r, @, )| F(t) lPdt}X

{fK(r, 2, 1) dt}_;’:l

Pero
O
(58) (fK(q~,x,t)dt)P<AP 0=r<iy,
en virtud de la f6rmula (10) varias veces citada de la introduc-
cién. De (57) v (b8) deducimos
. P/P’ P
(59) floma | do=A" o [Koonf@) d

La integral doble del segundo miembro (de integrando positi-
vo), cumple las condiciones del clasico teorema de Fubini, y por
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lo tanto es licito invertir el orden de integracidn, con lo que ob-
tenemos:

60 [ f K (ra,0)|f(8)] dt — f Fe)| dt [E(ratda=
(61) =4 f!‘f(t) [Pd t.

Substituyendo este resultado en la férmula (59), obtenemos en
definitiva:
P P
P -+ 1 P ~ +1
(61) f lo(r,2,8)] dng(P ) f ft) |dt=BA T —m,

‘con lo que queda demostrada la primera parte del teorema.
La condicion es suficiente. Supongamos, en efecto, que se
-cumpla la hipétesis, esto es

(62) f]o(r,x)[de<M 0=r<1).

Entonces, en virtud de un clasico teorema de Riesz @, el con-

junto de funciones o, (x) contiene una sucesién parcial débilmen-
. A .2

te convergente o (7, 2); es decir, tal que para toda funcién

g () eL” (1/5+1/p=1), se verifica:

©3)  tm [omaygmdt— {1 g dt
J—> 0 . )

siendo f (¢) una funcién de L. Ahora bien, las funciones v, ()

son acotadas e integrables en (—0, «), y por lo tanto pertene-

P
cen a la categoria L, cualquiera que sea p = 1. Por lo tanto

(64) tim fw,,,,(x)o(r,-,m)dxz J (@) f (%) dee

1—> 0

Una vez en posesién de este resultado, el resto es facil. En
efecto, s6lo queda por demostrar que la integral del primer
miembro de la igualdad anterior es igual a a, 7. Pero los razo-
namientos que hemos hecho para demostrar idéntico resultado
en el teorema (3), siguen siendo validos sin modificacién algu-
na en el caso actual. Nos queda, pues
(65) lim flg),,, () o (1) dx=1Llim ayr” = a, =

J—>c0 J—>c0
— /{wm () f(x)dx

con lo que queda demostrada la 22 parte del teorema. -

(9) Riesz, 1.
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TEOREMA 6.-—Condicion necesaria y suficiente para que
una serie de Hermite
(66) . U 2 (2)
cuyos coeficientes tienden a cero, sea el desarrollo de Hermite

de una funcion acotade e integrable en (—w, »), es que se ve--
rifique :
(67)¢ lo(r,2) | <M 0=r<i

La condicién es necesaria. En efecto, razonando como en los

teoremas anteriores, resulta que si el desarrollo (66) es la serie.
de Hermite de una funcién acotada, se verifica

(68) 6 (7, 7) — fK (r,a,t) £ () dt
Ahora bien, como por hipétesis, | f (t) < K, se verificara
(69 ]G(r,x)|<MfK(7‘,x,t)dt<M A,

en virtud de la propiedad fundamental del nécleo de Hermite,.
que tantas veces hemos utilizado. La necesidad de la condicién
queda asi demostrada.

La condicidén es suficiente. El razonamiento es idéntico que en
los teoremas anteriores. En el caso actual, la hipétesis

(70) o (r ) | < M,

nos permite asegurar, en virtud de otro conocido tecrema de
Riesz 19, que el ¢onjunto de funciones o, (%) contiene una su-
cesion parcial débilmente convergente.

Una vez aszgurado este punto fundamental de la demastra-
cion, la parte restante es idéntica a la de los teoremas anteriores..

TEOREMA 7.—Condicién necesaria y suficiente para que une
serie de Hermite,

(T > ay Yu (2)

cuyos coeficientes tienden a cero, sea el desarrollo de Hermite de
una funcién sumable, es que se verifique pare r—>1, p—1:

(72) tim |6 (r,0) —o (0,2) |dw—0

(10) Riesz, 1.
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La condicién es suficiente. En efecto, si la hipétesis se veri-
fica, existe, en virtud del teorema fundamental sobre conver-
gencia en promedio, debido a Riesz @*, una funcién g (x) tal
que para j—oo : .

(73) tim [l (r,a) —f(2)|dz—o0.

Pero, seglin es bien sabido, la convergencia fuerte lleva apa-
rejada la convergencia débil ¥ ; por lo tanto se verificard pa-~
ra j—>ow:

(74) Lim, fg (@) o (1), %) — fg (@) f (2) d =

para toda funcién ¢ (z) sumable acotada, y, en particular

@) tim [y @) o (s 2) dw— [w () f () .
j—co ©
La demostracién de la suficiencia sigue ahora idénticamente

que en casos anteriores.
La condicion es necesaria. En efecto, si la serie

(76) Sty (%)

es el desarrollo de Hermite de una funcién sumable, se verifica

7 o(re) = [K(ratfdt

Recordando las propiedades 6, 7, 9, 10, v 10’ del nftcleo
K (z,t,r,), consignadas en la introduccién, se comprueba que el
mismo satisface a todas las condiciones del siguiente tecrema
de Hahn @2,

Sea ¢ (€, x,n) medible en todo el plano &, x, para todo n. Sea
@ (E, z, n) integrable con respecto a E, en (-, ), para to-
do z, con excepcién cuando mas de un conjunto de medida nula;
igualmente sea integrable con respecto a  en (—co, ), para
todo &, con excepeidn cuando mas de un conjunto de medida nu-
la; ademas satisfaga ¢ (§, , n) a las siguientes condiciones:

1) Existe un M tal que, para casi todo z y todo %, se verifica
(o Eands <

(11) Riesz, 1.
(12) Hahn, 1, pag. 667.
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2) Existe un M tal que, para casi todo € y todo n se verifica
flw(&%n) ldx < M;

) f (@) —tim o amn)fEdE

para n— o, en todo punto donde se verifique para h—0:
3
.1
lim —— | f (z+1) —F (z) | dt =0.
V]

4) Para todo h > 0 y todo E se verifica
E—h

N> 0
—c0

0
lim f|cp(§,x,n)\dx=0.

R N}

Entonces se verifica, para toda funcién, f () sumable en
(—e, =), la relacién

im [ 1f(@)— [o@EanfEdelde—o.

N> 00
Del anterior teorema de Hahn, aplicado a nuestro caso, se
deduce:
(78) lim f\f(:c')——c (r, %) |da—0.
r—1 :

es decir, que la funcién ¢ (7, ) converge en promedio de primer
orden, hacia f (). En virtud del teorema fundamental sobre
convergencia en promedio, se verificard también, en virtud de

la relacién anterior:

(79) lim f(c(g,x)—c(?,x)[dxzo

para r—1, o—1. !

Nuestro teorema queda asi finalmente demostrado.

SEMINARIO DE MATEMATICAS
(Original recibido en Abril de 1938)
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REMARQUES ARITHMETIQUES SUS UNE EQUATION
DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

por MICHEL PETROVICH (BEOGRAD)

1.” L’objet de la présente Note est I’équation différentielle
du premier ordre
‘ 1 ¥=7F(zv)
ou f est polynome en z, ¥ a coefficients nombres entiers (positifs
ou négatifs). :
Considerons le point M, sur I'axe des ¥, ayant pour 'ordonnée

un nombre entier £ (positif ou négatif).
Lintégrale y de (1), passant par un point My, est développa-
ble en série convergente au voisinage de x=0:

(2) Y=o+ 1 & + A2 2° + ..,

dont le coefficient de x» est multiple entier du coefficient de x»
dans le développement taylorien de er; le rapport de ces deux
coefficients est un entier ne croissant pas, en valeuwr absolue,

plus vite que n».
En effet, le second membre de (1) étant holomorphe au voisi-

nage de x — 0, y — k, I'intégrale vy passant par le point M; est.
développable en série (2) ou ¢y =k et
1
(3) a, = ‘—,;L_!"‘_fn—:l]
les f; étant les termes de la suite indéfinie de fonections de =z, ¥

Y4 fufa Fa e

définies par la relation de recurrence

Cfy Ofa . OV
(5) fi = 57 + f S
avec
fo=171(x,¥) i—1,2,3,..

on, d’'une maniére générale, (¢ (x, ¥)] désigne le nombre obtenu

en faisant x = 0, y = k, dans ¢ (2, ¥).
Les fonctions (4) défines de cette maniére sont des polyno-
mes en %, ¥ & coefficients nombres entiers. Les nombres (f;) sont

des entiers, de sorte que

(6) =



!
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Iy autre, part le rayon de convergence de.la série (2) -étant
différent de zéro la_hm sup de ¥/ Ta. | pour n augmentant in-
définiment est flme, ce qu1 montre que ] Mo l n augmente pas
plus vite que ¥/ n! c’est & dire que %. I1 s’en suit gue la valeur
absolue de w, n’augmente pas plus vite que #*, comme il fallait
montrer.

La formule (6) met également en évidence le fait suivant:

Réduit a sa plus simple expression, le coefficient taylorien a.,
de U'intégrale y est un-nombre rationnel dont le dénominateur n'c
pour diviseur aucun nombre premier supériewr ¢ n.

Une série taylorienne, dont un ou plusieurs coefficients sont
des nombres irrationnels, ou bien rationnels, mais dont le déno-
minateur est divisible par un nombre premier supérieur au rang
du coefficient, ne peut, pour aucune équation différentielle (1),
représenter le courbe intégrale passant par un point M.

On peut aussi remarquer que dans le cas ou 'y est une fonction
entiére de x, Uentier u, ou bien n’augmente pas, ot bien augmen-
te moins vite que n”. Car dans ce cas \“/W tend vers zéro
lorsque x augmente indéfiniment.

2. Envisageons le cas ol 'intégrale y est fonction algébrique
de . L’entier w, jouit alors. de la propriété arithmétique sui-
vante: )

Il existe un nombre entier fize A rattaché o lU'équation (1), tel
que Uentier w, sera divisible par le produit de tous les entiers ne
surpassent pas n et ne coincidant avec une puissance d’aucun
diviseur premier de \.

Pour le faire voir, rappellons que, y étant fonction algébrique
a coefficients a, commensurables, il existe un entier fixe A
(entier d’Eisenstein) tél que le produit '

(7) n /\‘n ;_H"TTI}L

soit un nombre entier pour tout indice n =1, 2, 3 ..

Or, A* n’est jamais divisible par n!, car dans cette factorielle
il y a toujours au moins un facteur nombre premiér qui n’y
entre qu’ une seule fois, tandis que dans A il figurerait n fois.
Mais At peut avoir des diviseurs communs avec n! La fraction
(7) devant se réduire & un nombre entier, w, doxt étre divisible
par le produit de tous les entiers figurant: comme facteurs dans
!, aprés y avoir suprlme ces diviseurs communs, ce qui démon-
tre 'assertion precedente
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Le théoréme d’Eisenstein conduit également & la conclusion
suivante:

Le coefficient de x* de Uintégrale y, pour n —1,2,3 ... est
multiple entier du coefficient de x» dans le développement de la
fonetion

x
0—x

. étant un entier convenablement déterminé; le rapport de ces
deux coefficients est un entier ne croissant pas, en valewr
-absolue, plus vite que la n-iéme puissance d’'un nombre fize.
. . : 6 .
Car le produit a, A* étant un nombre entier %, on a
A‘H/
oy ===
n. hn

h, étant le coefficient de x* de la fonction ~[\—iv—:b— D’autre part,

le rayon de convergence de ¥ au voisinage de x — 0 étant diffé-
rent de zéro, ’expression

et parsuite aussi la lim. sup de X/ | &, | est finie, ce qui montre
que h, ne croit pas, en valeur absolue, plus vite que la n-iéme

puissance d’un nombre fixe.

On en conclut, d’aprés un théoréme que j’ai démontré dans
un travail antérieur @ que Uintégrale y appartient a la classe de
fonctions qui se laisse déterminer sans ambiguité par la seule
Cvaleur numérique d'une certaine intégrale définie rattachée @
la fonction, la valeur de cette intégrale étant un nombdre absolu.

3. Considérons maintenant la valeur inverse % de l'intégrale
9 de 'équation (1), passant par un point M. En"posant

Y =0y 4+ a1 2 -+ s 2> 4 ...

1 =bo 4+ by 4+ box® 4 ... ‘

Y
on a la suite connue de relations determmant les b, au moyen

des ay.
Pour le point M, le coeftlment ao est égal &4 1 et 'on a

‘(1) M. Petrovitch: Them éme sur les, fonctions a,lgebmques a coefficients
taylmzens commensurables (Revue mathématique de l’umon mterbalcamquﬂ

. 1. fasec. 1, 1936.)
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bz=_a2+af
(8) “by——as+-2asa, —ad |

by—=—as+ 20501+ 05— 3 as 03 + af

by =—a5+2 ay @12 a3 a-

ou 'on a les lois suivantes de formation:

192 b, se compose de tous les termes de poids 7 que I'on peut
former, avec les a; jusqu’a a, inclusivement;

20 ces termes sont positifs ou négatifs selon que le nombre de
leurs facteurs est pair ou impair; ‘

39 le coefficient de chaque terme est le coefficient polynomial
que ce terme aurait en égard au nombre des facteurs qu’il
contient et & leurs exposants.

Pour un point quelconque M, on rameéne le cas & celui du

2 2 3 5
Basa; —3a; ax-tdasa—a

point M; en remplacant a, par —% et divisant par ay,=Fk le l
5 :

resultat obtenu. Donc:

1 ..

Le premier coefficient b, étant égal a —— il le coefficient by
s’obtient en formant la méne expression pour ce coeffi-
cient que dans le cas du point My, en la rendant de degré n &
Paide du facteur a, — k et en la divisant ensuite par ao** = k***.

Par exemple on aura
1 9 9 : 5
by— X (—0skt 2040, k32030533301 k>—3as0, k40 ﬂflc——ai )

Sil’on y remplace a; par son expression (6), on obtient le coef-
ficient b, sous la forme d’une fraction rationnelle dont le déno-
minateur est le produit de k! par diverses factorielles

1,21,3! ...n!
ayant comme exposants des nombres entiers ne surpassant pas #..
* 11 §’en suit que:

Réduit a sa plus simple expression, le coefficient de x» de

l’inverse%de Uintégrale y de (1), passant par un point My, est

‘un nombre rationnel dont le dénominateur n'a pour diviseur
aucun nombre premier plus grand que n we coincidant pas avec
un diviseur de k.



|
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Ou voit également que le dénominateur de chaque terme com-
posant b,, avant la réduction de la fraction rationnelle i sa plus
simple expression, est le produit de puissances de diverses fac-

torielles
11, 71, hl,

des entiers 1, 7, h, ... égaux aux indices des a; dont provient cs
terme, chacune de ces factorielles figurant avec un exposant
égal & celui de a;; correspondant. De plus,

1° ]a puissance d’une factorielle étant comptée comme facteur
autant de fois que l'indique son exposant, le nombre de ces
facteurs est égal & n; ,

2° la somme 7+ j + k + ... d’entiers dont les factorielles fi-
gurent dans ce dénominateur est également égale 3 n.

Il s’en suit qu'une factorielle m! ne p‘faut figurer au dénomina-
teur de b, plus de fois qu’il y a d’unités dans la partie entiére du

nombreﬁ Ceci permet d’assigner une limite supérieure au

nombre indiquant combien de fois un nombre premler peut
figurer comme diviseur dans ce dénominateur.

Je terminerai en faisant remarquer que ’équation de Rieceati
(avec ses dégénérescences) est la seule équation (1) qui par le

changement y — -;l se transforme en une équation (1). Pour

Yintégrale ¥ d’une telle équation, passant par le point M, le
coefficient de z» duydéveloppement non seulement de 'intégrale

A . . . . 1 .
elle-méme, mais aussi du celui de son inverse I est un nombre

rationnel dont le dénominateur, réduit a sa plus simple expres-
sion, n’a pour diviseur aucun nombre premier supérieur a n;
son numérateur est un entier qui ne croit pas plus vite que n".
On en tire aussi des conclusions analogues aux précedentes pour
le cas des intégrales algébriques d’une telle équation différen-
tielle.

BEOGRAD, Université, 25. dec. 1937, ‘

(Original recibido en Enero de 1938).
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SOBRE LOS PUNTOS SINGULARES DE LAS
FUNCIONES ANALITICAS (%)

por CARLOS BIGGERI (Buenos Aires)

El teorema demostrado en mi nota “Sobre los puntos singu-
lares de las funciones analiticas” (R. U. M. A.; N° 1, Vol. 1
pag. 5) se puede generalizar a las funciones analiticas defini-
das por series generales de Dirichlet, a saber: X g, e,

Teorema 1. Si se verifican las condiciones siguientes:

19) La parte real del coeficiente a, de la serie de Dirichlet
no es negativa (desde un valor de n en adelante) ;

29)  El valor principal o, del argumento de a, (para los valo-

res.de.n tales que a, no es nulo, es tal que lim V/ cos g, — 1,
n—

enitonees, el punto real de la recta de convergencia de la serie
es singular para la funcion analitica que define dicha serie.
Este teorema generaliza los teoremas de Fekete (C. R. t. 150,
1910 y t. 151, 1910) y de Landau (Math. Ann., t. 61; 1905).
La condicién [2] es susceptible de una pequefia ampliacién..
El'lema. enunciado en mi nota anterior puede servir para ge-
neralizar algunos teoremas ya clasicos. Una generalizaci6n in-
teresante es la que hemos logrado del teorema enunciado poxr
Lecornu (C. R, t. 104, 1887, p. 349-352) y démostrado por Fa-
bry (Annales scientifiques de I’Ecole Normale Superieure, 3.e
série, t. XIII, 1896). En efecto: si llamamos o, ¥ ¢, al médulo
v al argumento, respectivamente, del coeficiente a, de la serie:

3‘ a,.2"y R al radio de convergenma de dicha gerle el teorema.

/
de Lecornu-Fabry asegura que si se verifica:
a). ewxiste limite ordinario, pare n— o, del cociente u/ Ous1-

b) existe limite orvdinario, para n—c, de la dzferencm;

Qn— Qui1; entonces el punto z=DR es singular para f(z,,
Ahora bien, mediante el lema hemos conseguido ver que:
Teorema II. Para lo validez de la conclusion del teorema de

Lecornu-Fabry, no es necesaria la hipotesis a), es su]‘wzente b) .
Hstos dos teoremas asi como la generalizacion del II a las

series de Dirichlet, los demostraremos en notas proéximas.

(*) Algunas observaciones criticas sobre esta nota y la anterior del
mismo autor apareceran en otro numero. (N. de la Red.).




SOBRE LA INVERSION DE INTEGRALES DE LAPLACE
ABSOLUTAMENTE CONVERGENTES

por A. GONZALEZ DoOMINGUEZ

Sean las integrales de Laplace y de f;apiacé-Stieltjes respec-
tivamente : ’ '

(1) F(2) :f et f(Bdt (f(H) el , 1=p < ),

0
o

o . ©
@ F@=ferdaln (flaw)] < ),
' 0 . [§] .
y consideremos la funcién

(3) g (r,x) = 2 an @, () 7,

v

en la cual ¢, (2) es la funcién de Laguerre de orden n, y a, tiene
el valor: .

k== n k .
a5 — 3 ( ) Y DFF (13) .

k=0 n

En esta nota enunciamos algunos teoremas acerca de las inte-
grales (1), y (2), cuya demostraciéon daremos en un trabajo de
proxima publicacion.

Teorema 1.—Dada una integral de Laplace (1), con f (¢) su-
mable, se verificéa, para r=1:

lim g (v, 2) =f.(2),
lim g (r,2) =1 (%)
en casi todos los puntos de (0, ).

Teorema 2—En las mismas hipétesis del teorema anteripr se
verifica, para 7 —.1:

o 3. . .
lsz‘,g (r,2)y—7f () |de=0,.
: 0 . . _— i
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de lo cual se deduce inmediatamente, en virtud de una propiedad
conocida de la convergencia en promedio:

lim fg (r,x)do = ff (z) d z,
limf\’g('r',m) dx = f|f (z) 1 d .

Teorema 3.—Dada una integral de Laplace (1), con f (¢) per-
r

teneciente a la categoria L, (1 < p < =), se verifica para r—1:
\—y\: .
lz’mf{g (ryx)y—f ()| dz=0.
0

Los teoremas siguientes se refieren a integrales de Laplace-
Stieltjes de la forma (2), con o (f) de variacién acotada en
(0, o),y tal que a (0) = 0, o (£) = %% (o (t + 0) +a (t—0)).

Teorema 4.—Para r—1 se verifica
&

limf grt)ydt=nua(x)

Teorema b—Para r—1 se verifica
Iim g (r,2) =0 ()
en casi todos los puntos del intervalo (0, «).

Teorema 6.—Para r—1 se verifica:
<0
limflg (r,z) |dx — f[da ) |.
0 - *

Teorema 7.—Para r—1 se verifica
lim 2 (r2) (1 —1)tg (r,2) =a (& +0) —a (x—0).

Expondremos en pocas palabras el método quée nos ha con-
ducido a estos resultados, y su relacién con las formulas de in-
version conocidas. La mayoria de éstas se han establecido for-
mando, a partir de la determinante, una integral singular en la
que aparece, dentro del signo integral, precisamente la funcién
generatriz incégnita. Esta se obtiene entonces como limite de
esta integral singular. Asi, la fé6rmula de inversién de Riemann
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{0 de Mellin), expresa la funcién generatriz como limite de una
integral singular de Dirichlet, y Widder llega, por derivacio-
nes sucesivas de la determinante, a una integral singular de ni-
cleo positivo; lo cual le permite, no sélo obtener las férmulas de
inversidon mas generales conocidas hasta la fecha, sino también
“clasificar” las funciones determinantes, esto es, formular con-
diciones caracteristicas para que una funcién sea determinante
con generatriz perteneciente a una categoria dada.

Nuestro método ha consistido en formar, por medio de una
combinacién lineal de las derivadas sucesivas de la determinan-

te en el punto %~, una integral singular que no es otra que la

resultante de aplicar el método de sumaecién de Abel-Poisson a
la serie de Laguerre de la funcién generatriz. El estudio siste-
matico del nidcleo de esta integral singular nos ha permitido
comprobar que le son aplicables muchos de los teoremas gene-
rales de Lebesgue y de Hahn y otros nuevos, y asi hemog podido
establecer los teoremas enunciados. Cabe observar que nuestro
método permite también, como el de Widder, clasificar las fun-
eiones determinantes, segiin hemos establecido en nuestra nota
aparecida en los Comptes Rendus de I' Academie des Sciences,

T. 205, p. 1035, 1937.

Damos a continuacién un teorema de este tltimo tipo:

Teorema 8—Sea F (s) [s =z + ty], una funcién analitica
acotada en el semiplano de la derecha que toma valores reales
para s real. La condicién necesaria y suficiente para que F' (s)

sea una integral de Laplace-Stieltjes:
0

F (s) =fe"8f da (t)
0

cC .
con f[ da(t) | =1, es que, para todo conjunto finito de nu-
0

meros u, se verifique:

, ,
| 2w F(n) | =max |2, e |
1 1

 para 0 =2 < oo,

El anterior teorema es consecuencia facil de ciertos teoremas
generales de F. Riesz, sobre calculo funcional, convenientemente
generalizados para intervalo infinito. .En un trabajo préximo
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volveremos sobre este tema, es decir, la aplicacidn sistemética
de los teoremas del calcule funcional, a la teoria de las integra-
les de Laplace. Ello permite obtener con facilidad interesantes
resultados, lo cual no es sino natural, pues el problema de la
representabilidad de una funcién por medio de una integral de
Laplace es el correlativo del problema de los momentos, en in-
tervalo finito; y de este Gltimo ha dado F. Riesz, valiéndose pre-
cisamente de clasicos teoremas, a él mismo debidos, sobre re-
presentabilidad de funcionales lineales, solucién completa para.
extensas categorias de funciones.

La demostracion detallada de los teoremas contenidos en
esta nota aparecerd en un trabajo de préxima publicacién.

Buenos Aires, Seminario de Matemdticas de la Facultad de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales, julio de 1938.

H



SOBRE LAS SERIES DE POTENCIAS DESORDENADAS Y
LA HIPERCONVERGENCIA DE UNA CLASE DE
SERIES DE DIRICHLET

por S1xTo R10s (MADRID)

1.—El problema fundamental de la teoria de la hiperconver-
gencia de las series de Dirichlet, consistente en la caracteriza-
. cién de las series que poseen sucesiones hiperconvergentes, puede
abordarse limitando previamente el tipo de sucesiones-de -expc-
nentes, con lo que es posible obtener soluciones completas o casi
completas, que al ampliar los tipos de sucesiones-cabe esperar
- que conduzean a la solucién del problema general. -

Este es el camino iniciado por W. Bernstein (*) quien ha he-
cho un profundo -estudio de la hiperconvergencia de las series
de Dirichlet, limitandose a aquellas cuyas sucesiones de expo-
nentes poseen densidad maxima finita, aunque sin llegar a la
solucién compieta del problema para dichas series.

En el § 3 de esta nota resolvemos completamente el citado
problema para una clase de sucesiones de exponentes que, comio
veremos, contiene sucesiones de densidad méaxima infinita, pero
sin comprender totalmente la clase estudiada por Bernstein, con
la cual esta en relacién de imbricacion.

‘Para llegar a dicha solucién hemos utilizado las que llama-
mos series de potencias desordenadas, cuyas primeras pro-
piedades se expone;l en el .§ 2 de esta nota.

Este estudio me ha sido sugerido por mi querido maestro
Sr. Rey Pasfor (?).

2.—Llamamos series de potencias desordenadas a las del tipo

7\.Y -
Sa,z " o171
en que (A,) es una sucesion de nimeros enteros positivos. Pue-
den considerarse tres tipos: A) la sucesién (A,) tiene como pun-
to limite el infinito, y solo éste; p. ej.:

2,2,1,4,4,8,...,27,2n,2n—1, ...

B) la sucesién (A,) es acotada; C) la sucesién (1) tiene como
puntos de acumulacién el infinito y otros.

Como vamos a ver, lds series de potencias desordenadas



tienen propiedades muy analogas a las series de Dirichlet y
vienen a ser un paso intermedio entre éstas y las series de
"Taylor (3).

Nos referimos en lo que sigue a las series del tipo 4) que son
las que utilizamos en el § 3.

He aqui las propiedades primeras de estas series:

I. Si la serie [1] converge en el punto z, converge para to-
-do z, tal que |z | < |2 |.

No vale aqui el razonamiento que corrientemente se emplea
para las series potenciales ordinarias, ya que utiliza la conver-

gencia de la serie ¥ 2t cuyos exponentes son los mismos de
la [1] y los coeficientes iguales a la unidad, cosa que aqui falla
La demostracién se hace ficilmente mediante el lema de Abel
.con un camino paralelo al seguido corrientemente en las series
de Dirichlet-(*). ‘

De aqui, por un razonamiento conocido, resulta que puede

OCUrrir: .

a) la serie converge para todo valor de z; b) la serie no
converge pora wingun valor de z; ¢) existe un nimero R, tal
-que lo serie converge parae |z | < R y no pare |z| > R.

Para las series de tipo B) se /demuestra directamente que
solo se presentan los casos a) y b) : tienen radio infinito o nulo.

II. Analogamente se definen los radios de convergencia
absoluta, de convergencia uniforme, de hiperconvergencia, etc.
Directamente es facil demostrar en general para’los tipos 4),
B) y C) la existencia de un circulo de convergencia absoluta, y

en particular para el tipo B) que, o tienen radio infinito o ra-
dio nulo.

II1.  Sila serie [1] converge para z = z,, converge uniforme-
mente en todo circulo |z | = a, siendo-a < |z |.

La demostraciéon es analoga a la que se sigue para las series
-de Dirichlet y de esta propiedad resulta inmediatamente que lg
serie [1] define una funcién holomorfa en su circulo de con-
vergencia y la serie se puede derivar término « término.

IV. Radio de convergencia:
St la serie S a, es divergente, es:

1 n
-_— = l'lm 2 a‘!l
R - 1

©

,1 / }"n,
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St la serie T a, es convergente, es:

1 S
—— = lim
N—> 0

o] ]/7“11.
2 a,

n+l

Analogas férmulas valen para la convergencia absoluta sus--
tituyendo la serie = a, por la de sus valores absolutos.

V. El radio de holomorfia se define como el limite superior
H de los ntimeros % tales gue f (z) es holomorfa en el interior del
circulo de radio k.

Por camino anilogo al expuesto en mi tesis (5) para la ob-
tencién de la abscisa de helomorfia en las series de Dirichlet e
integrales (LS) se llega aqui a la férmula::

H =g el
donde k& es un numero positivo cualquiera y

L= lim. inf. | & : lim X/ K J—w<t<w)

‘?’L—>w

. A ke Dy it
K—=% QA 2

extendida desde » (1 —w’,): k hasta n (1 —u”,): k, siendo

< p=w' <1, 0 <p=upw",

(n es un numero arbitrariamente pequeifio pero fijo).

Con un ejemplo vamos a ver que en estas series de poten--
cias desordenadas (tipo A) pueden ser diferentes los radios de
convergencia ordinaria, absoluta y de holomorfia, lo que pone:
de manifiesto’ gran analogia con las series de Dirichlet.

La serie de potencias desordenada:

z—z+z+CGlte)ze—3z4+ ... + (— Lyrter L
(D)2 e 2 4 (3090 e )2 — 80/, 20 ..

tiene distintos radios de convergencia ordinaria y absoluta, y
ademas, no tiene ningin punto singular la funcién definida por
la serie sobre la circunferencia de convergencia ordinaria de
ésta. En efecto, utilizando las formulas precedentes, o mejor
mediante artificios ficiles, se comprueba que el radio de eon-
vergencia absoluta de la serie es 14, el de convergencia ordi-
naria 3/» y el punto singular méas.préximo es el z = — 1.
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Hasta aqui hemos visto que las Series consideradas tienen
propiedades més préximas a las series de Dirichlet que a las
de Taylor. Vamos a ver ahora algunas propiedades en que di-
fieren de las series de Dirichlet.

Yo he demostrado (°) la existencia de series de Dirichlet ¢u-
yvas abgcisas de holomorfia e hiperconvergencia no coinciden-.
Pues bien, segtn se demuestra mas adelante para las series de
potencias desordenadas las circunferencias de holomorfia e hi-
perconvergencia coinciden necesariamente.

Aronszajn () ha construido series de Dirichlet que no tienen
ningln punto singular sobre la recta de holomorfia. Por el
contrario, se demuestra que la funcién definida por una serie
de potencias desordenadas del tipo A) tiene un punto singu-
lar, al menos, sobre la circunferencia de holomorfia.

En lo que sigue nos limitamos a considerar dentro del tipo
(A) las sucesiones que llamaremos del tipo (4’) que son las su-
-cesiones mondtonas no decrecientes del tipo (4); p. ej.:

1,2,2,3,4,4,5, ..

! . ) . .
En una serie del tipo (A’) no coinciden necesariamente los
circulos de convergencia e hiperconvergencia, lo que constitu-
ve una diferencia esencial con las series de Taylor y una ana-

logia con las series de Dirichlet. Ejemplo de esto es la siguien-
‘te serie:

14+z—=224+22-F22—4224 42>+
e Sar e 27 gn L 2npn

-cuyo radio de convergencia es 14 vy, agrupando los conjuntos
de términos de igual exponente se ve que el radio de hipercon-
vergencia es 1.’ '

El problema de la caracterizacién de las series con sucesio-
nes hiperconvergentes, resuelto por Ostrowski (%) para las se-
ries de Taylor, se resuelve en las series de potencias desorde-
nadas del tipo (A’) mediante el siguiente teorema:

VI. a) Si en una serie de potencias desordenadas del “tipo
(A’):f(2) =2 a,z1, ;de radio de convergencia 1, los cireulos
de hiperconvergencia y holomorfia no se confunden, la coronv
comprendida entre ellos es un dominio de hiperconvergenci.

b) St una sucesion parcial es hiperconvergente ew el ento'mu
de un punto regular de la circunferencia de holomorfia €3
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I'(z) =g (z) +h (z) donde g (z) tiene radio de holomorfia ma-
yor y h (z) tiene lagunas de longitud relative inferiormente aco-
tada. . e '

Se comienza probando que a -cada serie desordenada corres-
ponde una serie ordenada que representa la misma funcién
analitica y tal que-el circulo de holomorfia de la primera coin-
cide con el de convergencxa de la segunda, ¥y entonces se aph—
can los teoremas de Ostrowski citados.

3.—Pasamos ahora a la parte principal de esta nota relativ;;
al estudio de la hiperconvergencia de una clase de series de
Dlmchlet

La clase (?) que consideramos se caracteriza porque las
sucesiones de exponentes () son tales que:

. 1 .
lim ——logly 4+ Bn —An, | =— o (2]
}‘\.11/\ > n ’

n=12,....ad.inf; k=1,2, ...,k (»n).

Desde luego existen sucesiones de densidad méaxima infinita
.dentro de la clase considerada como se comprueba en la sucesion

(n-1) fn-2)

"
1,146,224 e ... L n,n et nfet et .,
n+ e n4 e, n 1,

Por esto tiene gran interés la clase estudiada.

Es inmediato ver también que no todas las sucesiones de den-
sidad maxima finita pertenecen a esta clase.

Kl problema de.la caracterizacién de las series hiperconver-
gentes dentro de esta clase lo resuelve completamente el si-
guiente teorema:

" VIL a) St para wna serie de Dirichlet £ (s) — @, @:——knks

de abeisa de convergencia nule cuyoe sucesion de exponentes
verifica la condicion [2], las rectas de hiperconvergencia y ho-
lomorfia no se confunden, lo banda vertical comprendida en-
tre ellas es un dominio de hiperconvergencia. ‘

b) La serie de polinomios exponenciales obtenida agrupando
los conjuntos de términos cuyos exponentes penrtenecen al en-
torno de cada nitmero vy 4 B 1 converge uniformemente en ea-
da dominio acotado interior al semiplano de holomorfia.

¢) Si una sucesion parcial es hiperconvergente en el entor-
no de un punto de la recta de holomorfia es £(s) = g(s) -+ h(s)
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donde g(s) tiene abscisa de holomorfia menor y h(s) lagunas
de longitud relativa inferiormente acotada.

El método de demostracidon consiste en asociar a la serie de
Dirichlet dada la serie de iguales coeficientes cuyos exponentes
son — (v -+ B.)s; esta nueva serie define una funcién ¢ (s) que
difiere de f (s) en una funcién entera (1°). El estudio de la hi-
perconvergencia de la serie dada queda asi reducido al de la
nueva serie, el cual se reduce a su vez al de la serie de potencias
con iguales coeficientes, hecho ya en el teorema VI del § 2.

Se observa la diferencia esencial con los resultados de Berns-
tein relativos a las series de Dirichlet de densidad maxima fi-
nita ya que aunque las partes ¢) y b) han sido demostradas para
éstas, no se sabe si es cierta en general para las series de Di-
richlet de densidad méaxima finita la parte reciproca c).

(1) Lecons sur les progrés récents de la theorie des séries ds Dirichlet
(Colec. Borel, Parfs, 1933).

(2) Rey Pastor. - Series e integrales D. (Curso dictado en la Universidad
de Madrid, 1932-33) - Madrid 1933.

(3) Analogamente se pueden definir y estudiar las series de Dirichlet des-
ordenadas en que los numeros A forman cualquier sucesién de nume-
ros reales positivos, distinguiéndose los mismos tres casos A), B), C)
que para las series de potencias desordenadas las mismas propiedades.
I a V expuestas en esta nota para las series de tipo |A). Podriamos
haber hecho la exposicion en esta forma més general, pero coino
nuestro objeto es la aplicacion hecha en el § 3, hemos prescindido
de ello.

(4) Rey Pastor. - Series e integrales D - Madrid - Buenos Aires, 1926.

(5) Problemas de hiperconvergencia (Rev. Acad. (Cienc., t. 33, p. 59).

(6) Sobre la hiperconvergencia de las series de Dirichlet de densidad ma-
xXima infinita (Rev. de la Unién Matematica Argentina, vol. I, pag.
*(7) Une remarque sur les singularités des séries de Dirichlet (C. R. t. 1930,

1931).

(8) Ueber eine Eingenschaft gewisser Potenzreihen (Sitz. der. Preuss. Akad.
1921, p. 597). Ueber Potenzreihen, die ueberkonvergente Abschnittfol-
gen besitzen (Id. 1923, p. 185).

(9) Esta clase comprende desde luego a la considerada en mi tesis para la.
que se resolvié allf el problema de la hiperconvergencia lagunar (Ca-
pitulo II). '

(10) La demostracion es analoga a la dada en mi tesis (Cap. II) para el
problema de la hiperconvergencia lagunar.

(Original recibido en Enero-de '1938).
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