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SOBRE LAS SERIES DE FUNCIONES DE HERMITE (*)~ 

por ALBERTO GONZÁLEZ DOMÍNGUEZ 

Llamaremos serie de Hermite a toda serie de la forma 

00 

(1) ~ an '\j)n (x), 
1/.=0 

! 

siendo las '\jJn (x) las funciones de Hermite: 

(2) 
(-l)n e 2 Dn e-a/2 

(2n n! V7T)~ 

Como es bien sabido, estas funciones constituyen un sistema" 
ortpnormal en el intervalo (- 00, (0). 

Llamaremos deSar'1"ollo· de Hermite de una función f (t), per-­
teneciente a una cierta categoría,- a toda serie ·de, la forma (1) ,_ 
cuyos coeficientes an tengan la forma (* *) 

(3) 'fu = f f (t) 11)n (t) d t. 

El desarrollo' se llamará de Hermite-Stieltjes, si los coe-­
ficientes an vienen dados por las fórmulas 

(4) an = f 1\Jn (t) d ci (t), 

siendo a (t) una función de variación acotada en el interva-­
lo (- 00, (0). 

( *) Este trabajo ha sido realizado en el Seminario de Matemáticas de la. 
Facultad de Ciencias Exactas Físicas y N aturaJes, que dirige el Prof. 
Julio Rey Pastor, y es para nosotros un agradable deber 'expresarle: 
aquí nuestro agradecimiento. 

(**) Las.·integrales ·que no llevan indicación de extremo se entienden 
extendidas entre - 00 y + 00; y las surnatorias, de O a oo. 
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Para las series de Hermite valen, como es bien sabido, los teo­
remas de Parseval y de Riesz-Fischer. 

Teorema de Parseval.-Dada una función f (x) E L2, cuyos coe­
ficientes véngan dados por las fórmulas (3), se verifica:' 

(4') 

Teorema de Fische1'-Riesz.-Dados números al, .a:2,"ag ..... an ••••. , 

tales que la serie ~ an
2. sea convergente, existe una función f (X), 

perteneciente a [2, tal que se verifican las fórmulas (3). 
La validez de los teoremas de Parseval y Riesz-Fischer, per­

mite enunciar inmediatamente la siguienteproposicion: Condi­
'ción necesaria y suficiente para que una serie de Hermite sea 
un desarrollo de Hermite, de una función de L2, es que los coe.., 
:ficientes cumplan la condición 

00 

~ an
2 < oo. 

1/.=0 

El teorema anterior resuelve completamente, para las fu n­
,dones de L2, el problema de saber cuándo ttn desarrollo es una 

. -serie. En el presente trabajo abordamos el mismo problema para 
-otras categorías de funciones: sumables, acotadas, dé variación 
acotada, de variación acotada ycontínuas, y monótonas no de­
-crecientes acotadas. Damos, finalmente, una expresión del salto 
·de una función,dada por su desarrollo de Hermite-Stieltj es. 

Los resultados originales de este trabajo están constituídot~ 
'Por los teoremas 1, 2, 3, 4, 5, 6 Y 7, la fórmula 10', Y el teorema 
!cuyas hipótesis son las fórmulas 46. 

l.-Antepondremos algunos teoremas que utilizaremos a me~ 
:nudo en lo que sigue. 

Teorema A (1) .-Para I t I < 1 se verifica 

(5) K(;x:,r,t) = ~ 1'll 'lIJ n (x)'lVn(t)= -:===:===-= exp ---" (. 
1 ¡X2_t2 (X-Tt)2¡ 

. y7l"(1-1'2) 2 1-r2 1 

La función K (x, t, 1') es evidentemente simétrica respecto a 
x y a t; es además positiva, y goza de las propiedades siguien­
tes, que hacen de ella un núcleo positipo de una integral singulaT. 

(6) . /-2 (1 1-1'2 ) f K(x·,t,1')dt=l. -_. - exp - - --x2 .-71 p ara 1'-71 
1+1'2 2 1+1'2 

<1) Ver Wiener, (1), pág. 64 Y 65; ver también Watson, 1. Ver asimismo 
Titchmarsh, (1), pág'. 28. 
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Análogamente ' 

(7) f K(X,t,r)dX~1/2 exp (~~ l-r
2 

t2) 
V ·1+r2 2 1+r2 • 

(St) lim "K (x, t, r)" = O, 
r~l 

uniformemente para todo x y todo t tal que I x - ti> B. 

Se verifica también, para r ~ 1 ; 

(9) 

(10) 

x-----':c 
lim f K (x,t, r) d t = ~ . 

00 

lim f K(x,t,r)dt='O 
x+c 

Sea f (t) una funión perteneciente a LI.Se verifica, para 
r~l, 

(10') lim f K (r, x, t) f (t) d t = f (x) 

en' todo punto en el que se· verifique 

h 

~~-}-f If(x+t)-f'(x) Idt=O. 
o 

Estos resultados nos serán muy útiles, sobre todo para la de­
mostración del teorema 7. 

Otro resultado que utilizaremos repetidamente en lo que sigue 
es el siguiente: 

TEOREMA l.-Los coeficientes de una serie de H ermite o de 
Hermite-Stieltjes, tienden a cero para n~CIJ. 

La demostración es inmediata; tomemos el.caso de una fun­
ción de LI: 

(lO") an = f 'lpn (x) f (x) d.x 

Utilizando la conocida acotación 

H" (x) ~ O [ e"; yi2" n! n --' ~ ] 
(2) Kogbetlianz, p. 153. 
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indicada en la Introducción (fórmula 7), 'obtenemos de (21) 

(22) Jiu (r, x) d x <. c fld.~ (t), (O <. r < 1), 

con lo que queda demostrada la necesidad de la condición. 
La condición es suficiente. Consideremos, en efecto,.la función 

x 

'. (23) F (r, x) = f u (r, x) el x . 

\ 
-00 

Las funciones F j , (x) son, en virtud de la hipótesis, de varia­
ción uniformemente acotada con respecto a r, y por lo tanto 
constituyen, en virtud de un conocido. teorema de HelIy (3), un 
conjunto compacto; es decir, que existe una 'sucesión par-o 
cial F1'j ex), tal que 

(24) lim F j ,. (x) = g (x), 
j-¿,OO J.." 

donde g (x) es una función de variación acotada, y la igualdad 
se verifica en todos los puntos de continuidad de g (x),. 

Consideremos ahora las integrales 

(25) f 'tjJm (x) d Fr. (x) 
• J 

[j .. 1, 2, ..... ] 

Aplicando un clásico teorema de HelIy (4) sobre paso al límite-' 
bajo el signo de integral, resulta 

(26) 'lim 
j-¿,oo 

Por otra parte 

(27) f 'lP1n (x)ur. (x) d x, 
J 

en virtud de (23), y la segunda integral es igual a 

(28) 

(3) Helly, 1. 
(4) Helly, 1. 
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Demostraremos que es lícito integrar esta expresión términO' 
a término, es decir, que es \ exacta la igualdad 

(29). f'\\Jm (x) [2: an 't\Jn (x) 1'jnJdX= 2: [an1'jn f 'l\Jm(X)'tIJn(x)dx ] D_ 

Para ello es condición sufici~nte, en virtud de un clásico teo-­
_ rema, que converja la serie de módulos, es decir, que se verifique-

(30) 2: (1 an I 1'/~ f I 'l\Jm (x) 11't\Jn (x) I el x) <CIJ. 

Acotemos la integral que figura dentro del signo 2:. 
Aplicando la acotación de Kogbetlianz (5), consignada en la in­

troducción, o aun 'la menos precisa de Cramer «(l): 
.) 

n .'1: 

(31) I Hn (x) 1< K \/ri! 22 e2 - " 

o lo que es lo mismo 
K 

(32) 11\Jn (x) 1 <-~~(K = 1,086435, ver Charlier (7),. 

yr. 
resulta 

(33) 
1 

JI 'l\Jm (x) I I 'ljJ1t (x) Id x < K-;¡-. f I 'ljJ III (x) Id x = c. 

En la segunda integral, m es fija, y la integral es por lo tan­
to convergente, dado que "!J/It es el producto de un polinomio por 

.) 

[1'-

el factore -3-

Resulta pues, 

(34) 2: (1 an I 'f' /L f ¡ 'tI' In (x) I I 'tI' 1/ (x) I el x) < e 2: ! an I l' j n 

Como. por hipótesis los coeficientes I an I tienden a cero" 
y 1'j < 1, también por hipótesis, la serie de potencias d~l segundo. 
miembro es convergente, y por lo tanto también es convergente 
la serie del prime! miembro, con lo que queda demostrada nues­
tra aserción, y por consiguiente la exactitud de la fórmula (29). 
Volvamos a considerar esta misma fórmula. En el segundo· 
miembro de la m~sma figura la integral 

(35) f 'l\J'/n (x) 'l\Jn (x) d x, 

(5) Kogbetlianz, 1, p. 153. 
(6) Cramer, 1. - Ver Charlier, pp. 52 Y 57. 
(7) Charlier,l, pp. 52 Y 57. 
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.que, en virtud de la ürtügünalidad y nürmalidad de las funcio­
nes de Hermite, es igual a cero para m -1: n, y a uno para m = n,. , , 

La fórmula (29) nüs da, pues 

(36) f 'IJm(x) [ 2: an'l\Jn(x)rjn] = 2: (anr:t f 'ljJm(x) 'ljJn (x) dx=amr/n . 

Substituyendo. este valür en la fórmula (26), übtendremüs: 

-(37) lim 
j-'7OO 

f'lVm(X)dFl'j (x)= Um alnrr=am= f 'lpln(x)dg(x), 
j-'7OO 

am = f 'ljJrn (x) d g (x), 

'Cün lo. que queda demüstrada la segunda parte~e nuestro. teü­
rema. 

TEOREMA 3.-Condici6n necesaria y suficiente para que un 
,desarrollo de Hermite CU?fos coeficientes tienden a cero, sea lct 
serie de H ermite-Stieltjes de ~tna función ,1nonótona no decre­
·cierde y acotada en (-00, 00), es que se verifique 

a (tr, x) :::::::,. O O L r < 1, 
{39) 

fa (r,x}lclx <M [OL1' < 1] 

Este teorema es fácil cürülariü del anteriür. 

Las cündiciünes sün necesarias. En efecto., si 

'(40) 

es una serie de, Hermite-Stieltjes de una función aCütada no. de·· 
creciente, se verifica 

(41) a (1', x) = f K ('f', x,t) el a (t) 

.siendo. K (r, x, t) positivo, y la función a (x) no clec1n eciente, 
el integrando es positivo., y übtenemüs 

(42) a (1", x» O. 

La segunda cündición se verifica también, en virtud del teün.:­
ma anteriür, pues a (x), münótüna no. decreciente, y aCütada, es 
de variación acotada. 

Las condiciünes sün suficientes. En efecto., tüdüs lüs .razüna-
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mientos que hemos hecho para demostrar el teorema anterior 
subsisten. Pero, en el caso actual, las funciones 

x 

(43) F (r,x) = f (j(r, X? d X, 
, -00 

·dado que el integrando es positivo, son, no sólo de variación uni­
formemente acotada, sino también no decrecientes, y uniforme­
'mente acotadas. La función límite g (x), que en el teoremá ante­
rior resultaba de variación acotada, es en este caso no decrecien­
te y acotada. Repitiendo todos los pasos del razonamiento ante­
rior, se demuestra finalmente que 

(44) am = f'\IJ m (x') d g (x) 

-con g (x) acotada no decreciente, con lo que queda delTIostra,da 
la segunda parte del teorema. 

TEOREMA 4.-Condición necesaria y suficiente para que un 
desarrollo de H ermite cuyos coeficientes tienden a cero sea la se­
-rie de H ermite-Stieltjes de una función contínua de variació,;t¿ 
acotada, es que se verifique 

(45) 
a) f I (j (r, x) lel x < M '0 ¿r < 1 

Este teorema ~s fácil corolario del teorema (3). En efecto, la 
condición Ca) nos dice que la serie dada es el desarrollo de Her­
mite-Stieltj es de una función de variación acotada. Veremos que 
la condición b, determina que esa función de variación acotada, 
es contínua. Para ello, nos valdremos del siguiente teorema, 
muy anólogo a un teorema de Khintchine (8). ' 

Sea una función S (x, r, t), que.satisfaga a las condiciones 

(46) 

1) I S (x, r, t) I < M 

2) lim S (x, r, t) = O, para todo x tal que I x~t I > a 
r~1 

3) limS (x,r,t) =1 para x=t, 
r~1 

(8) Khintchine, 1. 
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Se verificará, entonces, para r~l: 

lim f S (r, x, t) da. (t) = a. (x + O) - a. (x - O) 

siendo a. (t) de variación acotada en (-00, 00). 
Comprobemos que la expresión 

(47) 

satisface alas condiciones dél teorema anterior. 
La condición 1) se satisface evidentemente, en virtud de la. 

fórmula (5). También está satisfecha la condición 2), pues. 
pues 

Para I x - ti> (), el exponente tiende a -00, para r~l, y por 
lo tanto, 

(49) lim 7r1h (1- r 2 fh K (r, x, t) = O, para I x - ti> (). 
r~l . 

Para x = t, la expresión (48) se reduce a 

(50) 
. ( X2 (1 r)2 ) 

7r1h (1_r2)lh K (1', x, x) = exp - - = 
. l-r2 

_ ( X2 (1-,- r) (1- r) ) 
- exp -- (1 _ r) (1 +' r) ~ 1. 

Se verificará, pues, en virtud del teorema recién enunciado:: 

Ui1) lim 7r
1h (1-r2 fh f K(r,x,t)da.(t) = lim 7r!f:¡ (1-r.2f h a(r,x)= 

r~l. . 

=a. (x+ O).-a. (x-O). 

Si en todo punto x se verifica que a. (x + O) - a (x - O) = 0" 
quiere decir que la función a. (x) es continua, ya que su salto E'S, 

nulo para todo x. . 
La validez de la condición a) de 45, nos aseguraba que la fun­

ción a. (t) es de" variación acotada. Acabamos de ver que el ve­
rificarse de la condición b), de (45), es necesario y suficiente' 
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para que la función a (t), de variación acotada, sea continua. El 
teorema 5 queda así completamente demostrado. 

TEOREMA 5.-Condición necesa1~ia y suficiente para que unce, 
serie de Hermite cuyos coeficientes tienden -a, cero, sea el des­

p 

arrollo de Hermite de una función de L, (p > 2), es que se ve-
rifique ' 

(52) f 1 a (1', x) 1 P el x < M ' (O < l' < 1) 

La condición es necesaria. En efecto, si la serie 

(53) 
. P 

es el desarrollo de, Hermite de una 'función f (t) EL, se verifi-
cará: 

(54) an = flVn (t) f (t)el t ,. 

(55) a (1', x) =f K (1~, x~ t) f (t}dt 

siendo !{ (r, x, t) el varias veces mencionado núcleo de Hermite,. 
Aplicando la clásica desigualdad de Holder a la fórmula (55)" 

obtenemos: 
1 1 

,(56). 1 a(r, x) 1< [JI K (1', x, t) I .If(t) I P d t lP[fK(1", x, t)dt ] ~,.' 
1 1 

(p+y, =1) . 
Elevemos ambes miembros a la potencia. p e integremJs: 

(57) f1cr(1',x)(clx< fdX [ffK(r,x,t)!f(t) ídt}X 

{fK(r,x,t)dt¡:'J . 
Pero 

p p 

(58) (f )? P' 
K (1', X, t) d t. < A (O < r < 1) " 

en virtud de la fórmula (10) varias veces citada deJa introduc­
. ción. De (57) y (58) deducimos 

,. p / p , 

( 59) f I a (r) x) I el x <A P'f d x f K (r, x, t) I f (t) I d t 

La integral doble del segundo miembro '(de integrando positi­
vo), cumple las condiciones del clásico teorema de Fubini, y por 
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lo tanto es lícito invertir el, orden de integración, con lo que ob­
~tenemos : 

(60) f dxf K (r,x,t) ¡f(t) I dt = flf(t) I Pdt f K (r,x,t)dx< 

(61) <= A f r f (t) (d t. 

Substituyendo este resultado en la fórmula (59), obtenemos en 
,definitiva: 

(P ) P 
(61) fl.,Cr,x,tj(dx<A -p,- + 1 JI/C t) l¿lt~BA -]5'+ l~M, 

'con lo que queda demostrada la primera parte del teorema. 
La condición es suficiente. Supongamos, en efecto, que se 

'cumpla la hipótesis, esto es 

(62) fl(J(r,x) (dx<1YI (O<=r<l). 

Entonces, en virtud de un clásico teorema de Riesz (9), el con­
junto de. funciones (J1' (x) contien~ una sucesión parcial débilm~~­
te convergente (J (rj, x); es decIr, tal que para toda funcIOll . 

g (t) E LP' (l/p' + l/p. == 1 ), se verifica: 

(63) .zirn f (J (rj,x) g (t) d t = f f (t) g (t) dt, ' 
J-:7oo, \ 

p 

. siendo f (t) una función de L. Ahora bien, las funciones 'lVn (X) 

son acotadas e integrables en (-00, ca), y por lo tanto perten8-
P 

cen a la categoría L, cualquiera que sea ]J :::::". 1. Por lo tanto 

(64) .lin~ f 'ljJm(x) (J(r:i;x)dx= f'ljJlII(x)f(x)dx 
,1-:7 00 

Una vez en posesión de este resultado, el resto es fácil. En 
efecto, sólo queda por demostrar que la integral del primer 
miembro de la igualdad anterior es igual a Cíll/ r:i1il

• Pero los razo­
namientos que hemos hecho para demostrar idéntico resultada 
en el teorema (3), siguen siendo válidos sin modificación algu­
na en el caso actual. Nos queda, pues 

(65) linl. f'llJm ex) (J .(r), IX) d x =.lim Cíll/ r/ I 
= Cím = 

J-:7 00 .r 'lVIIl (x) f (x) d x _ 

<con lo que queda demostrada la 2~ parte del teorema. ' 

(9) Riesz, 1. 
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TEOREMA 6.--Condición necesaTia y suficientepa1'a que' 
una seTie de H eTmite 

(66) an 2: 11)/1 (x) 

cuyos coeficientes tienden a ceTO, sea el desaTTollo de HeTmite' 
de una función acota.da· e integTabl.e en (-00, 00), es que' se ve-o 
Tifique 

(67) I ü (1', x) I < J.~1 
La condición es necesaria. En efecto, razonando como en los 

teoremas anteriores, resulta que si el desarrollo (66) es la serie: 
de Hermite de una función acotada, se verifica 

(68) ú( 1', x) = f K (1', x, t) f (t) d t 

Ahora bien, como por hipótesis, I f (t) < K¡, se verificará 

(69 I ú (1', x) I < M f K (1', x, t) d t < M A, 

en virtud de la propiedad fundamental del núcleo de Hermite,. 
que tantas veces hemos utilizado. La necesidad de la condición 

. queda así demostrada . 
. La condición es suficiente. El razonamiento es idéntico que en 

los teoremas anteriores. En el caso actual, la hipótesis 

(70) I ú (1', x) I < M, 

nos permite asegurar, en virtud de otro conocido teorema de 
Riesz (10\ que el ~onjunto de funciones Ú-r (x) 'contiene una 13U­

cesión parcial débilmente 'convergente. 
Una vez asegurado e'ste punto fundamental de la demostra-, 

ción, la parte restante es i~éntica a la de los teoremas anteriores., 

TEOREMA7.-Condición necesaTia y suficiente paTa que U'na 
serie de H eTmite, 

(71) 

cuyos coeficientes tienden á cero, sea el desaTrollo de H eTmite de.­
una función sumable, es que se verifique paTa r~1, (I~1: 

(72) lim f I Ú (r, x) - Ú ((1, 'x) I d x = O 

(10) Riesz, 1. 
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La condición es suficiente. En efecto, si .la hipótesis se veri­
fica, existe, en virtud del teorema fundamental sobre conver­
gencia en promedio, debido a Riesz (12), una función g (x) tal 
que para j-700 : 

(73) lim JI a (rj, x) -1 (x) I dx· O. 

Pero, según es bien sabido, la convergencia fuerte lleva apa­
rejada la convergencia débil (11); por lo tanto se verificará pa­
ra j-700 : 

(74) lim fg(X) a (r;;, x) = .f g (x) f (x) d x 

para toda función g (x) sumable acotada, y, en particular 

(75) Jim f 'tjJm (x) a (rj, x) d x == f'tPm (x) 1 (x) d X. 
]-700 

La demostración de la suficiencüi sigue ahora idénticamente 
que en casos anteriores. 

La condición es necesaria. En efecto, si la serie 

(76) 

e·s el desarrollo de Hermite de una función sumable, se verifica 

(77) a(r,x) . JK(r,x,t)/ct)dt. 

Recordando las propiedades 6, 7, 9, 10, y 1Q' del núcleo 
K (x, t, r,), consignadas en la introducción, se comprueba que el 
mismo satisface a todas las condiciones del siguiente teorema, 
de Hahn (12). 

Sea cp (~, x,n) medible en todo el plano ~, x, para todo n. Sea 
'cp (~, x, n) integrable con respecto a ~, en (--00, 00), para to­
do x, con excepción cuando más de. 11n conJ:un,to de medida nula; 
jgualmente sea integrable con respecto a ~r en (-00, 00 ), para 
todo ~, con excepción cuando más de un conjunto de medida nu­
la; además satisfaga cp (~, x, n) a las siguientes condiciones: 

1) Existe un M tal que, para casi todo x y todo n, se verifica 

.['1 cp (t, x, n) I d~ < M; 

( 11) Riesz~ lo 

(12) Hahn, 1, pág. 667. 
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2) Existe un M tal que, para casi todo ~ y todo n se verifica 

f I cp (~, x, ~) I d x < M ; 

3) f (x) = lim f cp (~, x, n) f (~) d ~ 

para n-7 00, en todo punto donde se verifique para h~O: 
h' 

lim ! fl f (x + t) - f (x) Id t = O. 
o 

4) Para todo h > O Y todó ~ se verifica 

~-h 

lim f I cp (~, x, n) I 0 x = o, 
n~oo 

lim 
n~oo 

-00 

00 

f I cp (~, x, n) I el x = O. 
~+h 

Ent~nces se verifica, para toda función, f (x) sumable en 
(-00,00), la relación 

lim flf(x-)~ fcp(~,x,n)f(~)d~ldx=O. 
'11.-700 , 

Del anterior teorema de Hahn, aplicado a nuestro caso, se 
deduce: 

(78) lím flf(x)-ü(r,x) Idx=O. 
r~l . 

~{ 

'es decir, que la función ü (r, x) converge en promedio de primer 
-orden, hacia f (x). En virtud del teorema fundamental sobre 
,conyergencia en promedio, se verificará también, en virtud' de / 
la relación anterior: 

(79) lim flü(Q,x)-ü(r,x)ldx=O 
I 

I 

N uestro teorema queda así finalmente demostrado. 

SEMINARIO DE MATEMÁTICAS 

(Original recibido en Abril de 1938) 
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REMARQUES ARITHMETIQUES SUS UNE EQUATION 

DIFFERENTIELLE DU PREMIERORDRE 
por MICHEL PETROVICH (BEOGRAl» 

1. L'objet de la présenteNote est l'équation différentielle· 
du premier ordre 

(1) y' = f (x, y) 

ou f est polynome en x, y a coefficients nombres entiers (positifs 
ou négatifs). 

Considerons le point Ml;; sur l' axe des y, ayant pOllr l' ordonnée 
un nombre entier k (positif ou négatif). 

L'intégrale yde (1), passant par ~¿n point M", est cléveloppa- ,~ 

ble en sér'ie convergente au .voisinage ele x=O: 

(~) y = ao + al x + a2 X2 + ... , 
elont le coefficient ele xII- est multilJle entier elu coefficíent ele XII 

elans le eléveloppenwnt tayl01"ien ele e·I
'; le 1napport ele ces cleux . 

coeffident.s est un entier ne croisscLnt pf1JS, en valeur absolue" 
plus vite que nl/. 

En effet, le second membre de (1) étant holomorphe au voisi­
nage de x = 0, y = k, l'intégrale y passant par le point ]J¡[k est. 
développable en série (2) ou ao = k et 

(3) an ~ ~-[tn-.lJ n. 
les ti étant les termes de la suÍte indéfinie de fonctions de x, Y' 

'(4) f1, f:2, la, 

définles par la relation de recurren ce 

(5) 

avec· 
fo=f(x,y) i=1,2,3: ... 

oú, d'une maniere générale, [rp (x, y) ] désigne le nombre obtenu. 
en faisant x . 0, y = k, dans cp (x, y). . 

Les fonctions (4) défines de cette manieresont des polyno­
mes en x, y a coefficients nombres ~ntiers. Les nombres' (! i) sont 
des entiers., de s'orte que 

(6) 
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l!~~p~n\ p~x;t,.rJe:;(ra;v.()~;. qeC?~ye:-g~?:ce de .. ,1a ~$érie ,:(2) ,étant 
différent de,,7~ro.'r}~}in~b.s~:p~: 4<?, ~:! a./t .¡'pQur ,'1augIr?-entant in­
<iiléfinimenf es(finie,"ce q~i 'rnontr~ que ~/ l. /-tn 1, n'augmente pas 
plus vite que \Y n! c'est a dire que n. Il s'en suit que la valeur 
4Lbsolue de /-tl/ n' augmente pas plus vite que n/l, comme n' falIait 
R1emtrer. 

La formule (6) met également en évidence le fait suivant: 
I ' 

Réduit a sa plus simple expression, le coefficient taylorien a.'1 

~e l'intégrale y est un·nombr~e rationnél dont le dénominateur n'u 
pour cliviseu1" aucun nombre pTe'mie1n supérie~,"r el n. 

Unesérie taylorienne,dónt un ou plusieurs 'coefficients sont 
des nOlnbres irrationnels, ou bien rationnels, mais dont le déno­
illinateur est divisible par un nombre premier supérieur au rang­
du coefficient, ne peut, pour aucune équation différenti'elIe (1), 
représenter le courbe intégrale passant par un point M¡,;. 

On peut aussi remarquer que dans le cas ou y est une fonction 
. entiere de x, l'entier ~l/l ou bien n"augmentepas, 011 .bien' augmen-

te moins vi te que ri}!. Car dans ce cas \Y tan I tend vers zei'o 
lorsque x augmente indéfiniment. ' 

2. E;nvjsageons le cas oú l'intégrale y est fonction algébTique 
de x. L'entier ll/l jouit alors .. de la proprieté arithmétique sui­
vante: 

n existe un nombre entier fixe A 1n attaché a l'équation (1), tel 
que l' entier /-tn sera divisible. paT le pToduit de tous les entiers 11,e 
surpassant .pas n el ne coinciclant avec une puissance d' aucu, n, 
diviseur p1,;emier de l\.. ' 

Pour le faire voir, rappelIons que, y étant fonction algébrique 
a coefficients a/l commel1lsurables, jI existe lln entier fixe A 

(l'entierd'Eisenstein) tél que le produit 

(7) 

soit un nombre entier p'our tout indice n = 1" 2, 3 ... 
Or, ;\.11- n'est jamais divisible par n 1, car dans cette factorielle , 

ir Y a toujáurs au m-oinsun facteur' nombrepremiér qui n'y 
entre qu' ll:ne seule fois, tandis que dans ;\'Ib il figureraitn fois .. 
J\fais 'Nlpeut avoir des diviseurs conúiluns avec ni La fractiOn 
(7r de~anf seréduire a unnórrihre"ehtier, ~l/l doit etredivisible 
pa'r le produitde tous les entiers figurant comme facteurs dans 
n!~ apres y avoir suprin1é' ces q.ivisellrs communs, ce qui démon­
tre r assertion précédent~. 
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Le théoreme d'Eisenstein conduit également a la conclusioN. 
s'I1livante: 

Le coefficient de X,JI! de l'intégrale y, poU'r n ~ 1, 2, 3 ... est 
''Frb~,ltiple entie'r du coefficient de x~v dans le dév~Joppement' de l6t 
fonction 

x 
a-x 

,fiI. étant ~tn entier convenablement déte1"1niné; le l"app01~t de ces 
«eux coefficients est un entieT ne c1"oissant pas, en valeitr 

'6fbsolue, plus vite que la n-ieme puissance d'un nombTe fixe. 

~ Car le produit Un Al/. étant u~ nombre ~entier hu. on a 

hu. étant le coefficiEmt de XII de la fonction __ x_,_ .. . D' autre part, 
A-X . 

le rayo n de convergence de y au voisinage de X = O étant diffé~ 
rent de zero, l'expression 

'. __ . 1 __ o 

'\Y ! anl = 'A-- \Y I hn I 

et parsuite aussi la limo sup de '\Y~ est finie, ce qui montre 
que hu, ne, croit pas,- envaleur absolue, plus vite que la n-jeme 
puissance, d'un nombre fi4e. 

On en conclut, d'apres, un théoreme que j'ai démontré dan s 
un travail antérü~ur (1) que l'intégTale y appar'tient a la classe de 
fonctions qui se 'laisse détel"mine1" sans ambiguité pa1" la seule 
valeur nun~é1"ique cZ'une ce10taine intégl"ale définie rattachée ii 

. 'l¡ 

la fonction,la valeuT de cette intég1"ale étant un n01nb1"e absolu. 

',,3. Considérons maintenantla valeur,inverse l de l'intégrale y 
1/ de l' équation (1), passant par un point Mk • En-iJosant 

y = ao + al X + a']. X2 + ... 
1 ", Q 

--- = bo + b1 X + b2 x~ + ... 
y 

'on ala suite connue de relations déterminant les bn aumoyen 
4~~ . ' 

Pou~ le point M 1 le coefficient ao est égal a 1 et 1'on a 

(1) ·M. Petrovitch: Théo1·émesu1'.les,fonctions algébri,que.s·((;. ,co/dfi~i~1'?ts 
twuloriens commensurables (Revue mathématique de l'unfo.n, interbalca,nique 
t. Liase. 1, 1936.) " -. 'l-" 
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bo --.:.1 

bl =-al 

b2 =-a2 + ai. 

(8) :'bs = - as + 2 a2 al - a~ 

b4 = ~ a4 + 2 as al+ a; - 3 a2 ai + a: 
¡ 

br'J = - a5+2 a4{l1 +2 ag a2 - 3 as, ai - 3 a; al +4 a'2 a{ - a;J· 

Oll l'on a les lois suivantes de formation: 
1 <?_bn se compose de tous les termes de poids n que l' on peut 

formé!) avec les ai jusqu'a al/. incIusivement; 
2Q ces termes sont positit's ou négatifs selon que le nombre de 

leurs facteurs est pair ou impair; . 
3Q le coefficient de chaque terme est le coefficient polynomiaI 

que ce terme aurait en égard au nombre des facteurs qu'il 
~ontient et a leurs exposants. 

Pour un point quelconque M", on rainEme le cas a celui du 

point MI en rempla~ant a ll par _~I et divisant par ao = le le 

resuItat obtenu. Done: 

Le premier coefficient bo étant égal a ~ , le coefficient b n:: 

s'obtient en formant la mene expression pour cecoeffi­
cient que dans le cas du point Mh en la rendant de degré 11, A 
l'aide du facteurao = k et en la divisant ensuite par aol/o+l . k n+I ._ 

Par exemple on aura 

1 .) <) "'-

br;= K¡¡( -a5k4+2a4alks+2asa2k3'-3agalk2-3a~alk2+4a 2a~k-at) 

Si l' on y remplace ai par son expression (6), on obtient le coef­
ficient bn sons la forme d'une fráction rationnelle dont le déno­
minateur est le produit de kll+l par diverses factorielles 

1!, 2!,3!, 0.0 n! 

ayant comme exposants des n<;>mbres entiers ne surpassant pas 11, •. 

n s'eIi suit que: 

Réduit a sa plus simple expresswn, le coefficient de x n de 

l'inv~rse2-de l'intégrale y de (1)., passant parun point M],j, est 
y 

. un nombre rationnel dont le dénominateur' n' a pm{/f' diviseur' 
aucun n<?mbre p'1"emie'1" plus grand que n ne coincidant pas a1Je~ 
un diviseur de k. 
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Ou voit également que le dénominateur de chaque terme com­
posant bn , avant la réduction de la fraction rationnelie á sa plus 
simple expression, est le ptoduit depuissárices de diverses fac­
torielles 

ir, jI, h!, ... 

des entiers i, j, h, ... égaux aux indices,des al;, dont provient ce 
.-tterrríe, chacune· de· ces factorielles figl1rant avec un exposant 
égal a 'celüi de' al;, correspoi1rlant. De plus, . 

19 la puissance d'üne factotielle étant comptée comme facteur 
"' autant de fois· que l'indiqúe son exposant, le nombre die ces 

Íacteúrs est égal a n; 

29 la somme i + j + k + ... d' entiers dont les factoI-iéHes fi­
g-urent dans ce dénominateur est également égale a n. 

Il s'en suit qu'une fa~torielle m! he péut figurerau dénomín'a­
teur de bn plus d·e fois qu'il y a d'uhités °dans la partie entiE~re du 

]¡10mbre~. Ceci permet d' assigner une limite supérieure au 
m o 

nombre indiquánt combien de fois un nombre prerhier peut 
figurer comnie divilséur dans ce dénominateur. 

Je· terrninerái en faisant rem·arquer que l' équation de Riccati 
(avec ses dégénére~cences) est la seule équation (1) qui par le 

changenient y = ~ se transforme en une équation (1). Pomo" 

l'intégrale y d'une telle équation, passant par le point Mh le 
. coefficient de, XII du développement non seulement de l'intégrale 

\ .. . 

elle-méme, mais aussi du cetui de son· inverse ..!..- ,est un nonilYl.'e 
. y 

rationnel dont le. dép.ominateur, réduit a sa plus sirripleexpres-
sion, 11'a pOlW diviseur aucun nombre premier supérieur a n; 
son numérateur est un entier qui rie croit pas plus vite que n ll

, 

On en tire aussi des cOIlclusions analogúes aux précedentes pour 
le cas des intégrales algébriques d'une telle équatitnl différen­
tielle .. 

BEOGRAD, Université, 25. dec. 1937\. 

(Original recibido en Enero de 1938). 
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SOBRE LOS PUNTOS SINGULARES DE LAS 
-FUNCIONES ANALITICAS (:?) 

por CARLOS BIGGERI (Buenos Ah'es) 

El teorema demostrado en mi nota "Sob:r:e los pl,lntos,singu,.. 
lares de las funciones analíticas" (R. U. M. A.~;NQ 1, Vol. 1, 
pág. 5) se puede generalizara las funciones analíticas d~fil1i­
(J~s por seri~s generales de Dirichlet, a saber: 2: an e-An 

Teorema ,1. Sise verifican lascondicione$sig~tientes: . 

19)' La pal"te 1"eal del coeficiente a n de la sel"ie de Diyichlet. 
no es negativa (desde un valo1" ele n e~ adelante) ; 
. 29) El valorpl"incipalepn clel. a1"gumento de a n (pa1"a.los 'JJGtlo,"", 

l"es .. de . I?- tales que. an . no .es ,nulo, eS. tal que li-rn V cos ep n = 1, 
n -':r. el.) 

¡"1itonces, el punto' rea~ de la 'recta de convergencia de la seTÍc' 
es singular para la función 'analítica que define dicha se1"ie. 

Este teorema generaliza los teoremas deFeJret~.:(C.R .. t~ 150 f 

Hno y t. 151, 1910) Y de Landau (Math. Ann.; ,t.6,h .1905).. 
La 'condición· [2] es susceptible de una pequeña ampliación .. 
El 'lema enunciado en mi nota anterior puede servir parage-' 

ueralizar algunos teorema.s ya clásicos. Una .generalización in­
teresante es la que hemos' logrado del teorema enunciado por­
Lecornu (C. R.) t.104,1887, p. 349':'352)' J démostrado ·por Fa­
bry (Annales scientifiques de l'EcoleN ormale Superieure,' 3;e 
série, t. XIII, 1896). En electo:, si llamaJ;Ilos Qn y,CPu. al módulo 
.\r al argumento, respectivamente, del coefici~nte an de la serié: 
~ an • zn y R al radio de convergencia de dicha serie, el teOl~ema. 
de Lé~ornp-Fabry asegürá que si s~ verifica: ' , . 

a). ,existe,lím#e ordi11ario,para n-7_~, d~l coCieY¡te,Qn/QIlj-l' 
b). existe límite ordinario, .para n-7co"de ladiÜ~1:_~1wi(~, 

epn - CP'Il+1; entonces el punto z = R es singular para '# L~.). 
Ahora bien, mediante el lema hemos conseguido ver que: 
Teorema 11. Para la validez de la conclusión del teorema de 

Lecornu-Fabry, no es necesaria la hipótesis a), es suficiente b)~. 
Estos dos teoremas así como hi gen'eralización 'del IÍ ~ la~ 

series de Dirichlet, los demostraremos en notas próximas. 

(:;:) Algunas observaciones críticas sobre esta nota y la anterior del 
mismo autor aparecerán en otro. número;· (N. de la Red.). 
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SOBRE LA INVERSIOl'1 QE lNTEGRAl,E~ DE LAPLACE 

ABSOLUTAMENTE CONVERGE.NTES 

pOI' A. GONZÁLEZ' DOMÍNGUEZ: 

, • ¡ , . . ~.,', ' • "'" ' , ., 

Sean las integrales de Laplacey de Lapl:;tce-Stü~ltje~ respec-
tivamenté: ' ' . '-

00 p 

(1) F (x) = f e-~·t f (t) dt" (1 (t) EL, -J <]J < 00), 

o 

(2) _ 
00 

: F (~) -:- fe-,I'f'fl (X (t) 

00 

, (j' 1 el a, ( t) I < 00), , 
o , o ' 

y consideremos la función 

(3) 

en la cual epn (x) 'es la función de Laguerre de orden n, y (in tiene 
el valor: 

an =l':sn( k ) l/k;]Jk F (Yz) . 
k=O n . 

En esta nota enunciamosalgu:n,os teoremas acerca de las inte­
grales (1), y (2), cvyadem~stración daremo~ en un 'trabaj¿ ,ele: 
próxima publicación. ' 

Teo1"e1?~a l.-Dada una inteSTal de Laplac.e (1), con f (t) Sll-' 

mable, se verifica, pará 1"~1: · . 

lim g (T,X) =J ,(x), 

,.lún g' (t, x) =/'( x) 

en casi todos' los puntos de (O, eI.), 

Teo1'e~(L~;~En)as mi~ma~ hipótesis d~l teorema ~nteri?r se 
verifica, para 1" ;-+ 1,:, 

- 00,;, , ,,\ 

" 'lim"f l g (1", x)- f (x)1 el x',' 'O,:' 
, , o I . ~ " " 
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-de lo cual se deduce inmediatamente, en virtud de una propiedad 
,conocida de la convergencia en promedio: 

a: 

lin~ f g (1', x) el x = f't (x) d x, 
o 

li1n fl g (1', x) d x = f' f (x) , d x. 
o 

Teorema 3.-Dada una integral de Laplace (1), con f (t) pel'-
, p 

teneciente a la categoría L, (1 < 1) < (0), se verifica para 1'--71 : 
ex 

lim'f! g (1', x) -f (x) ,'d x = o. 
() 

Los teor~mas siguientes se refieren a integrales de Laplace­
Stlieltjes de la forma (2), con a (t) de variación acotada en 
{O, (!/.;), y tal que a (O) = O,a(t) == 0 (a (t + O) + a (t - O). 

Teol'erna, 4.---':'Para 1"--71 se verifica 

.1: 

lim.f g (1", t) d t = a (x) 
o 

TeoremoJ 5.-Para 1"--71 se verifica 

lim g (1"; x) = a,' (x) 

'en casi todos los puntos del intervalo (0, 00'). 

Teo1'em,a 6~-Para 1"--71 se verifica: 
00 

lin~ flg (1', x) 1 d x' .[1 da (t) I~ 
o 

Te01~ema 7.-Para 1'--71 se verifica 

lím 2 (71" x)~ (1-- 1'r g(r, x) = a (x + O) -a (x-O). 

EX'P9nd-reinos en pocas palabras el método que nos ha COll­

,elucido a estos resultados, y su relación con las fórmulas de in-
, ver;sión conocidas. La mayoría de éstas se han establecido for­
mando, a partir de la determinante, una integral singular en la 
'que aparece, dentro del signo integral, precisamente la función 
generatriz incógnita. Esta se obtiene entonces como límite de 
esta integral singular~ Así, la fórmula de inversión de Riemann 
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{O de Mellin), expresa.la función generatriz como límite de una 
integral singular de Dirichlet, y Widder llega, por derivacio­
nes sucesivas de la determinante, a una integral singular denú­
cleo positivo; lo cual le permite, no s610 obtener las fórmulas de 
inversión más generales, conocidas hasta la fecha, sino también 
"clasificar" las funciones determinantes; esto es, .formular con­
diciones características para que una función sea determinante 
·con generatriz perteneciente a una categoría dada. 

'Nuestro método ha consistido en formar, por medio de 'una 
combinación 1ineal de las derivadas sucesivas de la determinan-

ie ,en el, punto +, una integral singular que no es otra que la 

resultante de aplicar el método de sumación de Abel-Poisson a 
la serie de Laguerre de la función generatriz. El estudio siste­
mático del núcleo de esta integral singular nos ha permitido 
comprobar que le son aplicables muchos de los teoremas gene­
rales de Lebesgue y de Hahn y otros nuevos, y así hemo~ podido 

. establecer los teoremas enunciados. Cabe observar que nuestro 
método permite también, como el de Widder, clasificar las fun­
@ioll1es determinantes, según hemos establecido en nuestra nota 
aparecida en los Comptes Rendus de l' Acade1nie des Sciences, 
T. 205, p. 1035, 1937. 

Damos a continuación un teorema de este último tipo: 

Te01"ema 8 .-Sea F (s) .[ s = x + i y], una función analítica 
acotada en el semiplano de la derecha que toma valores reales 
para s real. La co,nq,ición necesaria y suficiente para que F (s) 
sea una integral de Laplace.:Stieltjes: 

00 

F (s) = f e-st el a (t) 
o 

oc . 

con f 1 da (t) I <1, es que, para todo conjunto finito de nú­
o 

meros ~ll1 se verifique: 
r r 

" ~ ~ln F (n) I < max I ~ ~ln e-na: ! 
1 1 

.. para O < x < oo. 

El anterior teorema es consecuencia fácil de ciertos teoremas 
generales de F. Riesz, sobre cálculo funcional, convenientemente 
generalizados para intervalo infinito .. En un trabajo próximo 
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yolve.remo~ sobre' este te;ma, el? ·deci~~,. la apIicación sistemática. 
de los teoremas .del. cálcqlo.fuTIcional, a la teorfa d~ las integra­
les, de La.place. EJ,lo permite obtener con facilidad interesantes 
result~dos, 10 . cual no es. sino, natural, pues. el problema. de .la 
repl'esentabilid.ad de una función por mediQ de una integral, de 
Laplace es el correl~tivo .del. problema de los momentós, enh1-
tervalo :(inito;, y de este último ha da,doF. Riesz,valiéridosepre-· 
cisamente de. clás~c.o.s teorema.s, a él mismo debidos, sqbre re­
presentabilida9- de. funcionales .lineales, solució11 completa para. 
extensas ,categorías de funciol1es. 

La demostración detallada ,de ·los teoreJ.11as c0l1tenidos en 
esta nota aparecerá. en un trabajo de próxima publicación. 

J _ •• -; 

.-.! 

Buenos Air~s, Se~1lin~l'io de . Matemáticas' de la Fa~ulta,d de Ci.e~ci~.s: 
Exactas, Físicas y Naturales, julio de 1938. 

:' f 

'J";" " 

,!~ , -
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SOBRE LAS SERIES DE POTENCIAS DESORDENADAS y. 

LA lIIPERCONVERGENCIA DE U~A·CLAS~DE 

SERIES DE DIRICHLET 

por SIXTO RIOS (MADRID ) 

. . . 

l.-El problema fundamental de la teoría de la, hlperconver-· 
gencia .' de 'las series de Dirichlet, consistente en la caracteriza-

'\ ción de las series que poseen sucesioneshiperconvergentes, puéde 
aborda,rse limitando previamente el tipo de sucesiones:,de ,expo~ 
nt(;ntes,; con 10 que e$posíble ,obtener soluciones completas o casi 
compl~tas, que al a;mpliar los tipos, de: sucesiones, cabe esperar 
qu~:,conduzcan a la solución del problema general. ' 

Este es el camino iniciado por W. Bernstein ,(1) quien ha he­
cho lln,profundo ,estudio de la hiperconvergencia de las serief: 
de Dirichlet, lirnitándose a aquellas cuyas sucesiones de expo­
nente~ po~een de;nsidadmáxima finita,aunque sin llegar a lá 
~C)luGió!l completa' d~l probl~ma para dichas series. 

, En el §. 3 de esta nota.. resolvemos completamente el citado' 
problema para una clase de sucesiones de exponentes que, corriO 
v~remos,contiene sucesiones de densida«;l rpáxima infinita, pero 
sin comprender totalmente la clase estudiada por Bernstein"eon: 
la cual está en relación de imbricación .. 

'Para llegar a dicha solución hemos uti,lizadólas que llanlu­
mos series' de potencias desordenadas; ,cuyas primeras pro~, '" . . . 

pÍE~dadesse exponen enel§ 2 de esta nota., . 
Este ,estudio me ha ,sido sugerido por mi querido maestro 

Sr. Rey Pastor e). 
2.~Llamamos series de' potencias desordenadas a las del tipo 

[1] 

en ,que (An ) eS:11n3. su~es.ión d~ .números ~eI;lteros positivos. Pue,.. 
den considerarse tres t~pos,:.A) .1a sucesión .. (An ) tiene como pun­
to 'límite ,el infinito, y solo, éste; p. ,ej.:' 

2,2,1,4,4,3, .... , 2 n,2 n,'2n'~1, ..... 

Bl la sucesión (An ) es acotada; C) la sucesión (An ) tielie COlTI,O' 

p{lntos de acumulaci6n el infinito y otros. 
Como vamos a ver, las seri,es ,de potencias desordenadas. 
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-tienen propiedades mlly análogas a las series de Dirichlet y 
vienen a ser un paso intermedio entre éstas y las series de' 

;'Taylor (3) .. 

Nos referimos en 10 que sig:ue a las series del tipo A) que son 
las que utilizamos en el§ 3. 

He aquÍ las propiedades primeras de estas series: 

1. Si la serie. [1] converge en el punto Zo converge para to­
,do z, tal que I z ¡ < 1 Zo l. 

N o vale aquí el razonar,niento que corrientemente se emplea 
p~ta las series potenciales ordinarias, ya que utiliza la conveJ:-' 

,gencia de' la serie ~ z }'¡¿ cuyos exponentes son los mismos de 
la [1] Y los coeficientes iguales a la unidad, cosa que aquí falJ a 
La demostración se hace fácilmente mediante el lema' de Abel 

· con un camino paralelo al seguido corrientemente en las series 
<de Dirichlet' e}. 

De aquÍ, por un razonamiento conocido, resulta que pUede 
0currir: '" 

a) Za serie converge para todo valor de Z; b) la; serie no 
· conve1rge paya ningún valor de Z; c) existe un número R, tal 
"J'l6e la serie converge para I z ¡ < R Y no para I z I > R. 

Para las sedes de' tipo B) se :demuestra directamente que 
-solo se presentan los casos a) y b) : tiellen radio infinito o nulo. 

11. Análogamente se defi'nen los radios de convergenC'ifJ, 
absoluta, de convergencia uniforme, de hiperconvergencia, etc. 

Directamente es fácil demostr:ar en ge~eral para -los tipos A j, 
B) Y C) la existencia de un circulo de. convergencia absoluta, J 

· en particular para el tipo B) que, o tienen radio infinito o ra­
dio nulo. 

111. Si la serie [lJ converge para, z = zo, converge uniforme­
'mente enfodo círculo I z I < a, siendo· a <1 Zo l. 

La demostración es análoga a la que se sigue para las series 
"de Dirichlet y de esta propiedad resulta inmediatam~nte que ld 
serie [1] define una función holomorfa .en su círculo de CO'ii.­

ve1'genci~ y la serie se puede derivar término a té'i'mino. 

IV. Radio de convergencia : 

Si la ser'ie ~ a,. es divergente, es: 

1 
-= 
R 
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Si la serie ~ al> es convergente, es: 

1 _ I Cf) Il/An 
-- = lim ~at1 
R n-7C1.) It+l 

Amilogas fórmulas valen para la convergencia absoluta sus-, 
titpyendo la serie ~ an por la de sus valores absolutos. 

V.El radio de holomorfía se define como el límite' superior 
H de los números h talesque f (z) es holomorfa en el interior del 
círculo de radio h~ 

Por camino análogo al expuesto en mi tesis (5) para la, oh-­
tención de la abscisa de holomorfía en las series de Dirichlet e" 
integrales (LS) se llega aquí a la fórmula: ' 

H = e-k el 

donde k es un número positivo cualquiera y 

l = limo inf. [k : li'm\y'X-J (- CI.) < t < CI.) 

n-7 CI.) 

I\.m ' /I.-m 

(
\ k e ) 11 _' (7.;+it) 

K =::E. am '¿ 
n 

extendida desde n (1- p.'n) : k hasta n (l-v."n) :k, siendo 

o < ~t :::::; ~n' < 1, O < ~ :::::~n" , 
(~ es un número arbitrariamente pequeño pero fijo). 

Con un ejemplo vamos a ver que en estas series de poten-­
cias·desordenadas (tipo A) pueden ser diferentes los radios de 
convergencia ordinaria, absoluta y de holomorfía, lo que pone' 
de manifiesto 'gran analogía con las series de Dirichlet. 

La serie de potenéias desordenada: 

(_l)n+lzn+ 

+ ( _·l)n zll + ..... :±~ zn + (3/1/2/1. + e-n)zn - 3n/ 2n zn + ..... 
tiene distintos radios de convergencia. ordinaria y absoluta, y 
además,no tiene ningún punto singular la función definida pOLO 

la serie sobre la circunferencia de convergencia ordinaria de' 
ést~. En efecto, utilizando las fórmulas precedentes~ o mejor' 
m.ediante artificios fáciles, s.e comprueba que el· radio de COl'l~ 
vergencia absoluta de la serie es ;~, el de convergencia o:r.di­
n~ria:3 /2 y el punto' sing'\llar más:próximo es el z = ~.l.: 
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Hasta aquí hemos visto- que lás series eonsideradas tienen 
propiedades más próximas a las series de Dirichlet que a las 
de iTayldr. Vamos a ver ahora algunas propiedades en que dj­
fieren de las series de Dirichlet. 

Yo he demostrado (G) la existencia de series de Dirichlet cu­
yas abscisas _ de holomorfía e hiperconvergencia -no coincid,en. 
Pues bien, según se demuestra más adelante para las series· df:: 
potencias desordenadas las circunferencias de holomorfía e hi-· 
pe'tconvergencia coinCiden necesariamente~ 
Arons~ajn (1) ha construído series de Dirichlet que no tienen 

ningún punto singular sobre la recta de holomorfía. PQrel 
contrario, se demuestra que la función definida por una serie 
ele potencias clesor'dc;nadas del tipo A) tiene un punto singu: 
lar, al menos, sobre la circunf er'encia de holomorfía. 

En lo que sigue nos limitamos a considerar dentro del tipo 
(A) las sucesiones que llamaremos del tipo (A') que son las su­
cesiones monótonas no decrecientes del tipo (A); p. ej.: 

1, 2, 2, 3, 4, 4,_5, ..... 

,cüyú radio de convergencia es y,' agrupando los conjuntos 
de términos de igual exponente se ve que 'el radio de hipercon-­
vergencia es 1.' 

El problema de la caracterización de las series con sucesio­
nes hiperconvergentes~ -r'esuelto por Ostrowski e~) para las se-­
ries ,de Taylor, se resuelve en las series de potencias desorde­
nadas del tipo (A') mediante el siguiente teorema: 

VI.- a) Si eh ~tna serie de potencias cleso'Y'denadas del,"tirw 
(A').; 'f(z) = 2: a n z ' .. ;,';,cle 1"adio 'deconve1ngencia 1; los círculos 
de _ hipe'Y'convergencia y holomorfúi no se confunden, la corono" 
c01npt"endida-- entre ellos es un dominio de hiperconvergerncia. 

h) Si uhásucesión'parcial es hipercon'lJel'gente en el,entorno 
-(le . ~,m punto 1'egula1' dé la cir·cÍf.:nfe1~erl.Cia. de' holomorfía ,- es 
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i(z) , ", g (z} + h (i} donde g (z) tieneradiá de holomorfía ma,­
yor y h (z) tiene lagunas de longitu'd'i~elativain'¡eriormente'aco­
ta;da; .. 

Se comienza probando, que a ·éada serie desordenada ,corres­
ponde ,una serie ordenada que rep~esenta "la misma funcióü 
.analítica y tal que el círculo de holom'Orfía de la primera'coill­
,cide con el de convergencia, de la segunda, y entonces se ',apli­
can. los teoremas de Ostrowski cit,ados. 

3.-Pasamos ~ho~aa la parte 'priricipal de esta nota relativ~' 
al estudio d,e la hiperconvergencia de una clase de series' de 
:Dirichlet. ' '1 

" La clase en) que consideramos se caracte~iza porque las 
, sucesiones de exponentes (AH /,,) son tales que: 

l
. 1 
~m -:;y¡:log!y +f3n-Allk, I=--'c/.); 

1\.'11 -~oo 
k 

n = 1, 2, . ; ; . ad. inf ;k = 1,2, ... , k (n)~, ' 

l2] 

Desde luego existen sucesiones de densidad máxima infinita 
,dentro de. la clase considerada como se· comprueba en la· sucesión: 

11 (n,·l) (Il"~" 

1,1 e-\ 2, 2 +. e"-2, .... ;. 17 .. , n + e-",n e-1/, n+ e"n , .... , 

, n + e-1I2 , n + e-I/, n + 1, .... 

Por esto tiene gran interés la clase estudiada. 
Es inmediato ver también que no todas las sucesiones de den­

sidad máxima 'finita pertenecen a esta clase. 
El problema de, la caracterización "de las series hiperconver­

gentes dentro de esta clase 10 resuelve completamente el si-
guiente teorema: ' 

;, VIL a ) Si para una serie' de D'irichlet f (s) === an e -Icnk s 
, ' k ' 

de abdsa de convergencia nula cuya s~wes~ón de exponentes 
ve1'ifica: la condición.[2], las rectas dehiperconvergencia yho:­
:Zomorfía no se' confunden, la banda verticál comp1"endida en­
t?'e ellas, es ~,/y/, dominio de hiperconvwrgencia. 

b) La serie de polin01nios exponenciales obtenidaagr'upando 
los conjuntos de términos cuyos exponentes pertenecen al en­

torno de cada nú'mero y + f3 n converge uniformemente en ea­
da, d01ninio a.cotado interior al semiplano' de holomorfía. 

'c) Si ~¿na sucesión paTcial es hipe1"convergente en el entoT-
11,0 de Wi'L punto de la ¡recta de holomorfía es fes) = g(s) + h(s)' 
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dort.de'g(s) tiene abscisa de holomorfía menor y hes) lagunas 
'de longitud relativa inferiormente acotada~ 

El método de demostr~ción consistel en asociar a la serie de 
Dirichlet dada la serie de iguales coeficientes cuyos exponentes. 
son - (y + f3n)S; esta nueva serie define una función <p (s) que. 
difiere de f (s) en una función entera' (10). El estudio de la hi­
perconvergencia de la serie dada queda así reducido al de la 
nueva serie, el cual se reduce a su' vez al de la serie de potencias 
con iguales coeficientes, heeho ya en el teorema VI' del § 2. 

Se observa la diferencia esencial con los resultados de Berns­
tein relativos a las series de Dirichlet de densidad máxima fi~ 
nita ya que aunque las partes a) y b) han sido demostradás para 
éstas, no se sabe si es cierta en general para las series de Di-

\ 

richlet de densidad máxima finita la parte recíproca c). 

(1) Le\!ons sur les progrés réce:p.ts de la theorie des séries de Dirichlct. 
(Colec. Borel, París, H133i). ' 

(2) Rey Pastor. - Series e integrales D. (Curso dictado en la Universidad 
de Madrid, 1932-33) -, M¡adrid 1933. 

(3) Análogamente se pueden definir y estudiar las series de Dirichlet, des­
ordenadas en que los' números 1, forman cualquier sucesión de núme­
ros reales positivos, distinguiéndose los mismos tres casos A), B), C) 
que para las 'series de potencias desordenadas las mismas propiedades, 
1 a V expuesta's en esta nota paIia las series de tipo !A). Podríamoo:> 
haber heeho la eXiposieión en est~ forma más general, pero CQlTlO: 

, nuestro objeto es ,la aplioación hecha en el ~ 3, hemos prescindido. 
de ello. 

(4) Rey Prustor. - Series 'e integrales D - Madrid - Buenos Aires, 1926~ 
(51) Problemas de hiperconvergencia (Rev. Acad. lOienc., t. 33, p. 59). 
(6) Sobre la hiperconvergencia de las ,series de Dirichlet de densidadmá~ 

xima infinita (Rev. de la Unión Matemátiea Arg~ntina, vol. 1, pág. 
'(7) Une remarque sur les singularités des séries de Dirichlet (C. R. t. 1930~ 

1931) . 

(8) Ueber eine Eingenschaft gewisser Potenzreihen (Sitz. der. Preuss: Akad, 
192,1, p. 597). Ueber Potenzreihen, die ueberkonvergente kbschnittfol-· 
gen besitzen (Id. 1923, p. 185). 

(9) Esta clase ,comprende desde luego a la considerada en mi .tesis para la. 
que se resolvió allí el problema de la hiperconvergencia lagunar (Ca-
pítulo II) ~ , 

(10) La qemostración es análoga a la dada en mi tesis (Oap. ID para el 
problema de la hiper convergencia lagunar:. 
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