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SOME ISOTHERMAL PROPERTIES OF CARTOGRAMS T
AND DENSITY TRANSFORMATIONS T*

John DeCicco and Robert V. Anderson

1. ABSOLUTE DERIVATIVES AND NATURAL FAMILIES UNDER A CONFORMAL
CARTOGRAM T.

Consider a conformal cartogram T between two Riemannian spaces

Vn and Vn, each of dimension n > 2, for which the scale p = e =

= ds/ds > 0, where y = u(x) is a point function. Under the con-
formal cartogram T two corresponding unit contravariant vectors

At and 2t of V_ and Vn respectively transform according to the law

1.1 Ao et

==i

D
ds

pa— -— 1
vector A% of Vn is expressed in terms of DA” yhen it is considered

ds

Under T the arc length absolute derivative of a contravariant

as a vector of Vn, by the set of relations

==i —; i
(1.2) 2 - ew DA, oowpdu 3w ga dx®

TJ dxk) ( io du )]
a g a’””
ds ds ds X ds

(g.
ik S 90X
In particular if A% and A’ are two corresponding unit contravari-

ant vectors then

-1 i i
(1.3) DA _ -2 DA | -2 (3w ,o dx

— - (gjk

. k .
, A3 dx )rgla aua)].
ds ds X ds

S 9X

Consider two curves C:x' = xi(s) and C:X = x-(s)= x*(5) which corres-

pond under the conformal cartogram T between Vn and V;. Their two

unit contravariant tangent vectors satisfy the relations dx*/ds =

e " (dx*/ds) and the two corresponding contravariant geodesic

; —_ . 1
curvature vectors K' and K* obey the law of transformation [
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. 3 . ) i .
(1.4) Ki = e72W ki 4 o7 2u [QE. dx™ gle ap 1.
ds ds ax?
, [2] 2n-2 . . vV
A natural family Q of o curves C of Riemannian space V_ 1s

such that every curve C of @ corresponds under a conformal carto-
gram T on Vn onto a Riemannian space V; to a geodesic C of Vn.

2

In particular, the set of 20" geodesics C of a Riemannian space

Vn is a natural family.

THEOREM 1.1. 4 natural family @ of a Riemannian space Vn is com-

2n-2

posed of all the integral solutions of the set of n second

order ordinary differential equations

2

(1.5) ki - &xt o, pidx _d_xk=giu3_u_d_ud_xl,

d52 ik ds ds 3x* ds ds

This is obtained from (1.4) by setting (& 0.

It is evident that under a conformal cartogram T that a natural

family @ of Vrl corresponds to a natural family @ of V;.

2. THE SYMBOLS AT, AND B, OF A CONFORMAL SPACE T_.
ik ik n

Consider a Riemannian space Vn of dimension n = 2. The totality
of all Riemannian spaces Vn such that there exists a conformal
cartogram T between Vn and Vﬁ is termed a conformal space r .

If v, and Vﬁ belong to the same conformal space ro then their af-
fine connections are related by the law

=i i i du i du ia 9
2.1 ry, =Tr + 67 2B 4 st SH g £
( ) ik ik i gk k oxd ng g a ’

where y is the scale of the conformal cartogram T relating Vn and

V.
n
It is an immediate consequence of these relations that
(z.2) oo Loy -

axd n o aj

Consider a fixed Riemannian space Vn, for n = 2. The symbols A;k
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and Bjk are defined by the expressions

i _ i 1 i .o i La 1 i .o
(2.3) Ajk = rjk -3 (Gj Tk~ i Paj) *q gk g FaB s
o o
(2.4) g - 2Tai _ ek
ik k i

THEOREM 2.1. Two Riemannian spaces Vn and Vn, for n 2 2, are con-
formally equivalent if and only if the two sets of symbols A;k and

B., are the same in every admissible coordinate system x), pro-

ik

. V. - o 2p(xy)
vided that the set of initial conditions gij(xo) = e 0 gij(xo)
is satisfied for i,j = 1,2,...,n at some fixed point PO’ where

u(xo) is8 & fixed real constant.

For, by means of (2.1) and (2.2) it is found that K;k = A;k and

§jk = Bjk for two conformally equivalent Riemannian spaces Vn and
v_.

n

Converse’ Al _ ai T

onversely, suppose that Ajk Ajk and Bjk Bjk for two

Riemannian spaces Vn and Vn. The second set represent integra-

bility conditions for the equations (2.2). Thus, let u = u(x) rep-
resent a solution of (2.2). There exists one and only one solu-
tion satisfying the prescribed set of initial conditions at the

fixed point Py. By use of the conditions K?k = A;k the law of

transformation (2.1) is found. It then is easily deduced that

Eij = ez“(x) gij where p = p(x) is the unique solution discussed

above. Consequently v, and V; are conformally equivalent.

It is noted that the symbols A;k are symmetric in the lower indi-

ces and that AT, = AY. = 0. However the Al  do not form a tensor.
ik ki ik

The symbols Bjk are skew symmetric, that is Bjk = -B ., and form

kj
a skew symmetric covariant tensor of second order.
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3. COVARIANT DIFFERENTIATION IN A CONFORMAL SPACE Fn.

In a Riemannian space v, the covariant derivatives A, and Ak
’ bl

k
of a contravariant vector A and a covariant vector A; may be

given by
i . ]
i _ 9 i a 1 i La 1 i o a
A’k—axk+AakA+nA rak+ Hskraax
_ 1 ia c b
n g kb “ac A
(3.1) a1 .
- i _ a2 _ 1 a _ 1 o
Mk T ok Ak *a ™ 7 2T ™ @ Pk Tai
1 ab _c
tog 88 Tae -
The two corresponding absolute differentials are DAt = Alk axk
b
and DA, = A, axk .
i i,k

In a conformal space r.n= 2, with invariant symbols A;k and
Bjk‘the conformal covariant derivatives AkA1 and Akxi of any con-

travariant vector At and any covariant vector A; are defined by

i aat i.,a . 3)\1 a
(3.2) Ar™ === + A A R A, = —7 = AT 2 .
3% ) k71 'c)xk ik"a

The corresponding conformal absolute differentials are

m* - Arax® and ar, = A dxE
i k™i

THEOREM 3.1. The four sets of quantities, Akxi, Akxi, AAi, AAi are

all invariant under the conformal group G of the conformal group
G of Fn. If Vn 8 an element of Fn then the relationships between

these conformal covariant derivatives and the covariant deriva-

tives relative to Vn are found by substituting the relations (3.2)

into the equations (3.1).

It is observed that the differential d(¢,¥) of the inner product
(¢,¥) = ¢i¢i of any contravariant vector ¢l and any covariant

vector wi is



67

(3.3)  d(e,¥) = D(®,¥) = ¢* Dy, + v, Dot = oT Ay + v, 2T -

= A(9,¥).

THEOREM 3.2. If two Riemannian spaces Vn and Vn, for n 2 2, belong
to the same conformal space ro and correspond by a conformal car-
togram T for which the scale is p = e* = ds/ds > 0, then for every
geometric vector A = Azt o= A; with }Al >0 of V, there exists a
point function r = r(X) depending on X such that by T the images
7 and Ki of 2 oand A; tn V. are A= T gng ;i = er+uxi. The

two covariant derivatives Alk and Ai " obey the laws of transfor-
’ ’

mation
Ti r-u i i dr i ,a du ia u b
X = e [ + AT = + 8§ AT = -g%g A1,
y k ok axk k ax? kb 3x@
(3.4)
T r+u dr ou ab LR
A =e (A, . + 2, = =2 .+ g.,ogo oA, — 1.
ik ik i axk k axi ik a axb

This result is a consequence of the previous discussion.

It is noted that when r = 0, we obtain the laws of transformation
for unit vectors.

4, SOME CONFORMAL PROPERTIES OF THE LAME DIFFERENTIAL PARAMETERS
3
A, V) anp A,

In a Riemannian space Vn, for n = 2, the Lamé differential para-
meter AI(U,V) of order one, of two scalars U = U(x) and V = V(x)

is the scalar

4.1) A ,v) = gdk 30 23U _ (o134 U, grad V),
1 axd axk

In particular, if U = V, then Al(V) =4,(V,V) = | grad vl 2.

The Lamé differential parameter of second order B,(V) = VZ(U) is
the Laplacean and is defined by the scalar



68

Eoivg gt g

o2
(4.2)  A,(V) = V' (V) 1 -

[}
0
e
A
3
=
Q
»

where g = 1g..l > 0.

ij
If two Riemannian spaces correspond by a conformal cartogram T
and if V = V(x) is a scalar then

4.3 V.,=V. V. =V . -V, +g.,. A V).
( ) s ] s ] ? »jk »jk VsJ u:k ng 1(]-'9 )

The three laws of transformation for the Lamé differential para-
meters are

BV = e a ) , A =2 a W
(4.4)

E,0) = ™2 [8,(v) + (n-2) A (u,V)].

These are obtained by means of Theorem 3.2, where the scalar
r = r(x) is replaced by -u(x).

If a scalar V = V(x) with Al(V) > 0, is a harmonic function in a
Riemannian space Vn, then the equation V = V(x) = constant defines

an isothermal family of ool surfaces Zn-l’ each of deficiency one,
in V_.
n

It may be proved that a simple family of ool surfaces Zn_l, each

of deficiency one in a Riemannian space Vn, for n = 2, is an iso-
thermal family V = V(x) = C = constant if and only if V = V(x)
obeys a partial differential equation of second order of the form
(4.5) 8, gl Viik  _ g
= % = F(V) ,
Al(V) g V,jv,k

where F = F(V) is a scalar depending only on V = V(x).

n —
THEOREM 4.1.[ ] If two Riemannian spaces Vn and Vn, for n 2 2, cor-

regpond by a conformal cartogram T then every isothermal family

in Vn 18 converted into an isothermal family in V; if and only if

either n = 2 or else if n =2 3, T Zs a homothetic cartogram for

whieh yw Z8 a real constant.

This proposition is established by means of the conditions (4.4)
and (4.5).
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5. DENSITY TRANSFORMATIONS BETWEEN TWO RIEMANNIAN SPACES Vn AND Vn'

Let two Riemannian spaces Vn and V;, for n 2 2, correspond by a

cartogram T, conformal or not, for which the differential ds and
ds of arc length along corresponding curves C and C of Vn and Vn

are defined by ds? = 855 dx? dxJ and 4a5? - Eij dxl dxd

A density transformation T* between vV and V; is such that their
respective points correspond by a cartogram T, either conformal
or not, and a scalar V = V(x), which is evaluated at a point P of
Vn is converted into the scalar

(5.1 = V(x) = F(V;x) ,

v

, o7 . oF
3V 8V

ponding point P of V;. A scalar V = V(x) calculated at P in Vn is

for whic # 0, whose value is associated with the corres-

called a density V of P.

THEOREM 5.1. Under a density transformation T* between two Rie-

mannian spaces Vn and Vﬁ, for n 2 2, the Lamé differential para-

meters Al(V) and AZ(V) of a density transform according to the
laws

5N - 25w + 225 v,p) + 5 (),
v oV
A, = EhZa ) + 2w, v 8 E),
3V vV
(5.2) ,
— _ _ _ 25 _
5,00 = 23, + 5@ +253E ,n+2Eam,
Vv Vv v ’
5,@ - Ea @ sam v 288, vl W
2 v 2 2 v’ av2 1

A conformal density transformation T* is one for which the asso-
ciated cartogram T is conformal. Under a conformal density trans-
formation T* the preceding result yields

THEOREM 5.2. Under a conformal density transformation T* for which
the scale of the assoctiated conformal cartogram T is p = eV =

= ds/ds > 0, the Lamé differential parameters transform according
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to the rules

e B (V) = (%)2 AL(V) + 2 % A, (V,F) + A (F)

— 2
(5.3) e 3, =Eaw) v, v28,EE, vy 2L A (V) +
v )

av v?

* oA ) ¢ 8y Fl
9

This is established by means of equations (4.4) and Theorem 5.1.

If a conformal density transformation T* between two Riemannian
spaces is such that the scale of the associated cartogram T is

p = e¥ = ds/ds > 0 and the law of change for the density V is

(5.4) GV =0(x) V(x) = V(x) =V

where G = G(x) is a fixed positive scalar, then from Theorem 5.2
the Lamé differential parameters transform as follows

1]

Ghe®" B, (W) = 62 A (V) - 26V A (V,6) + V2 A (),

(5.5)  G%e® &, (V)

[64,() - VA,(G)] + (n-2)[G A (V,u) -

-V A G + & IVAG) -6 A (V,6].

The following proposition is an extension to Riemannian space Vn,

]

5
for n = 2, of the Kelvin transformation T*[ of a Euclidean

space En.

THEOREM 5.3. The conformal density transformation T* whose density
transforms according to the law (5.4) is such that the Lamé dif-

ferential parameter of second order obeys

(5.6) G2e2¥ 8,(V) = G A,(V) - VA (G)

if and only <if, except for a real positive multiplicative constant,
the scale of the associated cartogram T and the law for the change

of density are
(5.7) o =¢e"=1/R*=4ds/ds>0 , V=R"Z2V,

where R = R(X) is a real positive scalar. The rules for the change
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of the Lamé differential parameters are

(W) =R (A (V) - 2VRY™Z A (V, 1/R*?) +

(5.8) + V2RI A (1/RPY)]

4,(V) = R™*2 A, (V) -V R20 A, (1/R*2)

For, the given conformal density transformation T* possesses the
stated property if and only if

(5.9) (-2)[G A (V,w) - VA (Gu)] + Z[VAG) -GAV,6)] =0

is an identity. If p = e" = 1/R2, where R = R(x) is a real posi-
tive scalar, then the preceding identity is valid if and only if

1
G=e2 (™M - q/pRP"2 oxcept for a real positive multiplica-

tive constant. Upon substituting this value for G in equations
(5.3) the result follows.

In terms of cartesian coordinates of a point P in a Euclidean

space En, for n =2 2, an inversion T with respect to a sphere Zn—l

of dimension n-1 2 1, with center at a fixed point P0 given by

(xé) = (xé,...,xg) and radius a > 0 is given by the set of n e-
quations
. . 2 . .
(5.10) xl-x3= 2 x*-x», i=1,2,...,n,
R2 0

where R2 = 5..(xi
1]
T is p = d5/ds = a?/R? > 0.

- Xé)(xj - Xg) > 0. The scale of this inversion

Therefore, every such T is a conformal cartogram T of the Euclid-
ean space En onto itself, except for the center (xé) of the
sphere }__,

Since 1/Rn'2 > 0, is a harmonic function in En it is found that

(5.1 V=r*2v , AW =RrR™2 A, (W)

The system of equations (5.10) and (5.11) forms the Kelvin trans-
formation T* for the Euclidean space E . The importance of such a
transformation is that it converts every isothermal family @ of

=l surfaces Zn—l into another family @ of w! surfaces in E .
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CONVEX POLYTOPES IN RIEMANNIAN MANIFOLDS

by Su-shing Chen

1. INTRODUCTION. Let M™ be a n-dimensional Riemannian manifold.
By a m-dimensional convex polytope P® embedded in M® (2 <m < n)
we mean a convex Riemannian polyhedron (for definition, see [1])
embedded in M™ bounded by a finite number of totally geodesic sub

m—-1

manifolds P?’l of dimension m-1 such that PA intersect at lower

dimensional totally geodesic submanifolds PE (0 =t <m-2).

Let various dimensional outer angles of P™ be given. One question
is to find the volume V(P™) of P™ in terms of the given outer an-
gles of P®. When m is even (m = 2p) and M™ is of constant sec-
tional curvature K (#0), the Gauss-Bonnet formula of Allendoerfer,
Chern, Fenchel and Weil ([ 1] and [2]) implies such a volume for-
mula which might be interesting and seems not to have appeared in
given classical literatures on convex polytopes.

2. GAUSS-BONNET FORMULA OF RIEMANNIAN POLYHEDRA IN RIEMANNIAN
MANIFOLDS.

A Riemannian polyhedron P™ is a Riemannian manifold with a boun-
dary consisting of polyhedra P; of lower dimensions for

0 <t <m-1. We denote by X'(P™) the inner characteristic of P",
that is, the Euler-Poincaré characteristic of the open complex
consisting of all inner cells in an arbitrary simplicial or cel-
lular subdivision of P".

From now on we shall assume m = 2p, that is, m is even.

Let S(P™) be the tangent sphere bundle over P™ that is the bundle
of unit tangent vectors of P®. Let o:S(P") — P™ be the pro-

jection. Let Ei cee g be the Kronecker index which is equal to
1 k

+1 or -1 according as i i, constitute an even or odd permu-

1oce Ly
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tation of 1,...,k. In [2], Chern constructed a (m-1)-form

-1
1P A 1
2= L1 ) %
7P =0 1.3...(2p-2x-1)2P™* a1t
on S(P™), where for A = 0,1,...,p-1,
i i i i i
® =]€ ol A A AR T AW IR A 2R
17 tap-1 12 14 12a P P
There exists a unique closed m-form ¥ on P®™ such that
-1)P i iyp-
o (p) = D 7 e ) 2. b A LA g 2Rt
22p,P p! 11"'12p-1 i, 12p

Let F(Pm) be a outer normal vector field on P™ in S(Pm). Then the
Gauss-Bonnet formula for Riemannian polyhedra P® (m = 2p) in
Riemannian manifolds is given by ([ 1] and [ 2])

(1 me v - Jy(Pm)a*w - Japm Jr(apm)¢ - X' (P™)

where I'(3P™) denotes the outer angle at an arbitrary point x of

m-r-1

oP™ which is a spherical cell on the unit sphere S in the

normal linear manifold to P; at x.

3. CONVEX POLYTOPES IN RIEMANNIAN MANIFOLDS OF CONSTANT
CURVATURE K{#0).

Let P™ be a convex polytope in a Riemannian manifold M® of con-
stant sectional curvature K(#0). We shall consider P™ as a convex
polytope in a totally geodesic submanifold N® of M®, The curvature
form Q@ = (n?) in the principal bundle O(N™) satisfies

né - K6l Al

where 0 = (ﬂi) is the canonical form in O(Nm).
Consequently,
P i i,,.
J \If=__(:i)_J y €, ) fz.l/\.../\niz"l=
p" ZZPWP p! v(p™) 11"'12p 12 2p
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(-nP P m
= —=20 [ (2p)!'] KP v(P™).
ZZPWP p! P

Since P™ is convex, X'(P™) = 1. Hence (1) becomes

o o e
™ ap™ Jr(ap™)

Let aP™ = U V] Pz. Then we have

m-1

Japm Jr(apm) 2=l Z J T J 0 ®
u r=0 Pu P(Pu)

Since P: are totally geodesic in N™, we may choose a suitable

frame {e),...,e } on a coordinate neighborhood U in P: such that
{el,...,er,er+1,...,em} is a frame for N® and the Christoffel
symbol

1o, =0 1<a, g<r, r+1 <6 <m. (see [3]).

We remark that under the spherical map n from P(Pi) to Sﬁ_r_l

n*(do) = w;;l Ao A w%g—l , where do is the surface area ele-

ment of Sﬁ—r_l

It is not difficult to see that

2) J J g - LD} L J J ® =
r r P oy PHA, r ry A
P F(Pu) g 1.3...(2p-2a=-1)2F "1 P r(Pu)

.t 1
7P 1.3...(2p-2x-1)2PTAy1

[(27)! (zp-21-1):1K‘V(Pﬁ‘)r(p§‘)

when r = 2), otherwise

j . J r ® = 0.
Pu I'(Pu)

Consequently, we get from (1) and (2) the following

-1\P
LD° (2p) kP v(P2P) + 1 =

ZZPWP P!
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- pil (-n* (20) ! (2p-2a-1)! K
r=0 =P 1.3...(2p-22-1)2P"* 1

) V(Pﬁx) r(Pj*).
"

Thus, we can express the volume V(PZP) in terms of outer angles

of P2P and Pﬁx, for » = 0,...,p-1. This will be achieved induc-

tively. When p = 1, we get the usual Gauss formula for geodesic
polygons.

REFERENCES

[1] C. ALLENDOERFER and A. WEIL, The Gauss-Bonnet theonem fon
Riemannian polLyhedra, Trans. Amer. Math. Soc., 53, 101-129
(1943).

[2] S. CHERN, On the Curvatura Integra in a Riemannian Manifold,
Ann. Math., 46 (4), 674-684 (1945).

[3] S. HELGASON, Differential Geometry and Symmetric Spaces,
Academic Press, New York, (1962).

University of Florida
E.E.U.U.

Recibido en febrero de 1971.



Revista de la
Unidén Matemitica Argentina
Volumen 26, 1972.

ALGEBRAS DE OPERADORES TRANSITIVAS QUE CONTIENEN
UNA SUBALGEBRA DE MULTIPLICIDAD ESTRICTA FINITA

por Domingo A. Herrero

Dedicado a la memoria de mis viejos.

1. INTRODUCCION. E1 problema de la existencia de subespacios in-
variantes para operadores en un espacio de Banach, en su forma mis
general, se plantea en los siguientes términos:

'""Sea X un espacio de Banach sobre el cuerpo € de los niimeros com-
plejos, sea £(X) el dlgebra de todos los operadores de X y sea A
una subdlgebra transitiva; es decir, no existe ningin subespacio‘
M((0) # M # X) que sea invariante bajo todos los operadores de A.

(Se puede deducir de aqui que A = £(X), o existen subdlgebras tran-
sitivas propiamente contenidas en L£(X) 7.

Si la respuesta a la anterior cuestidén es negativa, ;qué condi-
ciones adicionales sobre A implican que A = £(X) 7.

NOTA. Aqui, y en todo lo que sigue, X es un espacio de Banach so-
bre € de dimensidn mayor que uno; dlgebra significa subdlgebra
fuertemente cerrada de £(X), que contiene al operador identidad I;
operador y subespacio deben entenderse como aplicacidn lineal y

continua (de X en X) y variedad lineal cerrada, respectivamente.

A la fecha s6lo se conocen respuestas parciales para la segunda
cuestidén, pero no hay contraejemplos para la primera. La litera-
tura sobre el tema es amplia y el lector interesado encontrari a-
bundante material en los articulos del volumen 20, ndmero 10
(Abril/1971) de "Indiana University Mathematics Journal", y en los
articulos alli citados.

Entre otras respuestas parciales, se tiene la siguiente (ver [6,
teor.(2.4.6)1 y [1,81]1).

TEOREMA 1. Sea A un dlgebra transitiva que satisface la condicién
(mds fuerte que "transitividad"):
(1) WNo existe ninguna variedad lineal de X que sea in-

variante bajo A, excepto las triviales (0) y X.
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Entonces A = £(X).

Ahora bien, si A es transitiva y M # (0) es una variedad lineal
invariante bajo A, entonces M = clausura (M) es un subespacio in-
variante. Dado que A es transitiva, M = X y tenemos asi que la con-
dicién (1) puede ser reemplazada por

(1') No existe ninguna variedad lineal densa invariante
bajo A y distinta de X.

El principal resultado de esta nota (Zema 1, mds abajo) dice que
ciertas hipdtesis algebraicas sobre un dlgebra B implican (1'), y
de este resultado se deduce una interesante generalizacién del
teor. 1.

La definicidén de '"multiplicidad de un operador' dada en [7] sugiere
la siguiente: si R es un subconjunto de X y A es un 4lgebra, indi-
caremos con A(R) a la variedad lineal generada por

{Ax: A € A, x € R}.

DEFINICION. & (A)

multiplicidad estricta de A =
inf. {eardinal (R): A(R) = X}.

2. EL RESULTADO PRINCIPAL.

TEOREMA 2. Sea A un dlgebra transitiva, y supongamos que A D B,
donde B es cualquier subdlgebra de £(X) tal que K(B) < o=,
Entonces A = L£L(X).

NOTA. Este teorema generaliza en varios sentidos un resultado de
Alan Lambert ([ 5, teor.4.5]), a quien estamos sumamente agrade-

cidos por haber llamado nuestra atencidn sobre las '"dlgebras es-
trictamente ciclicas" (#(A) = 1, en nuestra notacién).

De acuerdo a las observaciones hechas en la primera seccidn, para
demostrar el teor.2 basta probar que la dnica variedad lineal den-
sa e invariante bajo A es X; pero esto se deduce en forma inmedia-
ta del siguiente resultado:

LEMA 1. Sea B C £(X) un dlgebra tal que, para cierto subconjunto
finito {xl,...,xn} de X, satisface

(2) B({Xy,...5x 1) = X,
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y sea M una variedad lineal densa e invariante bajo B .

Entonces M = X,

Demostracidn: Sea B[n]= {(Bl,...,Bn): Bj € B, 1 <j <n}.
B[ n]

es una dlgebra de Banach con unidad E = (I,...,I) y norma
s ,...,B )H[n] = mix. {HBjH: 1 < j < n} (las operaciones se de-

finen, obviamente, 'coordenada a coordenada').
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

gl ] S X

Bl™ /ndc s
donde S(Bl,...,Bn) = lel + .. F ann es una aplicacidn lineal,
continua y (de acuerdo a (2)) sobre; ™ es la proyeccién candnica

sobre el cociente (B[n]es un médulo a izquierda sobre B y nlc S =

nicleo de S, es un submédulo cerrado a izquierda de B[n]) y

2]

es la aplicacién cociente, que satisface S = § o . Estd claro

que (ver, p.ej., [3, pdg.57]) si comnsideramos B[n]/nﬁc S con la
"norma cociente', entonces S es un isomorfismo de espacios de
Banach y 7 es una aplicacidn abierta. Asi, si y e Xy Hxl -yl <

<IIs ‘lﬂ_l, podemos encontrar operadores A;,...,A en B tales que
y = A x, + ... + Anxn, y

max. (1T - AJIHAGN, § =2,3,...,n) < IS “Lias Tho=a
(aqui estamos utilizando en forma explicita el hecho de que

x, = $(I1,0,...,0) ). Entonces

-1

-1
ATV =11 - (I -ADI7 =] (I-A)

pertenece a B e

PSS -1
y' = A1 y = x; ¢+ A1

Dado que la variedad lineal M es densa e invariante bajo B, el

-1
A2x2 ool F A1 Anxn'

razonamiento anterior nos permite encontrar vectores y,,...,y €M

tales que

y. = A .x, + + X

vee F . X, ..+ A
3 1571 A(J‘l)JXJ'l

.t - X, + .. .X
j A(J+1)J j+1 nj n
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donde los operadores Aij € B satisfacen la desigualdad

n -2n!
A, Il < (2n1)72%°
i,j=1;i#] :

Por lo tanto, para j = 2,3,...,n, (I - Alj)_1 EB e

-1 1

yi= (T - A (yy = Apgyy) =0+ (1 - Alj)' (Ayy = ApsAg)x, +
et (- AT A Gyg ARGy D%t Xt
T AT Ry T ARG et
+* (I - Alj)-l(Anj T A A%,

pertenece a M.

Por induccidn se demuestra que X, € M y mediante una repeticién

n

formal del mismo argumento,que Xy

S GAM. De aqui y (2) se
deduce que M = X,

q.e.d.

3. ALGEBRAS DE MULTIPLICIDAD ESTRICTA FINITA.

DEFINICION. Se dice que una aplicacidn lineal T:D(T) — X (donde
D(T) = dominio de T es una variedad lineal de X) commuta con un
subconjunto W C £(X) sZ, para todo L € W y para todo x € D(T),
vale que

LD(T) € D(T) , TLx = LTx.

PROPOSICION 2. Sea B como en el lema 1 y sea T una aplicacidn 1li-
neal densamente definida que conmmuta con B.

Entonces:

i)D(T) =X y TelX).
ii) S% el rango de T es denso, entonces ran T = X.

iii)8Z T no es invertible, ni cero, entonces al menos uno de
los subespacios

(3) M=mndcT , N =claus.(ran T)

es no trivial.
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Demostracidén: Observemos que D(T), nc T y ran T, asi como sus res
pectivas clausuras, son variedades lineales invariantes bajo B.Por
lo tanto, ii) y la primera parte de i) son corolarios inmediatos
del lema 1; en particular, tenemos que X seeesX € D(T).

Sean Rij s 1, = 1,...,n , operadores de B tales que

Tx, = R Xp ot e ¥ anxn s J = 1,...,n,

Siy = Alx1 oL, t Anxn (Al,...,An € B) es un elemento cualquiera

de D(T)

X, entonces

(4) Ty = T(Alx1 + ..+ Anxn) = AlTxl + ...t AnTxn =

n
-~
o~

AR Y x, +...+ {] AR 1} x
k=1 klk 1 k=1 n

Sea z € X un elemento tal que lly - zl < e ., Utilizando los mismos
argumentos que en la demostracidén del lema 1, podemos encontrar
operadores Bl""’Bn € B tales que

z = B.x, + ... + ann,
lA, - B <elS M, 3 =1,...,n.
J J
De aqui, y (4), se sigue que
— -1 n n
ITy - Tzll < e IS (E9) HRin}{Z ijM} ’
i j=

sj=1 J_]-

de donde, finalmente, obtenemos que T es continua, es decir,
Te L(X).

iii) Observemos que T # 0 implica que N # (0) y M # X. Ahora bien,
si N = X , entonces (por lema 1) ran T = X y T es sobre; si, ade-
mds, M = (0) , ‘entonces T es también 1-1 y por lo tanto invertible,
lo cual contradice nuestra hipétesis. Por lo tanto, o bien

M # (0), o bien N # X.

En [2] y [8] se ha introducido la siguiente

DEFINICION. Un subespacio M C X se dice ultrainvariante para
TeL(X) e LM CM , para todo L € £(X) que conmuta con T.

Observemos que, para todo z € L , Ty (T - zI) tienen los mismos
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subespacios ultrainvariantes y, para todo T € £(X), los subespa-
cios M y N de (3) son ultrainvariantes para T (ver [2;4, § 5]).
Entonces, de la prop.2,iii) obt¥nemos

COROLARIO 3. 52 T € £(X) no es un miltiplo de 1 y conmuta con al-
gin dlgebra B tal que w(B) < =, entonces T tiene un subespacio

ultrainvariante no trivial.

Demostracién: Sea z € @ cualquier elemento del espectro de T. En-
tonces (T - zI) es no invertible, distinto de cero y conmuta con
B. El resultado se sigue de la prop.2,iii) y de las observaciones
anteriores,

q.e.d.

4, ALGEBRAS DE CODIMENSION FINITA.
Otro corolario elemental del teorema 1 es el siguiente

TEOREMA 3. S7 el espacio de Banach X tiene dimensidn infinita,
entonces toda subdlgebra propia L£(X) de L£L(X) tiene codimensidn
infinita en £(X).

Demostracidn: Sea A una subdlgebra de L(X) tal que
(4) dim £(X)/A = n <o
y sea M # {0} un subespacio invariante de A.

Es evidente, por (4), que la codimensién de cualquier variedad
lineal invariante bajo A debe ser menor o igual que n. Por lo tan:
to u(A) <n+ 1 y dim X/M < n. Por consiguiente, M admite un
subespacio complementario R (dim R < n) y todo operador T en X =
=M ® R puede escribirse como la matriz

T11 T12

TZl T22

donde T yM—M, T R—>M, TZl:M — R vy TZZ:R — R son

12
aplicaciones lineales y continuas.
Ahora bien, la invariancia de M implica que T21 = 0, para todo

T € A . Por otra parte, si R contiene un vector X, # 0, a cada
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funcional lineal y continua f sobre M le podemos hacer correspon-
der la aplicacién lineal y continua T(f):M — R definida por
T(f)x = f(x)x0 ; asi, si M* es el dual topolégico de M, se tiene
que

0 0

L(X) DA e ; £ e M*

’

T(£) 0

y por lo tanto

dim £(X)/A > dim M* = oo

H

contradiciendo nuestra hipétesis. En consecuencia, A debe ser un
dlgebra transitiva; dado que, ademds, A tiene multiplicidad es-

tricta finita, se deduce del teorema I que A = L£(X),

q.e.d.

NOTA. Después de haber completado este trabajo, el autor recibiéd
el articulo mimeografiado "Strictly cyclic operator algebras", de
Mary R. Embry. En dicho articulo, la autora demuestra los mismos
resultados aqui incluidos (excepto el lema 1 y el teorema 3) par-
tiendo de la hipétesis ligeramente mds restrictiva w(B) = 1, en
lugar de uw(B) < , y una linea de razonamiento similar a la uti-
lizada en [5], razén por la cual sus demostraciones son esencial-
mente distintas a las dadas en el presente trabajo.
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A NOTE ON THE MAXIMALITY OF THE IDEAL
OF COMPACT OPERATORS

by H. Porta

Let A,B be rings, and £ and A-B-bimodule, i.e., £ is a left A-mod-
ule and a right B-module and moreover s(tu) = (st)u for s € A,

t € L and u € B. A subset C C £ is a sub-bimodule if it is an additi-
ve subgroup and satisfies sku € C whenever k € C and s € A, u € B.
If E,F are Banach spaces, we shall denote the space of bounded
linear operators T:E - F by L(E,F) (and by £(E) when E = F).
Consider the following situation: A = £(2Y, B = £,

L = £(LP, &Y, where £%, 1 < r < +o denotes the (real or complex)
Banach space of numerical r-summable sequences.

The bimodule structure is defined by composition

eP U, pp L, pa S, 4a (we will use capital letters for operators).
It is clear that the set of compact operators C = C(ZP, Zq) is a
sub-bimodule of £ . We aim to make a few remarks on the following
results:

a) if 1 <q <p <+%2, then C = £;

b) 2f 1 <p = q <+, then C Zs a maximal sub-bimodule
( = two sided ideal) of L;

c) 2f 1 <p < q <+, then all sub-bimodules S C L satis-

fying C C S contain necessarily the identity operator

J: gP — 29,
The statements a) and b) are known; a) goes back to Pitt [3] and
is in fact a particular case of Th. A2 in [4], b) coincides with
Th. 5.1 in [ 1] and c) seems to be new.
Our goal here is to observe that a modification of known proofs
of b) actually yield c) of which b) is a particular case, and that
a) is a corollary of b). This last remark would shorten the proof
of Th. A2 in [4] and mildly confirms our suspicion that proving
c) first has some methodological advantages. We believe (but have
been unable to prove) the following:

CONJECTURE: <f 1 < p < q < +%, then C 78 a maximal sub-bimodule,
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from which c¢) follows trivially.

The proof of c) above is obtained by restating meanderingly the
ingredients of the proofs of Lemma 5.1 in [1] and Lemmas 1 and 2
in [ 2] . We denote by ||x||S the s-norm of x = (xl,xz,...), i.e.,

= n s\l/s
"x”s = ( §=1|xj| )

LEMMA. Let 1 <s <+, ¢ >0, n=1,2,..., x* €£5, k = 1,2,...

k

and suppose that x — 0 weakly and inf {"kaS; k=1,2,...} =

=8 > 0. Then there exists an increasing sequence of positive in-

tegers n, < n, < ... and elements z* € L%, k = 1,2,... such that:

oy k
i) Ix ™ -z I|S < &g, for k=1,2,...;

k
Z

ii) the operator T1 € L£(L°%) determined by Tlek = _E_Ei—
z
8

(where ek is the kth unit veetor (0,0,...,1,0,...)
in £%) Zs an isometry and the image E = TI(ZS) of T1

18 a complemented subspace of A

Proof. Define e; = min(sn, 8). For x = (xj) j:1 € £% and n a

1
2
P

positive integer denote by oX the sequence (xl,x ...,xn,0,0,...).

2’
Al
Let now n, be large enough for Ix! - P x1HS< e, to be true and
1

define z1 = Pn xl.

1
Since x™ — 0 weakly (i.e., coordinate wise) there is an integer

2 1 , "2 "2

n, such that IP_ x "l <3 e} . Choose N such that IIx - P.x 7l <

n, s 2 "2 N s
n n n
<l er and define 22 =P x 2 - P_ x 2. Clearly IIx 2. <
2 2 N n, s
"2 ) )
Slx ® - Pex 7+ P x 7l < €) . The procedure can be iterated

1

n

in such a way that lIx k

- zkHS< Eﬁ and the vectors zX have disjoint
support, i.e., for each n there is at most one k with ZE # 0.

n

n
Since we also have | zklls> Il x k||S - lix k- zkl|s >5 - 38 =

= % 6 >0, (i) and (ii) follow from Lemma 1 in [ 2].
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Proof of e). Let p* be the conjugate of p defined by p* = p/(p - 1).
First observe that if T € £(£P, 2%9), 1 <p,q <+ ° , and

) HTekHE* <+ o , then T is compact.
This is obvious because if P € L(£P) is the projector on the first

n coordinates defined above, then for x € £P we have [ (T - TPn)xHq=

= I(T - TP)) zk= X Hq =1} kaequ 9 Ix, | ||Tek||q <

1k k>n k>n

o

SO Ixl® 1P I
>n

o

p* l/p* < p* l/p*
"Tek"q ) < Hx"p ) "Tek"q )

an k>n

and therefore TPn — T in the operator norm.

Assume now that S is a sub-bimodule of £ = £(£P, 29), 1 <p <
< q < + o such that C € S and C # S, or equivalently, such that
all compact operators belong to S and there is a non-compact

T' € S. This means that for some 'sequence xl,xz,... weakly con-

vergent to 0 in £P, we have IIT'xnIIq = 51 > 0 for some leand all

n=1,2,...; then also Hanp =8 >0 for some § and all

n=1,2,... . For € > 0, choose a sequence En > 0 such that

) eﬁ* = ¢P* and 1let n, < n, < ... and zl, zz,... be as in the

lemma above, corresponding to these €, It is clear that % 5§ <

< szHp < A for some A and all k and therefore the operator T,

in the lemma can be modified by an invertible diagonal operator

D € £(£P) in such a way that §, =T,D: 2P —» ¢P satisfies Slek=
k

=z for all k = 1,2,... . Consider now, for Rl,kz,...,kn arbi-

trary scalars, the estimate

n n. n n. PR n .
Iy Axdn_ <ty a@d-zZhr+ny a2 <
j=11 P j=1 3 P j=1 3 P
n n. . n .
<TOIglxd - gd e gy 2 <
j=1 j=1
n n i

< A.| €.+ IS Al <
Zj=1|J| ;¢ 1<Zj=lJ i, <

. n . n n <
<13 aedio (3 eHYP*ugys (7 aeh <
1

i=1 J P j=1 ] j=1 J P
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n . n .
<el el + s A.ed .
zj=l j P 1( zj=l Je )"p

This clearly shows that there is a well defined bounded operator

n
S:4P —» ¢P satisfying SeX = x © for k = 1,2,... , and in fact

k ™ k
(s - S;)e Hp = lIx -z Hp < €.+ Let now T" = T'S € S. Setting

k n

y = T"ek = Tx k

€ 29 we have Hykﬂq >8>0 for k = 1,2,... and

since e¥ — 0 weakly we also have yk — 0 weakly in 2%, Hence
m
the lemma above applies again: let {y k} be a sub-sequence of {yk}

k ™ k k k
and {w"} satisfy ly * - w "q < €" with {w"} equivalent to the u-

. . m
nit basis of £9, If S' ¢ L£(£P) is defined by S'ek =e K we obvi-

m
ously have T = T"S' € S and TeX = y k. Let us denote by U e £(x%)

the operator (corresponding to T1 in the lemma) determined by

k k
Ue” =w and by J:£P — £9 the identity map. We have

k "q = 1wk - Tek “q <e sothat UJ -Te€L is com

pact by the first part of this proof. Therefore UJ = (UJ - T) +

I u Jek - Te

+ T € §. But the subspace generated by {wk} being complemented in
29 (see lemma) and isomorphic to 29, there is a U' € £(£Y) such

that U' U € £(29) is the identity operator. Then J = (U' U) J =
= U'(U J) € S, as claimed.

Proof of a). First let us observe that b) implies that every oper
ator W € £(£9) of the form W = WoW,, W, € L(eP,e%y, W, € £(2%,2P)
for some p # q, must necessarily be compact. In fact, the family

M of such operators is a two sided ideal in £(£%) wich contains
all operators of finite rank. Thus, the closure of M contains

C(£%)., But the closure of M is different from £(£9) because the
identity in £(£9) is at distance one from any proper ideal such
as M, But C being maximal by b), it follows that MC closure M = C.
Assume now that 1 < q<p <+ = and T € £(£P,29) is not compact.
Then there is a sequence {x"} in £P such that x" — 0 weakly and
"Txn"q >8 >0 for some 8. It follows that “xnﬂp =>8' >0 also

for an appropiate 8'. Now we apply the lemma again to produce a
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sequence {zk} in £P such that: i) there is an operator T1 e L?)
o k_  k O Tk kK >
satisfying Te" = z" and ii) z is near x ~, so that also [Tz Hq =

=8/2 for all k = 1,2,... . Consider now the operator W = W W,
where W1 = T and W2 = TIJ for J:£9 — 2P the identity. From the

first remark, W must be compact, and in particular IIWekIIq — 0.

But this contradicts wek = TTlJek = TTlek = 1K —/+ 0. Then T is

compact, and the proof of a) is complete.
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SOBRE UNA TEORIA DE PROBABILIDAD FUNCIONAL

Por Osvaldo Borghi

SUMARIO. Sobre la base de la idea introducida por Zadeh en [8] de
los conjuntos difusos, es nuestro objetivo en este trabajo cons-
truir los fundamentos o bases de una teoria de probabilidad defi-
nida sobre estructuras convenientes, formadas por conjuntos di-
fusos y que llamaremos o-dlgebras difusas (o-reticulados pseudo-
complementados). Esta teoria debe coincidir, en el caso de con-
juntos habituales, con la teoria de probabilidad conocida.

Se comienza con la definicién de la probabilidad funcional sobre
los elementos de un 4dlgebra difusa y se obtiene una serie de pro-
piedades para ella.

Establecido luego el concepto del "espacio de probabilidad funcio-
nal'", se procede a su completacidén y se demuestra la unicidad de
la misma.

Se concluye con el "Teorema de Extensién'" que afirma la posibili-
dad de prolongar de manera finica cualquier probabilidad funcional
definida sobre un dlgebra difusa dada, a otra nueva probabilidad
funcional que esté definida a lo largo de la c-4lgebra difusa ge-
nerada por el dlgebra difusa de partida.

1. Sea X un conjunto arbitrario de puntos x que nos sirve de
"base'" para "extraer'" de él, o definir, sobre €1, los conjuntos
difusos segln Zadeh [8].

Si consideramos un "conjunto difuso'" A queremos decir con eso que
existe una funcién

fir X ——— [0,1] m

con la propiedad de que para cada punto x € X define su '"grado de
pertenencia fA(x)" al conjunto difuso A, Obsérvese bien que de
esta manera todos los puntos x del conjunto bdsico X "pertenecen"
en mayor o menor grado al conjunto difuso A, definido analitica-
mente por (1). Asi que no es errbéneo identificar directamente

el "conjunto difuso A" con su funcién de pertenencia f,, tenien-
do asi a nuestra disposicidn dos lenguajes: el uno mids geométrico
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y visual (pero menos adecuado por las caracteristicas de los difu-
sos), y el otro bien abstracto analitico, pero que refleja inequi-
vocamente las propiedades que deducimos (y vinculamos) con nuestro
concepto del "conjunto difuso'" creado por primera vez por Zadeh [ 8]

Definimos luego las operaciones difusistas de unidén (U), inter-
seceidén (N) y pseudo-complementacidn (C) por las relaciones (defi-
nitorias) siguientes. Sean A y B dos difusos con sus respectivas
funciones de pertenencia fA y fB’ Entonces

Unién: A U B por la exigencia fAuB = max [fA,fB] (2)
Interseccidn: A N B por £, n = min [£,,fg] (3)
Pseudo-complementacién: CA por fepa=1- fa 4)

Mas generalmente, si (A,)

i)ier €S una familia arbitraria de conjun-

tos difusos definimos la unién y la interseccién de dicha familia

por las expresiones:

fon = sup £, (2a) H an' = inf fA' (3a)
I1 I i Il I i

Una clase B de conjuntos difusos recibe el nombre de "o-dlgebra
difusa' si es cerrada para la uni6én numerable y la pseudo-comple-
mentacidn. Si es cerrada para uniones finitas y pseudo-complemen-
tacién se la denomina "dlgebra difusa'.

Decimos que el difuso A estd contenido en otro difuso B si
fA(x) < fB(x) ¥x €X , y lo escribiremos A C B. (5)
Mencionamos ademds las relaciones

C(UA.) = n CA. y C(n A,) = UCA, (6)
1 ¥t 1 ¥ o 7

que fdcilmente pueden ser verificadas para un I arbitrario.

2. DEFINICION Y PROPIEDADES DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.

a) DEFINICION.Llamaremos probabilidad funcional a toda aplicacidn
sobre el dlgebra difusa B

P: B — [0,1] tal que :

D1) P(X) =1
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DZ) P es fuertemente aditiva, es decir, para todo par B1,B2 € B

se cumple P(B1u BZ) + P(B1 N BZ) = P(B1) + P(Bz)

D3) Para todo B € B: P(B) + P(CB) = 1

D4) Dadas dos sucesiones en B, tales que

A CA,C...CA C... y B/ DB,D...DB D... y

U An onNn Bk , entonces 1lim % P(An) > 1im { P(B

)
n k k

COROLARIOS DE D4.
a) Si Bn { B (en B), entonces P(Bn) { P(B) con n - «, donde

Bn ! B indica convergencia puntual decreciente.

b) Si Bn t+ B (en B), entonces P(Bn) * P(B) con n - , donde

Bn * B indica convergencia puntual creciente.
c) Si A O B, entonces P(A) = P(B).

PROPIEDADES DE P.
a) P(¢) =0
b) Si B;,B, € B luego P(B,-B;) > P(B,) - P(B,).

c) P es aditiva, es decir: Si B1 N B2 = § entonces

P(B, U B,) = P(B)) + P(B)).

2)

1
—_

d) Para todo B € B se cumple que P(B U CB) + P(B n CB)
e) Si Bn { B (en B), entonces P(Bn - B) { P(B - B) con n — o,

donde Bn - B Bn N CB. Tamb}én

a
B { ¢ implica P(B ) + 0 ; B t X implica P(B ) 1

Bt B (en B) implica P(B - B) ¢ P(B - B).
f) Para toda familia numerable (Ai,iEI) en B, tal que

UA; € B, se tiene P(UA,) <) P(A.).
1t 1t I t

g) Sean (Am, m= 1)1ty (Bn, n = 1)t en B tal que E A, C : B>

entonces 1im * P(Am) < 1im ¢ P(Bn).
m n

Su demostracidén es sencilla.
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h) P es o-aditiva. Su demostracidn es la conocida en teoria de me-
dida.

i) Ejemplo de una probabilidad funcional.
Sea (X,A,p) un espacio de probabilidad en el sentido habitual,

y sea A = {f:X > [0,1] tal que f sea A-medible}.

-

Si ponemos P(f) = J f dp, entonces P es un ejemplo de una pro-
X

babilidad funcional sobre la o-dlgebra difusa A.

3. ESPACIOS DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.

a. DEFINICION. Es todo conjunto ordinario X en donde se ha distin-

gutdo una o-dlgebra difusa A en [0,1]x = Pp(X) y se ha definido

una probabilidad funcional P sobre ella.

Lo notaremos: (X,A,P).

b. PROPOSICION. Para toda sucesion (An, n=1) en A, se cumple
P < 140 7 < 1% < - .

P(11mn1nf An) < 11mn1nf P(An) 11mnsup P(An) < P(llmnsup An)

Demostracién. Es formalmente igual a la habitual en teoria de me-
dida.

L. COMPLETACION DE UN ESPACIO DE PROBABILIDAD FUNCIONAL.
Sea (X,A,P) un espacio de probabilidad funcional arbitrario.

a. DEFINICION. Un conjunto difuso N C X se dice P-despreciable st
existe A € A tal que NC A y P(A) = 0.

b. COROLARIOS DE LA DEFINICION.
i) 82 NCM y M es P-despreciable, entonces N es P-despreciable.
ii) 872 P(A) = 0, entonces A es P-despreciable.
iii) Sea (Ni,i € 1) una familia numerable de conjuntos difusos

P-despreciables. Entonces U Ni es P-despreciable.
I
iv) Toda interseccidn numerable de conjuntos difusos que tenga,

al menos, un intersecando P-despreciable, es P-despreciable.



94

c. DEFINICION. Un espacio de probabilidad funcional se dice comple-
to 8i todo conjunto difuso P-despreciable del espacio es elemento

de su o-dlgebra difusa A.
Definamos, a continuacién, la clase

() A = {AcCX:13 Aj,A, € A tal que AJCA CA, y P(A)) = P(A}.

d. LEMA. A es una o-dlgebra difusa que contiene A.

Demostracion. Sea A € A. Entonces, por definicién, existen A1 € A,
A2 € A tal que Alc AC A2 y P(Al) = P(AZ). Esto implica que

CAy, DCADCA, y 1 - P(A) =1 - P(A,), es decir existen

CA CA2 € A tal que CAZC CA C CA1 y P(CAZ) = P(CAI), esto es

19
CA € A.
Sean A,B € A. Luego existen Al’Az’Bl’Bz € A tal que

AjCACA,; BICBCB, y P(A]) =P(A,)) ; P(B;) = P(B,) .

2;
Por ello A1U B1C AUBC A2U B2 5 Alﬁ B1C ANBC Azﬂ B2
y P(A{U B)) = P(A]) + P(B;) - P(A)N B) >P(A,) + P(B,) -
- P(Azn B2) = P(A2U B2), esto es P(Alu Bl) = P(AZU B2), lo que

implica que A U B € A.

Andlogamente, A N B € A.

De lo anterior se deduce que A es un 4dlgebra difusa. Ademds, que
A C A es trivial.

Nos falta ver que A es una clase mondtona difusa.

Sea (An, n & 1) creciente en A. Entonces, para cada n existen

1

2 1 2 1y _ 2
An’ An € A tal que AnC AnC An y P(An) = P(An).

Pero, para todo n: U Ai cu Ai cuA? 10 que implica
i<n i<n i<n .

P( U Ai) =P(uU Ai), para cada n.
i<n i<n

Tomando 1limite: 1im * P( U A%) = 1im * P( U A%)
n i<n 1 n i<n 1
es decir P( U Ai) =P(uU Ai), lo que significa U Ane A.
n n n

La demostracién es similar para (An, n > 1) decreciente en A.

e. DEFINICION. Sea la siguiente aplicacién P: A — [0,1] tal
que P(A) = P(A)).
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Veamos previamente que P estd bien definida.

Sea A = B en A, entonces existen Al’Az’Bl’Bz € A tal que
A\CACA, ; BCBCB, ; P(A) =P(A) ; P(B)) = P(B,).
Dado que A1C A =BC Bz, por ello P(Al) < P(Bz) = P(Bl)‘

Como Blc B=AC A2, se obtiene P(Bl) < P(AZ) = P(Al), es decir,

P(A)) = P(B,).

£. LEMA. P es una probabilidad funcional sobre A , la cual es ex-—
tensgidn de P.

Demostracidn. Es trivial que P = P (sobre A).

Veamos ahora los axiomas de la definicidn de probabilidad funcional.

D) P(X) = P(X) =1

DZ) Sean A,B € A. Por definicidn existen Al’Az’Bl’BZ € A tal que

A/CACA, ; BCBCB, ; P(A)) = P(A,) ; P(B)) = P(B)).
Pero P(A U B) = P(A,UB) P(ANB) = P(A,N B))
P(A) = PA]) 5 P(B) = P(B,).

Por eso P(A UB) + P(AN B) = P(A) + P(B).

D3) Sea A € A, arbitrario.
Luego P(A) = P(A;) y P(CA) = P(CA;). Entonces P(A) + P(CA) = 1.
Dy) Sean (A, n>1) 1 ; (B, k=1) 4 ; f AD 2 B, (en ).

Por definicién, para todo n, existen Ai,Ai € A, tal que

1 2 1, _ 2, _ 3
ACACA y P(A) = P(AD) = P(A)
para todo k, existen B1 B2 € A, tal que Blc B.C B2 y
’ ko € qQue B, C PG By
P8y = P(8%) = P(B,)
k k k)
Por otra parte P( U Al) =P(uU AZ) =P(uUaA )
nn nn nn
P( N Bi) = P(NnBY) =P(nB.
k k k
Pero Alc u Al c A c A? implica P(al) = pP(ualy y
n i n n P S Yn . i

i<n i<n
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2 2 i, . 2, _ 2
Bk >N Bi D> Bk D> Bk implica P(Bk) = P(_n Bi)
i<k i<k

Entonces 1fm 4 P( U AY) = P(u A}) ; 1im 4 P( n B%) = P( n B2)
. i n . i k
n i<n n n i<k k

i . 1, _ Iy _ = . =
es decir 1im % P(An) =P(uU An) = P( U An) = 1im % P(An)
n n n n

y lim { P(Bi) = P( N Bi) =P(NB) = 1im ¢ B(B,)
k k k k

Pero NBlcNnBCUACuUA? y 1im4 P(nBY) <1imt P(uU A%);
k k n n . i . i
k k n n k i<k n i<n

esto es, 1lim { P(Bi) < 1im ?* P(Ai) ; es decir
k n

1im ¢ F(Bk) < 1im 1t P(A ).
k n n

g. DEFINICION. El espacio (X,A,P) es un espacio de probabilidad
funcional completado de (X,A,P), pues todo conjunto difuso P-des-
preciable es elemento de Z; y un difuso es P-despreciable si y so-

lo 81 es ﬁ?despreciable.

h. TEOREMA. P es la #nica probabilidad funecional sobre A, la cual
es extensidn de la probabilidad funcional P.

Demostracién. Sea P otra probabilidad funcional sobre A tal que,

para todo A € A tenga el valor F(A) = P(A).
Sea, ahora, B € A arbitrario. En consecuencia existen Bl,B2 € A

tal que B.C B CB, y P(B,) = P(B,) = P(B).
Entonces E(Bl) < ?(B) < §(B2); esto es P(Bl) < F(B) < P(Bz),

lo que en definitiva da E(B) = ?(B).

5. PROBABILIDAD FUNCIONAL EXTERIOR E INTERIOR.
Sea (X,A,P) un espacio de probabilidad funcional arbitrario.

a.DEFINICION. Llamaremos probabilidad funcional exterior a la
aplicacidn P*: PD(X) — [0,1]

A ——— inf P(B)
ACBEA
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Andlogamente, la probabilidad funcional interior es
Py: PD(X) — [0,1]

A —— sup P(B)
ADBe A

NOTA. P, y P* no son, en general, probabilidades funcionales.

b. PROPIEDADES.
1) Para todo B € A se cumple que P, (B) = P*¥(B) = P(B).
2) Para todo A € PD(X) vale que P, (A) < P*(A).
3) Para todo A € PD(X) se tiene P,(A) = 1 - P*(CA).

4) Para todo A € PD(X) se cumple que P*¥(A) = 1 - P,(CA).

c. LEMA. En las definiciones de Py y P* los extremos son alcan-

zados.

Demostracidn. Veamos el caso de P,. Para P* se procede en forma
andloga.
Sea D € PD(X), arbitrario. Entonces, para todo n = 1, existe

An € A tal que An CDy P,(D) > P(An) > P,(D) - 1/n.
Sea A = UA €A; AcCD. Dado que, para todo n > 1, vale que
n

A D An, entonces P(A) = P(An) > P,(D) - 1/n para cada n = 1.

Por ello P(A) = P,(D). Por la definicidén de P, se tiene

P(A) < P4(D)
En consecuencia existe A € A; ACD vy P(A) = P,(D).

d. NOTA. P* es sub-c-aditiva, es decir, si (D;, i € I) € P (X),

con I numerable, entonces P*( U Di) <] P*(Di)
I I

Demostracidn. Se aplica Lema c) y sub-aditividad de P.

e. LEMA. 52D = {D C X: P,(D) = P*(D)} entonces D = A.

Demostracién. Sea D € K, entonces existen Al,A2 € A tal que
A, CDCA, y P(A) =P(A,).

Pero A1 C D implica que P(Al) <P,(D) yDC A2 implica que



98

P(Az) = P*(D), es decir, P*(D) < P(Az) = P(Al) < P, (D).

Por eso P*(D) = P, (D).

Inversamente, sea D € D. Por lema c) existe Al Cc D, en A, tal que

P(Al) = P,(D) y existe A2 D D, en A, tal que P(AZ) P* (D), es de-

cir, D € A.

f. COROLARIO.

=
n

{D C X: P*¥(D) + P*(CD)

]
—_
-

]

{D C X: P¥(D) + P,(CD) = 1}.

1l

Demostracidén. Trivial.

g. COROLARIO. P, = P* = P (sobre A).

Demostracidn. Trivial.

h. PROPOSICION. Las probabilidades funcionales exterior e inte-
rior definidas a partir del espacio (X,A,P) coinciden, respec-—

tivamente, con las definidas a partir del espacio (X,K,E).

Demostracidén. Tomemos el caso de la probabilidad funcional exte-
terior. Tenemos que demostrar que para todo D C X, difuso, se
cumple P*(D) = P*(D).

Como se tiene A C A, entonces

{P(A): DCAEA} C{P(A"): D CA'€E A}.
Luego P*(D) = P*(D).
Inversamente, por lema c) existe A'D D; A'€ X, tal que
P*(D) = P(A").
Pero A'€ A implican que existen A',Aé € A tal que AiC A'C Aé y
P(A]) = P(A}) = P(A").
Entonces P* (D) = P(Aé) con Aé >D, Aée A.

Es decir P*(D) < P(A)) = P*(D).

6. TEOREMA DE EXTENSION DE UNA PROBABILIDAD FUNCIONAL.

El objetivo de este pardgrafo es demostrar un teorema de extensidn
de una probabilidad funcional P definida sobre un &dlgebra difusa

B, a la o-dlgebra difusa A generada por ella.

Sea, como antes, un conjunto ordinario cualquiera X. Sea dada un
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dlgebra difusa B de PD(X) y sobre ésta tengamos definida una

probabilidad funcional P.

a. LEMA. La clase de todas las uniones de familias numerables en
B es Zdéntica a la clase de todas las uniones de sucesiones cre-

cientes en B.

Demostracidn. Trivial.

b. DEFINICION. Sea la clase G = { U Bn: Bn €B,n=1,2,...Y D B.
n=1

§¢ G =UB_donde B_EBy B CB (n=1,2,...)

n+l
n

definimos w(G) = 1lim P(B )

n+e
Esta estd bien definida, en virtud de 2-g. Ademids cumple que, para
todo B € B, w(B) = P(B).

c. PROPOSICION. Las principales propiedades de la clase G y de la

aplicacidn ™ son las siguientes:

1) sz Gl,G2 € G, entonces GIU G2 €6 ; G,N G2 €EG y

1

W(GIU G2) + w(Gln GZ) = W(Gl) + W(Gz).
2) 5% G1 C Gz, en G, entonces W(Gl) < W(Gz).

3) Sea (Gn, n = 1) una sucesidn creciente en G tal que

1im 1 Gn = G. Entonces G € G y m(G) = 1im * W(Gn).
n n

4) G es la minima clase de PD(X) que contiene a B y que es cerra-

da para la interseccidén finita y la unidén numerable.

Demostracidn. 1) Sean G,,G, € G. Entonces existen sucesiones cre-
cientes (A, n=1)y (B, n=>1) en B tal que

G, =VUA y G,=UB
n n

Luego, G; U G, = : (AUB)EG y GNG, = : (ANB) €G.

Por otra parte, para cada n, se cumple:

P(A)) + P(B ) = P(AUB) +PANB).

Pasando al limite, con n > » se obtiene la relacidén buscada.

2) Si G1 C G2, entonces U An cu Bn. Pero, por 2-g
n n
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1im 1 P(An) < 1im t P(Bn).
n n

3) Sea GnT G, con Gn € G para todo n. Veamos que G € G.
Como Gn € G, entonces existe una sucesién creciente (Am ar M =1)
t]

en B tal que U Am
m

n = Gn, para cada n.
’

<m: =
Pero, para todo m y para todo n < m: Am,n c by U Am,n C Gm (&)

Luego, Gn cu D C G, para todo n. Es decir, G = U Dm y D € B,
m m

lo que nos dice que G € G.
Por otra parte, en (,): para todo m y para todo n < m vale que

P(Am’n) < P(Dm) < ﬂ(Gm).

Esto es, para todo n

1im P(Am’n) < lim P(Dm) < 1lim W(Gm),
m m m

es decir, para cada n: w(Gn) < lim P(Dm) < 1im W(Gm)
m m
y finalmente, 1im ﬂ(Gm) = 7 (G).
m
4) Sea G' la minima clase que contiene a B, bajo las condiciones
enunciadas. N
Por eso B C G' C G.
Pero G = U An € G implica que, para todo n, An € B. De lo que se
n

deduce que U An =GeG'.
n

d. LEMA. sZ G y CG € G, entonces w(G) + w(CG) = 1.
Demostracidén. Sea G = U An. Luego CG = N CAn.
n n

Pero CG € G implica que CG = U Bn creciente. Esto es, U Bn =N CAn.
n n n

Lo que significa, para todo n, que: Bn cuU Bn =N CAn C CAn ,
n n

es decir, P(Bn) < P(CAn) para todo n. Pasando al limite,

1im P(Bn) <1 - 1lim P(An). Lo que da n(CG) <1 - 7(G). Dado que

n n

: Bn D : CAn, por D4) m (CG) = 1im P(Bn) > 1im P(CAn) =1 - w(G)

y, en sintesis: #(G) + 7w (CG) = 1.
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e. DEFINICION. Introduzecamos,ahora,la siguiente aplicacidn:
mk PD(X) —F— [0,1]

D ———— inf = (G)
DCG € G

f. PROPOSICION. La funcidn m* goza de las siguientes propiedades:
1) #*(G) = 7 (G) para todo G € G, 0 < 7*(D) < 1 para todo D C X.
2) Para todo Dl’DZ € PD(X):

m*(D, U D,) + 7*(D; ND,) <7*(D;) + 1r*(D2).
3) S D1 C DZ’ en PD(X), entonces W*(Dl) < W*(DZ).

4) Sea una sucesidn creciente (Dn, n=1) en PD(X) tal que

1im 1t D = D, entonces 1im 1 W*(Dn) = w%(D).
n n

Demostracidén. Es formalmente similar a la que figura en la refe-

rencia [ 6].

g. LEMA. Para todo D € PD(X) se verifica que w*(D) + w*(CD) = 1.

Demostracidén. Sea D arbitrario. Entonces, por definicién:

7*(D) = inf 7 (G) y 7#*(CD) = inf w(G"')
DCGEG CpCG'E6

Dado ¢ > 0, existen G DD y G' D CD D CG tal que

7*(D) + w*(CD) = w(G) + w(G') - 2¢ *)
Pero m(G) + m(G') > 1. Puesto que si G =UA ~y G'=UB ,
n n
entonces CG = N CA_ C Cb cG'=UB_ |
n n

Luego, por D4): 1 - 7(G) = 1lim P(CAn) < lim P(Bn)
n n

esto es, 1 <7 (G) + m(G').

Finalmente, en (*): #*(D) + #*(CD) > 1.

A continuacidn construyamos la clase

D =1{De€e PD(X): 7*(D) + w#*%(CD) = 1}
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h. LEMA. D es una o-dlgebra difusa.

Demostracidén. Dado que 7% = m = P (sobre B) entonces ¢ y X € D,
Sea D € D. Entonces 7*(CD) + #*(CCD) = 1, es decir CD € D.

Sea (Dn, n > 1) una sucesién creciente en 7.

Por ello, para cada n: w*(Dn) + w*(CDn) = 1.

Luego, 1im w*(Dn) + 1im n*(CDn) =a*( U Dn) + 1im w*(CDn) = 1.
n n n n

. 1% = o ook -
De aqui: 1im w*(CDn) 1 m*( : Dn) < % (C : Dn) = % ( 2 CDn).

Dado que CDn on CDn, por ello se cumple que
n

w*(CDn) =7a%( N CDn), para todo n.
n

De aqui, se deduce que: lim ﬂ*(CDn) =7a*( N CDn), es decir
n n

1im w*(CDn) =7%( N CDn) lo que implica que U Dn e D.
n n n

Para toda sucesién (Dn, n > 1) decreciente en D la demostracién

es andloga.

Es nuestro propésito ahora demostrar que la clase D es cerrada

para unién e interseccidén finitas.

Sean D,,D, € D. Dado que
1r*(D1 U D2) + ¥ C(D1 U DZ) =1y 1r*(D1 N Dz) + 1r*C(D1 N D2) =1
entonces 7r*(D1 U D2) + 1r*C(D1 U Dz) + 1r*(D1 al DZ) + ﬂ*C(Dlﬂ D2)> 2.
Por otra parte,
m*(D; U D,) + 7*(Dy N D,) <7*(D)) + m*(D,)
y m*C(D; U D,) + 7*C(D; N D,) < m*(CD;) + m*(CD,) .
De aqui se obtiene que:
1r*(D1 U D2) + 1r*(D1 N DZ) + ﬂ*C(D1 U Dz) + ﬂ*C(D1 N Dz) <
< ﬂ*(Dl) + w*(CDl) + w*(DZ) + w*(CDZ) = 2.

De todo lo cual resulta:

% * * * =
m#(D, UD,) + m*C(D, UD,) + *(D; N D,) + 7*C(D; N D,) = 2
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es decir, D1 U D2 e y D, NnD, € D.

Por todo ello, D es un dlgebra difusa monbtona, lo que significa
que D es una o-ilgebra difusa.

i. COROLARIO. D D B y D D A, donde A es la o-dlgebra difusa gene-
rada por B.

Demostracién. Es inmediata.

j. LEMA. S NCD €Dy n*(D) = 0, entonces N € D.

Demostracidén. Es trivial.

k. LEMA. 7% ¢s fuertemente aditiva sobre D.
Demostracidn. Sean Dl,D2 € D, arbitrarios. Anteriormente
obtuvimos que:

* * * * =
T (D1 ) D2) + T C(D1 V) Dz) + T (D1 N Dz) + 7% (D; N D2)
= * * * *

T (Dl) +w (CDl) + T (Dz) + T (CDZ).

Ademds, siempre se cumple que:

%
1r*(D1 U Dz) + 1r*(D1 N D2) < w*(Dl) + T (DZ)
y #*C(D; U D,) + 7*C(D, N D,) <7*(CD,) + 7% (CD,)

Finalmente:

= *
m#(D; UD,) + 7*(D; N D,) = a*(D;) + 7*(D,).

1. LEMA. 7* eg una probabilidad funcional sobre D.
Demostraeidn.

D) #*(X) = P(X) = 1.

Dz) Por lema k.

D;) Por definicidn de la clase D.

| t t
D,) Sean Dpce¢b,c....CcD C....y D DDy >...0 D! >.., en?D
tal que U Dn on D;
n n

& * = *®
Dado que Dn ) : Dn, entonces lim T (Dn) m*( g Dn).

Ademds U D >N D! implica que #*( U D ) >7*( N DY),
n n n n
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es decir, 1lim w*(Dn) =7r*( N D;). *)
n n

Por otra parte N D) € D. Luego C n Dl =u CD; t en.
n n n

De aqui que 7*( U CD;) = 1im ﬂ*(CD;) =1 - 1im w*(D;).
n n n

Esto es lim ﬂ*(D;) =1 -a*( vy CD;) =a*( N D;).
n n n

Finalmente, en (*): 1im #*(D_) > 1lim #*(D').

n n n n
Ademds, en virtud de los Lemas j) y 1), podemos afirmar que w*
es una probabilidad funcional completa sobre D.

11. TEOREMA. Sea B un dlgebra difusa de PD(X) y sea dada una pro-
babilidad funcional P sobre ella. Entonces existe una uUnica ex—
tensidn a una probabilidad funcional P' sobre la o-dlgebra difusa

A generada por B.

Demostracidén. Hagamos notar previamente que 7#* = 7 = P (sobre B)
y que #* = 7 (sobre G).

Ademds, BCG CACDC PD(X). Consideremos la aplicacidn:

P': A —— [0,1]
A — s % (A)

Vimos que 7% es una probabilidad funcional sobre D. Esto implica
que P' es una probabilidad funcional sobre A. Por otra parte, es

evidente que es extensidn de P.
Resta por demostrar la unicidad de tal extensidén P'.

Supongamos que exista otra probabilidad funcional Q sobre A que
sea extensidn de P.

En virtud del tema central de la referencial9],1la clase mondtona
generada por un dlgebra de conjuntos difusos es idéntica a la
o-4lgebra difusa generada por dicha dlgebra. Este resultado permi-
te dar una demostracién de la unicidad de la extensién. En efec-
to, la clase de todos los conjuntos difusos A de la o-4lgebra ge-
nerada tales que Q(A) = P'(A) es una clase mondtona que contiene

a B. Por ello, P' es la dnica extensidén a una probabilidad fun-
cional de la probabilidad funcional P definida sobre B.

m. COROLARIO. P'#®* = 7%,

Demostracidén. En efecto, sea D € PD(X), arbitrario. Dado € > 0,
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existe A' DD, A' € A tal que P'(A') = n*(A') <P'*(D) + e.
Asimismo, existe G D A', G € G, tal que

T(G) <P'"(A') + ¢ <P'*#(D) + 2¢.

Pero G D A' D D implica 7*(D) < w(G). Por ello, 7% < P'%,

La otra desigualdad es trivial, puesto que G C A.

n. COROLARIO. El espacio de probabilidad funcional completo
(X,0,7%/D) es el completado del espacio (X,A,P').

Demostracidén. Por corolario anterior y el Lema 5-e se tiene

0 - AP,

Ademds, por Corolario 5-g y Teorema 4-h , unido con el Corola-

rio anterior, se tiene P' = w*/D,
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SOBRE TEOREMAS DE COMPARACION DE JUEGOS DIFERENCIALES

Vera W. de Spinadel

RESUMEN. Recientemente, A.N.V. Rao ha obtenido notables resulta-
dos referentes a la comparacién de juegos diferenciales. Para de-
mostrar sus teoremas, Rao utiliza el concepto de estrategia dado
por A. Friedman. La demostracién no subsiste si se pretende uti-
lizar estrategias cldsicas de R. Isaacs, tipo ''feedback". Sin em-
bargo, agregando condiciones adicionales similares a las de L.
Berkovitz, se mantiene la validez de las demostraciones.

1. INTRODUCCION. En una serie de trabajos, A.N.V. Rao [1] compa-
ra los valores de dos juegos diferenciales de duracién prefija-
da. Dicha comparacién es dGtil cuando se trata de aproximar un
juego diferencial mediante otro mds simple. En su tratamiento,
Rao utiliza el concepto de juego diferencial tal como lo define
Friedman [ 2], que se basa en el uso de transformaciones en espa-
cios funcionales para aproximar y en el limite definir las estra-
tegias.

Consideremos los siguientes dos juegos. El estado del primer jue-
go estd determinado por el sistema diferencial

X = £,0t,%,y,,2;) x(ty) = X, (1.1)

donde fl € C[[tO,T]x R™ x Y x Z, R"] (la notacién f € C[AI’AZ]

indica que f es una transformacién continua de A1 en Az), Yy 2
son subconjuntos compactos de RP y RY, respectivamente. La fun-
cidén "pago" asociada con (1.1) es una funcional real

T

PLou G0+ [ hGx(e)y ), ds (1.2)
o

donde u, es una funcional real sobre las trayectorias x(t) de

(1.1).

El estado u(t) del segundo juego estd determinado por el siste-
ma diferencial

u = f,(t,u,y,,z2,) u(ty) = u, (1.3)
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donde f, € C[[tO,T]x R®™ x Y x Z,R"]. La funcién "pago" asociada

con (1.3) es

T
Pyt u () ¢+ [ BGsuls)y,(90,5,60) @ (1.0
o]
Ambos juegos comienzan para t = ty Y terminan para t = T.

Las funciones medibles yl(t),zl(t),yz(t) y zz(t), definidas sobre

Y y Z, son las funciones 'control'. Los jugadores, que llamare-

mos por simplicidad, Yy, Y 2z, en el primer juego, actlian asi: Yy

trata de maximizar el pago P1 mientras que z

lo.

Diremos que x(t),

1 trata de minimizar-

Lo mismo para los jugadores Yo ¥ 2, del segundo juego.

(u(t)) es una solucién de (1.1) ((1.3)) si es

absolutamente continua y satisface a (1.1) ((1.3)) en casi todo

punto.
Sea C[to,T] el espacio de Banach
pleja en [to,T] con la norma del

ducto de n espacios C[to,T]. Sea

[C[to,T]n] que consiste de todas

Andlogamente se define Ut r con
E]

[o]

Supondremos ademds que valen las

(1.2):

(i) £, es continua en (t,x,yl,z1

(ii) para cada t € [tO,T], Yy, € Y, z

Ixl, IXI <R,

Ifl(t,x,yl,zl) - fl(t,f,yl,zl)l <k/®R) Ix -

de funciones de variable com-

supremo. Sea [C[tO,T]n] el pro-

X el subespacio de

t ,T
o
las trayectorias de (1.1).

respecto a (1.3).

siguientes hip6tesis para (1.1),

) € [ty,TIx R® x Y x Z;

L €L, X, XER

donde R es un nilimero real positivo y k1 una constante que

depende de R;

(iii) para cada t € [to,T], y; € Y, z

Ifl(t,x,yl,zl)l < kzlxl + k

(iv) w,
(o)

(x) es una funcional uniformemente continua en Xt

1ez,xeR“

3 (kz,k3 constantes)

o’T

y h(t,x,y;,z;) es continua en [t,,Tlx R™ x Y x Z.

Hipbtesis andlogas valen para (1.

)y (1.4).
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2. TEOREMAS DE RAO.

A. Friedman define el juego diferencial mediante una doble suce-
sién de aproximaciones discretas, denominadas '"juego-8 superior",
y "juego-6 inferior". En el limite 8 + 0, estos juegos determinan
un "Valor superior" vt y un "Valor inferior" V . Si éstos coin-
ciden, el valor comln se denomina 'Valor" V del juego y corres-

ponde intuitivamente a la solucidn 6ptima para ambos jugadores.

Usando las hipdtesis enunciadas previamente y la estrategia de

Friedman, Rao demuestra teoremas de comparacidén como el que sigue:

TEOREMA DE RAO. Sean los juegos (1.1), (1.2) y (1.3), (1.4) que

satisfacen las condiciones (i)-(iv). Sea
| £ (t)X)Y)Z) - f (t,U,Y,Z)l < g(t’IX - Ul)

para todo y € Y; z € Z, donde g es continua en [tO,T]x R". Sea

r(t) la solueidn mdxima de la ecuacidn diferencial
T = g(t,r) con r(to) = x(to) - u(to).

Entonces es:

+ +
|V1 -V

Sl <Y (™M), IV -Vl <9, (x(T)),

2

donde wl(r) y wz(r) + 0 cuando r + 0.

La demostracidén de este teorema, asi como la de los teoremas que
le siguen,  no subsiste si se pretende utilizar estrategias clasi-
cas de Isaacs [3], del tipo '"feed-back". La razdn es que en este
caso, escribiendo los controles y y z como funciones del estado

x(t), las ecuaciones de ambos juegos diferenciales resultan:

X = fl(t,X,Yl(t,X(t)),Zl(t,x(t))) con X(to) = XO (1.5)

I
I

= £, (tu,y, (t,u(t)),z,(t,u(t))) con u(ty) =uy (1.6)

y los controles Y1s %3 y los correspondientes Yos Zg varian con
las trayectorias. Esto parece indicar que este tipo de estrategias
es excesivamente general.

Sin embargo, es posible mantener las demostraciones de Rao, espe-

cificando las estrategias cldsicas tal como lo ha hecho Berkovitz
[4]. Para ello, supondremos que las funciones Yy, = 71(t,x(t)),
z, = El(t,x(t)), Y, = yz(t,u(t)), z, = Zz(t,u(t)) son continua-

mente diferenciables a trozos y que la descomposicién del espacio
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(t,x) inducida por las superficies de discontinuidad de ?1 y El’
?2 y ?2, tiene ciertas propiedades de regularidad que se especi-

fican en el pardgrafo siguiente.

3. DESCOMPOSICION REGULAR.

DEFINICION. Llamaremos "descomposicidn regular de una regién R

a la que cumple con las siguientes condiciones:
La regién R en la cual se produce el juego es la unidn finita

R = (‘U Ri) U Ni

i=1 1,...,i

k

donde las Ri son subregiones cubiertas simplemente por trayecto-

rias Sptimas y cada Ni ;. es una superficie de dimensidn
EEEREE "

< n tal que N, . =(R, Nn...NnR,)NR.
11,...,1k 11 1k

De cada punto de N i s6lo puede emanar una trayectoria que
1o iy

sigue hacia el interior de una de las dos regiones R, (j=1,...,k).
g ;0 U
J

Ademds, cada R; es la unién de subregiones Rij (3 =1,...,j;) en
las cuales las funciones y, = ?l(t,x(t)), z, = ?l(t,x(t)),

Yy = ;z(t,u(t)), zy = Ez(t,u(t)) son continuamente diferenciables.

Si ponemos Mij = (Rij N Ri,j+1) Nn R (i = 1,...,ji_l)

cada superficie Mij de dimensién n divide a Ry, quedando las su-
perficies Mij a distancia positiva una de otra. Supondremos ademds
que en cada Ri’ las trayectorias Optimas no son tangentes a las

superficies Mij’ las que llamaremos superficies de discontinuidad.
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FIGURA 1: Descomposicidén regular de una regidn.

L. TEOREMA.

Sean los juegos diferenciales (1.5) y (1.6) con sus respectivas

funcionales "pago™:

T
P, = uto(X) * Jt his,x(s),y,(s,x(s)),2, (s,x(s))) ds (1.7)

[o]

T

P, = w, (u) + J h(s,u(s),y,(s,u(s)),z,(s,u(s))) ds  (1.8)
o to

que satisfacen las condiciones (i) a (iv) y la condicidn adicional:

v) f2 es lipschitziana respecto a y y a z, vale decir:
LE,(t,x,y,2) - £,(t,u,y*,2)] <k, |y - y*,
Ifz(t,x,y,z) - £,(t,u,y,2%)l <k, |z - z*|,

en una regién R que admite una descomposicidn regular.
Sea ademds:

L£, (t,x,y,2z) - £,(t,u,y,2)l <g(t,Ix - ul),
para todo y € Y, z € Z donde g es una funcidn continua en
[ty,T] x RY. Sea g*(t,Ix - ul) = g(t,lx - ul) +kIx - ul.
Sea r(t) la solucidn mdxima de la ecuacidn diferencial:

T o= g*(t,r) con t(ty) = Ix(ty) - ultydl.

Entonces es:



v - V;I < ¥, (r(T))

IV, - VI <9,(x(T)),
donde las funciones ¥ (r) y ¥,(r) + 0 cuando r » 0.
Demostracién. Dentro de cada R;; podemos escribir:

LE) (8%, y (6,x (1)), 2(t,x (1)) - £,(t,u(t),y(t,u(t)),z(t,u(t)))l =
= LE, (6,x(1),y (£,x(2)),z(t,x(t)) - £,(t,u(t),y(t,x(t)),z(t,x(t))) +
+E, (t,u(t),Y (t,x(1)),z(t,x(t))) - £,(t,u(t),y(t,u(t)),z(t,y(t)))I <

<g(t,Ix - ul) + £, (t,u(t),y(t,x(t)),z(t,x(t))) -

- f2 (t’u(t) ,}T(t’u(t)) ’E(t’u(t))l .

Con respecto al segundo sumando, por ser fz lipschitziana respecto
alos controles y y z, por hipétesis, podemos poner:

= g(t,lx - U.l) + |f2(t,u(t) ,?(t,x(t)),_z‘(t,x(t))) +
+ £, (tu(t),y (t,x(8)),z(t,u(t))) - £,(t,u,y(t,x(t)),z(t,u(t))) -
- fz(t,U,y(t,U(t)),E(t,u(t))ﬂ <g(t’|x - U.l) + kl |}’ - }’*' +

+k, Iz - z*|, donde y* = y(t,u(t)); z* = z(t,u(t)).

Como los controles y y z son funciones continuamente diferencia-

bles, cumplen la condicién de Lipschitz:
ly - y*I < kg Ix -ul ; lz - z* < k, Ix - ul ,
de manera que finalmente resulta:

£, (t,%,y (t,%(8)),2(t,x(t))) - £,(t,u,y(t,u(t)),z(t,u(t)))l <
<g(t, Ix -ul) + klx - ul.

En consecuencia, dentro de cada subregién Rij vale la demostracidn

del teorema de Rao tomando como r(t) la solucidén mixima de la ecua-
cién diferencial:

= ok = -
T g¥(t,r) con r(to) Ix(to) u(to)l.
En cada superficie de discontinuidad Mij’ demostraremos que r(t)

podrd tener una discontinuidad que a lo sumo seri una multiplica-
cién por un factor acotado. De esto resultard que si r(t) tiende
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a cero antes del cruce de la superficie Mij’ también tenderd a ce-

ro después del cruce (y serd un infinitésimo del mismo orden).

En efecto, hemos supuesto que la trayectoria incidente sobre la
superficie de discontinuidad forma con ésta un dngulo @ no nulo
(Figura 2). Como la velocidad con que es descripta la trayectoria
es finita, resulta que cuando r(t) + 0, lo mismo sucede con la

distancia POPé y también la diferencia de los valores de t corres-
pondientes a P0 y Pb tiende a cero. Por lo tanto, las condiciones

iniciales para ambas trayectorias en la siguiente regidn s6lo di-
ferirdn en un infinitésimo y las trayectorias seguirdn siendo
préximas entre si.

Lo mismo sucede en cada paso por una superficie de discontinuidad
y hemos supuesto que toda trayectoria éptima s6lo posee un nimero
finito de talés intersecciones. Hemos asi demostrado que las tra-
yectorias Sptimas permanecen préximas entre si. La distancia entre
ellas puede acotarse por la funcién r(t) que entonces podrd pre-
sentar discontinuidades como indica la Figura 3. Los correspondien-
tes saltos pueden estimarse numéricamente en funcién de los &dngu-
los a y las correspondientes velocidades.

FIGURA 2 FIGURA 3

NOTA. Condiciones similares a las que hemos utilizado, también han
sido impuestas por Friedman en la superficie terminal de juegos de
duracién no prefijada.

Es preciso mencionar que el grave inconveniente de las estrategias
del tipo Berkovitz es que se hace depender la admisibilidad de una
estrategia y(t,x(t)) de las trayectorias solucién x(t), vale decir,
de la probable estrategia opuesta z(t,x(t)).
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ON A CLASS OF POLYNOMIALS

by D. H. Voelker

ABSTRACT. A class of polynomials is defined and studied. Its
functional relation is given from which the properties are de-
duced. The polynomials are reciprocal of 1st kind, primitive,
monic and positive. Their zeros are simple and real negative.
The coefficients are positive integers and increasing until the
center, then decreasing. They are calculated until the order 12.

Their recursion and generic formulae are given.

T. INTRODUCTION. When the complex Fourier series
-]

) C. et*X = f(x) is used for the solution of differential equa-

- o

tions of 1st order, one has to use the result that the Fourier

coefficient C = iKEa (o # ik) corresponds to the function
_ 21re°‘x . . .o
f(x) = ——sa~ in the interval (0, 2r); in the case of an
l-e
equation of 2nd order that C, = —L belongs to
(ik-a)
2me%¥ 2ne2wu
f = —_— S
(x) _.7ma (x + LD ). The general case can be broken

. m
down to terms of the form ——liﬁl—:T (0 <m < n, here and
(ik-a)®
throughout this paper) by expansion into partial fractions.
But as the factor (ik)™ means only the mth derivative of f(x),
we need to consider only c = —1 By induction it can
K . n+l
(ik=-a)
be found that this Fourier coefficient corresponds to the
function
2 ax n 2 -
f(x) = Te — [xn+ e2wa Z (:) ¢v—l(e2na>( ;"a)v - v]
nil(l-e ) v=1 l-e

where the ¢, are polynomials defined by formula (A).
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2, DEFINING FORMULA

n
W) o (x) = (-0 x § (Th o, )-0™Y , e ) = 1.

v=1

By this definition we can calculate the first polynomials as

follows:
- _ . _ 2
0000 =1 5 e () =T ex 5 4,00 =1+ dx v x
p5(x) = 1+ 11x + 11x2 + x3 4,(x) = 1 + 26x + 66x% + 26%° + x

1+ 57x + 302x2 + 302x> + 57x% + x°.

85 ()
For n > 5 see Appendix p. 124.

If we replace n in (A) by (n-1) and multiply by (1-x) we obtain

n
bay = (1707 + x L) 4y GO0

n-1

If we subtract this from (A) and use (ntl)-(t) = (vfl) we find

another form of the definition:

n
(B) ¢, (x) - o1 (x) = x Zl(vfl) ¢v_1(x)(1-x)“_v (n#0) or also
v=
n-1 -y
(€Y, (x) = (1+nx)s__; (x)+ X Zlcvfl) 0, () (1-X)7Y (nf0).
v=

These definitions can be transformed into still other forms if
one applies a priori the relation xn¢n(1/x) = ¢n(x), proved on

p- 118 (3.5) ff. Then the definitions (A), (B) and (C) become

n T on+l n-v
(A1) 0,00 = DT v ] (U 6y G0 (o)
e
n
(B') ¢, (x) - ¢, _;(x) }jl(v‘_‘l) 0y (D)X= (n#0)
v=
n-1 a n-v
(€1 4G = Gm) 0y, G+ T (T 6y (BT (n#0)
V=

Definition (A) can be rewritten in shorter form as

n
M ¢ ) = vaO(ntl) ¢v_1(x)(1—x)n'v , but then we have to

define ¢_1(x) to be 1/x. Also, (D) cannot be transformed by the

relation (3.5) because the latter is not valid for n = -1.

4

’



All the above defining formulae are used in this paper only with
¢0(x) = 1. It should be pointed out that (A), (B), and (C) can

be generalized either by another choice of ¢0(x) or by a [a gen-
erall ¢0(x). (A'), (B'), (C') and (D) then become useless.

From (A) or any of the other definitions it follows that the
¢n(x) are polynomials of degree n. Their absolute term is always

1, since (2.1) ¢n(0) = 1.

If we set x = 1 in (A) we obtain ¢n(1) = (n+1) ¢n_1(1) and by
iteration (2.2) ¢ (1) = (n+1)!

As to other properties of the ¢n(x) it is advisable to establish
first a functional relation for ¢n(x) and then find the proper-

ties from it.

3. FUNCTIONAL RELATIONS.
A functional relation for the ¢n(x) of fundamental importance is

(3.1) ¢, () = (1+mx) ¢__ () + x(1-x) ¢!, (x).

Proof. The derivative of (D) is ¢!(x) = tf (“tl) ¢v_1(x)(1-x)n_v+
v=0
n n
+ xvzo(“jl) 811 () (1-x)"7Y - szo("tl)¢v-1(x)(“‘v)(1'X)“'V_1

In the second sum we insert ¢v_1(x) from formula (3.1) which is

supposed to be valid for n as stated. Then the second addend be-

n n
comes vZO(“jl) ¢v(x)(1-x)““”‘1-v§0(“jl)(1+vx)¢v_1(x)(1-x)“'”‘1

from which we obtain that
n n
$10x) = ) (™ s ) (1-0™V - @enx [ (*TH -V
n v=0 " v v=0 Y
Using (D) on the second sum we find that

Ii n+l

a0 = 1 G 4 -0 e 0 -0 -

v=

- (1) o () (1-x)7H

On the right side, only the first term remains. Applying to it
definition (C) we find finally
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x(1-x) ¢1(x) = ¢, (x) = [1+(n+1)x] ¢ (x) , and this is (3.1)
for (n+1) instead of mn.
Formula (3.1) is better suited for the numerical calculation of

the ¢n(x) that the defining formulae of section 2. The table of

coefficients on page 124 has been calculated by the use of (3.1)
through n = 9.

An immediate consequence of (3.1) is obtained by use of (C),

' _ o n+l n-v
(.2 4300 = 1 G e, G0
v=

From (3.2) we can find

n+1)

(3.3) ¢!(0) = 2(2™-1) - n (3.4) ¢!1(1) = (7,7) . nt

An important consequence of (3.1) is the relation
(3.5) x" o (1/x) = ¢ (x).

Proof. Let (3.5) be valid for n as stated. Its derivative is

n

nx™! ¢n(1/x) - 55 ¢;(1/x) = ¢é(x).'We eliminate the two deriv-
X

atives by use of (3.1) and have

Ly (1/x) - x°2 ¢ 4 (1/x) - [1+(n+1)/x] ¢ _(1/x) i
n

1, 1
-5 L

b () - [+ (eDx] ¢ ()

. Adding the identity

(1-x)x
T+(n+1)x . n o (1/x) = 1+ (n+1)x b (x) ve obtain
(1-x)x n (1-x)x ©°
n+l ) (x) 1
X n+l : n =
¢ (1/x) = 2~ , or finally x ¢ (1/x) = ¢ (x)
(1-x)x  »*l (1-x)x n+l n+1

which is (3.5) for (n+1) instead of n.

The relation (3.5) characterizes reciprocal polynomials.

4. PROPERTIES OF THE COEFFICIENTS.

n
Let ¢_(x) = ] a x” and insert it into (3.1), the latter written
n v=0 nv

for (n+1) instead of n. Comparison of the coefficients of x’
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(1 <v <n) yields

a + (n+1)an *va oo o- (v—1)an

a =
n+l,v n,v ,v-1 n, 1 or shorter

sV

(4.1)

(v+1)an,v + (n+2-v)an

an+1,v = ,v-1

This recursion formula holds also when v = n+1 and v= 0 if

a ., = 0 for negative indices.

Consequences of (4.1)

(4.2) All coefficients a ., are positive imtegers.
b

Proof. If ¢n(x) has only positive integer coefficients, the right

side of (4.1) is a positive integer, therefore also 41 v°
b

The coefficients through n = 5 are positive integers, see page 116.

(4.3) The coefficients are symmetrical: an,v = an,n—v

Proof. It is well known that from (3.5) follows |a

L B L PO
’ ’
(reciprocal polynomials). By (4.2) the coefficients are all pos-

itive, thus an’v = an’n_v, i.e. the ¢n(x) are symmetrical poly-

nomials, also called reciprocal of 1st kind.

(4.4) a  , =a = 1. This follows from (4.3) for v = 0 and from

,0 n,n

(2.1). Thus, the ¢n(x) are monic and primitive.

< n_

(4.5) an,v < an,v+1 (0 v < > 1.

Proof.

an+1,v+1 - an+1,v = (V+2)an,v+l * (n-Zv)an’v - (n+2-v)an’v_1 >

> (\)+2)an’\)+1 + (n-Zv)an’v - (n+2-v)an’v = (v+2)(an’v+l- an,v) > 0.

Thus, if (4.5) holds for n, it holds for (n+1). That it holds for

n = 2,3,4,5 is seen on page (p.116).

Because of the symmetry (4.3) the coefficients must decrease mon-
otonically in the second half of the polynomials.

Two particular cases of (4.1) are useful.

(4.6) an_‘_l’1 = Zan’l +n+1 (Set v=131in (4.1) and use (4.4))
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4.7) azn’n = 2(n+1)a (Set n = 2k-1, v=k in (4.1) and

2n-1,n

use (4.3)).

The recursion formula (4.1), together with (4.3), (4.6) and (4.7)
as well as (2.2), seems to be the most convenient way to calculate
the coefficients. The table on page 124 has been extended until

n = 12 by this method.

n+2

2y (ve1-0) ™

v
(4.8) a, , =L (-1«
Proof. Substitute (4.8) into the right side of (4.1)

(velda, |+ (m#2-v)a, = (v+1) §0(-1)‘ GMOTCEE B L
=

e o@izen) T DS Y m0™ o ) D) e ™
k=0

K k=1

s ) (DL b mezew) T (DX 2y ve1-0)™ -
k=1

S T DS T-0) P [ (ve1) ((F2) - (aezev) (BFD)] & (ve) T2 -
k=1 K k-1

= 1 DR 0™ [ 1-0 ]+ )™ -

v
= Z -n* (n:3)(v+1-g)n+2 =240,y ¢ q.e.d.

5. THE ZEROES OF THE ¢ (x).

It is desirable to know where the zeros of the ¢n(x) are situated,

not only to help their numerical computation but also for theo-
retical reasons.

The zeros of the first five polynomials (p.116) can be found by

elementary methods. They are

B -0.268
n=1 s -1 ; n =2 , =2 + /3 =
-3.73
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-0.0431
J3+/A05 L 1 /570426/705 =
n=4 -23.20
1 -0.431
_13-/105 ¢+ 7 v270-26/105 =
2 -2.32
n=2>5 -1
-0.0195
-(14+3/75) + /330+84Y/75 =
-51.22

- (14-3/75)

+

/330-84/T5 = {‘0'220

-4.54

The zeros for n = 6 and n = 7 are (by approximation)

=}
[}

6 : -0.00915 ; -0.123; -0.535 ; -1.87; -8.16 ; -109.3

=}
]

7 :-0.00438 ; -0.0717 ; -0.319 ; -1.,000
-228.5.

5 -3.14 5 -13.96 ;

The zeros are all simple, real negative and are separated by the
zeros of the next lower polynomial.

(5.1) These are general properties of the ¢n(x).
Proof. Let xnv(1 < v < n) be the (simple) zeros of ¢n(x) such that

X <x < ... <x
n

<
nn n,n-1 xn

2 1 < 0. Then, the derivative ¢;(x) has

different signs at two consecutive zeros, and equation (3.1) be-
comes, for (n+1) instead of n and for x = Xoy s

¢n+1(xnv) = (1-xnv)xnv¢;(xnv) where the factor of ¢;(xnv) is neg-
ative for all v. Therefore also ¢n+1(x) has different signs at
two consecutive zeros of ¢n(x) so that between them must lie at
least one zero of ¢n+1(x). Thus we have at least (n-1) different
zeros of ¢n+1(x). Another zero must lie between X 1 and 0

(x

Corresponding to this zero X 41.1° another zero must exist, found
’

nl < xn+1,1 < 0) because of ¢n+1(0) = 1 and ¢n+1(xn1) <0.

beyond X s as the polynomials are reciprocal and
=1 = 1
Xn+1,1

X, Xo+l,n+l = Since we have now (n+1) different
zeros of ¢n+1(x), they must be simple. They lie all on the real

X
nn

negative axis and are separated by those of ¢n(x). Thus, the

statement (5.1) has been proved.
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The fact that the zeros of the polynomials ¢n(x) lie on the neg-
ative real axis makes the ¢n(x) a subclass of the class of
Hurwitz polynomials, i.e. of those polynomials whose zeros lie
all in the left half plane. Hurwitz polynomials play a role in
considerations of stability.

As the Hurwitz polynomials are positive, i.e. assume for values
of the right half plane only values of the same, the ¢n(x) are
also positive polynomials.

Some more properties of the zeros of ¢n(x) are easily obtained.

If we set x = -1 in (3.5) we have (—1)n¢n(-1) = ¢n(—1) which
implies ¢n(-1) = 0 for odd n. For even n, x = -1 cannot be a

zero of a reciprocal polynomial

The zero x = -1 is the only rational one; all others are irration-
al because the real zeros of a polynomial with integer coefficients
are either integer or irrational.

Besides, our polynomials are reciprocal so that if p (integer) is

a zero, also % would be a zero, which is only possible if p = + 1.

But p = 1 cannot be a zero because of the positivity of the co-
efficients (4.2) so that x = -1 is the only rational one.

A look at the cases 1 < n < 7 shows that the zeros of ¢n(x) lie

between A and —El— .It can be proved, that the relation

’ nl
(5.2) -a < x <- L (1 < v <n) holds for all n.
n,n-1 nv a
2n,vtl
Proof. For 1 < n < 5 is max - a;- (p.116).
nv n

For arbitrary n we have, using (4.1),

an,v+l + n+l-v
an+1,\)+1 (v+2)an,v+l * (n+1-v)anv - anv v+2

a
an+l,v (v+1)anv + (n+2'“)an,v—l v+l . n+2-v :,v—l

v+2 v+2 nv
This fraction assumes a maximum when v = 0:
A+l v+l
—2— = 2a +n+1=a cfr. 4.6
an+l, v nl n+l,1 ( ) n+l,n
Therefore, we find by Kakeya's theorem (|xn+l v' < max n+1’v+l)

’
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- < < i
that an+1’n S X4,y for all v < n+1 and , as the polynomials
. 1
are reciprocal, also xn+l’v < - Z;:I—I . Thus, we have (5.2) for

(n+1) instead of n.

The zeros X accumulate toward the origin Zf n + «,

Proof. If xn—l,l > - % we have, on ground of (5.,1), - % < xn_1,1<
< X - If xn—l,l < - % we have ¢é_1(—%) >0 and,\because of (3.1),

¢n(-%) = D#] ¢;_1 (—%) < 0 , which implies, together with ¢n(0)=1,

n2
1 1 = -
that I < X < 0. Thus we have iiﬂ X, = 0, and as the ¢n(x)
are reciprocal also lim Xop T 7%
n->«©

Clarkson College of Technology
Postdam, New York, E.E.U.U.

Recibido en mayo de 1972.
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6. Appendix. Coefficients of the ¢n(x) (0 <n<12).

1 1
1 4 1
1 11 - 11 1
1 26 6§\ 26 1
1 57 302 302 57 1
1 120 1191 2416 1191 120 1
1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1

1 1013 47840 455192 1310354 1310354 455192 47840 1013 1
1 2036 152637 2203488 9738114 15724248 9738114 2203488 152637 2036 1

1 4083 478271 10187685 56580360 172250400 172250400 56580360 10187685 478271 4083

1 8178 1479726 45533450 374590965 1486145280 2411505600 1486145280 374590965 45533450 1479726 8178

144}
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