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FOURIER SERIES EXPANSION FOR THE GENERAL 

POWER OF THE DISTANCE BETWEEN TWO POINTS 

by R. F. A. Abiodun 

ABSTRACT. Simply by using the property of orthogonality of cosine 

functions, the Fourier series for the hypergeometric function 
1 

w)2 

is the distance between two points (r 1 , 8 1 , ~1) and (r 2 , 8 2 , ~2) 

. . Wh d h . f - <A+l ) l· d 15 g1ven. en e = 0, it yiel s t e expans10n or r va 1 

for all values of A, where A can be real or complexo By special-

izing A,the expansions for (c 2 + r 2)-1/2 and (c 2 + r 2 )-3/2 are al

so obtained. 

1. INTRODUCTION. The expansion for powers of the distance between 

two points is often required in various fields of Mathematical 

Physics. Various approaches to the expansion have been considered 
by several authors. Recently Sack [11 in a generalization of 

Laplace's expansion, pre,sented a series expansion of the form 

(1 ) r n = ¿ R .. o (r 1 , r 2) Po (cos w) , 
l=o n,,,- <.. 

in ter~s of Legendre polynomials Pe for arbitrary real powers of 

2 2 1/2 the distance r = (r 1 + r 2 - 2r 1r 2 cos w) between the two points 

P1 = (r 1 , 8 1 , ~1) and P2 = (r 2 , 8 2 , ~2) referred to polar coordi

nates and cos w = cos 8 1 cos 8 2 + sin 8 1 sin 8 2 . cos (~1 - ~2). 

Ashour [21 following Sack's method obtained the Fourier series ex
pansion: 

(2) 

Sack's approach (and in effect Ashour's as well) requires a knowl 



1 Z6 

edge of the partial differential equation satisfied by r n . Second 

ly, their approach assumes a preknowledge of the functional form 

of the desired expansion functions R O' Thirdly, their expansion 
n, ... 

presuppose the knowledge of the expansion for a specific value of 

n. Furthermore, the use of series solution and the equating of 

coefficients which their approach entails could be cumbersome. 

In this paper we show that a new Fourier expansion for r A (where 

A. can be any number real or complex satisfying R(A.) > -1) can be 

obtained very simply merely by using the orthogonal properties of 

the cosine functions. Two other new results are also given. 

2. MATHEMATICAL DERIVATIONS. 

Eason, Noble and Sneddon [31 have proved that 

(3) 

1T 

J (a_be- i8 )v- v 

o 

-iv8 e 

1 1 
2 v - 2 v + 1 A + 1 

2 

r (v -v+A+l) 
x 

where r Z = a Z + b Z - Zab cos e, R(v-v+A+l) > 0, and R(c) > O. 

Using the result given by Erdelyi {4, p.373, equ.(8)} and putting 

v = v, we obtain after simplifications that 

(4) 

F 4[ (m + t A + t), (m + t A + 1); m+l, m+l; 

val id for R(A) > -1. The function F4 appearing in equation (4) is 

the Appell hypergeometric function of two variables defined by 

(S) L 
L (a)p+q crn p + q 

p=O q=O (y) (o) p!q! 
p q 
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With the notation, 

r> = max (r l' r 2)' (r < > O) 

we obtain from equations (3) and (4) that 

(7) 
2 

r 1 dO 
e 2 

lIT" 2A (r r)m (1 1) (1 1) < > r 2 A + m + 2 r 2 A + m + 
x 

r r 
x F 4 [ t (A + 2m + 1 ), t (A + 2m + 2); m + 1, m + 1; _ ( ~) 2, _ ( ~) 2 

valid for R(A) > -1. 

This result beeomes useful in the following seetion. 

3. THE MAIN RESULT TO BE PROVED. 

We shall obtain the Fourier expansion of the hypergeometrie fune-

Let 

(8) 
1 1 2 

2F1[2 A +2' 2 A + 1; 1; -:2 L A eos m O. 
m=O A,m 

The hypergeometric function 2F1 is continuous and of bounded varia 

tion in the interval (O,~). 

Multiplying both sides of equation (8) by cos nO and integrating 

with respect to O from O to ~, and using the orthogonality proper

ty of cosine functions, we obtain 

(9) A A,m 
(m#O) 

1f 

1f J 02 F 1 [t A + 2' ; A + 1; 1; -:~ 1 dO ,and 

1f 

; J cos mO 2F 1 [t A + 2' 2 A + 1; 1; - :~ 1 dO 
o 
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With the help of equation (7), the Fourier series for 2FI is ob
tained thus: 

(10) AA O , 

A 
A ,m 

2A r (l A + l) r (l A + 1) 2 2 2 
¡; r (A+1) 

2A+I (r<r»m r(+ A + + + m) r(+ A + m + 1) 

¡; c 2m r (A + 1) [m:] 2 
x 

r r 
F [ l( 2 1) l( 2 2) 1 1 -( c<)2, -( >c)2] x 4 2 A+ m+ '2 A+ m+ ; m+ , m+ ; 

valid for R(A) > -1. 

4. PARTICULAR CASES. 

On specializing the parameters in equations (9) and (10), interes 

ting results can be obtained. 

Case (1): On letting c + O, equations (8) and (10) reduce to 

(11 ) ¿ A cos mil 
m=O A,m 

r-(A+1) l l l l r 
2F l [2 A + 2' A + 2; 1 . (~)2] > 2 , 

r> 
with 

(1 2) 2 ro r-m-A-I(l A + l) 2FI [m l A l 
m: r + + - , < > 2 2 m 2 2 A 

A ,m 
(m#O) 

valid for R(A) > -1. By analytical continuation, this condition 

can be further relaxed. For negative values of A, the series for 

A, is of finite terms and the expansion therefore remains val id 
A,m 

for all values of A. When A is real, the expansion of this caSe 

reduces to the result of Ashour [2]. 

Case (ii): Let A = O, c # O. Equations (8) and (10) reduce to 
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with 

(14 ) 

A 
A ,m 

(m¡!O) 
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L A cos me 
m=O A,m 

r 
[ 1 1 1 1 _ (~) 2 c F 4 j' ; ,; c 

2(r<r»m r(m+l/2) 

¡:;;- c 2m- 1 m: 
F 4[ (m+l /2), (m+l); (m+l), 

r r 
( 1 ) - ( c<) 2 , - (~c) 2 ,m+ ; 

Case (iii): Let A = 1, c # o. Equations (8) and (10) again yield 

the Fourier expansion 

(1 S) L 
m=O 

A cos me 
A ,m 

wi th 

(1 6) 

4(r<r»m r(m+3/2) 
A, = F4[ m+l, m+3/2; m+l, m+l; A,m 
(m¡!O) ;:;;- c 2m - 3 m! 

Expressions such as expanded in Cases (ii) and (iii) frequently 

arise in atomic physics where the constant c may be treated as an 

adjustable physical parameter. 

By setting the parameters suitably, further results can be ob

tained as particular cases of expansion (8). Other interesting 

expansions of the function f(r) will be treated in the next com
munication. 

ACKNOWLEDGEMENT. The author would like to thank Professor B. L. 

Sharma for helpful discussions. 
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SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVEXA 

por Juan Carlos Bressan 

1. INTRODUCCION.Consideraremos un sistema axiomático independien

te y no categórico para operadores de cápsula convexa basado en 
un trabaj o de Ellis [ll . Muchas de sus definiciones y teoremas 

se obtienen por analogía con la teoría de la convexidad en espa
cios vectoriales; de esta forma, pueden deducirse en este siste

ma algunos de los resultados dados por Hammer [2l. Finalmente 

obtenemos un sistema axiomático para operadores de bandas equiva

lente al antes estudiado; sus axiomas son teoremas de la teoría 

axiomática para segmentos de Voiculescu [5l . 

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Fausto A. Toranzos por 

haberme dirigido y asesorado en la realización de este trabajo. 

2. NOTACION y AXIOMAS. 

Sean X un conjunto tal que card X ~ 2, P(X) la familia de todos 

los subconjuntos de X, K:P(X) --+ P(X) una función que llamare

mos operador de c~psula convexa. Si {al' ... ,an } e X, 

K({ap ... ,an }) se escribirá K(al, ... ,an). Dado {a,b} e X, dire

mos que K(a,b) es la banda determinada por a,b. 

La función K debe cumplir los siguientes axiomas: 

(Ax 1) A e X ~ K(K(A)) e K(A). 

(Ax 2) A e X ~ K(A) U{K(F)/F fini to y F e A} . 

(Ax 3) a E X ~ K(a) {a}. 

(Ax 4) c/J .¡, F e X, F finito y p E X ~ K(F U {pI) e U{K(a,p)/aEK(F)}. 

(Ax 5) a E K(b,p) Y c E K(d,p) ~ K(a,d) n K(b,c) .¡, c/J. 

Dado A e X, K(A) se llamará la c~psuta convexa de A. Diremos que 
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A es convexo si A = K(A) 

Los axiomas precedentes son propiedades de la cápsula convexa u

sual en espacios vectorialeg sobre cuerpos ordenados; en conse

cuencia, el sistema axiomático que definimos es consistente y no 
categórico. Otros modelos de este sistema son: 

i. X subconjunto convexo de un éspacio vectorial V sobre un cuer

po ordenado; para A e X, K(A) = conv A donde conv A es la cáp

sula convexa usual de A en V. 

ii. X un conjunto tal que card X > 2, vara A e X, K(A) = A. 
iii. Sean X el plano euclidiano, I xyl la longitud del segmento xy, 

s un punto de X. Dados a,b E X, ds(a,b) = I abl si a,b,s están ali 

neados y ds(a,b) = I asl ,+ Isbl si a,b,s no están alineados; (X,ds ) 

es un espacio métrico; para A e X, definimos K(A) igual a la cáp

sula convexa de A en la métrica d (la definición de cápsula con-
. s 

vexa en una métrica se encuentra en Toranzos [3]'). Se ve fácilme~ 

te que las bandas definidas por K cumplen (P 1) a (P 4) del pará
grafo 6, en consecuencia K cumple (Ax 1) a (Ax 5). 

El sistema axiomático considerado es una particularizdción del da 

do por Ellis en [ 1], tomando en lugar de dos operadores un solo 
operador K y pidiendo que para todo a E X K(a) = {a} lo .:ual no 

se deduce en el sistema axiomático dado en [ 1], pero permite ob

tener K(.) = • y algunos resultados sobre semiespacios. Si se con 

sidera un único operador K, los axiomas 1 y 2 de [1] resultan de 

(4.1) i Y ii respectivamente, mientras que los axiomas 3, 4 Y 5 

de [1] son respectivamente (Ax 2), (Ax 4) y (Ax 5). 

3. INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS. 

Veremos que cualquiera de los axiomas precedentes es independie~ 

te de los otros hallando, para cada axioma, un conjunto X tal que 

car X > 2 Y una función K:P(X) --+ P(X) que no verifique ·dicho 

axioma pero cumpla todos los restantes; en cada caso tendremos 

que definir K(A) para todo A e X. Los ejemplos i a v dados a con

tinuación prueban la independencia de (Ax 1) a (Ax 5) respectiva

mente. 

i. X espacio vectorial real tal que dim X > 2, K(A) = u{[a,b]1 
a E A Y b E A} donde [a,b] es el segmento cerrado de extremos a,b. 
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ii. X el conjunto R de todos los números reales, KCA) 

A es la clausura de A en la topología usual de R. 

iii. X conjunto tal que card X ~ 2, K(A) = X. 

A donde 

iv. X conjunto tal que card X ~ 4, K(A) = A si card A ~ 2 Y K(A) 
= X si card A > 2. 

v. X = [b,pl U [d,p] donde b,p,d son tres puntos no alineados de 

R2 , K(A) = X n conv A donde conv A es la cápsula convexa usual de 
A en R2 . 

4. CONSECUENCIAS DE LOS CUATRO PRIMEROS AXIOMAS. 

Muchas de las propiedades de K se deducen de los cuatro primeros 

axiomas. 

(4.1) Sean A,B subconjuntos de X. Entonces: i. A e K(A); 

ii. K(K(A)) = K(A); iii. A e B ~ K(A) e K(B); iv. K(X) = X; 
v. K(cp) = CP. 

Demostración. i. Es consecuencia de (Ax 2) y (Ax 3) . ii. Se dedu-

ce de i y de (Ax 1 ) . iii. Se aplica (Ax 2) . iv. Es trivial. 

v. Sea {a, b} e X y a 'Í b; por iii y (Ax 3) resulta K (cp) e K(a) 

n K(b) = CP. 

El resultado dado en (4.1) iii se encuentra en [1],4.1, (b). 

(4.2) Si A e X, los siguientes enunciados son equivalentes: 

i. K(A) = A; ii. {a,b} e A ~ K(a,b) e A. 

Demostración. i ~ ii. Resulta inmediatamente de (4.1) iii. 

n 

ii ~ i. Supongamos que se verifica ii. Por (4.1) i Y (Ax 2), al

canza co~ ver que F finito y F e A ~ K(F) e A. Dicha prueba se 

hace por inducción sobre j card F, utilizando (Ax 4). 

De la analogía entre la proposición (4.2) y la definición usual 

de convexo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, re

sulta la siguiente proposición: 

(4.3) i. La intersección de cualquier familia de subconjuntos con

vexos de X es un subconjunto convexo de X. ii. La unión de cual

quier cadena de subconjuntos convexos de X es un subconjunto con

vexo de X. 
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(4.4) Si A e x, K(A) es la intersección de la familia de los sub

conjuntos convexos de X que incluyen a A. 

Demostración. Es consecuencia de los tres primeros enunciados de 

(4.1) . 

Por esta proposici6n, K(A) es elemento minimal de la familia de 

los subconjuntos convexos de X que incluyen a A. 

Observemos que, por (4.2) y (4.4), el operador de cápsula convexa 

K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b) con 
a,b E X. Sea A e X, veamos c6mo se expresa K(A) utilizando las 

bandas K(a,b). Definimos C(A) = U{K(a,b)/a,b E A}. Muchas de las 

propiedades de C coinciden con las de K. 

(4.5) i. A e C(A); ii. C(A) e C(C(A)); iii. A e B e X ~ C(A) e 
e C(B); iv. C(X) = X; v. C(!/» = !/>. 

Sin embargo es fácil ver que C(A) puede no ser convexo. Como con

secuencia de (4.2) se obtiene: 

(4.6) A es convexo si y sólo si A = C(A). 

Definamos inductivamente CUCA) por:i. COCA) = A. 

ii. Cj+l(A) = C(Cj(A)). Por (4.5) i Y ii, la sucesi6n de los 

CUCA) es creciente. 

(4.7) K(A) = u{Cu(A)/n ~ O}. 

Demostración. Es análoga a la dada en [31, (1.2) para la convexi

dad en una métrica. 

Las proposiciones (4.1) y (4.3) permiten obtener en forma inmedia 

ta: 

(4.8) 

tonces 

i. Si {A./j E J} es una familia de subconjuntos de X , en
J 

K(n{A./j E J}) e n{K(A.)/j E J}. 
J J 

ii. Si {A./j E J} es una cadena de subconjuntos de X, entonces 
J 

K(U{A./j E J}) = U{K(A.)/j E J}. 
J ,J 

Una demostraci6n de (4.8) ii aplicando (4.1) iii Y (Ax 2), se en-
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cuentra en [1], 4.2. 

Sean A,B e X; definimos S(A,B) = U{K(a,b)/a E A Y b E B}. Trivial
mente se deducen las siguientes propiedades de S: 

(4.'9) i. S(A,A) = C(A); ii. S(A,B) = S(B,A) e K(A u B). 

iii. Al e A y Bl e B * S(Al,B l ) e S(A,B). 

iv. A f ~ f B * A u B e S(A,B); v. S(A,~) ~. 

vi. A f ~ * S(A,X} X. 

(4.10) {a,b,c,d} e X * K(a,b,c,d) = S(K(a,b),K(c,d)). 

Demostración. Sean a,b,c,d elementos de X, no necesariamente dis
tintos dos a dos. Inmediatamente obtenemos que S(K(a,b) ,K(c,d)) e 

e K(a,b,c,d). 

Consideremos ahora x E K(a,b,c,d). Por (Ax 4), existe 

p E K(a,b,c) tal que x E K(p,d). Análogamente, existe q E K(a,b) 
tal que p E K(q,c). Como K(p,d) e K(q,c,d), resulta x E K(q,c,d) 

y aplicando nuevamente (Ax 4), existe rE K(c,d) tal que 

x E K(q,r). Así, x E S(K(a,b) ,K(c,d)). 

(4.11) Si A,B son subconjuntos no vacios de X, K(A U B) 
= S(K(A),K(B)). 

Demostración. Sea M = S(K(A),K(B)) ; por (4.10), M resulta convexo; 

como A U B e M e K(A U B), es K(A U B) = M. 

Como corolario de (4.11), obtenemos la siguiente generalización 

de (Ax 4) (enunciada análogamente en [1], 4.3): 

(4.12) ~ i A e X y P E X * K(A U {p}) = U {K(a,p)/a E K(A)}. 

La proposición (4.11) permite demostrar: 

(4.13) Si Al, ... ,An son subconjuntos no vacios de X, 

K(A1U ... UAn) = U {K(al, ... ,an)/a i E K(A i ) para 1 ,,;; i,,;; n}. 

Demostración. Se aplica inducción sobre n. 

(4.14) Sea A una familia de subconjuntos de X y A = U A. Defini

mos una familia F por F E F sii existe {Al, ... ,An } subfamilia fi-
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nita de A tal que F e K(Al)U ... uK(An) y card (K(Aj ) n F) ~ 1 para 

1 ~ j ~ n. Entonces K(A) = U{K(F)/F E F}. 

Demostración. Obviamente U{K(F)/F E F}c K(A). Sea x E K(A), por 

(Ax 2) y (4.1) iii, existe {Al"" ,An} subfamilia finita de A tal que 

x E K(AlU ... UAn). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, o sea, 

de tal forma que si j E {1, ... ,n}, x ~ K(U{A i /l ~ i ~ n, i # j}). 

Por (4.13) existen al E K(A l ), ... ,an E K(An) tales que 

x E K(al, ... ,an). 

Sea Fo = {al" .. ,an }; por la minimalidad de {Al'" .,An}' Fo E F 

Y en consecuencia x E U{K(F)/F E F}. 

Como corolarios inmediatos de (4.14), obtenemos las dos proposi

ciones siguientes: 

(4.15) Sea {Ai/i E I} una familia de subconjuntos de X, 

A = U{Ai/i E I} Y A = U{K(Ai/i E I}. Si {K(Ai)/i E I} es una fa-

milia de subconjuntos disjuntos dos a dos, entonces 

K(A) = u{K(F)/F finito, F e A y card (K(A i ) n F) ~ 1 para i El}. 

(4.16) Sea {A./i E I} una familia de subconjuntos no vacios de X, 
l-

entonces K(U{Ai/i El}) = U{K(~ai/i E I})/a i E K(A i ) para i El}. 

Por (4.7) sabemos que si A e X, K(A) = U{Cn(A)/n ~ O}. Ahora ve

remos que bajo ciertas condiciones, existe i ~ O tal que 

K(A) = CiCA) y en consecuencia, para todo ~ i, K(A) 

(4.17) Sea A un subconjunto finito de X , i un entero no negativo 

tal que card A ~ Zi. Entonces K(A) = Ci(A). 

Demostración. Se aplica inducción sobre i. Para i = O es trivial 

Supongamos que vale (4.17) para i = j ~ O. Sea A e X y card A = 

= m ~ Zj+l. Si m> zj, existe una partición {A l ,A 2} de A tal que 

máx {card Al' card A2} ~ zj. Luego por (4.11) y la hipótesis induc

tiva, K(A) = S(C j (A l ),C j (A2)) e Cj+l(A), o sea, K(A) = Cj+l(A). 
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Sea A e X; diremos que A verifica la condición de Caratheodory n

dimensionat (n ~ O), o que A cumple (e ) si 
n 

K(A) = U{K(F)/card F ~ n+l y F e A}. 

(4.18) Si A cumpte (C). sea i un entero tat que n+l ~ 2i; enton
n 

ces KCA) =C i (A) . 

Demostración. Por hip6tesis y (4.17), obtenemos que K(A) 

= U{Ci(F)/card F ~ n+l y F e A} e CiCA), de donde K(A) = Ci(A). 

Una demostraci6n de (4.18) para X espacio vectorial real, se en
cuentra en [41, teorema 1.24. 

5. SEMIESPACIOS y PUNTOS EXTREMALES. 

En este parágrafo, por analogía con la convexidad usual en espa

cios vectoriales sobre cuerpos ordenados, introduciremos los semi 
espacios y caracterizaremos los puntos extremales de un convexo. 

(5.1) Si A,B son subconjuntos convexos de X disjuntos, entonces 

existen C,D convexos comptementarios tates que A e C y BCD. 

Esta proposici6n es el teorema 3.1 de [11, tomando en lugar de 

dos operadores un solo operador K. 

Diremos que S es semiespacio si S y X-S son subconjuntos convexos 

no vacíos de X. Evidentemente S es semiespacio sii X-S es semi

espacio. Si A e X ~ S es semiespacio entonces A e S sii K(A) e S. 

Dados A,B e X, diremos que los semiespacios complementarios SI' 

S2 separan A,B si A e SI y B e S2 o si A e S2 y B e SI' De (5.1) 

obtenemos: 

(5.2) Si A,B son subconjuntos convexos no vacios de X disjuntos, 

entonces existen SI,S2 semiespacios comptementarios que separan 

A,B. 

Como card X ~ 2 Y los subconjuntos unitarios son convexos, (5.2) 

nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente proposi
ci6n: 
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(5.3) Si A e x y x E X-K(A), entonees existe S semiespaeio tal que 

K(A) e S y x ~ S. 

(5.4) A e x ~ K(A) n{s/~ semiespacio y A e S}. 

Demostraei6n. Se aplica (5.3). 

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A'de X, donde 

~ # K(A) # X, resulta interesante considerar aquéllos que son mi

nimales, o sea, los semiespacios S tales que A e S y si SI es se-

miespacio y A e SI e S entonces SI = S. En nuestro sistema axio

mático, estos semiespacios desempeñan un papel análogo al de los 

semiespacios que incluyen a A determinados por hiperplanos de apo

yo de dicho subconjunto, en la teoría de la convexidad usual en 

un espacio vectorial X sobre un cuerpo ordenado. 

(5.5) Si A es un subeonjunto no vaeio de X y SI es semiespaeio 

que ineluye a A entonees S e SI tal que S es semiespaeio mini-

mal que ineluye a A. 

Demostraei6n. Resulta inmediata por el principio minimal para fa

milias de conjuntos. 

Como consecuencia de (5.4) y (5.5) obtenemos: 

(5.6) ~ # A e X ~ K(A) n{s/s semiespacio minimal que incluye a A}. 

Sea p E X, diremos que S ~s semiespaeio de v.rtiee p si es un sub 
p . 

conjunto convexo maximal de X-{p}; esta noción fue introducida por 

Hammer [21 para espacios vectoriales reales. Veremos que los semi

espacios con vértice son semiespacios. La relación entre puntos 

extremales y semiespacios con vértice, ya mencionada en [21, apa
rece en (5.11). Finalmente, (5.12) es el teorema 5 de [21; la 
demostración dada por Hammer también vale en nuest.ro sistema axio

mático. 

(~.7) Si P E X Y S es semiespaeio de v.rtice p, entonces S es p p 
semiespaeio. 

Demostraei6n. Por (5.3) existe S semiespacio tal que S e S y 
P 

P ~ S; por la maximalidad de S es S = S· así S es semiespacio. p p , p 
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(5.8) Si P E X Y S e X, los siguientes enunciados son equivalenp 

tes: i. S es semiespacio de vértice p. ii. X-S es semiespacio 
p p 

minimal que incluye a {p}. iii. S es un subconjunto convexo de 
p 

X-{p} tal que para todo x E X-S existe y E S de forma que 
p p 

pE K(x,y). 

Demostración. i ~ ii. Por (5.7), S es semiespacio, luego X-S es 
p p 

semiespacio que incluye a {p}; la minima1idad se obtiene en forma 
rutinaria. 

ii ~ iii. Trivialmente, S es subconjunto convexo de X-{p}. Sea 
p 

x E X-S p ; de suponer que p ~ K(S U {x}), por (5.2) resulta que 
p 

no vale ii. Así p E K(S U {x}) y por (4.12) existe y E S 
P P 

tal que p E K(x,y). 
iii ~ i. si 

cuencia p E 
de X-{p}. 

x E X-S, existe y E S tal que p E K(x,y); en conse-
p p 

K(S U {x}). Luego S es subconjunto convexomaxima1 
p p 

(5.9) Si A e X y P E X-K(A), entonces existe S semiespacio de v 
p 

vértice p tal que K(A) e S . 
p 

Demostración. Se aplica el lema de Zorn. 

Como corolario de (5.9) resulta que para todo p E X, existe S 
p 

semiespacio de vértice p. 

(5.10) A e X * K(A) = n{S/A e S y para algún p E X, Ses semies
pacio de vértice p}. 

Demostración. Se aplica (5.9). 

Diremos que una familia B de subconjuntos convexos de X es base 

de convexos si para todo A subconjunto convexo de X, existe Ble B 
tal que A = n Bl. Las proposiciones (5.4) y (5.10) aseguran que 

tanto la familia S de todos los semiespacios, como la Sv de los 

semiespacios con vértice son bases de convexos. Esta última base 
es mínima, o sea, si B es base de convexos entonces Sv e B. 

Sea x E A, donde A es subconjunto convexo de X; diremos que x es 
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punto extremaZ de A si y,z E A implica x ~ K(y,z)-{y,z}. Denotare

mos con ex A al conjunto de los puntos extrema1es de A. 

(5.11) Sea A subconjunto convexo de X y x E A. Entonces Zos si

guientes enunciados son equivaZentes: i. x E ex A; ii. A-{x} es 

convexo; iii. x ~ K(A-{x}); iv. existe Sx semiespacio de vértice 

x ta~ que A-{x} e Sx' 

Demostración. En forma inmediata se prueba que i ~ ii, ii ~ iii, 

iii ~ i, iii ~ iv. 

(5.12) Si A es subconjunto convexo de X, Zos siguientes enuncia

dos son equivaZentes: i. A K(ex A); ii. x E A Y Sx semiespacio 

de vértice x ~ (X-S x ) n ex A 1 ~. 

6. SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS. 

Consideraremos un nuevo sistema axiomático. Sean X un conjunto tal 

que card X ~ 2, B:XxX --+ P(X) una función que llamaremos opera

dor de banda y que satisface los siguientes axiomas: 

(P 1) {a,b} e B(a,b). 

(P 2) B (a, a) e {a}. 

(P 3) Si alE B(a,p) , blE B(b,p) Y XlE B(al,b l ), entonces existe 

x E B(a,b) tal que XlE B(x,p) . 

(P 4) a E B(b,p) , c E B(d,p) ~ B(a,d) n B (b ,c) 1 ~. 

Los axiomas que cumple B son propiedades de las bandas K(a,b) 

del sistema axiomático definido en el parágrafo 2. En efecto, 

(P 1), (P 2) Y (P 4) son consecuencias de (4.1) i, (Ax 3) y (Ax S) 

respectivamente. Finalmente, si alE K(a,p), blE K(b,p) Y xl E 

E K(al,b l ), por (4.1) ii Y iii XIE K(a,b,p); así, por (Ax 4) exis

te x E K(a,b) tal que xlE K(x,p). 

Ahora, a partir de B, obtendremos una función K:P(X) -+ P(X) que 

cumplirá (Ax 1) a (Ax S). Sea A e X, definimos C(A) = U{B(a,b)/ 

a,b E A}; Cn(A) inductivamente por COCA) = A, Cj+l(A) = C(Cj(A)); 
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K(A) = U{Cn(A)/n ~ O}. Siguiendo la misma notación del parágrafo 

2, K({al, ... ,an }) se escribirá K(al, ... ,an). Las cuatro proposi-

ciones siguientes pueden demostrarse en forma inmediata: 

(6.1) Si A, Al son subconjuntos de X y n ~ O, entonces: 

i. A e Cn(A) e Cn+l(A) e K(A); ii. Cn(A) Cn+l(A) ~ Cn(A) 

iii. Ale A ~ Cn(A l ) e Cn(A) y K(A l ) e K(A). 

(6.2) c,d E B(a,b) ~ B(c,d) e B(a,b). 

(6.3) K(a,b) = B(a,b). 

(6.4) Sea A e X, entonces son equivalentes: 

i. A = K(A); ii. A = C(A); iii. {a,b} e A ~ K(a,b) e A. 

(6.5) Si x E Cn(A), entonces existe F finito y F e A tal que 

x E Cn(F). 

K (A) ; 

Demostración. Trivialmente, (6.5) es válida si n = O. Supongamos 
·+1 

que también vale para n = j ~ O; sea x E CJ (A), luego x E K(a,b) 

donde a,b E Cj(A). Sean Fl,Fz subconjuntos finitos de A tales que 
. . ·+1 

a E CJ (Fl);y b E CJ(F z); así x E CJ (FlU Fz)' 

(6.6) K cumple (Ax 1) a (Ax 5). 

Demostración~ Sea A e X; dados a,b E K(A) puede probarse que 
K(a,b) e K(A); así por (6.4) K(A) = K(K(A)); en consecuencia, K 

cumple (Ax 1). Consideremos A e X; si F e A resulta K(F) e K(A); 
sea x E K(A), por (6.5) x E K(F) para algún F finito y F e A; así 

K verifica (Ax 2). Trivialmente se ve que K cumple (Ax 3) y (Ax 5). 

Nos resta ver que K cumple (Ax 4); sean ~ f F e X, F finito y 

p E X; tomemos A = U{K(a,p)/a E K(F)}; evidentemente F U {p} e A; 

si a l ,b 1E A, por (P 3) Y (6.3) K(al,b l ) e A. Luego, por (6.4) 

A = K(A); así K(F U {p}) e K(A) = A. 

Ahora podemos afirmar que el sistema axiomático dado en este par! 

grafo es equivalente al considerado en el 2; en consecuencia es 
consistente y no categórico. Fácilmente se ve que cualquiera de 
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sus axiomas es independiente de los restantes. Los ejemplos i a iv 

prueban la independencia de (P 1) a (P 4) respectivamente; en ca

da caso se define B(x,y) para todo x,y E X. 

i. X conjunto tal que card X ~ 2; B(x,y) = ~. 

ii. X conjunto tal que card X ~ 2; B(x,y) = X. 

iii. X = (conv {a,b,p})-(a,b), donde a,b,p son tres puntos no ali

neados del plano, conv la cápsula convexa usual y (a,b) el seg

mento abierto a,b; B(x,y) = X n conv {x,y}. 

iv. El mismo ejemplo utilizado para probar la independencia de 

(Ax 5), con B(x,y) = X n conv {x,y}. 

Los axiomas (P 1) a (P 4) son teoremas de la teoría axiomática de 

Voiculescu [5]. En efecto, (P 1) se deduce de A.1 y A.3; (P 2) 

trivialmente de A.2; (P 3) se obtiene aplicando A.S; (P 4) es con

secuencia de P. 5 (I 1). Sin embargo, hay axiomas de [5], como A. 7, 

que no se deducen en nuestro sistema axiomático para operadores 

de bandas. 
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DOS DESIGUALDADES EN NORMAS 

CON PESOS PARA SERIES DE WALSH 

Por E. O. Harboure yN. E. Aguilera 

INTRODUCCION. El propósito de este trabajo es demostrar desigual

dades en norma LP con peso entre una función y su serie de blo

ques lacunares de Walsh asociada. Desigualdades de este tipo fue

ron obtenidas por Paley [ 1], en el caso del peso 1 y Hirschman 

[ 2], en el caso del peso xa., con condiciones sobre a.. En el pre

sente trabajo se demuestran las desigualdades para funciones de 

peso crecientes o decrecientes que cumplen la condición dada por 

Muckenhoupt en [ 3] . 

Más precisamente, denotemos por ~n el sistema de funciones de 

Rademacher: 

~n(t) = sg sen(2nnt) n ~ O , O ~ t ~ 1 

y por ~n(t) el sistema de funciones de Walsh: 

~n(t) ~ (t) n. 
n = 

J 

y 

~O(t) 

Es conocido que el sistema de Walsh es ortogonal y completo en 

L 2 ([ 0,1] ,ll), donde II es la medida de Lebesgue del intervalo [0,1] 

Sean entonces ck los coeficientes de Fourier-W~lsh de 
f E L 1 ([ O, 1] ) : 

Si ahora 
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Resulta: 

¿ f (t) 
n=i n 

donde el último miembro es lo que llamaremos la serie de bloques 

lacunares de Walsh asociada a f. 

Se trata de ver qué condiciones debe cumplir una función de peso 

~ para que valgan las desigualdades: 

f: 
1 

0: 00 f 2 (t))p/2 A If(t)1 p ~(t)dt .;;; fo ~(t)dt .;;; 
n=-i n 

.;;; A' f: I f(t)1 p ~(t)dt l<p<oo 

donde A y A' son constantes que dependen sólo de ~ y p. 

El teorema 1 muestra que dichas desigualdedes valen en el caso 

de ser ~ creciente o decreciente y verificando la condición 
1 

(f/(t)dt) (J/(t) -p_i)p-i .;;; A 111 p 

donde 1 es un sub intervalo de [0,1]; I 11 indica su medida de 

Lebesgue y A es una constante dependiente sólo de ~ y p. 

A : 
p 

El teorema 2 se obtiene como corolario más importante de aquel 

teorema, y establece que la.s sumas parciales tienen norma (con 

peso) dominada por la norma de la función, en otras palabras si 

entonces 

1 fi f I s (t)1 P ~(t)dt .;;; e I f(t)1 p ~(t)dt. 
o n o 

si ~ cumple las condiciones anteriormente citadas. 

El lema 2 es particularmente interesante, ya que muestra la ana

logía existente entre las integrales Jr ~(t)dt y expresiones del 
k 

tipo pk donde O < p < 1, Y entre f 1 Y Rk con R >1. 
r ~(t)dt 

k 

Finalmente, en la parte II se analizan algunos ejemplos. 
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PARTE I 

Para establecer el resultado necesitaremos los siguientes lemas: 

LEMA 1. Si ~ cumple A para algún p > 1; 1, l' son intervalos en 
p 

1 [0,11, tales que 1 e l' y 111 2" 11'1, entonces 

donde C no depende de 1 ni de 1'. 

Demostración. Por la desigualdad de Holder tenemos: 

1 

IIIP,;;; (f/(X)dX)(f/(X)- P-1 dx )p-1 

luego 

Ir,~ (x)dx 

JI~(X)dX 
.;;; 

1 

(íI,~(X)dx)(fI~(X) -p=y dx)P-1 

I 11 P 

1 

(íI,~(X)dx)(fI'~(X) -p-1 dx )p-1 
.;;; C.2 P 

I 11 P 

Observación: Si ~ verifica A , 
P 

11· 
donde -+ - = 1; luego vale el 

P q 

entonces ~"p-1 verifica A , 
1 q 

lema para ~ 
-p-1 

En los lemas 2, 3 Y 4 usaremos la siguiente notación: {I~}k€N in

dicará una sucesión de intervalos encajados, contenidos estricta-
" "+1 

mente uno en el otro, y de la forma I~ = [~, ~] , verificando 
2 2 

I Ikl = 2 I Ik+11 ; por atraparte, {Ik}k€N será una familia deduci-

da de una de la forma (Ik}k€N' donde Ik = Ik - I k+1 , es decir, 

son intervalos diádicos rampantes que forman un cubrimiento del 

[0,1] y con medida 1/2k . 

LEMA 2. Si ~ cumple Ap y r > O, entonces se tiene: 

i) A 

(f 1/ (x) dx) r 
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Demostración. Sea a > 1 tal que ~a cumple A . (La existencia de 
p 

un tal a fue probada por Muckenhoupt en [3]). Probaremos que: 

donde 1- + 1-
a a' 

1,IC[O,1l. 

En efecto: 

1111/0.'111 p/o. 
~~--~~----~ ~ ___ 0._ E::l 
(J / (x) p-1 dx ) o. 

usando A Y Holder. Notar que la desigualdad de Holder da 
p 

y (*) da la desigualdad inversa. 

Veamos i): 

usando (*). 

k 
~ e L 

j =0 (I ~o.(x)dx)r/o. 
I. 

J 

Si ahora usamos el lema 1 y que Ik' C I~ para j ~ k 
J 

e 

k 
~ e L 

j=O 

k L zj r / a' 
j=O 



147 

Usando nuevamente el lema 1 y la desigualdad de Holder tenemos 

c k L zjr/Cl'.¡;; C Zkr/Cl' 

j=O 

c 

Veamos ahora ii). De la desigualdad de Holder y el lema 1 se tiene 

L CI ~Cx)dx)r.¡;; 
k=j Ik 

c L 
k=J 

zkr/Cl' 

L 
k=j 

En forma análoga a la demostración de i) obtenemos 

( C Ir ~ C x) dx) r .¡;; 
k=j k 

y usando ahora C*): 

c 
(II.~ClCX)dX)r/Cl 

J 

CCJ ~Cx)dx)r 
I. 

J 

con 10 que el lema queda demostrado. 

LEMA 3. Sea ~ verificando Ap. Sean r,s E R, O < r, s < =, a k ~ 0, 

k E N, Y a s + s O ••• + a k 

entonces L A~ I ~(x)dx'¡;; 
k=O Ik 

c L a~ I ~Cx)dx 
k=O Ik 

donde C depende solamente de r, s y ~. 
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Demostraaión. Sea 

Debemos probar entonces que 

.. 
¿ Brls ~ C ¿ b rls 

k=O k k-O k 

Consideraremos dos casos: 

a) 1 <!. < 00 
s 

Caso a): Tenemos que 

b) O < !. ~ s 

k 
eJ cpex)dx)s/r 

k 
b~/seJ cpex)dx)s/r 

¿ Ik [ ¿ J Ik 
Bk b. 

j=O J 

k 
[ ¿ e 

j=O 

..;; 
eJ cpex)dx)s/r 

I. 
J 

J 1 k'" (x) dx 

J cp(x)dx 
I. 

J 

l-~ 
)s/r 1 r 

j=O e] 
cpex)dx)s/r 

I. 
J 

sIr 

aplicando Holder. Usando ahora la parte i) del lema 2 tenemos: 

luego 

b~/s C ¿ ¿ ( 
j=O J k=j 

J IkCP (x) dx 

] cp(x)dx 
I. 

J 

sIr 
) s Ir 1 

J I/(x)dx 

JI. cp (x,) dx 

J 

sIr 
) 

J 1/ (x)dx sIr 
b~/s 

J cp(x)dx 
) E;; C ¿ 

j=O J 

I. 
J 
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en virtud dLc lema Z parte ii). 

Caso b) : 
k 

L 
j=O 

luego 

I Br / s .;;; I I b~/s 
k=O k k=O j=O J 

r 

I b ~ / s I 
J 1/ (x)dx 

j=O J k=j 
J1.<P(X)dX 

J 

como queríamos demostrar. 

LEMA 4. Si <P verifica A p' O < r, 

J Ik<P (x) dx 

Jr.<P(X)dX 
J 

J1k<P(X)dX 

J1.<P(X)dX 
J 

.;;; C I 
j=O 

b~/s 
J 

s <00 , a k ;;;. O, k E N Y 

AS I s entonces existe constante C depende a. , una que k J j=k 

s, <P Y P tal que 

I A~ Zkp J <p(x)dx';;; A I a~ Zkp J <p(x)dx 
k=O Ik k=O Ik 

de r, 

Demostración. Es análoga a la del lema anterior, usando en este 

caso que 

y I 
j =k (Zpj J <p(x)dx)s/r 

1. 
J 

A 

(Zpk J <p(x)dx)s/r 
Ik 

desigualdades que resultan del lema Z ( i), ii) respectivamente), 

notando que Zpk J <p(x)dx ~ 
Ik 

1 

(J <p-p-1(x)dx)p-l 
Ik 

-l/p-l Y que <P 



verifica A . 
q 

1 SO 

TEOREMA 1. Si ~ es una función creciente (decreciente) en [0,1] 

que verifica A y si f E L1 ([0,1]), entonces existen constantes 
p 

e y e' dependientes sólo de 

I 

e fo I f(x)1 P ~(x)dx 

I 

~ y p tales 

I 

~ fO((=-1 

~ e' fo I f(x)1 ~(x)dx. 

que 

siempre que alguno de los miembros exista. 

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 
I 

fo ~o(t) f(t)dt = O 

Definimos: 
Z-n Z-n 

JJ. Zn cfJ (O) fo f(x) <pn(x)dx Zn fo f (x) cfJn(x)dx n n 

I I 

'Y Zn cfJ n (1) f f(x) cfJn(x)dx _Zn 
f f(x) cfJ n (x) dx n 

1_2-n 1_2-n 

y sean 

g (t) 

h (t) ¿ h (t) n=O n 

Se puede ver fácilmente que gn(t) = JJ. n para O < t < Z-n-l , 

gn(t) -JJ. n para Z-n-I < t < Z-n, gn(t) = O si t > Z-n y que 

hn(t) O s~ t < 1 - Z-n, hn(t) = -'Y n si 1 - Z-n < t < 1 _ Z-n-I 

y hn(t) 'Yn si 1 - Z-n-I < t < 1. 

Demostraremos primero el teorema para g y h. Lo haremos sólo para 
g ya que para h se procede en forma análoga. 

g(t) = JJ. O + JJ. I + ... + JJ. n_1 - JJ. n si Z-n-I < t < Z-n 
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n-l 
L 

j =0 

-n 

Zn f: f(t)dt 

Tenemos entonces 

1 2- n 2- n 

fo,g(t)'P <p(t)dt zP Ln~OZnp I f 2-n-l f(t)dtI P f 2-n-l <p(t)dt 

y 

Luego, por el lema 3 obtenemos 

1 -n 

fo((=o g~(t))P/2 <p(t)dt';;;; e Ln=olllnlP J:-n-l <p(t}dt 

como además 

2- n - 1 2- n 

I Il n l P,¡;;; e znp [1 Jo f(t)dtl P + I f 2-n - 1 f(t)dtl Pl 

y 
-n-l -n 

Ln=o znp I f: f(t)dtl P f:-n-l <p(t)dt .;;;; 

por el lema 4 tenemos que 
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l 

f (I- g!(t))p/2 ~(t)dt < e fol¡ g(t)1 p ~(t)dt 
o n=O 

Veamos ahora la otra desigualdad: 

Como Ig(t)1 < + ... + II! I 
n 

si 2-n- 1 < t < 2-n 

resulta 
l 

fo' g(t)1 P ~(t)dt < 

-n 

< A I Il!nl P J22_n_l ~(t)dt < A I ({ 1!2)p/2 • 
n=O n=O j=O n 

-n 

f:-n-l ~(t)dt 

donde hemos usado nuevamente el lema 3. 

Hemos demostrado entonces el teorema para las funciones g y h. 
(C·abe observar que con esta misma técnica se podría demostrar el 

teorema para funciones características de intervalos diádicos sin 
usar la hip6tesis de que ~ es creciente o decreciente). 

Probaremos ahora que 

l l 

fo' g(t)1 P ~(t)dt < C fo' f(t)1 P ~(t)dt 

y 

y desigualdades análogas para h. 

-n -n 1 
r 
Jol g(t)1 P ~(t)dt = 2P In=o 2np I C-n-l f(t)dtl pJ:_n_l~(t)dt < 

-n -n l 

< 2P In=o 2np(f:_n_Ilf(t)IP~(t)dt)(f:_n_l~-P-l(t)dt)P-I. 

J22~:_1 ~(t)dt < C I f22~:_1 I f(t)1 p ~(t)dt 
n=O 
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C JOI f(t)1 P .,o(t)dt 

Por otra parte 
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usando la condición A . 
p 

de donde se deduce la segunda desigualdad. 

Veremos ahora que bajo la hipótesis de que .,o es creciente (decre

ciente), existe una función ~ escalonada, constante en interva-

los de la forma (Z-n-l, Z-n) con n> O Y (l-Z- n , l_Z- n- l ) yequi

valente a ella, es decir, existen constantes Cl y Cz tales que 

Cl ~(t) ";.,o(t) ..; Cz ~(t) tE[O,ll 

En efecto, sea ~ definida por: 

~(t) .,o (Z-n-l) si Z-n-l < t < Z-n n > O 

~(t) .,o(l-Z-n ) si l-Z- n < t < l_Z- n- l n > O 

Es claro que ~(t) ..; .,o(t) ya que .,o es creciente. 

Además, si Z-n-l < t < Z-n tenemos 

-n+l 

.,o(t) ..; .,o (Z-n) ..; Zn J:-n-l .,o(t')dt' ..; 

-n-l 
..; C Zn+l J: .,o(t')dt' ..; C .,o(Z-n-l) C ~ (t) 

donde hemos usado el lema 1 y el hecho de que .,o es creciente; en 

forma completamente análoga vemos que .,o(t) ..; C ~(t) si 

l-Z- n < t < l_Z~n-l n > o. 

Observemos que para que u(t) sea de la forma 

Zn+l_l 

u(t) ¿k=Zn ak ~k(t) 

es necesario y suficiente que u(t) sea constante en los interva

valos de la forma (zn!l ' z~:i) si k ~ O Y que su integral sobre 

intervalos de la forma (~ k+l) sea nula. 
zn' Zn 
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Veamos que la función (f - g - h ) ~l/p verifica estas condi-n n n 
ciones. En efecto: 

f 
n 

° en los intervalos (O,Z-n) y (l-Z-n ,l) 

por otra parte, ~ es constante en los intervalos (l- k+l) si 
> - Zn ' Zn 

1 ~ k < Zn_ 1 . Obviamente la integral es nula en (l- k+l). lue
Zn 'Zn ' 

go resulta que 

Podemos usar, pues, las desigualdades de Paley para obtener 

1 1 

J (( (f -g -h )2(t))p/2 ~(t)dt:::::: Jol (f-g-h)(t)IPHt)dt 
O n=O n n n 

y entonces 

1 1 

f 0:00 (f -g -h )2(t))p/2 <P(t)dt 
O n=O n n n 

f 01 (f-g-h) (t)1 P lO (t)dt 

en virtud de la equivalencia entre lO y ~. 

Finalmente tenemos 

1 1 

J (Loo f 2 (t))p/2 dt ~ e [J (Loo (f -g -h )2(t))p/2 <P(t)dt + 
o n=O n o n=O n n n 

1 1 

f «( g2(t))p/2 <P(t)dt + f (LOO h2 (t))p/2 <P(t)dt 1 ~ 
+ o n=O n o n=O n J 

1 1 1 

.~ e [Jolf-g-hIP(t) <P(t)dt + fo,g(t)'P <P(t)dt + Jolh(t)IP<P(t)dt)~ 

1 1 1 

~ e (fo'f(t)'P <P(t)dt + fo,g(t)'P <P(t)dt + Jolh(t)IP <P(t)dt]~ 

1 

~ e Jol f(t)1 P <P(t)dt . 

donde hemos usado las desigualdades demostradas y otras triviales, 
quedando así demostrada una parte del teorema. 

Para la otra, observemos que 
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1 1 1 

JOI f(t)1 P .,o(t)dt'¡;; e [Jol f-g-hl p(t) .,o(t)dt + Jol g(t)1 P.,o(t)dt + 

1 1 

+ Jol h(t)1 P .,o(t)dt)}'¡;; e [J 0: 00 (f -g -h )2(t))p/2 .,o (t)dt + 
o n-O n n n . 

1 1 

,¡;; e [J~¿:_o f!(t))p/2 .,o(t)dt + Jo <¿:-o g!(t))p/2 .,o(t)dt + 

y el teorema queda completamente probado. 

TEOREMA 2. Sea.,o creciente o decreciente en [0,1] Y tal que veri

fica Ap' 1 < P <~. Sea n E N Y sn(t) la suma parcial de orden n de 

f E L1[0,1] tal que Loo 1 ckl < ~ . Entonces 
k-O 

1 1 

Jol sn(t)1 P .,o(t)dt'¡;; e Jol f(t)1 P ~(t)dt 

nI + 2n2 nA Demostración.· Supongamos n = 2. + ••• + 2 Y sea 
g(t) = f(t) ~n(t). 

Entonces se tiene la siguiente igualdad (ver [1]): 

s (t) ~ (t) = g (t) + ••• + g (t) 
n n nI nA 

Si usamos el teorema ~, resulta que 

1 

J I s (t)1 P .,o(t)dt 
O n 

1 

1 

J I g (t) + 
O nI 

••• + g (t)1 P .,o(t)dt'¡;; 
nA 

1 

,¡;; e J (g2 (t) + 
O nI 

••• + g2 (t))p/2 .,o(t)dt'¡;; e J « g2(t))p/2. 
nA O n-O n 

1 1 

• .,o(t)dt ,¡;; e Jol g(t)1 P .,o(t)dt e Jol f(t)1 P .,o(t)dt 
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que es 10 que queríamos demostrar. 

PARTE II 

En esta sección veremos algunos ejemplos de funciones de peso pa

ra las cuales vale el teorema 1 dado -en la parte l. Es fácil ve

rificar que los pesos utilizados por Hirschman en [2] son casos 

particulares de los mencionados en este trabajo; en efecto, los 

pesos en ese caso son de la forma x~, donde ~ es tal que 

~l < ~ < 1-
P P 

Como ejemplo de generalización, veremos que la función de peso 

~(t) definida por 

~ (t) si Z-n < t ~ Z-n+l 

donde ~ E R , es una de las mencionadas en los teoremas 1 y Z. 

Es obvio que la función ~(t) así definida es creciente o decre

ciente, según ~ sea positivo o negativo. Veamos entonces que cum

ple la condición A . 
p 

Para ello consideremos primero el caso en que ~ > O. 

La condición A es: 
p 

1 

(J/(X)dX)(J/-P-l(X)dx)P-l ~ C 111 P 

veremos que se cumple en el caso de ser 1 un intervalo de la for

ma [O,Z-n]. En este caso tenemos: 

+ 

Ahora bien 

-k 

I J2 ~(x)dx 
2- k - 1 k=n+l 
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por ser a > O, Y dado que 
ka 
Zk/2 

.;; C si k E N, se deduce que 

L 
ka 

C L 1 .;; C 1 cl--.;; 
Zk/2 Z2n/2 k=2n+l Zk k=2n+l Zn 

Por lo tanto: 

Por otra parte 

-n 1 J: ¡p-P-1Cx)dx 

-k 1 

L J2 ¡p-P-1Cx)dx 
k=n+l 2- k - 1 

a 

\' k p-l 
¿ .;; 
k=n+l-Z¡-

a 
-p-l 

n L k 
k=n+l Z 

donde hemos usado que a > O. Usando las acotaciones obtenidas, 

queda 

p-l n ___ )p-l 
Zn 

que es lo que queríamos deducir. 

Si ahora I = [a,bl es un intervalo general, tenemos tres casos 

posibles: 

i) Existe n E N tal que 

ii) Exist~ nE N tal que 

iii) Existe n E N tal que a < 

Veamos cada caso separadamente. 

Caso i) 

< 
Zn+l 

<b';; 

En este caso la funci6n ¡p es constante en el intervalo I y se 

tiene 
1 

CJ/CX)dX)CJ/-p-1CX)dX)P-l = 1 



158 

Caso ii) 

J /' (x)dx 
1 /Z n b I J C! 1 C! 1 ip(x)dx + ip(x)dx = (n+l) (--a) + n (b--) 
a 1/Zn Zn Zn 

Pero como C! > 0, tenemos que nC! < (n+l)C! y por 10 tanto 

(n+1) C! (b-a) 

Análogamente: 

1 C! 
'J r ip-P-1(X)dX ~ n- p- 1 (b-a) 

y entonces 

1 C! 
(Jrip(X)dX) (J r ip-P-1(X)dX)P-1 ~ C! -p-1 p-1 (n+l) (b-aH n (b-a)] 

Dado que (n+l)C! < ZC!, obtenemos el resultado. 
n 

Caso iii) 

Aquí es _1_ < b-a < _1_ 
Zn+1 Zn-1 

y entonces 

1 

(J r ip (x)dx) (f /' -p-1 (x)dx) p-1 

y los tres casos quedan completamente terminados; es decir, ip 

cumple A si C! > O. 
p 

Si ahora C! < 0, recordemos que si ~ verifica A , entonces 
p 

1 

~-p-1 verifica A , donde 1 + 
q p q 

1; el resultado se obtiene en-

tonces tomando ~ = ip-(p-1). 
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SOBRE EL ANILLO DE COBORDISMO 

DEL ESPACIO PROYECTIVO REAL 

DE DIMENSION INFINITA 

por Osear Valdivia Gutierrez 

INTRODUCCION. En este trabajo calculamos el anillo del espacio 

proyectivo real de dimensión infinita utilizando la sucesión de 
Gysin. 

Agradezco al Profesor A. Liulevicius de la Universidad de Chicago, 

por las discusiones y sugerencias que me brindó durante la elabo
ración de este trabajo. 

1. GRUPOS DE COBORDISMO y BORDISMO COMPLEJOS. 

Consideremos una teoria de eohomologia generalizada en una cate
goría cuyos objetos son complejos regulares finitos y sus morfis
mos son funciones contínuas (ver [1]). Un espeetrum E es una su
cesión {En / n E Z} de espacios y una sucesión de funciones con-

tínuas 

donde SEn es la suspensión del espacio En (ver [6] ,[8]). 

Por ejemplo, tenemos el espectrum MU unitario de Thom, que se 
construye como sigue: Para cada ~ fijamos un U(n)-espacio fibrado 

vectorial universal En sobre el espacio clasificante BU(n) del 

grupo unitario U(n), tal que: 

i) El sobre BU(1) = CP(oo), espacio proyectivo complejo de dimen
sión infinita, es el espacio fibrado canónico de dimensión 1, Q 

sobre CP(oo). 

-----+. BU(n+1) es la aplicación inducida por la 

inclusión natural U (n) c:- U (n+1) entonces el fibradó indu

cido ~~(En+1) es equivalente a la suma de Whitney En$1, donde 1 
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es el fibrado trivial de dimensión 1. 

iii) Si PkI : BU(k) x BU(l) -----+, BU(k+l) es la aplicación in-

ducida por la inclusión natural U(k) x U(1) ~ U(k+1) enton

ces el fibrado inducido P~l(Ek+l) es equivalente al espacio fibra 
do producto Ek x El. 

Sea E ----+ X un espacio fibrado, D(E) y S(E) los espacios tota
les de los fibrados de discos y de esferas asociados respectiva
mente. El espacio de Thom ME = D(E)/S(E) ([4] ,[ 71) es un CW

complejo sin celdas en dimensión menor que 2n, excepto el punto 
base, y M es un functor de la categoría de espacios fibrados a la 
categoría de los CW-complejos con puntos bases. 

Sean E ----+ X Y F ----+ Y, respectivamente, U(n) y U(m)-fibrados. 
Entonces E x F ----+ X x Y es un U(n+m)-espacio fibrado y son ho
meomorfos M(E x F) y el wedge ME A MF., Si Y es un punto entonces 

MF = S2m, esfera de dimensión 2m ,y la suspensión S2m ME = ME A S2m 

es isomorfa a M(E$m), donde ~ es el espacio fibrado trivial de di
mensión m. 

Sea MU(n) el espacio de Thom del espacio fibrado En ----+ BU(n) . 

Entonces por (ii) se tiene una aplicación contínua 

.¿ : S2 MU(n) 
n 

--.... , MU(n+1) 

Luego MU consiste de la sucesión {MU(n)/n E Z} de espacios y de 

la sucesión U In E Z} de funciones contínuas (ver [41,[ 61). 
n 

Según G. W. Whitehead (ver [91), un espectrum determina una teo
ría de cohomología y de homología generalizadas. Las teorías de 

cohomología asociadas al espectrum unitario de Thom MU se llaman 
Cobordismo y Bordismo complejo respectivamente (ver [31). 
Si X es un CW-complejo finito, estos grupos son 

MUn(X) = [S2k-nX, MU(k)1 , MUn(X) = [S2k+n, MU(k) XI 

para ~ suficientemente grande, donde [A,BI designa las clases 
de equivalencia de homotopías de A en B. 

2. SUCESION DE GYSIN. 

Sea ~ el fibrado complejo canónico de dimensión 1 sobre BU(l) = 

CP(oo) con fibra la esfera de dimensión 1, SI = U(l), 

p: E = EB(~) ----+ BU(l) y Po: Eo = ES(~) ----+ BU(l) los fibra-
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dos asociados de disco y esfera respectivamente y la inclusión 

i: E e (E, Ea). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo: 

... ~ 
p* 

o 
---+ 

q q-l 00 MU (Ea) -+ MU (CP) -+ ••. 

donde la primera fila es la sucesión exacta del par (E,Ea)' ~ es 
2 . 

el isomorfismo de Thom (ver [3] ,[ 5]), Y sea g E MU (E,E a) la cla-

se de Thom de 71. 

Para cada a E MU q - 2 (Cp oo
) se tiene que: 

p*-l i* ~(a) = p*-l i*(p*a v g) = p*-l(p*a v i*g) = a v p*-l i *g 

-1 PROPOSICION 2.2. Se tiene que p* i*g es la clase caracteristica 

de Conner-Floyd de 71. 

Demostración. En efecto, la clase característica de Conner-Floyd 

de 71, que designamos con cf 1 (71) = W es la representante (ver [4], 

[6] ,[8]) de la composición de las aplicaciones contínuas 

E MU (1) 
o-secc~on 

lo que implica 

S2n A (Cp oo )+ lAf , S2n A MU(l) ----+ MU(n+l) 

00 + 00 + 2 
es decir, fE {(CP) , MU}_2 = {(CP) ,MU} 

Por otra parte, la clase de Thom g' E MU 2n (E,E a ) de un fibrado 

complejo sobre el espacio X se construye como sigue: 

Sea fa: X ---+ BU(n) la aplicación clasificante del fibrado ~ es-

to es EB(~) 

f 1 'Y n 
X ______ ~~a------~, BU(n) 

donde 'Yn es el fibrado canónico, Ea = ES(a) espacio total del fi

brado asociado de esferas. 
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B2n i f 
EB(~) 

a Como e E = 

y s2n-l e Ea ES (~) 

la aplicación contínua f induce 
a 

A 

• EB('Y n) 

• ES ('Y n) 

2n i / fa . () 2n d d d' .~ S ---+ M(~) = E Ea ----+ MU n = S U cel as e lmenSlon ma-

yor. 

Esta composición 

y la imagen de [ 

E Mú2n(S2n). 

l M-U2n(M()) MU 2n (E,E a) representa una case [ en . ~ = 

A - 2n - 2n 2n bajo i*: MU (M(~)) ---+ MU (S ) es 

En el caso del fibrado complejo ~ se tiene 

E 

d!f ~ A 
K f n cpOO f 

• E/Ea • MU(l) , g E MU 2 (MU (1) ) 
1 

Luego f es un representante de la clase cfl(~) = W E MU 2 (CPOO), 

o sea, f*(g) es la clase representada por f = W. Por tanto, 
p*w = i*g 

Utilizando la naturalidad resulta la 

PROPOSICION 2.3. Para cada fibrado complejo ~ de dimensión 1 so

bre X se tiene 

MU q - 2 (X) ---+. MUq (X) 

a --_. a u cf l (~). 

PROPOSICION 2.4. Para cada fibrado complejo ~.de dimensión 1 so

bre X, la sucesión 

~ MUq-2(X) ~ MUq(X) --+ MUq(Ea) --+ MUq-l(X) ~ ... 
es exacta. 

OBSERVACION. A esta sucesión por analogía a la cohomología ordi

naria la llamamos sucesión de Gysin y podemos obtener el caso g~ 
neral usando un argumento usual. 
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3. CALCULQ DEL ANILLO DE COBORDISMO MU*{Rp·). 

Sea 11 el fibrado canónico complejo de dimensión 1 sobre BU(l) y 
consideremos el diagrama conmutativo de transformaciones de fibra 

dos 

~-~--+, EU(l) 

f 
111 

BU (1) ___ e!,,--_, BU (1) = Cp· 

donde fe! es la aplicación clasificante del fibrad.o complejo a de 

dimensión 1 •. 

La esfera Sl es fibra tanto de a como de 11 y la aplicación de Sl 

en Sldeterminada por la transformación BO(1) -----+ EU(l) induce un 

homomorfismo de MU 2 (CP.) en sí mismo que lleva el elemento 

y = cf l (1I) en el elemento 2y; por consiguiente, 

(3.1) a=1I®1I 

Aplicando la sucesión de Gysin al fibrado 11 ® 11, teniendo en cuen 

ta que el espacio total de su fibrado asociado de esferas es 

Eo (11 ¡g¡ 11) = Rp·, obtenemos 

(3.2) 

cf 1 (n®n) 
---='----+, MUq (CP·) 

Pero cf l (1I ® 11) = L(1I,1I) satisface la ley de un grupo formal (ver 

[2]) y es de la forma 

(3.3) L(1I,1I) 2W + L a .. Wi +j +2 
~J 

PROPOSICION 3.4. Para Cp·. en la sucesión de Gysin (3.2), v L(1I,1I) 

es un monomorfismo. 

Demostración. En efecto, L(1I,1I) 
mayor. 

2W + términos en W de dimensión 

Sea X E MU*(CP~), entonces X = L a.W i , a. E MU*(SO). Supongamos 
i=O ~ ~ 

que a k es el primer coeficiente no nulo, entonces 
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X = a Wk + a Wk+1 
k k+l + '" 

y L (n "')X 2~ Wk+ 1 ~. ."., = ~k + termlnos en W de dimensión mayor. 

Sin embargo, para Cpn es wn+1 = O, por consiguiente, 

L(l1 n ,l1 n) v Wn = 2Wn+1 = O 

De la sucesión (3.2) y la Proposición 3.4 se deduce la 

PROPOSICION 3.5. La suaesión 

O ---+, MU*(CP"") ~ L(n,n), MU*(CP"") 11* , MU*(RP"") ---+, O 

es exaata. 

OBSERVACION. Como 11* es un epimorfismo, entonces Ker 11* es el i
deal en MU*(CP"") generado por L(l1,~). 

De las anteriores proposiciones se deduce el 

TEOREMA 3.6. El an1-\llo de Cobordismo MU* (RP"") es isomorfo al ani

llo de series formales 1I*(MU)[[W]] módulo el ideal generado por 

L(l1,l1) = 2W + La .. wi+j. 
1J 



166 

REFERENCIAS 

[1] ADAMS, J.F., Lec.;tuILe.6 on geneILa.LLzed c.ohomology, Lecture No
tes in Mathematics, Vol. 99 (1969), Springer-Verlag. 

[2] ----------- Qu~llen'.6 WOIL~ on 60ILma.l GILOUp.6 a.nd Complex Co
bOILd~.6m, Lecture Notes, University of Chicago 1970. 

[3] ATIYAH, M.F., BOILd~.6m a.nd CObolLd{.6m, Proc. Cambridge Phil. 
Soco 57 (1961) 200-208. 

[4] CONNER, P.E. y FLOYD, E.E., The Rela.;t{on 06 CobolLd{.6m ;to K
TheolLy, Lecture Notes in Mathematics, Vol.28 (1966) Springer
Verlag. 

[5] DOLD, A., Rela.;t{on.6 be;tween oILd{na.ILY a.nd ex;tILa.olLd~na.lLy· Coho
mology, Colloquium on Algebraic Topology, Aartus 1962. 

[6] HANSEN, IDAR, S;ta.ble OpeILa.;t{on.6 on Complex CobolLd{.6m, Tesis, 
Oslo 1970. 

[7] NOVIKOV, S.P., Homo;topy pILopelL;t{e.6 06 Thom Comptexe.6, Math. 
Sb.57 (1962), 407-442. 

[8] ------------- The me;thod.6 06 AlgebILa.{c. Topology nILom ;the 
po{n;t 06 v{ew 06 CObOILd{.6m TheolLy, Math. USSR-Izvestija, Vol. 
31 (1967) 827-913. 

[9] WHITEHEAD"G.W., Homology ;theolL{e.6 a.nd dua.l{;ty, Trans. Amer. 
Math., Soc.102 (1962) 277-283. 

Universidad Nacional Mayor de San Marcos 

Lima, Perú. 

Recibido en agosto de 1972. 



Revista de la 
Unión Matematica Argentina 
Volumen 26, 1972. 

POINTWISE CONVERGENCE OF SERIES OF BESSEL FUNCTIONS 

A. Benedek and R. Panzone 

1. INTROOUCTION. The following result is proved in [51, Ch. 4. 

Let be f(x) E L1(O,l), v > -1/2 and x E (0,1). If the Fourier se

ries of f converges to 1 at the point x then the Fourier-BesseZ 

series of f converges to the same vaZue at the same po~nt. 

This result cannot be extended to v > -1 since, in general, a 

function in L1 has not Fourier-Bessel coefficients for 

v E (-1,-1/2). However, it is possible to prove the following re
sult which is contained in theorem 4 of this papero Assume 

/.1 = (112 + v) 1\ O, iJ > -1, x E (0,1) and f(x)x ll E L1(O,l). Then. 

the expansions of f with respect to the trigonometric system and 

the BesseZ system are equiconvergent. 

To prove this result, which is crucial in the proof of the main 
result of this paper, we prove two theorems on equiconvergence of 

the Fourier expansion with the expansion of the function under 
consideration with respect to the system of eigenfunctions of a 

second order differential equation. This is done following the 

line of proof of theorem 9.5 in Titchmarsh's book. 

The main result of this paper is theorem S which roughly states 

thatany system of solutions of Bessel's equation, orthogonal with 
respect to xdx, complete in the space L2 defined by means of this 

measure, has the property that if the space LP admits convergence 
in the norm then it also admits convergence almost everywhere. 

AII these systems are described and also a family of LP-spaces 

which admit convergence in the norm. 

2. AUXILIARY RESULTS ANO NOTATION. 

Assume O < x < 1, -1 < v < 00 and {un :n=1,2, ... } defined by one 

of the following formulae: 

-v a 
n 

J v (anx) + K.av J (a x), K E (-00,00), K=O if v ;;;. O 
n -v n 
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with arg an E [O,w). Eaeh system {Un} is assoeiated to a value of 

K or k. Eaeh funetion un is a solution of the equation: 

(3) 

with v=O for the funetions of the systems (2). 
The an's are obtained from the homogeneous boundary eondition: 

(4) ((sin (X)/2 + eos (X)un (l) + (sin (X)u~(l) = O, (X E [O,w) 

For a fixed (X the set of solutions of (4), {an }, is a denumerable 

family. This set together with the value of K or k define the 

system {un}' i.e. eaeh system is determined by two parameters: (X 

and K (or k). Besides, each of them is orthogonal with respect to 

the weight X and complete in the space L2 determined by this 

weight, (ef. [5], Ch. 4). 

We shall denote with LP(w(x)), 00 > w(x) > 0, 1 ~ P ~ 00, the real 

spaee of p-integrable funetions with respeet to the measure w(x)dx 

and shall say that LP(w) admits convergence in the norm with re

speet to {un} if for f E LP , the expansion of f with respeet to 

the system converges to the funetion in LP. That is, let be 

e u 
n n 

e = J1 u f xdx / J1 u 2 xdx and f E LP(w), 
nOn O n 

O if n --+ 00 Observe that u 
n 

eonjugated beeause it is always a real function. 

is not 

3. POINTWISE CONVERGENCE OF EIGENFUNCTION EXPANSIONS IN L2 • 

In what follows assume the results and notation of ehapters 1 and 

2 of [ 5]. Let q be eontinuous in O ~ x <~, ~ ~ oo. Consider the 

differential equation 

(5) y" + CA - q) y = O 

and the z,lutions ~ and O sueh that 
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(6) tf>(0,X)2sin a ,tf>'(O,X)=-eos a ; 8(0,X)=eos a ,8'(0,X)=sin a. 

Assume that m(X) is an ana1ytie funetion, ho10morphie in the eom

p1ex p1ane exeept for simple po1es at the .rea1 points Xo< X1< ... < 

< X < n 
sueh that meA) = filA). 

Assume that for non-real X, m(X) is on the "limit eire1e" at X and 

su eh that there exist two sequenees {bn} and {~n} with the prope~ 

ty that for any X. with Im(X) > O it ho1ds: 

m(X) 
8 (bn ) eotg ~n + 8' (bn) 

tf>(b n) eotg~n+tf>'(bn) 

~ n E [O, 21T), ~ n --.. ~ • 

The residues of the funetion ~(x,X) 

po1es of m(X) are: 

8 (x,X) + m(X) tf> (x,X) at the 

{~n(x)} is an orthonormal fami1y of funetions in L2(0,~). 

We sha11 prove next theorem fol10wing the pattern given by para

graphs 1-4 of ehapter 9 in Titehmarsh's book. 

THEOREM 1. Assume that at x E (O,~) the functions ~n(x) verify 

I I ~n (x) I 2 

T2-T<A <T 2+T 
n 

0(1 ) if T --.. 00 

If f is a real function, f E L2(0,~), and the ordinary Fourier se-

ries of f converges at x to 1, then the series 

I e ~ (x) n n 

also converges to 1. 

By "the ordinary Fourier series of f" we understand the expansion of 

the restrietion of f to the finite interva1 (0,b)3X with respeet to 
the system {sin 21T nx/b, eos 21T nx/b}. Next 1ernma 2 asserts that 

if the ordinary Fourier series of f converges at x to 1 then this 
va1ue is independent of b whenever O < x < b < ~'. 
To prove theorem 1 we need sorne estimations from Titehmarsh's book. 
Assume O ~ arg X ~1T, S = lA = a + it, O ~ arg s ~1T/2, 

~>b>b >0. 
o 

Then, (ef. [51, 1.7. (ii)) 
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(7) 
I/l ex ,}..) 
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sin a cos sx + 0(1) etx/I si 

-(sin sx)/s + 0(1) etx/I sl2 

if sin a # O 

if sin a O 

where the O's are uniform in x and s whenever x E (O,b) and 

1 si > 0o(b). A careful examination of the constants in the proofs 

of 9.2.12 and 9.2.13 in [5] , proves that next formulae (8) and (9) 
hold. 

I/I(x,}..)=eisx/is sina + 0(1) e t (x-2b) /0 + O(l)e-xt /1 si 2 if t>l 

I/I(x,}..) = O(l)/ot if O < t ~ 

where sin a # O, and if sin a = O , 

e isx + 0(1)lsle t (x-2b)/0 + 0(1) e-xt/lsl if t> 1 

O(l)lsl/ot ifO<t~ 

In both formulae, the O's are uniform whenever x E (O,b) and 

Isl > 0o(b). (For this it is convenient to consider formula 9.2.11 

of [5] for the cases bt > 1 and bt ~ 1). 
We need also the following result on analytic functions (cf. [5], 

lemma 2.11). 

LEMMA 1. Let F(z) be holomorphia on -R ~ x ~ R, -r ~ y ~ r where 

z=x+iy. If in this reatangle 1 FI < M/lyl then I F(z)1 ~ Mo.M 

in -r ~ y ~ r, -R/2 ~ x ~ R/2, where Mo = Mo(r,R). 

Since l/I(x,s2) - eisx/is sin a is regular in the square -1 ~ o ~ 1, 

T-1 ~ t ~ T+l for T great enough and takes conjugate values at 

points symmetric with respect to the imaginary axis, we can apply 
the preceding lemma to obtain from (8): 

¡ 1/1 (x,}..) 

(10) 

1/1 (x,}..) 

eisx/is sin a + 0(1)e t (x-2b) /(oVl)+O(l)e-~t/1 si 2 

0(1) e-xt/I si if t > 1 

O(l)/ot ifO<t~ 

for sin a # O and from (9), when sin a O: 

¡ 1/1 (x,}..) 

(11 ) 

1/1 (x,}..) 

e isx + 0(1)1 si e t (x-2b) /(ovl) + O(l)e-xt /1 si 

0(1) e-xt if t > 

0(1)1 si /ot ifO<t~l 
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In formulae (10) and (11), the 0'5 have the same properties as in 
formulae (8) and (9). 
After integration of formulae (7) we obtain: 

j f: cf¡(y,X) dy O(l)e tx (l+x)/lsl 

(1 2) 

f: cf¡(y,X) dy = 0(1) e tx (1+x)/lsI 2 

if sin IX " O 

if sin IX = O 

where the 0'5 have same properties as in (8) and (9). 

Next, we shall see that if x < b then 

for sin IX " O j
I: ¡f¡(y,X) dy = O(l)e-xt+b • d (t) l(tAl)1 51 2 , 

(13) r ¡f¡(y,X) dy = O(l)e-xt+b . d (t) l(tI'l)1 51 for sin IX = O 
x 

where the 0'5 have the same properties as in formulae (8) and (9), 
and d(t)=t if O < t ~ 1, =0 if t> 1. 

To prove (13), observe that ~(x,X) satisfies the integral equation: 

(14) ~(x,X) = ~(b,X)cos(s(x-b)) + ~'(b,X)sin(s(x-b))/s + 

+ JX 5- 1 sin(s(x-y)) q(y) ~(y,X) dy . 
b • 

After integration of (14), we obtain: 

J: ~(y,A:)dy = ~(b,X) 5- 1 sin(s(x-b)) + ~'(b,X)(1-cos(s(x-b)))s-2 + 

+ f: q(y) ~(y,X)(l-cos(s(x-y))) 5- 2 dy . 

Then 

(15) lext tb ~(y,X)dyl ~O(1)s-l. sup leyt ~(y,X)I+ 
O~y~b 

+ 21 s 1 - 2. 1 ~' (b, X ) e b t 1 

where 0(1) has the same properties as in formula (8). 
From (14) it follows that for b fixed and x < b: 
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1"" (b A) 1 b et(b-x) t b 
.!--.>..::...l''-'-'-<. e t ..;; {I eX I/I(X,A) I + le t "'(b ,A) . 

s Isin(s(x-b))1 

cos(s(x-b))et(x-b)1 + Jb I sin(s(x-y)) q(y) e ty l/I(y,A) I dy} ..;; 
x s.et(y-x) 

M e(b-x)t 
..;; 

I sin(s (b-x)) I 
sup I ext "'(x,A)1 

O$x:S;b 

where M is an absolut constant if I si > u o (b). 
In consequence, 

(1 6) I "" (b, A) . e b t I (b-x) t 
..;; M. min I e l. maxlext I/I(X,A) I ..;; 

O$x$b sin(s(b-x)) O$x$b s 

..;; M'. max lext "'(X,A) I 
O$x$b 

where M' is an absolut constant when I si > uo(b), as it can be 

seen using the formula: I sin(x+iy)1 2 = sin2x + sinh2y to estimate 
the minimum. 

(13) follows now from (15) and (16), and the estimations (10) 
and (11). 

QED. 
It also holds (cf. 9.3.1 and 9.3.2 in [5]): 

whenever sin ex 'f O. In case sin ex = O, 

(18) 

In both formulae the O' s are independent of b if I si > u o (b). 

Finally, we mention a familiar result on convergence of Fourier 
series (cf. [6], p.242, Th. 1.3). 
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LEMMA 2. Assume Ib I f(y)1 dy < ~ , Ib I f¡(Y)1 dy < ~ and f=f¡ in a 
o o 

neighbourhood of x E (O,b). Then, the ordinary Fourier series of f 

reZative to the intervaZ (O,b) converges to 1 if and onZy if 

lim Ib fl(Y) sin(T(x-y)) dy = 1 
o x-y 

T+oo 

l¡. PROOF OF THEOREM 1. 

Let us assume that el is the eireumferenee of radius T2=1 Al and 

that in the interval (-~,-T21 there is no eigenvalue of the equa

tion. If T2 is not an eigenvalue and 

(19) cI>(X,A) ~(X,A) IX .(y,A)f(y)dy + .(X,A) I6 ~{y,A)f(y)dy 
o x 

then (ef. [51, Th. 2.í7): 

_1_ I cI>(X,A)dA = 1: e ~ (x) 
21T i el 2 n n 

A <T 
n 

Sinee cI>(X,A) cI>(X,A) if e 2 is the half eirele in the A-plane 

image of e = {s=Tei<P, 0";'10";' 1T/2}, s=lA, we have: 

2i 

In eonsequenee, 

I cI>(x,A)dA 
el 

(20) 1: en ~n(x) 
A <T 2 

n 

1m I cI>(x ,A)dA 
e 2 

Let E and ~ be arbitrary positive numbers. 

Write f=f¡+f2+f3' where f 2 is a eontinuously differentiable fune-

tion equal to zero on (b,6) and in a neighbourhood (x-6,x+6) of 

the point x, f¡ is zero on (b,ó) and sueh that I6 I f¡ldy < ~ and 
o 

f3 is zero in (O,b) with r I f3 1 2dy < E 2 
o 



Since f E L2 , this can be done if b is chosen great enough and 
greater than x and 6 sufficiently small. 

With this decomposition ~(X,A) = ~1 (X,A) + ~2(X,A) + ~3(X,A), 

where ~i is given by (19) with f i instead of f. 

In the following formulae (21),(22) and (23), the O's are inde

pendent of b if 1 si > ao(b). 

~1 (X,A) 

(21) 

(22) ~2(X,A) 

(23) 

'r e isl x-yl f 1 (y) (2is)-ldy + 
o 

-xt 1 + 0(1) (~ + 
1 si ~2 

0(1) 1) ext /at if 

e-6t (l+x) 0(1)/1 si 2 

0(1 ) (1 +x) e b t / t 1 51 2 

~(x-b)t 0(1) e/avl 

+ 
e(x-b)t 

) .1) 

avl 

O < t .;;; 1. 

if t > 1 

ifO<t.;;;l. 

ift>l, 

ifO<t';;;l. 

ift>l, 

(21) is a direct consequence of (7) and (10) and (11). In fact, 

because of these formulae: 

~ 

JbiSIX-YI -(x+y)t e-Ix-ylt 
[e + O(l)(e + + 

o 2is 151 151 2 

e(x+y-2b)t 
+ )] f 1 (y)dy 

avl 
if t > 1; and if t E (O, 1] , 

-- Jb ~1 (X,A) lO(l) ext f 1 (y)/at] dy. 
o 

To prove (22) observe that 

~(X,A) JX-6 ~(y,A)f2(y)dy + ~(X,A) Jb ~(y,A)f2(y)dy 
o x+6 

JX-6 Jb 
- ~(X,A) ~*(y,A)f~(y)dy + .(X,A) ~*(y,A)f~(y)dy 

o x~ 
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where t/l*(y,A) r t/l(r,A)dr ~*(y,A) = Jb ~(r,A)dr . 
y o 

Applying to this formula the estimations (7),(10) (or (11)), (12) 
and (13), we obtain (22). Finally, 

f8 J8 2 1/2 1<1>3 (X,A)I = 1t/l(X,A) /(y,A)f(y)dY1 ';;; It/l(X,A)Ie:C bIHy,A)1 dy) .. 

After application of (7) and (17) (or (18)), (23) follows for 
O < t.;;; 1, and <l>3(X,A) € 0(1) (exp(x-b)t}/a for t> 1. Since 

<l>3(x,s2) is regular in the square -1 < a < 1, T-l < t < T+l (if T 

is great enough) and takes conjugate values at symmetric points 
with respect to the imaginary axis, we can apply lemma 1, obtai
ning so (23). 
Calling C'=C n {t > 1}, C"=C n {t .;;; 1}, we obtain from (21): 

-i J ds fb e isl x-yl f 1 (y) dy + 
e' o 

+ '1/.0(1) J (e-xt + 1 
e' Isl ~2 

e(x-b)t 
+ )Islldsl= 

avl 

where 0(1) does not depend on b if Isl is great enough.Then, 

where 0(1) is independent of b if b > b1 > bo ' 1 si is great enough 

and x runsin a fixed closed interval contained in (0,b 1). 

Applying (22), it is obtained: 

(25) J <l>2(x,s2)2sds = 0(1) J exp(-H)I dsl /T 
e' e' 

0(1)/T6 

Applying (23), it follows, 

f J 
(x-b)t 

(26) <1>3 (x,s2) 2sds = 0(1) € e 1 sil dsl = 0(1) € 

e' e' avl 

In (25) and (26) the O's are as in (24). From (24), (25) and (26) 
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it follows that: 

(27) 1m J' <I>(x,s2)2sds = fb sin(TI x":yl) f 1 (y)dy+O(l) (e:+T/+l/Tli) 
e' o lx-yl 

To study the analogous integral on Gil we define the auxiliary func
tion: 

n(x,S2) = <I>(x,s2) - I 

T 2-T<A <T 2+T 
n 

This function is regular on the strip (T 2_T)1/2 < a < (T 2+T)1/2 

and,therefore on T-l/4 < a < T+l/4, if T is great enough. Besides, 

because of (21), (22) and (23) we have for 11m 51 = I ti "1 , 

0(1){e:+T/+T- 1 ebt + I I c II ¡f¡ (x)1 }/t.a = 
n n 

(28) 

Here the sums are on the set of A E (T 2-T,T 2+T) and O is as in 
n 

formula (24). 

Since f E L 2(0,6), II c 12 converges. In consequence, I c 2 in 
n n 

formula (28) is 0(1) for T ... oo. By hypothesis, II ¡f¡ (x) 12 = 0(1). 
n 

Therefore, from (28) we obtain next formula (29) where 0(1) is in

dependent of b: 

(29) O(l)(T/+e:+o(l))/tT 

From (29) and lemma 1 we obtain that on Gil: 

Therefore, 

(30) 

n(x,S2) = 0(1) (T/+e:+o(l))/T 

f n(x,s2)2sds = 0(1) (e:+T/) + 0(1) 
e" 

On the other hand we ha~e: 11m f 
e" 

dsl=lvar.Im 19(s2_ A ) 1< w. 
n 

Then 

(31 ) 25 dsl "w Ilc ¡f¡ (x) I = 0(1) 
n n 

2 2 In formul'a (31) the sum is on the set of AnE(T -T,T +T). From (30) 
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(32) 1m J. ~(x,s2) 25 ds 
e" 
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O(l)(e:+1/) + 0(1) 

Taking e: =1/ , from (20), (27) and (32) we obtain: 

(33) Jb 

7T o 
sin(T(x-y)) f 1 (y)dy + O(l)[e:+(Tc'l)-ll+~(l) 

x-y 

Since f 1 (y)=f(y) in a neighbourhood of x, from lemma 2 it follows 
that the integral in formula (33) converges to 1 when T + oo. 

Therefore , L c ~ (x) - 11 ~ C e: 
2 n n 

A <T 
n 

where C is a constant which does not depend on b neither on x, if 

x belongs to a fixed closed interval contained in (0,b 1). Since e: 

is arbitrarily small, we obtain L c ~ (x) = 1. 
n n QED. 

From Carleson's theorem (cf. [31 or [41), it immediately follows 
next corollary. 

COROLLARY. Under the hypothesis of theorem 1, L c ~ (x) aonverges 
n n 

to f(x) for a.e. Y. 

5. APPLICATION TO BESSEL'S EQUATION. 

In this section we apply the results of the preceding section to 
the case of Bessel's second order differential equation: 

(34) 
2 

y" (x) + (A - v -1/4) Y (x) = O, O < x < 1 , 
x2 

Y(l) cos a + Y'(l) sin a = O. 

In this case 1:.=0. In [51 , Ch. 4, §8 ,Weyl' s theory is applied to 
this equation. There it is obtained that the functions satisfying 

the equation and the boundary conditions (6) with a=O are: 

(35) tf>(x,A) = 
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8(x,A) = 'T(./X s {J (xs)Y~(s)-Yv(xs)Jv'(s)} + t/J(x,A)/2 
2 v 

and also that for O < v < 1, v # 1/2 (limit-circle case): 

meA) -s 
c.s-vJv' (s) + sV J ' (s) -v 

-v v c.S J v (s) + s J_ v (s) 
_00 < e ,¡;; 00 

2 

The same formula holds for v=1/2, as it can be easily verified. 
In this case the equation has no singularity at x=O. 
For v=O (limit-circle case): 

m (A) 
2J~(s) 19(sc) - 'T(Y~(s) 

-s 
2 Jo(s) 19(sc) - 'T(Yo(s) 2 

and for v ;;. 1 (limi t-point case): 

meA) -s --- -

where meA) is limit of leA) = -~cotg~+8 ')/(t/Jcotg~+t/J'). The corre

sponding functions in the case of sin a # O are, as it is easy to 
see: 

(36) 1 
t/J (x ,A) 

¡¡(x ,A) 

t/J cos a + 8 sin a 

-t/J sin a + 8 cos a 

and therefore, ;(A) is the limit of the circles (b -+ O): 

leA) = - (¡¡(b,A) cotg~ + 6' (b,A))/(;(b,A) cotg~ + ;'(b,A)). 

From (36) we obtain: 

1 (A) = 
sina - (cosa)[ (8cotg~ + 8 ')/(t/Jcotg~ + t/J')] 

cosa + (sina)! (8cotg~ + 8')/(t/Jcotg~ + t/J')] 

sina + 1 (A) cosa 

cosa - leA) sina 

and since meA) is the limit of the circles leA), we have: 

(37) , m (A) cosa + sina 
-meA) sina + cosa 

Using (36) and (37), we obtain for any a: 



179 

(38 ) ~(x,X) 8' + ;;¡'(X); = (O + m.rf¡)/(cosO' - m.sinO') . 

Using (35) and the corresponding va1ues of m(X), we have in the 
different cases: 

(39) ~(x,X) = 

= -v v vX(cs J v (xs)+s J_ v (xs)) 

[ (s i na) / 2 + cosa] (c s - v J v (s) + s v J _ v (s)) + (s i na ) s (c s -v J ~ (s) + s v J ~ v (s) ) , 

o < v < 1 , c E (- 00, +00] ; 

(40) ~(x,X) = 

IX [(2/1r)J (xs)lg(sc)-Y (xs)] o o 

[(sinO')/2+cosO'][~J (s)lg(sc)-Y (s)]+(sinO')s[~J' (s)lg(sc)-Y' (s)]' 
11"0 o 11"0 o 

v = O, c E (O, 00] 

(41) 
/x J v (xs) 

v ~ 1 . ~(x,X) 
[(sinO')/2+cosO']Jv (s)+sJ~ (s) . sinO' 

Then, the orthogona1 systems which correspond to the different func 

tions m(X) are given by: {"'n(x) = IX un(x)/II/-:- un (.)1I 2 } where un 

is defined by (1) or (2) and satisfies (4). Using the asymptotic 
formu1ae for Besse1's functions, it fo11ows that "'n(x) = 0(1) if 

x is fixed and X - n 211"2. Therefore, L 1'" 12 = 0(1) for T2-T < 
n n 

< Xn < T2+T, and the hypotheses of theorem are verified for 

these cases; In consequence, we have: 

THEOREM 2. Assume v > -1 and f E L2 . Then S f 
n 

to fa. e .. 

L Cj"'j converges 
jsn 

6. POINTWISE CONVERGENCE OF EIGENFUNCTION EXPANSIONS IN LP. 

Let be 1 ~ P ~ 00 and O < u (x) < 00 a. e., O < x < 1::.. We have de

fined as LP(u) the space of "functions" f such that uf E LP. 

We shaH write: lIufll = 11 fll . Let {'" } be the system defined at P p,u n 

the beginning of paragraph 3. With the same notation of that sec
tion and the same hypotheses on m(X), it ho1ds: 
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THEOREM 3. Assume f E LP(u) n L1 , 1 ~ p <~, and that the fol

lowing hypotheses are satisfied: 

1) There exist the Fourier coefficients of f with respect to {~n}' 

JI:>. JI:>. 
cn = of~ndx, and OI~(X,A) l. If(x) Idx is locally bounded in R2-{A n}. 

3) If l/p + l/q = 1, the following equali~ies hold with the O's 

independent of b whenever IAI > ao(b): 

O(l)/at if O < t ~ (J: 1~(x,s2) /u(x) I qdx) 1 /q 

) sin Ol .¡, O , 

0(1) e-bt/a if t ;;. 

O(l)lsl/at if O < t ~ : ) sin Ol 

0(1)151 e-bt/a if t ;;. 

(If q=~, the left hand side of 3) should be replaced by 

ess .sup .I~ (x,s2)/u(x) 1). 
x€ (b, 1:>.) 

O • 

Then \ c.~. and the ordinary Fourier series of f (in the sence , ¿ J J 

of theorem 1) are equiconvergent: if the last one converges to 

the number 1 then also L c.~. = 1. 
J J 

Proof. From 1) it fo11ows that the function: 

Jx . JI:>. 
<I>(X,A) = ~(X,A) O <f>(x,A)f(y)dy + <f>(X,A) x ~(y,A)f(y)dy 

is, for x fixed, an ana1ytic function in the comp1ex p1ane with 
simple poles at the points An and residues cn~n(x). In fact, it 

is sufficient to prov~ that F(A) = JI:>. ~(y,A)f(y)dy has at An a 
x 

J
I:>. 

simple po1e with residue 4>(y,An)f(y)dy/II4>(.,An)II~. Consider 
x 

b . 

Fb(A) = J ~(y,A)f(y)dy, b < 6. Then, from section 3, we have: 
x 
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where Gb is regular in a neighbourhood of An' For b -+ l:J., i t fol

lows that 

A E {A.} 
J 

Here, F and G are uniform limits on compact sets. In consequence, 

G is regular in a neighbourhood of An and F has the desired prop
erties. 

Following the proof of theorem 1, we see that (20) holds. Now, we 
decompose f as in that theorem, f = f 1 + f z + f 3 , with the same 

requirements on f 1 and f z and the support of f 3 , but requiring in 

this case: IIf311 < e:. p,u 

Then (21) and (22) hold. Using in the proof of (23) that 

and the hypothesis 3) instead of (17) or (18), we obtain (27). 

(32) also holds if we take into account (cf. formulae (28) and 

(31)) hypothesis 2). Therefore, (33) holds and the theorem follows. 
QED. 

7. APPLICATION TO SERIES OF BESSEL FUNCTIONS. 

In this sectiort we apply last theorem to Bessel and Dini series. 

The function 

(42) 1/1 (x ,A) 
/i J v (xs) 

-------
[cosa+(sina)/2] J v (s)+(sina)sJ~ (s) 

corresponds to (39) if c=O and -1 < v < O, al so to (39) if c=oo 
and O < v < 1, to (40) if c=oo and V=O and to (41) if v ~ 1. 

The system associated to this function is: 

( 43) 

where {s } is the set of zeros of the denominator in (42) and 
n 

such that O ~ arg sn ~ ~/2. 

THEOREM 4. Assume v > -1, M 
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Then, the expansion of f with respeat to the system (43) is equi

aonvergent with the ordinary Fourier expansion in the sense aZ

ready defined for x E (0,1). 

Proof. Let us verify the hypotheses of theorem 3 with p=1. Sinee 

~ and ~ are 0(x~),1) fo11ows. (As before, for this applieation 
n 

6=0 and 1 instead of O). Using the asymptotie expansions in the 

denominator of (42) we know that An- n2~2. Sinee ~n(x)=0(1), to 

prove 2) it is enough to see that en=0(1). From (43) it follows 
that: 

(44) l
X~0(1) ifO<x<1, 

= C eos(xs -v~/2-~/4) + 0(1)/xs n n n 
if xs > 1 . 

n 

Here, the 0'5 do not depend neither on x nor on n, and Cn is 

bounded above independently of n. Assume that h=s-1/2 ; applying 
n 

(44) we obtain: 

1 
le I = II ~ (x)f(x)dxl 
non 

1 
+ s-1/2 I If(y) Idy = 0(1) 

n O 

as it easily follows from the hypoteses and Riemann-Lebesgue's 

lemma. 

Let us prove 3). Sinee in this case the singular extreme is O, 

the norm to be bounded is ealeulated on (0,1-b), b -+ 1. Beeause 

of the asymptotie formula for J v 

( 45) if O < t , I xs I > 1 

Beeause of the behaviour of J v at the origin, the same formula 

holds for Ixsl ~ 1. Then 

(46) sup 
xE (O, 1-b) 

2 
Hx,s ) I 

x~ lA/s J v (s) + Bw J~ (s) I 
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A = (sina)/2 + cosa B = sina 

Again, because of the symptotic formu1ae for Besse1 functions and 

their derivatives: 

with M > 0, independent of s if s is great enough. From (46) and 
(47),3) follows. QED. 

LEMMA 3. 1 ~ r ~ p ~~. If ~ and ~ are reaZ numbers verifying 

~ + 1/p < ~ + 1/r then LP(x S) e Lr(xY). 

Proof. Assume p <~. From Ho1der's inequa1ity: 

. IIx(Y-S)r1l 
(p/r)* 

Since (p/r)*=p/(p-r), 1ast norm is finite whenever r < p and 

(~-~)rp/(p-r) > -1, or whenever r=p and ~ <~, Le. if the hypoth-

esis is verified. Therefore, UfxSU C ;;;.UfxYU . This proves in part 
P r 

the 1emma. The case p=~ fo11ows in the same way . QEIJ. 

COROLLARY TO THEOREM 4. Assume that p and ~.reaZ. verify 

( 48) 1/p < 1 + J.I - ~ p > 1 , 

and that fE LP(x S) on the intervaZ (0,1). Then the expansion of 

f with respect to the system (43) converges a.e. to f. 

Proof. J.I ~ ° imp1ies the existence of a number r > 1 such that 

1/p + ~ < 1/r < 1 + J.I. From 1emma 3: fE Lr e L1(x~). The coro1-

1ary fo11ows from the theorem of Car1eson and Hunt on convergence 

of ordinary Fourier series, (cf. [31 and [41). 
QED. 

REMARK. We cou1d now obtain the ana1ogous resu1t for the systems 

described in §2. To avoid ca1cu1ations, which for these systems 
are slight1y more comp1icated, we give an a1ternative proof in 

next paragraph. 
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8. CONVERGENCE A.E. OF ORTHOGONAL SERIES OF BESSEL FUNCTIONS. 

The aim of this section is to prove the following resulto 

THEOREM 5. Let {u } be a system of soZutions of BesseZ's equation 
n 

of order v. v any reaZ number, satisfying a reaZ homogeneous bound

ary aondition at x=1, orthogonaZ and aompZete in L2(/x). Then 

v > -1, and if p, ~ and v satisfy 

(49) <p {(v + 1/2)flO} + 3/2 - ~ > 1/p , 

then for any f E LP(x B) its expansion with respeat to the system 

{un} (in the sense of paragraph 2) aonverg<:s to f a.e .. 

This result is a consequence of the following theorem (which is 
proved in [2]) and theorem 7. 

THEOREM 6. Assume -1 < v and {un} given by (1) or (2), and 

O<x<1. 

a) If 1 .;;; P .;;; 00 , _00 < ~ < 00, then LP (x B) admits aonvergenae in 

the norm with respeat to the system {un} if and onZy if (49) and 

(50) hoZd: 

(50) p<oo 1/p>1/2 -~ - {(v + 1/2)flO}. 

b) Any system of soZutions of BesseZ's equation of order 

v E (_00,00), {wn }, satisfying a reaZ homogeneous boundary aondition 

(4), orthogonaZ with respeat to xdx, aompZete in L2 (x 1/ 2), is 

equivaZent to one of the systems (1) or (~) in the sense that for 

eaah n there exists a number h I O suah that w =h u . 
n n n n 

a) Por eaah system, {an } is reaZ if n ~ no' where no depends on 

the system. Moreover, an-+ 00 if n -+ 00 . So, we shaZZ suppose that 

n ~ no impZies a n < a n + 1 . If an is not reaZ then it is pureZy 

imaginary. 

d) Let {un} be a system obtained from (1)with KIO and v E (-1,0). 

We assoaiate to it another system {~ }. and preaiseZy that obtainn 

ed from (1) with the same boundary aondition and K=O. If {un} i8 

obtained from formuZa (2) then {un} wiZZ be that obtained (with 

the same boundary aondition) from formuZa (1) for the aase v=o 
(and therefore K=O). 

'. i 
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For each system and its associate there exist a number m and a fn. 

G(x) such that if Snf(Snf) designates the n th partial sum of the 

expansion of f withrespect to the system {u } ({~ }) then. if 
n n 

(49) and (50) hold then for any f E LP(x B) it also holds: 

(51 ) Is f(x) - S + f(x) 1 .;;; e G(x)lIf.xBII n n m n P Vn, 

where en = n 2P if -1 < P < O, en = 1/lg n if p=O, ando G(x) is 

finite everywhere and depends only on P,~ and p. 

THEOREM 7. Assume p > -1 and P,~ and p satifying (49). Then. if 

{u } is one of the systems defined by (1) or (2) then LP(x B) 
n 

admits convergence a.e. with respect to it. 

Proof. Assume that the system under consideration is defined by 

(1) with K=O. This system after multiplication by Ix , coincides 

except for normalization with the system {~n} of paragraph 7. 

The corollary to theorem 4 implies that if F E LP(xo) and 

1/p < 1 A (1+M-8), then the expansion of F with respect to the 

system {/Xu (x)] converges to F a.e .. 
n 

Definig f and ~ by F=f Ix, ~ 8 + 1/2, we have: fE LP(x B), 

and in consequence, theorem 7 for K=O follows. 

From theorem 6,d), it follows that theorem 7 holds whenever the 

following inequalities hold: 

(52) 1<p<oo 1/2 - M < ~ + 1/p < 3/2 + M. 

ASS,UJ'l~.:f E,l,SCxY),. and~ + 1/s .;;; 1/2 - M. In this situation, 

there exist p and ~ verifying (52) and such that p < s. From 

lemma 3, we obtain LP(x B) ~ LS(xY). 

QED. 
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