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FOURIER SERIES EXPANSION FOR THE GENERAL
POWER OF THE DISTANCE BETWEEN TWO POINTS

by R. F. A. Abiodun

ABSTRACT. Simply by using the property of orthogonality of cosine
functions, the Fourier series for the hypergeometric function

2 _ 1

1 11 . T . _ 2 2 2
2F1[2 A+ 7 3 A+1; - Ei] where r = (r] + T, 2r;r, cos w)

is the distance between two points (rl, 01, wl) and (rz, 02, wz)

is given. When ¢ = 0, it yields the expansion for r_(k+1) valid
for all values of A, where N can be real or complex. By special-

-1/2 -3/2

izing A, the expansions for (c2 + rz) and (c2 + r2) are al-

so obtained.

1. INTRODUCTION. The expansion for powers of the distance between
two points is often required in various fields of Mathematical
Physics. Various approaches to the expansion have been considered
by several authors. Recently Sack [1] in a generalization of

Laplace's expansion, presented a series expansion of the form

(N rt o= 22 Ry, (ry, 1,) Pyplcos @) ,
=0 &

in teruws of Legendre polynomials P, for arbitrary real powers of

: _ 2 2 1/2
the distance r = (r1 T 2

P, = (rl, 91, wl) and P, = (rz, 02, wz) referred to polar coordi-

- Zrlr cos w) between the two points

nates and cos w = cos 01 cos 02 + sin 01 sin 02 . cos (wl - wz).

Ashour [2] following Sack's method obtained the Fourier series ex-

pansion:

(2) o= ZK R p(ry, 1,) cos fw
-0 ™

Sack's approach (and in effect Ashour's as well) requires a knowl
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edge of the partial differential equation satisfied by r". Second
ly, their approach assumes a preknowledge of the functional form

of the desired expansion functions R Thirdly, their expansion

n,t’
presuppose the knowledge of the expansion for a specific value of
n. Furthermore, the use of series solution and the equating of
coefficients which their approach entails could be cumbersome.

In this paper we show that a new Fourier expansion for r

(where
A can be any number real or complex satisfying R(A) > -1) can be
obtained very simply merely by using the orthogonal properties of

the cosine functions. Two other new results are also given.

2. MATHEMATICAL DERIVATIONS.

Eason, Noble and Sneddon [ 3] have proved that

©

(3) J J (at)J (bt)e Ftrdr = — Tlurveirl) x
o " v LA S T (p+v+l)
™
- -1 u-v _-1iv@ 1 _ l 1 1
J (a-be ) 2F1[2 u 7Vt oAt s
0
2

1 1 1 T

Eu-§v+§)‘+1,p-v+1,—:2—]de

where r2 = a2 + b2 - 2ab cos &, R(u-v+a+1) > 0, and R(c) > 0.

Using the result given by Erdelyi {4, p.373, equ.(8)} and putting
¥ = v, we obtain after simplifications that

©

\ et r(%x+%+m)r(%>\+1+m)2)‘(ab)m
(1) J Jm(at)Jm(bt)t e “tdt = X

0 /;sz‘i')\"'l [r(m+1)]2
2 2

1 1 1 . . .a_ b~
Em+ 52 +3), m+ 352+ 1) m+l, mel; 2 Czl

valid for R(A) > -1. The function F, appearing in equation (4) is

4
the Appell hypergeometric function of two variables defined by

® w (o) (8)
(5) Fyla,83v,85%,y] = [ ] ~—RHL PR xPyd

=0 =0 $ !q!
p q (Y)p()qPq
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With the notation,
(6) a = r = min(rl, rz), b=r1r = max(rl, r2), (ro >0

we obtain from equations (3) and (4) that

1 1 1 r2
(7) J cos m zFl[f At g, 3 At 15 1 =5 ] dé =
o c
—~ SA m 1 1 1
~ vy 2 (1’< I‘>) I‘(f A+ m o+ 7) 1"(5 A+ m o+ 1)

2™ p(a+1) [m!12

T
X F4[%(A+Zm+1), %(A+2m+2); m+1, m+1; —(—1)2 -(-1)2 1

valid for R(ax) > -1.

This result becomes useful in the following section.

3. THE MAIN RESULT TO BE PROVED.

We shall obtain the Fourier expansion of the hypergeometric func-

2
. 1 1 1 4. T
‘thI’lZFl[-Z-)\+—2-,§>\+1,1, ——CZ].
Let
1 1 1 r? ®
(8) LFl5x+ 3, 54+ 15 1; "z 1 = Zm=0AA, cos m 0.

The hypergeometric function 2F1 is continuous and of bounded varia

tion in the interval (0,7).

Multiplying both sides of equation (8) by cos nf and integrating
with respect to & from 0 to n, and using the orthogonality proper-
ty of cosine functions, we obtain

m
2
=1 1 11 .oq. I°
Av,o T J 2Pl A 5 g s 1515 751 d6, and
0 C
™
1 11 r*
(9) A)\m = cos mf 2F1[5>\+E,‘2')\+1919 2]d0



With the help of equation (7), the Fourier series for ,F. is ob-

21
tained thus:
A G A+ TG A . .
(10) A | = : E O+, SG+2)5 1, 13
’ Vo T(A+1)
T T
< 2 >, 2
(92, -7
A+l m 1 1 1
A ] E (r<r>) P(E'A t ot m) P(E-A +m+ 1) .
A,m

/i c® T(A+1) [m!]?

1 1 <2 D>
x F,lz0¢2m+1), 500 2m+2) 5 me1, m+ls - ()%, - ()7

valid for R(ar) > -1.

4. PARTICULAR CASES.

On specializing the parameters in equations (9) and (10), interes
ting results can be obtained.

Case (1): On letting c - 0, equations (8) and (10) reduce to

(1 - OFD) ) A, _ cos mé
m=0 "’
. - - (4D 1 1 1 1 Te o
with AA,O =T, ZFI[E A+ 2 7 A+ 55 1; (;f) ]
2 m _-m-A-1_.1 1 1 1
(12) A)\,m T m' . T (E A E)m 2F1[m * 2 A 2
(m#0)

valid for R(A) > -1. By analytical continuation, this condition
can be further relaxed. For negative values of A, the series for

A, p is of finite terms and the expansion therefore remains valid
’

for all values of A. When X is real, the expansion of this case
reduces to the result of Ashour [ 2],

Case (ii): Let A = 0, ¢ # 0. Equations (8) and (10) reduce to
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2 2.-1/2
(13) (c® + 19) =7 Ay o cos mo
m=0
with
T T
1 . . _ (%52 _(_>52
(14) Ay g=c B ly 151,15 (2%, -]

2(r v )™ r(m+1/2)
A, o= (rer, F, L (m+1/2), (m+1); (m+1),
(mr,-,‘O) /T sz‘l m!

T
<

2 s 2
C) > -(——C— ]

, (m+1)5 - (

Case (iii): Let A = 1, ¢ # 0. Equations (8) and (10) again yield
the Fourier expansion

(15) (C2 + rz)_3/2 =] A)\’m cos mé
m=0
with
T
- 3 (€42 >52
(16) Ay g = ¢ FI1,3/2; 1, 15 -7, -7 ]

4(r<r>)m r(m+3/2)

A = F,[m+1, m+3/2; m+1, m+1;
A,m — 2m-3 4
(m#0) vr " m!
T
<42 >y 2
(D2, D2

Expressions such as expanded in Cases (ii) and (iii) frequently
arise in atomic physics where the constant c may be treated as an
adjustable physical parameter.

By setting the parameters suitably, further results can be ob-
tained as particular cases of expansion (8). Other interesting

expansions of the function £(r) will be treated in the next com-
munication.
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SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE CAPSULA CONVEXA

por Juan Carlos Bressan

1. INTRODUCCION.Consideraremos un sistema axiomdtico independien-
te y no categdrico para operadores de cdpsula convexa basado en
un trabajo de Ellis [1]. Muchas de sus definiciones y teoremas

se obtienen por analogia con la teoria de la convexidad en espa-
cios vectoriales; de esta forma, pueden deducirse en este siste-
ma algunos de los resultados dados por Hammer [ 2] . Finalmente
obtenemos un sistema axiomdtico para operadores de bandas equiva-
lente al antes estudiado; sus axiomas son teoremas de la teoria
axiomdtica para segmentos de Voiculescu [5].

Deseo expresar mi agradecimiento al Dr. Fausto A. Toranzos por

haberme dirigido y asesorado en la realizacidén de este trabajo.

2. NOTACION Y AXIOMAS.

Sean X un conjunto tal que card X = 2, P(X) la familia de todos
los subconjuntos de X, K:P(X) — P(X) una funcién que llamare-

mos operador de edpsula convexa. Si {al,...,an} C X,
K({al,...,an}) se escribira K(al,...,an). Dado {a,b} C X, dire-
mos que K(a,b) es la banda determinada por a,b.

La funcién K debe cumplir los siguientes axiomas:

(Ax 1) AcX = K(K(A)) C K(A).
(Ax 2) A CX = K(A)

U{K(F)/F finito y F C A}.

(Ax 3) a € X = K(a) {a}.
(Ax 4) ¢ # F c X, F finitoy p € X = K(F U {p}) C U{K(a,p)/acK(F)}.

(Ax 5) a € K(b,p) y ¢ € K(d,p) = K(a,d) n K(b,c) # ¢.

Dado A C X, K(A) se llamard la cdpsula convexa de A. Diremos que
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A es convexo si A = K(A)

Los axiomas precedentes son propiedades de la cédpsula convexa u-
sual en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados; en conse-
cuencia, el sistema axiomdtico que definimos es consistente y no
categdrico. Otros modelos de este sistema son:

i. X subconjunto convexo de un espacio vectorial V sobre un cuer-
po ordenado; para A C X, K(A) = conv A donde conv A es la cédp-
sula convexa usual de A en V.

ii. X un conjunto tal que card X > 2, para A C X, K(A) = A.

iii. Sean X el plano euclidiano, |xy|l 1la longitud del segmento xy,
s un punto de X. Dados a,b € X, ds(a,b) = |abl si a,b,s estdn ali
neados y ds(a,b) = |as| -+ Isbl si a,b,s no estdn alineados; (X,ds)
es un espacio métrico; para A C X, definimos K(A) igual a la cép-
sula convexa de A en la métrica d, (la definicién de cdpsula con-
vexa en una métrica se encuentra en Toranzos [3]). Se ve fdcilmen
te que las bandas definidas por K cumplen (P 1) a (P 4) del para-
grafo 6, en consecuencia K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

El sistema axiomdtico considerado es una particularizacién del da
do por Ellis en [1l], tomando en lugar de dos operadores un solo
operador K y pidiendo que para todo a € X K(a) = {a} lo cual no
se deduce en el sistema axiomdtico dado en [1], pero permite ob-
tener K(¢) = ¢ y algunos resultados sobre semiespacios. Si se con
sidera un Gnico operador K, los axiomas 1 y 2 de [1] resultan de
(4.1) 1 y ii respectivamente, mientras que los axiomas 3, 4 y 5
de [1] son respectivamente (Ax 2), (Ax 4) y (Ax 5).

3. INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS.

Veremos que cualquiera de los axiomas precedentes es independien
te de los otros hallando, para cada axioma, un conjunto X tal que
car X > 2 y una funcidén K:P(X) — P(X) que no verifique -dicho
axioma pero cumpla todos los restantes; en cada caso tendremos
que definir K(A) para todo A C X. Los ejemplos i a v dados a con-
tinuacidn prueban la independencia de (Ax 1) a (Ax 5) respectiva-
mente.

i. X espacio vectorial real tal que dim X > 2, K(A) = U{la,b]/
a €A ybe A} donde [a,b] es el segmento cerrado de extremos a,b.
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ii. X el con,unto R de todos los nlmeros reales, K(A) = A donde
A es la clausura de A en la topologia usual de R.

iii. X conjunto tal que card X > 2, K(A) = X.

iv. X conjunto tal que card X > 4, K(A) = A si card A <2 y K(A) =
= X si card A > 2.

v. X = [b,p] Uld,p] donde b,p,d son tres puntos no alineados de

R", K(A) = X n conv A donde conv A es la cédpsula convexa usual de
2

A en R”.

L. CONSECUENCIAS DE LOS CUATRO PRIMEROS AXIOMAS.

Muchas de las propiedades de K se deducen de los cuatro primeros

axiomas.

(4.1) Sean A,B subconjuntos de X. Entonces: i. A C K(A)
ii. K(K(A)) = K(A); iii. A € B = K(A) C K(B); iv. K(X) = X;
v. K(¢) = ¢.

Demostracidén. i. Es consecuencia de (Ax 2) y (Ax 3). ii. Se dedu-
ce de i y de (Ax 1). iii. Se aplica (Ax 2). iv. Es trivial.

v. Sea {a,b} c X y a # b; por iii y (Ax 3) resulta K(¢) C K(a) n
N K(b) = ¢.

El resultado dado en (4.1) iii se encuentra en [1], 4.1, (b).

(4.2) 82 A C X, los siguientes enunciados son equivalentes:
i. K(A) = A, ii. {a,b} C A = K(a,b) C A.

Demostracidén. i = ii. Resulta inmediatamente de (4.1) iii.
ii = i. Supongamos que se verifica ii. Por (4.1) i y (Ax 2), al-
canza con Vver que F finito y F C A = K(F) C A. Dicha prueba se

hace por induccién sobre j = card F, utilizando (Ax 4).

De la analogia entre la proposicidén (4.2) y la definicidn usual
de convexo en espacios vectoriales sobre cuerpos ordenados, re-

sulta la siguiente proposicidn:

(4.3) i. La interseccidén de cualquier familia de subconjuntos con-
vexos de X es un subconjunto convexo de X. ii. La unidn de cual-

quier cadena de subconjuntos convexos de X es un subconjunto con-
vexo de X.
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(4.4) 52 A CX, K(A) es la interseccidén de la familia de los sub-

conjuntos convexos de X que incluyen a A.

Demostracidn. Es consecuencia de los tres primeros enunciados de
(4.1).

Por esta proposicidn, K(A) es elemento minimal de la familia de
los subconjuntos convexos de X que incluyen a A.

Observemos que, por (4.2) y (4.4), el operador de cdpsula convexa
K queda determinado por la familia de todas las bandas K(a,b) con
a,b € X. Sea A C X, veamos cbémo se expresa K(A) utilizando 1las
bandas K(a,b). Definimos C(A) = u{K(a,b)/a,b € A}. Muchas de 1las
propiedades de C coinciden con las de K.

(4.5) i. A C C(A); ii. C(A) c C(C(A)); iii. ACBCX=C(A) C
C C(B); iv. C(X) = X; v. C(¢) = &.

s

Sin embargo es fdcil ver que C(A) puede no ser convexo. Como con-
secuencia de (4.2) se obtiene:

(4.6) A es convexo si y sbélo si A = C(A).

Definamos inductivamente C"(A) por:i. C°(A) = A.
ii. Cj+1(A) = C(Cj(A)). Por (4.5) i y ii, la sucesidn de los
C"(A) es creciente.

(4.7) K(A) = U{C®(A)/n > 0}.

Demostracién. Es andloga a la dada en [3], (1.2) para la convexi-
dad en una métrica.

Las proposiciones (4.1) y (4.3) permiten obtener en forma inmedia
ta:

(4.8) i. 82 {Aj/j € J} es una familia de subconjuntos de X , en-—
tonces K(n{Aj/j € J}) C n{K(Aj)/j e J}.
ii. 87 {Aj/j € J} es una cadena de subconjuntos de X, entonces

K(U{Aj/j eJ}y) = U{K(Aj)/j € J}.

Una demostracidén de (4.8) ii aplicando (4.1) iii y (Ax 2), se en-
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cuentra en [1], 4.2.

Sean A,B C X; definimos S(A,B) = U{K(a,b)/a € A y b € B}. Trivial-
mente se deducen las siguientes propiedades de S:

(4.9) i. S(A,A) = C(A); ii. S(A,B) = S(B,A) C K(A U B).
iii. Aj CAy B, cB=S(A;,B,) CS(A,B).

iv. A#¢ # B=AUBCS(A,B); v. S(A,8) = ¢.

vi. A # ¢ = S(A,X) = X.

(4.10) {a,b,c,d} ¢ X = K(a,b,c,d) = S(K(a,b),K(c,d)).

Demostracidén. Sean a,b,c,d elementos de X, no necesariamente dis-
tintos dos a dos. Inmediatamente obtenemos que S(XK(a,b),K(c,d)) C
c K(a,b,c,d).

Consideremos ahora x € K(a,b,c,d). Por (Ax 4), existe

p € K(a,b,c) tal que x € K(p,d). Andlogamente, existe q € K(a,b)
tal que p € K(q,c). Como K(p,d) C K(q,c,d), resulta x € K(q,c,d)
y aplicando nuevamente (Ax 4), existe r € K(c,d) tal que

x € K(q,r). Asi, x € S(K(a,b),K(c,d)).

(4.11) 82 A,B son subconjuntos no vacios de X, K(A U B) =
= S(K(A),K(B)). :

Demostracidn. Sea M = S(K(A),K(B)); por (4.10), M resulta convexo;
como AUBCMCOC K(AUB), es K(AU B) =M.

Como corolario de (4.11), obtenemos la siguiente generalizacidn
de (Ax 4) (enunciada anilogamente en [1], 4.3):

(4.12) ¢ # ACX yp € X =K(AU {p}) = U {K(a,p)/a € K(A)}.
La proposicién (4.11) permite demostrar:

(4.13) 8< Al""’An son subconjuntos no vacios de X,

K(Alu"'UAn) =y {K(al,...,an)/al:.L € K(A;) para 1 <1< n}.
Demostracidn. Se aplica induccidn sobre n.

(4.14) Sea A una familia de subconjuntos de X y A = U A. Defini-
mos una familia F por F € F sii existe {Al""’An} subfamilia fi-
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nita de A tal que F C K(AI)U...UK(An) y card (K(Aj) N F) <1 para

1 <j <n. Entonces K(A) = U{K(F)/F € F}.

Demostracidn. Obviamente U{K(F)/F € F} C K(A). Sea x € K(A), por
(Ax 2)y (4.1)1iii, existe {Al,...,An} subfamilia finita de A tal que
X € K(AIU...UAn). Dicha subfamilia puede tomarse minimal, o sea,
de tal forma que si je{1,...,n}, x ¢& K(U{Ai/1 <i<gn,i#i}).
Por (4.13) existen a, € K(Al),...,an € K(An) tales que
x € K(al,...,an).

Sea FO = {al,...,an}; por la minimalidad de {Al,...,An}, F.eF

0
y en consecuencia x € U{K(F)/F e F}.

Como corolarios inmediatos de (4.14), obtenemos las dos proposi-
ciones siguientes:

(4.15) Sea {Ai/i € 1} una familia de subconjuntos de X, )
A= UA /i €T}y K = UIK(A,/i € T}. 5% {K(A)/i € 1} es una fa-

milia de subconjuntos disjuntos dos a dos, entonces
K(A) = U{K(F)/F finito, F C A y card (K(A;) N F) <1 para i € I}.

(4.16) Sea {Ai/i € I} una familia de subconjuntos no vacios de X,

entonces K(ULA /i € I}) = U{K({ai/i € I})/ai € K(Ai) para i € I}.

Por (4.7) sabemos que si A C X, K(A) = U{C®(A)/n = 0}. Ahora ve-

remos que bajo ciertas condiciones, existe i > 0 tal que

K(A) = Ci(A) y en consecuencia, para todo j = i, K(A) = Cj(A).

(4.17) Sea A un subconjunto finito de X , 1 un entero no negativo

tal que card A < 2%, Entonces K(A) = Ci(A).

Demostracién. Se aplica induccidn sobre i. Para i = 0 es trivial
Supongamos que vale (4.17) para i = j > 0. Sea A C X y card A =

=m < 2j+1. Sim> Zj, existe una particién {Al,Az} de A tal que
max {card A, card AZ} < 29, Lvego por (4.11) y la hipétesis induc-

tiva, K(A) = S(Cj(Al),Cj(Az)) c cItlay, o sea, x(A) = citl(a).
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Sea A C X; diremos que A verifica la condicidn de Caratheodory n-
dimensional (n = 0), o que A cumple (Cn) si

K(A) = U{K(F)/card F < n+1 y F C A}.

(4.18) 572 A cumple (C_), sea i un entero tal que n+l1 < Zi; enton-
n

ces K(A) = ci(ay.

Demostracidn. Por hipbtesis y (4.17), obtenemos que K(A) =
= U{CT(F)/card F < n+1 y F c A} c ct(A), de donde K(A) = ci(a).

Una demostracidén de (4.18) para X espacio vectorial real, se en-
cuentra en [ 4], teorema 1.24.

5. SEMIESPACIOS Y PUNTOS EXTREMALES.

En este pardgrafo, por analogia con la convexidad usual en espa-
cios vectoriales sobre cuerpos ordenados, introduciremos los semi
espacios y caracterizaremos los puntos extremales de un convexo.

(5.1) S7 A,B son subconjuntos convexos de X disjuntos, entonces

existen C,D convexos complementarios tales que A C C y B C D.

Esta proposicidn es el teorema 3.1 de [1l], tomando en lugar de
dos operadores un solo operador K.

Diremos que S es semiespacio si S y X-S son subconjuntos convexos
no vacios de X. Evidentemente S es semiespacio sii X-S es semi-
espacio. Si A C X y, S es semiespacio entonces A C S sii K(A) C S.

Dados A,B C X, diremos que los semiespacios complementarios Sl,

S2 separan A,B si A C S

obtenemos:

1Y B C S2 osiAC 82 y BC 81; De (5.1)

(5.2) sZ A,B son subconjuntos convexos no vactos de X disjuntos,

entonces existen Sl,S2 semiespacios complementarios que separan
A,B.

Como card X = 2 y los subconjuntos unitarios son convexos, (5.2)
nos asegura la existencia de semiespacios y la siguiente proposi-
cibén:
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(5.3) S2 A C Xy x € X-K(A), entonces existe S semiespacio tal que
K(A) CS y x & S.

(5.4) A C X = K(A) = n{S/S semiespacio y A C S}.
Demostracidn. Se aplica (5.3).

Entre los semiespacios que incluyen a un subconjunto A*de X, donde
¢ # K(A) # X, resulta interesante considerar aquéllos que son mi-
nimales, o sea, los semiespacios S tales que A C S y si S1 es se-

miespacio y A C S1 C S entonces S1 = S. En nuestro sistema axio-

miatico, estos semiespacios desempefian un papel andlogo al de los
semiespacios que incluyen a A determinados por hiperplanos de apo-
yo de dicho subconjunto, en la teoria de la convexidad usual en

un espacio vectorial X sobre un cuerpo ordenado.

(5.5) S7 A es un subconjunto no vacio de X y S1 es semiespacio
que tnecluye a A , entonces S C S1 tal que S es semiespacio mini-—

mal que incluye a A.

Demostracidén. Resulta inmediata por el principio minimal para fa-

milias de conjuntos.
Como consecuencia de (5.4) y (5.5) obtenemos:
(5.6) ¢ # A C X = K(A) = Nn{S/S semiespacio minimal que incluye a A}.

Sea p € X, diremos que Sp es semiespacio de vértice p Si es un sub
conjunto convexo maximal de X-{pl}; esta nocidén fue introducida por
Hammer [ 2] para espacios vectoriales reales. Veremos que los semi-
espacios con vértice son semiespacios. La relacién entre puntos
extremales y semiespacios con vértice, ya mencionada en [ 2], apa-
rece en (5.11). Finalmente, (5.12) es el teorema 5 de [2]; 1la
demostracidén dada por Hammer también vale en nuestro sistema axio-

matico.
(5.7) si peE Xy Sp es semiespacio de vértice p, entonces Sp es
semiespactio.

Demostracién. Por (5.3) existe S semiespacio tal que Sp CSy
p € S; por la maximalidad de Sp es Sp = S; asi Sp es semiespacio.
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(5.8) St p€Xy Sp(: X, los siguientes enunciados son equivalen-—
tes: 1i. Sp es semiespacio de vértice p. ii. X-SP es semiespactio
minimal que incluye a {p}. iii. Sp es un subconjunto convexo de
X-{p} tal que para todo x € X-Sp existe y € Sp de forma que

P € K(x,y).

Demostracidén. i = ii. Por (5.7), Sp es semiespacio, luego X—SP es

semiespacio que incluye a {p}; la minimalidad se obtiene en forma
rutinaria.

ii = iii. Trivialmente, Sp es subconjunto convexo de X-{p}. Sea
X € X-Sp; de suponer que p € K(Sp U {x}), por (5.2) resulta que
no vale ii. Asi p € K(SP U {x}) y por (4.12) existe y € Sp

tal que p € K(x,y).
iii = i. Si x € X—Sp, existe y € Sp tal que p € K(x,y); en conse-

cuencia p € K(Sp U {x}). Luego Sp es subconjunto convexo maximal
de X-{p}.

(5.9) S2 ACX y p € X-K(A), entonces existe Sp semiespacio de v
vértice p tal que K(A) C SP.

Demostracidén. Se aplica el lema de Zorn.

Como corolario de (5.9) resulta que para todo p € X, existe SP
semiespacio de vértice p.

(5.10) AC X =K(A) = Nn{S/A C S y para algln p € X, S es semies-
pacio de vértice p}.

Demostracidn. Se aplica (5.9).

Diremos que una familia B de subconjuntos convexos de X es base
de convexos si para todo A subconjunto convexo de X, existe BIC B
tal que A = N Bl‘ Las proposiciones (5.4) y (5.10) aseguran que

tanto la familia S de todos los semiespacios, como la S de los

semiespacios con vértice son bases de convexos. Esta Gltima base

es minima, o sea, si B es base de convexos entonces Sv C B.

Sea x € A, donde A es subconjunto convexo de X; diremos que X es
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punto extremal de A si y,z € A implica x € K(y,z)-{y,z}. Denotare-
mos con e€x A al conjunto de los puntos extremales de A.

(5.11) Sea A subconjunto convexo de X y X € A. Entonces los si-
guientes enunciados son equivalentes: i. X € ex A; ii. A-{x} es
convexo; iii. x & K(A-{x}); iv. existe SX semiespacio de vértice
X tal que A-{x} C SX.

Demostracién. En forma inmediata se prueba que i = ii, ii = iii,

iii = i, iii = iv.

(5.12) S2 A es subconjunto convexo de X, los siguientes enuncia-
dos son equivalentes: i. A = K(ex A); ii. x € A y SX semiespacio

de vértice x = (X-SX) Nex A#¢.

6. SISTEMA AXIOMATICO PARA OPERADORES DE BANDAS.

Consideraremos un nuevo sistema axiomdtico. Sean X un conjunto tal
que card X > 2, B:XxX — P(X) una funcién que llamaremos opera-

dor de banda y que satisface los siguientes axiomas:

(p 1) {a,b} c B(a,b).
(P 2) B(a,a) Cc {a}.

(P 3) Si a,€ B(a,p), b.€ B(b,p) y X, € B(al,bl), entonces existe

1 1

x € B(a,b) tal que x,€ B(x,p).

1
(P 4) a € B(b,p), ¢ € B(d,p) = B(a,d) n B(b,c) # ¢.

Los axiomas que cumple B son propiedades de las bandas K(a,b)
del sistema axiomidtico definido en el pardgrafo 2. En efecto,
(P 1), (P 2) y (P 4) son consecuencias de (4.1) i, (Ax 3) y (Ax 5)
respectivamente. Finalmente, si a€ K(a,p), ble K(b,p) ¥y X, €

(S K(al,bl), por (4.1) ii y iii x,€ K(a,b,p); asi, por (Ax 4) exis-

te x € K(a,b) tal que x,€ K(x,p).

1

Ahora, a partir de B, obtendremos una funcién K:P(X) — P(X) que
cumplird (Ax 1) a (Ax 5). Sea A C X, definimos C(A) = U{B(a,b)/

a,b € A}; C"(A) inductivamente por CO(A) = A, Cj+1(A) = C(Cj(A));
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K(A) = U{C®(A)/n = 0}. Siguiendo la misma notacién del pardgrafo

2, K({al,...,an}) se escribirad K(al,...,an). Las cuatro proposi-

ciones siguientes pueden demostrarse en forma inmediata:

(6.1) 87 A, Al son subconjuntos de X y n = 0, entonces:
i. A cc®a) cc™la) c k(a); ii. C®(A) = c®h(a) = CcM(A) = K(A);

iii. AJCA = c“(Al) cc™) y K(A;) € K(A).

(6.2) c,d € B(a,b) = B(c,d) C B(a,b).
(6.3) K(a,b) = B(a,b).

(6.4) Sea A C X, entonces son equivalentes:
i. A = K(A); ii. A = C(A); iii. {a,b} C A = K(a,b) C A.

(6.5) SZ x € C*(A), entonces existe F finito y F C A tal que

x € C™(F).

Demostracién. Trivialmente, (6.5) es vdlida si n = 0. Supongamos
que también vale para n = j = 0; sea x € Cj+1(A), luego x € K(a,b)
donde a,b € Cj(A). Sean Fl’FZ subconjuntos finitos de A tales que

a € Cj(Fl);y b e Cj(FZ); asi x € Cj+1(F1U Fz)‘

(6.6) K cumple (Ax 1) a (Ax 5).

Demostracidén. Sea A C X; dados a,b € K(A) puede probarse que

K(a,b) € K(A); asi por (6.4) K(A) = K(K(A)); en consecuencia, K
cumple (Ax 1). Consideremos A C X; si F C A resulta K(F) C K(A);
sea x € K(A), por (6.5) x € K(F) para algln F finito y F C A; asi
K verifica (Ax 2). Trivialmente se ve que K cumple (Ax 3) y (Ax 5).
Nos resta ver que K cumple (Ax 4); sean ¢ # F C X, F finito y

p € X; tomemos A = U{K(a,p)/a € K(F)}; evidentemente F U {p} C A;
si al,ble A, por (P 3) y (6.3) K(al’bl) C A. Luego, por (6.4)

A = K(A); asi K(F U {p}) C K(A) = A.
Ahora podemos afirmar que el sistema axiomdtico dado en este parid

grafo es equivalente al considerado en el 2; en consecuencia es
consistente y no categérico. Fdcilmente se ve que cualquiera de
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sus axiomas es independiente de los restantes. Los ejemplos i a iv
prueban la independencia de (P 1) a (P 4) respectivamente; en ca-
da caso se define B(x,y) para todo x,y € X.

i. X conjunto tal que card X > 2; B(x,y) = ¢.

ii. X conjunto tal que card X > 2; B(x,y) = X.

iii. X = (conv {a,b,p})-(a,b), donde a,b,p son tres puntos no ali-
neados del plano, conv la cidpsula convexa usual y (a,b) el seg-
mento abierto a,b; B(x,y) = X N conv {x,y}.

iv. El1 mismo ejemplo utilizado para probar la independencia de

(Ax 5), con B(x,y) = X N conv {x,y}.

Los axiomas (P 1) a (P 4) son teoremas de la teoria axiomdtica de
Voiculescu [5]. En efecto, (P 1) se deduce de A.1 y A.3; (P 2)
trivialmente de A.2; (P 3) se obtiene aplicando A.8; (P 4) es con-
secuencia de P.5 (II). Sin embargo, hay axiomas de [5], como A.7,
que no se deducen en nuestro sistema axiomidtico para operadores

de bandas.
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DOS DESIGUALDADES EN NORMAS
CON PESOS PARA SERIES DE WALSH

Por E. 0. Harboure y N. E. Aguilera

INTRODUCCION. E1 propdsito de este trabajo es demostrar desigual-
dades en norma LP con peso entre una funcién y su serie de blo-
ques lacunares de Walsh asociada. Desigualdades de este tipo fue-
ron obtenidas por Paley [1], en el caso del peso 1 y Hirschman
[2], en el caso del peso x*, con condiciones sobre «. En el pre-
sente trabajo se demuestran las desigualdades para funciones de
peso crecientes o decrecientes que cumplen la condicién dada por

Muckenhoupt en [ 3].

Mis precisamente, denotemos por ¢n el sistema de funciones de

Rademacher:

¢n(t) = sg sen(2nmt) n=0, 0<t<1

y por wn(t) el sistema de funciones de Walsh:

6 (t) ...é_ (t) mn=2 4+ ... +21

lIJn(t) n; i

|
—_

Vo (1)

Es conocido que el sistema de Walsh es ortogonal y completo en
LZ([0,1],u), donde p es la medida de Lebesgue del intervalo [0,1].
Sean entonces Sy los coeficientes de Fourier-Walsh de
feLlqo,1):

1
Cp = JO f(t) wk(t)dt

Si ahora

£.(6)

1]
[ag!
=]
0
=
<
=
—~
t
—

£,(1) = ¢ ¥y (1)
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Resulta:

) oo

£(t) ~ V.o (t) = f (t
z1<=0 ek Zn=1 a(t)

donde el dltimo miembro es lo que llamaremos la serie de bloques
lacunares de Walsh asociada a f.

Se trata de ver qué condiciones debe cumplir una funcidén de peso

¢ para que valgan las desigualdades:
1 1 o 2 /2
A J [E£()IP p(t)dt < J a 1fn(t))P p(t)dt <
0 0 n=-

1
<A J [E£(t)1P p(t)dt 1 <p <ee
0

donde A y A' son constantes que dependen s6lo de ¢ y p.

El teorema 1 muestra que dichas desigualdedes valen en el caso

de ser ¢ creciente o decreciente y verificando la condicién Ap

1
-—— p-1
(J o (t)dt) (f o) °HT T <anP
I I

donde I es un subintervalo de [0,1]; | Il indica su medida de

Lebesgue y A es una constante dependiente s6lo de ¢ y p.

El teorema 2 se obtiene como corolario mids importante de aquel

teorema, y establece que las sumas parciales tienen norma (con

peso) dominada por la norma de la funcidén, en otras palabras si
n

(t) = v, (t)
Sa ) zk=0ck k

entonces

1 1
J Is ()P p(t)dt <C J L£()1 P p(t)dt.
0 0

si ¢ cumple las condiciones anteriormente citadas.

El lema 2 es particularmente interesante, ya que muestra la ana-
logia existente entre las integrales fI p(t)dt y expresiones del
k

tipo pk donde 0 <p < 1, y entre S y R® con R >1.
JI o (t)dt
k

Finalmente, en la parte II se analizan algunos ejemplos.
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PARTE |

Para establecer el resultado necesitaremos los siguientes lemas:

LEMA 1. 57 ¢ cumple Ap para algin p > 1; 1, 1I' son intervalos en

[0,1], tales que I CI' y |Il = % [ I'l , entonces

[I'w(x)dx < C flw(x)dx

donde C no depende de 1 ni de I'.

Demostracidn. Por la desigualdad de Holder tenemos:
1
p , TN
TP < (| v(x)dx) (] ¢ (x) dx)
I I

luego 1
R P
pre (0dx (] re (x)dx) (| (x) x) <
[Iw(x)dx | 1) P
1
—_—— p-1
(Il.w(X)dX)(JI.w(X) P=lax) < c.oP

| 11 P

'H

Observacidén: Si ¢ verifica A _, entonces ¢ p-1 verifica A ,
p 1 q
donde %,+ %—= 1; luego vale el lema para ¢ p-1
En los lemas 2, 3 y 4 usaremos la siguiente notacién: {Ii}kEN in-

dicard una sucesidn de intervalos encajados, contenidos estricta-

mente uno en el otro, y de la forma I; = [lE, ii%], verificando
2 2

t = t . - a4 o

IIkl 2 |Ik+1|, por otra parte, {I,} . serd una familia deduci

da de una de la forma {Ié}REN, donde Ik = Ié - Ii+1,

son intervalos diddicos rampantes que forman un cubrimiento del
[0,1] y con medida 1/2¥.

es decir,

LEMA 2. 5Z ¢ cumple AP y v > 0, entonces se tiene:

k
i) J._ ! < A
T emeT ([ eoa0T
)t k
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i) f,_s (j p(x)dx)T < A (J p(x)dx) "
=3 g I.
k 3
Demostracién. Sea a > 1 tal que ¢* cumple A_. (La existencia de

un tal @ fue probada por Muckenhoupt en [3]). Probaremos que:

|1|1/“'(J et ax) /e < ¢ J 0 (x)dx (*)
1 I

donde + + 1 -1, 1cro0,1].
o ol

En efecto:

|I|1/a'(JI¢a(x)dx)1/a < C o p-1 <

([ o(x) P lax) ©
1

. p-1
1 [
c o /e jgel/e g oo

< C J ¢ (x)dx

oo p-1 I

(J o (x) P71 ax)
I

usando Ap y Holder. Notar que la desigualdad de Holder da

I ¢ (x)dx < (I 0% (x)dx) L/ g /e
1 1
y (*) da la desigualdad inversa.
Veamos i):
. [
zk 1 < ¢ zk er/a
‘ 3=0 ([; ea0T =0 ([ #® (x)dx) ¥/
i i

usando (*).
Si ahora usamos el lema 1 y que Ii C 13 para j <k
k k er/a'

—1 < - <
i=0 (]¢.¢(X)dx)r i=0 ({L, $* (x)dx)*/®
1 |

< C Zk git/al
(s, e (x)dx)™/® 50
k
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Usando nuevamente el lema 1 y la desigualdad de Holder tenemos

k .
C er/a' < C 2

(le e () dx) ™/ =0 ([} e*yaxy/e
k k

kr/a'

< C

([I e (x)dx) "
k
Veamos ahora ii). De la desigualdad de Holder y el lema 1 se tiene

oo oo

I ([ p(x)dx)T < ]
k=j 1,

/
(jlkw“(x)dx)r °

A

k= 2kr/a'

/
(Jlé 0 () ax) /e

]
2kr/ot

k=3

En forma andloga a la demostracidén de i) obtenemos

(], e a0/

OP( yax)t < ¢ J
Zk=j flkw(x x

er/a'

y usando ahora (*):

o

I (| eman®< cff vmanr
k=j 1, I

con lo que el lema queda demostrado.

LEMA 3. Sea ¢ verificando Ap. Sean r,s €ER, 0 <r, s <o, a =0,

k
c s _ _s s
k€N, y Al = aj + + ap
entonces ) AT J p(x)dx < C J ar J ¢ (x)dx
k k
k=0 Ik k=0 Ik

donde C depende solamente de t, s y ¢.
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Demostracidn. Sea

b, = af (JI e (x)dx)%/T , B = AS (JI e (x)dx) /™
k k

Debemos probar entonces que
@

/s ° r/s
) BI/'® < cJ b
k=0 K k=0 ¥

Consideraremos dos casos:
a)1<§<oo b)0<§<1

Caso a): Tenemos que

s/t r/s s/r
e (oo o b emantt
B, =1 b, T < [ ;
=0 3 (| eax)elT i=0 (| ete®’
I, I.
J J
w (x)dx _s
[zk ( Jlk )s/r ]1 T
j=0 l v (x)dx
I.
h|
aplicando Hdlder. Usando ahora la parte i) del lema 2 tenemos:
v (x)dx
B, <c [zk b1--/s ( Jlk )s/r s/t

j=0 3 ¢ (x)dx
I,
]

k r/s J1k¢(X)dx s/t _

luego ) /s < ¢ ) ) b, ( ) =
g Zk=0 k zk=0 j=0 1 v (x)dx
1 .
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en virtud doe. lema 2 parte ii).

Caso b): JI o (x)dx

k
BE/S < Z._o bF/s k
= I_w(x)dx
]

luego

; ; v (x)dx
rs< r/s =
I I 1w

8
8
8
—
=
o

k=0 k=0 j=0 e (x)dx
|
;
; - JIkw(x)dx - ;
= 7 bJF ) < c7J bj? s
j=0 k=] ]I v (x)dx j=0

J

como queriamos demostrar.

=20, k€N y

LEMA 4. 57 ¢ verifica AP, 0 <r, s <eoo a,

oo

AE =7 a? , entonces existe una constante C que depende de T,
j=k

S, ¥ ¥ p tal que

Demostracidén. Es andloga a la del lema anterior, usando en este

caso que
j X
I° (2Pk J e (x)ax)s/T < A (2Pd j ¢ (x)dx)S/*
k=0 I I.
k j
© 1 A
y ) - <
j=k (2P J ¢ (x)dx)3/" (2Pk j ¢ (x)ax)s/"
Ij Ik

desigualdades que resultan del lema 2 ( i), ii) respectivamente),

1

k (J o Pl (x)dx)P!
Ty

notando que 2P¥ J e (x)dx =~ 1 y que p-1/p-1
I
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verifica Aq.

TEOREMA 1. S¢ ¢ es una funcidn creciente (decreciente) en [0,1]
que verifica Ap y st £ € Ll([0,1]), entonces existen constantes
C y C' dependientes sélo de ¢ y p tales que
1 1
C JO I£x)IP p(x)dx < Jo(z fi(x))P/z o (x)dx <

n=-1

1
< ¢ J £ ¢ (x)dx.
0

siempre que alguno de los miembros exista.

Demostracidén. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
1

cy = J Vo (t) £(t)dt = 0
0

Definimos:
27T 27"
Boo= 20 ¢_(0) JO £(x) ¢_(x)dx = 2" [0 £(x) ¢_(x)dx

1 1

v, = 20 $_(1) J £(x) ¢_(x)dx = -2n J £(x) ¢_(x)dx
1-27% 1-2° 1

Yy sean 2n+1_1 .

g, (t) = 27"k Zk=2n v () 5 g(r) = Zn=0gn(t)
2n+1 1 @

h (1) = ) v 1 Vi (8 v (1) 5 h(t) = Zn=0hn(t)
k=2

Se puede ver fdcilmente que g (t) = #_para 0 <t < 7ot ,

gn(t) -u_ para 20l <p < 27", gn(t) =0sit>2""y que

hy(t) = 0sit<1-2"" h(t)=-r sil-2"<t<1-27""!

_ : -n-1
y hn(t) =7, si 1 -2 <t <1,
Demostraremos primero el teorema para g y h. Lo haremos s6lo para

g ya que para h se procede en forma andloga.

g(t) = uy + My + ... +u _— si 27%h <<
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n-1
+ + - = - =
Ho Fa-1 B ZJ=0 #J Fn
n-1 4 231
=1 j Q Y (t)) £(t) ¢ _(t)de - o =
j=0 Y0 k=
zn—1 Jl sz+l_l
= . vo(t) f{t)dt - u_ =
j=0 Jo j=23 k n
1 ‘2n_ 2—n
= J £(t) ¥ ()dt - = 2° J f(t)dt -
0 k= n 0
-n -n
- 2" 2 £(t) ¢ _(t)dt = 2.2" * £(t)dt
0 n : Jz—n—l
Tenemos entonces
1 27 " 270

LY

P = 9P np P
Jolg(t)l p(t)dt A 02 IJz_n_l f(t)dtl Jz—n—l‘p(t)dt

n=

1 -n

L ©o n r2
j 4 g2 eae =] (@ wpP? | et
0 n=0 " n=0 k=0 2
Luego, por el lema 3 obtenemos

1
JO(Z EHOIERICLE

como ademés
2—n—1 Pt

lu IP < c 2"P [|J f£(t)dtl P + |J ) f(t)atlP]
n 0 z—n—

-n-1 Pty

2
I 2°P |J f(t)dtlP J Loy e(B)dt <
n=0 0 27t

-n -n
©

2 2
Ay 2°P |J _qop F(t)atlP j _aop P()dt
n=0 2 2

N

por el lema 4 tenemos que
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1
® 1
[ g2en??emiar< ¢ [1g@i® oreyar
0 n=0 0

Veamos ahora la otra desigualdad:

Como |g(t)l < I#OI + ...+ |#nl si 2%l <<
resulta
1 -n
© n 2
J lg()IPo)dt < J (I Iw.)P J , e(t)dt <
0 n=0 j=0 3 27"

Z—n n 2.p/2
< AT Olunlp Jz—n—l p(t)dt < A ) (Z' uHP .
n=

-n 1

2
Jz'“'l p(t)dt = A J0<Zq§(t))P’2 o (t)dt

donde hemos usado nuevamente el lema 3.

Hemos demostrado entonces el teorema para las funciones g y h.
(Cabe observar que con esta misma técnica se podria demostrar el
teorema para funciones caracteristicas de intervalos diddicos sin
usar la hipbtesis de que ¢ es creciente o decreciente).

Probaremos ahora que

1 1
J lg(t)IP o(t)dt < ¢ J I £(t)IP p(t)dt
0 0

y
R 1
[ @ g2en??emar < ¢ | qe2an?? pwiar
0 n=0 0
y desigualdades anilogas para h. .
l'l - 2—n Z—n
) lg(t)IP o(t)dt = 2P J 2"P |J ) f(t)dtipf P ()dt <
-n- n
0 n=0 2 2
- ) R oD 1

SRR R OTLIO LD T RO OL DL

2—'[1 Z—n

< N -
Jz-n-l p(t)dt C Zn=0 Jz_n_l LE(E)IP p(t)dt =
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1
= C J | £(t)IP ¢(t)dt wusando la condicién Ap
0
Por otra parte |gn(t)| < Ifn(t)
de donde se deduce la segunda desigualdad.

Veremos ahora que bajo la hip6tesis de que ¢ es creciente (decre-
ciente), existe una funcidén ¥ escalonada, constante en interva-

los de la forma (Z"H_l, 2™ conn>0y (1-277, 1-2_n_1) y equi-

valente a ella, es decir, existen constantes C1 y C2 tales que
C, ¥(t) <e(t) <C, ¥(t) t e[0,1]
En efecto, sea ¥ definida por:
¥(t) = o2 h si 27t << n >0
V(L) = o(1-27D) si1-27"<¢<1-27"Y n>o
Es claro que ¥(t) < ¢(t) ya que ¢ es creciente.
Ademis, si 27" ! <t < 2™® tenemos
-n+l
p(t) <p(2™™ <27 p(t')dt' <
2-n—1
2—n—1
< ¢ 2! J p(t)dt < ¢ o2 = ¢ (o)
0

donde hemos usado el lema 1 y el hecho de que ¢ es creciente; en
forma completamente andloga vemos que ¢(t) < C y(t) si

1-27 <t <1-2721 5>,

Observemos que para que u(t) sea de la forma
2n+1_

u(t) = J
k=2

1

a2 V(1)

es necesario y suficiente que u(t) sea constante en los interva-

k k+1

valos de la forma ( s
2n+l 2n+1

) si k 2 0 y que su integral sobre

intervalos de la forma (3; , Ei;ll-) séa nula.
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Veamos que la funcidn (fn -8, - hn) wl/P verifica estas condi-
ciones. En efecto:

f - g, -h =0 en los intervalos 0,27™) y (1-27%,1)

k+1

por otra parte, ¥ es constante en los intervalos (EE Y ) si
s 2 2

1 < k < 2®-1. Obviamente la integral es nula en (k; , E%l); lue-
2 2

go resulta que

(WP - g - m1_ = wMPE g - h)

n

Podemos usar, pues, las desigualdades de Paley para obtener

1 1
JO(ZH=0 (£,-g,-h )2 (0)P/2 y(ryde = Jol(f—g-h)(t)lp ¥(t)dt

Yy entonces

1 1
jotz AT B EONGRIOUE jolcf—g-h)(t)lp p(t)dt

en virtud de la equivalencia entre ¢ y V.

Finalmente tenemos

1 1

0 n=
. 1
+ J I 2?2 w(tyat + J (0 R2enNP/? p(natl <
0 n=0 0 n=0 )

1 1 1
< C [J | f-g-hl P(t) ¢(t)dt + J lg ()P p(t)at + J |h(t)|P¢(t)dt]<
0 0 0

1 1

< C [J I £(t)I P o(t)dt + J lg(t)IP o(t)dt + f Ih(t)IP w(t)dt]<
= 0 0 0

1
< C J [ ()P p(t)dt
0

donde hemos usado las desigualdades demostradas y otras triviales,
quedando asi demostrada una parte del teorema.

Para la otra, observemos que
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1 1 1
J I £(t)IP p(t)dt < C [] | £-g-hl P(t) ¢(t)dt + J lg(t)l Po(t)dt +
0 0 0

1 1
« 2 /2
+ Jolh(t)lp w(t)dt)]< c [JO(Zn=O(fn—gn-hn) (£)P/2 p(t)dt +

1

sl e emar s [ @ n2eP? pnan | <
0 n=0 " 0 n=0

1

1
< ® 2 p/2 ® 2 p/2
<¢C [ngn=o £(e))P77 o (t)dt + JO<Zn . g, (t))P77 o (t)dt +

1 1
” 2 p/2 < ® 2 p/2
A men e()at]< J @ 2P ear

n=0

y el teorema queda completamente probado.

TEOREMA 2. Sea ¢ creciente o decreciente en [0,1] y tal que veri-
fieca Ap, 1 <p <o, Sean€Ny sn(t) la suma parcial de orden n de

£fe 10,11 taz que 1 lc, | <o . Entonces
k=0

1 1
JHJUW@&Mt<CJIﬂUW¢&Mt
0 0

n n
Demostracidn. Supongamos n = 2,1 + 2%+ .00+ 2 )\, y sea

g(t) = £(t) ¥ (t).

Entonces se tiene la siguiente igualdad (ver [1]):

sp() W (8) =g () + ...+ g (¥)
1 A
Si usamos el teorema i1, resulta que

1 1
Jolsn(t)lp e (t)dt J0|gn1(t) ..+ gnA(t)Ip e(t)dt <

1 1
<cf@m- g2 P pide < ¢ (@ glPl2
0 1 A 0 n

+

1 1
. p(t)dt < J lg(t)IP p(t)dt = C J [£(t)IP o(t)dt
0 0
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que es lo que queriamos demostrar.

PARTE 11

En esta seccidén veremos algunos ejemplos de funciones de peso pa-
ra las cuales vale el teorema 1 dado en la parte I. Es facil ve-
rificar que los pesos utilizados por Hirschman en [2] son casos

particulares de los mencionados en este trabajo; en efecto, los
pesos en ese caso son de la forma x*, donde o es tal que

de < 921
p p

Como ejemplo de generalizacidn, veremos que la funcidn de peso
¢ (t) definida por

e(t) = n* si 2% <t< 2t
donde o« € R , es una de las mencionadas en los teoremas 1 y 2.
Es obvio que la funcién ¢(t) asi definida es creciente o decre-

ciente, seglin a sea positivo o negativo. Veamos entonces que cum-
ple la condicidn Ap.

Para ello consideremos primero el caso en que o > 0.

La condicidn Ap es:
1
([ w(x)dx)(J e PlyanP l<cin?
I I

veremos que se cumple en el caso de ser I un intervalo de la for-

ma [0,27"]. En este caso tenemos:

27m o 27k o L
[" ewax - [ ey wG0ax = k-
0 k=n+1 /2 k=n+1 2

_ 2n K* ® k®

= &t X
k=n+1 2 k=2n+1 2

Ahora bien
2n ka 20 ¢
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[
por ser a > 0, y dado que kk/z < C si k € N, se deduce que
2
” | S 1 1 1
= <cC]J <C——==0C—
k=2n+1 2% k=2n+1 2572 22n/2 2"
Por lo tanto:
270 o o
J pxyax<ct s cl <
0 2" 2" 2"
Por otra parte
,on 1 . sk L
p-1 = p-1 =
¢ (x)dx = ] k-1 ¥ (x)dx =
0 k=n+1 ‘2
- [¢] o
o -1 - © ——
= k pk_ < n p—l .Lk. =n p—l 1—
k=n+l 2 k=n+1 2 2"

donde hemos usado que o > 0. Usando las acotaciones obtenidas,

queda
27" ;L «  peT
(j so(x)dx)(j o PleganP < (el ¢ (e
0 0

2" 2" 2"
que es lo que queriamos deducir.

Si ahora I = [a,b] es un intervalo general, tenemos tres casos
posibles:

o
N

i) Existe n € N tal que Ln-< a <
2

ii iste T < 1<y <
ii) Existe n € N tal que EEII <ac< EH <b < Sn1

iii) Existe n € N tal que a <

Veamos cada caso separadamente.

Caso i)

En este caso la funcién ¢ es constante en el intervalo I y se
tiene

1
(J ¢ (x)dx) (J o P hxyax)Pt - 1
I I
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Caso ii)
n

1/2 b a l a 1
| peoax = [ pmax + jl/znwcx)dx - et et

Pero como o > 0, tenemos que n®* < (n+1)% y por lo tanto

Jw(x)dx < n%[ (‘—n -a) + (b - l;)1 = (n+1)% (b-a)
S 2 2

Andlogamente:
1 a

[ e P lix)ax <n P (b-a)
I

y entonces
1 o
(j ¢(x)dx)(J ¢ P lx)ax)®! < (1) (b-a)n P L(b-a)1PL -
I I

- &L - .

Dado que (g%l)a < Za, obtenemos el resultado.

Caso iii)

1 <b-a < Lo y entonces

Aqui es 2n+1 2n—l

1 2—n+l 2—n+1 1

( 0 ()ax) (f o P lax)P ! < (J w(X)dX)(J o P loax)P !l <
I I 4] 0

<c (2™hHP < c[4(b-a)IP < C (b-a)P

y los tres casos quedan completamente terminados; es decir, ¢
cumple AP si a > 0.

Si ahora o < 0, recordemos que si ¥ verifica AP’ entonces

1

v p-1 verifica Aq, donde % + = 1; el resultado se obtiene en-

Q)=

tonces tomando ¥ = ¢ (P71



[1]

[ 2]

[ 3]
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SOBRE EL ANILLO DE COBORDISMO
DEL ESPACIO PROYECTIVO REAL
DE DIMENSION INFINITA

por Oscar Valdivia Gutierrez

INTRODUCCION. En este trabajo calculamos el anillo del espacio
proyectivo real de dimensién infinita utilizando la sucesidn de
Gysin.

Agradezco al Profesor A. Liulevicius de la Universidad de Chicago,
por las discusiones y sugerencias que me brind6é durante la elabo-
racién de este trabajo.

1. GRUPOS DE COBORDISMO Y BORDISMO COMPLEJOS.

Consideremos una teoria de cohomologia generalizada en una cate-
goria cuyos objetos son complejos regulares finitos y sus morfis-
mos son funciones continuas (ver [1]). Un espectrum E es una su-
césidn {En / n € L} de espacios y una sucesién de funciones con-

tinuas { : SE—— E
n n n

+1
donde SEn es la suspensidén del espacio En (ver [6]1,[8]).

Por ejemplo, tenemos el espectrum MU unitario de Thom, que se
construye como sigue: Para cada n fijamos un U(n)-espacio fibrado

vectorial universal En sobre el espacio clasificante BU(n) del
grupo unitario U(n), tal que:
i) E, sobre BU(1) = CP(=~), espacio proyectivo complejo de dimen-

sidén infinita, es el espacio fibrado canénico de dimensién 1, 7
sobre CP ().

ii) Si Ln: BU(n) —— BU(n+1) es la aplicacidn inducida por la
inclusién natural U(n) ©&—— U(n+1) entonces el fibrado indu-

cido i;(En+1) es equivalente a la suma de Whitney En®1, donde 1
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es el fibrado trivial de dimensién 1.
iii) Si py;: BU(kK) x BU(1) — BU(k+1) es la aplicacién in-
ducida por la inclusidn natural U(k) x U(1) &—— U(k+1) enton-

ces el fibrado inducido p¥,(E, ;) es equivalente al espacio fibra
do producto Ek x E.

Sea E —— X un espacio fibrado, D(E) y S(E) los espacios tota-
les de los fibrados de discos y de esferas asociados respectiva-
mente. E1 espacio de Thom ME = D(E)/S(E) ([4]1,[7]1) es un CW-
complejo sin celdas en dimensién menor que 2n, excepto el punto
base, y M es un functor de la categoria de espacios fibrados a la
categoria de los CW-complejos con puntos bases.

Sean E —— X y F —— Y, respectivamente, U(n) y U(m)-fibrados.
Entonces E x F —— X x Y es un U(n+m)-espacio fibrado y son ho-
meomorfos M(E x F) y el wedge ME A MF. Si Y es un punto entonces

MF = S?®, esfera de dimensién 2m,y la suspensién S2® ME = ME A §2®
es isomorfa a M(E®m), donde m es el espacio fibrado trivial de di-
mensién m.

Sea MU(n) el espacio de Thom del espacio fibrado En —— BU(n).
Entonces por (ii) se tiene una aplicacidén continua

i s2 MU(n) ——— MU(n+1)

Luego MU consiste de la sucesidn {MU(n)/n € Z} de espacios y de

la sucesidn {Ln/n € 7} de funciones continuas (ver [4],[6]).

Seglin G. W. Whitehead (ver [9]), un espectrum determina una teo-
ria de cohomologia y de homologia generalizadas. Las teorias de
cohomologia asociadas al espectrum unitario de Thom MU se llaman
Cobordismo y Bordismo complejo respectivamente (ver [3]).

Si X es un CW-complejo finito, estos grupos son

MU (X) = [$2*7RX, MUGK)] , MU, (X) = [S*¥*®, Mu(Kk) X]

para k suficientemente grande, donde [A,B] designa las clases
de equivalencia de homotopias de A en B.

2. SUCESION DE GYSIN.

Sea n el fibrado complejo candnico de dimensidén 1 sobre BU(1) =
CP(°) con fibra la esfera de dimensidn 1, S1 =U(1),

p: E = EB(n) —— BU(1) y Pyt Ep = ES(n) —— BU(1) los fibra-
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dos asociados de disco y esfera respectivamente y la inclusidén
i: E C (E, EO). Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

. — MUY (E,E,) i, mud(E) — MUY (E,) — MUTHT(E,E ) g,

(2.1) z[g{: zIP* I

p*
. — Mut2 Py — mud(cp) - MUt (E) — Mutl(cP®) —

donde la primera fila es la sucesidn exacta del par (E,EO), ¢ es
el isomorfismo de Thom (ver [3],[5]), y sea g € MUZ(E,EO) la cla-
se de Thom de 7.

Para cada a € MUq_Z(CPm) se tiene que:

p*_1 i* ¢(a) = p*_1 i*(p*a v g) = p*—l(p*a o i%*g) = a o p*_li*g

PROPOSICION 2.2. Se tiene que p*_li*g es la clase caracteristica
de Conner-Floyd de 0.

Demostracién. En efecto, la clase caracteristica de Conner-Floyd

de n, que designamos con cfl(n) = W es la representante (ver [4],

[6],[8]) de la composicidén de las aplicaciones continuas

—= s B —* MU (1)
o-seccidn

cp”

lo que implica

s22 A (cp™)t MAE L 520 A Mu(1) —— MU(n+1)
. o + o, + 2
es decir, £ € {(CP ) , MU}_2 = {(Cp ) , MU}

Por otra parte, la clase de Thom g' € MUzn(E,EO) de un fibrado
complejo sobre el espacio X se construye como sigue:

Sea fa: X —— BU(n) la aplicacidn clasificante del fibrado a es-

to es E = EB(a)
al 17
f n
X e BU (n)
donde 7, es el fibrado canénico, E0 = ES(a) espacio total del fi-

brado asociado de esferas.
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. £
Como B2 ¢ E = EB(a) —%— EB(7,)

y S C E0 = ES(a) —— ES(7n)

~

la aplicacién continua fa induce

~
~
A

5 f
2n 1, M@) = E/E, —%— MU(n) = S

S 2n

yor.

U celdas de dimensién ma-

Esta composicién representa una clase g en Mﬁzn(M(a)) = MUzn(E,EO)
y la imagen de g bajo i ﬁﬁzn(M(a)) E—— ﬁﬁzn(szn) es

1 e MU (s?m).

En el caso del fibrado complejo n se tiene

s E
00&0
6% N
o’ ?
X 2
cp” £ , fn 2
E/E, - »MUCT) , g e MUZMU(T))

Luego f es un representante de la clase cfl(n) =We MUZ(CPw),
o sea, f*(g) es la clase representada por f = w. Por tanto,
p*w = i*g

Utilizando la naturalidad resulta la

PROPOSICION 2.3. Para cada fibrado complejo @« de dimensidén 1 so-

bre X se tiene
MU?™ 2 (X) —— MU9(X)

a ——— a o cfl(a).

PROPOSICION 2.4. Para cada fibrado complejo «.de dimensidn 1 so-

bre X, la sucesidn

. — MUTT2 () — MUY (X)) — MUY (E) —> Mue () —
es exacta.

OBSERVACION. A esta sucesién por analogia a la cohomologia ordi-
naria la llamamos sucesidén de Gysin y podemos obtener el caso ge
neral usando un argumento usual.
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3. CALCULO DEL ANILLO DE COBORDISMO MU*(RP”).

Sea m el fibrado candnico complejo de dimensién 1 sobre BU(1) y
consideremos el diagrama conmutativo de transformaciones de fibra
dos

BO(1) = RP® —— & EU(1)

T [a 1ﬂ
f
BU (1) — & L, BU(1) = CP

w©

donde fa es la aplicacidén clasificante del fibrado complejo « de

dimensidn 1.
La esfera S! es fibra tanto de a como de 7 y la aplicacidn de st
en S' determinada por la transformacién BO(1) —— EU(1) induce un

homomorfismo de MU2(CPw) en si mismo que lleva el elemento
y = cfl(n) en el elemento 2y; por consiguiente,

(3.1) a=17Qn

Aplicando la sucesidén de Gysin al fibrado m ® n, teniendo en cuen
ta que el espacio total de su fibrado asociado de esferas es

Eo(n ®@ n) = RP”, obtenemos

“ Cfl(n ®n) e

. —— MUt 2 (cP™) Mud (cp®) —TE

(3.2)
Mu? (RP®) — > MU (CP™) —— ...

»

Pero cfl(n ® n) = L(n,n) satisface la ley de un grupo formal (ver

[2]) y es de 1la forma

i+j+2
(3.3) L(m,n) = 2W + ) a5 wt™Hd

PROPOSICION 3.4. Para CP”, en la sucesidn de Gysin (3.2), o L(n,n)

es un monomorfismo.

Demostracidén. En efecto, L(n,n) = 2W + términos en W de dimensién

mayor.
Sea x € MU* (CP®), entonces X = ) aiwi, a, € MU*(SO). Supongamos
i=0

que a. es el primer coeficiente no nulo, entonces

k
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= k k+1
X = o we o+ %l W +
k+1 P . .
y L(n,m)x = 20, W + términos en W de dimensién mayor.
Sin embargo, para CP" es wotl o 0, por consiguiente,

n+1

n— =
L(nn,nn) v W = 2W 0

De la sucesidn (3.2) y la Proposicidn 3.4 se deduce la

PROPOSICION 3.5. La sucesidn

0 ——— MU*(CP”) ~ L(n,n) MU* (CP™) _m* MU* (RP®) —— 0

es exacta.

OBSERVACION. Como 7* es un epimorfismo, entonces Ker 7% es el i-
deal en MU* (CP”) generado por L(n,n).

De las anteriores proposiciones se deduce el

TEOREMA 3.6. EL andllo de Cobordismo MU* (RP”) es isomorfo al ani-
llo de series formales w, (MU)[[W]] médulo el ideal generado por

i+j
L) = 20+ ] ey Wi
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POINTWISE CONVERGENCE OF SERIES OF BESSEL FUNCTIONS

A. Benedek and R. Panzone

1. INTRODUCTION. The following result is proved in [5], Ch. 4.

Let be £(x) € L1(0,1), » > -1/2 and x € (0,1). If the Fourier se-
ries of f converges to 1 at the point X them the Fourier-Bessel
series of f converges to the same value at the same point.

This result cannot be extended to » > -1 since, in general, a

function in L1 has not Fourier-Bessel coefficients for
v € (-1,-1/2). However, it is possible to prove the following re-
sult which is contained in theorem 4 of this paper. Assume

w=(/2 +v) Ao, v > -1, x € (0,1) and £x)x" € L1(0,1). Then,
the expansions of f with respect to the trigonometric system and
the Bessel system are equiconvergent.

To prove this result, which is crucial in the proof of the main
result of this paper, we prove two theorems on equiconvergence of
the Fourier expansion with the expansion of the function under
consideration with respect to the system of eigenfunctions of a
second order differential equation. This is done following the
line of proof of theorem 9.5 in Titchmarsh's book.

The main result of this paper is theorem 5 which roughly states
that any system of solutions of Bessel's equation, orthogonal with
respect to xdx, complete in the space L? defined by means of this
measure, has the property that if the space LP admits convergence
in the norm then it also admits convergence almost everywhere.
All these systems are described and also a family of Lp—spaces
which admit convergence in the norm.

2. AUXILIARY RESULTS AND NOTATION.

Assume 0 < x <1, -1 <» <o and {u :n=1,2,...} defined by one
of the following formulae:

M un(x) = a2’

V3, (ax) + Kal J_, (a,x), K€ (-,2), K=0 if » >0
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(2) un(x) = -(2/1)1g(kan) Jo(anx) + Yo(anx), k € (0,%)

with arg a € [0,7). Each system {un} is associated to a value of

K or k. Each function u is a solution of the equation:
A A 2 2 -
(3) (xy")' + (ax - »7/x)y =0

with »=0 for the functions of the systems (2).

The an’s are obtained from the homogeneous boundary condition:
(4) ((sin @)/2 + cos a)un(1) + (sin a)u;(l) =0, ael[0,r)

For a fixed o the set of solutions of (4), {an}, is a denumerable

family. This set together with the value of X or k define the
system {un}, i.e. each system is determined by two parameters: «

and K (or k). Besides, each of them is orthogonal with respect to

the weight X and complete in the space L2 determined by this
weight, (cf. [5], Ch. 4).

We shall denote with LP(w(x)), > w(x) > 0, 1 <p < o, the real
space of p-integrable functions with respect to the measure w(x)dx

and shall say that LP(w) admits convergence in the norm with re-
spect to {un} if for f € LP, the expansion of f with respect to
the system converges to the function in LP. That is, let be

N 1 1
S (f) =}, cu_ ,c = J u_ f xdx / J u? xdx and f € LP(w),
N i nn 0 n 0 n

then H(Snf - f) pr —— 0 if n — o . Observe that u is not

conjugated because it is always a real function.
3. POINTWISE CONVERGENCE OF EIGENFUNCTION EXPANSIONS IN L2.

In what follows assume the results and notation of chapters 1 and
2 of [5]. Let q be continuous in 0 < x < A, A < %, Consider the
differential equation

(5) y"+ (A - q)y =0

and the =»lutions ¢ and 6 such that
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(6) ¢(0,\)=sin « , ¢'(0,\)=-cos a ; 8 (0,\)=cos @ , 6'(0,\)=sin «a.
Assume that m(A) is an analytic function, holomorphic in the com-
plex plane except for simple poles at the real points R6< R1< W<
< xn < ... such that m(X) = m(\).

Assume that for non-real A, m(A) is on the "limit circle'" at A and
such that there exist two sequences {bn} and {ﬁn} with the proper

ty that for any A with Im(A) > 0 it holds:
0 (b ) cotg B_+06'(b )

m(A) = 1lim - = 1lim lb 8 w) ,
b 44 ¢(b ) cotg B_+¢'(b) b ta “nt?

f,€l0,2m), 8 — 8.

The residues of the function ¥(x,\) = 0 (x,A) + m(A) ¢ (x,\) at the
poles of m(A) are:

2

Yo/ C A DI, = @GN /I8 (LA )

{Wn(x)} is an orthonormal family of functions in LZ(O,A).

We shall prove next theorem following the pattern given by para-
graphs 1-4 of chapter 9 in Titchmarsh's book.

THEOREM 1. Assume that at x € (0,A) the functions ¢n(x) verify

Iy 12 =0) if T—e
T2—T<ln<T2+T

If £ 278 a real function, f € LZ(O,A), and the ordinary Fourier se-

ries of f converges at X to 1, then the series

A
De, v, 0 . ¢ = jo £ V00 dy
also converges to 1.

By "the ordinary Fourier series of f'"we understand the expansion of
the restriction of f to the finite interval (0,b)>x with respect to
the system {sin 27 nx/b, cos 27 nx/b}. Next lemma 2 asserts that

if the ordinary Fourier series of f converges at x to 1 then this
value is independent of b whenever 0 <x <b <A,

To prove theorem 1 we need some estimations from Titchmarsh's book.
Assume 0 < arg A <w, s = /A =0 + it, 0 < arg s <7/2,

A>Db > b > 0.

Then, (cf. [5], 1.7. (ii))
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¢ (x,\) sin @ cos sx + 0(1) e**/Isl if sina # 0

(7

¢ (x,\) = -(sin sx)/s + 0(1) e**/Isl? if sina = 0

]

where the 0's are uniform in x and s whenever x € (0,b) and

Isl > Oo(b). A careful examination of the constants in the proofs
of 9.2.12 and 9.2.13 in [ 5], proves that next formulae (8) and (9)
hold.

Y(x,\)=e15%/is sina + 0(1) et*"2P) /6 4 0(1)e Xt 1512 if t>1

(8)
v(x,A) = 0(1) /ot ifo<t<1

where sin « # 0, and if sina = 0 ,

YA = % 4 0(M)sl et 2D g 4 0(1) e *E/sl if t > 1

(9

V(x,\) o(MIsl/ot if0<t<1

In both formulae, the 0's are uniform whenever x € (0,b) and

|sl > Oo(b). (For this it is convenient to consider formula 9.2.11
of [5] for the cases bt > 1 and bt < 1).

We need also the following result on analytic functions (cf. [5],
lemma 2.11).

LEMMA 1. Let F(z) be holomorphic on -R < X <R, -r <y < r where
z=x+iy. If in this rectangle |Fl <M/lylthen | F(z2)] < M .M
in -t <y <r, -R/2 <x <R/2, where M= Mo(r,R).

Since W(x,sz) - eisx/is sin a is regular in the square -1 <o < 1,
T-1 <t <T+1 for T great enough and takes conjugate values at
points symmetric with respect to the imaginary axis, we can apply
the preceding lemma to obtain from (8):

Y(x,\) = e%/is sina + 0(1)etE722) /(oy1y+0(1)e ¥t /151 2 =

(10) 0(1) e *%/Isl , if t > 1

v(x,\) 0(M/et , if0<t<i

for sin @« # 0 and from (9), when sin a = 0:

Y(x,A) = 5% + o(1))sl eFE2P) /(gy1) + O(1)e *t/Is| =
an = 0(1) e7** if t> 1
Y(x,A) = 0(1)|s| /ot if 0o <t<1
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In formulae (10) and (11), the O's have the same properties as in
formulae (8) and (9).

After integration of formulae (7) we obtain:

X
J ¢ (y,A) dy = o(1)e ™ (1+x)/| s if sina # 0
0

(12)

X
[ 6(y,\) dy = 0(1) e™*(1+x)/is|? if sina=0
0

where the O's have same properties as in (8) and (9).
Next, we shall see that if x < b then

b
J Yiy,\) dy = 0(1)e *t*2-4(8) /409y 512, for sina # 0
X

(13)

i

b .

J v(y,\) dy 0(1)e ¥t+b-d(t) y(t41)|s| for sina = 0

X
where the 0's have the same properties as in formulae (8) and (9),
and d(t)=t if 0 <t <1, =0 if t > 1.
To prove (13), observe that ¥(x,\) satisfies the integral equation:

(14) Y(x,\) = ¥(b,\)cos(s(x-b)) + ¢'(b,\)sin(s(x-b))/s +

X
+ Jb s7hsin(s(x-y)) aO) YA Ay

After integration of (14), we obtain:

X

J ¥(y,\)dy = ¥(b,A) s~} sin(s(x-b)) + ' (b,\) (1-cos(s(x-b)))s 2 +
b

+ Jb a(y) ¥(y,\) (1-cos(s(x-y))) s~ % dy .

Then

X
(15) | e*t J V(iy,\)dy| < 0(1)5_1. sup | et v(y,\)l+
b O0<y<b

+ 20s1 72 v b, &P

where 0(1) has the same properties as in formula (8).
From (14) it follows that for b fixed and x < b:
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' t(b-x)
LB | bt < e T Xt g ) + [ eP y(b )
s | sin(s (x-b))|

b .
. cos(s(x-b))et =)} 4 j | SnlEY)) geyy e Yy, dyd <

x s.et(y-%)

M e(b-x)t

< sup | Xt ¥ (x,\)]

|sin(s(b—x))|. 0<x<b

where M is an absolut constant if |s| > oo(b).
In consequence,

bt (b-x)t
(16) |£Llh4ﬁl;9— | < M. min |[-&————]|. max |e*" y(x,\)]| <
s 0<x<b sin(s(b-x)) 0=<x<b

< M'. max |e*% ¥(x,\)|
0<x<b

where M' is an absolut constant when |s| > oo(b), as it can be

2

seen using the formula: |sin(x+iy)|2 = sin“x + sinhzy to estimate

the minimum.

(13) follows now from (15) and (16), and the estimations (10)
and (11).

QED.
It also holds (cf. 9.3.1 and 9.3.2 in [5]):

N 0(1)/6%2t% , 0 <t <1
2

an ] oty -

b o(Me 2Pt/o2¢ | £ > 1

whenever sin @ # 0. In case sina = 0,

A 0(1) Isi%/6%t? , 0 <t <1
a8 [ oty -
b 0(1) s2e”2Pt/02¢ | t > 1

In both formulae the O's are independent of b if |s| > oo(b).

Finally, we mention a familiar result on convergence of Fourier
series (cf. [6], p.242, Th. 1.3).
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b b
LEMMA 2. Assume J [£(y)ldy <o, [ Ifl(y)|dy < % gnd f=f1 in a
o o

neighbourhood of x € (0,b), Then, the ordinary Fourier series of f

relative to the interval (0,b) converges to 1 if and only If

b . )
lim 1 J £,00) sin(T(x-y)) dy =1
T Jo x-y

Tre

4. PROOF OF THEOREM 1.

Let us assume that C1 is the circumference of radius T2=|R| and
that in the interval (-w,-TZ] there is no eigenvalue of the equa-

tion. If T2 is not an eigenvalue and

b4 A
(19)  2(x,A) = ¥(x,N) J ¢ (y,Mf(y)dy + ¢(x,}) J v(y,\)f(y)dy

X

then (cf. [5], Th. 2.17):

_LJ (x, Ak = T c ¥ (x)
2mi C1 )\n<T2 ne

Since ®(x,X) = ®(x,\) , if C, is the half circle in the A-plane

image of C = {s=Teiw, 0 <y¢p < w/2}, s=/N , we have:

2 J ®(x,\)d\ = ImJ ®(x ,\)dN
2i e, c,

In consequence,

(20) , ) c ¥ (x) = 2 1n J @(x,sz) sds
C

A_<T? T
n

Let € and 7 be arbitrary positive numbers.
Write f=f1+f2+f3, where f2 is a continuously differentiable func-

tion equal to zero 6n (b,4) and in a neighbourhood (x-6,x+8) of

A

the point x, f1 is zero on (b,A) and such that J |f1|dy <7 and
o

A
£, is zero in (0,b) with J | £,] 2dy < ¢
o



Since f € Lz, this can be done if b is chosen great enough and
greater than x and & sufficiently small,

With this decomposition ®(x,\) = @1(x,k) + Qz(x,k) + @S(x,k),
where @i is given by (19) with fi instead of f.

In the following formulae (21),(22) and (23), the O's are inde-
pendent of b if |s| > oo(b).

b .
00 = [ et e gy 2is) TNy
o
-Xt (x-b)t
21 roME— + L vy ifr>1,
I'sl  Isl oVl

It

0(1) n e*Y/0t if 0 <t < 1.

edtex) 0 /Is12 ift>1,

(22)  @,(x,\)

0(1)(1+x)eP%/tis) 2 if 0 <t <.

(23) &, (x,\) = e Eo(1) efovi if t>1,

0(1) € e*t/ot ifo<t<1,

(21) is a direct consequence of (7) and (10) and (11). In fact,
because of these formulae:

%

b is| x-y| -(x+y)t -lx-ylt
YRS L 0(1) (8 sy

o 2is | sl | sl

e(x+y—2b)t
+ )1 f1(y)dy if t > 1; and if t € (0,1],
ov1

b xt
@1(x,X) = J [0(1) e f1(y)/0t] dy.

o

To prove (22) observe that

x-8 b
R S T R Sl TR ST AL R TCR Ol IR TCA TGO L
o]

x+

x-6 b
- ven [ ety - ea) |
o

x+

aw*(y,R)fé(y)dY
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b
where ¢*(y,A) = Jy ¢ (r,\)dr , VY*(y,A) = J Y(r,\)dr .
o y

Applying to this formula the estimations (7),(10) (or (11)), (12)
and (13), we obtain (22). Finally,

A 4 2, .1/2
;] = 1000 [ v Eme] < lec o] 8o a2,
b

After application of (7) and (17) (or (18)), (23) follows for
0 <t<1, and ¢3(x,X) = ¢ 0(1) (exp(x-b)t)/o for t > 1. Since

®3(x,52) is regular in the square -1 <o <1, T-1 <t <T+1 (if T

is great enough) and takes conjugate values at symmetric points
with respect to the imaginary axis, we can apply lemma 1, obtai-
ning so (23).

Calling C'=C N {t > 1}, C"=C n {t < 1}, we obtain from (21):

b .
[ '¢1(x,52) 2s ds = -i J 'ds [ elsl ==yl £,0y) dy +
C C

o

-xt (x-b)t
en.00) [ E— L) ——yysinasi
c' |s| | sl ovi

b .
= -1 j ds J els'x‘Y'f1(y)dy s .0 1+x~t + -7+ (b-x)72)
C

o

where O0(1) does not depend on b if |s| is great enough. Then,

b .
(24) JC.¢1(x,s2)sts - j (eIl e Ty 3¢ (y) x-yI ~Tdy+n0(1)

o

where 0(1) is independent of b if b > b1 > bo’ | s| is great enough
and x runs in a fixed closed interval contained in (0,b1).

Applying (22), it is obtained:

(25) J [ (x,sz)sts = 0(1) J exp(-8t)|ds| /T = 0(1)/Té
cr ? c'

Applying (23), it follows,

(x-b)t
(26) J 2, (x,s2)2sds = 0(1) « J e Islldsl= 0(1) e
C'

c' ov1

In (25) and (26) the O's are as in (24). From (24), (25) and (26)
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it follows that:

¢ b . .
(27) Im J ®(x,s2)2sds = J EE?LIL%:XLJ £, (y)dy+0 (1) (e+n+1/T8)
c' o X-y

To study the analogous integral on C" we define the auxiliary func-
tion:
2 2 2
Qx,s") = (x,s7) - ) c, Y, (X)/ (7))
T2—T<A <T2+T
n
/2 g < (124172
and therefore on T-1/4 <o < T+1/4, if T is great enough. Besides,
because of (21), (22) and (23) we have for |Im s|= |t} <1 ,

This function is regular on the strip (T2-T)

1

2x,s%) = 0(1){em+T e T e 1V _(x)1}/t.o =

(28)

1/2 1/2

-
[t}

0 tern+T e e (e 1 D2 (v 1 B Pyt

Here the sums are on the set of Xn S (T2~T,T2+T) and 0 is as in
formula (24).

Since f € LZ(O,A), Zlcnl2 converges. In consequence, ) ci in
formula (28) is o(1) for T » =. By hypothesis, 2|wn(x)|2 = 0(1).
Therefore, from (28) we obtain next formula (29) where o(1) is in-

dependent of b:
(29) Qx,s%) = 0(1) (n+e+o(1))/tT

From (29) and lemma 1 we obtain that on C'":

Q(x,s2) = 0(1) (n+e+o(1))/T

Therefore,

(30) J Q(x,s%)2sds = 0(1) (e+n) + o(1)
C"
On the other hand we have: |Im J 225 ds|=|var.Im 1g(52-ln)|< .
C" S _)\
n

Then

c_ v
(31) |Im [ ] 3= 2sas| < [le, 001 = o)
CII

In formula (31) the sum is on the set of kne(Tz—T,T2+T). From (30)



177

and (31), it follows,

(32) Im J ®(x,s2) 2s ds = 0(1)(e+n) + o(1)
Cl'

Taking e=n, from (20), (27) and (32) we obtain:

b _.
(3 I et = L[ SRIGYD ¢ gyay « o) 1v0(1)
o

A <T2 T X-y
n

Since f1(y)=f(y) in a neighbourhood of x, from lemma 2 it follows
that the integral in formula (33) converges to 1 when T =+ oo,

Therefore , Tim | ] ¢ ¥ (x) - 1] <Ce
I>e An<T2

where C is a constant which does not depend on b neither on x, if
x belongs to a fixed closed interval contained in (O,b1). Since ¢

is arbitrarily small, we obtain ] c ¥ (x) = 1.
nn QED.

From Carleson's theorem (cf. [3] or [4]), it immediately follows
next corollary.

COROLLARY. Under the hypothesis of theorem 1, } cnwn(x) converges
to £f(x) for a.e. x.

5. APPLICATION TO BESSEL'S EQUATION.

In this section we apply the results of the preceding section to
the case of Bessel's second order differential equation:

2
(34) ) v - v =0, 0<x<1,
X

Y(1) cos @ + Y'(1) sin « = 0.

In this case A=0. In [5], Ch.4, 88, Weyl's theory is applied to
this equation. There it is obtained that the functions satisfying
the equation and the boundary conditions (6) with a=0 are:

(35) o¢(x,\) =

z ;E {J, (xs)Y, (s) - Y, (xs)J,(s)}
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6 (x,\) = ™Xs

{J, (xs)Y; (s)-Y, (xs)J} (s)} + ¢ (x,N)/2

and also that for 0 <v <1, » # 1/2 (limit-circle case):

c.s_VJ;(s) + sVJ:V(s) 1
mA) = -s — ) - -
c.s JV(s) + s J_,(s) 2

, @< c g™

The same formula holds for »=1/2, as it can be easily verified.
In this case the equation has no singularity at x=0.
For v=0 (limit-circle case):

2J'(s) 1lg(sc) - wY'(s)
m(A\) = -s —2 2

21 , 0 <c<eo
2 Jo(s) lg(sc) - wYo(s) 2

and for » > 1 (limit-point case):

J, (s) 1
Jv(s) 2

mA) = -s

where m(A) is 1imit of 1(A) = -(6cotgB+0')/(écotgB+¢'). The corre-
sponding functions in the case of sin a # 0 are, as it is easy to
see:

a(x,k) ¢ cos @ + 0 sin «

L1}

(36)

5(x,h) -¢ sina + 6 cos «

and therefore, H(R) is the 1limit of the circles (b — 0):
T = -(F(b,\) cotgd + §'(b,1))/(#(b,\) cotgh + ¢'(b,\)).
From (36) we obtain:

T(A) sina - (cosa)[ (fcotgB + 0')/(¢cotgh + ¢')]
cosa + (sina)[ (fcotgB + 0')/(dcotgh + ¢')]

sine + 1(A) cosa

cosa - 1(A) sina

and since m(A) is the limit of the circles 1(A), we have:

(37)" ﬁ(k) . m(\) cosa + sina
-m(\) sina + cosa

Using (36) and (37), we obtain for any a:
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(38) U(x,\) =8 + m(A)¢ = (8 + m.6)/(cosa - m.sina)

Using (35) and the corresponding values of m(A), we have in the
different cases:

(39) ¥(x,\) =

/i(cs_VJv(xs)+st_V(xs))

[(Sina)/2+cosa](cs'vJv(s)+sVJ_v(s))+(sina)s(cs'VJ;(s)+stjv(s)),

0<v <1, ce€ (-o,+] ;
(40)  V(x,\)

3 [(Z/ﬂ)Jo(xs)lg(sc)—Yo(xs)]

) [(sina)/2+cosa][%Jc(s)lg(sc)-Yo(s)]+(sina)s[%J;(s)lg(sc)-Y;(s)]’

v=0, c € (0, ;

/E'Jy(xs)

(41 V) = , v
[(sina)/2+cosa]JV(s)+sJ;(s).sina

\%

Then, the orthogonal systems which correspond to the different func
tions m(A) are given by: v (x) = 23 un(x)/H/T u (INI,} where u

is defined by (1) or (2) and satisfies (4). Using the asymptotic
formulae for Bessel's functions, it follows that wn(x) = 0(1) if

x is fixed and Xn ~ n?n?, Therefore, ) |ll/n|2 = 0(1) for T2.T <

< Rn < T2+T, and the hypotheses of theorem 1 are verified for
these cases. In consequence, we have:

THEOREM 2. Assume » > -1 and £ € L%. Then Snf ) cj¢j converges

j<n
to f a.e..

6. POINTWISE CONVERGENCE OF EIGENFUNCTION EXPANSIONS IN LP,

Let be 1 < p <> and 0 <u(x) <> a.e., 0 <x <A, We have de-
fined as LP(u) the space of "functions'" f such that uf € LP.
We shall write: IquIlP = ||f||p o Let {wn} be the system defined at

the beginning of paragraph 3. With the same notation of that sec-
tion and the same hypotheses on m(A), it holds:
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THEOREM 3. Assume £ € LP(u) n Lt

lowing hypotheses are satisfied:

s, 1 <p <, and that the fol-

1) There exist the Fourier coefficients of £ with respect to {¢n},
A A

c_ = Jofwndx, and Jo|w(x,kj|.|f(x)|dx s locally bounded in RZ-{RnL

2) ] tc_¥_; T?-T <A < T24T} = o(1) <n a given x € (0,A) for T—so,

3) If 1/p + 1/q = 1, the following equalities hold with the O's
independent of b whenever |\ > Uo(b):

\ .
(J ||I/(x,52)/u(x)|qu)1/q = 0(1)/ot ifO0<t<1
b sina # 0 ,

0(1) e P/ if t > 1

oO(N)]sl/ot if 0 <t <1
sina = 0

o(1)Isle e  if t > 1

(If q=%°, the left hand side of 3) should be replaced by

ess.sup. |¥(x,s2)/u(x)|).
x€ (b,A)

Then, ) Cjwj and the ordinary Fourier series of £ (in the sence

of theorem 1) are equiconvergent: if the last one converges to
the number 1 then also Z Cjwj = 1.

Proof. From 1) it follows that the function:

X A
¢&J)=wmA)JONLMfWMy+¢&A)J Yy \)E(y)dy

X

is, for x fixed, an analytic function in the complex plane with
simple poles at the points kn and residues cnwn(x). In fact, it

A
is sufficient to prove that F(A) = J Y(y,\)f(y)dy has at Rn a
X

A
simple pole with residue J ¢(y,kn)f(y)dy/"¢(.,Xn)ﬂg. Consider

X

LI}

b
Fb(k) J V(y,\)f(y)dy, b < A. Then, from section 3, we have:
X

-1 (P b 2
B0 = 6,00 + 0 [T emarmays [ ecor) 1%
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where Gb is regular in a neighbourhood of Xn. For b — A, it fol-

lows that

N A
FO) = 6 + ) [T e Emayen) . v E o)

Here, F and G are uniform limits on compact sets. In consequence,
G is regular in a neighbourhood of Xn and F has the desired prop-
erties.

Following the prcof of theorem 1, we see that (20) holds. Now, we
decompose f as in that theorem, f = f1 + f2 + f3, with the same

requirements on f1 and f2 and the support of f,, but requiring in

3’
this case: Hfﬁ" < e.
Psu

Then (21) and (22) hold. Using in the proof of (23) that
A A 1/q
[ vomemart < e, o me) e
b 3Tpsutyy

and the hypothesis 3) instead of (17) or (18), we obtain (27).

(32) also holds if we take into account (cf. formulae (28) and

(31)) hypothesis 2). Therefore, (33) holds and the theorem follows.
QED.

7. APPLICATION TO SERIES OF BESSEL FUNCTIONS.

In this section we apply last theorem to Bessel and Dini series.
The function

VX J, (xs)
(42) V(x,A) = , , -1 <v <o
[ cosa+(sina) /2] Jv(s)+(sina)sJ;(S)

corresponds to (39) if c=0 and -1 <v < 0, also to (39) if c==
and 0 <v <1, to (40) if c=> and »=0 and to (41) if v > 1.
The system associated to this function is:

=
ol

Jv(xs )
(43) v (x) = _— 1~ /fgﬁ J, (xs))
Ju(xsn)ll2

E]

where {sn} is the set of zeros of the denominator in (42) and
such that 0 < arg s < T/2.

THEOREM 4. Assume » > -1, u = (1/2 + ») A 0 and £ € L'(x™)(c L1y,
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Then, the expansion of f with respect to the system (43) is equi-
convergent with the ordinary Fourier expansion in the sense al-
ready defined for x € (0,1).

Proof. Let us verify the hypotheses of theorem 3 with p=1. Since
¥ and wn are 0(x"),1) follows. (As before, for this application

A=0 and 1 instead of 0). Using the asymptotic expansions in the

22

denominator of (42) we know that kn~ n“w“. Since wn(x)=0(1), to

prove 2) it is enough to see that cn=o(1). From (43) it follows
that:

Mfo(1) ifo<x< 1,
(44) ¥ (x) =

Cncos(xsn-Vﬂ/Z-w/4) + 0(1)/xsn if xs_ > 1

Here, the O's do not depend neither on x nor on n, and Cn is
-1/2

bounded above independently of n. Assume that h=sn

(44) we obtain:

; applying

T T

1 1
gl = 1] $ae0zeax] = 0 ([ < Ieaxe [ cos s, 2P eI

h

0
1 h 1 T

+ J [£(y)|/ys_dy) = O(1)(J x"]fldx+|J cos(xs_-v=-)f(x)dx| +
h n 0 0 n 24

1
-1/2 )
*s Jolf(y)ldy o(1)

as it easily follows from the hypoteses and Riemann-Lebesgue's
lemma.

Let us prove 3). Since in this case the singular extreme is 0,
the norm to be bounded is calculated on (0,1-b), b — 1. Because
of the asymptotic formula for J,

(45) /xs J, (xs)x M = 0(e™™) if0<t, |xs|>1

Because of the behaviour of J, at the origin, the same formula
holds for |xs| < 1. Then

2 t(1-b)
(46)  sup | Mlxas )y OLe )
x€ (0,1-b) x¥ |A/S 3, (s) + BY/ST J)(s)|




183

A = (sina)/2 + cosa , B = sina

Again, because of the symptotic formulae for Bessel functions and
their derivatives:

(47) |A/S J,(s) + B/ST J)(s)| >M(1at)e® (|A]+|Bs])

with M > 0, independent of s if s is great enough. From (46) and

(47), 3) follows. QED.

LEMMA 3. 1 < T <p < If v and B are real numbers verifying

B+ 1/p < + 1/t then LP(x8) c LT (xY).

Proof. Assume p < e, From Hdlder's inequality:

1 1 1
J (|£]xY)%dx = J (1£]xByrx (T-Blrgy <[J (£ |xB)Pax]) T/P
0 0 0

(Y'B)r”

llix (p/r)*

Since (p/r)*=p/(p-r), last norm is finite whenever r < p and
(r-8)rp/(p-r) > -1, or whenever r=p and § <7, i.e. if the hypoth-

esis is verified. Therefore, foBHPC > foYHr. This proves in part

the lemma. The case p== follows in the same way . QED

COROLLARY TO THEOREM 4. Assume that p and B,real, verify
(48) M/p<1+p-8 , p>1,

and that f € Lp(xB) on the interval (0,1). Then the expansion of
f with respect to the system (43) converges a.e. to f.

Proof. # < 0 implies the existence of a number r > 1 such that

1/p + B < 1/r <1 + u. From lemma 3: f € L' c L' (x*). The corol-
lary follows from the théorem of Carleson and Hunt on convergence

of ordinary Fourier series, (cf. [3] and [4]).
QED.

REMARK. We could now obtain the analogous result for the systems
described in §2. To avoid calculations, which for these systems
are slightly more complicated, we give an alternative proof in
next paragraph.
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8. CONVERGENCE A.E. OF ORTHOGONAL SERIES OF BESSEL FUNCTIONS.

The aim of this section is to prove the following result.

THEOREM 5. Let {un} be a system of solutions of Bessel's equation
of order v, Vv any real number, satisfying a real homogeneous bound-
ary condition at x=1, orthogonal and complete in LZ(/E). Then

v > -1, and <f p, B and v satisfy

(49) 1<p ; {( + 1/2)A0} + 3/2 -8 >1/p ,

then for any f € LP(XB) its expansion with respect to the system

{un} (in the sense of paragraph 2) converges to f a.e..

This result is a consequence of the following theorem (which is
proved in [2]) and theorem 7.

THEOREM 6. Assume -1 <V and {un} given by (1) or (2), and
0 <x<1,.

a) If 1 <Kp <o, -2 f <, then LP(xB) admits convergence in
the norm with respect to the system {un} if and only <f (49) and
(50) hold:

(50) p<e 3 1/p>1/2 -8 - {(» + 1/2)A0}.
b) Any system of solutions of Bessel's equation of order

v € (-%,0), {wn}, satisfying a real homogeneous boundary condition

1/2

(4), orthogonal with respect to xdx, complete in Lz(x ), Zs

equivalent to one of the systems (1) or (2) in the sense that for
each n there exists a number h_ # 0 such that w_=h_u .

n n non
e) For each system, {an} 18 real Zf n = n., where n, depends on
the system. Moreover, a — = if n — o , So, we shall suppose that
n=n implies a <a..q If a  is not real then it is purely
imaginary.
d) Let {un} be a system obtained from (1) with K#0 and v € (-1,0).
We associate to it another system {Gn}’ and precisely that obtain-
ed from (1) with the same boundary condition and K=0. If {un} 18
obtained from formula (2) then {Jn} will be that obtained (with

the same boundary condition) from formula (1) for the case v=0
(and therefore K=0).
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For each system and its assoctate there exist a number m and a fn.
G(x) such that if Snf(gnf) designates the nth partial sum of the
expansion of f with respect to the system {un} ({ﬁ;}) then, if

(49) and (50) hold then for any f € Lp(xs) it also holds:
- g B
(51) |Snf(x) Sn+mf(x)| <cCj GxX)Nf.x "p s, W¥n,

where C_ = n? if -1 <v <o, C_ = 1/1g n if »=0, and G(X) is

finite everywhere and depends only on v,B and p.

THEOREM 7. Assume v > -1 and v ,B and p satifying (49). Then, <if
{un} is one of the systems defined by (1) or (2) then Lp(xB)

admits convergence a.e. with respect to it.

Proof. Assume that the system under consideration is defined by
(1) with K=0. This system after multiplication by vx , coincides
except for normalization with the system {wn} of paragraph 7.

The corollary to theorem 4 implies that if F € Lp(xc) and
1/p <1 A (1+u-8), then the expansion of F with respect to the
system {/ihn(x)} converges to F a.e..

Definig f and B by F=f VX , B = & + 1/2, we have: £ € LP(x®),
and in consequence, theorem 7 for K=0 follows.

From theorem 6,d), it follows that theorem 7 holds whenever the
following inequalities hold:

(52) 1 <p<e 5 1/2-p<B +1/p<3/2+up.

«Assumé‘f é!L?(ijyiinﬁ‘& + 1/s < 1/2 - p. In this situation,
there exist p and B verifying (52) and such that p <s. From
lemma 3, we obtain LP(xB) > L8 xY).

QED.
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