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Revista de la
Unidn Matemdtica Argentina
Volumen 29, 1979.

PRESENTACION

En 1976 el Dr. Luis Antonio Santaldé cumplid 65 afios de edad y también
42 afios de actividad matemdtica desarrollada, en su casi totalidad, en
la Argentina. La Unién Matemdtica Argentina ha considerado que este

aniversario era una buena oportunidad para dedicar un volumen de home-

naje al insigne matemdtico.

La vinculacidén de Santaldé con la Argentina tiene una prehistoria que
comienza hacia 1931; en aquellos afios era estudiante en Madrid, un es-
tudiante de cuyas dotes ya se hacian lenguas los que eran sus compaiie-
ros, y todos estos jdvenes tenfian_contactos con Rey Pastor cuando éste,
en su incesante viajar, llegaba a Madrid. Don Julio en largas y sabro-
sas .charlas hablaba de la Argentina con carifio y gracejo. Cuan lejos
estaba Santald de pensar que aquel lejano pais seria el suyo para el
resto de su vida. Su porvenir parecia ya trazado, brillantisimo egre-
sado, autor, antes de los 25 afios, de importantes trabajos de investi-
gacidn, su incorporacién como catedrdtico a la universidad espafiola pa
recia inminente. jPero vino la guerra civil!. A su término, como tan-
tos otros espafioles, miré hacia la América Hispana. Don Julio Rey Pas-
tor gravitd en forma decisiva para que la meta fuese la Argentina.

La primera mencidén de Santald en esta Revista es a finales de 1939. En
el dltimo fasciculo de ese afio se anuncia la "grata noticia" de la lle
gada a Argentina de dos "destacados universitarios': los profesores
Alejandro Terracini y Luis A. Santalé. En el primer fasciculo del si-
guiente volumen se hace la presentacién de Santalé y se puede observar
que, pese a su juventud, tiene ya publicados doce trabajos, ocho en
Espafia, tres en Alemania y uno en Francia.

La colaboracién de Santalé con la U.M.A. comienza de inmediato. En el
mismo volumen en que se hizo la presentacién publicé dos trabajos de
investigacién, dos restmenes de comunicaciones a Sesiones Cientificas
y dos articulos de divulgacién. En este primer contacto ya estin pues
tas en evidencia las caracteristicas bdsicas de su personalidad como
hombre de ciencia: en primer lugar la labor de investigacidn, pero
también hay mucho interés en el fomento de las vocaciones matemdticas.

Pretendemos en esta presentacién mostrar el desarrolle, durante varios
decenios, de estas dos facetas de su vida: el investigador por una par
te y el maestro y expositor por otra. 1
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En primer lugar su obra de investigacidén. El homenaje que le rinde la
U.M.A. es, ante todo, pero no exclusivamente, por su obra de creacién
que a continuacidén trataremos de esbozar.

La lista que aparece en este volumen de los trabajos de Santalé tiene
135 tftulos publicados en revistas cientificas de veinte paises:
Alemania, Argentina, Bélgica, Brasil, Canadi, Espafia, E.E.U.U., Fran-
cia, Holanda, Hungria, India, Italia, Japdn, Perd, Portugal, Rumania,
Suiza, Turquia, U.R.S.S., y Uruguay. Estas contribuciones se puedz;

<1l
agrupar en seis distintos dominios del saber matemfiico.

i. GEOMETRIA INTEGRAL.

Es acaso, el campo en que ha hecho contribuciones de mayor importancia
y también el que ha cultivado toda su vida.

Santald llega a Hamburgo en 1934 cuando Blaschke y sus discipulos es-
tdn por dar a luz las primeras publicaciones de una nueva disciplina
geométrica: la geometria integral. Riapidamente con sus primeros traba
jos pasa Santald a ocupar un lugar destacado como investigador en a-
quel dominio para llegar a ser, andando el tiempo: "for many years the
undisputed leader in the field of Integral Geometry". Esta frase de
Marc Kac figura en la presentacién del libro de Santalé (libro (10))
"Integral Geometry and Geometric Probability'", volumen I de la recien
te "Encyclépedia of Mathematics and its Applications'", en la cual Kac
es el editor general de la seccidén de probabilidades. Este libro es

un excelente tratado y la fuente mds indicada para conocer a fondo la
obra de Santalé en geometria integral y probabilidades geométricas asi
como los muchos otros trabajos originados en dicha obra.

La idea original de Santaldé en sus primeros trabajos ((7), (8), (9) y
(11))* fue la de extender y aplicar la llamada "medida cinemitica'" in-
troducida accidentalmente por Poincaré en su Cidlculo de Probabilidades
y que, en manos de Santald, resultd extraordinariamente fructifera.
Estos trabajos corresponden a la &poca alemana de Santalé (1934 a
1936) . Tras el paréntesis de la guerra civil y ya en Argentina, San-
tald va extendiendo sus resultados a otros dominios: figuras ilimita-
das (22), curvas situadas en la superficie esférica (28) y (30), figu
ras del plano hiperbdélico (33) y (36) y figuras hiperconvexas (60).
Esta linea de investigacién culmina con los trabajos (80), (84) y (90)
en los que Santald obtiene y aplica la denominada férmula fundamental
cinemdtica para espacios de cualquier dimensidn con curvatura constan
te.

Las directivas fundamentales de la teoria desarrollada en los trabajos
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anteriores son las siguientes: Sea E un espacio en el que act@ia tran-
sitivamente un grupo G de transformaciones. Dada una figura o conjunto
de puntos F contenido en E, consideremos un conjunto de posiciones de
F, o sea un conjunto de figuras, transformadas de F por operaciones de
G. Se trata entonces de '"medir'" este conjunto de figuras congruentes

con F, respecto de G. Esta '"medida" no es otra cosa que la medida de

Haar del grupo G, que existe siempre si G es localmente compacto y
puede calcularse explicitamente si G es un grupo de Lie. El desarro-
1lo de la teoria lleva a calcular explicitamente la medida de conjun-
tos particulares para grupos también particulares y de estos cédlculos
Santalé dedujo muchas e importantes consecuencias geométricas; en par
ticular obtuvo bellas desigualdades isoperimétricas y férmulas inte-
grales .que generalizaban en mucho las primitivas férmulas de Crofton
de las probabilidades geométricas (ver los trabajos (13), (23), (52),
(53) ¥y (72)).

Una nueva linea de investigaciones es abierta por Santalé en su famo-
sa memoria (66) de los '"Annals of Mathematics'. En esta memoria y en
las (77) y (91) Santalé vincula la medida cinemdtica con la medida en
espacios homogéneos, cuyo ejemplo mids importante, desde el punto de
vista geométrico, es el de la medida de conjuntos de subespacios 1li-
neales del espacio euclidiano, afin o proyectivo de n dimensiones. No
siempre esta medida existe y del andlisis de los casos de existencia
o de no existencia Santald obtuvo en los trabajos (106), (112) y
(116) resultados muy interesantes. En estos trabajos se dieron crite-
rios para la existencia de una medida invariante para subconjuntos de
espacios lineales. También estudid Santald la geometria integral en
espacios complejos y obtuvo (78) una generalizacién de la cldsica for
ma de Bezout para curvas algebraicas.

Santald siempre se interesé en las aplicaciones de los resultados que
€l obtenia; entre las diversas aplicaciones obtenidas se destacan:
una nueva manera de definir la longitud de curvas (17), el drea de
subvariedades (69) y la medida de conjuntos de geodésicas (83); nue-
vas demostraciones de la propiedad isoperimétrica del circulo (23) y
(33) y otras aplicaciones a las probabilidades geométricas y a la teo
ria de nfimeros que mencionaremos mis adelante.

Ademds de las investigaciones en geometria integral Santald se preocu
pS de hacer exposiciones de conjunto de los métodos y resultados obte-
nidos. Hace mids de un cuarto de siglo publicé dos libros (Libros (2) y
(3)) de los cuales el segundo, escrito en inglés alcanzd amplia difu-
sidén y fue traducido al ruso. Recientemente el cuerpo de doctrina to-
mé forma definitiva con la publicacién del.-libro "Integral Geometry
and Geometric Probability" que mencionamos anteriormente.



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL METRICA, AFIN Y PROYECTIVA.

Los trabajos (3), (10), (27), (39), (41), (55), (59), (62), (71),(108)
y (110) se refieren a temas de geometria diferencial cldsica, a esta
disciplina pertenece también el estudio hecho en (25) y (94) de las
curvas de Darboux que Santald probé que coinciden con las extremales
de la torsidén total. Es también importante el trabajo (109) sobre pro
piedades caracteristicas de la esfera; los resultados de Santald, que
engloban los parciales obtenidos previamente por varios autores, dejan

terminado este importante problema.

Pasando al campo de la geomefria diferencial afin y proyectiva, en
(47) se estudian-las superficies desarrollables vinculadas de manera
proyectivamente invariante con una curva del espacio; en (50) se obtie
nen resultados sobre la caracterizacidén geométrica de invariantes afi-
nes de las curvas del espacio; en (98) se aplican por primera vez, si-
multaneamente con Favard, los métodos del "repére mobile'" para el es-
tudio de la geometria diferencial afin. Estos trabajos y resultados
pasaron posteriormente a diversos tratados de geometria diferencial,
hecho que se reitera en todos los dominios de la matemdtica a los que

Santaldé ha hecho contribuciones.

3. GEOMETRIA DE CUERPOS CONVEXOS.

Los resultados obtenidos por Santald en el campo de la geometria inte-
gral fueron de mucha utilidad en la teoria de cuerpos convexos; origi-
naron nuevos problemas y permitieron resolver otros viejos; la natura-
leza de los resultados es muy variada, los hay de tipo cldsico como
los de los trabajos (41), (44), (54), (79), (85), (87), (93) y (105),
pero otros como (37), (40), (45), (49), (71), (115), (118), (123) se
refieren a cuerpos convexos en espacios no euclidianos, teoria inicia-
da por Santald. Merecen especial mencién los trabajos (24), (31) vy
(70). E1 primero, que se ocupa de transversales de figuras convexas,
tuvo mucha repercusién y ha tenido aplicacién en problemas de optimi-
zacidén menciondndose los resultados en textos de dicha disciplina. El
segundo, pese a su naturaleza mis bien elemental, ha sido uno de 1los
mis citados e incluido en textos, y el tercero se ha revelado de inte-

rés para la teoria de ecuaciones diferenciales de segundc orden.

L. TEORIA DE NUMEROS.

En la teoria geométrica de nimeros, fundada por Minkowski, la convexi-
dad y la medida en grupos son de aplicacién directa; no es entonces de
extrafiar que algunos de los trabajos de Santaldé se vinculen a dicha



teoria. Los de mayor interés son: (66) donde se da una nueva demostra-
cién del teorema clidsico de Minkowski-Hlawka; (70) en donde se demues-
tra por primera vez una desigualdad conjeturada por Mahler y utilizada
posteriormente por Bambah; (89) en donde se generaliza un resultado de
Tsuji, llegando a un teorema de geometria hiperbdlica andlogo al teore
ma fundamental de ‘Minkowski y (22) en donde se generaliza un resultado
cldsico de Blichfeld.

5. PROBABILIDADES GEOMETRICAS.

El origen de la geometria integral son las probabilidades geométricas;
por ello desde sus primeros trabajos (6), (12), (14), (15) y (16) San
taldé hizo contribuciones a dicha teoria y no la volvié a abandonar;se
flalamos a continuacidén los principales trabajos: (19) en el que Santa
16 estudia problemas sobre redes que generalizan el cldsico problema
de la aguja de Buffon; (28) y (82) en los que se inicié una nueva 1i-
nea de investigacidén: probabilidades sobre la esfera que ha sido con-
tinuada posteriormente por otros matemdticos; (35) y (92) tienen im-
portancia en tecnologia (estereologfa) para analizar la composicién
de conglomerados; (43) y (61) se refieren a un problema derivado de la
fisica, iniciado por Goudsmit para el plano, generalizado en (43) al
<€spacio y en (113) al plano hiperbélico, donde presenta notables par-
ticularidades que fueron puestas de manifiesto en (126); el trabajo
(56) tiene interés para la estadistica.

6. TEORIA DEL CAMPO UNIFICADO.

Santald se ha interesado también en la fisica matemitica donde ha
obtenido resultados de amplio interés. En (76) generaliza un resultado
de Synge sobre campos vectoriales. En (95) dié una caracterizacién de
los operadores vectoriales. Los trabajos (86),(100),(103),(111),(127)
y (128) se vinculan con la teorfa de Einstein del campo unificado en
su aspecto geométrico y, con la idea de lograr una caracterizacidén de
las ecuaciones del campo, se hace el estudio de ecuaciones del campo
muy generales de las que son casos particulares las de Einstein y de
Schrddinger del campo unificado. Finalmente el trabajo (131) es de in
terés en los problemas cosmolégicos.
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Paralela a esta obra de creacidén matemitica se desarrolla la accién
de Santald como maestro; lo ha sido y lo es en todos los sentidos de
la palabra. Ha desarrollado prdcticamente toda su actuacidn, profeso-
ral en la Argentina. En donde actda o ha actuado (Universidades de
Rosario, La Plata y Buenos Aires, Escuela Superior Técnica del Ejérci
to y Comisién Nacional de Energia Atémica) ha dejado un recuerdo inol
vidable. Uno de sus -antiguos alumnos le dedicé la edicién de un libro

poniendo: "A Luis A. Santaldé que me ensefi6 a ensefiar'.

Santald ha sido maestro en varias formas. Como buen investigador ha
dirigido y sigue dirigiendo tesis doctorales. Sus cursos universita-
rios son profundos, brillantes y claros. No sdlo emplea la voz y la ti
za para explicar sino que ademds usa con éxito sus manos, las que di-
bujan en el aire curvas y superficies y sugieren sus propiedades, y
eso que a veces estdn en espacios de dimensidn mayor que tres. Es ra-

risimo, por no decir imposible, encontrar un alumno que diga no haber

entendido nada de la explicacién de Santald, lo cual no quiere decir
que todos puedan captar en su totalidad la profundidad de su ensefian-
za; eso si, el que lo consigue queda marcado para el resto de su exis

tencia.

Los libros y ﬁonografias (son diez los primeros y seis las segundas)
escritos por Santald han pesado mucho en el desarrollo de la matemdti
ca en los paises de habla castellana. Ya hablamos antes de sus tres
libros de geometria integral. Entre los restantes hay que sefialar en
primer lugar el titulado Vectores y Tensores, donde desarrolla una teo
ria matemidtica que tiene justificada fama de ser muy dificil de expo-
ner con claridad. Santalé consigue esto plenamente, lo que explica
que la obra haya sido un éxito editorial, con muchas ediciones y sir-
viendo de texto en numerosas universidades y escuelas de ingenieros
en los paises de habla casteilana. De caracteristicas anilogas es el
titulado Geometria Proyectiva que también ha servido como libro de
texto y ha alcanzado varias ediciones, menos que la primera obra, lo
que no es de extrafiar ya que la geometria proyectiva tiene una menor
drea de interés y de aplicaciones que el cdlculo tensorial. Una disci-
plina geométrica de la que faltaban textos accesibles a los no espe-
cialistas era la teoria de espinores. Uno de los Gltimos libros de
Santald, su Geometria Espinorial, fue concebido y realizado para lle-

nar ese vacio, meta que sin duda alguna serid alcanzada.

La publicacién de monografias tiene como objetivo para Santalé el mar
car las lineas generales de una o varias disciplinas sin entrar en los
detalles necesarios en un libro de texto; todas las publicadas por €1
han alcanzado amplia difusién. Es posible que la mids interesante sea
la dedicada a las geometrias no euclidianas; pese a su cardcter expo-
sitivo aparecen en ella varios puntos de vista originales y ha obteni-
do criticas muy elogiosas. La monografia sobre espacios vectoriales y
geometria analitica asi como la que trata sobre probabilidades e in-



critas con la claridad tipica de las obras de Santald y se han difun-
dido en todo el continente.

La lista de publicaciones de Santaldé termina con un acdpite sobre:
articulos de divulgacidn, conferencias publicadas y trabajos sobre
educacidén matemdtica. Son en total 46 titulos que pueden agruparse
asi: 25 articulos de divulgacién y conferencias de cardcter general,
8 articulos sobre historia de la ciencia y 13 publicaciones sobre edu
cacidén matemitica.

No nos detendremos, pese al interés que revisten muchos de ellos, en
el andlisis de los primeros, pero no podemos dejar de sefialar una de
las caracteristicas de la personalidad de Santalé: sus dones de confe-
renciante. E1 nGmero de conferencias que ha dado oralmente es muchas
veces superior al de las publicadas ; el lector de estas Gltimas po-
dra apreciar el tratamiento profundo del tema, la claridad y lo agudo
de algunas expresiones, pero perderd algo importante: la amenidad de
la exposicidn. Por drido que pueda ser el tema, Santalé sabe provocar
con suma frecuencia sonrisas, francas risas y hasta en algunos casos
reprimidas carcajadas, pero todo ello sin afectar en lo mis minimo la
seriedad de la exposicién. Solamente un dominio profundo del tema y
un muy sutil manejo de la ironfa hacen posible este "instruir delei-
tando". Corolario: el anuncio de una conferencia de Santald llena
cualquier local hasta los topes.

La histeria de la matemdtica ha sido también cultivada por Santalé;
sobre ella ha publicado varios articulos de interés, pero su obra ba-
sica es la publicacién del tomo I de la coleccidén Evolucién de 1las
Ciencias en la RepGblica Argentina, editada por la Sociedad Cientifi-
ca Argentina; el volumen estd consagrado a la evolucidn de la matemi-
tica desde 1923 hasta 1972. Santald fue el redactor, coordiné la labor
de los otros colaboradores y escribidé la parte crucial sobre la evo-
lucién en Buenos Aires y La Plata desde 1942.

Esta obra no deberia faltar en la biblioteca de los que en Argentina
se interesan por la matemdtica. Santald hace un andlisis cuidadoso del
cambio acaecido en la Matemdtica argentina. En medio siglo se pasé de
un pais que no tenfa, en 1922, ninguna biblioteca con revistas matemd
ticas a un pais "exportador" de matemidticos. Los juicios de Santald-
son fundados e imparciales; no duda en hacer la "integral" del actuar
de los matemdticos mis destacados, poniendo de manifiesto las partes
positivas y negativas. E1 creé la expresidén '"generacién del 61'" para
designar al grupo de jovenes que se licenciaron alrededor de dicha fe
cha. Santalé dice que esa generacién, "por lo numerosa y capaz era y
sigue siendo la destinada a mantener un nivel de primera linea para
la matemdtica argentina y poner una valla definitiva a todo retroceso;
ellos habrdn de saber, llegado el caso, proteger la matemdtica y de-
fenderla de toda infiltracidén espuria". En el estudio de esta evolu -
cion de la matemdtica hay una sola omisidén tan importante como inevi-
table; falta el andlisis de la influencia de Santald en dicha evolu-

ix



cidn.

Un dltimo aspecto de la obra de Santald es su participacién en la re-
novacién general de la ensefianza de la matemdtica, preferentemente al
nivel secundario. Esta renovacidén empieza a tomar cuerpo en 1960 y des
de ese inicio hasta ahora Santaldé ha tomado parte muy activa en su de-
sarrollo. Dos monografias y 13 trabajos publicados sobre el tema, mu-
chas mds conferencias no publicadas, su participacidén en congresos y
simposios nacionales e internacionales, y en varios casos la organiza
cién de los mismos, le han 1llcvado a ocupar una posicién muy destaca-
da en todo ese movimiento de ideas tanto en Europa como en América.Con
secuencia natural de su interés y de su autoridad fué su eleccidn, pri
mero como Vicepresidente (1966-72) y luego como Presidente (1972-1979)

del Comité Interamericano de Educacidn Matemidtica.

Puede parecer extrafio que un matemdtico de la talla de Santald se haya
dedicado tanto durante cuatro lustros -a una actividad que en cierto
aspecto estd al margen de su obra de investigador. Aparte de que San-
taldé tiene tiempo para todo, creemos conocer las razones que ha tenido
para encarar ese esfuerzo. El estd convencido de que la educacién ma-
temdtica es uno de los puntos mds importantes para un desarrollo efi-
caz de los paises y considera que es entonces su deber dedicar parte

de su tiempo a mejorar dicha educacidn.

Este bosquejo de la obra de Santald quedaria incompleto si no habldse
mos un poco de su cardcter y de sus prendas morales. Santald es ejem-
plo de una vida consagrada enteramente a la ciencia sin prisas y sin

pausas, sin exageraciones ni claudicaciones.

Santald ha recibido muchos honores los que, como es costumbre en las
presentaciones, vamos a enumerar. Doctor honoris causa de las Univer-
sidades de Barcelona y del Nordeste, Académico Titular de la Academia
Nacional de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales de Buenos Aires, Aca
démico Correspondiente de las Academias de Lima, Madrid, Cdrdoba y Bar
celona; Primer Premio Nacional de Cultura, Premios: Sociedad Cientifi
ca Argentina, Mibashan, Aguilar y Vaccaro, Profesor Emérito de la Uni
versidad de Buenos Aires, son los principales. Todos vinieron a él por
gravitacién natural y sin que haya hecho, no digamos intrigaé, sino ni
siquiera empefiosas gestiones, para conseguirlos. En esto es también un
ejemplo.

A Santalé nunca le ha interesado ocupar cargos de lustre ni tener po-
siciones de influencia, pero jamds rehuye las responsabilidades que se
le ofrecen y cree que es su deber aceptarlas. Asi fue su gestién en el
CONICET como colaborador de Don Bernardo Houssay que lo tenia en el
mayor aprecio. Acepté en una sola ocasidén la presidencia de la U.M.A.,
cuando, después de los sucesos de 1966, hizo falta alguien que la re-

comnusiera. En Comisiones v Concseios Directivos su actuacidn tiene co



Otra de sus prendas es la moderacién. De Santald podriamos decir que
es apasionadamente moderado. Muchas veces en esas reuniones de los
cientificos, en las que los #nimos se encrespan y se llega hasta el
encono,deja hablar, toma la palabra al final y su intervencidn lleva
las aguas salidas de madre a su cauce natural; no lo consigue siempre,
no puede hacer milagros, y en ocasiones tampoco busca la transaccién;
es inflexible en lo que se refiere a los principios badsicos y jamis
transigié con las supercherias en el dominio cientifico o con las fal
sificaciones de los juicios de valor.

Sefialaremos como caracteristica final la disponibilidad. En su despa-
cho, en su casa estid siempre trabajando y siempre dispuesto a atender
cualquier pedido, desde una consulta sobre matemdtica o un consejo so
bre politica cientifica hasta el informe a un alumno sobre una equiva-

lencia de asignaturas. De esta disponibilidad se abusa poniéndolo en
demasiadas comisiones, jurados, etc.

Es posible que nos hayamos dejado en el tintero otros méritos y vir-
tudes, pero creemos que los expuestos justifican (para los que le co-

nozcan poco, pues para los otros no es necesario) el homenaje que le
rinde la Unidén Matemdtica Argentina.
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Dedicado al Docton Luis A. Santaké

En la presente nota se establecen condiciones necesarias y suficien-
tes para que un dlgebra topolégica A sea isomorfa al dlgebra de fun-
ciones infinitamente diferenciables sobre una variedad diferenciable
X de dimensién finita . Se establece de esta forma una corresponden-
cia funtorial entre la categoria de variedades diferenciables y una
categoria de Zlgebras topolégicas, coriespondencia que deviene una
equivalencia categoristica. En tal sentido hay puntos de contacto
con [5]; la diferencia es que aqui no se manipula con haces sino mis
bien con secciones globales. Por lo que las caracterizaciones no re-
sultan de traduccién inmediata. En particular, algunas condiciones no
tienen andlogos en ambas presentaciones.

La equivalencia de categorias aqui estudiada tiene como fundamento
una algebrizacidn de la geometria diferencial (o, al menos, de parte
de ella), de modo anilogo al caso de variedades algebraicas afines y
dlgebras afines, o bien espacios compactos y C*-dlgebras conmutativas.

1. Salvo advertencia, todas las flgebras consideradas serdn &dlgebras
conmutativas sobre el cuerpo real R, con elemento unidad indicado 1.
Un morfismo £f: A —— B de tales &dlgebras serd una aplicacién R-lineal
que verifique

f(x.y) = £f(x).f(y) para x,y €A, f(1) = 1.

En general la mayor parte de las nociones que se utilizardn pueden
pensarse en contextos mids amplios, pero no insistiremos en ello. En
particular nos restringiremos al caso de dlgebras m-convexas [12];
indicaremos en tal caso con X(A) al espacio de caracteres de A, es de-
cir al conjunto de los morfismos continuos h: A — R, provisto de la
topologia de la convergencia simple. Por lo general no requiere mayo-
res esfuerzos adaptar la teoria existente (dlgebras sobre el cuerpo

C) a nuestro caso, via complexificacién.

Como nos interesan las dlgebras "esencialmente" reales, nos concéntra-
remos en aquellas (que denominaremos dlgebras formalmente reales) que
verifican:

* E1 primero de los autores realizd el trabajo contando con el apoyo
de una beca del CONICET.



"'El ai no inversible = ningln a; inversible"

i=,

Si A es un dlgebra formalﬁente real es inmediato que A e C es una C-
dlgebra m-convexa con involucidn cuyos caracteres son todos hermitia-
nos (observar que 1 + xx* resulta siempre inversible); por otro lado
A se identifica con la subdlgebra de los elementos hermitianos de

A o C y los caracteres de A y de A & C se corresponden. Combinando

esto con [12] pédg. 53 obtenemos:

PROPOSICION 1.1. Sea A formalmente real; entonces todo ideal maximal
cerrado es de codimensidn 1 y por ende el nicleo de un cardcter. Si

ademds A es de Fréchet, todo morfismo h: A — R es continuo. En con
secuencia, si A es un dlgebra de Fréchet formalmente real y M C A es

un ideal, son equivalentes
a) M es maximal cerrado.
b) M es de codimensidén 1.

c) M= h_l(O) para un (dnico) morfismo h: A — R.

Nos restringiremos en lo que sigue a dlgebras de Fréchet formalmente
reales y m-convexas; en tal caso X(A) es siempre hemicompacto ([ 12]
pag. 22). De 1.1 resulta una inyeccidn continua

n: X(A) — J(A) M

donde J(A) indica el espacio de los ideales maximales de A, provisto

de la topologia de Jacobson (esto es, como subconjunto del espectro
primo de A, [2]). Recordemos que esta topologia hace de J(A) un espacio
Tl’ casi-compacto pero en general no separado.

Se dird que A es un dlgebra arménica si J(A) es separado (luego com-
pacto) (ver [15], [16]).

La transformacién de Gelfand
g: A — CC(X(A),R)

definida por g(x) = X (donde X(h) = h(x)) resulta continua cuando se
considera la topologia de convergencia uniforme sobre compactos para
C(X(A),R) (éste es el significado del subindice c); basta observar que
por ser A de Fréchet coinciden los equicontinuos con los débilmente
relativamente compactos de A', La imagen A= g (A) es una subdlgebra
densa de G(X(A),R) por el teorema de Stone-Weierstrass.

Es claro asimismo que la topologia de X(A) es la topologia definida
por la familia A, esto es la menos fina que hace continuas a todas
las aplicaciones ﬁ(a en A). El ndcleo de g es evidentemente

N {h_l(O): h € X(A)} = Rad (A) .que en nuestro caso coincide con el ra



males de A) (ver [12], Prop. 7.3). La identidad de ambos radicales tie
ne como consecuencia inmediata el hecho que la imagen de la aplicaciémn
(1) es densa en J(A).

El dlgebra A se dice regular si la aplicacién (1) es un homeomorfismo
entre X(A) y su imagen (o lo que es igual, la topologia de Jacobson
inducida en X(A) coincide con la topologia débil).

Adoptaremos aqui una definicién de regularidad fuerte que es una mo-
dificacidén de la usada en [1]; para ello denotemos con sop(a), para
a € A, al soporte de la aplicacién a: X(A) — R, esto es:

sop (a) = {h € X(A): h(a) # 0}
Si Ao = {a € A: sop(a) es compacto}, es inmediato que A0 es un ideal
de A que puede coincidir con A (por ejemplo si X(A) es compacto).
Diremos que A es un dlgebra fuertemente regular si se verifican:
a) Rad (A) = 0 (esto es g es inyectiva).
b) Para cada h € X(A) y cada a € h_l(O) existe un elemento b € Ao tal

que h(b) = 1 vy b2(1—a) + A% es inversible para todo escalar A # 0.

LEMA 1.2, Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa, formalmente real y

fuertemente regular. Entonces

a) A es regular y armdnica.

b) X(A) es localmente compacto y numerable al infinito.
c) Ao es un tdeal denso de A.

Demostracidn. a) Sea U C X(A) un abierto para la topologia débil; vea
mos que es abierto para la topologia de Jacobson. Sea h € U; por de-

finicién existen elementos Xys...5X €N Ay e >0 tales que
r
V= n {h: |h(x;) - h (x,)] < e} cU. Pongamos
i=1 * ° 1
r
a = 1/e2. Y (xi-ho(xi))z; claramente ho(a) = 0 de modo que por de-

i=1
finicibén existe un bo e Ao tal que b2. (1-a) + A2 es inversible para
todo A # 0. Por consiguiente la aplicacidn ﬂz. (1-5) + 22 no se anu-
la sobre ningln h € X(A) ( cualquiera sea X # 0) de donde

32.(1-5) > 0. En consecuencia sop(b) C {h: h(a) < 1}. Si x = bz.(1~a)
tendremos entonces ho(x) =1 y h(x) =0 si hegU (yaque h¢Uu

implica h(a) > 1 luego X(h) < 0); ahora si V(x) = {M € J(A): x & M},
V(x) es entorno de h0 para la topologia de Jacobson y V(x) n X(A) c U.
Esto da la regularidad y por consiguiente lo afirmado en a); en efec-
to de [4] se deduce que J(A) es isomorfo de manera natural a la com-
pactificacién de Stone-Céch BX(A).

b) Como X(A) es unién numerable de compactos, basta ver que para cada
ho € X(A) existe un entorno compacto; por definicién existe un b € A0



tal que ho(b) = 1; luego V = {h: h(b) # 0} C sop(b) da el entorno en
cuestidn.

c) Si I C A es un ideal cerrado (propio) existe por lo menos un

h e X(A) tal que I € h™1(0) (cf. [12] th. 5.9). Si A no fuera denso
existiria h € X(A) tal que KO C h_l(O) contra la definicién de regula
ridad fuerte.

OBSERVACIONES 1.3, i) Con las hip6tesis de 1.2 vale un "teorema de
Urysohn': si F, ¥y F, son cerrados disjuntos de X(A) entonces existe

un a € A tal que £|F1 =0 vy §|F2 =1 (cf. [4] 1.5 6 1[6]).

ii) Asimismo se deduce de 1.2 la existencia de particiones de la uni-
dad por elementos de A, y en particular toda aplicacidén f:X(A) — R
que coincide localmente con elementos de A es un elemento de A (cf.
[6] 0.2.4.4).

La situacidén precedente es propicia para considerar localizaciones;
sin desarrollar una teoria general (ver [6]) nos limitaremos a con-
siderar el caso de un dlgebra de Fréchet m-convexa, formalmente real

y fuertemente regular A. Si h € X(A) indicaremos con A el dlgebra

M (h)
local de A en M(h) = h_l(O) ([2] ch. II §3).

Por otro lado Ay denotard el dlgebra de gérmenes de elementos de A
en h, esto es: A, es el cociente de A por el ideal

{a: a|U = 0 para un entorno U de h}. El morfismo a — a(h) se anula
sobre ese ideal, definiendo asi un morfismo Ah — R cuyo niticleo es
el ideal m(h) de los gérmenes nulos en h. Como a —> a es un isomor-
fismo de A sobre K (pues Rad(A) = 0), resulta de inmediato que el
morfismo a — a induce un isomorfismo A/P(h) —=» Ah’ donde

P(h) = {a € A: h ¢ sop(a)} es un ideal incluido en M(h); por ese iso-
morfismo M(h)/P(h) se aplica sobre m(h).

PROPOSICION 1.4. En las condiciones anteriores se verifica:

a) Ah es un dlgebra local, naturalmente isomorfa a AM(h)'

b) P(h) es el menor ideal cuya cdpsula es {h} (cf. [9] pdg. 111). En
particular P(h) C M(h)T® para todo T > 1.

Demostracidén. a) Veamos primero que Ah es local; es suficiente ver que
si a € A verifica h(a) # 0 entonces a es inversible médulo P(h). Sea
V un entorno compacto de h tal que v(a) = d(v) # 0 para todo ¢ € V y

sea I = N {¢_1(0): ¢ € V}, ideal cerrado de A contenido en P(h). Si
B = A/I entomnces B es un dlgebra de Fréchet m-convexa y la aplicacién

A -+ B induce un homeomorfismo X(B) — {¥ € X(A): ¥(I) = 0}; ahora
{¥ € X(A): ¥(I) = 0} es la clausura de V para la topologia de

. - o~ NN oy TN e A . e me e ™~ .



B es regular, es decir de espectro compacto (cf. [9], pdg. 64). Ponien
do b = m(a) € B, es claro que b no se anula en ninglin punto V = X(B) y
es un resultado clidsico entonces que b es inversible en B (ver por
ejemplo [17] ch. VI 6 [12] 10.1) ya que Rad(B) = 0. Es claro entonces
que a es inversible médulo I, por lo tanto es inversible mddulo P(h).
Habiendo probado que Ah es local con ideal maximal m(h) consideramos
el morfismo x — X de A en Ah' Como X es inversible cada vez que

X ¢ M(h), resulta que este morfismo se factoriza como la composicién
del morfismo canénico A — AM(h) con el morfismo 6: AM(h) — A,

definido como sigue: si utilizamos la notacién a/b para los elementos
de Ay (py €ntonces ponemos 6 (a/b) = 5.(3)-1. Es obvio entonces que 9

es un epimorfismo. Por otro lado si 0 (a/b) = 6 (c/d) resulta que

;.é - B.E se anula en un entorno U de h; si V'c U es un entorno com-
pacto de h, por la regularidad existe un r € A con f|V =1 vy
?lX(A)—U = 0. Por lo tanto, siendo Rad(A) = 0 resulta r € M(h) vy

r.(a.d-b.c) = 0 de donde a/b = c/d por la definicién de AM(h)'

b) Es una simple adaptacidn de [15] 1.23 y se omite la demostracién.

2. Se-hace notar que si A es un &dlgebra de Fréchet m-convexa, formal-
mente real y semisimple (o sea Rad(A) = 0), A resulta un espacio vec-
torial ordenado por a > 0 < h(a) > 0 para todo h € X(A), o sea
a>0+<3a>0.

El cono A* = {x € A: x > 0} resulta cerrado y el orden resulta compa-
tible con la estructura de dlgebra de A, es decir x € A+, y € AT =
= X.y € A*.

3. Una cuestidn esencial es la formulacién de un '"cdlculo operacional”
adecuado en A. De las diversas definiciones adoptaremos la siguiente:
si 0 < k < o diremos que A admite un cdlculo operacional de clase ck
si para cada x € A existe un morfismo continuo Tx: Ck(R) — A tal
que Tx(t) = x (donde t denota la aplicaci6én idéntica de R) donde la
topologia de Ck(R) es la de convergencia uniforme sobre compactos de

todas las derivadas hasta el orden k (ver [7] ch. XVII).

Como los polinomios son densos en Ck(R), resulta claro que hay a lo

sumo un morfismo con esa propiedad. Si A es un dlgebra de Fréchet m-
convexa semisimple la continuidad de T, es automidtica por el teorema
del grdfico cerrado.

LEMA 3.1. Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa semisimple. Son equi-=
valentes:

a) A admite un cdlculo operacional de clase ck.

~

b) Para toda f € Ck(R) y para todo x € A, f o X € A.



St A es ademds formalmente real y fuertemente regular, a) y b) equiva-

len a:

c) Para toda f € C (R) (funczones de clase C¥ con soporte'compacto) Y
para todo X € A, f o X € A Esto a su vez se prueba viendo que el con-
juntd de las f € ck (R) para las cuales vale esta férmula es una subil-
gebra cerrada que contiene a los polinomios en t,

Para ver que b) = a) notemos que x — X es un isomorfismo de A sobre A
(algebraico); poniendo T (f) = tGnico y € A tal que f o X = y, resulta
de 1nmedlato un morflsmo C (R) — A que define un cdlculo operacional
de clase C en A.

Finalmente veamos que con las hipdtesis adicionales c) = b); sea
£feck (R) y sea x € A. Si h € X(A) consideremos un entorno compacto V
= f|K, siendo K el
compacto x (V). Claramente g o X G A y ademds g o x|V =fo §|V; ahora

y enseguida una aplicacidn g € C (R) tal que g|K

basta usar 1.3 ii) para obtener f o X € A.

Interesa particularmente el caso k = %, Diremos que un dlgebra A es di-
ferenciablemente completa si admite un cdlculo operacional de clase c®;
se da esta denominacidén en [6] donde ademds se da una caracterizacidn
de las mismas en términos de la topologia de A.Adaptaremos a nuestra si
tuacidén dicha teorfa; conviene hacer notar que las dlgebras de [6]

son dlgebras sobre C, de modo que se considerard aqui el caso de un
dlgebra formalmente real A; y su complexificada AC. Es inmediato que A
es diferenciablemente completa si y sdlo si Ac‘lo es. Si A es m-con-

vexa y completa estd definido eI ¢ Ac para todo A € Ry x € A, me-
diante la serie usual. Recordemos por otro lado que un cdlculo opera-
cional analitico es siempre posible en cualquier &dlgebra m-convexa

completa ([17], pdg. 120), en particular para definir eirx,

PROPOSICION 3.2. Sea A un dlgebra de Fréchet m~convexa, formalmente

real y fuertemente regular. Son equivalentes:

a) A es diferenciablemente completa.

b) Para cada x € A la aplicaeidn X —> el*® o5 de crecimiento lento
(0o sea: para cada seminorma continua de dlgebra de A, o al menos para

ecada seminorma de un sistema fundamental, existen c > 0 y un entero

m >0 tales que p(eikx) < c(1+|A|™) para todo A € R).

La equivalencia de a) y b) es entonces consecuencia de [6] III.21.1;

de cualquier manera podemos dar aqui una demostrac1on alternativa de

b) = a); por 3.1 c) basta ver que f o X e A cuando x €e Ay f € C

si f indica la transformada de Fourier usual de f, la integral vecto-
rial

J e Fonaa
R



una seminorma de A la aplicacién A — %(k).p(eixx) es integrable por
ser £ de decrecimiento rdpido. Es fdcil ver entonces que ﬁ(h) = f(x(h))

-

para todo h € X(A), esto es f o X = y.

4. Consideremos ahora una variedad diferenciable X (salvo advertencia
todas las variedades diferenciables serdn de dimensién finita y nume-
rables al infinito) y su dlgebra C"(X) de aplicaciones X —= R de cla-
se C*. Esta dlgebra es obviamente formalmente real y provista de la
topologia usual (ver [7], ch. XVII) resulta un dlgebra de Fréchet
m-convexa separable.

Si f: X —> Y e5 una aplicacidn C” entre variedades, la regla

a — f o a define un morfismo f*: Cm(Y) —_— CW(X) y es entonces inme-
diato que las reglas X — C (X), £ —> f* definen un funtor contrava
riante de la categoria de variedades diferenciables en la categoria

de dlgebras m-convexas. Nuestro objeto es caracterizar la imagen de
este funtor, para lo cual haremos élgunas observaciones previas. Ante
todo notemos que cada x € X define un carécter ex(x) : C(X) — R
por ex(x)(f) = f(x) (*evaluacién en x").

PROPOSICION 4.1. Sea X una variedad diferenctable. Entonces

a) La aplicacidn natural e X — X(Cm(X)) es un homeomorfismo.

x:
b) E1 dlgebra C™(X) es fuertemente regular.

Demostraeidén. Como C”(X) es una subdlgebra de C(X) que distingue pun-

tos la aplicacidén e, es inyectiva; su continuidad es asimismo inmedia

X
ta. Veamos que es biyectiva (comparar con [1]). Sea 9" CX) — R

un cardcter, se trata de probar que existe un‘xo tal que wo(f) = f(xo)
para toda f € C*(X). Si no existe un tal x,, para cada x € X existe

f € C (X) que verifica £ (x) # 0y v (f) = 0.

Para cada x consideramos un entorno relativamente compacto U, tal que

0 ¢ fX(UX); como X es numerable al infinito existe un subcubrimiento

numerable U, (i > 1) y una particién C” de la unidad g5 (i =1) su-
i .

bordinada a dicho cubrimiento. Pongamos f = } gi.fi ;

izl i
ciertamente f € C¥(X) y f£(x) > 0 para todo x € X, en particular f es

inversible. Pero esto es absurdo pues f pertenece al ideal maximal
n
- . 2
(cerrado) v 1(0): en efecto si u_ = ) g..f tendremos u_ —> f
o v n i=1 1 xi n
pues para cada x € X hay un entorno V de x tal que un|V = f|V

para todo n > n_; por lo tanto wo(f) = 1lim wo(un) = 0. Finalmente e
n->wo

es un homeomorfismo: si x, € X y U es entorno de X, existe £ € C"(X)

X

con soporte compacto incluido en U y f(xo) = 1. Claramente
V = {p € X(C°(X)): ¢(f) # 0} es entorno de ex(x ) y Vc ey (U).

Con las modificaciones obvias todo esto es vilido para Ck(X) ton

0 < k < ~; ademds si operamos sobre cada componente conexa lo afirmado



s6lo requiere que X sea paracompacta.

b) Es evidente que C"(X) es semisimple; por otro lado si x, €X vy
f(xo) = 0 para una f € Cw(X), basta considerar g Cw(X) tal que
g(x)) = 1y sop(g) es un compacto contenido en {x € X: f(x) < 1}.
Entonces gz.(1-f) > 0, y de aqui es claro que C"(X) es fuertemente
regular.

El siguiente resultado es bien conocido (cf. [16], §5); su demostra-
ci6én s6lo se incluye a los efectos de hacer completa la exposicién.

PROPOSICION 4.2. Sean X,Y variedades diferenciables y sea £f: X — Y

una aplicacidn continua. Entonces son equivalentes:
0
a) f es de clase C .

b) Para toda g € CT(Y), g o £ € C*(X).

Demostracidén. a) = b) es evidente; suponiendo que vale b), sea x € X
y sea V un entorno de f(x), v: V — R™ un difeomorfismo. Sea U un en
torno de x tal que f(U) C V, con un difeomorfismo u: U — R™. Por hi-
pbtesis g o £f: X — R" es de clase C” luego v o f o u'lz R® — R"
también lo es, pero esto significa que f es de clase C".

COROLARIO 4.3. Sean X,Y variedades diferenciables.

a) 572 a: C7(Y) — C7(X) es un morfismo de dlgebras, existe una unica

aplicacién £: X —> Y de clase C tal que f* = a,

b) X e Y son difeomorfas si y sélo st c™(xX) Y c”(Y) son dlgebras tso-
morfas.

Demostracién., a) La unicidad es evidente; por otra parte a induce una
aplicacién continua a': X(C*(X)) — X(C”(Y)) y basta poner

f = e}l oa' o ey usando 4.1y 4.2.

b) Es consecuencia inmediata de a).

Los resultados anteriores muestran que, mediante el funtor X —r X,
la categoria de variedades diferenciables es equivalente a una cierta
subcategoria plena de la categorfa de las 4lgebras de Fréchet m-con-
vexas férmalmente reales. Indicando con A esta subcategoria de 1las
C®-dlgebras, daremos primero una serie de condiciones que deben cum-
plir los objetos de A. Se verd luego que esas condiciones son asimis-
mo suficientes para que un 4lgebra de Fréchet m-convexa formalmente
real sea del tipo C”(X) para una variedad diferenciable X.

4.4. a) Toda C -dlgebra es fuertemente regular: es evidente por 4.1.
ii).

4.4. b) Toda C”-dlgebra es diferenciablemente completa (cf. [6]):



4.4, c) 82 A es una C”—ngebra, el A-mdédulo Der(A) de las derivaciones
de A es proyectivo y finitamente generado (recordamos que si M es un
A-m6édulo una derivacién D: A — M es una aplicacién R - lineal que
verifica D(al.az) = al.D(az) + az.D(al) para todo par de elementos
a;,a, € A; ver [10]),

Si A es un dlgebra de Fréchet m-convexa regular semisimple toda deri-
vacidén D: A — A es automdticamente continua (cf. [13]). Aquella afir
macién es una consecuencia inmediata de la bien conocida identifica-
cién entre derivaciones de C" (X) y campos vectoriales de clase C~ so-
bre X (o sea secciones de clase C” del fibrado tangente T(X)).

(cf. [14]1). /

Por supuesto el A-m6dulo dual HomA(Der(A),A) también es proyectivo y
finitamente generado, y se identifica con el médulo de secciones c”
del fibrado dual de T(X), que se denota I'(T(X)*) ("formas diferencia-
les de grado uno").

Si consideramos el morfismo de 4lgebras de Fréchet A & A ¥, A induci-
do por la multiplicacién (x,y) + x.y (aqui el producto tensorial in-
dica el producto tensorial proyectivo [8]) y si A es el ideal nicleo
de ¥, se sabe que Der(A) es el A-m6dulo dual de A/ &2 (cf. [6]1); si
ponemos 2(A) = A/ 52 esto significa que Der (A) = CHomA(ﬂ(A),A), don-
de CHomA indica los homomorfismos A-lineales continuos.

El A-m6dulo de Fréchet 2(A) es el denominado médulo de diferenciales
de A, con significado anilogo al médulo de diferenciales de Kahler
en el caso de la geometria algebraica.

Sin embargo, de lo anterior no se deduce mucho sobre el médulo Q(A);
el resultado siguiente es conocido pero se adjunta una demostracién
para no dejar lagunas en la exposicién.

LEMA 4.4, d). Sz A es una Cm—ngebra, el A-médulo 2(A) es proyectivo
finitamente generado.

Demostracidén. Debemos considerar el caso A = C™(X).

i) X = U abierto de R™. Se sabe que en este caso A ® A se identifica
con C”(UxU) y que A se identifica con el ideal de las aplicaciones nu-
las sobre la diagonal. De la f6rmula de Taylor se deduce que A es ge-
nerado por los XYy (1 i <m)y de aqui sigue inmediatamente que
los elementos dxi (1 <i <m) (clase mbédulo A% de los xi—yi) son una
base de Q2(A); éste resulta asi libre de dimensién m.

ii) Caso general. Por el teorema de inmersién de Whitney (cf. [7] ,
ch. XVI) podemos suponer que X es una subvariedad cerrada de R™ para
m suficientemente grande; sea U un entorno tubular de X y r: U — X
de clase C” una retraccidn (loc. cit.). La inclusién induce un epimor
fismo i*: B = Cm(U) ——+ A = C7(X) con inversa a derecha r*: A — B
dada por r*(f) = f o r. De la teoria general hay un epimorfismo
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u: A ey Q(B) — 2(A) ([6], 8III) que verifica u(l e de) = dA(i* (b))
para cada b € B. Notemos que u es A-lineal y continuo y que de lo an-
terior resulta que A ey 2(B) es un A-mddulo libre (por ser 2(B) =~ B").
Bastard entonces definir una inversa a derecha de u; esto se hace po-
niendo primero A: A — A &g 2(B) , A(a) =1 e dB r*(a). Asi X es una
derivacién continua, luego por definicién hay una aplicacién A-lineal
continua v: Q(A) — A ey 2(B) que verifica A = v o dA.

De esto sigue inmediatamente que u o V(dAx) = dAx para todo x € A,
luego u o v = id, ya que los elementos dA(x) (x € A) generan un sub-
médulo denso de 2(A) (cf. [6] 8III).

Mencionemos que por ser Der(A) el dual de 2(A), usando 4.4.d) es fi-
cil probar que @(A) es canénicamente isomorfo al médulo de diferencia
les de grado 1.

4.4.e) Toda Cm—ngebra A es topoldgicamente finitamente generada; esto
significa que existe una familia finita Up,...,uy de elementos de A
tal que la subdlgebra de A generada por dichos elementos (la subdlge-
bra de "polinomios" en ul,...,un) es densa en A. La demostracién de
esto es inmediata cuando A = C*(R®): los u; son las funciones coorde-
nadas (tl,...,tm) — t,. En el caso general basta observar que por

el teorema de inmersidén de Whitney Cm(X) es un cociente de C”(R®)

para un m conveniente.

4.4.f) Si A es una Cw—élgebra y h € X(A) el ideal maximal M(h) tiene
propiedades muy interesantes que reflejan la estructura "puntual" de
la variedad. Asi por ejemplo no es dificil ver que M(h) es finitamen-
te generado (o sea, todo ideal maximal cerrado de C”(X) es de tipo fi
nito). Supongamos primero X = R®, M(h) determinado por el punto

A= (Rl,...,km).

_ m 1 of
£() = £00) + ] (J Lo+ (-NAY) (G A (3)
i=1 0 asi

muestra que los elementos Ei-ki (1 <i <m) generan M(h). El caso ge-
neral se reduce a éste, ya que podemos suponer que X es una subvarie-
dad cerrada de R™; si f € M(h) hay una extensién f € C*(R") de f y se
aplica lo anterior a f, en cuyo caso los elementos EiIX - Xi

(1 <i <m) generan M(h). Debe notarse que el argumento no es aplica-
ble al caso CF(X) con r < oo,

Hay otra consecuencia importante de la férmula (3) que también utili-
zaremos. Si M(h)2 = {] ai.bi; a, bi € M(h)} entonces M(h)2 es un
ideal contenido en M(h), a saber el ideal de los f € C®(X) que se anu
lan en h junto con su diferencial. La demostracidn de esto es inﬁedig
ta a partir de (3), ya que cuando X es un entorno abierto de A € R™
las condiciones df(A) = 0 y Bf/aéi(l) =0 (1 <i<m) son equivalen-
tes. Resulta claro entonces gue M(h)2 es un ideal cerrado. Sin embar-
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En efecto:

LEMA 4.4, g). Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa real y sea M C A
un ideal maximal cerrado. Si M es finitamente generado entonces Mz es
un ideal cerrado.

Demostracidén. Si xl,...,xp generan M, las clases de xl,...,xp generan

M/M2 como R-espacio vectorial, luego dimR(M/Mz) < oo,
Consideremos la aplicaci6én A-lineal u: A ® .., ® A (p factores) — M

E a;.x; ; como u es continua y suryecti-
i=1 ,

va, por el teorema del grdfico cerrado se deduce que u es abierta, lue
go M es un cociente de A ® ... ® A y bastarid ver que u"l(Mz) es cerra-
doen A® ... ® A; pero u—l(Mz) DMe ,,, ®M, que es cerrado de codi-

mensién finita en A ® ... ® A, de donde resulta la tesis. (Evidentemen

definida por u(al,...,ap) =

te con una demostracién andloga resulta MT cerrado para todo r > 1.)

4.4. h). Si A es una C -dlgebra, para cada h € X(A) se tiene (cf. §2)
+ 2
AT n M(h)) c M(h)“. (4)

En efecto, esto no es otra cosa que el criterio elemental de determina
cién de extremos de una funcién ("condicidén necesaria") pues f € CQ(X)
se anula en x € X y f > 0, entonces f tiene un minimo en x y por con-r
siguiente df(x) = 0, y 1o afirmado resulta de la discusidn precedente.

De cualquier manera es claro que estas condiciones '"puntuales'" no re-
flejan completamente la estructura de una variedad diferenciable. Una
condicién global satisfactoria sobre el &lgebra A = C"(X) es:

4.4, i). La diagonal A (nidcleo del morfismo candnico A %R A —> A) es
un ideal de tipo finito de A %R A. En efecto, cuando X = R® es claro

que A ® A se identifica con C”(R™ x R®) (con "variables x X ,

1o Xy
Yys+++5Y,") ¥ que A consiste de las aplicaciones f: R? x R — R

de clase C* y nulas sobre la "diagonal geométrica" esto es f(x,x) = 0
para todo x € R®. Con un argumento igual al de 4.4.f) se ve que una

tal aplicacidén es de la forma
m
f(x,y) = '21 g; (x,y) . (x;-y,)
i=

con g, € C”(R™ x R™) (1 <i <n). Por consiguiente los X;- ¥y
(1 <i < n) generan A. En el caso de una variedad diferenciable X se
utiliza este hecho junto con una inmersién en algdn R™.

Del mismo modo resulta que Az (o mas generalmente AF) es un ideal ce-
rrado que consiste de las aplicaciones nulas junto con sus derivadas
primeras (resp. las derivadas de orden < r) sobre la diagonal. Se ve-
rd en lo que sigue que esta propiedad es mds fuerte que las indicadas
en 4.4; ver 5.4y 4.4.g).

Resumiendo:
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PROPOSICION 4.5. Sea A una Cm-dlgebra. Entonces:
i) A es un dlgebra de Fréchet m-convexa formalmente real.
ii) A es fuertemente regular.

iii) E1 A-médulo Q(A) es proyectivo.

iv) La diagonal A es un ideal de A ® A de tipo finito y A2 es cerra-
do.

v) A es topoldgicamente finitamente generada.
vi) Para cada h € X(A) se verifica At n M(h) C M(h)z.

vii) A es diferenciablemente completa.

Veremos que es posible probar que las condiciones enunciadas en 4.5
constituyen de hecho una caracterizacién de las C -dlgebras.

El siguiente pardgrafo provee algunos lemas técnicos destinados a la
demostracién de esta afirmacién.

5. LEMAS TECNICOS. Si A es una R-dlgebra y S C A es un subconjunto
no vacio indicaremos con [ S] (resp. [S]O) a la subdlgebra (resp. sub-
dlgebra "sin identidad") de A engendrada por S. Claramente [ S] (resp.
[S]o) consiste de los '"polinomios" P(sl,...,sr) (Si € S) (resp. '"po-
linomios sin término constante).

LEMA 5.1. Sea A un dlgebra localmente convexa sobre R, a; € A
(1 <1i<r) tales que [al,...,ar] es densa en A. Entonces para todo
h € X(A) 1la subdlgebra sin identidad [a1 - h(al),...,ar - h(ar)]o

es densa en M(h).

Demostracién. Evidente; basta observar que si P € R[tl,...,tr] enton-
ces P(al,...,ar) = Q(al—h(al),...,ar-h(ar)) + a donde Q es un polino-
mio sin término constante y a € R.

LEMA 5.2. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones i) e ii) de

4.5. Supongamos que una sucesidn (hj) en X(A) converge a un cierto

j21
h € X(A), h # hj para todo j > 1. Existe entonces un x € M(h) tal que

hj(x) > 0 para todo j = 1.

Demostracidn. Para cada j = 1 existe un xj € M(h) con h,(x.) =1
(cf. 1.3 i)). Consideremos una sucesién de seminormas P, (G = 1) que

define la topologia de A, pudiendo suponerse que P SPy < ... Y de-
finimos i = (1 + pj(xﬁ))-l.xj, j = 1. Ciertamente v; € M(h) vy
hj(yj) > 0 para todo j > 1; ademds la sucesidn (yj)j>1 es acotada en

A ya que para cadam > 1 es pm(yj) <1 sim<j. Poniendo

x = Y Z'j.y; (cf. [12] 7.7 b)) se obtiene la tesis.
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LEMA 5.3. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones i), ii) y iv)
de 4.5, sea x € A tal que 2: X(A) — R tiene un minimo local en

hO € X(A) (esto es ho(x) < h(x) para todo h en un entorno U de ho).
Entonces x-ho(x) € M(ho)z.

Demostracién. Sea a € A tal que alv =1y sop(a) c U, donde V es un
entorno de ho tal que V C U; como az.(x—ho(x)) e At n M(ho) resulta
az.(x—ho(x)) € M(ho)z. Luego por 1.4, resulta que

x-h_(x) = az.(x-ho(x)) + (1-a2).(x-ho(x)) € M(ho)z + P(h,) CM(h)

como queriamos.

LEMA 5.4. Sea A un dlgebra localmente convexa sobre R que verifica
la condicidén iv) de 4.5. Entonces para todo heX(A) el ideal maximal
M(h) es de tipo finito.

Demostracidn. Consideremos el diagrama conmutativo

0 — A —r A®A — A — 0

| Lo s

donde p es inducido por el morfismo A @RA — A, deducido de
Xx®y —> h(x) y; esto muestra que p(A) € M(h). Ahora si ZyseeesZ, BE-

neran A (como ideal en A g A) y x € M(h), serd 1ex - xel € A, de
T
donde 1ex - x@1 = Z c;.2; para ciertos <y e Ao A (1 <€ixgr).
i=1 r
Entonces x = p(1ex - xe1) = p(ci).p(zi) muestra que los
i=1

u, = p(z;) (1 <1i<r) generan el ideal M(h) de A.

De manera general, si A es un dlgebra de Fréchet m-convexa un A-médu-

lo E se dird un A-médulo de Fréchet si E estd provisto de una topolo-
gia que lo hace un espacio de Fréchet y la aplicacién bilineal natu-

ral A x E — E resulta continua. Del mismo modo una A-dlgebra de
Fréchet serd una A-dlgebra B provista de una topologia que la hace un
dlgebra’de Fréchet m-convexa de forma tal que las aplicaciones naturales
A x B — B resulten continuas. Claramente el morfismo a — a.l de A
en B es continuo; todo B-médulo de Fréchet resulta un A-mddulo de
Fréchet, etc.

Si A es un 4lgebra de Fréchet es claro que A™ (n > 1) es un A-mddulo
de Fréchet; si E es un A-m6dulo de Fréchet libre de tipo finito en-
tonces E es isomorfo (algebraica y topolégicamente) a A®™ (n = dimA(E))
ya que la biyeccidn algebraica A®™ — E definida por cualquier base

de E es continua, y por el teorema del grdfico cerrado es homeomoTfis -
mo. Lo mismo ocurre si E es proyectivo de tipo finito; hay una dnica
topologia en E para la cual E es un A-mSdulo de Fréchet; se define co-
mo cociente de cualquier epimorfismo A® — E y un argumento elemen-

tal muestra que esto es independiente de la "presentacidn' de E como
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cociente de un A-médulo libre. N6tese que un tal A-m6édulo E puede con-
siderarse como nficleo de un proyector e: A" — A" (automdticamente
continuo) y por ende como un sumando directo (cerrado) de un A",

LEMA 5.5. Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa, sea E un A-médulo de
Fréchet de tipo finito.

a) S F es un A-médulo de Fréchet toda aplicacidén A-lineal u: E — F

es continua.

b) SZ E es proyectivo, para todo ideal cerrado I C A, 1.E es cerrado
en E.

c) S A es a inversa continua (o Q-dlgebra [12]) E no tiene submdédulos

propios densos.

d) SZ E es proyectivo, E no tiene submédulos propios finitamente gene-

rados densos.

Demostracidén. a) Sea f: A®™ — E un epimorfismo; f es automiticamente
continuo, luego por el teorema del grafico cerrado f es abierta asi
que E es un cociente de A",

b) P es sumando directo de A™ con A®/P proyectivo, luego playo; enton-
ces I.P = I®™ n P (cf. [2] Ch. I, §2, n°6).

c) Supongamos primero que E = A™; la continuidad del determinante y el
hecho que el conjunto de elementos inversibles de A es abierto impli-

can que {(V,,...,v ) € A" x...x A" (v;5...5v_ ) es una base de A"} es

abierto en A™ x...x A™. Por consiguiente todo submédulo denso debe con
tener una base de A™, por lo tanto coincide con A®. En el caso general
hay un epimorfismo abierto f: A" — E; si M C E es submédulo denso
resulta f_IOW) denso en A" (ya que no hay hiperplanos cerrados que lo
contengan), luego f—l(M) = A" por lo anterior y entonces M = E.

d) Si E = A esto es un hecho conocido ([0]); supongamos por induccidn
que la tesis es cierta para E = A¥. (r <n) y sea M un submédulo denso
de tipo finito de A", Si w(al,...,an) =a, claramente ¢ (M) es denso de
tipo finito en A, luego ¢(M) = A, asi que hay un x, € M con w(xo) = 1.

n-1

Sea f: A" — AT, f(x) = x - ¢(x).x _; como f(x) = x ¢ x € A (identi-
o

ficado este Gltimo con un submédulo de A™ generado por el,...,en_l)
resulta £f(M) = M N A™ ! submédulo denso de tipo finito de ar! y por
ende f(M) = An_l, asi que An"'1 C M. Claramente {el,...,e

una base de A", luego M = A",

X es
n-12 o}

En el caso general hay una sucesién exacta 0 — N — A" — E — 0
que se escinde via u: E — A" (luego N es de tipo finito); si M CE
es un submédulo denso generado por ViseeesVos el submédulo de A" gene-
rado por N y u(vl),...,u(vr) es denso de tipo finito, luego coincide
con A" de donde M = E.El argumento es en realidad aplicable al caso en
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LEMA 5.6. Sea A un dlgebra de Fréchet m-convexa, sea I un ideal cerra-
do de A, B = A/I el &lgebra cociente. Si P es un A-mddulo proyectivo
de tipo finito (provisto de su topologfa candnica) el producto tenso-—
rial algebraico B ®, P es completo para la topologta proyectiva (esto
es, coineide con B §AP) (cf. [6] 1.1.3).

Demostracidédn. De la sucesidén exacta 0 — I — A —> B — 0 se dedu-

ce la sucesibén exacta 0 — I ,P — P — B @AP — 0.

De 5.5 b) sigue que la topologia cociente hace de B gAP un A-médulo
de Fréchet, que indicaremos P'. Ciertamente P' es un B-médulo y como
B x P' es cociente de A x P sigue fdcilmente que la aplicacidn bili-
neal B x P' —+ P' es continua, luego P' es un B-médulo de Fréchet fi
nitamente generado.

Por otro lado, de las propiedades de §A

dulo de Fréchet proyectivo de tipo finito (pues P ® S ~ A™ para conve-

es claro que B %&P es un B-mé-

nientes S,m); como la aplicacién x'——»-1 ®@x de P en B QAP es continua,
también lo es la inclusidén B e, P —++ B %&P (B e, P con la topologia co
ciente). Como i tiene imagen densa de 5.5.d) resulta que i es biyecti-
va, luego un homeomorfismo por gridfico cerrado.

En lo que sigue de este §, A serid un dlgebra de Fréchet m-convexa so-
bre R que verifica las siguientes hipétesis:

1. 2(A) es un A-m6dulo proyectivo de tipo finito.

2. Para cada h € X(A) el ideal maximal M(h) es finitamente generado.

De 5.6 obtenemos una sucesifén exacta de A-mddulos de Fréchet
0 —> M(h).Q2(A) — R(A) — Q(A) o, R — 0 (6)

donde R se considera como A-médulo via ﬂ: A —> R; como 2(A) es de ti
po finito es claro que 92(A) %\R es un R-espacio vectorial de dimensidn
finita.

Si Bh: A — M(h)/M(h)2 estd definida por ﬁh(x) = "clase mod M(h)2 de
x-h(x)" es inmediato que 6h es una derivacidn continua (cf. 4.4 g))
asi que 6h = dA para una Gnica ¢: Q(A) — M(h)/M(h)z, A-lineal y
continua. Obviamente ¢ M(h).R(A)) = 0, asi que ¢ se factoriza como

@ =9 om con ¥: 2A) e, R — M(h)/M(h)2 continua.

Por otra parte dA(M(h)Z) € M(h).2(A) induce una aplicacién R-lineal
Ay MMM — a(a) o R cond, 8 =7 od,.

Como dA(A) engendra un submédulo denso de £(A), se ve enseguida que

8 y ¢ son isomorfismos reciprocos (cf. III. 1.3.).

Siempre bajo la hipdtesis 1. y 2. tenemos otra construccién: si

D € Der (A) la aplicacién R-lineal continua h o D: M(h) — R se ‘anula
sobre M(h)? e induce B o D: M(h)/M(h)?> — R. Este proceso da

k,: Der (A)— M(h) M%) * via k(D) = ho D (aqui * indica el
R-dual). Se tiene entonces el diagrama conmutativo
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HomA(Q(A) LA) @AR <~—— Der(A) © R ,"\
ln Der(A) (7)

2 k
Hom, (2 (A) @, R,R) ——Z;—+ M) /M(h)“)* h

donde 7 (D) = D®1 y 7 es la aplicacién natural definida por

n(Fel) (wel) = h((F,w )). Como Ah es isomorfismo es claro que su tras
puesta A; también lo es; por otra parte siendo Q(A) proyectivo de tipo
finito, es un resultado cldsico que % es un isomorfismo. De 5.5 a) si-
gue que HomA(ﬂ(A),A) =‘CHomA(ﬂ(A),A) = Der (A), de manera que i también
es isomorfismo.

Sigue de esto que kh es epimorfismo y que la sucesién
0 —> M(h) .Der(A) —> Der (A) —— M(h)/M(h)2)* — 0 (8)
h

es exacta.

LEMA 5.7. Con las hipdtesis 1. y 2. sea ho € X(A) y sea (Di) (1 <i <n)
una familia de derivaciones de A tales que ky (Di) (1 i <n) es una
(o]

base de (M(ho)/M(ho)z)*. Existe entonces un entorno U de ho en X(A)
tal que para cada h € U la familia kh(Di) (1 <i < n) es una base de
M(h)/M(h) 2)*. Ademds si h € Uy x € M(h), son equivalentes

a) x € M(h) 2.

b) h o Di(x) =0 para 1 <1i <n.

Demostracidén. Como Der(A) es proyectivo de tipo finito, hay un a ¢ M(ho)
tal que el mbédulo de fracciones Der(A)a = Der (A) @AAa es un Aa—médulo

libre de rango n, para un cierto n. Multiplicando, si es necesario,
por un elemento inversible de Aa (de la forma a¥) podemos suponer que

hay una base de Der(A)a de la forma Tj/1 (1 <j <m) con Tj G;Der(A).
Sea la aplicacién A-lineal u: A®™ — Der(A), u(al,...,am) = .Z ai’Ti
y sea N el ntcleo de u, C el condcleo de u. Por definicién r;:élta que
Na =0, Ca = 0; como C es de tipo finito hay un r > 0 tal que a®.C = 0.
Ademds para cada v € N hay unq >0 ( q = q(v)) tal que al.v = 0. Por

consiguiente si D € Der(A) existen elementos a; € A (1 <i <m) tales
m m
r = i =
que a .D = 421 ai’Ti y si izl ci.Ti 0 entonces (cl,...,cm) € N y por
lo tanto hay un q = q(cl,...,cm) tal que aq.ci =0, 1<i<m. Sea
Uo = {h: h(a) # 0} entorno abierto de ho; entonces:

1) Si h e Uo, kh(Ti) (1 <i <m) generan (M(h)/M(h)z)*; pues si

Y € (M(h)/M(h)z)* serd ¢ = kh(D) para una D € Der(A) y por lo anterior
m
hay elementos a, € A (1 < i <m) tales que a’.D = } a..T.. Entonces
- i=1
1 r_ TN 1. And e e N 1 7T Y A Aa
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e § 2By ay
i=1 h(a¥) P 1

2) Si h € Uo, kh(Ti) (1 < i <m) es linealmente independiente.
Pues supongamos que X X k (T ) =0 (X € R); resulta de (8) que
j=1

Z k T € M(h). Der(A) y por lo tanto Z A, T, = E b, .L,_ con
i=1 k=1 3 3 2y KK

bk e M(h) y L, € Der(A) (1 <k <p).

Pero para cada k hay elementos ap € A (1 < j <m) tales que

r ? ? T oL g ,
a L. = a, .T.,. Sigue que (a”.\, - ).T. = 0y en-
kg R j=1 S
tonces hay un q > 0 tal que aq(ar.)\j - E b Cr ) =0 (1 <j<m
k=1 3j
Como h(a) # 0 y h(bk) = 0 para todo k, cbtenemos Xl = = Xm =0

De 1) y 2) y de la hip6tesis resulta en particular que n = m pues

dim(M(ho)/M(ho)z) = n. Para cada Di de la hip6tesis hay elementos
n

a;; € A (1 <i,j <n) tales que arDi = jzl a;; .Tj (1<i<n)yla

matriz (h (a ))GRnxn es inversible ("matriz de cambio de base'"); por

continuidad hay un entorno U1 de ho tal que (h(ai_)) es inversible pa
ra cada h € U,. Por consiguiente U = Uo rrUl verifica las condiciones
de la tesis. Para la dltima afirmacién notemos que a) = b) trivialmen
te; por otra parte si vale b) resulta que kh(D) (clase de x

mod M(h) %)
mod M (h) 2"

0 para toda derivacién D, de donde ''clase de x
0, o seax € M(h)z.

OBSERVACION. La proposicifn precedente permite establecer la existen-
cia del "fibrado tangente" sobre X(A), con fibra (M(h)/M(h)z)* en ca-
da h € X(A).

LEMA 5.10. Sea A un dlgebra de Fréchet fuertemente regular, sea D -
una derivacidn de A, sea U C X(A) un agbierto.Si a € A, b € A verifican

N - A ~
a|lU = b|U entonces serd D(a) |U = D(b) |U.

Demostracién. Es suficiente considerar el caso b = 0; sea h €U vy

con51deremos un entorno V de h_ con V cU. Sea x € A con x|V 1
|X U=20 (1.3.i)) asi que a. x = 0. Luego para todo h € X(A) serid
=h(x). h o D(a) + h(a). h o D(x), en particular 0 = h(x). h o D(a)=

= h o D(a) para todg\h € V. Luego Df;)|V = 0; como ho es cualquiera

en U, resulta que D(a) se anula sobre U.

’

Siempre bajo hip6tesis 1. y 2. anteriores, pongamos para cada h € X(A):
p(h) = dimR(M(h)/M(h)z); ciertamente p (h) < o para todo h € X(A).

LEMA 5.8. Supongamos que A es fuertemente regular y que verifica las
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condiciones 1. y 2.; si h° € X(A) son equivalentes:
a) M(h) = M(h)? (0 sea p(h)) = 0).
b) M(h,) = P(h.).

c) M(ho) es generado por un idempotente.

d) {ho} es abierto y cerrado en X(A).

Demostracidn. a) = b),Resulta m(ho) = m(ho)2 en el anillo local Ah ,
o

luego m(ho) = 0 por el lema de Nakayama y se aplica 1.4.

b) = a), Trivial.

b) = ¢). Como Ah = A/P(ho), sale M(ho)h = 0 y por ser M(ho) de tipo
o o

finito, hay un c E'P(ho) tal que (1-c).M(h°) = 0. Como c € M(ho) se
obtiene c? = ¢ y c.x = x para todo x € M(hO). Sigue que M(ho) = A.c.

c) = a) Evidente. c) = d). Resulta {ho} abierto en J(A), a fortiori en
X(A).

d) = c). Como A es fuertemente regular hay un c € A tal que E(ho) =0,
¢(h) = 1 para todo h # ho (por 1.3.i) claramente c es un idempotente,
c e M(ho) y €.X = x para todo x € M(ho) (pues Rad(A) = 0).

COROLARIO 5.9. Bajo las hipdtesis de 5.8 la aplicacidn p es localmen-

te constante.

6. En todo lo que sigue, A serd un dlgebra que verifica las condicio-
nes i) a vii) de 4.5.; veremos que es posible dotar a X(A) de una es-
tructura de variedad diferenciable, para lo cual precisamos construir
primero "coordenadas locales'. Empezamos la construccién con la

PROPOSICION 6.1. Sea h° € X(A) con p(ho) =n > 0. Existen entonces un
entorno abierto U0 de ho, elementos XiseeosX 3V 5eee,y en M(ho) Y

derivaciones Di (1 <i <n) tales que:

a) La subdlgebra [xl,;..,xn,yl,...,ym] es densa en A.

b) Para todo h € X(A), M(h) es generado por xl—h(xl),...,xn-h(xn),
Yoh(ydseeosy -hy,).

c) hDi(xj) =3 para todo i,j y todo h € Uo.

ij
d) Las clases mod M(h)2 de los xi-h(xi) (1 € i <n) forman una base
de M(h)/M(h)? para cada h € U_.

e) Para cada h € Uo’ M(h) es generado por P(h) y los xi—h(xi)
(1 <i<n).

f) s h e U0 y h(xi) =0 (1 <i<n) entonces h = ho.
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h) Existe un a €1 + P(h ) tal que

1) aDi(xk) = a.ﬁik para todo 1;k.

2) Para todo w € @(A), a.w = ) (Di,w ) dxi (en particular
i=l

n
a.dx =a . J D, (x) dx; ei x € A).

i=1

Demostracién. Por la hip6tesis V), hay una familia finita uy

(1 < i< r) de elementos de A tal que [ul,...,ur] es denso en A; luego
(ver 5.1) resulta que para cada h € X(A) la subdlgebra
[ul-h(ul),...,ur—h(ur)]o es densa en M(h). Claramente las imigenes de

los u; - ho(ui) (1 <i<r) son densas en M(h )/M(h )2 (observdr que
o o

M(h)2 es cerrado para todo h € X(A) por 5.4. y 4.4g)) pero como éste
es un espacio de dimensién finita separado resulta que estas imdgenes
generan M(ho)/M(ho)z. Por un eventual reordenamiento, podemos suponer

que las imdgenes de u_, - ho(ul),...,u - h (u) forman una base de
n o n

1
2 = - . ..

M(ho)/M(ho) . Ponemos X, = ui ho(ui) (1 £i<gn) e indicamos con

YisewesYy los restantes ui - ho(ui) (si r=n podemos suponer

Yy = eee =¥, < 0). La afirmacidn a) es entonces evidente.

Por (8) hay derivaciones Fi (1 <i<n)deA tales que h F (x ) = sij
oi j
(1< 1i,j < n); hay un entorno W de h tal que la matriz
[o]

(hFi(xj))i ; € R™X% o5 jinversible para todo h € W, asi que si

5 3
a = det (Fi(xj)) se tendrd h(a) # 0 para todo h € W, luego hay un
b€ Aconabe€e 1 + P(ho). Si (c,.) indica la matriz adjunta de

. 1]
(F. (x,)) se tendrd (c, )}.(F,(x.)) = a.(5_ ); ponemos a = a.c
173 ij i3 ik ij ij
1< i,j<n entonces es a F =
( td )y .Zl 15 03 %) T %k * Py (Pyy € PR,
1< i,k < n). 1=
n

Definimos D. = 7 a., F, (1< i< n); si V es un entorno abierto

1 j=1 1J ,J\ o
de ho tal que V;'C Wy P
es vdlido para todo h€ V (el entorno U se construirid de modo que

o o

Uu cv).
o o

| V. = 0 para todo i,k, se obtiene que c)
o

Ahora kh (Di) (1< i< n) es una base de (M(ho)/M(ho)z)*, luego hay

o
un entorno V1 - Vo_tal que hk(Di) (1 <i <n) es base de (M(h)/M(h)Z)*
para todo h € VI (ver 5.7). Como p(Vl) = ﬁ, para obtener d) bastard

ver que para cada h € V1 es

n
2. - 2 : = ... = =
Lo MG eMm? L 2 e R= A =0
n
Pero esto es evidente ya que hDj( ) Ai(xi-h(x-)) =). € hD_(M(h)z))=0
- 1
para cada j < n, por c). i=1 ’ )

Para e) consideramos el anillo local Ah (he Vl); las clases de los
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xi-h(xi) (1 < i < n) generan M(h)/M(h)2 ~ m(h)/m(h)2 y entonces por
Nakayama las clases de los xi—h(xi) generan m(h) en Ah = A/P(h). De
aqui e) es trivial.

Para probar f) consideramos un entorno V de ho de clausura compacta

en V,; como A es separable (por a)) y como V es equicontinuo débilmen
te cerrado en A* (por ser A de Fréchet) resulta V compacto metrizable
({31, ch.Iv, §2). En particular es legitimo el uso de sucesiones en V.
Sea F = {h € V: h(xl) = ... = h(xn) = 0}, cerrado en V con ho € F; se

afirma que h0 no es punto de acumulacién de F. De lo contrario existi-
rfa una sucesién de puntos distintos hj(j 2 1) en F con hj —_— ho y

hj # ho para todo j = 1. Sea x € M(ho) tal que hj(x) > 0 para todo

n
j =1 (ver 5.2); por e) serd x = )} a.x.+b (a, €A, be P(h)).
i=1 11 1 [e]
Claramente hj(b) = 0 a partir de un cierto jo de donde

n
0 < hj(x) = izl hj(ai)hj(xi) =0sij>j , lo que es absurdo.

Resulta de esto que hay un entorno abierto U, de ho en V (luego U°
es abierto en X(A)) tal que Uo NF = {ho}, lo que prueba f).

Resta probar b). Para cada h € X(A) sea I(h) el ideal generado por
los-xi—h(xi),yj - h(yj) (1<i<n, 1<j<m); claramente I(h) € M(h).

Por la construccién de los xi,yj y por la parte e) se deduce que I(h)
y P(h) generan M(h) para todo h € X(A); bastard ver entonces que

P(h) c 1(h) para cada h € X(A), o 1o que es igual que la cdpsula de
I(h) es {h } (cf.1.4). Pero como [xl—h(xl),...,ym—h(ym)]o C I(h), re

sulta de 5.1 que I(h) es denso en M(h), luego I(h) c M(h') = h =h"',
dando lo afirmado.

Veamos g): ante todo es claro por d) que si h € U0 entonces las cla-
ses mod M(h)3 de los (xi - h(xi)).(xj - h(xj)) (1<i<j<n) gene-

ran el R-espacio vectorial M(h)Z/M(h)3. Veamos que son linealmente
independientes: sea
n

. 3 _
i,§=1 xij(xi - h(xi)).(xj - h(xj)) € M(h)~ con xij = in € R

A
N anb = § + a con a Uu =20
otemos que por c) serd k(xi) ik e’ ik| o
(1 <i,k € n); por lo tanto , como h € U , serd a. € P(h) y por con-
o]
siguiente tendremos a., € M(h)* para todo r > 1; en particular
1

a., € M(h)3 (cf. 1.4.). Aplicando Dk (1 < k < n) obtenemos (por ser
1
Dk(M(h)r"'l) CMM)T sir>1)
§JOA,.(D (x)(x.-h(x,)) + (x.-h(x)).D (x,)) € M(h)2.
i, ij ki j ] i i k™ j
Como D (x.) - &§.. € M(h)3 queda, para 1 <1i < n,
ki ik
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0 sea

n
= 2
§ hkj(xj-h(xj)) + g )\ik(xi - h(xi)) =2 jzl Rkj(xj-h(xj)) € M(h) y
por tanto ij = 0 para todo k,j por d). Luego las clases de los
(xi—h(xi)) (xj—h(xj)) (1 <i<j<n) forman una base de M(h)Z/M(h)3.

n
Ahora para cada x € A, x-h(x) - [ hDi(x)(xi-h(xi)) € M(h)z; su cla-
i=1
se mod M(h)3 serd entonces expresable en forma Gnica en términos de
estos elementos. O sea, existen dnicos A.. € R, A.. = A_.
1] 1] J1
(1 <i,j <n) tales que

n n
3
x-h(x) - izl hDi(xi)(xi-h(xi)) - iE’:j:lkij(xi-h(xi)).(xj-h(xj)) e M(h)~.
Aplicando thD2 (1 <k,2 <n) y recordando que Dk(xi) - sik € M(h)z,
se obtiene thDz(x) = Kkt' Por lo tanto thDL(x) = hDLDk
es un elemento cualquiera de U  se obtiene lo afirmado.

(x), y como h

Finalmente veamos h). Consideramos las aplicaciones A-lineales

£: A" — Q(A) g: 9(A) — A" dadas por f(al,...,an) =
n

) 151 a;dx;, g(w) = (D;,w))

obtenemos f_: AEO — a(A) o, Aho ) Bot @(A) o Aho — Aﬁo, y afirmamos

;pasando al anillo local A, = A/P(hn)

i<n o

que fo y g, son isomorfismos reciprocos. Como se trata de aplicaciones

entre Ah - médulos libres, es suficiente ver que reduciendo todo
o

mod m(ho) se obtiene gofo =id ([2], ch. II, §3, n°2); como
A /m(ho) ~ A/M(ho) ~ R, esto equivale a decir que
o
R mAn@ARf—» 2(A)e, R E— A%e, R ~ R"
son isomorfismos reciprocos (R considerado como A-médulo via h :A — R).
Pero esto es inmediato por (7), ya que el isomorfismo
A ho: M(ho)/M(ho)2 —_ Q(A)@A R de §5 manda la base de los x;

mod M(ho)2 en los correspondientes dxis 1, y por otra parte los hoDi
(1 < i <n) forman la correspondiente base dual. Siendo fo Y g, iso-
morfismos reciprocos, resulta que hay un a € 1 + P(ho) tal que

a.fg = a.1Q(A), a.gf = a.1An ({21, ch. 1I, §2, prop. 19) y esto da
la tesis.

OBSERVACION. Si h € Uo y x € M(h), son equivalentes:

a) x € M(h) 2.

b) Di(x) € M(h) para todo i <n (cf. 5.7.).

NOTACION 6.2. Indicaremos con U un entorno abierto de ho con U com-
pactoy U C u,.

Nos ubicaremos en lo que sigue en la situacién de 6.1.
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Se tiene una aplicacién continua

6: X(A) — R®* , 0(h) = (h(x;),...,h(x)).

La idea es que 0|U defina un mapa en ho; pero en general esto no serd
osible ya que 0|U no es en principio inyectiva (de cualquier modo es cla
p ya q p q a

ro por 6.1. f) que (0|U)-1(0) se reduce a {h }).
n To21/2
Consideremos en R™ la norma lvll = ( J vi) y los conjuntos

1
F_ = {h € X(A): 18 (h)I < e} ,U,

{h € X(A): 16 (h)I < e}

para cada € > 0. Claramente U_ es entorno abierto de ho y U, c F_ pa-
ra cada € > 0.

LEMA 6.3. Con las notaciones anteriores se tiene
a) Si 0 <e <& , entonces F_N Uc U, NnUCF_nN U.
b) La familia {Fe N T: ¢ > 0} es una base de entornos de ho.

c) La familia {Ue NU: € >0} es una base de entornos de ho'

Demostracidn. a) Si h € F_N U serd 10 (h)l < e y h = 1im h, con

k
ko
h, €U; por lo tanto hay un k_ tal que 19 (h )l <8 si k> k_ , luego
hk €U, NnU si k > ko y por ende h € UG N U. La otra inclusién es tri-

vial.

b) Siendo N FE NnT = {ho} por 6.1 f) resulta que ho es el tinico pun-
e>0

to adherente a la base de filtro (Fe n ) en el espacio compacto

€>0
U. Por lo tanto esta base de filtro converge a ho en U. Si W es cual-
quier entorno de h_en X(A) W N U es entorno de h_ en U, luego para
un ¢ > 0 serd F_ n TcwnUcw.

c) Evidente por lo anterior.

Indicaremos con la notacién E_(0) al abierto {v € R™: vl < e} C R®,
e > 0.

LEMA 6.4. Existe un € > 0 tal que f)(U€ Nnu) > EE/Z(O) para todo

e < €0

Demostracidén. Sea V un entorno abierto de ho tal que VcVcu, ¥
compacto, y sea €, > 0 tal que Fe n T < V. Supongamos entonces que
o :

0 <e < €,y sea v = (vl,...,vn) tal que vl < ¢ ; definamos

]

n

= 7 (xi—vijz; por compacidad hay un h; € F_n T tal que a = h, (x)=
i=1 -

inf {h(x): h € F_n 0}.

Notar que x > 0, asf que a« > 0. Afirmamos que h, & U_; como h1 € F_
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n n n
2,1/2 2 2

2 5 h(xp)ov; <20) h )OI L vHY2 <oz = 2,

i=1 i=1 i=1
de donde

2 2 2 2
V% = B0 > by G0 = 10GI® « vI® -2 )by (v - 2+ avi? -

n

-2 7 hy (x;)v, > Ivi? 1o que es absurdo. Luego h, €eu_n Uc E_n Uc

i=1

cV;peroU_nTc F_ N TcvdauU_n Uc U, NnVcu nU luego
u_n U= U, N V. En conclusién h; € U_ NV (que es abierto) y h,(x) <
< h(x) para todo h € Fe N U implica hl(x) < h(x) para todo h € Ue nyv,
pues U_ NV CF_n U. En conclusién, X tiene un mfnimo local en h, ¥y
por lo tanto x - a € M(hl)2 por 5.3., luego thi(x) = thi(x-a) =0
para todo i < n. Pero evidentemente es thi(x) = Z(hl(xi)—vi)

(1 < i < n) luego hl(x) = v, y concluimos.

NOTACION. Para cada p = (pl,...,pn) (los p; enteros no negativos) po-

nemos |p| = E p;; 3P/2tP serd el operador
1
P
£—olpl g/ae]t . gt ®

actuando sobre C*(R™). Asimismo para cada multi-indice a = (al,...,ar)
(los «. enteros, 1 < o, < n) definimos D(“): A — A por D(“)(x) =

ul,...,Dar(x) (los Dk dados por 6.1). Nétese que es esencial el orden
de la r-upla (al,...,ar) ya que en general no disponemos de la identi-

dad D.D., = D.D. si i # j; no obstante:
ij j i

LEMA 6.5. Supongamos que a = (al,...,ar) y B = (Bl,...,ﬂr) difieren en

una permutacidn. Entonces para todo X € A se tiene
PR N

(donde U es el entorno abierto fijado en 6.2.)

Demostracién. Inmediata a partir de 6.1. g).
En particular es posible definir para cada p = (pl,...,pn) el operador

DP: A —» C(U) como cualquiera de los p(®) que verifican

Py = card {i: a, = k para 1 <k <n}; si h € U se obtiene entonces una
"derivacién puntual asociada al cardcter h, de orden |p| " definida
sin ambigledad por hDP: A — R, automiticamente continua.

Indicaremos ahora con nn(v), para v = (Vl""’vn) € R®, el ideal maxi-

mal {f; £(v) = 0} de C*(R™); nn(v) estd generado por tl—vl,...,tn—vn

y para cada r > 1 nn(v)r consiste de las f € Cw(Rn) que verifican
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aPf / 9tP(v) = 0 para todo p con |p| < r. Asimismo con & indicamos
el dlgebra local de gérmenes de aplicaciones de clase C  en 0; 8n no
es otra cosa que el cociente de Cw(Rn) por el ideal

P=(fec™®R" ; £ [ W = 0 para 4dlgln entorno W de 0}.

El ideal maximal de &n es Mn = Hn(O)/P y Fn serd el dlgebra de series
formales en n indeterminadas.

Es cléasico que Fn se identifica al completado (separado) de 8n para la
topologia M -ddica,que F_ =~ &n/M: M” = n MY {d111).
r>1

Consideramos ahora el cdlculo operacional c®, T: c°(RY) — A, dnico

morfismo que verifica T(ti) Xy (1 <i<n); en general f(xl,...,xn)

denotard el elemento T(f) € A para f € C (R®). Si h € X (A) se tiene

(f(Xl,...,xn)) = f(h(xl),...,h(xn)).

PROPOSICION 6.6. Con las notaciones anteriores, se tiene:
a) $¢ £ € CT(R") entonces £ € P » T(£f) € P(h ).
b) sz £ € cC°(RY) y h € U, para todo i < n es

hT (%ﬁ) (= of (h(xl),...,h(xn)))-

t; ot

hDi(T(f))

c) st fec™®™), heUyrp

(Pl,---,Pn), es

aPf - OPf
h(T EIE)) ( = Tep (h(x;),...,h(x ))).

hDP (T (£))

Demostracidén. a) Una afirmacidn es evidente (si f]W = 0, la continui-
/N -
dad de 0: X(A) —> R™ da T(f) | W' = 0 donde W' = 6 1(W)). Reciproca-

~
mente supongamos que es T(f) € P(ho), luego T(f)|Ue N U = 0 para un
cierto ¢ > 0 (6.3. c)). Si €, s como en 6.4, podemos suponer € < €
asi que f(h(xl),...,h(xn)) = 0 para todo h € UE N U de donde

£6 (Ue NU) = 0 y entonces por 6.4. obtenemos f | EEIZ(O) =0=f&P.

. . . . . © n .
b) Ambos miembros definen derivaciones continuas C (R} —- R; como

. . © n .,
los polinomios en t ..,t_son densos en C (R} basta verificar la

12
igualdad cuando f = te (1 <k <n). Pero esto es immediatc por 6.1

c) Evidente por b) e induccién.

COROLARIO 6.7. S £ € C®(R®) y h € U, son equivalentrs par oada T » i:
a) f e nn(O(h))r.

b) T(f) € M(h) T,

En particular f € nn(e(h))m = feMh)® = ﬂ‘ M(h)¥

rzl

o o o o L e e <~ e - " P
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r+1

si r > 1; supongamos que T(f) € M(h) (r>1) y seap = (pl,...,pn)

con |p| < r. Siendo hDP(T(£f)) = 0 resulta por 6.6 c) que
aPf
atP
£emn_(0(n) .

(0 (h)) = 0; como esto vale para todo p con |p| < r sigue entonces

Para cada h € X(A) hay un morfismo L R[tl,...,tn]——+ A definido por
Th(ti) = xi-h(xi) (1 <i <n) (notar que Tho no es otra cosa que la
restriccién de T al dlgebra de polinomios); de 6.7. sigue que T, €S
compatible con las filtraciones:

i) la definida por los Hn(O)r (r>=>0) e

ii) la definida por los M(h)® (r >0)
y por lo tanto induce un morfismo de &dlgebras graduadas

Tt RUt et T gry (o (A) = riO M) I/Mm) T (9

PROPOSICION 6.8. Para todo h € U, el morfismo ™

de dlgebras graduadas. En particular, las clases mod M(h)

es un tsomorfismo

r+l de los

P
elementos (xl-h(xl))pl... (x,-h(x_)) " con |p| = r forman una base de

M(h) /M (h) T*1,

Demostracidén., Si h € U, los elementos xi-h(x_) (1 <i <n) definen

- i
una base de M(h)/M(h)z, de modo que grl(rh) es un isomorfismo. Por lo
tanto 7. es un epimorfismo. Supongamos que f es un polinomio homogé-

h
neo de grado r > 1

P1 Pn
f= 7 c t t
lpl=x 7 "
tal que ?h(f) = 0.
s Py Pn r+1
Esto significa que 7} cp(xl-h(xl)) (xn—h(xn)) € M(h) H
lp|=z

entonces por 6.7 a) resulta que el polinomio

1

14 P
g= I c(t-h(x)) (t -h(x)) "

|p{=r
tiene todas sus derivadas de orden < r+1 nulas en el punto
(h(xl),...,h(xn)). Como el grado total de g es < r, deberi ser g=0 ;

como g(tl,...,tn) = f(tl-h(xlj,...,tn-h(xn)), sigue que f=0. Esto prue

ba que grr(Fg) es inyectiva para todo r > 1 y concluimos.

COROLARIO 6.9. 82 h € U y x € A, existen unicos Cp e R (p=(p1,...,pn))

tales que

x- ¥ < (xl—h(xl))pl (xn--h(xn))p“eM(h)”l.
p[sz F

OBSERVACION 6.10, Es facil ver que los coeficientes cp no son sino
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p! ¢, = hP(x) (p > 0).

Para ello basta aplicar sucesivamente los hDP con |p| = 0,1,...,T y
usar 6.6 c) aplicado a:

1

P Py
£(ty,...5t ) = cp(tymh(x))) ool (t -R(x ) (pi=pyi...p %)

" |p|sr

Consideremos ahora el diagrama (10) de dlgebras y morfismos, en el
cual las flechas sin nombre son las evidentes x/é??(ho) indica el com
pletado separado de A/P(ho) Riza la topologia M(ho)/P(ho)-édica (o sea
la m(ho)—édica). Claramente A/P(ho) = lim A/M(ho)r, de donde resulta
el morfismo a: ©

cC*(@RY) —L— A

}

T

& —=2 4+ A/P(h)
n o
n T (10)
T A/P(h )
o )
u o

F A/M(h,)

De 6.6 a) se deduce la existencia de To, siendo evidente que "To (ger
men de ti en 0) = clase mod P(ho) de xi” (1 <i<n). Como 8n = Fn
por continuidad obtenemos T . Por otro lado L &n — A/M(ho)°° tie-

ne nticleo M~ por 6.7., de donde resulta un morfismo inyectivo
u: Fo—> A/M(h )",

PROPOSICION 6.11. Con las notaciones anteriores, los morfismos %o,a,u

son isomorfismos.

Demostracidn. Notemos que « es trivialmente inyectivo; por otro lado,
como m(ho) = Rad (A/P(ho)) es generado por las clases de los X;, To
resulta suryectivo. Como au = To, sigue que a es suryectivo, luego

isomorfismo; ahora u inyectivo y To suryectivo dan la tesis.

7. Pasamos ahora a las consideraciones locales propiamente dichas;
con la nmotacién de 6.1., sea V un entorno abierto de h_, Vcu,V
compacto y tal que h(a) = 1 para todo h € V (6.1 h)). Consideremos

el ideal I = {x € A: §|V =0} = N_ M), sea B el dlgebra A/I; cla-
heV ‘
ramente X(B) se identifica a V y por lo tanto B es una Q-dlgebra

([12], 13.6). Para aligerar notacién indicaremos con X la imagen de
cada X € A en B.

LEMA 7.1. i) S2 x € 1 y D € Der(A) entonces D(x) € I.

11 2 x € A. DD (XY - DD (XY € I para todo 1.1.
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Demostracién. i) Si x € I entonces x|V = 0 luego x|V = 0 y por 5.10
' A —

resulta D(x)|V = 0. Por continuidad se obtiene D(x)|V = 0, luego

D(x) € I.

ii) Evidente por 6.1 g).

iif) En virtud de 6.9. bastard probar que si x € I entonces para todo
multi-indice p se tiene hDP(x) = 0 para cada h € V. Por continuidad
es suficiente probar esto cuando h € V., Pero en tal caso x € P(h) y
basta apelar a 1.4 b).

Sigue de este resultado que se puede definir una aplicacién A-lineal
D — D de Der(A) en Der(B) via D(a) = D(a). En particular serid
B;(fk) = aik (1 <i,k <n) por 6.1 h). Asimismo se deduce que ﬁiﬁj =

= Bﬁﬁi para todo i,j lo que permite definir sin ambiguedad las deriva-

ciones de orden |p|, DP: B — B para todo mdlti-indice p (cf. 6.5).

NOTA. De manera general se considerard, si E es un dlgebra de Fréchet,
a E @RE como E-médulo mediante

x.(a®b) = (xe1) (aeb) = xaeb
esto es, via el morfismo x — x®1 de E en E §RE.

El siguiente resultado es esencial:

PROPOSICION 7.2. i)El ideal generado por los elementos 1@Xx., - X, 1,
1 ®yj - yj 1, (1 <i<n) (1 <j<mnm)es denso en la diagonal AA

de A @RA.

ii) Q(A) es generado por los elementos dxi,dyj (1<i<n, 1<j<m.

Demostracién. i) Consideremos la sucesién exacta 0 -+ DA + A ®RA ; A->0
do?de X() a; @bi) =7 aibi; se sabe que AA es "la c;ausura de DA en

A 8 A ([6]1, ITI, 1.2) de modo que es suficiente probar que el ideal
generado por los elementos en cuestidén en A ékA-es denso en DA'

Ahora de manera general DA es generado por los elementos 1o a - ae]l
(a € A); como los Xi,yj generan una subdlgebra densa en A, existe una
sucesién P € R[tl,...,tn,zl,...,sm] tal que

a = lim Pn(xl,...,xn,yl,...,ym) y por lo tanto cada 1ea - a®l es
n>ow

limite de elementos de Ae®A de la forma

P(1®x1,...,1®xn, 1@y1,...,1®ym) - P(x1®1-,...,ym®1).

Entonces es suficiente probar que un elemento de esta forma estd en
el ideal de A® A generado por los 1&2»xi - xi®1,_ Te yJ. - yj®1. Pero
se tiene

Pty,eeestysdgseeesbp) - PO, st 8 ]s-00n8p) =

= igl Qi(tl""’tn'sl""’Em’ti""’t;’si""’sg) (ti - t;) +

m
+ 551 Sj(tl,...,tn,gl,...,gm,ti,...,tn,gl,...,gm ) (Ej - Ej )
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para convenientes polinomios Qi,Sj (en 2n + 2m variables) y el resul-
tado sigue entonces mediante la sustitucién

t; = lex;,t; — x; oI,Ej — 1®yj; 55 —»yj@1.

ii) Por i) el submédulo de Q(A) generado por los dxi, dyj es denso en
2(A); basta aplicar entonces 5.5 d).

PROPOSICION 7.3. Con las notaciones antegiores, se tiene
i) La diagonal Ap de B %RB es generada por los elementos le ;i - i& 1,
ley. - y.®1.
®y:l yJ
ii) 9(B) es un B-mddulo libre de base dfl,...,df .

n

Demostracidn. i) Se tiene las sucesiones exactas

0 IA A.@RA - i — 0
0 DB B @RB -5 B — 0

Como A —> B es suryectiva y como D, es generada (como B-m6dulo) por los
1eb - be1 (b € B) sigue que DA — Dy es un epimorfismo; por otro
lado B ®RB es un cociente de A sRA (algebraica y topoldégicamente).
Luego D, es cociente de DA’ algebraica y topoldgicamente. En conse-
cuencia al pasar a los completados Tresulta AA — AB suryectiva, y
por consiguiente Ap es un B éRB-médulo finitamente generado (por la
hip6tesis iv) sobre AA). Ahora bastard combinar 7.2.i) con 5.5.c).

ii) Se tiene una sucesidén exacta 0 — I.Q@(A) — 9(A) — B gAQ(A) — 0
(c£.5.6),y un epimorfismo de A-médulos B %AQ(A) 2. 2(B) que verifica

jbed,x) = b.dB; para todo b € B, x € A ([6], III. 1.4). Sigue de es-
to y de 7.2. ii) que los elementos dfl,...,dig,dfl,...,dyﬁ generan el

n
B-médulo @(B). Pero como a.dy. = a. J D (y.)dx, (1 <i <m) por
i k= k1 k

Il o189

6.1 h), como a = 1, sigue que dyi =

. Dk(yi)dik (1 <i<m), luego

1
los dEi generan Q(B).

n
Supongamos } b, d;i = 0 para b, € B (1 <i <n); aplicando cada de-
i=1 _ _ _
rivacién ﬁj: B—> B (1 <3j<n)yusando que (Dj,dxi y = Dj(xi) =

=8 __, se obtiene b1 = ... = bn = 0 y todo queda probado.
1]
Se deduce de lo anterior que existe una matriz c = (Cij) e ™" tal
que
— n —
dy. = .. . dx 1<j<m 11
Y5 k=2-1 Cik k(<7 ) (1

(claramente serd c.

ik =ﬁk(yj) ,1<j<m, 1<k<n).

N B N - v m o _ -
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néni ce ...,e_-por e, — dx., e, — dy..
candénica e s€.s € »€ =D i i €5 dy:I

n+m

Se obtiene una sucesidén exacta 0 — N — B — Q(B) — 0.

n
LEMA 7.4. N es un B-médulo libre de base &5 - 1 ¢
k=1

ik e (1 <j<m).

Demostracidn. Inmediata apartir de la definicidn.

PROPOSICION 7.5. Ag es cerrado en B §RB. Por consigutente Q(B) = AB/Ag.

Demostracidn. Ciertamente la aplicacién natural

i: AB/AE —_ AB/ZE = Q(B) es un epimorfismo de B-médulos. Sea por otro

lado v: B _, Ag definida como la aplicacién B-lineal tal que
v(e;) = 1®§i - §i®1, v(ej) = 1®§;j - }7j®1 (1<i<n, 1<j<nm).
Se afirma que v(N) C A§§ para ello es suficiente probar que
n n
— — = - ) 2
V(ej - kzl ik e) = 1®yj - Y ®1 - k-z-l Dk({lj)U@Xt x 1) € Ap

para todo j < m. Pero a(1®)a Y5 ®1) - a kzl Dk(yj)(1®xk - x,®1) €
€ Ai por 6.1 h) y por ser Az cerrado por la hipdtesis iv) de 4.5). De

aqui sigue inmediatamente lo dicho.

Se tiene entonces un diagrama conmutativo

0 — N —» Bo® Q(B) — 0

N

2 2
0—>AB—-> AB —»AB/AB—>0

y resulta ¥V suryectivo; en efecto, veamos que AB = Ag + Im(v). Bastari
probar que AA = Az + Im(w) donde w: AP'® AA es definida en forma
andloga a v, esto es, w(ei) = 1®xi - xi®1, W(ej) = 1®yj - yj®1.

Sea entonces x € AA 5
n m
forma )} a, dx, + )} a! dy, (a,, a} en A) (7.2.ii)). Por consiguien-
(=1 * i o1 J 3j i J
1 n J m 2
; - - al ; t
te x izl a;(1ex. - x.01) jzl a} (1ez’yj yj®1)eAA y esto
da lo afirmado y por consiguiente la suryectividad de V.

la imagen de x en Q(A) = AA/Az se escribe en la

Finalmente, tenemos epimorfismos (B) -— AB/AE s AB/AE — a(B); de

7.3 ii) resulta entonces que iV es un isomorfismo, luego v &5 inyecti-
vo, y por ende un isomorfismo. Por consiguiente i también es un iso-
morfismo, y concluimos.

Consideramos zhora el homomorfismo de B-dlgebras graduadas (los poli-

nomios con su graduacién usual)

a T ar+l
u: B[(T.,...,T.] —> gr, (B® B) = ® A /AL (12)
1° ’n AB R £20 B'"B
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univocamente definido por la condicién M(Ti) =1 ei} - Xy @1
(1 <1i<n).

PROPOSICION 7.6. # es un isomorfismo de B-dlgebras graduadas.

Demostracidén. En primer lugar, como 8T, (B eB)1 = AB/Ag de 7.5. y 7.3
B

ii) sigue que grl(u) es isomorfismo y por lo tanto M es seguramente

un epimorfismo. Consideremos ahora un h € V, y sea i B GRB — B el

h
homomorfismo bien definido por la condicién ih(x ®y) = h(x)y (o sea
ih =h 61B); se tiene un diagrama conmutativo

BILT,,...,T]

grAB (B ®RB)

LN
ul ~, 1 gr(ih)
B

RIty,...,t] 8Ty (n) (B)
AN A,

€Ty (ny A

donde a es el morfismo definido por a(b) = h(b) (b € B), a(Ti) =t
(1 <i < n),gr(ih) es inducido por i, (ya que ih(AB) = M(h), cf. 7.3.
i) y 5.4),Hh es definido en forma evidente via A — B, F£ es como en (9)
y Fé se define andlogamente via t;— clase de Ei modﬁM(h)2 (1<i<n).

Destaquemos que II. es un isomorfismo gracias a 7.1. iii); por consi-

h
guiente Th' es isomorfismo por 6.8.

Supongamos que un cierto P € Ker(grm(ﬂ)) (m > 1), asi que P = ¥ prP

es un polinomio homogéneo de grado m, con

1

— — P
|E|=m bp(1® X; - x;01) ...(1®‘xn - X ®1)Pn = 0 ; aplicando grm(ih)
_ — ..P - — ..P
queda B(b,) (X; - h(X)) L&, - hED =0

P |=m

Por lo dicho arriba sobre Ty resulta que h(bp) = 0 para todo multi-in-

dice p, y como esto vale para todo h € V = X(B), se obtiene bp = 0 pa-
ra todo p, de donde P = 0 , y concluimos.

COROLARIO 7.7. Para cada a € B éRB existe una dnica familia R_(a) de
elementos de B (p recorriendo los multi-indices p = 0) tal que

< = P] = = Pn m+1
a - R (a) (1lex, - Xx,o1) ~,..(1lex_ - x_#1) €A
|§|sm P 1 1 n n B

para todo m > 0. Ademds la aplicacidén o: B %iB — B [{Tl,...,Tn]]

definida por 0(a) = | R_(a) TP es un morfismo de B-dlgebra=, de ni-
pz0
o _ r
cleo AB = N AB.

e |
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OBSERVACIONES 7.8. a) Es sencillo explicitar los ""coeficientes" R_(a)
de la serie formal asociada al elemento a € B §RB; en efecto, aplizan-
do el morfismo ih (h € V) y comparando con 6.10, se obtiene

h DP(i. (a))
h R (a) = hp!h (14)

para cada h € Vy cada p > 0.

En particular, si a = 1e x, ih(a) = X para todo h € V y por 1lo tanto
para todo p > 0

5
R (10 x) =%§l (15)

Por el contrario, si a = x®1, ih(a) = h(x), asi que de (14) deducimos
que

Rp(x 1) =0 si |p| >0 R (xe1) = x (16)
b) De lo anterior obtenemos:para todo x € B y para todom = 0 es

—p » >
Tex - J mﬂ@x Sx,e1) Y. (lex -x e1) e amt!
lplsm  p! ot »oon B

c) En particular, reemplazando en la férmula anterior x por D! y m
por m - |q|, se obtiene

pPta P P
1eD(x) - 7 D) (1ex,-x;81) '...(lex_ -x_e1) ® €
lpl+lalsm p! o

e anti-lal (17)
para todo m > 0 y todo multi-indice q con m+1 > |q].

Consideramos ahora la aplicacién continua n: X(A) —> R™™ definida
por n(h) = (h(x;),...,h(x ),h(y ),...,h(y )).

Esta aplicacidén es inyectiva gracias al hecho que los polinomios en
XpseeesX 3Y 500,y sON densos en A,

Sea K = n(V); XK es un compacto y 0|V = j: V — K es un homeomorfismo.

Luego j* = :C°(K) — C°(X(B)) = C°(V) es un isomorfismo, donde, por
supuesto, j*(f) = fj.

Utilizando la transformacién de Gelfand g: B — C°(V) (que es inyec-
tiva) podemos definir un morfismo (automiticamente continuo)

¢: B — C°(K) de modo que j* v = g, lo que permite representar cada

elemento b € B como una funcidén continua ¢(b): K — R. Queremos pro-
bar que las funciones ¢(b) (b € B) son- infinitamente diferenciables,

esto es: ¢(b) es la restriccién a K de alguna f € C*(R®™). Para ello
bastard ver que para todo m > 0 se tiene un "jet de orden m"
F = (Fk)lkISm sobre K tal que F® = ¢(b), y de modo que F € &"(K)

(notaciones como en [11], ch. I). A tal efecto definimos un morfismo
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F:B— CO(K) [[ty,...,t ,E ,...,5 1] = J(K)

P
poniendo F(b) = E(b) (cf. 7.7)
p20 p!

y ponemos para cada multi-indice p > 0

¢ (DP (b)) si Poyg = ++» =Poyp = 0

FP (b) = (18)
0 si algln p; > 0 conn <i < n+m

y entonces s6lo habrd que verificar que, para cada m > 0, el jet asi
definido verifica las condiciones que definen &"(K) (ver [11] ch. I,
2.2y 2.3). Pero esto es consecuencia de las identidades (17) y del
siguiente lema (comparar con [6], III, 3.1)

LEMA 7.9. Sea a € A; (r=1), fa: KxK —> R la aplicaeidn dada por
fa = (poy)(a). Existe entonces una constante C > 0 tal que
|fa(V1,V2)| < CIIVl-VZIIr para todo (VI’YZ) € KxK.

Demostracidn. Por 7.3 i) existen elementos cP € B éRB (p recorriendo

los multi-indices (pl,pz,...,pn+m))ta1es que
P P P
= X.-X 1 X -x n bveed n+1l
T |g|=r CPUQXI xpeh) e (lex -x, of) (Mey;-y; e1)
Pn+m

(ley -y 1)

Notando que #(x;) = t;|K, ¢(§j)= Ej|K (1<i<n, 1<j<m), la te-
sis resulta de observar que
' [ ' ' [ P1 ' Pn
fa((tis)a(t ’E )) = E - gp(t’t ’E’E )(tl-tl) -"(tn_tn) .
Pn+1 D
¢,-¢]) n o (B -ED)T™™ poniendo gp(¢¢a¢)(cp), v, = (t,8),

v, = (t',£'). (la constante C dependerid de

slu {sup|g(t,é,t",E")|:((t,€) , (t',&')) € KxK}).
pPl=r

NOTA. Conviene observar que si f € C"(Rn+m

) corresponde a un ¢(b), es-
to es: ¢(b) = f£|K, entonces las derivadas parciales de f restringidas
a K son exactamente los FP(b); la serie de Taylor formal de f sobre K

coincide con F(b).

Consideramos ahora el cdlculo operacional C® T'": C®(R™®) — B defini
do univocamente por T'"(tji) = Xi, T"(¥;) =y; (1 <i<n, 1 <j<m).

COROLARIO 7.10. T": Cm(Rn+m) —> B es un morfismo suryectivo.

- g e e P T I T . S < T Y . 2 IR 7 L I
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todo queda probado.

Ahora .estamos en condiciones de probar el resultado siguiente:

Ly

PROPOSICION 7.11. EL morfismo T,: & — A/P(h)) es un isomorfismo.

Demostracidn. (Para la definicién de To ver el diagrama (10)).

n+m

Definamos el cdlculo operacional T': Cm(R ) — A via T'(ti] = X.,

1
Tﬂ(Ej) = yj (1<i<n, 1<j<m); la composicién de T' con el mor-
fismo m: A — B es exactamente T'", luego T" = IT' es suryectivo., Como
el ideal I que define a B estd incluido en P(ho), el morfismo

B — A/P(ho) es suryectivo. Por consiguiente el morfismo

© A
c”®™™) L, A — A/P(h ), indicado F, es suryectivo e induce trivial
o y 1

mente un epimorfismo F : & — A/P(h_ ). En consecuencia A/P(h )
o n+m o o

es un algebra diferenciable en el sentido de [11], ch. III, 2.2. Aho-

ra si i: R™® — R® es i(tl,...,tn,il,...,ém) = (tl,...,tn) se veri-

fica sin dificultad que

&n 8n+m
|- ;
T
& —2 5 A/P(h)
n o

es un diagrama conmutativo; ello significa que To es un morfismo de
dlgebras diferenciables. Como To es un isomorfismo (6.11), la tesis
resulta de [11], ch. V, 4.4.

COROLARIO 7.12. Con 'las notaciones del §6, eﬁfste un entorno W de ho
y £, € C*@®R™) (1 <j <m) tales que §rj|w = T(£,)|W para todo j <n.

8. Estableceremos ahora el resultado fundamental de este trabajo, pa-
ra lo cual utilizaremos la maquinaria desarrollada en los pardgrafos
6y 7, asi como el

LEMA 8.1. Sea 9 un abierto no vaeio de R®, A' una subdlgebra de C°(q).
Supongamos:

1. Las restricciones u; = ti|9 de las funciones coordenadas estdn en
A" (1 <1i<n).

2. Para cada \ = (Xl,...,k

o) {f € A':£(N\)=0}
de A' es generado por u; - Ri (1 <i<n).
<

€ Q el ideal maximal MA

3. Existen Si € Der(A') (1

i < n) tales que Si(uj)
i,5.

sij para todo

Enfonces A' c CT(a) y Gi =9/9 t; para todo i <nm,
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Demostracidén. Es una adaptacién evidente dé [1], lema 3,

Sea A un 4lgebra de Fréchet que verifica las condiciones i), ii) y v)
de 4.5; bajo hip6tesis algo menos restrictivas es posible definir un
haz A sobre el espacio X(A), cuyas secciones globales coinciden con A.

Se considera para ello, para cada abierto U C X(A) el conjunto multi-
plicativo S; = {a € A: h(a) # 0 para todo h € U} y se define

A(U) = A [S;ll (dlgebra de fracciones de A definida por SU). Que esto
define un haz, asi como que cada A(U) admite una topologia que la hace
un dlgebra de Fréchet m-convexa formalmente real, es un hecho conocido
(ver [6], I.2).

En la misma referencia se prueba que A(U) puede describirse como el
conjunto de aplicaciones f: U — R que coinciden localmente con las
restricciones a U de las aplicaciones a (a € A); asimismo la aplica-
cién natural A — A(U) (indicada seglGn es usual, con a — a/1) in-
duce un homeomorfismo X(A(U)) — U.

Finalmente mencionemos que para cada abierto U C X(A) hay una aplica-
cién A-lineal Der(A) — Der(A(U)) (indicada D — D|U) bien definida
por la regla D|U(a/b) = bD(a) - aD(bJ/b2 para cada a/l1 € A(U).

TEOREMA 8.2. Sea A un dlgebra que verifica las condiciones i) a vii)
de 4.5. Existe entonces una unica estructura de variedad diferenciable
en X(A), tal que la transformacidn de Gelfand induce un isomorfismo

g: A — C7(X(A)).

Demostracidén. La unicidad es clara por 4.3. Veamos la existencia. En
primer lugar, X0 = {h € X(A): p(h) = 0} es un subespacio discreto a-
bierto y cerrado de X(A) (cf. 5.8); no hay dificultad en proveer a X0
de una estructura de variedad diferenciable de dimensién 0. El proble-
ma reside en los puntos de X - Xo; evidentemente para tratar este ca-
so puede suponerse que X _ = a.

Construimos el haz asociado al dlgebra A como se indicé arriba. Sea

h0 € X(A); por 7.12 podemos suponer que hay un entorno W de h0 y apli-
P

caciones fj e C”(R™) tales que 9j|w = f(xl,...,xn)|w; sea U un entor-

no abierto de h0 con U compacto, U c W, de tal forma que
01U U — Ee(O) sea suryectiva para un cierto ¢ > 0 (cf. 6.4),
Uc U, como en 6.2.

Notemos en primer lugar que 6 |W es inyectiva; en efecto, sean hl,h2
en W y supongamos que hl(xi) = hz(xi) para todo i < n. Entonces para

todo j <m hl(yj) = hl(fj(xl,...,xn)J = fj(hl(xp,...,h(xn)) =
= fj(hz(xl),...,hz(xn)) = hz(yj); de esto y de 6.1.b) resulta que
M(hl) = M(hz) y por ende h1 = h2.

Por la hip6tesis sobre U sigue que 6 |U: U — E .(0) es un homeomorfis-
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VCUy he€V, el ideal M(h) de A(V) es generado por los xi/1 - h(xi)
(1 <i<n).

Es evidente que M(h) es generado por los xi/1—h(xi) (1 <i<n)y los
yj/l - h(yj) (1 <j <m), de modo que bastard ver que cada yj/1 - h(yj)
estd en el ideal generado por los xi/1 - h(xi). Sabemos que
y; = T(fj) + a con 3j|w =0 (1<j<m). Sea s € A tal que sa; = 0
(1<j<m, s|T=1 $|X(A) - W=0, Asf s/1 = 1 en A(V) para cual-
quier abierto V C U, mientras que aj/1 = 0 en A(V). Pongamos A = 0 (h);
n
entonces fj - fj(k) = kzl g1 (t,-2), para cada j <m, con
85k e CT(RM); por consiguiente, si 1 < j < m, sera:
.- )-a. = L) ) o= T(£f.) - f.(A = -fL. (A =

y7h(y;)-ay T(f%) hT(£;) (£5) - T(E5;)) = T(£5-£5,(0))
= T(f.-£.(A)) = ] T(g.,)(x,-h(x,)) vy lo afirmado resulta aplicando

Jj 73 k=1 jk k k
el morfismo x — x/1 de A en A(V).
Sea V C U un abierto no vacio , sea @ = 0 (V); probaremos que

0:: c”(2) — C°(V) definida por Og(f) = f 6-establece una biyeccién
entre Cm(n) y A(V).

Consideramos el cdlculo operacional T: C”(R™ — A definido por

T(ti) = x; (1 <i < n); sean SQ y SV los correspondientes conjuntos

multiplicativos en C~(R®) y A. Evidentemente T(SQ) C SV’ luego queda
inducido un tGnico morfismo TV que hace conmutativo el diagrama (20)

(se utiliza que-C™(R™) [Sgll = C7(2)).

C*(R®) —Lf—» A
j l (20)
T

Sea f € C"(Q) y representémosla en la forma fl/f2 con f£,,f, € c”(RM)
y f2 € Sn; se tiene para cada h € V = X(A(V)):

A /N N\ B
T, (£) (h) = [T(fl)/T(fz)](h) = hT(fl)/hT(fz) =»f1(0(h))/f2(9(h)) =
= £(0(h)).

Esto prueba que TV = 02 y por lo tanto asegura que Bz(Cw(n)) e A(V).
Como 0% es inyectiva, bastard probar que 02 (C*(2)) = A(V). Para cada
a € A(V) definimos ¢(a): @ — R poniendo ¢(a) (6 (h)) = h(a) (bien de-
finido ya que 0 |V: V — 2 es homeomorfismo). Es inmediato que

¢: A(V) — C°(2) es un morfismo inyectivo, cuya imagen es una subdlge
bra de Co(n) que se indicard A'. Afirmamos que A' estd en las condicio

nes del lema 8.1.; en efecto, es claro que ¢(xi/1) = tilﬂ si 1<i<n.

Asimismo las disquisiciones previas dan enseguida la condicidn 2) ya
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que si A = 6(h) tendremos "a € M(h) < ¢(a) € M, Fing&mente, si D,
(1 <i < n) son las derivaciones de A que verifican Di(x.)lU = sij
(6.1. ¢c)), podemos poner Bi: A' — A' mediante Bi(¢(a)) = w(DiIU(a))
y es elemental verificar que se cumple 3.

Por 8.1 tendremos A' C Cm(Q) asi que ¢: A(V) — CW(Q) es un morfismo
inyectivo; ahora si h € V, 0% ¢(a)(h) = ¢(a) (6 (h)) = a(h), luego
92¢ = 1A(V) y entonces sigue que 92: C”(®) — A(V) es un isomorfismo.

De lo probado resulta que es posible definir en X(A) una estructura
de variedad diferenciable, tal que para cada abierto X C X(A) el dlge-
bra Cm(X) se identifica con A(X), y entonces la tesis es evidente.

Como consecuencia de este teorema resulta que la "categoria de las c”-
dlgebras" se identifica con la subcategoria plena (de la categoria de
dlgebras) formada por las dlgebras que verifican i) a vii) de 4.5.;
los funtores X —» C*(X), A —> X(A) establecen una equivalencia entre
esta categoria y la categoria de variedades diferenciables.

Mencionemos que si f:X — Y es una aplicacidn de clase C” entre varie-
dades diferenciables y f*: B — A es el morfismo correspondiente de
sus dlgebras, la diferencial usual de f en h € X(A) = X se identifica
con la aplicacién lineal inducida por f,

M(h)/M(h)2)* —> M(h')/M(h')2%)* , donde h' =hf*,
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MEJORA FICTICIA DE LA BONDAD DE AJUSTE DEBIDO A QUE SE AJUSTA
UNA FAMILIA DE MODELOS

Aldo José Viollaz

Dedicado al Profeson Luis A, Santall

1. INTRODUCCION.Hasta no hace mucho tiempo era muy comfin que el estadis
tico enfocara el anilisis de un conjunto de datos teniendo en mente un
modelo preconcebido, es decir, elegido independientemente de los datos.
En la actualidad y debido a la influencia del Andlisis de Datos (Data
Analysis) esta actitud estd cambiando gradualmente y hoy es frecuente
comenzar el andlisis de un conjunto de datos teniendo en mente una fa-
milia de modelos, dentro de la cual, en base a los datos y de acuerdo

a cierto criterio prefijado, se debe elegir el modelo més apropiado.
Esta elecci6n constituye un problema de decisién mdltiple cuya solucién
frecuentemente implica ajustar cada uno de los modelos de la familia
dada y calcular la medida de la concordancia de los datos con el mode-
lo seglin cierto patrén fijado. E1l objeto de este trabajo es estudiar

la mejora ficticia de la medida de concordancia de los datos con el mo
delo debido a que se ajusta una familia de modelos a los mismos datos.
En este trabajo.se considera el caso de variables aleatorias gaussia-
nas que satisfacen a una familia de modelos de regresidén con variables
independientes no estocdsticas ortogonales, y como medida de concordan-
cia entre los datos y el modelo se usa el error cuadrdtico medio.

2. DEFINICIONES. Sean

11 12 °°° Tln

- 21 22 ‘2n
(2.1) X(n)
an an o xnn
Bl
8
(2.2) ﬂ(n) :2
ﬁn

Aoande 1ac rraliimnac AdAa Y €arman 11N cAanrnaTi1ints Ao 1 vierfarec artfonoarma -
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Sea r entero tal que 0 < r < n y supongamos que el vector aleatorio
Y = (YI,YZ,...,Yn)'satisface el modelo de regresién:

(2.3) Y =X, By te » E( =0 , B(ee') =0’ 1

(r)
donde X(r) es la matriz que se obtiene conservando las primeras r colum

nas de X

my Y By = BraByseenB.

Para cada entero q, r <q <n , sean:

P(a) = {(PysPys-vesp )"t Py = 1, Py = 2,0005p, =T <D ; <...pP <q}

2@a) = {(PysPysevesP )" Py = 15 Py = 2,000,p, =T, (P q,...,P,} C

C {r+l,r+2,...,n} , s <q}l.

Sea P = (pl,pz,...,ps)' tal que P € P(q) o P € Q(q). Defina X como

(®)
la matriz cuya i-ésima columna es la columna pi-ésima de X(n). Analoga-

mente defina B(P) como el vector cuya i-é&sima componente es la pi-ési-
ma componente de ﬁ(n). De las definiciones de P(q) y Q(q) y de (2.3)

se sigue que el vector (Yl,YZ,...,Yn)', para todo P € P(q) o P € Q(q),
satisface al modelo

2

(2.4) Y E(e) =0 , E(ee') =0° I,

=Xy te o

El estimador de Gauss-Markoff o estimador minimo cuadriatico de B(P)

~

que denotamos por f satisface las ecuaciones normales

(®)

Xl

@ *@) Bey = X

@ Y

Debido a la ortogonalidad de la matriz X(P) se sigue que

R n
(2.5) B = ) x._ Y,

El correspondiente estimador insesgado de o? estd dado por

~2 1
(2.6) o =55 L1
() n-s o5 Tk
n 2 _
donde Zk = (7 xjk Yj) y P es el complementc del conjunto cuyos ele-
j=1

mentos son las componentes del vector P, respecto del conjunto
{1,2,...,n}.

A cada vector de indices P corresponde una ecuacidn de regresién y vi-
ceversa, Con P denotaremos tanto al conjunto de indices como su corres

pondiente ecuacién de regresién.

Consideremos las familias de ecuaciones de regresién P(q) y 2(q) y con
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sideremos el procedimiento que selecciona dentro de la familia P(q)

(o 2(q)) 1la ecuacién (o ecuaciones) de regresidn que minimiza E%P).

Dicha ecuacién (o ecuaciones) recibe. el nombre de '"mejor ecuacién de

regresi6én'" o "ecuaci6n de regresién 6ptima" y serd denotada por Popt
Entonces

s ~2 ~2
(2.7 . min o =0
P (P) (Popt)

donde P varia en P(q) o en Q(q) segfin sea el caso en consideracién.

Para cada ecuacién P € P(q) (o.Q(q)) E(G%P)) = 02. Sin embargo Poptes

un vector de indices aleatorios y en general

(2.8) E(o2 ) # 62,
(Popt)

Para cada vector observado y de Y, corresponde una ecuacién 6ptima

Popt(y) con error cuadritico medio 02 el cual se estima mediante

~2

g .
Fopt(y)?

Por lo tanto resulta natural definir la mejora ficticia de la bondad de

ajuste inducida por el método de seleccifn, como la razén:

B )
(2.9) \ = _____%RE__ .
[
Sean
(2.10) U = min o2
PeP(q) ®)
. ~2
(2.11) V= min o
PeQ(q) ®)

En este trabajo consideramos solamente la mejora ficticia de la bondad

de ajuste inducida por procedimientos de seleccién que consisten en mi-
~

nimizar el error cuadrdtico medio O%P) sobre ciertas familias de ecua-

ciones de regresidén. En la Seccidén 3 se prueba que la variable V puede
escribirse como la media aritmética de las primeras (n-q) componentes
de cierto estadistico de orden (Teorema 3.1) y se encuentra una expre-
sién asintStica para la mejora ficticia de la bondad de ajuste X\ para
el caso en el cual P varfa en Q(q). En la Seccién 4 se encuentra una re
presentacién para U en funcién de un estadistico de orden (Teorema 4.1)
y se encuentra una aproximacién por exceso para A para el caso en el
cual P varia en P(q). Ademds, se realiza un estudio exploratorio por el
método de Montecarlo que parece indicar que la aproximacién es muy bue-

mea Brn 1o ComecritZ2a € ca arml1can 1ac vacitl+tadne dea Tace cacrcinonee 2 v 4 al
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cual P varfia sobre familias P'(q) y 2'(q) que son de uso frecuente en
la aplicacién practica de procedimientos de seleccién de la ecuacién de
regresién 6ptima.

3. LA VARIABLE V. En esta seccién supondremos que el vector de errores
e definido en (2.3) tiene distribucién normal con E(e) = 0, E(ee') =

= 021. Bajo este supuesto las variables aleatorias Zk/oz-forman un con-
junto de variables aleatorias independientes cada una con distribucién

2
X(l)'

TECREMA 3.1. La variable aleatoria V definida por (2.11) puede expresar

se como

n-q
Z

(3.1) v = Ll

I~y

g
n-q .

donde Z(l)’Z(Z)""’Z(n—r) es el estadistico de orden correspondiente a
z z .z

r+1°"r+22°°°*"pn"

Demostracidén.Sea P = (pl,pz,..;,ps)' € Q(q)- Entonces se tiene

1 Z 1 nis
—_— Z, > — Z
n-s o3 k n-s .2, (k)
Por otra parte puesto que Z(l) < Z(Z) < ... < Z(n_q) se tiene
1 nis 1 n-q
_— Z >— ] L .
n-s 2, "(k) n-q . (k)
Por 1 LI e t ve L1
or lo tanto —_— _ —_ y entonces —_ .
n-s ey kT on-q .2, (k) n-q .2, (k)

-1 Bza .
Por otra parte, puesto que (n-q) 1 ) Z(k) es una de las variables de
k=1

la familia sobre la cual se toma el minimo, vale la desigualdad en el
otro sentido. Esto completa la demostracidn.

La siguiente proposicién la cual es un caso particular del Corolario 4.4
de Bickel (1967) es Gtil pues nos da una aproximacién conveniente para
E(V).

PROPOSICION 3.1. Sean Xl,Xz,...,Xm variables aleatorias independientes

e identicamente distribufdas con funcidn de distribucidén G y funcidn de
densidad g. Supongamos que E(X%) < o y que existe A tal que g es mond-

tona para |x| > A. Definamos V_ mediante

V = 1 5P
m_ m_p kzl X(k)
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donde x(lj,x(z),:..,x(ﬁ) denota el estadistico de orden. Entonces si

0 <a <1

1 (% -1
(3.3) 1im /m [E(V,) - ;J G™ (t)dt]l = 0.
0

n+, (m-p) /m +a

Sean F y f las funciones de distribuci6én y de densidad de probabilidad
de las variables Zk’ respectivamente. Bajo el supuesto de distribucién
gaussiana del vector de errores e se satisfacen todas las hipdtesis de
la Proposicién 3.1. Identificando (Z Z

. '
-1’ r_2,...,Zn) con

(xl,xz,...,xm) se deduce que E(V) puede aproximarse por

1 J: F'l(u) du donde @ = (n-q)/(n-1).

IR

(3.4) E(V) s

Puesto que

1
(3.5) o? = E(z,) = J Fl) du
0

la funcién X = i(a) definida por

Ja Flu) du
(3.6) K = ¢ 2
[" F ) du
‘o

puede tomarse como una aproximacidn para A.
Mediante el cambio de variable u = F(t), X puede escribirse como

Jx f(t) t dt
(3.7) N@) =+ &

Q=

J: f(t) t dt

Sin pérdida de generalidad se puede suponer 02 = 1 de modo que
(3.8) £(t) = (2m)" M2 712 exp(-t/2) , t >0

Fee) = 20(¢/%) -1, t>o0.

t
donde ¢(t) = (2r)~1/2 J exp (-u?/2) du.

Reemplazando (3.8) en (3.7) y resolviendo las integrales se obtiene

~

N(a) = % [ 26 (vX)-1 -\/g /X exp(-x/2)] donde x = F ).

B Mo ot T 2 4 ot Tt W e T e A N mem m A SE e M EN e N T
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a 0 0,25 0,50 0,75 0,90 [0,99 | 1,00

A(a)| 0,000 0,034 | 0,103 | 0,368 | 0,624 | 0,925 ( 1,00

Tabla 3.1

La tabla 3.1 muestra que la magnitud de la mejora ficticia de la bondad
del ajuste es importante aln para valores pequefios de la razén f =1-a =
= (q-r)/(n-r). Todo el andlisis precedente estd basado en la hip6tesis
de que el vector de errores e tiene distribucién gaussiana. Es de espe-
rar que resultados andlogos valgan si se cambia la hipdtesis de norma-
lidad por una hipGtesis mds general. Sin embargo el andlisis de este ca
so es mis dificil pues las variables Zk no son ya independientes e iden
ticamente distribuidas, segln se deduce de una conocida caracterizacién
de la distribucién normal (ver Feller (1966), pag. 77).

L, LA VARIABLE U. En esta seccidn estudiamos A para el caso de la fami-
lia P(q). Supondremos que el vector de errores e tiene distribucién nor
mal con parametros E(e) = 0, E(ee') = o? I.

TEOREMA 4.1. La variable U definida por (2.10) puede representarse como:

) 1 n q-s
(4.1) U= min s | Z, * Z Z,,,1

O<s<q-r k=q+1 k

donde Z(l),Z(z),...,Z(q_r) es el estadistico de orden correspondiente

a Zr+1,Zr+2,...,Zq.

Demostracidén. Sea P € P(q), A(P) = {r+1,r+2,...,q} {pr+1,pr+2,...,ps}.

Entonces
52 1 3 1 n azs
(4.2) o =—1017 .+ ] 2] < —1 2+ ) z,.1
(®)  m-s 1 keA(P) X TS plge1 K o (R
y por lo tanto
(4.3) Usmin oI 7 z, + 45° Z oy -
s k=q+1 k=1

Por otra parte el conjunto de vectores P sobre el cual se calcula el mi
nimo en el segundo miembro de (4.1) es un subconjunto de P(q). Por lo
tanto

1 ¥ 1
(4-4) U < min n—_? [ z Zk + z VA
s k=q+1 k=1

De (4.3) y (4.4) se sigue la conclusién del teorema.

COROLARIO 4.1. S2 E|l Xl <e , k =1,2,...,n, entonces
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; - 1 2, 458
Eu) < min —— [ (n-q)o° + E(Z )1.
0ss<q-r n-s kzl (k)

Demostraceidn. La conclusién sigue de inmediato de (4.4).

Supongamos que el vector de errores e tiene distribucién normal con pa-
rametros E(e) = 0, E(ee') = 0?I. sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que o? = 1. Entonces Zk’ k=1,2,...,n, tiene distribucién x%l)
cuya funcién de distribucidén denotamos por F. Una aproximacidn conve-
niente para la cota del Corolario 4.1 puede obtenerse reemplazando

a2
1 Y E(zZ ) por la aproximacién, proporcionada por el Teorema 3.1,
n-s 42 (k)
que sigue:

q-r

n-s

(q-s)/(q-1) -1
J F “(u) du

0

Asi se obtiene la siguiente estimacidn K(B8) de la cota del Corolario
4.1

(1-8) + B JZ Fl(u) du

K(B) = inf
X (1-8) + x B

donde B = 1-a = (q-r)/(n-r).

La Tabla 4.1 da los valores de K(B) para §

0,1; 0,255 0,50; 0,75; 1.

8 1,00 0,75 0,50 | 0,25 0,10
K@) | 0,00 0,46 | 0,69 | 0,86 | 0,95

Tabla 4.1

A fin de tener alguna informacién acerca de la proximidad de la funcién
K(B) a la funcién A = E(U)/G2 se ha estimado N por el método Monte Car-
lo tomando 100 muestras de tamafio n = 40. Los resultados figuran en la

Tabla 4.2.

g|1,00]|0,75[ 0,50 0,25 0,00

A|o,00]0,44] 0,67 0,83 1,00

Tabla 4.2

La comparacién de las tablas 4.1 y 4.2 muestra que la funcién K(g) es

una buena aproximacién para A.

Del examen de la Tabla 4.1 se concluye que la magnitud de la mejora fic
ticia de la bondad de ajuste es importante aunque sensiblemente menor
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ry q s6lo a través de B = (q-r)/(n-1).

APLICACION AL ANALISIS DEL PROBLEMA DE SELECCION DE LA MEJOR ECUACION
DE REGRESION.

El problema conocido con el nombre de "Seleccifn de la mejor ecuacién

de regresién' es un problema que admite m&s de una solucién. El1 concep-
to: mejor ecuacidn de regresidn tiene en general significados diferen-
tes, dependiendo del problema en consideracién. Por otra parte la intro
ducci6én de dicho concepto constituye en el mejor de los casos una simpli
ficacién del problema a fin de facilitar su solucién. El juicio personal
aplicado'al andlisis del problema en consideracién es un ingrediente im-
portante en la solucién de todo problema de seleccién de la mejor ecua-
ci6n de regresidén. En consecuencia no existe un tGnico procedimiento es-
tadistico para_fesolver el problema. Entre los procedimientos empleados
podemos citar:

(1) Elegir la ecuacién de regresién que minimiza el estadistico Cp de
Mallows (ver Daniel C. (1971), Cap. 6),

(2) Elegir la ecuacién de regresién que minimiza el error cuadridtico me-
dio estimado,

(3) Procedimientos de selecci6én de las variables regresoras basados en
tests F individuales,

(4) Seleccién de las variables regresoras en base al coeficiente de co-
.rrelacién mdltiple R,

En la solucién de un problema dado, ademis de la aplicacidén de alguno
de los procedimientos arriba descriptos o de algln otro, se tienen en
cuenta otros factores, pero no es el momento de considerarlos aqui.

Los procedimientos conocidos con los nombres de: Eliminacién progresiva,
Ampliacién progresiva y Regresifn en etapas, pertenecen a los procedi-
mientos definidos. por (3).

El coeficiente de correlacién mfiltiple R? debe emplearse con mucha pre-
caucién por cuanto Rzno tiene en cuenta el incremento del error cuadrid-
tico medio estimado, por pérdida de grados de libertad (ver Draper and
Smith (1966), pdg. 63 y 118). E1l m&todo (2) constituye una variante de
(4) sin ese defecto. En efecto, si definimos el coeficiente de correla-
cién mdltiple corregido por grados de libertad por

a2
(5.1 R2 = 1 - ()
¢ 1% 7 2
a7 L (D
j=1

; . . . P 2
entonces el procedimiento (2) consiste en maximizar Rc.

Los resultados de las secciones 3 y 4 se refieren a procedimientos del
tipo (2) los cuales, en esta seccidn serdn extendidos a familias P'(q)
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y 2'(q) que son de uso frecuente en la aplicacién de métodos de selec-
cién de la mejor ecuacién de regresidn.

En el caso del procedimiento (1) como la mejor ecuacién de regresién se
obtiene minimizando Cp, obviamente se produce también una mejora aparen
te de la bondad de ajuste de la ecuacién 6ptima. E1 autor tiene en pro-
greso un trabajo al respecto.

Un andlisis cuidadoso del problema especifico a resolver por regla gene
ral conducird a la individualizacién de un conjunto de variables
Xl,Xz,...,Xq que contiene todas las variables relevantes. De manera

que la hipdtesis de que existe un conjunto de r variables que satisfa-
cen el modelo de regresién (2.3) es plausible. Mds aldn, esta hipdtesis
es con frecuencia asumida explicitamente en el uso de los métodos de se
leccién de la mejor ecuacién de regresién. (ver Daniel C. (1971), pég.
83).

Las familias de ecuaciones de regresién definidas por P(q) y Q(q), den-
tro de las cuales se busca la ecuacidén de regresién Sptima,no son fami-
lias empleadas en la aplicaci6n prictica de los métodos de seleccién de
la mejor ecuacién de regresién y su eleccién ha sido una cuestién de con
veniencia. Sin embargo, los resultados obtenidos en las secciones 3 y 4
son esencialmente vdlidos para familias empleadas en la prdctica y que
definimos en lo que sigue.

La situacién que se presenta con mayor frecuencia es aquélla en la cual
después de un andlisis cuidadoso del problema se ha determinado un con-
junto de q variables potencialmente importantes: XI’XZ""’Xq’ y la fa-

milia en consideracién consiste de todas las ecuaciones de regresién
que se pueden construir usando un nlmero cualquiera de estas variables,
con la condicién de que todas contengan un término constante, que escCri
biremos en la forma Bl X, con X1 = 1, Esta familia serd denotada por
P'(q). Luego,

(5.2) P'(q) = {(pl,pz,...,ps)': 1=p1 <py < ... <pg < ql.

Otra situacién que puede presentarse en la prédctica es aquélla en la

cual se tiene un conjunto de n variables potencialmente importantes

XI,XZ,...,X , dentro de las cuales se desea elegir la mejor ecuacidn de
n

regresién con las restricciones de que X; esté siempre presente y no se
usen mds de q variables, q < n. Denotaremos a esta familia por Q'(q).
Luego

(5-3) Q'(Q) = {(PI,PZ,---,PS)': 1 ='P1, 2 <Pi <n, i=2,...,s8, s Sq}-

Obviamente se tiene P(q) c P'(q) y 9(q) c 9'(q). Por lo tanto si A' se
define por
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donde P varfa en P'(q) o en Q2'(q), segln sea el caso en consideracién,
se tiene
A <A,

Puesto que P € P'(q)-P(q) (o P € 2'(q)-2(q)) implica que se ha omitido
por lo menos una variable relevante, G%P) serd una variable (estricta-

mente) estocdsticamente mayor que E%Q) para todo Q € P(q) (0o Q € 2(q)).

De aqui se deduce que en general el nGmero A debe ser una buena aproxi-
macién (por exceso) para A', En consecuencia los resultados de las sec-
ciones 3 y 4 son vdlidos para el andlisis del procedimiento de eleccién
de la ‘ecuacién de regresi6n 6ptima sobre las familias P'(q) y 2'(q).

La mejora aparente para estos casos es mayor que la que muestran las ta
blas 3.1y 4.1, Aln en aquellos casos en que A no sea una buena aproxi
macién para A', los resultados de las secciones 3 y 4 son dtiles pues
proporcionan cotas para el minimo de la mejora ficticia, es decir, la
mejora ficticia es por lo menos de la magnitud de dichas cotas.

Debe tenerse presente que todo el andlisis precedente es vdlido bajo el
supuesto de que el vector (Yl,YZ,...,Yn)' tiene distribucidén normal y

las columnas de X(n) forman un conjunto de n vectores ortonormales. En

el caso de la familia P'(q) el supuesto de ortonormalidad es requerido

para las primeras q columnas de X(n). Las variables Xq ...,Xn no son

+1°
regresores sino que representan una particidén ortogonal de la suma de
cuadrados residual correspondiente al modelo que incluye las variables
Xl’X2’°"’X

.

q
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APROXIMACION DE CONJUNTOS ESTRELLADOS
COMPACTOS POR FAMILIAS ESPECIALES

Fausto A. Toranzos

Dedicado al Profeson Luis A, Santal$

ABSTRACT. It is well known that every convex compact set of R" can be
approximated, in the sense of Hausdorff-Blaschke, by members of two
particular families, that of convex polytopes, and that of smooth and
rotund convex bodies, The aim of this note is to generalize those re-
sults to compact starshaped sets of R".

1. INTRODUCCION Y DEFINICIONES BASICAS.

Una técnica de uso general en la teoria de conjuntos convexos de di-
mensién finita es la aproximacidén de un convexo compacto por miembros
de una familia particular, densa en la métrica de Hausdorff-Blaschke.
De tal forma, resultados fdciles de obtener para los miembros de di-
cha familia pueden ser extendidos '"por continuidad'" para cualquier
convexo compacto. Esta técnica se aplica usando como familia especial
la de los politopos convexos, que tienen una estructura facial senci-
1la, o bien la familia de los '"convexos regulares', es decir convexos
compactos, suaves y rotundos. Estos tGltimos conjuntos tienen la par-
ticularidad de que la correspondencia (hiperplano de apoyo) < (punto
frontera) es biyectiva. Para los correspondientes teoremas de densidad

nos remitimos a los textos generales de Convexidad, por ejemplo [ 2],
[8] 6 1[9].

En esta nota trataremos de generalizar tales resultados sustituyendo
la convexidad del conjunto a aproximar por la condicidén de ser estre-
llado. Por supuesto, las familias aproximantes serdn '"politopos estre-
llados" y "estrellados suaves'", respectivamente. La primera de estas
generalizaciones habia sido enunciada en [ 5] para R3, aunque no se da-
ba alli ninguna demostracidén., Un esbozo de demostracién para el caso
de politopos estrellados aparece en el pardgrafo V.4 de [8].

Sea A C R™, x e y dos puntos de A. Dirémos que x ve a y via A si el
segmento [x;y] estd incluido en A. La estrella de x en A es el conjun-
to st(x;A) de todos los puntos de A que ven a x via A. Diremos que X
es un punto radiante de A si st(x;A) = A, es decir si x ve a todo A.
El mirador de A es el conjunta mir A de todos los puntos radiantes de
A. Diremos que A es estrellado si mir A # §, es decir, si A tiene al
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-menos un punto radiante.

Una componente convexa de A es un subconjunto convexo maximal.Diremos
que una familia de componentes convexas de A es cobertora si la unién
de dicha familia es A. Es conocido que mir A es la interseccién de
cualquier familia cobertora de componentes convexas de A. La primera
demostracidén de este resultado es el lema que precede al teorema 2 de
[6]. Un conjunto estrellado es simple si admite una familia cobertora
finita de componentes convexas. Un politopo estrellado es un conjunto
estrellado simple cuya familia cobertora finita estd integrada por po
litopos convexos. En otras palabras, un politopo estrellado es la
unién de una familia finita de politopos convexos, cuya interseccién

sea no vacia.

Indicaremos con &n a la familia de todos los conjuntos estrellados
compactos de R™ que tengan al origen de coordenadas 6 como punto inte
rior de su mirador. Entonces, si A € 8n cualquier semirrecta que par-
ta del origen intersecard a A en un segmento cerrado. Si denotamos
con S la superficie esférica unitaria, podemos definir la funcién ra-
dial de A como la funcién pA:S - rY ta1 que pA(x) es la longitud de
la interseccién de A con la semirrecta que parte de 6 y pasa por x.
Diremos que el conjunto estrellado A es suave si su funcidén radial es
diferenciable. Cuando tratemos convergencia de funciones continuas em
plearemos la llamada '"norma del supremo'" o ''morma de la convergencia

uniforme" definida asi:
I£l = sup {1£(x)1| x € D}
donde D representa el dominio de f. En particular, si dicho dominio es

compacto, como en el caso de las funciones radiales, corresponde tomar
miximo en lugar de supremo.

El entorno de radio ¢ del conjunto A es el conjunto
B(A;e) = {x| existe y € A con d(x,y) < e}

i C y D son conjuntos compactos de R™, la distancia de Hausdorff en-
tre C y D es el nimero

d(C,D) = inf {e > 0 |D C'B(C;e) y C c B(D;e)}

Es bien conocido que la familia de los conjuntos compactos de R™ con
la distancia de Hausdorff forma un espacio métrico que goza de la pro-
piedad de Borel-Lebesgue. Mds aldn, la subfamilia de los convexos com-
pactos es cerrada en este espacio (Blaschke). Recientemente, Hirose
[4] ha demostrado que lo mismo vale para la subfamilia de los estrella
dos compactos.

2. APROXIMACION POR POLITOPOS ESTRELLADOS.
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LEMA 2.1.: Sea P un polftopo estrellado en R". Entonces mir P y conv P
son polftopos convexos.

Demosgtracidén. Sea {Ki| i=1,2,...,j} una familia cobertora de compo-

nentes convexas de P constituida por politopos convexos. Entonces

mir P = % Ki es un politopo convexo. Por otra parte, sea Ei = ex Ki
i=1

el conjunto de puntos extremales de Ki’ y sea E la unién de los j con-

juntos Ei' Es claro que E es un conjunto finito, y que ademds conv P =

= conv E. Luego conv P es un politopo convexo.

LEMA 2.2, Sea L un conjunto estrellado y cerrado en R®. Entonces exis-
te una, sucesién {Ly | k € N} de estrellados simples y cerrados que con

verge a L en la métrica de Hausdorff. Mds aun, L converge a L en forma

k
mondtona creciente, mientras que mir Lk converge a mir L en forma mo-

ndtona decreciente.

Demostracibn. Sea A = {al; a,; a5; ...} un subconjunto numerable y den

so en L. Para cada k € N sea K, una componente convexa de L que conten
ga al punto a,. Una aplicacién rutinaria del lema de Zorn asegura la

existencia de dicha componente convexa. Entonces definamos

. k . N a2

L= U Ki‘ Es facil verificar que la sucesidn {Lk | X € N} cumple
i=1

todas las conclusiones del lema.

Veamos ahora la posibilidad de aproximar estrellados simples por poli-
topos estrellados.

LEMA 2.3. Sea L un conjunto estrellado simple y compacto en R® y sea
e > 0. Entonces existe un polftopo estrellado P que verifica
P cCL C B(P;e).

Demostracidn. Sea {K; | i =1; 25 ...; j} una familia cobertora fini-
ta de componentes convexas de L. Por un bien conocido teorema de apro-
ximacién (ver, por ejemplo, el teorema 12.3 de [9], o bien el teorema
V.1.6 de [8]) para cada i existe un politopo convexo P, tal que

Pi C Ki C B(Pi;e). Entonces, si definimos a P como la unién de estos j

politopos, resulta que tal P satisface la tesis.

TEOREMA 2.4. Sea L un conjunto estrellado compacto en R%, y sea e > 0.
Existe un politopo estrellado P tal que P C L C B(P;e).

Demostracidén. Por el lema 2.2, existe Lyestrellado simple y compacto
tal que L, clLc B(Lo;e/2). Pero entonces, por el lema 2.3 existe un
politopo estrellado P tal que P C Lo C B(P;e/2). De ambas aproximacio-
nes, y gracias a propiedades elementales de la métrica de Hausdorff
(ver, por ejemplo, el lema Y.1.1 de [ 8]), resulta:
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PCL CLCcC B(Lo;s/Z) C B(B(P;e/2);e/2) = B(P;e)

En el caso especial en que mir L tuviera interior no vacio es posible
mejorar el teorema anterior para obtener simultdneamente aproximacio-
nes de L "desde adentro'" y "desde afuera" por politopos estrellados

- homotéticos.

TEOREMA 2.5. Sea L € &, y ¥ > 1. Entonces existe un politopo estrella
do P tal que P C L C YP , donde YP es la imagen de P por una homote-

cia de razdn vy.

Demostracidn. Sea a > 0 tal que B(f;a) C mir L. Elegimos e tal que

0 <e <a(y-1). Por el teorema 2.4 existe un politopo estrellado P
tal que P € L C B(P;e). Si definimos ¥P = {yx | x € P} es facil veri-
ficar, siguiendo las lineas del teorema 12.4 de [9], o bien del teore
ma V.1.9 de [ 8], que vale B(P,e) C vP. Es claro que YP es un politopo
estrellado, y que 6 € mir 7yP.

3. APROXIMACION POR ESTRELLADOS SUAVES.

La necesidad de aproximacién de estrellados por politopos se justifica
facilmente, ya que es claro que para estos Gltimos resulta mds senci-
1lo introducir conceptos métricos como volumen, superficie, etc.

No es tan inmediato entender la necesidad de teoremas de aproximacién
por conjuntos estrellados suaves. Sin embargo, la geometria de conjun
tos estrellados emplea frecuentemente conceptos locales, en particular
la diferenciabilidad de su frontera. Por ejemplo, en [3] se obtiene
una descripcién del mirador de un conjunto estrellado plano cuya fron-
tera sea diferenciable, a partir de sus puntos de inflexién, es decir
de aquellos puntos en que la curvatura de la frontera cambia de senti-
do. En [7] se utiliza la suavidad de una figura estrellada para resol-

ver un problema extremal sobre su perimetro.

Es bien conocido que si A € &n su funcién radial es lipschitziana. En
[6] se calcula la constante de Lipschitz 6ptima para las funciones ra-
diales de los conjuntos de &n contenidos en la bola B1 y tales que su
mirador contiene otra bola concéntrica B,. Reciprocamente, toda fun-
cién lipschitziana f: S — R+ da origen a un estrellado de &n, como

veremos en el lema siguiente.

LEMA 3.1. Sean A1 y A2 elementos de 8n con funciones radiales PLY P,
respectivamente. Entonces d(Al’AZ) < le-pzu.

Demostracidén. Para cada x € S sea X, = pl(x).x; x, = pz(x).x. Entonces,
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A1 = U [0;x1] ; A, = v [0;x2]
X€S Xx€S
Supongamos entonces que le - pZH =a , yseatée€ Al’ t # 6 y denote-

mos con I1 la interseccién de A1 con la semirrecta que sale del origen
y pasa por t. Andlogamente I2 serd la interseccidn de A, con dicha se-
mirrecta., La diferencia entre estos dos intervalos serd un segmento de
longitud menor o igual a «. Entonces existe t' € A, tal que d(t,t") <
< a, Como esto vale para todo t € A1 resulta A1 C B(Az;a). Anidlogamen
te A2 C B(Al;a). Por lo tanto, d(Al’AZ) <a,

TEOREMA 3.2, Para todo A € 8n existe una sucesidn de estrellados sua-

ves {Aj|j € N} que converge a A en la métrica de Hausdorff.

Demostracidén. Sea p la funcién radial de A, Entonces, por el clésico
teorema de aproximacién de Weierstrass en R" (ver, por ejemplo,l 1] te
orema 7.4.1) existe una sucesién {pjlj € N} de polinomios en n varia-
bles, tales que 1lim lp - ij = 0. Para cada j € N sea Aj el conjunto
estrellado suave que tiene a p; como funcién radial y que se constru-
ye de la manera indicada en el lema anterior. Entonces resulta, preci-
samente por el lema 3.1., 1lim d(A,Aj) = 0.
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EXISTENCE OF A FUNCTIONAL CALCULUS OVER SOME
ALGEBRAS OF PSEUDO-DIFFERENTIAL OPERATORS

Josefina Alvarez Alonso

Dedicado al Profesor Luis A, Santalf

ABSTRACT. First, we introduce a general notion of functional calculus
over an algebra of operators, relative to an algebra of functions.
Next, we apply this notion to the cases of certain pseudo-differential
operators and certain regularizing operators. We give a functional cal
culus over some algebras of classes of those pseudo-differential opera
tors, relative to Cm(R). Also, we obtain a functional calculus over re
gularizing self-adjoint operators, relative to some real continuous
functions.

INTRODUCTION. Let A be a bounded, linear, self-adjoint operator defi-
ned in a Hilbert space H. If P represents the algebra of one variable
polynomials with real coefficients, it is known that the map

P — L(H)

_ n - n
P = a0+a1t+...+ant — P(A) aOI+a1A+...+anA
is continuous, if P is provide with the topology of uniform convergence
in the compact sets of R.

Thus, we can define f(A) for any continuous function f:R—R. In this
way, we determine what is usually called a functional calculus over
the real sub-algebra of L(H), generated by the self-adjoint operator
A.

Here, we first intend to give a more precise notion of a functional
calculus over an algebra of operators. Next, we introduce some alge-
bras of classes of pseudo-differential operators,and we study the pos-
sibility of defining a functional calculus over them, in the following
way: If K is some of these algebras with the composition of representa
tives as a product, there exists a functional calculus over K given by

P— K

P —— PQA) for A € K, fixed

What we do then, is to endowe P and K with adequate topologies, such
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that this map is continuous, and can be extended to a reasonably wide
class of functions, This is developed in Section 2.

In Section 3, we define a functional calculus over each algebra in-
troduced. There, we find the same asymptotic expansion obtained by
Strichartz in [1]. To estimate the order of each term in this expan-
sion, we include the proof of Strichartz, adapted to our situation.

In Section 1, we study a general notion of functional calculus.
For a theory of pseudo-differential operators, see [2].

As we said above, we obtain here a functional calculus over classes
of pseudo-differential operators. Using these results, it is possible
to define an "exact" functional calculus. This, will be the subject
of other paper, in preparation with Prof. A.P. Calderdn.

1. A NOTION OF FUNCTIONAL CALCULUS.

P will always denote the algebra of one variable polynomials, with
real coefficients.

DEFINITION 1.1. Let F be a real algebra of functions f: R — R, with
the pointwise multiplication product; we suppose that P is contained
in F. Let K denote a real algebra of operators that are defined from
some topological vector space into itself, with the composition as a
product.

A functional calculus over K with respect to F, is a nap

FxKk 2.k

that verifies:
1) If 1 is the function with constant value 1 and K is a unitary al
gebra with identity I, 6(1,A) =1 , VvV A €K.

2) If t is the function f(t) =t , 6(t,A) = A, YA EK.

3) G(alfl + a A) = ale (fl,A) + azo(fl,A), v «.€ R, fi e F, A K.

2f2’
4) 0(f,.£,,A) = 0(£,,A) o 0(f,,A), V£ &F, AcK.

These axioms, are satisfied by the exampic given in the introduction;

but this calculus, verifies also the following supplementary property:
f1 o fz(A) = II[fZ(A)]

Accordingly, we state:

5) If the algebra F is closed under composition, then

0(f. 06(f_A)) =60(f. o f..A). Vf. € F . AeceK.
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THEOREM 1.1. We suppose F and K with structures of Fréchet algebras
such that: i) P is dense in F.

i7) Given A € K, the map

P—— K
P — PQ) is continuous.
Then, there exists a unique way of extending the basic calculus P(A),
to a functional calculus 0 over K ,with respect to F.
Moreover, we suppose:
222) F Zs closed under composition. The map
FXF —F

(f,g) —— f o g Zs continuous in each variable.
iv) The map

K — K
A —— P(A) 18 continuous,given P € P,

Then, the functional calculus 0 is complete.

Proof. The map P —— P(A), js linear and continuous,defined in coun-
tably semi-normed spaces; moreover, P is dense in F and K is complete;
so,this map can be extended in a unique way to F .

Let 6 this extension, that determines a map 6:F Xx K —— K . It is
not difficult, by passage to the limit, to verify that 6 is a functio-
nal calculus. With respect to the completeness, we have to show that
e(fl’?(fz’A)) =0(f) © £,,A), V£, €F, AE€K:

Given fl,f2 € F, let {Pk}’ {Qj} be sequences in P, such that Pk——+ fl,

Qj —_ f2, in F .vk, j = 1, we have 0(Pk,0(Qj,A)) = 0(Pk ° Qj,A).

For k =2 1, A € K fixed, let j —> * ., Under the hypothesis made, is

0 (P ,0(f,,A)) =0(P, o £,,A), Vk=>1.

Now, we let k — °°; making use again of the hypothesis, we conclude
the completeness of 0.

REMARK 1.1. We replace in Theorem 1.1 the condition ii) by
ii)' The map P — K
P —— P(A)

is continuous,uniformly with respect to A on the bounded sets of K.
Then, the functional calculus 0, is also continuous in the second va-
riable.

In fact, given f € F, A € K, let {B_} C K be a sequence such that
Bj —> A in K. We have to show, that 6 (f,A) = lim O(f,Bj).
Let {Pk} C P, with Pk———+ f in F. If || || denotes any of the semi-norms
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defining the topology in K, we have:

HO(f,Bj) - (£, < Hﬂ(f,Bj) - 0(Pk,Bj)H +

+ HO(Pk,Bj) - 6(Pk,A)H + H0(Pk,A) - 0 (£,A)l

The sequence {Bj} together with its 1limit A, form a bounded set in K;

sovthat, by ii)', we can make the first and the third term in the ri-
ght member <€ /3, € > 0 given, for k = ko(S), not depending on j.

Now, if we fix k = ko, we can make the second term < €/3, for
j = jo(e), by the condition iv) of Theorem 1.1.

2. SOME ALGEBRAS OF CLASSES OF PSEUDO-DIFFERENTIAL OPERATORS.

First, we remind some definitions and basic properties from the theo-
ry of pseudo-differential operators.

For m € R, let
S™ = {a = a(x,t) € C(R™x R™) / for each «,8 € N",

. anB < m-| B
1 C >0, with IDnga(x,E)l < Cae(1 + | &l) }

af
o 3 %1 2 %n
where D_ denotes (——) o...0( )
x X 0x
1 n
Given a € Sm, the expression
Af(x) = J elxga(x,é) f(¢§) dt , fe C:(Rn) s

-
where f is the Fourier transform of f, defines a continuous linear ope

rator A: C:(Rn) — C”(R™), of order < m. A is called a pseudo-dif-
ferential operator of order < m.

The function a(x,£) is determined uniquely by A and is called the sym-
bol of the operator and denoted o (A).

When the distribution kernel associated to A has proper support, we
shall say that A is properly supported. In this case, A maps C:(Rn) to
® o0

Co(R™).

I-m

-differential operators of order < m.

will denote the complex vector space of properly supported pseudo-

As a particular case, I° is closed under composition and adjunction;
thus, with these operations, 1° is a self-adjoint algebra. We shall be
interested on some elements of I° ,for whose definition, we shall need

the notion of sum of an asymptotic expansion:

Let {aj} be a sequence in S°, such that a e s73, for all j = 0.
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~-N

a- ] a. €S vV N2> 1,

F<N J

We shall say that 2 is a sum of the expansion Z aj, which we denote

by a~7] a.. J
L %3
J -

If 7 = N 8§73 it is clear that the sum of | a, is determined mo-
j20 i !

dulo $°°

DEFINITION 2.1. Following [2], let
I, = {A € 1°/0 (A) ~ L a; , with a. a function in s73,
54073 j

which coincides for |¢l = 1/2, with a function in

Cm(Rnx(Rn\O)) positively homogeneous in ¢ of degree
~j, a0 real}l.

IH is a real algebra, with the operations induced by I°.

In fact, we can show that if A,B € IH’ with o (A) ~ zaj, 0(B)~] bk’

then we have: J k

L al (1 o«
o (AeB) ~ J [ (-1) D, a. D_ b, 1
2 k+j§'| ai =L ot E J X k

The importance of this class is that, if A€ I each term in an asym

H’

ptotic expansion for o(A) is uniquely determined for & = 1/2.

In fact, if we suppose that o0 (A) is also an asymptotic sum of J ai
|

under the same conditions, we have 0 ~ Z(aj - aé).

By the definition of a sum, we have a - a' € S_l; thus,
o o

la,(x,8) - al(x,£)l <C (1 +1¢)7, for (x,t) € R™x RY
By the homogeneity condition, if § is fixed with & = 1/2, we have

la, (x,8)-a) (x,6)1 = limla (x,\E)-al (x,\)I< C lim (1+IXg1)7F = 0.

A>o A>o
So that, ao(x,E) = aé(x,E) in R® x {|&] = 1/2}.
Applying the same argument to the other terms, we conclude the state-
ment.
DEFINITION 2.2. Given k = 1,2,..., let

_k_ - .
Iy = hely/ a, 0 for 0 <j <Kk}.
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Using the results about composition, we can show that I;k is a two-
sided ideal of I, Thus, we can form the quotient

k _ -k
J" = IH/IH
and provide it with a structure of real algebra.

If Ae Jk, an operator A € I, will be a standard representative of

the class, if o (A) ~ Zk-la..
j=o

We can define in JX a topological structure by the semi-norms:

k> o k-1

PR (A) = sup ) 1D%pfa (x,)1
x€RY,l gl =1 j=0 el
| al ,1 8l <h

THEOREM 2.1. With this topology,JX is a Fréchet algebra.

Proof: It is not difficult to show that these semi-norms define in Jk
a structure of topological vector space, locally convex and separated.
As the family of semi-norms is countable, it is sufficient to prove

that J* is complete by sequences, to conclude that it is a Fréchet
space. Let {Kﬁ} be a Cauchy sequence with respect to all the semi-

-norms {pt} This means, that given j = 0,1,...,k-1, gnd for each

h

a,f € N, {DzDgaj oJm 1is a uniform Cauchy sequence in RUx{I £l = 1}.

Thus, there exists a function ;jas(x,i),defined and continuous in this
8 ~

n
set, such that D® DY a, — a. , in R x {1&] = 1}.
X & "j,m —E—+ joaB

Let us consider the function bjaB(x,E) defined in R"x(R™0), as:

- -j-18l
bjas(x,s) = ajus(x,sllsl).lsl ]

bjaB is a continuous function over R"x(R™\0), positively homogeneous
in ¢ of degree -j-I8I.

Moreover, let gj m(x,E) be the function of C” (R™x(R™\0)) positively
homogeneous in ¢ of degree -j, with which aj m(x,E) coincides for

s anBY
|&] = 1/2. By the definition of bjaﬁ(x,é), we have that {Dngaj,m}m

converges uniformly in R™x K, for each compact set X C R™\0, to biaB:
In fact,

onB - -
leDg aj,m(x,E) bjaB(x’E)l
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Thus, we conclude that the function bj = bjoo belongs to
® . on n an B anB = :
C(R" x(R'\0)) and that DD, a, . T”, DED; b= b, ., in those sets
R™ x K.
s

®. . n 1 L&l = 1/2

Now, let ¢ € C (R") be, such that 0 <¢ < 1, ¢o(§) =
[El < 1/4

The function aj(x,E) = bj(x,E)-w(E), belongs to C”(R™ x R™) and coin

cides with bj(x,E) for |&| = 1/2. Moreover,

anB anB . n - . _
Dng aj’m —;—+ Dng aj in R© x {|¢i=1} and ao(x,g) 1sva real func
k-1
tion. Thus, if we consider an operator A € I1° with o(A)~ ) aj,
j=0

we conclude from the preceding arguments, that A € IH and that {Km}

converges to A in Jk.

Finally, we show that the product in Jk, is continuous with respect
to this topology:

Let K,ﬁ € Jk and A,B € IH be, representatives of these classes,

k-1 k-1 ~ o~

such that o(A) ~ J a, , 6(B) ~ }] b . As we said above, AoB
j=o 3 h=0 B

is the class in J¥ of an operator C € IH, with

© Zk-1 - ' colel 5 p
.o0(C) ~ ) - D” a. D
220  j+htlal=L  a! €3 x h

k

From this, we can show that given a semi-norm pﬁ in J°, there exists.

Cr > 0, such that
k ~ k . ~ k X
pr (C) < Cr I)r+k—’1 (A) 1Dr-l*-k—l (B)

This proves the continuity of the product.

DEFINITION 2.3. Following [2] , we consider

-0 LY

I™" ={A€1°/o(A) € S},

Given A € 1”7, if we look 0(A) as a sum of the expansion with every

—o . . —o .
term equal to zero, I is contained in IH. Moreover, I is a two-
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-sided ideal of IH'

Thus, we can form the quotient J° = IH/I"° and provide it with a
structure of real algebra,

As I is contained in I;k vk 2 1, there exists a unique homomor-

hism A, , making the following diagram commutative:
p k

We consider in J° , the initial topology induced by the maps kk. This
topology, is defined by the family of semi-norms {p}l:}k h e
’

THEOREM 2.2. With this topology, J” s a Fréchet algebra.
Proof: It is analogous to that of Theorem 2.t1.

Until now, we have studied, essentially, the pseudo-differential ope-

k -

rators in I save some error in I; or I . Now, we shall analyze

H!
these classes.
H® denotes the Sobolev space of order t (see [2]).

As was said above, the operators in 1® are of order < m; so that, they
can be extended to linear continuous operators from L? to H™™,and H®

2

to L°. The operators in I;k, have order < -k, thus, they can be exten

ded to linear continuous operators from L? to H* ,and ¥ to Lz.

DEFINITION 2.4. Given k = 0,1,..., let

Rk - {R: C:(Rn) —— D'(R™) / D®R, RD® can be extended to

bounded linear operators from L? into itself,lal < k}.

I;k is contained in R'k, but this is a strict inclusion, because all

the operators in 1"¥ are in R7X. What is important, is that the opera-

tors in R™X have the same property that the operators of I;k , that is,
: . - - -k

to regularize to the order k, i.e. to map continuously L2 in H* and H

in L2 . It is then natural, to call the operators in R—k, regularizing

operators of order k.
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p,(R) = ] ID*RI + NRDN
| al <k

where Il | means the norm in L(Lz).

THEOREM 2.3. With the composition of the operators as a product, Rk
78, with this norm, a complex, self-adjoint Banach algebra.

k

Proof: It is clear that R*~ is a complex normed algebra. It is self-

adjoint, because as linear operators in.L(Lz), we have
* * %’ ®
)" = R @t - en' oo

With respect to the completeness, if {R.} is a Cauchy sequence in
this space, there exists for 0 < |a|l < k, linear continuous operators

from L(L%) into itself, R, R%, R® , such that

DR, — R as j — oo, in L(L?).

Given ¢,¥ € C:(Rn), we have, in the distributions sense:
(R%,¥) = lim (0°R;e,¥) = 1in (-1)'% R, D% ) = @ Re,¥).

We proceed with R® in the same way, obtaimigg in the distributions
sense

D* Ry Ry

- Ve e CC(RR") , 0<lal <k
RD* ¢ =R%y °

Then, we conclude that R € R™%  and that Rj —— R in R7K,
As we said at the beginning, we want to define a functional calculus
with respect to a sufficiently wide class of functions. For this, we

need to consider a sub-algebra of R7K.

DEFINITION 2.5. Given a self-adjoint operator A in R™X ,let A™ a clo

sed real sub-algebra of Rk , genérated by a maximal family of commu-
ting self-adjoint operators, containing A.

Then, A_k is a Banach real algebra with the induced topology.

%
Il

Moreover, if R € A™% , we have ID®RI = I (RD®) I = IRD®I.

-k

Thus-, the topology induced by that of R in a7k | is given by ‘the
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norm
a, (R) = 7 DRI
lal <k
Now, we consider the operators in 1"". These operators, can be exten

ded to linear continuous operators from H® to H® , Vs,t €R. Thus,
we define:

DEFINITION 2.6. R™~ = {R: C:(Rn)—+D'(Rn) / D®R, RD® can be
extended to bounded linear operators from L2
into itself, ¥a € N7}.

The operators in R * are called regularizing operators of infinite
order.

I"" is strictly contained in R™". Moreover, R™" is a sub-algebra of

Rk ,Vk > 1. Thus, we can define in R™" the initial topology induced

by these inclusions; this topology is defined by the filtered family

of semi-norms {pk}k>0.

- . . . - .
Given a self-adjoint operator A in R , we consider, as above, a real

closed sub-algebra, A™", generated by a maximal family of commuting
self-adjoint .operators containing A.

A™" is a real Fréchet algebra, with the topology induced by that of

R™™; this topology, may be defined with the semi-norms (a3 s0

3. EXISTENCE OF FUNCTIONAL CALCULII.

As was mentioned in the introduction, there is a functional calculus

Gk that could be called elementary, over Jk, with respect to P. Gk is
nothing else than the map resulting of the factorization of the dia-

gram

That is, ok(p,K) = P(A).

Tn the came wav. we define an elementarv calculus over J° . with res-
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DEFINITION 3.1. Let
S. ={aes8®°/a-= 6 (A), for some A € IH}
= {aeS8°/ a=o0(r), for some A € I;k}

We can give to the quotient, sk = SH/Sik, a structure of algebra,de-
fining

D%. D%b. |

aob = £2; .
O<j<k lal+j +j,=] al 11 ¥ I

~ ~ .5 al
[ 2‘ (-i)

This is nothing else than to truncate the asymptotic product usually

o (—i)l al
defining in S° by —

[+ o -
Dga Dxb (modulo S ).
a al

According with which we said at the beginning of Section 2, there is
defined the bijective algebra homomorphism:

k

J¢ —» sk
A —— o (A)

Thus, it is the same to think about the operations in J¥ in terms of

operators, as to think in terms of the symbols of these operators. We
can say the same thing about the elementary functional calculus that

we introduced, that can be denoted:

Pxsk —— sk
(chtl,g) _ Zczg(z)

where ;(2) denotes the £-th power of g, with respect to the asympto-

tic product defined in sk.

The preceding remarks, are also valid for J” and S~ = SH/S“”.

EXAMPLES 3.1. 1) If k = 1, Jt has a structure of commutative algebra,
given in terms of the symbols by: aob = QZBO.

In this case, we have 01(P,;) = P(ao).

2) If k = 2, the product in J¥ in terms of the symbols, is given by:
~~ — n da_ b,
acb = ab +ab +ab -i jz —_—

1 0F, dx,
EJxJ

For each £ > 1, it follows by induction that:
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P e
~(L 2 2-1 . da @
a® -l v peenal Tt e it 2 (P23 00,
2 °  j=1 3¢, ox,.
i %
Thus,
~ e e Loy % %%
- 1 - pr .
0,(P,a) = P(a,) + P'(ada;- 7 P''(a)) 'z
j=1 an axj

We can do the same, for each value of k. But as k increases, the cal-
culations become too complicated, so that, it is useful to give a ge-
neral expression for Ok. We use for this, the asymptotic development

given in [ 1] ; the manner in which Strichartz obtain it, does not
adapt to this case, so it is necessary to give a new proof.

THEOREM 3.1. If a € SH’ given P € P, we have

j 12 ) .
Pa) = | J —CI1dode)al, a0 M
i50 £=0 2! (j-£)!

(modulo S™7)

Proof: As each member in (1) is linear in P, it suffices to prove the

equality when P(t) = t® , for some m = 1. In this case, the second

member of (1) is:

m j R ¥ -3 5
a® + . —CD” ame1). . mojer) a3 G0
° 421 20 £!(j-£)! °

If for 0 S h <m fixed, we select in this expression the terms for

which j-£ = h, we should prove that their sum is a(m) for h = m and
zero for 0 < h <m.

h is zero, when j =£= 0,1,...,m. In this case, we have:

TODY e mejen) a® = a® 0 Mend -
15 ° i=o

The only case in which h is m, is j = m, £ = 0. The corresponding

(@)

term is a

If now, we fix 0 <h <m, j-£ equals h, for the pairs of values: j=m,
£ = m-h; j =m-1, £ = m-h-1;...; j = h, £ = 0.The sum of the terms
with these values of j and £,is:

-h JJ
T ent m(m-1)... (m-£-h+1) 27" a(B) _

!
£=0  £!h!
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So, we have obtained the explicit formula of the functional calculus
6 _. Clearly, we also have:

/—\/;

- i oent j .
6, (P,3) = | — L0 dyp(a,) ab, 2U-0
j50 £=0 £!(j-£)! dt

Now, we shall consider the topologies defined in Section 2 in J¥ and

J° . Using facts about the continuity of the maps 0k and 6 _, and Theo-
rem 1.1, we shall determine classes of functions to which these functi
onal calculii can be extended. It is clear that the topologies in Jk

and J , are nothing else than the topologies in the corresponding spa
ces of symbols. We take in P the topology of uniform convergence over
compact sets of R of the function and its derivatives. This topology,
can be defined by the family of semi-norms:

4 .
py(P) = Ii}AISJN| (@) P t)l

i <N N=1,2,...

(P,{pN}),4is a real topological algebra, and its completion is identi-
fied with the Fréchet algebra c® = c"R).
To show the continuity of 6, in the variable P, is fundamental the re

mark made by Strichartz in [1] . We shall include the proof here:

THEOREM 3.2. For j 2 0 fixed, the asymptotic expansion

j . - -
NG PR(C) TP, 4l 3-8 (2)

defines a symbol of order < -j/2.

Proof: We' admit for a moment that
3

Lot at . pf 2U-0) (3)

has order < -j/2 + [Bl/2.
We can write a = a + b, with b € S;l. Then,
z

¥a
al = (@mt - -t I & nt ot

Substituting in (2), we have:

i £ b s . - .
P CO NG IR R TR IS IS
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If we introduce the new index r = j-£+h, where 0 < h <7, 0

N
~
N

since j-£ = r-h and £-h = j-r, we have

Gy . e jier r 6
£7°h7  (Gog)1er hr(e-h)!  (r-h)!&!(j-1)!hIT! r'h

Thus, we obtain:

-0t A [( )J P(a) bi"Tah) , a(r7h)

Using the definition of asymptotic product, it is easy to obtain the
identity:

418l
(-1) 8 8 -
(AB)oC = | — DA [B o DY Cl (mod $™%).
B B!

We use this identity, with A = (é—JjP(ao) bj-r, B = aP , C = a(r_h).
dt

One deduces that:

7 (b O 1Gp3 peay) viTTa" a(z-h)
h=0
1l
-y L e l( )J P(a) b37T T (DR () a" o pf alFR),
B g! h=0 h x

DB [( )J P(a_ ) b ¥], has order < -j+r-|gl.

Thus, according to (3), the preceding symbol has order <-j+r-|gl-r/2+
+ |8l /2. This order is < -j/2.

So, to conclude the result, it remains to prove (3).

For s fixed, we seek the terms in a2 ° Di a(j_z) , of order -s; each

such term, consists of a product of at last s £-derivatives of some

term in al and s +|f| x-derivatives of some term in a(J_E).

Thus, the coefficient of this term, will be a polynomial in £ of de-
gree < 2s + |B].

i .
We assert that ] (-1DY()£0) = 0 if £ is a polynomial of degree

<j.
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0= " (¢-1)] = 1 eIt dreeen . ehen)
dt t=1 £=0 '

£(£-1)...(£-h+1), is a polynomial in £ of the form £P + P, (£), where
deg(Ph) = h-1.

Then, given a polynomial f(£) of degree < j, since we can write f(&£)

as a linear combination of 2P Ph(L), for h < deg(f), we deduce that

i .
I entdyew = 0.
£=0

Then, if 2s+[f]j-1, the terms of order -s cancel in the sum (3),and
so, the order of the symbol will be < -j/2 +|Bl|/2.

Now, we are in position to prove the main theorem.

THEOREM 3.3. If we consider J* and P, provided with the topologies

that we already have defined, the functional calculus 0k is con-

tinuous in each variable.

Proof: According to Theorem 3.1 and the preceding remarks, we can
write:

- i nt
0, (P,A) = ]

— 1 pay) ahl . G
>0 £=0 £!(j-2£)! dt

With a polynomial P € P of degree r fixed, we shall prove that 0k is
continuous in the second variable:

Let {X;} be a sequence, convergent in J* to some A.

With the notation of the preceding section, this means that for each

a,f € N7, j=0,1,...,k-1, the sequence {Di Dg aj mim converges to
b}

Dz pf aJ , uniformly in R® x {l&l= 1}.

£
By the definition of Jk , we have:
~ r i (1N j 2 G-8)
ek(P:A ) = 1 ] —— [(Q_)Jp(ao m)ao,m]°(ao,m+"'+ak‘1»m)
" 520 £=0 £!(j-&)! dt ’

(3-0) ; G-8)  we
where (ao’m+...+ak_1’m) , means that in the product a; s

are only interested in the terms that involve a 5

eeyd .
o,m >7k-1,m

Also, some of them will vanish when passing to the quotient sk,

Thus, the symbol of a representative of Gk(P,Kg), has an asymptotic
k-1

development of the form ) C. , where c. is a linear combina-
j=0 J,m J.m

tion of functions of the form:
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r+1l :i. r+1 i i Ki
% o‘ k 1 k—l k-1
(——) P(a, ,) ] | (D, a, ] | (D, 2 1,n)
< < < i i i i ) i <
for some 0 < s <71, 0 <L ... %, Iao|,|80|,...,|ak 1! IBk ﬂ
< max(r+1,k).
Since we have
o B < n
sup IDx Dg aj,m(x,g)l < Cjae’ Y a,B € N,

x € R%,l ¢l =

with CjaB > 0 not depending on m, we deduce that for every h =0,1,...

pp(0, (P, K ) - 6, (P,A) — o.

m—>rco

With Theorem 3.2, we show that Gk is also continuous in the first va-
riable:

In fact, since for j = 0 fixed, z «—L——l—- [(__) p(a ) a ] (J'K)
£=0 £!(j-£)! dt

is a symbol of order < -j/2 , the number of derivatives of the polyno
mial P involved by the development of the symbol for Ok(P,K), depend55
on k, but not on the degree of the polynomial.

With the preceding notation, we can then write:

2k i /——\\J

‘0»k,(P,K) = 7 ZJ .J_L_[(_)Jp(a ) a] o (ao+"‘+ak_1) (i-¢)
j=0 £=0 2! (j-2)! dt

Fotr A € Jk fixed, the image by ao(x,S) of R® x{l£1=1}, is a bounded

set in R. Thus, given a semi-norm pﬁ in Jk , we verify that there
exists CK h >0 and a semi-norm Py in P, such that:
’

k ~ - C e i_ s
ph(ek(P,A)) < CA,h py(P) = CA,h Ii7in |(dt) P(t)]| , VYV PepP,
s sN

Thus, Gk is also continuous in the first variable.

COROLLARY 3.1. There exists a unique functional calculus Gk over Jk,

with respect to C°. Moreover, 0 is complete and continuous in each

k
variable;. if f € C°, we have:

/‘\__/

~
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Proof: We shall make use of Theorem 1.1, Theorem 3.2 and Remark 1.1:
The existence of a unique functional calculus over Jk , with respect
to C* , and its completeness, are consequences of Theorem 3.2, since

P is dense in C” , this last space is closed under composition and
the map

(f,g) —— fog

is continuous in each variable.

By Remark 1.1, to show that 0k is also continuous in each variable,
we have to prove that the map

P ——» Jk

P ——— P(A)

is continuous, uniformly with respect to the bounded sets in Jk .

This follows from the manner in which we proved the continuity of Bk
with respect to the variable P in Theorem 3.2. In fact, the constant

CK h? in the majoration, is of the form:
b

i i i i i i
a_ B m a B m
: i I k-1."k-1 k-1
) C sup |Dx°D£°ao(x,£)| °. .. |Dx D, ak_l(x,£)|
i Si i XeRn i i
ALY ALY

| gl =1

where the constants C , do not depend on A.

Thus, when A belongs to a fixed bounded set in Jk , We can estimate
this expression uniformly with respect to A.

Finally, we obtain the asymptotic development of Gk(f,K), for £ € ¢~ ,

passing to the limit in a sequence {Pm} in P,such that Pm — £ in C.

We now consider the algebra J°

.

Its topology, is the initial one induce by the maps Rk: I gk

Thus, making use of Theorems 3.1 and 3.2, we haﬁe for J° the analogous
results to Theorem 3.3 and Corollary 3.1.

Finally, we shall analyze the classes of regularizing operators ATk
and A™" . The case in which k = 0, has no interest, because it corres
ponds to that of the self-adjoint operators in L(LZ), that was mentio-
ned in the introduction. Then, we shall consider k = 1.

For these values of k, A7 fails to be unitary, and the same happens

with A™". We shall construct functional calculii over them, with res-

pect to an algebra F, that does not contain non zero constants. Thus,
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we have to eliminate the condition 1) in Definition 1.1,
DEFINITION 3.2, Let Po = {PeP / P(0) = 0}.

Po is an ideal in P. If P € Po, there exists a unique Q € P, such

0

that we have P(t) tQ(t). Thus, given an operator R in ATk or in A7,

n

the operator P(R) RQ(R) = Q(R)R, is respectively in AK or in AT"
We have then defined elementary functional calculii:

P X ATk, a7k P ox AT° ———— A"

(P,R) — P(R)
As in the case of Jk or J, we shall extend these functional calcu-
1ii; using continuity arguments. We must replace in Theorem 1.1, P by
P .
o

The same results are valid, with identical proofs.

DEFINITION 3.3. We introduce the spaces:

= {f:R——— R/ f is continuous}.

C
C° = {f € C/ £(t) = tg(t), for some g € C}.

Co coincides with {f € C/ £(0) = 0, f has a derivative in t = 0}
Since for each f € Cc, g is uniquely determined, we can consider in.C0
the topology defined by the family of semi-norms:

py(£) = sup lg(t)l
lel< N N=1,2,...

THEOREM 3.4. With the pointwise multiplication product, C,
Fréchet adalgebra, that can be identified with the completion of
(P ipgly)-

18 a real

Proof: If fl,f2 (S CO, we can write in a unique form:

fl(t).fz(t) =t [tgl(t).gz(t)], for some g,,g,€ C.

Thus,

py(f,,£,) = S|11p \ l'tg, (t).g, ()< N p (£,).p (£,).

| el <

This shows that C0 is a countably semi-normed topological algebra.
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C————C
o

g — tg

is a uniform homeomorphism.
From this, it follows that C0 is a complete space and that Po is den-
se in C .
o
We mentioned in the introduction, the functional calculus over the

self-adjoint operators in L(Lz), with respect to C. We shall need so-
me properties of this calculus, to prove the existence of functional

calculii over A" and A™". These properties, will follow from the
next theorem, that is also a manner of expressing the existence of
this functional calculus.

THEOREM 3.5. Let H be a Hilbert space and A be a self-adjoint operator
in L(H). Then, for P € P, we have:

IP(A)II < sup [P(t)]
| el < liAll

where | || means the norm <mn L(H).

Proof: Let s = deg(P). For x € H fixed, we consider the subspace E*
of H, spanned by x, Ax,..., A%x.

X

In E* x E* , we can define the symmetric bounded sesquilinear form:

£5(y,2) = (Ay,z)y

Then, there exists a self-adjoint operator B* € L(E¥), that verifies
(Bxy,Z)H = (AY:Z)H ’ Yy,z € EX-

Let Rf,i..,A: be the eigenvalues of B*. Then, P(XT),...,P(R? )
X X

are the eigenvalues of P(Bx),

We can show by induction, that for 1 < j < s, we have:

(AJx,x)H = (BXJx,x)H

Thus, [P(A)I = sup I(P(A)x,x)HI= sup I(P(Bx)x,x)ul.
IIx . HxHH-l

For x € H fixed with leIIH = 1, we have:

I (P(B¥)x,x),| € sup | (P(BX)y,y)yl = IPGB™I = IPQAF I,
. yeE®, Iyl y=1 *
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for some 1 <h <r_.
X X

By the definition of eigenvalue, there exists y* € E*, y* # 0, such
that

X X _ 4X _X
B7y® = xh y
X
Thus, we have
BXX X X X
X |- I (BTy ™,y )l =I(Ay Y )y <Al
h X 2 x) 2
x Iy |IH Iy lIH

Finally, we can obtain:

IPCAI < sup IPQAAL )l <  sup [P(t)l.
lh=ll =1 X I el < 1Al

COROLLARY 3.2, If B(H) denotes the real Banach algebra generated by
a maximal family of self-adjoint commuting operators, containing B,
the map:
P x B(H) —— B(H)
(P,A) ——> P(A)
can be univoquely extended to a functional calculus over B(H), with

respect to C, that is complete and continuous in each variable.

Proof: It is easy to show that C is closed under composition and that
the map (f,g) —— fog, is continuous in each variable. On the other
hand, P is dense in C and by the preceding theorem, the map P—P(A),
is continuous from P into B(H), uniformly with respect to A in the
bounded subsets of B(H). Moreover, if we fix P € P , the map A— P(A),
is continuous from B(H) into itself:

In fact, if A— A in B(H), given £ > 2, we have:

4
L £ _ L-m m-1
Ao - A = Z Ak (Ak - A) A
m=1
Thus, we can obtain:
ia £ L L-m m-1
IIAk - AT < mzl HAkH HAk—AHHAH

From this, we conclude that P(Ak) —— P(A) in B(H).

According to Theorem 1.1 and Remark 1.1, the result follows.

THEOREM 3.6. There exists a unique functional caleulus P, over A-k,

T +h wmoermont +n WD Lo rmAamnlote anAd +he man
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k k

C, x AT —— AT
(£,R) —— ¢ (£,R)
18 continuous in each variable.

Proof: We shall verify the hypothesis of Theorem 1.1 and Remark 1.1,
with P in the place of P.

Let P(t) = tQ(t) € Po, Re Ak

3.5:

be. For |al < k, we have, from Theorem

ID*P (R)I = ID*R.Q(R)I < ID*RI.NQ(R)I < ID*RI  sup [Q(t)
| el < IRl

This shows that the map P— P(R) is continuous from P to A'k, uni -
formly with respect to R in the bounded subsets of A”X.

Moreover:

The algebra CO is closed under composition: In fact, if tfl(t),tfz(t)
belong to CO, their composition is tfz(t).f1 tfz(t), that belongs

also to Co. We can show, with easy calculations that we shall omit,

that this composition is continuous in each variable.

Finally, given P(t) = tQ(t) € Po » RyR, € A7 and lal < k, we have:

nD“RQ(R)-D“RIQ(Rl)M < nD“Rn.uQ(R)-Q(Rl)M+nD“R-D“R1u.MQ(RIJH.

Making use of Corollary 3.2, we conclude that the map

-k k

A

—_ A~
R ——— P(R)

is continuous, for P € R), fixed.

Thus, we are under the hypothesis of Theorem 1.1, and we can conclude

the existence and uniqueness of the complete functional calculus LT
continuous in the first variable. On the other hand, it follows from

Remark 1.1 that 2% is also continuous in the second variable.

We can obtain in an identical form, a unique complete functional cal-
culus ¢ _ over A_m, with respect to Co, continuous in each variable.
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A REMARK ON TERRIBLE POINTS

1

Orlando E. Villamayor™ and Orlando Villamayor (h)2

Dedicado al Profeson Luis A. Santalé

In the study of curves in a projective plane over a field of characte-
ristic zero, it is well known that, given any point P in the plane,
there are only a finite number of tangents to the curve through P.

This result is not true in the case of fields of characteristic p # 0
(see, for instance [ 2], Appendix). For instance, there is an infinite
p+l—ypz = 0 through the
point (0,1,0). These are the so called terrible points.

number of tangents to the curve defined by x

The object of this note is to extend this concept to higher dimensional
varieties and to give a computational method to determine the terrible
points.

In all this note p will be the characteristic of the field k and Fx =
= xP the Frobenius morphism.

1. DIEUDONNE DERIVATIVES.
DEFINITION 1.1. If A is a commutative K-algebra with unit, K a commuta
tive ring with unit, and M is an A-module, then a K-linear map

6§: A— M is called an nth-order derivation if it satisfies

yi+l
1( 1) [Zjl e X e Xy

[ at-}

8(x0,...,xn) =
1

5(xo,...,le,...,xji,...,xn)]
and 86 (1) = 0.

Clearly, a 1-derivation is a standard derivation.
NOTATION. Let A, X as before and let #: A.® A — A denote the multi-

plication map (i.e., #(xey) = xy). We will set I
T: A — I denote the K-linear map defined by T(x)

Ker p, and let

1ex - xe 1.

1 This work was partially supported by NSF Grant MCS 76-06934.

‘

2 This work was partially supported by a postdoctoral fellowship of the

Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y Té&cnicas (Argentina).
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The following result is trivial.

LEMMA 1.2. If 8: A —> M 48 an n"P-order derivation and if Y: M — N
Z8 an A-linear map, then the composite Y6: A — N <s an nth—order deri

vation.

DEFINITION 1.3. The map A -£5 A®A given by €(x) = x®1 gives an A-mo-
dule structure to I. Call Dn(A/k) the A-module I/In+l, which will be
called the module of n‘P-order differentials. Call d: A — Dn(A/k)
the composite of T: A — I with the canonical projection

I — 1/1°! = D (A/k).

LEMMA 1.4, If 86: A — M is an nth—order derivation and a € A, the
map ad: A — M defined by (ad)(x) = ad(x) Zs an nth—order derivation,
hence the set Der(A,M) of nth—order derivations from A to M has a na-

tural A-module structure.

LEMMA 1.5. The map dn: A — Dn(A/k) is an nth—order derivation, which
induces (by composition) an A-isomorphism d;: Hom(Dn(A/k),M) =

= Dern(A,M). Hence (dn’Dn(A/k) 18 universal for nth-order derivations.

For the proof of this lemma, see [5] or [6].

DEFINITION 1.6. It is well known ([ 5], [6]) that, for A = k[xl,...,xn],

Dn(A/k) is a free A-module freely generated by the monomials in dnxi

of degree at most n. For n = pe we define a (pe)th order derivation

9
9F%x.
1

: A — A as the element of the dual basis which is one on

e
dn (F xi) .
Since k has characteristic p, this derivation can not be obtained as a

composite of lower order derivations, and it will be called a Dieudonné
derivative of order p® with respect to the variable X;.

These derivatives have been studied by Dieudonné in [1].

LEMMA 1.7. Let A = k[x,...,x | where k s a field of characteristic

s e
p# 0. Call AP to K[F®x,,...,F°x_|. If £ € AP and —£ =0 for

3 (F®x;)
i=1,...,n, then £ € AP®*L, .
e
Proof. Because f € AP , £ = Z ca(Fexl)“(l) v (Fexn)a(n) with Ca e 1
and a = (a(1),...,a(n)). @

e+l
If f = 0, then f € AP . Hence we need to show that for each a for

which ¢, # 0, a(i) is a multiple of p for i = 1,...,n.

Y -] e )M L e e )™ and

Now —2+
3 (ESx o R
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for all i when Cy # 0 and hence a(i) = p B(i). Thus

_ e pB(1l) e pB(n) _ e+l B(1) e+l B(n)
f = g ca(F x;) ...(F xn) = g cu(F xl) ...(F x_) s
e+l
that is, f € AP

REMARK 1.8. The same argument shows that if
f e k[xl,...,Fexi,...,xn] and __Q%___ = 0, then
9 (F xi)

e+l
f e k[xl,...,F xi,...,xn].

LEMMA 1.9. If A = k[xl,...,xn], then the derivation S is deter-
0F°x,
mined by the following properties: *
a) 2 s a k-linear map A — A.
dF%x.
1
b) 22 -p %8 g 3 yp e kiFSx,... POk ).
9F°x, 9F°x, dF%x. n
i i i
oxt
c) —l-=0 for r < p®
3F°x,
i
0FSx,
d —L=5__.
9F°x, 1J
1

2. DIFFERENTIAL IDEALS.

LEMMA 2.1. Let I be an Zdeal in k[xo,...,xn] where k is a field of
characteristic p, then 1 is closed under the derivation a/axo if and

only ©f it has a set of generators {fi} with fi € k[xg,x ,xn].

12°°°

Proof. Let g1sv-s8, be a set of generators for I and write
p-l '

g, = .ZO hijx%’ hij e k[xg,xl,...,xn]. Now, by taking
j=
0 yp-lg - : i ' d under 5O h
(3;;) g; = (p-1).hi’p_1 and, since I is closed under 3;; we have
p-2 .
h. € I; hence ] h..xJ € I and we continue, so, all h,. € I and
i,p-1 j=0 ij= o ij

they obviously generate I.

The converse follows from the fact that 3%3 fi = 0, hence if
' 2 azi .
) lifi € I, we have gig-(z Lifi) =3 axo fi € I, so, I is closed

d )
under a—)—(—z)-.

LEMMA 2.2. Let 1 be an ideal in k[xo,xl,...,xn] where k is a field of
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characteristic p. Then 1 is closed under the derivations 3/dx,,

a/3Fx0,...,a/aFe_1x0 if and only if it has a set of gemerators {f;}
. e

with £, € k[ F xo,xl,...,xn].

Proof. We will proceed by induction on e. For e = 1 we are reduced to
the previous lemma. Assume it is true for e = r - 1. Then I has gene-

rators g;,...,g, € k[Fr_lxo,xl,...,xn]. Now, write
pol r-1 ] r-1

g; = ) hij(F xO)J and apply 9/9F Xq p-1 times, and the reasoning
j=0

follows as in I.emma 2.1.

REMARK 2.3. Lemma 2.1 can be restated for characteristic zero as fol-
lows:

If I is an ideal in k[xo,...,xn] where k is a field of characteristic
zero, then I is closed under the derivation a/axo if and only if it has
a set of generators {fi} with f; € k[xl,...,xn].

3. TANGENTS.

Let V be an algebraic variety, L a line and Q a point in L N V. If Q
is a regular point in V then L is tangent to V at Q if and only if the
intersection multiplicity is bigger than one.

By using an affine chunk containing Q, then the ideal of V gives an
ideal J in k[t] where t is a parameter for L and the coordinate a of
Q in L is a root for J. The intersection multiplicity is the multipli-
city of the root a in J.

Let now V be a projective (irreducible) variety V C Pn(k), defined by
a (homogeneous) ideal I, P a rational point in Pn(k) and Q a rational
point in V,Q # P. We want to study the intersection multiplicity of
PQ NV at Q.

Choose a coordinate system such that P = (1,0,...,0),
Q = (ao,al,...,an). Since Q # P at least one a; #0 (i # 0). Let
a # 0, then we consider the affine part U of Pn(k) defined by X # 0.

By restricting everything to U, the line PQ has parametric equations

Xg =t X. = a./a 1<i<n-1.
1 1 n

If the ideal I of V is generated by f,,...,f € k[xg,...,x_ ] then a,
is a zero of J = {fi(t,al,...,an)} € k[t], but J is a principal ideal
J = (f).

The following result is well known:

ITEMMA Z 1 Tho dumtomaontany multarniadndty nf PO AV A+ O e biaoer +than
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COROLLARY 3.2, The conditions above imply that (ao,...,an) i8 a root
of,
for 3;1 (1 <i<r) and conversely.
0

Proof. In fact, using the notation above,f(xo) =7 gifi(xo,al,...,an),

g; € k[xO] and fi(xo,a .,an) = hif(xoj, hi € k[xO]. Since

12
afi a(fi(xo,al,...,an)) ) )
Y EaN (xo,al,...,an) = BT we have that, if Q is a mul-
0 0
tiple root, then so is a, in f, hence a, is a root of %%— and, since
0
0f . (X 58, ,0.0..,8_) oh. oh.
i‘tt0’%1° *“n’ _ of i i _
axo = hi Xq + EEE f , then SEE (ao,al,...,an) = 0.

The converse is obvious.

4, TERRIBLE POINTS.

DEFINITION 4.1. Let V be a projective (irreducible) variety V C Pn(k)
and P a rational point in Pn(k), then P is called a terrible point
for V if the set of rational points Q € V such that PQ is tangent to
V at Q is not contained in a proper subvariety of V.

THEOREM 4.2, Let V be a projective (irreducible) variety in Pn(k), P
* a rational point in Pn(k), where k 28 a field of characteristic zero.
Then P Zs a terrible point for V Zf and only <f V is a cone with ver-
tex P.

Proof. Take a coordinate system such that P = (1,0,...,0) and I is the
(prime) ideal of V. Let I, be the ideal generated by I and the deriva-

. 3
tives 3£— for all £ € T (If fl,...,fr is a set of generators for I,
0

- of af
i —1 —X
then I0 is generated by fl""’fr’ axo seees ax0), so I0 21I.

If I0 # I, since I is prime, it defines a proper subvariety of V.

If Q € V and PQ is tangent to V at Q then Q is a zero for I, (Cor.3.2),
hence if P is a terrible point the set of zeros of I, is not contained
in a proper subvariety of V, so IO = I, hence I is closed under 3%— ,

0
which means (in characteristic zero) that I has a set of generators fi
with f. independent of Xq-
But this is equivalent to the fact that V is a cone with vertex P.

The converse is trivial.

THEOREM 4.3. Let V be a projective (irreducible) variety in Pn(k), Pa
rational point in Pn(k), where k is a field of characteristic p # 0,

and suppose we have a coordinate system such that P = (1,0,...,0) and
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I1-i¢ the (prime) ideal of V. Then P is a terrible point for V if and

only if 1 has a set of generators {fi} with fi € k[xg,xl,...,xn].

Proof. As in the previous theorem, if Q € V and PQ is tangent to V at
Q, then Q is a zero of IO. If I # I0 it defines a proper closed subset
of V, hence P is not terrible. So I = IO, i.e., I is closed under
5%— , and the theorem follows from Lemma 2.1.

0 .

5. POLARIZATION.

In [3] and [4], Hipps, Mount and Villamayor defined and studied the
po.arization map, extending to fields of positive characteristic the
classical polarization of a homogeneous polynomial.

In this section we will summarize their construction and apply it to
the terrible points.

Let U be a vector space over a field k and U* its dual. Call OTU* the
r-fold symmetric product of U*., If €gs+++,€ 1is a basis for U, call
XgsewesX its dual basis in U¥*, so OTU* has as a basis all monomials
of degree r in the xi's. Then, the rational points of Pn(k) are the
one dimensional subspaces of U.

DEFINITION 5.1. Let w be a homogeneous polynomial of degree r. Then

the polarization map Polo(w): U — 0 lu* is the linear map defined
- ow

by Polo(w)(ei) = 3;; .

Call vertex,w = Ker(Polo(w)).

Suppose Poli_l(w) and vertexi_l(w) have been defined, then we can de-

fine Poli(w)| by the following properties

vertexi_l(w)

a) Poli(w)(x+y) = Poli(w)(x) + Poli(w)(y) for x,y € U.
b) Pol, (W) (kx) = F'k Pol, (w)(x) for k € k, x € U.

c) If LOERRRFL is a basis for vertexi_l(w), €15:0.5€ 2 basis for U
and XyseeesX, its dual basis

ow
aFt

Poli(w)(ej) = for ej € vertexi_l(w).

X.
J

LEMMA 5.2. The map Poli(w) <8 independent of the basis. ([ 4], Lemma
2.2).

DEFINITION 5.3, If I is an ideal in k[xl,...,xn] generated by homoge-

neous polynomials Wy, @) of the same degree, call vertexs(I) =

e N demmmnd mamw e N
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THEOREM 5.4. Let V a projective variety V C Pn(k) defined by an ideal 1
generated by forms W, all of the same degree. Then a rational point

P e Pn(k) i8 a terrible point for V if and only <f P € VertexO(I).

Here we are identifying the points of Pn(k) with the one dimensional

subspaces of U.

Proof. It follows from Th. 4.3 and [4] Th. 6.4.

6. A GENERALIZATION.

If V is a projective variety V C Pn(k) over a field of characteristic
p # 0, P is a terrible point for V and Q € V, then the intersection
multiplicity of PQ NV at Q is always a multiple of p.

This fact suggests the idea of searching if the set of points Q such
that the intersection multiplicity is bigger than p has properties si-
milar to the set of points Q such that PQ is tangent to V at Q.

We can use the results of [4] to extend the definition of terrible
points in the following way.

DEFINITION 6.1, If V is a projective (irreducible) variety V C Pn(k)
where k is a field of characteristic p # 0 and P is a rational point
in Pn(k), then P is called e-terrible for V if the set of rational
points Q € V such that the intersection multiplicity PQ NV at Q is a
multiple Of‘pe bigger than p®, is not contained in a proper closed
subset of V.

Then, following the reasonings of §3 and §4, we can prove:

THEOREM 6.2. Let V be a projective (irreducible) variety in Pn(k),

P e Pn(k), where k is a field of characteristic p # 0, and assume there

is a coordinate system such that P = (1,0,...,0) and I Zs the ideal of

V. Then P is e-terrible for V if and only if 1 has a system of genera-
. e+l

tors {fi} with fi € k[F xo,xl,...,xn].

THEOREM 6.3. Let V be a projective variety in Pn(k) defined by an ideal
I generated by forms W, all of the same degree. Then a rational point
P e Pn(k) is an e-terrible point for V if and only if P € vertex (I).
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EL MODELO DE CRECIMIENTO DE VON NEUMANN PARA UN CONJUNTO
ARBITRARIO DE NACIONES O ECONOMIAS

Ezio Marchi

Dedicado al Profeson Luis A. Santall

INTRODUCCION. E1 modelo de crecimiento de von Neumann [9], en el cual
se estudia la existencia de factores y equilibrio de expansidén en una
economia cerrada, o de una sola economia, ha sido en los dltimos afios
la base de muchos estudios y publicaciones. Primeramente Kemeny -
Morgenstern y Thompson en [ 4] han removido una condicién. no deseable
del punto de vista econdmico. Posteriormente muchos autores han exten-
dido el modelo primitivo de von Neumann, por ejemplo Thompson [11] y
Gale [3].

Muy recientemente se han publicado un considerable ndmero de trabajos
en esta drea de la economia matemdtica, por ejemplo [1]. En tal publi-
cacién hay un trabajo de Morgenstern y Thompson [8], el cual es una
continuacién de varios otros estudios [6] y [ 7], realizados por los
mismos autores incluyendo consumo privado y pidblico, sobre todo para e
conomjas abiertas. Aqui se considera la existencia de un mercado inter
nacional.

Nosotros en el presente trabajo generalizaremos el modelo de crecimien
to de von Neumann para un nGmero arbitrario de economias, sin que haga
falta la existencia de un mercado internacional. El comercio se consi-
dera entre todas las respectivas naciones entre si. Esto resulta més
natural desde el punto de vista econdmico.

Se mostrard que la existencia de un equilibrio de expansién es equiva-
lente a la existencia de un punto de equilibrio de un juego con funcio
nes de pago racionales, el cual estd estrechamente ligado al modelo e-
condmico. Ahora, bien, la existencia de un punto de equilibrio de un
juego con funciones racionales ha sido ya investigada por el autor en

[s].

Aqui en la primera parte del trabajo presentaremos otra demostracién
de tal existencia. En la segunda parte expondremos como hemos menciona
do anteriormente el modelo de expanéién para un nGmero arbitrario de ¢
conomias.
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1. PUNTOS DE EQUILIBRIC PARA JUEGOS CON FUNCIONES DE PAGO RACIONALES.

En este pardgrafo, introduciremos juegos con funciones de pago raciona
les y estudiaremos la existencia de sus puntos de equilibrio. Este es-
tudio servird de base para la generalizacién del modelo de crecimiento

de von Neumann para un niimero arbitrario de economias o paises.

Dado un juego n-personal T = {Ei, F,; 1 € N} donde N = {1,...,n} es el
conjunto de jugadores, Ei sus conjuntos de estrategias no vacias. Sus
funciones de pago son Fi' Diremos que T es un juego racional si las
funciones de pago F, son de la forma Gi/Hi con Hi:>0.Dado un tal juego
racional T, diremos que un punto (El,...,En) € _XN 2. es punto de equi-
librio de I', si se cumple: I

Gi(als---,on) S Gi(ol"'"ai_lyoi,0i+1,--°so )

(¢,,...,0) € x Z,:
1 n jeN J

>
Hi(@seees0) Hi(00,00000, 150550, ,0500059,)

para todo i € N y todo o, € Ei'

Ahora introduciremos el teorema principal sobre la existencia de pun-
tos de equilibrio para juegos racionales, el cual ya ha sido considera
do por el autor en el trabajo [5]. Aqui presentaremos el mismo resulta
do pero con una demostracidn distinta.

TEOREMA 1. Todo juego racional T = {Z,, G;/H,, i € N} donde los Z, son

compactos y convexos en un espacio euclidiano, con funciones continuas
Gy edneavas y Hi convexas en 0, € Ei para cada

= , ,
(01,...,oi_1,0i+1,...,0n) € jii i respectivamente, tiene un punto de
equilibrio.
Demostracidén. Sin pérdida de gemneralidad, podemos considerar que para
i €N: Fi = Gi/Hi > hi > 0, ya que sumando una constante positiva a

las funciones de pago, no se altera el conjunto de puntos de equilibrio.

Dado (%}...,0 an) y un nfimero real ¢ > 0, sea

g e
i-17d+1°°°"?

G.(0.,...,0 0.0 .
100000 19055055 000050) > ¢}

LC(0,,.0450. 40, 302050 )={0_ X :
iv1 i-17"d+1 n T TH (6.,...,0 30 .50 . _5eess0 )
i1 i n

i-1 i+l

= {ai € Ei : Gi(ol,...,on) —cHi(ol,...,on) > 0}

Este conjunto para cada c es convexo y cerrado por ser G, céncava y H,

convexa en 0. & Ei respectivamente y ambas continuas.

Definamos para cada (¢6......60. ..0. ......0 ) v cada i € N el conjunto:
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0500 e es0y 19954100 000,) = {05 € 20 Fi(0),..050) =

max F. (o
1

L. eE 1""’oi—1’§i’ai+1"“’a )}
i

n

el cual es no vacio, convexo y cerrado, ya que los L; lo son. Entonces
el conjunto

0(0)5eees0) = X 850015000505 130540500050,) C X 2
ieN ieN

determina una funcién multivaluada ¢: X Ei -— X Ei tal que cada
ieN ieN

imagen es no vacia, convexa y cerrada. Ademds el grifico de ¢ es cerra

do por ser las funciones de pago continuas. Por lo tanto el teorema de

puntos fijos de Kakutani asegura la existencia de un punto fijo:
0 € $(0). Un tal punto es un punto de equilibrio del juego I'. (CQD).

Dado un juego racional finito I = {Z;, A,/B.; i € N} con B; > 0, donde

el nimero de estrategias |Ei| para cada jugador es finito, podemos de-
finir su extensién T = {Ei, Di/Ei’ i € N} donde Ei es el conjunto de
todas las probabilidades definidas sobre Ei - Dy Ei son las esperan-

zas matemdticas de A; y By respectivamente.

Por lo tanto la extensidén T es un juego racional. Entonces del Teorema
anterior se obtiene inmediatamente el siguiente resultado:

COROLARIO 2. La extensién T = {gi’ Di/Ei; i € N} de un juego racional

finito T = {Ei, Ai/Bi; i € N}, donde Bi > 0, posee un punto de equili-
brio.

Demostracién. Como las funciones Di y Ei son multilineales y Ei >0,
entonces aplicando el Teorema anterior al juego T, el resultado resul-
ta claro. (CQD).

Queremos mencionar que un punto de equilibrio de un juego racional
r = {Z;, G;/H;; i € N} es un punto o = (Fl,...,E;) tal que cumple si y
s6lo si:

8,(@,0) = max ¢ (0,0)
oexI{
ieN
donde
T
8.(0,8) = [ J; (9,,8)
ieN
con

r
J300508) = Hi@®) G @ sennnly 1,08, 050008 -

= Gi(") Hi(rl"'f"ri—l’ai’§i+1""’§n)
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Este resultado puede verse en la demostracién de la existencia de pun-
tos de equilibrio dada por el autor [5].

Usando estos resultados, tenemos que

PROPOSICION 3. Dados los juegos racionales
= - ® = .
T {Ei, Gi/Hi, ieN}y, T {Ei, Gi/(HiiGi), i € N}

bajo las condiciones Hi > 0, Hi * Gi > 0, poseen los mismos puntos de

equilibrio.

Demostracidén. Nos hace falta ver que ﬁr = ¢;. Consideremos
r* _ + -

IT = TH )R ()16, (8 eeend ;15008 heeent )

- Gi(r)[Hi(rl,...,§i_1,oi,§i+1,...,§n)tGi(rl,...,ri_l,oi,iiﬂ,...,rn)]
y simplificando tenemos
T#* =
Ji (oi’g) = Hi(K)Gi("l,...’Ki—l,oi"'i'l'l’.“’gn) -
_ - 1T
Gi(g)Hi(Kl,...,Ki—l’oi"'i'ﬁl’.'.’gn) Ji(ai,f)
Por 10 tanto ﬁr = @; (CcQD) .

Queremos hacer notar que este mismo resultado vale también si sola-
mente para algunos k se tiene G_/H, £ G, como funcidn de pago.
1 1 1

2. GENERALIZAC!ION DEL MODELO DE CRECIMIENTO DE VON NEUMANN.

Nosotros al generalizar el famoso modelo de expansién econémica de von

Neumann, supondremos que el lector conozca tal modelo. Como referencias
para este modelo damos los excelentes libros de Burger [2] y el de Ni-

kaido [ 10].

Ahora presentaremos una tal generalizacidén. Sea K = {1,...,m} el con-
junto de naciones o economias, las cuales, sin perder generalidad asu-
mimos que poseen un nimero igual de procesos o actividades econdémicas
I ={1,...,n}. Ademds se tiene el conjunto total de bienes de consumo
J=1{1,...,q9}.

Los insumos del bien j que vienen del pais k del proceso i € I al pais
£ estda determinado por la matriz n x m: Akl(i,j). Todas estas matrices
son non-negativas. Similarmente Bkz(i,j) > 0 es el producto del pais k
que va al pais £ del proceso i del bien j. Llamaremos a las matrices

k&

A y Bkz, insumo y productos respectivamente.

Como e< usual . adontaremos 1a normalizacidn de 1las intensidades. es de-
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k n T
sea x€f{zeR z,>0, ] z.=1}

Similarmente, el vector precio para la nacién k serd pk = (p?,...,pk),
el cual es normalizado.

Si cada nacién k opera con la intensidad xk, entonces xf Azk(i,j) re-
presenta el porcentaje del proceso i de la nacién £ que va a la nacidén
k del bien j. Luego
K Akt
D)
i=1 £=1

(i,3)

representa el total del insumo o demanda sobre todas las naciones y

bienes. Por lo tanto si o, es el coeficiente de expansién, la cantidad

n m 2 2k
a I L x7 ATT(,5)
koo oe=p 1 ’
es la oferta total de lo exportado e interno en la nacién k, lo cual
debe cubrir por lo menos la demanda para la pr6xima etapa. De aqui, te
nemos una primera desigualdad de las cantidades

xt
1

I o~—8

m n m
LB e 10T AL (n

i=1

para cada j y cada k. Esto tiene en cuenta el balance de cantidades in

ternas, de importacién y externas.

Para considerar la parte financiera se tiene que

m
31 Py L B¢ (1,7)
i1 Pi gt

es el precio total del producto interno y exportado del proceso i en
la naci6én k. Por otro lado

m
sy z pl zk(l’J)
j=

es el precio pagado por el proceso i por la nacidn k. Luego si ﬁk es
el factor de interés en la nacién k, se tiene que tener, por un andlo-
go argumento que en el modelo de von Neumann

m
book T st < (] 2 ps aAt(1,9) + ) ()
j=1 2=1 j=1

para todo proceso i y nacién k, donde € > 0 es pequefio. La introduc-
cién del ¢ es debido a cuestiones. técnicas las cuales resultarin cla-
ras mis adelante.

En el precedente modelo, con matrices insumo AKE > 0 y de producto

Bkt > 0, un e-equilibrio de expansién consiste por los vectores xk,pk,
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k€ K y coeficientes 0 < &; < o, 0 < Fk < o los cuales cumplen

n m - n m _
a) ) i? ) Bkt(i,j) > _Z ) xf AZk(i,j) para todo j y cada k.
i=1 £=1 i=1 £=1
q m _ q m
By I % 1 G, <B (I 1 v ATE s e
j=1 £=1 j=1 £=1
—k e - AP - % 0 Lk, .
=0 ; B ;
7) P si izl X Lzl (i,j) > e, izl LZI X; ATN(1,7)
q m q m
5) X =0 si ) p° 7 B, <F (1 1 pEat,i v e
* j=1 J g=1 j=1 £=1 3

La tercera condicidén expresa el hecho que si la produccidn de un bien
excede al consumo, entonces su correspondiente precio es cero. Analoga
mente para la Gltima desigualdad, si un bien no es ganancial entonces
X< = 0.

Ahora veremos como un tal modelo de expansién y sus e-equilibrios po-
seen una vinculacién intima con los juegos racionales entre n personas.
Con tal motivo sea X el simplex unitario para los x y P el simplex uni-
tario para los precios p.
Definamos las siguientes funciones
k., k _k k _k kL,. .
MT(x%,p7) =} L opsox; L BUU(d,])
ij 1 1z

xb,x®p®) = 11T xf et AL
)

y finalmente
k kK. .
Og(xk,pl,...,pm) =371 X p§ At (i,j) + € = Ok(xk,pl,...,pm) + e,
ije

Teniendo estas funciones, introduciremos un juego racional ficticio de

2 m personas:
I, = (P, .., PLX, . X oMY
el cual estd definido si se cumple la condicién

m
a) AR (i,5) + L B*(i,5) > 0
=1

para todos £, k, i, y j.

Con una tal condicidén todos los denominadores son positivos. La tGltima
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delo de von Neumann, Como es sabido tal condicién ha sido cambiada por
otra, por ejemplo por Kemeny-Morgenstern y Thompson en [ 6], Thompson
[11], Gale en [3], y otros. Pero por brevedad y simplicidad, nosotros
usaremos la condicién ya mencionada.

Por otro lado, es claro que cada proceso consuma algln bien; es decir:
para cada k hay un £ tal que para cada i hay un j: Alk(i,j) > 0. Condi-
cién que llamaremos b). Finalmente cada bien es producido por alglin pro

cesospara cada k y j hay un i y un £ tal que Bkz(i,j) > 0, la cual de-
signamos como condicién c).

Ahora introduciremos el resultado principal de este trabajo.

TEOREMA 4. Dado el modelo de expansidn cumpliéndose las condiciones a-
dicionales a), b), y c), entonces ik, Ek, 0 < Ek <ew , 0<PF <= es

un e-equilibrio de expansidén ei y sdlo st (fl,...,im,ﬁl,...,ﬁm) es un

punto de equilibrio del juego asoectado r_, con

g NEEL,. RPN = MEEREN
Y
—k —1 —]
B, O ,p',...,P™ = MEGR*,pM).

Demostracidén. Tomemos la desigualdad a) que multiplicaremos por p? y
sumamos sobre j. De aqui

k _k

Mk x*,p ky

- k=1
) > NO(X ye s X0,D
En virtud de 7), para pk = Bk tenemos una igualdad. Llamemos
7,
T = K

-7,
consecuentemente 0 < 7£ < 1. Reemplazando en la desigualdad anterior

este coeficiente y multiplicando la correspondiente ecuacién, se tiene

k, %k _k
-M (X 5P ) < ’-Y-
NEEL, .. LLER,p0 + MEEE PR k

la cual estd bien definida por la propiedad a) que asegura que el deno
minador es siempre positivo. De nuevo, en virtud de la condicién 7),
se tiene

k =k _k k .~k =k
-M (X 2P ) i -M (X 3P ) ’71(
k — =k k -k —k
(x‘;---:;m,P )M (x7,p0)

<
k=1 = =
NG, XS N
Analogamente teniendo en cuenta las desigualdades 8), §) y a), se ob-

tiene
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ME (x,5%) MEGES,P) -F

<
k., k =1 - k. .k =k k. —k —1 k —k =k
0K ,ph, . ,P™ + M) OS(XS, DT, ..., + MEES,P) €

donde F& =k y 0 < gk < 1. Por lo tanto un e-equilibrio de expan-

k
sién es un punto de equilibrio de r..

Inversamente, sea (El,...,im,ﬁl,...,ﬁm) un punto de equilibrio del jue
go fe, cuyas funciones de pago son no negativas con denominador positi-
vo, debido a la condicién a). Un tal punto de equilibrio existe por el
teorema 1, ya que nuestras funciones son multilineales y suma de ellas
son también multilineales. Entonces, por una parte tenemos

k =k k -k —k
M5 (X*,p") M (x5, 55

<
k ,— k k. =k _k k=1 =k
N (xl,...,im,p ) + M (x,p) NE(XT, ..., X0, D) + M

kx*, 55

Llamando 7k al segundo término multiplicado por menos uno, se tiene

M* G, p") > 5 -
—1 k k ,—k k. ~
NG, L LLERPE) ¢ MEERE D) k

para todo pk.

Queremos ver que 0 < Tk < 1. Claramente 0 <7, < 1. Si fuese 7# =1 en
tonces de la Gltima desigualdad, tendriamos

=1 —m k
N LLLEE, P <o
para todo pk. Por lo tanto

IR At <o
ig

para cada j. Sea §£,> 0 donde Z es el de la condicién b) entonces por

1 p—
ella existe un j tal que Azk(T,fj > 0. De aqui
NP =& Lk .
0 <A@ <11 xF At
1 i VA
lo que es absurdo.

Queremos ver que 7k # 0. Para ello consideramos las otras desigualdades
del punto de equilibrio de r_ que estdn dadas por:

k, . k =l k =k —k

M (<L) - M G ,p%) _
k. k =1 k,_k —ky = ~k =k —1 k .=k —k k
05X 3P 5evnyP™) +# MU(X,P)  OS(X,P 5en.sp ) + MO(XT,D)

Inmediatamente se ve que 0 < Fk < 1. Es claro que 5% # 0, ya que si
— r b —1 - I T -
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0.< Ek‘ Ahora tenemos que

k&, 55

k=1 =] -k =k
N™(x ,...,Em,pk) + Mk(x ,P )

— M

7k =

y si 7k = 0 entonces Mk(ik,ﬁk) = 0. Pero si vale esto dltimo tendria-
mos 5# = 0, lo cual es imposible. Entonces 7£ > 0.

Supongamos ahora que 8£ = 1 entonces
k,.k =1
Os(x sP ,...,ﬁm) <0

lo cual es imposible porque
k., k =1 = -
Oe(x JP seeesp) = e > 0.

Entonces 0 < 6k < 1y por lo tanto

—ky _ 7 ke k =1
MExE,P) < B 0X (S, B, .. LP™

) _ 5
donde 0 <f, = —= < o,

k
1—8%

De aqui se tiene

15y 8L < B 1] I pe At (i,5) + el
h| ya 3

para cada i y k, lo cual es B). E1l cumplimiento de 8) es claro. Si no
fuese cierto, entonces tampoco (*) no seria cierto.

5
Finalmente, como se tiene 0 < Ek — < o , entonces (*) se puede es
1-Fk
cribir de la siguiente forma:
= - =1 k
ME (&*,p") > a, NeG, LR,

para todo k y pk, y de aqui

DR DB > & T ] R AT a)
1

.

para todo j y k, lo cual es «). La condicién y) se obtiene andlogamente
como &).

De aqui un punto de equilibrio es un e-equilibrio de expansién. (CQD).
Es interesante notar que para cada e, uno posee un e-equilibrio de ex-

pansidén o un punto de equilibrio del juego asociado r . Uno estd tenta-
do de hacer ¢ — 0, pero en tal caso aparecerd por lo menos un punto de
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XXVIII REUNION ANUAL DE LA U.M.A.

Auspiciada por la Universidad Nacional de La Pampa, entre los dias 18
y 20 de setiembre de 1978 se realizé la XXVIII Reunidn Anual de la
Unién Matemitica Argentina, en la ciudad de Santa Rosa (La Pampa).Esta
reunidén contd también con el apoyo del Consejo Nacional de Investiga-
ciones Cientificas y Técnicas.

La sesién inaugural tuvo lugar el dia 18 a las 19 horas, en la Facul-
tad de Ciencias Exactas y Naturales de la Universidad Nacional de La
Pampa. Usaron de la palabra el Sefior Gobernador de la Provincia de La
Pampa, General de brigada (RE) Eladio E. Aguirre, el Sefior Rector de
la Universidad Nacional de La Pampa, Profesor Vicente Marquina y en re
presentacién de la U.M.A. su vicepresidente 1°, Prof. Eduardo Gaspar.
Posteriormente se dictdé la conferencia "Julio Rey Pastor", que en esta
oportunidad estuvo a cargo del Ing. O. Villamayor, quien diserté sobre
"Singularidades de Variedades algebraicas'.

Durante el desarrollo de la Reuridén fueron pronunciadas las siguientes
conferencias: ''Diferenciacidén a través de medias esféricas lacunares',
a cargo del Dr. Calixto Calderdn'"; "Estructura local de las acciones
diferenciables de grupos de Lie compactos", a cargo del Dr. Christian
Sanchez; "La nocidén de residuo en varias variables complejas'", a cargo
del Dr. Miguel Herrera; "Problemas de la actualizacién de la ensefianza
de 1la matemdtica', a cargo del Dr. César Trejo. ‘

Las sesiones de comunicaciones, cuyos reslimenes aparecen a continuacién,
tuvieron lugar el dia 18 en horas de la tarde y el dia 19 en horas de
la mafiana y de la tarde. E1 dfa 20 se realiz6 una sesidén referida a pro
blemas de la ensefianza de la matemdtica, con comunicaciones y discusio
nes sobre el tema.

La Asamblea General Ordinaria de la U.M.A. se realizé el dia 20 a las
19,30 horas. Luego de la aprobacién de la Memoria y Balance correspon
diente al perfodo vencido, se procedi6é a la eleccidén de la nueva Junta
Directiva de la U.M.A., la que quedé integrada de la siguiente manera:
Presidente: Orlando Villamayor; Vicepresidente 1°: Mario Castagnino;
Vicepresidente 2°: Juan A. Tirao; Secretario: Carlos G. Gregorio; Pro-
secretario: Nicolds Patetta; Tesorera: Ana E. Blangino; Protesorera:
Graciela S. Birman; Director de Publicaciones: Dario J. Picco. Poste-
riormente la Asamblea recibid los votos para la eleccidén de los voca-
les regionales, resultando electos los siguientes: Centro: H. Alaggia;
Cuyo: Maria Rosa Berraondo; Nordeste: Héctor Tamburini; Sur: Maria L.
Gurmendi; Noroeste: Roberto Ovejero; Litoral: C. Meritano; Capital y

La Plata: J.J. Martinez.

Finalmente se agradecidé a la Universidad Nacional de La Pampa el aus-
nicio otorcado a la XXVIII Reunidén Anual de la U.M.A., vy al Departa-
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RESUMENES DE LAS COMUNICACIONES PRESENTADAS A LA XXVIII REUNION
ANUAL DE LA UNION MATEMATICA ARGENTINA

CORACH, G. (U.N.B.A.): Sobre el nimero de generadores de una Cm—dlge—
bra.

Un subconjunto S de un dlgebra topol6égica A genera topoldgicamente a
A si el conjunto de polinomios en elementos de S es denso en A. Si
existe un tal S finito, A es topolégicamente finitamente generada.
Dada un dlgebra C” A su espectro X(A) tiene una estructura de varie-
dad diferenciable de modo tal que se inmerge regularmente en algdn
R™. Dado h € X(A) llamamos dh(A) a la dimensidén de X(A) en h. Defini
mos también i(A) = min {m: X(A) se inmerge regularmente en R®} y

g(A) = ndmero minimo de generadores topolégicos de A.
TEOREMA. Si A es una C”-4dlgebra d, (A) <g(A) = i(A) VheX@A).

COROLARIO 1. Si A es una C"-dlgebra, d, (A) = g(A) =n VheX(@A) si
y s6lo si X(A) es difeomorfo a un abierto de R®.

COROLARIO 2. Si X es una subvariedad de Rn+l

g(C”(X)) = n 6 n+1,

de dimensidén n entonces

GATTO, A. B. E. (U.N.B.A.): Descomposicidén atémica de distribuciones

en espacios HP parabdlicos.

Se obtiene una descomposicién en dtomos de las distribuciones perte-
necientes a cualquier espacio HP parabélico de Calderén-Torchinsky,
0 <p < 1. Esta descomposicién es obtenida extendiendo el método u-
sado por A.P. Calderdn en el caso diagonizable. El resultado obteni-
do es el siguiente: Si £ € HP, 0 <p < 1, k = y/p-1, existe una suce
sién de k-4tomos a tales que f = ] ay en HP, o, sea £ - g ajﬂ s 0

1 H
para N + =, y determinada una norma en HP y el valor de k existe una

Lygl® <7 la 0% < c IFIP .
uP

constante ¢ tal que c~
q i) P

Un k-4tomo es una funcién acotada, con soporte compacto y momentos nu
los hasta el orden k. Se define ﬂal(p) = lall (inf |B|1/p) donde |B]|

denota la medida de una bola en la métrica parab6lica que contiene al
soporte de a; y = traza de P, donde P es el generador infinitesimal
del grupo de dilataciones mediante el cual se define HP.

GUTIERREZ, C. E. (U.N.B.A.): Sobre integrales singularees y espactos
de Orlicaz.

Se determina a qu€ espacios de Orlicz L, puede pertenecer el ndcleo de

¢
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un operador integral singular para que &ste resulte continuo en LZ(R“).
El resultado es el siguiente:

Sean k(x,y) una funcién homogénea de grado -n eny (Vx € R®) con va-
lor medio cero sobre la esfera unitaria : de R" y ¢ una funcién de
Young tal que ¢(x)/x2 es no creciente. Entonces si V x € R“, k(x,.)E
€L,(z) vy

sup_ Ik(x,.}I, <C
xeRn ’ ¢ ’

se tiene que el operador K con ndcleo k satisface:
IKEL, < Clnye). sup Ik(x, )0 . I£1, v fe L2RY) ,
XE

a condicidén que ¢ satisfaga:

® 1
____7_?_:___ dt < oo ,
Jl ¢(tn 2(n 1))

SPINADEL de, V. W. (U.N.B.A.): Optimalidad de juegos diferenciales

con la ecuacidén de difusidn.

Se trata de extender la condicién de optimalidad de Isaacs para jue-

gos diferenciales ordinarios al caso de un juego diferencial parcial,
en particular, al caso de un juego diferencial en el cual el sistema

fisico estd descripto por una ecuacién diferencial del tipo de la &el
calor o de difusidn.

Los métodos utilizados, tales como la discretizacién de la ecuacién
diferenicial parcial o el desarrollo de Fourier de las funciones de
control y la funcidén incoégnita, permiten llegar a un principio simi-
lar al de Isaacs para juegos diferenciales parciales.

TORANZOS, F. A. (U.N.B.A.): Los puntos de no-convexidad local de un

conjunto estrellado.

Hace 50 afios que Tietze demostr6 que un conjunto conexo: y cerrado de
R®, sin puntos de no-convexidad local, es convexo. Desde entonces el
concepto de punto de no-convexidad local ha sido una herramienta impor
tante en la geometrfa de conjuntos convexos y no convexos. Demostramos
acid que cada componente convexa de un conjunto cerrado y conexo S en
un espacio vectorial topolégico localmente convexo contiene puntos de
no-convexidad local de S, a menos que S sea convexo. La generalizacién
de Klee del teorema de Tietze antes mencionado resulta como corolario.
Luego caracterizamos el mirador de un conjunto S como interseccidén de
los "conos internos" en los puntos de no-convexidad local de S, gene-
ralizando un resultado previo de F. Valentine. Finalmente introduci-
mos la nocién de "mayor visibilidad" en un conjunto estrellado y de-
mostramos un teorema tipo Krassnosselsky, donde también juegan un rol
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TORANZOS, F. A. (U.N.B.A.) y NANCLARES, J. H. (Ministerio de Planea-

miento): Inseripeidn de simplices en cuerpos convexos.

Es bien conocida la posibilidad de inscribir en un dvalo (figura con-
vexa suave y rotunda) tridngulos equildteros en cualquier posicién.
Tratamos aqui de generalizar este resultado a dimensiones superiores.

TEOREMA 1. Sea K un cuerpo convexo suave y rotundo en E" y sea T un n-
simplex regular. Existe un n-simplex regular T' inscripto en K y simi-
larmente situado que T.

TEOREMA 2. Sea K un cuerpo convexo suave y rotundo en E", y sea
p € front K. Existe un n-simplex regular inscripto en K que tiene a p
como vértice.

Se investigd la unicidad (con resultado negativo en ambos casos) y la
generalizacidén a simplices no regulares (resultado positivo en el
Teor. 1 y negativo en el Teor. 2).

BUSTOS, 0. H. (U.N. San Luis): Estimacidn robusta en procesos autorre
gresivos contaminados.

Sea (Y_), un proceso estacionario y ergédico de la forma Y =V Z_+
+ (1-v't)xt siendo (V,)  una familia de v.a.i.i.d. conV, € Bi (e,1)

(e > 0 conocido); (Zt)t otra familia de v.a.i.i.d.; (Xt)t un AR(p) de

- 1 g 1

la forma Xt+p = pu + Xt+p—lg + Ut (donde Xt+p—1 (Xt""’xt+p—1)’ 8

la traspuesta de ) con (Ut)t proceso del tipo ¢-mixing satisfaciendo
) ‘P(n)1/2<:'°° »BUy = 0, o parametro de escala de Uy; para cada

~ ~

n= ~
n 1,2,... sean Mo, 8., 0 estimadores de u, 6, o respectivamente basa

no

dos en muestras de tamafio n de (Yt)t definidos por

n-1

(1/n) Zo v(H(t,n)) wJ(t)) =0
t=
n-1

(1/n) Zo y(H(t,n)) J(t) wJ(t)) =0
t=
n-1 2

(1/n) } x@H(t,n)) =0
t=0

donde  H(t,n) = (Y, - - Yt+p_1§£)/én 2 J(t) = Yt+p_1

Bajo condiciones bastante generales se obtienen: consistencia fuerte y
normalidad asintética de estos estimadores, incluso para el caso de pre
sencia de un pardmetro de posicién y otro de escala de las observacio-
nes que se estiman previamente. Se define y prueba robustez cualitativa
de (éﬂ) bajo u = 0 y o conocido. Finalmente se muestran propiedades nu-
méricas de muestras finitas para el caso p=1 usando métodos de Montecar
lo.
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VARGAS, J. (I.M.A.F.): Férmulas explicitas para caracteres de represen

taciones de cuadrado integrable de grupos de Lie semisimples.

Sea G un grupo de Lie semisimple no compacto con centro finito. Una re
presentacién unitaria irreducible # de G se llama de cuadrado integra-
ble si alguno de sus coeficientes matriciales es de cuadrado integra-
ble con respecto a la medida de Haar en G.

Sea 7 una representacién de cuadrado integrable de G y sea 9“ el carac
ter de m. Es bien conocido que OW es una funcidén analftica real y cen-
tral en un abierto denso de G, que estid localmente dada por una f6rmu-
la andloga a la de Weyl para los grupos compactos. En esta comunica-
cidn proveemos férmulas explicitas para los caracteres Qw cuando 7 tie
ne la propiedad de Borel-de Siebenthal.

AGUILERA, N. E. y HARBOURE, E. 0. (U.N.B.A.): Sobre multiplicadoree en

espacios de Holder globales.

Se consideran operadores invariantes por traslaciones entre clases de
Holder globales como las tratadas por N. M. Riviere. Dichas clases AE
estidn definidas de la siguiente manera:

AP = (£ €S (RM\ {0}) : sup If+¢ | a % < =}
o a>0 a P

donde

¢ € Cg (R™) , sop ¢ C {x/1/4 < |x| < 2} y tal que si
$,(x) = ¢(ax) , J ¢ ,(x) =1 para x#0.
k=-w 2

Se obtienen los siguientes resultados:

Si T: Ag — 1 , B>ay T es invariante por traslaciones, entonces:

a) T: L¥ — L% donde 1 <1, s < oo, 1. 1_1_ 1. ﬁiﬁ si

b) T: L® — BMO si 4 = 82e 41

m n )
Estos resultados pueden considerarse como una generalizacién de los ob
tenidos por Stein y Zygmund en ''Boundedness of translation invariant o
perators on Holder and LP-spaces". (Ann. of Math. 85 (1967) pdgs. 337-
349).

ALVAREZ ALONSO, D. (U.N.B.A.): Construcecién de un cdleculo funcional so

bre operadores regularizantes.

Sea R, = {R: C; — D'/RD® , DR se extienden a operadores lineales y a

2 3 %1 3 %n
acotados de L< en si mismo para 0 < |a|l < k}. D® = (=24
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Se consideran procesos aleatorios de variedades compactas Qip) de di-
mensién r, dependientes de un pardmetro positivo p, tales que dos va-
riedades con el mismo valor de ¢ sean congruentes.Suponiendo que A=Af
es una variedad fija, tal que r+q-n = 0, se considera la variable alea

toria V A) =] o (A nQ), donde o

r+q-n significa el volumen

r+q-n r+q-n
(r+q-n)-dimensional y la suma se extiende a todos los conjuntos Q del
proceso. Se calcula el valor medio EVr+q_n. Si r=q=n, se considera la
variable aleatoria X(A) = J X(A N Q), donde x significa la caracteris-
tica de Euler-Poincaré y se calcula también su valor medio. El caso de
procesos de Poisson es analizado con detalle. Se considera también la

generalizacién a 'procesos mixtos'.

BIRMAN, G. S. (U.N.B.A.): Sobre densidad de pares de elementos.
Sea P3(C) el espacio complejo hermitiano eliptico de dimensién 3, con
métrica dada por cos % = |(x,y)| donde d es la distancia entre x e y,

En este espacio se generalizan algunas densidades de pares y ternas de
elementos, tales como: pares de puntos, recta y punto, recta y plano,
pares de planos, ternas de puntos, pares de rectas, punto y plano; a
partir de lo hecho por H. Rohde (Unitare Integralgeometrie, Abh. Math.
Sem. Univ. Hamburg, 13 (1940) (295-318)) para el plano proyectivo com-
plejo y por O. Varga (Crofton's formula in E,, Math. Z., 40 (1935)
(387-405)). Cabe también, la generalizacién de densidades de pares de
cadenas uni-, bi- y tridimensionales y de éstas con puntos, rectas y
planos.

MILASZEWICZ, J. P. (U.N.B.A.): Gerneralizacidén de un teorema de Kahan.

Sean L y U matrices cuadradas con sus términos no negativos; con p( )
indicamos el radio espectral de matrices.

TEOREMA. Sea p(L) < 1; las siguientes proposiciones son equivalentes:

(i) 0 < p((I-L)~YU); (ii) {o(L*+tU)/t > 0} es no acotado; (iii) Exis-

te tl tal que p(L+t1U) = 1.

El teorema que se generaliza considera como hip6tesis suplementarias
que L y U sean respectivamente triangulares inferior y superior estric
tas. De esta generalizacién se obtienen algunos corolarios vinculados
al Teorema de Stein-Rosenberg.

BUSCH, J. R. (U.N.B.A.): Interpolacién de tipo Hermite por polinomios
en R,

Mediante €l estudio de las propiedades de ciertos ideales de polino-
mios en n variables, naturalmente asociados a un problema de interpo-
laci6n, se obtiene por aplicacién del teorema chino del resto una ca-
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Dado A € Rk, sea Ak el dlgebra real generada por una familia maximal
de operadores autoadjuntos en R, que commutan entre si y con A.

Sea C0 = {f: R — R / f es continua, £(0) = 0, £ es derivable en t=0}.

Se prueba entonces que existe un cdlculo funcional completo sobre Ak
relativo a Co, entendiendo por ello, que hay una aplicacién
[
k .
C0 x Ak — AL (£,R) — wk(f,R) = f(R) cumpliendo:

1. Si X es la funcién f(x) = x, wk(ﬁ,R) =R VRE Ak'

2. ¢, (o, £ %a,£),R) = a9, (£,,R) + ayw, (f,,R) Va, €R, £, €C;, REA.

3. wk(fl.fz,R) = wk(fl,R)owk(fz,R) v fi [S Co, R € Ak.

4. 0 (£,0, (£,,R)) = v, (£0£,,R) VE €C;, REA.

Sobre R_ =N Rk es posible obtener un resultado andlogo.
k

VIOLLAZ, A. J. (U. N. Tucumin): Tests de hipdtesis basados en combina-
ciones lineales de cuadrados de componentes ortogonales del estadistico

de Cramer-Von Mises.

Sean Xl,XZ,...,Xn v.a. independientes e identicamente distribuidas en

el intervalo unidad. La j-ésima componente ortogonal se define como
_ -1/2 ¢

an =n izl dj(Xi) donde {1,d,,d,,..

L2[0,1]. Se consideran tests basados en combinaciones lineales de los

VZ

n

ternativa simple. Se determina la combinacidén lineal para la cual el

.} es una base ortonormal para

i° para el problema de docimar una hipétesis simple frente a una al-

correspondiente test es, aproximadamente, localmente Sptimo.

DIEULEFAIT, C. E. (U.N. Rosario): Una observacidn en algunos cdlculos

de residuos.

Bajo las condiciones expuestas en los textos corrientes, (ver por ejem
plo: Jean Dieudonné, Calcul Infinite€simal pdg. 242) la expresidn:

+ o0 n
J f(x)dx = 2ri ] Res_ f(z)
- k=1 "
debe escribirse, como resultado efectivo:

J+w f(x)dx = 0

-0

ello como consecuencia directa de una propiedad sencillamente expuesta
en el texto de esta comunicacién.

FAVA, N. y SANTALO, L. A. (U.N.B.A.): Procesos aleatorios de variedades

n
en R,
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racterizacién de la P-unisolvencia de un conjunto de interpolacién.
Mediante la obtencidn de férmulas explicitas para el 1, que expresan
el hecho de ser estos ideales coprimos entre si, se obtienen métodos
recurrentes para hallar funciones de base asociadas al problema de in-
terpolacién. La condicién P, C P, esencial para el andlisis del error
de interpolacién de funciones por polinomios, se expresa en términos
de los generadores de estos ideales.

CARRIZO, E. C. (U.N.B.A.): Propiedades del espectro de matrices cfcli-

cas.

Usando un sencillo resultado se generaliza un teorema de Romanovsky
sobre propiedades del espectro de matrices particionadas en bloques
dispuestos seglin una permutacién ciclica y al mismo tiempo se obtiene
una demostracidén diferente de un teorema de Frobenius sobre la estruc-
tura del espectro de matrices irreducibles no negativas ciclicas de in
dice k.

TRIONE, S. E. (U.N.B.A. y I.A.M.): Sobre una generalizacidén de una fér
mula de representacidn de Bogoliubov-Parasiuk.

En esta nota daremos una férmula de representacién de las soluciones
elementales (causal y anticausal) del operador n-dimensional de Klein-

Gordon, iterado k veces, G (P¥io,m,n)(1) por medio de una integral

a=2k
simple (simbdlica) de Fourier. El1 caso particular n=4, k=1, importante
en teoria cudntica de campos, ya que G2 (P - io,m,4) da una expresidn
Gtil del propagador causal de Feynman, fue establecido por Bogoliubov
y Parasiuk (cf. Uber die Multiplication der Kausal-funktionen in der
Quanten-theorie der Felder, Acta Méthematica, 97, 227-266, especial-
mente, p. 233, 1957) y desempefia un papel esencial en la teoria de la
multiplicacidén de distribuciones causales, debida a estos autores.

l a-n
. 5 ()
(1) 6, (P¥io,m,n) 2L A_(m,n) (P¥io)? K,_, (/m2(P¥i0)}, donde
2
P=P(x) = x2+...+x2-x2 -...-x2 , P,q enteros >0, ptq = n, € C,
1 p  ptl pt+q
m>0, x = (xl,...,xn) eR",n>0,
. a . l,a-n
ST 7 i 2207
Au(m,n) = s

n
(Zn)z P(%)

(PFio)* = lim (P¥ic |x|%¥ , >0, 2 e¢C, x| = xZ+ia+x? yKoees 1a
€+0

funcién modificada de Bessel de tercera especie definida,. cuando v no
es un nimero entero, por la férmula
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K,(2) = —F——{I_ (2)-1 ()} ,
2 sen v

+2u
&V
2

donde Iv(z) B —
0 v! I(v+tu+1)

i
Ne~ g

N

GONZALEZ DOMINGUEZ, A. (U.N.B.A. y CONICET): Sobre algunos productos

distribucionales multiplicativos heterodoxos.

Sean S y T dos distribuciones. Definiremos su producto multiplicativo

por la férmula

S . T = 1lim {S = gn(x)} AT = gn(x)} ,

n->«

si el 1limite existe para todo modificador gn(x)zn g(nx), (-» <x < =),
donde el simbolo * significa, como de costumbre, '"convolucidn" y la

funcidn g(x) tiene las propiedades siguientes:

a) g(x) € Cy; b) gx) > 0; c)g(x)=g(-x); d) sop.g(x) = [-1,11; e) g(x)
es creciente para -1 < x < 0 y decreciente para 0 < x < 1;

£) jf: g(t) dt = 1. Esta definicidén es una leve modificacidn de la de

finicién de Mikusinski., Utilizando esta definici6én evaluamos numero-
sos productos multiplicativos "heterodoxos". Nos limitaremos a consig

nar dos de nuestras férmulas:

-1y[ml [m] -1 0kl -1 kim! k+m+1

(k*m+1) ! 6

en esta férmula k y m son dos enteros no negativos y las letras "vp"

a) G[k].{vp X + 8 Avp x

significan, como de costumbre, ''valor principal'.

b) Sea S una distribucidén de soporte compacto (esta hipGtesis puede

generalizarse). Vale entonces la férmula

k+m k-m-2

{vp X—l}[k].{vp xhlmda2 pak gmy o -1N kim! pf x~

En esta férmula k y m son dos enteros no negativos y las letras "pf"

significan, como de costumbre, '"parte finita'.

Las dos fdrmulas que preceden admiten generalizaciones multidimensio-
nales (esféricas, cénicas e hiperbdlicas). Estas férmulas generaliza-
das aparecen en la teoria cudntica de campos y en la electrodindmica

no lineal de Yang-Mills.

BONESANA, N. D. (C.N.E. Atémica) y D'ATTELLIS, C. E. (I.A.M.): Regula-

cién dptima de plantas nucleares.

Las plantas nucleares plantean problemas de regulacién multidimensio-

nales v estocidsticos. Se aplican en este trabajo las teorias del regu



do los resultados sobre una simulacién de un modelo que considere las
ecuaciones cinéticas del reactor y las de temperatura.

CORTINA, E. (U.N.B.A.): Sobre representaciones a la Darlington de fun-
ctones matriciales j-expansivas.

Para una funcién matricial A(z) de orden 2n j-expansiva; es decir que
satisface a la condicién A*(z)jA(z) - j > 0 para |[z| < 1, donde

[-I 0 ]

. n

J =

0 I
n

se obtuvo una representacién de la forma
A(2) = [a(2)e + 8(2)][v(2)e + 8(2)171

donde e es una matriz constante j-expansiva y la matriz de coeficien-

tes
[a(Z) B(Z)]
W(z) =
y(z) 8(z)

de orden 4n, satisface a la condiciones

WE(z)JW(z) - J >0 para |z| <1, Wx(el®)aw(el®) - J = 0 para casi
todo t (0 < t < 27), donde

-]

El interés de la representacién obtenida consiste en que, a base de e-
lla, puede establecerse un método de sintesis de n-puertos de matriz
de transferencia prefijada.

CHIAPPA, R. A. (U.N.S.): Determinacidn de sucesiones de De Bruijn bina
rias.

Se da un algoritmo que permite construir cualquiera de las sucesiones

de De Bruijn que se pueden determinar con dos simbolos.

Ellas se obtienen como circuito euleriano de un grafo de J.Good. A tal
efecto se representa cada uno de sus arcos por un entero 0 < j < 2",
y por sucesivas extensiones y concatenaciones de los caminos obtenidos
a partir de los arcos pares se determinan los circuitos en cuestién.

AUSLANDER, M. (Brandeis University, U.S.A.), PLATZECK, M.I. (U.N.S.)
y REITEN, I. (Trondheim University, Noruega): Funtores de Coxeter sin
diagramas.

Se desarrolla primeramente una generalizacién de la nocién de funtor
de Coxeter parcial, conocida para diagramas, a ciertos tipos de ani-
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llos y &lgebras de artin, utilizando la teorfia de sucesiones casi es-
cindibles. Sea D la dualidad ordinaria para dlgebras de artin y Tr M
la traspuesta del médulo M. Se prueba para dlgebras de artin heredi-
tarias que una composicién de funtores de Coxeter parciales es el fun-
tor D Tr. Luego se estudia la conexién entre los distintos funtores de
Coxeter existentes para diagramas, asi como para dlgebras y anillos de
artin.

WEIDENBACH, R.J. (U.N. del Centro): La matemdtica en la prehistoria.

Los presuntos primeros conocimientos; su andlisis. La matemdtica de
los babilonios. La matemitica de los egipcios; su aporte. La matemdti-
ca de los indios, de los chinos y de los mayas; herencia dejada. Apor-
te griego.

KEILHAUER, G. : Horoesferas en variedades de Hadamard.

Por una variedad de Hadamard entendemos una variedad de Riemann M de
dimensién (> 2) conexa y simplemente conexa y curvatura seccional

K0 < 0 para todo plano tangencial o de M. Si v es un vector unitario,
la funcién de Busemann bv: M — R se define por

bv(q) = 1lim (d(q,cv(s))-s) donde d denota la distancia inducida por
s++w

s>0

la métrica, y C, el rayo geodésico con direccién inicial v.
E1l conjunto H = b'l(O) se define como la horoesfera determinada por v.

En (1) se probé que b es de la clase Cl, y en (2) que la normal a H o’
definida via la noc16n de rayos asintéticos, es de la clase cl.

Como consecuencia de (2) probamos que la variedad M es cl difeomorfa
a R x Hv'

Por otro lado, la combinacién de los resultados de (1) y (2) implica
la diferenciabilidad C? de b (hecho que aparentemente no ha sido nota
do). Utilizando este resultado, probamos que_en el caso dim M > 3 y K o’
acotado por debajo por -r2 (r >0 fijo), para todo plano tangencial ¢
de M se verifica la siguiente acotacién para las curvaturas seccionales
KV de 1a hipersuperficie H como asi también para la curvatura media
HV computada en la d1recc16n dada por grad b

(a) para todo q € H es 0 < H'(q) <r

{b) para todo plano tangencial ¢ a Hv es |K: - K°| < r?
Observaciones:

i) Las acotaciones (a) y (b) son vilidas para cualquier horoesfera de
M, pues v es arbitrario.

ii) Es un hecho conocido que, si K = -r2 para todo g, entonces K: =0
(es decir, Hv es isométrico a un espacio euclideano), y HY T,
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(1) Eberlein P., 0'Neill B.: Visibility Manifolds, Pacific J. of Mathe
matics, 46 (1973), 45-105.

(2) Eschenburg J.H.: Stabilitatverhalten des geodatischen Flusses Rie-
mannscher Mannigfaltigkeiten, Thesis, Bonn 1975,

CALDERON, C. P. (University of Illinois, Chicago Circle, I.A.M.,
U.N.B.A.): Regularidad focal y global de funciones.

Sea w(t) el médulo L! de continuidad de una funcién periédica de perio

do 2m , a saber:

27
w(t) = su j |£(x+h) - £(x)| dx .
h,|h$<t 0

Sea ¢ (t) una funcibén continua, creciente tal que ¢(0) = 0. Supongamos
en w(t) la siguiente condicidén de integrabilidad:

1 1
(i) G S Joowem G<w.

Entonces para cada A > 0 f admite la siguiente descomposicién:

TEOREMA. f=f +f

(1) T}‘FJI [£,60 - £,00] dy <cle(|1])171. a

donde I es un intervalo arbitrario centrado en x. La constante C no
depende de x, f o A , y ¢(t) viene expresada por:

1
v = [ s % o<r<
t

(ii) f2 satisface

a) f2 vive en una unién de intervalos U Ik tal que
’ 1

© c il
DTl <—i_[J0 w(t) ¢(t) &+ 1£1 ]

) 1
) dt
I C ( - f
b) RGP J}Iklle dt < Z[Jo w(t) ¢ct) 9 4 af1 )

C1 y C2 no dependen de f o A.

TARAZAGA, P. and MARCHI, E. (U.N. San Luis): Two steps transportation

model.

In this paper we present a transportation model which introduces a new
variant in transportation theory. We study a model with two steps. The
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merchandise goes from a port toa destination but passes through a depo-
sit where accumulation is not allowed. Constraints on the amount of mer
chandise passing through a deposit are also considered. Moreover, dif-

ferent results simplifying the computation of the corresponding program

ming problems are also studied.

COLEFF, N. (U.N. de La Plata): Descripcidn de una familia de puntos

singulares de superficies.

Sea C una curva regular compacta (superficie de Riemman) y considere-
mos un fibrado tangente T. C admite una inmersién canénica como seccién

"nula de T.

Si el género de C es mayor que 1, C estd negativamente situada en T vy
por un teorema de Grauert sabemos que existe el blowing - down de C a

un punto singular normal de una superficie.

Se trata de describir la familia de puntos singulares asi obtenidos y
calcular sus caracteres numéricos (multiplicidad, dimensién de embed-

ding, etc). Se considera dnicamente el caso en que C sea hipereliptica.

El problema analizado se encamina a producir ejemplos de inmersiones de
curvas en superficies que no son equivalentes pero tienen primer grado

de equivalencia.

Este trabajo fue realizado en colaboracién con James Morrow.

MARCHI, E. and CESCO, J. (U.N. San Luis): Generalizing von Neumann
growth model.

In this paper we introduce consumption, labour, wages, saving and loans
in the von Neumann growth model and study different models.Differently
of other authors we introduce the new concepts accordingly from a com-
petitive point of view. Thus relation with equilibrium points of a sui-
table game is obtained. We apply an existence theorem of equilibrium
points for games with rational pay offs already formulated by the first
author.



NESTOR MARCELO RIVIERE

Mes plus grands deuils en sont passés.
VILLON, Le Testament, XCI.

Néstor Marcelo Riviére naci6é el 10 de junio de 1940 en Buenos Aires y
vivié en Ramos Mejfa hasta 1963, cuando se trasladé a Chicago, Estados
Unidos. Desde 1966 residi6é en Minneapolis hasta su muerte el 3 de ene-
ro de 1978 a los 37 afios de edad. Se cas6é el 23 de febrero de 1962 con
su gran compafiera Marisa y en 1974 naci6é su hija Melisa que ha heredado
mucho de la singular mirada de su padre.

Es muy facil descubrir que la virtud principal de Riviére fue su valien
te franqueza., Actué siempre directamente en el contacto con amigos, co-
legas y discipulos y sus prontas aprobaciones o disentimientos fueron
estimulo esperado por todos ellos, Esto, acompafiado de su agudeza supe
rior, lo hacian un formidable camarada (sobre todo de empresas imposi-
bles) que contagiaba fuerza y corage. En su apropiada perspectiva, es-
tas reflexiones se aplican también a su actividad matemdtica.

Un matemdtico comienza su carrera cuando empieza a hacer matemdticas
(es decir, a ocuparse de la matemidtica que &l cree que todavia no estd
descubierta); es claro entonces que al terminar la ensefianza media ya
era Riviére un matemdtico de carrera. Y debe decirse como homenaje a
las escuelas secundarias que el mucho tiempo que dejan libre permite a
sus alumnos hacer uso inteligente de su ingenio. Tanto mds, en casos
como éste, cuando se trata de personalidades independientementes y cu-
riosas. Asi es que durante su adolescencia se enteré sin duda de algu-
nos de los grandes problemas de la matemdtica (en obras de divulgacién,
encontradas por casualidad) y se preocupd, como era de esperar, por
cuestiones elementales de teoria de nidmeros, signo inequivoco de su in
clinacién.
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Es con estos antecedentes que comenz6 la primer etapa de su vida adulta
ingresando en 1957 a la Facultad de Ciencias, en Buenos Aires. All1 em-
pezaron sus veinte afios de "hacer matemdticas".

Desde el primer momento trabajd Riviére con vigor. No solamente en los
cursos que tomaba sino también durante las muchas horas que pasaba en
el Departamento de Matemdticas o en los cafés de la zona. Lo mds singu-
lar de su comportamiento, sin embargo, era que todo problema, o duda, o
sospecha matemdtica que le llegara se transformaba inmediatamente en el
objeto principal de su esfuerzo. Y tanto mejor si se trataba de un tema
completamente nuevo y eran las dos de la mafiana.

Esta fue, creo, su cualidad caracteristica por entonces, y con esa acti-
tud continudé hasta recibirse de Licenciado en Matemidticas en 1961. Debo
aclarar, sin embargo, que esa exaltada curiosidad no le impidi6é cumplir
con sus obligaciones académicas y que sus calificaciones muestran a las
claras el éxito que tuvo en los cursos. En todos los cursos.

Durante su permanencia en Ciencias Exactas como alumno, fue uno de los
beneficiarios de la cuidadosa dedicacién de un grupo de autorizados pro
fesores que supieron alentar este tipo de comportamiento al permitir ge
nerosamente que los estudiantes se extraviaran por cuanto tema descubri
an en la biblioteca y desarrollaran vivos e interminables torneos en
los que afilaban su imaginacién, comparaban sus conocimientos matem&dti-
cos y combatian la ignorancia colectiva. Es seguro que en un ambiente
mids opresivo no hubiera despuntado tan rapidamente su poderosa persona-
lidad matemdtica y su obra futura habria sido menos original. Muchas ve
ces se ha seflalado la gratitud que Riviére y sus camaradas sintieron
siempre por los que aceptaron que este peripatético consorcio se compor
tara como lo hizo, y maestros y alumnos quedaron asi asociados como res
ponsables solidarios de la que Santald llama "la generacidn de 1961"
(Evolucién de las Ciencias en la Reptiblica Argentina, 1923-1972, Tomo I,
Sociedad Cientifica Argentina, 1972). Riviére es el primer caido de es-
te grupo; fue también de los primeros en remontarse, y mds alto.

Su carrera como investigador (llamo investigador matemdtico a quien pro
duce regularmente cosa publicable en revista de buen nivel) comenzé a
fines de 1960 en Bariloche cuando Monteiro le propuso algunos problemas
sobre reticulados distributivos. La necesidad de manejar largas series
de casos hizo que Riviére se interesara por la computacién automitica.
Asi es que fue Programador en el Instituto de Cdlculo durante los dlti-
mos seis meses de 1961, lo-que le permitié progresar en el problema so-
bre reticulados (su contribucidén aparecid en 1968 en Journal of Combina-
torial Theory).

En esos meses particip6 tambi&n en un seminario sobre topologia alge-
braica. Desde enero hasta junio de 1962 ofrecif cursos de andlisis en el
Instituto de Fisica de Bariloche y al volver a Buenos Aires comenzé a
dictar un curso de Teoria de Galois. Aungue estia bien claro gue su prin
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lidad de temas que lo interesaron y con los que pudo contribuir seria-
mente desde sus cdtedras. Puedo también sefialar para mayor abundancia
de prueba de esta versatilidad, que fue coautor del articulo de dlgebra
que aparece en Fundamenta Mathematica, Volumen 71, pidginas 193 a 198,
de 1971.

Su viaje a Chicago'en 1963 es el comienzo de su segunda etapa, que durd
hasta 1966 cuando recibié su Doctorado en Matemdticas en la Universidad
de Chicago con una tesis dirigida por Calder6én. Sin duda estos afios fue
ron muy importantes para su formacién definitiva ya que a partir de en-
tonces se dedicé exclusivamente al andlisis cldsico (aunque no me habria
sorprendido que, de vivir los otros treinta afios que razonablemente le
hubieran correspondido, hubiera también dedicado esfuerzos a otros te-
mas - el dlgebra; tal vez la biologia matemitica).

Por Gltimo en su tercer etapa, de joven madurez, trabajd en la Univer-
sidad de Minnesota donde llegé a ser Profesor Titular. En esa funcién
dict6 cursos superiores, dirigié varias tesis y produjo numerosas publi

caciones y un libro sobre medida e integracién que salvo detalles edi-
toriales dej6 listo para publicar (proyecto que ha prometido completar
su colaborador de afios y entrafiable amigo, Eugene B. Fabes).

Con respecto a su obra, un detalle cuidadoso y técnico aparecerd en el
volumen que la American Mathematical Society dedicarid al Harmonic Ana-
lysis Summer Institute, Williamstown, 1978, En forma vaga, he aqui una
lista de temas: interpolacién, ecuaciones parabdlicas, integrales sin-
gulares, multiplicadores, problemas de fronteras libres.

Finalmente, los viajes. Su creciente prestigio internacional lo 1llevd

a visitar centros de alto nivel (Universidad de Paris, Instituto Mittag-
Leffler, Scuola Normale Superiore de Pisa, Weisman Institu%e) por los
que fue invitado y adonde 1llegdé muchas veces con teoremas nuevos. Como
miembro de la American Mathematical Society organiz6é varias reuniones

y. particip6é en muchas otras en los Estados Unidos y también intervino
en. varias reuniones de la Unidn Matemitica Argentina como expositor y
activo participante. En 1969 y en 1970 visit6 la Argentina donde diCﬁé
seminarios y en 1971 gandé por concurso un cargo de Profesor Titular Or-
dinario en el Departamento de Matemdticas de la Facultad de Ciencias
Exactas, en Buenos Aires. Esto, que lo enorgullecié mucho, respondia a
su plan de trabajar una parte de cada afio en Argentina segln un forma-
to establecido y de probada eficacia (baste recordar que el mismo Rey
Pastor us6 este artificio casi inmediatamente después de su primera vi-
sita en 1917). Desgraciadamente, el inadecuado tratamiento que hizo la
Facultad del aspecto administrativo de este plan resulté en la pérdida
de un prestigioso visitante regular. Asi es como su foja de servicios
se extiende desde el 3 de enero de 1959 hasta el 19 de febrero de 1971,
cuando se lo designa Profesor Titular Ordinario.

Creo que Riviére hubiera aprobado que se me encargara su necrologia, pe
ro el producto le pareceria demasiado serio para ser de mi mano. La pro



funda y al parecer inagotable tristeza que su muerte me produjo es sin
duda la causa de este paréntesis de estilo que el Vasco, espero, me per
donari.

Con la prematura desaparicién de Néstor Marcelo Riviére la comunidad ma
temdtica ha perdido a un original creador y sus muchos amigos al queri-
do "Vasco'", siempre alerta, sorprendente y polémico, las mids veces acer
tado, e invariablemente franco.

Horacio Porta.
Urbana, Julio de 1978.



NORMAS PARA LA PRESENTACION DE ARTICULOS

Los articulos que se presenten a esta revista no deben haber sido publi-
cados o estar siendo considerados para su publicacién en otra revista.
Cada trabajo deberd ser enviado en su forma definitiva, con todas las

indicaciones necesarias para su impresién. No se envian pruebas de imprenta
a los autores.

Cada articulo debe presentarse por duplicado, mecanografiado a doble
espacio. Es deseable que comience con un resumen simple de su contenido
y resultados obtenidos. Debe ponerse espec1a1 cuidado en distinguir indices
y exponentes; distinguir entre la letra O y el nimero cero, la letra 1y el niimero
uno, la letra iy v (iota.), ¢ y €, etc. Los diagramas deben dibujarse en tinta
china. Los simbolos manuscritos deben ser claramente legibles. Salvo en la pri-
mera pagina, deben evitarse en lo posible notas al pie.

El articulo deberd acompafarse de una lista completa de los simbolos
utilizados en el texto,

La recepcién de cada trabajo se comunicard a vuelta de correo v en su
oportunidad, la aceptacién del mismo para su publicacion.

Los trabajos deben enviarse a cualquiera de las dos direcciones siguientes:

Revista de la U.M.A. . Revista de la U.M.A.
Instituto de Matemitica Facultad de Ciencias Exactas
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NOTES FOR THE AUTHORS

Submission of a paper to this journal will be taken to imply that it has not
been previously published and that it is not being considered elsewhere for
publication.

Papers when- subm1tted should be in final form. Galley proofs are not
sent to the authors,

Papers should be submitted in duplicate, neatly typewritten, double
spaced. It is desirable that every paper should begin with a simple but explicit
summary of its content and results achieved. Special care should be taken with
subscripts and superscripts; to show the difference between the letter O and
the number zero, the letter 1 and the number one, the letter i and v (iota),¢
and € , etc. Diagrams should be drawn with black Indian ink. Symbols which
have been inserted by hand should be well spaced and clearly written. Footnotes
not on the first page should be avoided as far as possible.

A complete list of the symbols used in the paper should be attached to
the manuscript.

Reception of a paper will be acknowledged by return mail and its
acceptance for publication will be communicated later on.

Papers should be addressed to any of the following two addresses:

Revista de la UM.A. Revista de la U.M.A.

Instituto de Matemitica Facultad de Ciencias Exactas
Universidad Nacional del Sur y Naturales
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