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OINO LORIA 

Gino Loria, el eminente historiador de la ciencia, honra hoy nuestra 
Revista con el trabajo que publicamos a continuación. 

N o es ésta la primera vez que el nombre de Gino Loda se asocia a la 
ciencia hispano-americana. Baste recordar que ya en 1902,su conocido tra

tado sobre l~s curvas planas mereció el preniio ofrecido por la Academia 
de Ciencias de Madrid y que posteriormente, en 1919, publicó varios artícu

los en "Scientia" dedicados a la evolución de la matemática en la peníri.,. 
sula iberica. Son ellos: Le matematiche in POTtogallo; ció che fur'01w e ció 
che sono (Las matemáticas en Portugal, lo que. fueron y lo que son) ; Le 
matematiche in Ispagna: ier'i ed oggi. l. Dril secolo XVI alla metá del XIX. 
11. I matematici modeTni (Las matemáticas en España: ayer y hoy. 1. Des

de el siglo XVI hasta mediados' del siglo XIX. Ü. Los matemáticos moder
nos), y de los cuales,_ el artículo que hoy publicamos puede considera,rse' 
su natural continuación. 

Cino Loria, profesor en la Universidad de Génova, miembro de la Aca
demia Internacional de Historia de las ciencias y de otras corporaciones 

académicas, ha adquirido un amplio renombre y un sólido prestigio~ cimen
tados por su va~ta y profunda labor en el campo de la historia de las 

ciencias exactas, 'por sus investigaciones en matemática pura y por sus 
trabajos sobre cuestiones metodológicas, pedagógicas, etc. 

Sería imposible reseñar la extraordinaria labor de Loria en el campo de 

la historia de las ciencias, en especial de la matemática. Citemos unicamen
te SllS principales libros: Il passato e il pre$ente· delle principali teo?'ie geo
metr'iche, 1896, (El pasado y el presente de las principales teorías. geomé
tricas), traducido a varios idiomas; Le s'cienze ~satte nell' antica Gréc-ia, 
1914, (Las ciencias exactas en la antigua Grecia), quizá el libro más co

nocido de :Loda, caudal inagotable de conocimientos r~lativos a 'la historia 
de la Aritmética, Geomeb:ía, Astronomía y Física durante los nueve siglos 
de cultura helénica y helenística; Sto1·icf, della Geometria Descrittiva, 1921, 

(Historia de la Geometría Descriptiva) y 'su reciente historia de las mate

máticas· en tres volúmenes: Stor-ia delle rnatemcitiche. Vol. 1. 4ntichitá.· 
Medio Evo. R'inascirnento, 1929; Vol. n. I secoli XVI e XVII; 1931; Vol. 
III. Dall'alba del secolo XVIII al tr'amonto del secolo XIX, 1933 ; (Historia 

de las matemáticas. Vol. 1. Antigü~dad. Edad Media .. Renacimiento; Vol. 

n. Los siglos XVI y XVII; Vol. III. Desde el nacimiento del siglo XVIII 

hasta el final del siglo XIX). Citemos además que en 1898 fundó Loria un 
"Boletín de bibliografía e historia de las ciencias matemáticas" y que es 
autor de una "Guía para el estudio de la historia de las ,matemáticas". De 

las numerosas memorias sobre historia de las ciencias sólo queremos men-, 
cionar los dos artículos aparecid~s en "Scientia": Les contr-ibutions des 

\ 



diffÚents peuples au eléveloppement eles 11/.Cithé1natiques. L Evénements 
ménw1'ftbles et hommes r'eprésentatifs da,ns l'histoire des mathe11'Latiques. 
n. Le caractére interna,tioncil ele la pensée 1'nCithémCitique (Las contribucio

nes de los diferentes países al desarrollo de fas matemáticas. L Sucesos 
memorables y hombres representativos en la historia de las matemáticas. 
n. El carácter internaciomi.l del pensamiento matemático) que formaban 
parte de una serie de artículos destinados a mostrar la colaboración inter
nacional' en el campo de las ciencias, en un afán de reanudación' de relacio
nes científicas después de la guerra. 

En el. campo de la matemática pura Loria se ha destacado en el capítulo 
de las curvas y a él se debe el esttidio de ciertas curvas trascendentes, por 
él clasificadas como panalgebricas. Fruto de tales estudios son sus dos 
libros: Spezielle cilgebraische unel Transzenele?~te1l ebene Kurven. Theor'ie 
unel Geschichte, 1902, (Curvas planás especiales algebraicas y trascenden
tes. Teoría e historia); Curve sghembe s]Jeciali algebriche e t1~ascenelenti, 
1925, ,(Curvas alabeadas especiales algebraicas y trascendentes). También 
se' ocupó Loria de Geometría Descriptiva publicando dos volúmenes de l~ 
colección "Hoepli'" sobre esta ciencia y sus métodos. 

A la metodología general consagró Loria otro volulnen de esa misma co

lección: Metodi matematic'i. EssenzCi. Tecnicci. Aplicazioni, 1935; (Métodos 
matemáticos. Esencia. Técnica. Aplicaciones), reseñando, los métodos de 
carácter general 'y algunos especiales de la Geometría yde la Aritlnética. 

De otro tema, muy' importante y sin embargo poco tratado, se ha ocupa
do' Loria en varios de sus trabajos; nos referimos al estudio de las moda
lidades psíquicas que acompañan al matemático y a su obra creadora. Per
tenecen, por ejemplo, a este tipo de estudios los artículos y conferenci~s: 
Psicologia elei matematici, (Psicología de los' matemáticos); Matematici 
nella vita pubbUca, (Matemáticos en la vida pública) ; Donne mCitemattche; 
(Mujeres matemáticas). 

Por último, debemos a Loria algunos trabajos relacionados con cuestio
nes pedagógicas, bastándonos citar a este respecto el informe general 
presentado a la Cómisión Internacional de Enseñanza matel'nática: La 
111'epa1'ation theorique et p'i'atique eles professeuTS de Mathématiques de 
l' Enseignement seconelaire elans les dive?'S pCiyS, (La' preparación teórica y 
práctica [le los pi'ofesores de m;:ttemática de la enseñanza secundaria en 
los distintos países). 

Tal es, a grandes rasgos, la labor del eminente hombre de ciencia italiano' 
cdfh . colabOl~ación en esta Revista vivamente agradecemos. 

J. B. 



-5-

lE MATEMATICHE IN ISPAGNA EIN 'ARGENTINA 
_ALLA VIGiLIA DELLA GUERRA CIVILE SPAGNUOLA 

por GINO LORIA (Génova) 

Nella chiusa di un mio scritto che conta orn1ai vent'anni di 
·vita (I), io ebbi a rilevare come la ricerca matematica in Ispagna 
aveva assunte di recente un andamento che dava adito alle piu' 
fonc1ate speranze intorno al suo avvenire: le parole di coloro 
che io raccolsi sotto il nome generico di "triade dei seminatori" 
aV:éwano fina~r.{lente trovato ascoltatori pronti e disposlti a 
seguirne le saggie esortazioni e gli elevati con~igli, ende tutto 
facere credere nella comparsa di una valorosa "schiera di mie~ 
titori". La previ3ione sembro essere confern1ata, tanto che, in 
principio del 1936, la Societá Inaten1atica avente la propria sede 

.. 2, l\1adrid penso di solennizzare iI proprio prüno quarto di secoio 
di vita redigendo un bilancio di quanto i cultori delle scienze esat~ 
te avevano recentemente compiuto nella soleggiatapenisola e 
:prego chi scrive di aggiungere al precitato lavoro ul'ía succinta 
esposizione della n1atematica spagnuola nel successivo ventennio; 
specialmente fu l' opera di giovani che perfezionarono i loro 
studi in ulliversit2. tedesche, incoraggiati a far cio dal prof. 
J. Rey Pastor che tanto frutto aveva ritratto da soggiorni spe~ 
. cialmente a Gotti.ng·a. Va per~ notato che -durante il suindicato 
periodo il Rey Pastor aveva ripartita la propria opera d'in~ 

,segnante fra la Spagna e la Repubblica Argentina: in conseguen
za ai discepoli che egli annoverava in patria, altri e valorosi se 
ne aggiunsero al di la dell' Atlantico; percio nel redigere la 
rassegna si e giudicato che sarebbe· stato far opera manca ed 
incompleta eschJdere i contributi dati alla matematica da alumni 
.dell'Universit2. 'argentina (2). 

La memoria commemorativa trovavasi gia. prontaper la 
.stampa a Madrid quando scoppio la guerra che tuttora in~ 

sanguina quella nobile terra, onde la pubblicazione di essa non 
pote venire neppure iniziata. T1.1ttavia parve che, ben lungo dall' 
avere perduta la sua ragione di essere, essa acquistasse maggiore 
impOl~tanza, affinche fosse esattamente fissato il pünto dal quale 
-quando il cannone avrá finalmente cessato di far udire la sua 
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terribile voce- i matematici spagnuoli dovranno prender e le 
mosse per riprendere il cammino forzatamente interrotto. 

Appunto nell'anno 1919, data del nostro precedente articolo, 
la Rivista prgano della Societá mateluatica spagnuola ampliava la 
propria sfera di azione SI da comprendere anche l' America la
tina; cio era senza dubbio dovuto all'influenza del direttore -11 
Rey Pastor- il quale esponeva i críteri a cui avrebbe informata 
la propria, azione in alcune pagine (coraggiose al pari' di altre 
precedenti dello stesso autore), che giova qU] riprodurre: 

"E 'impresa difficile la pubblicazione di una Rivista matematica in un 
" paese. senza seria tradizion€ scientifica ne ambiente propizio aquesto 
"genere di studi; pero la 'cordiale accoglienza che ci accordo il pubblico 
" degli. specialisti assetato di nuove cognizioni, ricompensa l'improbo 
" compito da noi assunto. 

Una rivista scientifica e un Ql'gano per una funzione gia esistente (3) 
¡¡ nella quale si raccoglie 'la produzione di una collettivita. Main Ispagna 
"noi abbiamo proceduto sempre in ordine inverso; abbiamo copiato gli 
"organi, la nomenclatura, tutti gli aspetti esterni della coltura europea,' 
" prima di creare la funzione, l'ambiente, i contributi ol'iginali. 

Questa mancanza di linfa scientifica" la cui trasfuslone e ben piu 
" difficile della copia servile delle apparenze, e la causa fondamentale della 
" penuria di cui soffrono le Riviste, le Accademie, le "Universita, le Societa 
"scientifiche, il cui :freddo funzionamento entro il quadro angusto dei 
"regolamenti scientifici, non e che un'imitazione di vita. 

La cura di questa· inveterata anemia non puo essere opera di una sola 
" generazione; essa esige un trattamento co"ntinuo, forse tanto lento qüanto 
" la stessa infermita, ed jI necessario intenso lavoro non puo compiersi con 
"la modesta opera di divulgazione di una rivista. 

Tuttavia, benche e ce'rto che nessun organo puo creare una funzione 
"inesistente, viceversa un adeguato apparecchio ortopedico puo servire 
" almeno a correggere un funzionamento anormale. Quei'¡t'opera di orien
" tamento e di educazione giustifica la pubblicazione di' una Rivista anche 
" se non richiesta dalla somma della produzione originale spagnuola. Indi
" cando le fonti a cui i lettori possono 'l'icorrere per rinnQvare ed ampliare 
" le proprie cognizioni matematiche, rettificando le inesattezzeaventi corso, 
" distruggendo in germe il virus delle idee sbagliate, la Rivista puo disim
"pegnare una funzione assai utile. 

Venti nazioni americane di nosh'a stirpe son o nate a vita scienti
"'fica (4) e si va sviluppando in esse un'attitudine per la ricerca delle 
" verita di sCÍenza pura. Una rivista atta a servire di guida nella ricerca 
"matematica per l'op'era, ammiranda di quei pochi llOmini isolati che 
"lottano per incorporare i loro popoli nel movimiento scientifico europeo, 
"presenta un'incontestabile utilita. Un osservazione superficiale che si 

," limiti a leggere i regolamenti delle nostre corporazioni scientifiche, che 
"esamihi i ptogrammi dei nostri centri d'istruzione, che assista alle 
"solennitá accademiche od ai congressi scientifici ed ascolti i molti elogi 
"tributati in discorsi pieni di soddisfazione ed ottimismo, . acquistera l' 
" intimo convincimento che, se anche in noi si avvertono alcune deficienze, 
"si tratta di esagerazioni pessimiste, di lal11enti dipochi uOl11ini che, 
" avendo studiata a fondo la coltura europea, hanno potuto rendersi conto 
" della nostl'a triste situazione nel m~mdo. 

In particolare e la stessa impressione che avranno ricevuta i membri 
" della Societa matel11atica spagnola a cui era ,diretto l'articolo-programma 
"intitolato Ai nost1·'¿ lettori con CUl la 'defunta Revista inizio un cambia
"mento di attitudine prima di modre., 
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Non e Oppol'tuno entrare qui in questa vecchia polemica fondata sopra. 
"termini imprecisi e vaghi. Questo e il momento clell'azione, non di clis
"cussioni verbali. L'unico mezzo efficace per finirla con queste vecchie 
"discussioni, tanto puerili, sopra la maggiore o minor' distanza che ci 
"separa dalla coltura matematica moderna, e di cominciare a conoscel'C 
"questa. Offrire al pubblico ispano-americano una visione della matema
" tica attüale, "mediante articoli introduttori appositamente redatti, ecco iI 
"nostro programma. Pel;' svolgerlo chiederemo l'aiuto di tutte le persone 
" che ne abbiano la capacita,. solleciterei11o la collaborazione di matematici 
" stranieri, ri'produrremo ú,ticoH; mentre trarremo forza dall'apoggio d'el 
" pubblico matematico, non risparmieremo alcun sagrificio pel' raggiungel'e 
" il nostro scopo". . 

L' attuazione, di questo bel programma s'inizia, sin dai prinlÍ 
fascicoli della Revista hislJanO-am.eTicana; infatti vi troviamó 
vénsioni spagnuole delle confel:'enze 'di Hilbert Axi01natisches 
Denken, e PTobleme der Grundlegung der 111 a t h e 1n a t i k) 
del Klein Precisions - M athe'matik uncl A1Yin'oxin~ations - M athe~ 
1natik, poi articoI.idel Rey Pastor intesi a far conoscere la nuova 
aritmetica transfinita ed alfre teorie ad essa collegate. Articoli 
di Hadamard, Montessus de Ballore, Miller, Gomes Teixeira, ... 
mostrano come irisigni matematici . stranieri non negaron o un 
fattivo apoggio ad una rivista che si presentava con un pro
gramma tanto serio ed elevato C). 

N on va taciuto che nello stesso ten1pc-l'Accademia delle scienze 
di Madrid proseguiva nella sua funzione in pro della colttlra 
scientifica. Infatti mentre continuava -la pubblicazione della 
Revista iniziatasino dal1904, dava in luce volumi di Me?norias,. ' 
fra cui, per lo scopo nostro, vahno soltanto ricordati quelli con
tenenti una esposizione' del Ccilculo de las lJrobabilitades 
(T. XXVIII, 1920) di M. Velasco de Pando, la n1emoria del Rey 
Pastor: Teoría g~ométrica de la polarida,d en las figuras de lJri
mera y segítnda categoría (II Ser. rr; VIII, ~929) e finalmente 
quello in cui si trovano notizie preziose sopra opere che furono 
forse preda alle fiamme, che concernono Las 1nate1náticas en la. 
Biblioteca del Escbrial (Ser. II, T. VII, 1929). Fihalmente va 
ricordato come a partire dal 1932 c9mincio .ad uscire una nuova 
rivista, quella intitolata ]111 ate1nática ele?1~ent:al, organo- di un 
Circolo matematico dí studenti, violentemente troncata nei primi 
mesi del 1936 dallo scoppio della guerra civile; e che quattro 
anni prima venivacreato a Buenos Aires un periodico di ana-· 
loghe tendenze (il Boletín Mate1nático), per opera diB. 1. Bai-. 
daff, che tuttora lo pubblica col concorso di studiosi indigeni 
ed esotici. 

Questi mezzi di publicita esistenti in Ispagna vennero valida
m~nte aju'táti dal periodico organo del Seminario Matemátic'Y 
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Argentino; quanto seppero di. approfittare i .matematici viventi 
nell' antica e nella nueva Spagna, risultera dalla Bibliografia. 
che chiude la presente memoria. 

In essa il posto d' onore spetta di diritto al Rey Pastor la cui 
meravigliosa produzione scientifica abbraccia tutti i campi della 
matematica; infatti vi si trovano scritti relativi alla branche 
seguenti: 

. Aritmetica elementare ~ teoria dei .numeri, AIgebra classica 
e moderna, Analisi algebraica e infinitesimal e, Teoria delle serie 
e degli .integrali (serie di potenze, serie divergenti, serie parti
colarí), Teoria general e delle funzioni e studio di funz:oni 
speciali, Calcolo delle differenze finíte, Rappresentazíon8 con
forme, Teoria degli insíemí, Geometría elementare (in partico
lare Geometría del triangolo), Geometría projettiva, Geometría 
non euclidea, Cubiche piane, r-ropologia, Probabilít2., Spazi 
astrattí, Fisica matematica, r'-'ilosofia e :;;toría «j). 

Qu.esta poliedricita di>. ragiol1e del fatto che fra coloro che 
compongon~ la Ecuola del Rey Pastor vi sonocultori di tutti i 
rami delle matematiche pureo Lo mo-stra fufátti la sem
plice ~ispezione della citata Bibliografia, neUa quale s' i11-
contrano matematici di ogni specie. Cosicche da essa non 
trarebbesi riposta a chi volesse trarne' qualche conseguen
za 'riguardo all'attitudine degli' Spagnoli e degli Argentini 
abitanti sulle dLÍe spondedell' Atlantico per l'una o l'altra 
delle due grandi diramazioni della matematica. Infatti, senza 
escludere le se'mpre rinovantesi indagini intorno ai fondamenti 
deUa geometria, vitroviamo scritti sulla geometria proiettiva 
sia deUo spazio ordinario che degli spazi superiori e aggiunge
remmo la' geometria integrale, ove non 'si trattasse di un ramo' 
di matematica che di geometria non ha che il nome, giacche si 
occupa quasi esclusivan1ente del calcolo di integrali suggerite 
da quella che un tempo chiamavasi "probabilitá geometrica"; 
Nel campo proprio dell'analisi le serie furono coltivate con im
pegno, dai piu moderni punti· di vista, quali quelli suggeriti dal 
Borel, quanto quelli che portarono al nuovo concetto di "iper
convergencia"; ne si omise di oecuparsi della teoría degli spazi 
astratti,. per avventura la piu elevata a cui finora giunse il 
pensiero matematico. D'altronde, un tema le cui origini sono 
coeve ai primordi del calcolo infinitesimale, la teoria delle' diffe
renze finite, ottenne dai matematici di cui ci occupiano notevoli 
migliore. Anche la teoria delle probabilitá (e la sua compagna 
la statistica matematica), la disciplina in cui l'umanitá da' 
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tempc spera Cma finora indarno!) qualche segno premonitore 
di avvenimenti futuri, fu coltivata vuoi in Ispagna che nella 
Repubblica Argentina, quasi a mostrare che mentre i'vi ci s'inte~ 
ressava a studi di pura logica, si aveva l'occhio alle aplicazioni 
che le scienze esatte possono trovare alla vita sociale; 

Questo ed altro che emerge da un' attenta ispezione della se~ 
guente Bibl:cgrafia, induce a concludere che 'durante quest' 
ultimo ventennio i maten1atici di cui ragioniamo, seppero uscire 
dall'isolamento in cui avevano vissuto i loro padri, ajutati a 
l~aggiungere tal'eintento da süggiorni fattia Parigi,' a Vienna, 
ad Amburgo; cosicche quando l'invocata giusta pace sorridera 
sulla penisola iberica, i matematici di quella nobile terra non 

,saranno costretti a cercare affannosamente il mezzo, per essere 
incorpcrati nelIa brillante coorte di pensatori che da secoli cerca, 
e scopre nuovi fenorúeni collegati alla contemplazione dei nume
ri e delle fig~lre: essi non avranno che seguire le traccie, dei 
loro imn1ediati predecessori. 

" 
Genova, 11e1 giorno di Colombo del 1938. 
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4.-Los matemáticos españoles del siglo XV1.-Un vol. de 160 pgs.,Ma

'eh-id, 1925. 

-1926-

l.-Series e integrales D. Curso autografiado de las lecciones dictadas en 
las. Universidades de Madrid y Buenos Aires, 1926. ' 

2.-Notas de Análisis y de Geometría.-Asociacion Española para el 
progreso de las Ciencias, 1926. 

-1927-

1-Notas de Análisis.-Congreso de Cadiz, 1927. 

2.-Sobre los óvalos.-Contribución al estudio de las Ciencias, 1927. 
3.-Nota sobre los óvalos;-Revista Mat. Hisp.-Amer., Vol. IX, 1927, 

pág. 305. 
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-1928-

l.-Geometría no euclidiana· de -las figuras' de primera categoría.
Boletín del Seminario . Matemático argentino. Núm. 1 (1928), pág. lo 

- 2.-Sobre las curvas orbiformes y multipolarés.-Boletín del Semmario 
Matemático argentino. Núm. 1 (1928), pág. 9. 

3.-Podarias de las curvas multipolares.--Bol. Sem. Mat. argo Vol. 1, 
Núm. 1 (1928), pág. 11. 

4.-Funciones cíclicas de orden n.-Bol. Sem. Mat. argo Num. 1 (1928), 
página 13. 

5.-Prolongación analitica y sumación de series divergentes.-Attidel 
Congresso Internazionale dei Matematici; Bblogna, 3-10 settembre 1928. 

6.-Cálculo de difer~ncias.-I y U-Revista de ]a Academia de. Ciencias 
Exactas, Físicas y Naturales., Madrid, 1928. pág. 482. 

7.-Sobre el óvalo de oscilación.-Comunicación al Seminario Matemático 
argentino (18 mayo de 1928). Suplemento al Boletín del Seminario Mate
mático. Vol. 1. (1928-29). Dic. 1929. 

8.-Cuestionesde Geometría diferencial.-Idem 23 de mayo de 1928. 

9.-Sobre la accesibilidad simple.-Idem 19 de junio de 1928. 

10.-Algoritmos lineales de convergencia.--Idem 8 de junio de 1928. 

11.-Expresión analítica de las curvas convexas.-Idem, 15 de junio de 
1928. -

12.-Convexidad infinitesimal. Idem, 22 de junio de 1928. 
13.-Una aplicación de los algoritmos de convergencia.-,Idem,' 29 de 

junio de 1928. 

14.-Una generalización de las funciones asociadas.-Idem, 19 de agos
to de 1928. 

15.-Ampliación de la estrella de Borel.-Idem, 17 de agosto de 1928. 

'16.-Hipe~planos de apoyo én los recintos convexos.-Idem, 31 de agos
to de 1928. 

17.-Un algoritmo lineal de prolongación analítica.-Idem, 7 de sep
tiembre de 1928. 
18.-Sobre los bariC'entros ordinarios y de -curvatura.-Idem, 14 de sep

tiembre de 1928. 

19.-Sobre las integrales curvilíneas .-Idem, 21 de septiembre de 1928. 

-1929-

l.-Teoría geométtica de la polaridad.-Obra premiada por la Academia 
de Ciencias de Madrid. Un vol. de 294 págs. Madrid, 1929. 

2.-Singularidades de la derivada. Nota sobre la cuestión 83.-Revista 
'Mat.Hisp.-amer., pág. 195. . 

3.-Un modelo dé celda bidimensional sin puntos singulares cuyo con
torno es el anillo de Moebius.--Seminario matemático argentino. Sesión 
del 6 de julio de 1929. Suplemento al Boletín del Seminario matemático. 
Vol. 1. Diciembre 1929. 

4.-Teorema topológico sobre el orden de accesibilidad.-Idem, 14 de 
oct. de 1929. 

5.-Demostración de la inexactitud de una afirmación de Brouwer.
Idem., 28 de octubre de 1929. 

6.-Relación entre los métodos de sumación y de convergencia de Borel.-
Idem, 4 de nov. de 1929. . 
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7.-Una aplicación de los algoritmos lineales.-Tdem, 4 de nov. de 1929 .. 
8.-Polinomios correlativos de los de Bernoulli.-Boletín del Seminario

Matemático argentino. Vol. 1 (1928-29), Núm. 3; pág. 3. 
9.-Mínimos de ciertos tipos de integrales.-Idem; pág. 13. 

10.-Sur la' transformation linéaire.--Boletín del seminario Matemático-
argentino. Núm. 4 (1929). -
ll.-Un algoritmo general de convergencia.-Revista Matemática Hisp.-

americana (1929), pág. 273. 
12.-Teoría de las funciones cíclicas.-Boletín del St111inario Matemático, 

argentino (1929). Núm. 4, págs. 9-29. 

13.-Análisis correlativo de series e integrales.:-Bol. Se111. Mat. Arg .. 
Vol. 1. Núm. 5 (1929), pág. 1. 

14.-Sul differenziale esatto ed jI teorema di .l\'Iorera.-Bollettino dell 
Unione Matematica italiana (1929). 

15.-Curso de Topología.-Apuntes de las lecciones dictadas en Madrid. 
y Buenos Aires, 1929. 

16.-Curso cíclico de matemáticas.-·Vol. Il. (un volumen de 312 págs.) 
Madrid, 1929. 

17.-Las probabilidades y su aplicación.-Cent.ro estudiantes de ingenie-o 
ría (24-9-29). Un folleto autografiado. 

-1930-

l.-Sulla equiconvergenza delle successioni di funzioni.-Bolletino dell' 
Unione Matematica italiana. Vol. IX (1930), pág. 242. 

2.-Sobre los algoritmos lineales de convergencia.-Comunicación al. 
Seminario Matemático argentino (11 abril 1930) ~ Suplemento al Bol. del. 
Sem. Mat. argo Vol II (1930-1931), pág. lo 

3 . .........:.Sobre una inecuación funcional.- (18 de abril de 1930).' Idem. 

4.-JI;xposición de resultados sobte series diluídas.- (11 de noviembre. 
1930). Idem, pág. 2. 

5.-Une méthode de convergen ce par des moyennes.-Comptes rendus de 
l'Académie des Sciences de Paris. Séance de 15 de Septiembre 1930. t. 191,. 
página 452. 

-1931-

l.-Une proprieté caracteristique des variétés de JOl'Clan.-Comptes ren-· 
dus de l'Académie des Sciences de París. 5 .Tanvier, 1931. t. 192, pág. 27 .. 

2.-Un método de sumación de series.-Rediconti del Circolo matematico 
di Palermo, t. LV (1931), pág. 450. 

3.-Teoría de los algoritmos lineales de convergencia y de sumación.
Un vol. de 176 págs. Buenos Aires, 1929-1931. 

4-6.-Representación de los espacios no euclidianos. - Distancia orienta
da de conjuntos. - Teoría de la convergencia de conjuntos.- (Comunicaciq
nes al Seminario Matemático durante el curso 1931). Suplemento al Bole
tín del Seminario Matemático argentino. Vol. II (1930-1931), págs. 2-6 ... 

.. 7.-Su due punti della teoria analiticadelle funzioni razionali.-Rend. 
Istituto Lombardo di Scienze ed Lettere. Vol. LXIV. pág. 1293 (1931.). 

8.-Las crisis de la Matemática.-Curso en el Colegio de estudios supe
riores dictado en 1931. 

9.-Lecciones de Algebra. 2~ ed. ampliada. Parte l.-Un vol. de 150. 
páginas. Madrid, 1931. 
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-'- 1932-

l.-Notas de Geometría.~Asociación española para el progreso de la$ 
Ciencias.-Congreso de Porto (sesión de 19-5-32). 

2.-Zur Theorie del' clivergcntcll Rcihcn.-The Tohoku Mathcmatical 
Journal. Vol. 36 (1932), págs. 78-77. 

3.-Sulla Topologia dei dominii di uno spazio acl n dimensioni.-Atti 
Accademia Lincei. Vol. XV (1932), páS·s. 5-12-527. 

4.-Distancia orienta.da de conjuntos.-Boletin del Seminario Matemá-· 
tico. Vol. III (1932-33), págs. 29-31. . 

-1933-

l.-Un semplice algoritmo di convel'genza e sommazione.-Periodico di 
Matematiche. Vol. XIII. págs. 153-160. 

2.-Sur l'application de la méthode de Borel aux séries qui ont des 
teni1es nuls.-Comptes rendus del'Acadé'mie des sciences de Paris. Vol. 
197, pág. 973. 

3.-Sulle funziorti regolad all'infinito.-Giornale di Matematiche' di 
Battagli.ni. Vol. 71, págs. 155-163. 

4.-Aplicaciones de los algoritmos lineales de convergencia y de' suma
ción.-Rendiconti Seminario Matematico di Milano. Vol. VII, págs. 191-222. 
5.~Esquema de una teoría geométrica de las singularidades de las fun

ciones analíticas.-:-Boletín del Seminario Matemático Argentino. Vol. III 
(1932-33), págs. 157,1-162 yRev. Mat: Hisp.-amer. Vol. VIII (1933), pág. 225. 

6.-Una généralisation élémentaire de la convergence.-Bulletin de la 
Societé Royale. des Sciences de Liege. Núm. 4, págs. 90-93. Bol. Sem~ Mat. 
Arg. Vol.. nI (1932-33). Núm. 13, pág·s. 142-146. 

7.-0bservaciones sobre las series de potencias cuyos coeficientes son 
funciones algebraicas enteras.-Bol. Sem. Mat: Arg. Vol. In (1932-33),. 
págs. 174-180. . 

8.-Sobre ciertos desar:rollos en serie.-Idem, págs. 193-196. 
9.-Sobre un' programa de ecua~iones djferenciales.-Contest~ción aldis

curso de ingreso del Prof. Esteban Terradas en la Academia de Ciencias 
de Madrid, 1933. ' 

10.-Series e integ:'~'ales D.-Curso en la Universidad de Madrid, 1932-33. 
ll.~Comuhicaciones varias.-Bol. S8m. Mat. Arg'. Vol. III (1932-33). 

-1934-

l.-Cumulanti multip'li.-Rendiconti della R. Accademia dei Lincei. Vol. 
XIX (1934), pág. 772-777 . 

. 2.-Sopra qualche generalizzazione delle serie' ricolTenti.~Rendiconti 
R. Istituto Lombardo di scienze e lettere. (Adunanza del 5 luglio 1934). 
Vol. LXVn, págs. 813-823. 

3.-0bservaciones sobre las series de potencias cuyos coeficientes son 
funciones algebraicas enteras. (Nota ampliada). Rev .. Mat. Hisp.-amer. 
Ser. n. vol. IX (1934), págs. 7-14. 

4.-La investigación matemática. (Nota ampliada) .-Rev. Mat. Hisp.
mero vol. IX (1934), págs. 19-33. 

5.-Una teoría de la integración de funciones de cualquier númeró de 
variables.·-,-Comunicación al Seminario .Matemático argentino (4-5-34). 
Bol. Sem. Mat. Arg. Vol. IV, núm. 15, pág. l.-Rev. Mat. Hisp.-amer. 
2:;t Ser. vol. IX, pág. 216. 
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6.-DesarroIlos 'de funciones en series de primitivas.-Idem (sesión de 
11 de mayo de 1934). Bol. Sem. Mat. Vol. IV, núm. 15 (1934), pág. 3.
Rev. Mat. Hisp.-amer. Ser; n. vol. IX (1934), pág. 218. 

7.-Algunas propiedades polares de las cúbicas planas.-Idem (sesión de 
18 de myo de 1934). Bol. 8em. Mat. Vol. IV, núm. 15, pág. 5.-Rev~ Mat. 
Hisp.-amer., Ser. n. vol. IX, pág. 220. 

8.-Teoría geométrica de las transformaciones eulerianas y seudoeule
rianas de series.-Idem (sesión de 6 de abril de 1934). Bol. Sem. Mat., 
Vol. IV, núm. 16, págs. 17-20.-Rev. Mat. Hisp.-amer. vol. X, págs. 17-20. 

9.-La' transformación de Pincherle y la sumación de series divergen
tes.-Ideln (sesión de 17 de agosto de 1934) .-Bol. Sem. Mat. Vol. IV, 
núm. 16, págs. 26-29.-Rev. Mat. Hisp.-amer. Ser. n. vol. X, págs. 26-29. 
10.-Algunas orientaciones modernas en la teoría de las series.-Congreso 

de Santiago de Compostela (1934). 
11.-Sobre los algoritmos de convergencia de integrales.-Idem. 
12.-La Matemática del siglo· XX. La IntegraL-Las' Ciencias, ,Año 1, 

núm. 1, Madrid, 1934, págs. 13-24. 

13.-Ciencia y Técnica en la época de los descubrimientos geográficos.
Académie Internationale d'histoire' des Sciences.-Publ. núm. 1, págs. 1-30. 
14.-SuIle quaterne di Salmon 11(>11e cubiche piane di genere uno.--Rend. 

,deIla R. Accad. dei Lincei. Vol. XIX (1934), pág: 459-462. 

-1935-

1.-Séries d'intégrales d'ord1'es successives d'une fonction.-Comptes 1'en
dus de l' Académie des ,sciences de París. Vol. 200 (1935), pág. 622. 

2.-Sulla convergenza quasi-continua di successioni di funzioni.-Rendi
conti deIla R. Accad. N azionale dei LinceÍ. Vol. XXI (1935), págs. 481-484. 

3.-Sobre las singularidades algebraico-logarítmicas de las funciones 
analíticas.-Bol. 8em. Mat., Vol. IV, núm. 17 (1935), págs. 41-46. 

4.-Teol'Ía general de funciones.-Curso dictado en la Universidad de 
Buenos Ail'es. Vol. 1 (Autografiado). Buenos Aires, 1935. 

5.-Elementos de. Geometría proyectiva.-Pasc. 1. Madrid, 1935. 
6.-Lecciones de Algebra. 2~ edición muy ampliada.-Un vol. de 250 pá

ginas. Madrid, 1935. 

7.-Teoría general de los espacios absti'actos.-Curso dictado en las Uni-
versidades de Madrid y Buenos Aires (Autografiado). . 

8.-Curso de geometría algebraica.-Vol. I (Autografiado). 

-1936-

l.-Punciones complej as de variable binaria.-Bol. Sem. Mat. Vol. IV, 
núm. 19 (1936), pág. 101-116. 

2.-Esquma de una teoría geométrica de las singularidades de 1as fun
ciones analíticas.-Idem, pág. 117. 

3.-Punciones topológicas y seudo-analíticas.-Idem, pág. 121. 
4.-Sobre un tipo de ecuaciones diferenciales lineales.-Idem, (1936) , 

págs. 71-74; Bol. Sem. Mat. Vol. IV, núm. 201. 

5.-Métric·a e integración en los espacios abstractos.-Revista de la 
Unión Matemática Argentina. Vol. 1, (1936), pág. 39; Bol. Sem. Mat., 
Vol. IV, núm. 21, págs. 155-1G2. 

6.-Algunos relaciones entre los algoritmos de convergencia y suma-o 
·ción.-Revista Matemática Hispano-americana. Vol. XI, (1936), pág. 67:..70. 
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7.-Teoría general de funciones.-Vol. U (Autografiado). 
,8.-Una teoría dell'integrazione negli spazi astl'atti~-Conferenza nella 

Mathesis. Génova, '6 Marzo 1936. 
9.-Nuovi indirizzi nell Calcolo funzionale.-Confel'enza nell'Seminal'io 

Matematico della R. l!niversitá di Padova, 10 marzo 1936. 
10.-Integrazione e funzionali negli spazi astratti.--Comunicazione al Se

minario Matematico della R. Universitá di Roí'na, 12 Marzo 1936. 

F. ALBARRAN 

Sobre una generalización del eje radical. Rev. Hisp. Amer., T. X, 1935, 
p. 177-190. ~ 

G .. ANCOCHEA 

l.-Las derivaciones covariantes y las identidades de Ricci en los espacios 
de Finsler. Rev. Hisp. Amer., II Ser. T. VIII, 1933, p. 261-264. 

2.~Invariantes de un hPado triple. Rev. Hisp. Amer., U Ser. T. IX, 1934, 
p. 54:"63. ' 

:;. J. BABINI 

l.-Sobre la función r incompleta. Bol. Sem. Arg.,· T. 1., 1929, p. 23-30. 

2.-Sobre un dispositivo mecánico para el cálculo de algunas funciones y 
-ecuaciones. Rev. Hisp. Amer., T. VI, 1924, p. 112-118. 

3.-Sobre la interpolación lineal. Rev. Hisp. Amer., U Ser. T. I, 1926, 
, p. 1-10. 

4.-'-Resolución de' sistemas lineales por un método de falsa posidón. 
Rev. Hisp. Amer., U Ser. T. U, 1927, p. 8-11. 

'5.-Sobi'e él desarrollo en fracción contínua de los números aproximados. 
Rev. Hisp. Amer., U Ser. T. IV, 1929, p. 3-5. 

6.-Tabulación de la función e'J de Jacobi de argumento nulo. Bol.Sem. 
Arg: T. UI, 1929, p. 11-17. ., 

. 7.-Sobre el comportamiento de la función Theta de J acobi de argu
mento nulo en el contorno del círculo de convergencia. Bol. Sem. Arg. 
T.' I, 1939, p. 11-17. 

8.-Sobre los ceros de'las funciones cíclicas. Bol. Sem. Arg'., T. I, 1930. 

9.-Representación de las funciones cíclicas de tercer orden. Bol. Sem. 
Arg., T. I, 193'0. 

10.-Sobre la extracción aproximada de la raíz cúbica por la fórmula 
de Heron. Matem. elem., T. I, 1931, p. lo 

11.-Sobre una familia de series deducidas de la serie armónica. Rev. 
Hisp. Amer. U Ser., T. VU, 1932, p. 182-195. 

12.-Un problema sobre las saetas de un reloj. Matem. elem., T. U, 
p. 4, 1933. 

13.-Sobre los ceros de las series de potencias cuyos coeficientes son 
polinomios. Bol. Sem. Arg., 1933, p. 197-199. 

14.-Sobre las series de potencias cuyos coeficientes son polinomios. 
Bol. Sem. Arg., 1933, p. 163-173. 

15.-Una familia· de series deducidas de la serie armónica. Bol. S~m. 
Arg., 1933, p. 93-104. ' 

16.-Polinomios' generalizados de Bernoulli y sus correlativos. Bol. Sem. 
Arg., 1934, p. 23-25. 
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17.-Nota sobre la ecuación Y'JII,=z y'm-l' Rev. Hisp. Amer.,II Ser. T r 
IX, 1933, p. 202-215. 

18.-Polinomios generalizados de Bernoulli y sus correlativos. Rev. Hisp., ' 
Amer., Ir Ser., T. X, 1935,p. 23-25 . 

• ~Z(lI.7C) 

19.-80bre el símbolo -¡-- . Rev. Hisp. Amer., II Ser. T. XI ,1936,. 
'/,1" 

p. 30-33. 

B,. I. BAIDAFF 

DerÍvadas sucesivas generalizadas. Anales de' la Soco Cien,t. Argentina,. 
T. 103, 1927. 

O. F. BAÑOS 

Algunas nociones de análisis situs. Rev. Hisp. Amer., T. I, 1919, p. 252: 
-258.-(7). 

J. BARINAGA 

L--,-Sobre una extensión del concepto de (O (N). Rev. Hsp. Amer., II Ser. 
T. lIT, 1928, p. 68-r¡;2. 

,2.-Sobre los ejemplos de Fr. Juan de Ortega. Rev.Hisp. Amer;, II Ser.,. 
T. VII, 1932, p. 193-207, 236-245. 

4.-80Dre algunas . funciones definidas por ecuaciones en diferencias. 
Rev. Hisp. Amer., II Ser. T. IX, 1934, p. 9G-100. ' 

3.---'Nota sobre interpolación. Rev. Hisp. Amer., IISer. T.VIII, 1933r 
p. 84~85. . 

5~-SoDre problemas lineales de contorno para la ecuación de Sturm
Liouville. Rev. Acad. Madrid, T. XXXI, 1934, p. 120-136. 

6.-S01ución a un problema elel D. M. V. Rev. Hisp. Anler., II Ser' r 
T. VIII, 1933, p. 11-15; T. IX, 1934, p. 15. 

, 7.-(con F. J. FERRERO). Solución ,a' dos problemas del J. D. V. 
Rev. Hisp. Amer. II 8er., T. IX, 1934, p. 113-127. 

:¡. C. BIGGERI 

1.-Varios criterios de convergencia para integrales simples y algunos 
teoremas sobre integrales dobles. Rev. Hisp. Amer·., II Ser., T. VII, +932, 
p. 118-136. 

2.-Una acotación de integrales. Bol. Sem. Arg;, N. 10, 1932, p. 32-33. 

3.-:-Generalización de un teorema de Cesaro para integrales divergentes. 
Bol. Sem. Arg., N. 10, 1932, p. 34. 

4.-Varios criterios de converge:hcia para integrales simples y algunos' 
teoremas sobre integrales dobles. Bol. 8em. Arg., N. 111 1932, p. 45-63~ 

5.-Algunas propiedades de las funciones determinantes. Abscisas d~ 
convergencia. Bol. 8em. Arg., N. 11, 1932, n. 65-70. 

6.-Singularidades de funciones definidas por inte'grales D. Bol. Sem. 
Arg., N. 11, 1932, p. 70-73. . 

7.-Sobre las series e integrales dobles dé Dirichlet. Rev.· Acad. Madrid, 
T. XXX, 1935, p. 9-51. 
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:;. C. BULA 

Ajustamiento de una tabl0- de mortalidad por los métodos de Gompertz-
1\'Iakcham y Gram-Charlier. r:I:ésis. Fae. Cienc. Eeon. Rosario, 1934. 

P. PI CALLEJA 

l.-Sobre un ejemplo de desarrollo de Teixeira. Rev. Hisp. Amer., II Ser., 
'T. VII, 1932, p. 241-243. Bbl. Sem. Arg., N. 12, 1933, p. 115-117. 

2.-Contribución a la teoría geométrica de la polaridad. Rev. Hisp. Amer., 
JI Ser., T. VIII, 1933, p. ,'78-83. ' 

3.-Notas críticas sobre algunas obras. Rev. Hisp. Amer., T. VIII, 1933, 
:p. 19-25. 

4.-Über die Konvergenzbedingungen del' komplexen Form des Fourier
:sehen Integrals. Math. Zeitschrift. Vol. 40. 1935, págs.\ 349-374. 

" 'S. CA MARA 

l.-Principios de la teoría de la correlación múltiple en general. Rev. 
Bisp. Amer., II Ser., T. VI, 1931, p. 249..:262, T. VII, 1932, p. 71-77, 97-112. 

2.-Enlace estocá.stico entre dos caract,eres casuales. Rev. Hisp. Amer., 
II Ser:, T. VIII, 1933, p.' 58-77. 
,Supl. 

3.-Parábolas medias o baricéntricas de un conjunto de puntos del pla
'no. Rev. Hisp. Amer., Ir Ser., T. IX, 1935. p. 

:;. C. DIEULEFAIT 

l.-Determinación de una ley de Pl;obabilidad sobre la' base de sus mo
'mentos.-Anales Soco Ciento Arg., 1931. 

2.-Sobre una nueva introducción de los polinomios de Legendre.
.Anaies Soco Ciento Arg., 1932. 

3.-Generalización de las curvas del prof. K. Pearson.-Anales Soco 
,Ciento Arg., 1933. 

4.-Sobre una nueva " generación de polinomios ortogonales.-Anales Soco 
·Cient. Arg., 1933. 

5.-Sui' les développements des fonctions de fréquences en séries de 
fonctions orthogonales.-Metron, 1934. 

6.-Généralisation des cOUI'bes de K. Pearson.-Metron, 1935. 
7.--Sobre la 'representación de una función de variable real en serie 

,de funciones ortogonales.-Publicación Fac. C. 'Matemáticas, 1935. 

:,: A. DURAÑONA 

l.-Sobre producto de series sUÍ1'lables Borel.-Contrib., La Plata, T 4; 
1928; Boletín del Seminario Matemático Argentino, T. 1-, 1928-29. 

2.-Sobre el producto de una integral sumable por una integral absolu
tamente convergente.-Bol. Sem. Arg., T. I, 1928-29, p. 15-22. 

3.-Ui1a demostración de un teorema de Lebesgue del Cálculo Il1tegral.
Bol. Un. Mat., it., T. VIL-Contrib. La Plata, '1'. 4, 1928, 'p. 453. 

4.-Un teor~ma sobre integrales sumables di. - Sobre 'producto de ill~ce

:gTables sumables C o .--':"'Contrib. La Plata, T. 4, 1928; p. 297 y 303. 
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'f. A. DURAÑONA y A. SAGASTUME 

l.-Una teoría de las integrales entre límites infinitos, paralela a la ele 
las series.-Contrib., La Plata, T. 5, 1929. 

2.-AIg;unas propiedades ele las integrales de potencias.-Contrib., La 
Plata, T.5, 192.9. 

L. M. FERNANDEZ 

Algunas aplicaciones del Cálculo diferencial absoluto a la Hidrodinámica .. 
Rev. Acad. de Madrid, T. XXXIV, 1929; p. 353-368, 502-513. 

A. DE MIRA FERNANDEZ 

Curvatura riemanniana lineal de las. superficies. Rev. Acad. Madrid,. 
T. XXXVIII, 1932, p. 340-342. 

A. 1. FLORES 

l.-Ueber n-dimensionales Komplexe, die im R:!II+1 absolut verschlungen 
sind. Ergebnisse eines matheÍ11atischen Kolloquiums, Heft, VI, Wien, 1933,. 
p. ·4-6. . 

2.-Uebel' die Existenz n-dimensionaler Komplex1e, die nicht in \den R:!It+l 

einbettbar sind. Ergebnisse eines mathematischen Kolloquiums, Heft V,. 
Wien, 1933, p. 17-24. \. 

3.-~otas topológicas. Bol. Sem. Arg., N. 12, 1933, p. 118-123. 

4.-Sobre la orientabilidad del espacio proyectivo. Rev. Hisp. Amer., II 
Ser., T. VIII, 1933, p. 16-17. 

5.-Sobre la caracterización de~ espacio euclídeo n-dimensional y cues
tiones que se relacionan. Rev. Acad. Madrid, T. XL, 1935 p. (S) 

D. CARCIA 

Clasificación sistémática de las propiedades lógicas. Rev. Hisp. Amer.,. 
II Ser., T. VIII, 1933, p. 114-145. 

:¡. F. L. CASPAR 

l.-La ortogonalidad en el caso de varias variaJ;">les y generalización de 
la superficie de Bravais. An. Soco Ciento Arg., 1935. 

2.-La "función de primera aproximación y la definición analítica de las 
superficies de frecuencias experimentales.-Anal. Soco C. Arg., 1936. 

:¡. A. 'CONZALEZ DOMINCÜEZ 

Aplicación de la teoría de las integrales singulares a la demostración de· 
una fórÍ11Ula de Stieltjes. Bol. 8em. Arg'., N. 10, 1932, p. 35-38. 

Jt. F.LA MENZA 

l.-Sobr~ el cálculo de las funciones simétricas simples de las raíces de 
una ecuación. Rev. Hisp. Amer., II Ser., T. VII, 1932, p. 231-34. Bol. Sem. 
Arg., N. 12, 1933, p. 111-114. 

2.:-'-Sistemas funcionales de inecuaciones lineales.' Bol. 8em. Arg., N. 16" 
1934, p. 30-33. 



-19-

F. DE A. NAVARRO BORRAS 

Extensión a las sedes de potencias de algunas propiedades de las series'· 
simples de potencias. Rev. Acad. Madrid, T. XXVI, 1930, p. 223-266. ., 

J. OÑATE 

N ota sobre una generalización de la teoría de las fi~t~ras homológicas .. 
Rev .. Hisp. Amer., II Ser., T. VII, 1932, p. 235-39. 

JOSE M: ORTS 

l.-Sobre una fórmula de transformación de las series alternadas. Rev .. 
Hisp. Amer., II Ser., T. I, 1926, p. 68-71. 

2.-N ata sobre las ecuacionés diferenciales lineales de primer orden. 
Rev. Hisp. Amer., II Ser., T. IX, 1934, p: 128-131. 

3.-Iteración de funciones simétricas. Rev. Hisp. Amer., II Ser., T. IX, 
1934, p. 1-6. 

4.-Volumen del tetraedro en función de sus aristas. Matem. elem.,. 
T. IV, 1935, p. 7. 

5.-Complemento a, una nota sobre las ecuaciones - diferenciales .de pri
mer orden. Rev. Hisp. Amer., rr Ser., T. X, 1935, p. 7-8. 

B.-Una clase especial de series sumables. Matem. elem. T. IV~ 1935,. 
p.117. 

7.-Sobre la funciÓn generatriz de los polinomios de Laguene. Rev. Hisp .. 
Amer., II Ser., T. XI, 1936, p. 98-100. 

P. PINEDA 

l.-La afinidad en el planó como producto de un movimiel'ito y una ho-
mología. Bol. Sem. Arg., N. 9, 1932, 1). 10-12. 

2.-Sobre curvas algebraicas situadas en una cuádrica alabeada que 
cortan a las generatrices de un sistema elÍ cuaternas armóniCas. Bol. Sem .. 
Arg., N. 9, 1932, p. 13-15. 

"" 
P. M. GONZALEZ QUIJANO 

Leyes de probabilidad. Rev. Hi~p. Amer., II Ser., T. VI, 1931, p. 263-281, .. 
T. VII, p. 1-6. 

R. P. ROMAÑA 

Notas sobre el co~cepto de coordinación. Rev. Hisp. Amer., rr Ser., T. V,. 
1930" p. 120-133. 

S. RIOS 

l.-Sobre una generalización del algoritmo de convergencia de Euler .. 
Rey. H~sp. Amer., T. VI, 1932, p. 37-41. 

2.-Sur l'ensemble singulier d'une· classe de séries de Taylor qui présen.:... 
tent des lacunes. C. R. de l' Acad., París, 1933, T. 197, p. 1170-1172. Rev .. 
Hisp. Amer., II Ser. T. VIII, 1933, p. 221-224. 

it-Estado actual de la. teoría de la hiperconvergeÍlcia. Las Ciencias,. 
T. I, N. 3, Madrid, 1934. 

/ 
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4.-Sopra l'ultrac@)nverg'enza deHe serie di Dirichlet. Rend. Acc. Lincei, 
~Ser. VI, Vol. XX, 1934, p. 158-161. . 

5.-Algunos resultados relativos a la hiperconvergenciá en las, series 
,ele Dirichlet. Rev. Hisp. Amer., Il Ser., T. IX, 1934,_ p. 132-136. 

6.-Sobre un teorema de M. Manelelbrojt. Rev. Hisp. Amer., Il Ser., 
T. VIII, p. 

7.-0bservación a la nota "Sobre un teorema de lVI. Mandelbrojt". Rev. 
Hisp. Amer., Il SeÍ'.; T. IX, 1935, ,p. 175-176. 

8.-Problema's de hiperconvergencia. Rev. Acad. Madrid, 1935. 
9.-La hiperconvergencia en las, integrales de Laplace-Stieltjes. Bol. 

,Sem. Arg., N. 17, 1935, p. 47-50. 
10.-Las series dé polinomios exponenciales y la hiperconvergencia de 

las series de Dirichlet. Bol. 8em. Arg., N. 17, 1935, p. 51-54. 
11.-Un teorema sobre las singularidades de integrales ele Laplace. Rev. 

Hisp. Amer., II Ser., T. XI, 1936, p. 26-29. 

M. SALES BOLL 
Aplicación del cálculo ele matrices al estudio de las cónicas. Rev. Hisp . 

. Amer., Il Ser., T. X, 1935, p. 191-196. 

:,. A. SAGASTUME 

l.-Sobre las soluciones ele una ecuación diferencia'1.~Contl'ib., La Pla
·ta, T. 4, 1928. 

2.-Una generalización del teorema ele Pitágoras.-Bol. Mat. Buenos 
Aires, T. 6, 1933. 

:{. E. SAMATAN 

l.-Sobre sumaClOn ele progresiones. Bol. .8em. Arg., N. 14, 1933, p. 
181-192. Rev. Hisp, Amer., Ir Ser.,T. VIII, 1933, p.249-260. 

2.-Sur une T11éthode de sommation de Rey Pastor. Renel. Istituto Lom
bardo discienze e lettere, T. 67, 1934, p. 227-232. 

3.-Sobre sl'Ímación ele un tipo particular' ele progresiones y ele series 
Rev. Acad. Madrid, T. XXXII, 1935, p. 230-247. 

R. SAN JUAN 

l.-Sobre el análisis correlativo de series e integrales. Rev. Hisp. Amer., 
11 Ser., T~ V, 1930, p. 97-119. 

2.-Las ecuacioiles de monogeneiel'ad para derivadas laterales. Rev. Hisp. 
Amer., II Ser., T. V, 1930, p. 227-232. 

3.-Aproximación asintótica de algunas series. Matem. elem., T. 1, 
1931, p. 5. 

4.-Algoritmos de sumución correlativos de la integral de Laplace y 
·del algoritmo de Stieltjes. Bol. Sem. Arg., N. 9, 1932, p. 17-24.· 

5.-Sumación de series ele radio nulo y prolongación semi analítica. Rev. 
AcacL Madrid, 1933. 

6.-Una solución elel problema de los momentos de Stieltjes. Rev. Hisp. 
Amer., Ser. Il, T. IX, 1934, p. 161-73. 

7.-Sur le probleme des moments. C. R. Acad. Paris, 1934, T. 198, 
p. 1838-40. 

8.-Sobre un problema de Carleman. Rev. Hisp. Amer., Ser .. T. X, 1935, 
:p. 265-67. 



9.-SpmaciÓn' de series d~ radio nulo y prolongación semianaiítica. Rev. 
Acad. Madrid, T. XXX, 1935, p. 122-193. 

10.-Formación de series divergentes y aproximación asintótica óptüna -
Presentata nel 1935 all'Accademia di Madrid. . 

11.-Compléments a la méthode de Gri:iffe pour la résolution des équa
tions algébriques. Bull. sciences mathém., II Ser., T. LIX, 1935; Bol. Sem. 
Arg., N. 17, 1935, p. 55-58. ' 

12.-El algoritmo de Euler y la' transformación corl;elativa de la inte
gral de Laplace. R~nd. 1st. Lombardo, II Ser., T. LVIII, 1935, p. 619-624. 

L. A. SAN TALó 

l.-Unos problemas ,de combinatoria. Matm. elem., T. III, 1934, p. 21. 

2.-Area engendrada por un segri1ento que se mueve conservándose nor
mal a una línea y describiendo, una superficie desar.rollable. Rev. Hisp. 
Amer., II Ser., T .. IX, 1934, p. 101-107. 

3.-Una fórmula integral para las figuras en el plano y Em, el espacio. 
Rev. Hisp. Amer., II Ser., T. X, 1935, p. 202-216. 

4.-AIgunas pi'opiedades de las curvas esféricas y Ul1a característica de 
la esfe~·a. Rev. Hisp. Amer., II Ser., 1935, p. 5-12. ' , 

5.-Unos problemas refe:rentes a probabilidades geométI·icas. Rev. Hisp. 
Amer., Ir Ser., T. XI, 1936, p. 87-97. 

6.-GeometrÍa integral. 4. Sobre la medida cinemática en el plano. A.bh. 
aus dem Seminal' Hamburg, T. XI, p. 222-236. 

,7.-Integralgeometrie. 5. U eber das kinematisches Mass im Raum. Ac
tualitésscientifiques et industrielles, París, 1936. 

8.-GeometrÍa integral. 7. Nuevas aplicaciones del concepto de medida 
cinen~áticá en el plano y en el espacio. Rev. Acad. Madrid tU) 

E. TERRADAS 

l.-Le Probleme de la figure d'equilibre d'une masse Fluide homogene 
en rotation.-Bolonia "Scientia", 1918. ' 

2.-Conferencias 8'Obre estabilidad geométrica de estructuras elásticas 
publicadas por la Escuela de Ingenieros de Caminos.-:-Madrid, 1927. 

3.-Conferencias de Física teórica sobre teoría de la Relatividad y de los' 
Quanta en la Universidad de Buenos Aires, 1927. ' 

4.-Teol'Ía de la Elasticidad con aplicación a los problemas de pandeo 
de s\lperficies.-;--Cul'SO en la Universidad de Buenos Aires; 1927. 

5.-:-Estabilidad y EconomÍa.-Inst. de Ingenieros Civiles de Lima, 1927. 

6.-Curso sobre temas elegidos de Hidrodinámica en la. Facultad de 
Ingeniería de Montevideo, '1927. 

7.-Conferencia sobre cálculo simbólico de Heaviside, publicada por los 
ingenieros de Telecomunicación, 1930. 

8.-Curso de Estadística Matemática en, la Universidad de Madrid' 
(Facultad de Ciencias), 1931. 

9.-:-Ecuaciones de variación y soluciones asintóticas y periódicas.-'
UnÍversidadde Madrid, 1932. 

10.-TeorÍa mecánica de tierras (sedimento, filtración y, contracción en 
arcillas) .-Laboratorio matemático' de Madrid, 1932. ' 

11.~Sobl'e el método de cálculo de Heaviside.-Rev. Acad. 'Madrid, Ti Ser., 
T. XI, 1935, p. 193-226. ' 



:(. F. TORANZOS 

1.-Sobre la inecuaclOn funcional f(x) +!(y»f(x+y). Rev. Hisp. 
Amer., II Ser., T. VIII, 1933. p. 109-113. BoL Sem. Arg., N. 13, 1933, 
p. 137-141. 

2.-Sobre clasificación ele las, curvas de J.ordan del plano proyectivo. 
Bol. Sem.Arg., N. 15, 1933. Rev. Acad. Madrid, T. XXXII, 1935, p. 218-
229. Rev. Hisp. Amer., II Ser., T. X, 1935, p. 21-23. 

NOTE 

(1) Le matematiche in Ispagna ieri eel oggi ("Scientia", Rivista di scien
za, Maggio e Giugno 1919) 

"(::!) Questo sistema e, piu che consigliato, hnposto dal fatto che il perio
elico Ol'g'ano della Societa matematica ha di recente assunto come tito lo 
"Revista matemática hispano-americana". 

(B) Essa pero puo risvegliare funzione sopite; una rivista scientifica, 
con l'assicurare la possibilita di far conoscere i fr:utti d.ei propri lavori, 
incoraggia indubbiamente allo studio gl'investigatori piutimidi, spaventati 
dalla prospettiva dell'inedito; se non c'inganniamo, appunto 'la Spagna Mfre 
una prova di un siffatto Triodo di veden~. . 

(-1) Una prova e offerta dalla "Revista de ciencias" che da quarant'anni 
viene pubblicata per cura dell'Universita di Lima (Nerú). 

(ií) La collaborazione straniera non manco mai anche negli anni successi
vi cpme l'isulta dal seguente elenco: Adam" Agronomof, Bouligand, Broggi, 
Cajori, Curtan, Cisotti, Eddington, Einstein, Enriques, Fayet, Fréchet, 
Germay, G6deaux, Haussner, Julia, Koschmieder, Kryloff, Landau, Le
besgue, Levi-Civita, Loria, Palatini, Pierpont, Pincherle, Ping'itzer, Sche
ffers, Schwatt, Segre B.,' Severi, Sierpinski, Slouginoff, de Vries, Weyl, 
Zariski. 

Va anche notato che neIla Revista si troyano anche pregevoli articoli 
storici di cui soltanto per amore di brevita non si e fatto cenno. 

«;) Alcuni lavori di Rey Pastor sono citati ed in parte riprodotti in libri 
matematici e filosoficidi Amodeo, Doetsch, Fayet, Moore, Pineda, Rou-

o gier, Seifert, Severi, Vossler, ... 
, Molti lavori sono citati e di altri si trovan o applicazioni negli articoli 

di Babini, vV. Bernstein, Blumenthal, Broggi, Chielini, Knoll, Koebe, 
Madhava, Mersmann, Natucci, ,Raff, Ríos, Samatan, San Juan, ... (Amer. 
Math. J,Y.I:onth., T. 36, 1929; Math Zeits, 1933; Atti Accad. Lincei, S. V. 
T. XI, 1935; Bull. Amer:. Math. Soc., T. 44, '1938; 'Deutsche Math., T. 1, 
1936; BulL Math. France, T. LXVI, 1938; Hend. 1st. Lombardo, T. LXIV, 
1931; T. LXVI, 1933; T. XLVIII, 19135; T. XLIX, 1936; Schola et Vita, 
T. XV, 1932; Half ~early, J. Mysore Univ., T. 8,1935; ... ). 

(7) Un importante lavoro geometrico di questo autore ,venne da me 
gia ricordat~ nella memoria di Scientia. . 

un 1 primi due fra questi lavori sono citati nell'articolo del Menger: 
Sul l'indil'izzo di idee e sulle tendenze principali del Colloquio matematico 
di Vienna (Annali della Scuola norm. di Pisa, VoL IV, p. 332). Del se-:' 
condo si, troyano applicazioni nei lavori di C. Chojnacki, U eber wesentlich 
unplattbare Kurven im dreidimensionalen Raume (Fundamenta mathe
matica, T. XXIII, p. 135-142), e S. Ellenberg', Remarques sur un théoreme 
de M. Hurewicz (Id. VoL XXIV,p. 157), Cfr. ,G. Nobelin nel Ja}1rb. del' 
Deutschen Mathematiker-Vereinigung', 1934, II Parte, p. 47. 

(9) Notizie intorno a questi lavori si troyano nell'opuscolo del Blaschke, 
Integralgeometrie, inscrito nella collezione di Actualites scientifiques (Pa
ris, 1935). V .. anche W. Blaschke, Vorlesungen über Integralgeometrie, 
1 Heft. 
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LAS· MATEMATICAS EN ESPAÑA Y EN ARGENTINA 
.A PRINCIPIOS DE LA ,GUERRA CIVIL ESPAÑOLA 

(Versión castellana resumida) 

En un artículo mio, escrito hace veinte años, destacaba 'cómo el ,ritmo 
adoptado por la investigación matemática española permitía cifrar las más 
fundadas esperanzas acerca de su porvenir, y cómo las palabras de aquellos 
que incluí bajo el nombre genérico de "triada de sembTadores" habían 
finalmente encontrado eco en oyentes dispuestos a seguir sus elevados 
consejos, de manera que todo hacía suponer la aparición de una valiente 
"legión de cosechadores". Tal previsión pareció confirmarse, tanto que en 
1936, al cumplirse los 25 años de vida de la Sociedad matemática con 
asiento en Madrid, se solicitó al autor de este trabajo que agregara al 
artículo citado una sucinta exposición de la matemática española durante 
los veinte años trascurridos; obra en especial de los jóvenes que, alentados 
por el Prof. J. Rey Pastor, fueron a Alemania a perfeccionar sus estudios. 
Debe notarse que durante ese período Rey Pastor había repartido su ac
tividad docente entre España y Argentina, de manera que. al redactar esa 
resefia, para no realizar una obra incompleta, debían incluirse en ella las 
contribuciones aportadas a la matemática por los alumnos de las Univer
sidades argentinas. 

Precisamente en 1919, fecha de mi artículo citado, la Revista de la So
ciedad matemática española ampliaba la propia esfera de acción a fin de 
abarcar en ella la América latina, lo que se debía sin duda, a la influencia 
de su director Rey Pastor, quien expQnía los criterios a que obedecería su 
propia. acción, en algunas páginas (valientes como otras del mismo autor) 
que conviene reprodu,cir. 

(El autor reproduce a continuación, traducido, el artículo que con el tí
tulo: A nuest?'os lectores de Espaiía y Am,érica apareció en la Revista: 
Matemática Hispano-Americana, tomo 1, pág. 45, Madrid, 1919). 

El cumplimiento de este hermoso programa de la Revista se, inicia desde 
los primeros números con versiones españolas de conferencias de Hilbert 
y de Klein y con artículos de Rey Pastor destinados a hacer conocer la 
nueva Aritmética trasfinita y otras teorías vinculadas con ella. Artíclllos 
de Hadamard, Montessus de BaIlore y Gomes Teixeira muestran cómo in
signes matemáticos extranjeros no negaron su efectivo apoyo a una revista 

. que se presentaba con un programa tan serio y elevado. Ha de agregarse 
que mientras tanto la Academia de Ciencias de. Madrid, continuand9 con 
la publicación de la Revista iniciada en 1904, daba a luz volúmenes de 
M e?1'W?'ias en las que se publicaron trabajos matemáticos de M. Velasco 
de Pando, Rey' Pastor y otros. Debe recordarse, finalmente, que desde 1932, 
apareció una nueva revista titulada M ate?nútic.a ele177,ental, órgano de un 
Círculo matemático de estudiantes ir que cuatro años antes se había creado 
(;'n Buenos Aires un periódico de tendencia semej ante: el Boletín M atemá,-
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tico, por obra de B. ~. Baidaff. Estos medios de publicidad fueron eficaz
IQ.ente ayudados por el órgano periódico del Seminario Matemático Argen

'tino. 

El provecho que de estas publicaciones supieron extraer los matemáticos 
actuales s'e desprende de la Bibliografía que cierra la. presente memoria; 
en ella el puesto de honor cOrTesponde de derecho a Rey Pastor, cuya mara
villosa producción científica abarca todos los campos'de la Matemática, 
lo que explica el hecho de que entre los que componen la escuela de Rey 
Pastor existen cultores de todas las ramas de las matemáticas puras. 
Lo comprueba, en efecto, la simple observación de la bibliografía citada, 
en la que se encuentran matemáticos de toda especie: de tal modo que no 

, puede encontrarse en ella respuesta para quien quisiera extraer alguna 
consecuencia respecto a las aptitudes de los españoles y de los argentinos 
por una u otra de las dos grandes ramificaciones de la Matemática. 

Este y otros hechos que emergen de una' atenta observación de la biblio
grafía que sigue induce a concluir que durante estos últimos veinte años 
los matemáticos de quienes hablamós supieron sali-r del· aislamiento· en el 
que habían vivido sus antecesores ayudándose, en estas tentativas~ con 
estadas en París, Viena y Hamburgo, de manera que, cuando la deseada 
paz sonría a la península ibérica, los matemáticos de aquel noble suelo no 
estarán obligados a buscar afanosamente los medios p"ara ser. incorporados 
a la brillante legión de pensadores que desde hace siglos busca y descubre 
nuevos fenómenos surgidos de la contemplación de los números y de las 
figuras: bastará que ellos sigan los rastros de sus inmediatos predecesores. 

(Versión de J. Babini). 
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SOBRE LAS SERIES DE FUNCIONES DE HERMITE (*) 

por ALBER'FO GONZÁLEZ DOMÍNGUEZ 

Llamaremos serie de Hermite a toda serie ,de la forma 

00 

(1) ~ an 'l¡Jn (x), 
n=O 

siendo las 'tjJn (x) las funciones de Hermite: 

(2) tjJn (x) 

X2 

(-l)n e 2 Dn e-a;2 

(2n n! V 7T)~ 

Como es bien sabido, estas funciones constituyen un sistema", 
ortonormal en el intervalo (- 00, be). 

Llamaremos desar-rollo de Hermite de una-función f (t), per
teneciente a_ un-a cierta categoría, a toda serie de la; forma (1) ,,_ 
cuyos coeficientes a-n tengan-la forma (**) -

(3) 'an - f f (t) 'tjJn (t) d t. 

'" _ El desarrollo s~ llamará de Hermite-Stieltjes, si los coe--
ficientesian vienen.dados por las fórmulas 

(4) ~n =f tjJn (t) d a (t), 

siendo a (t) una función de variación acotada en el interva-
lo (- 00, 00). 

(*) Este trabajo ha sido realizado en el Seminario de Matemáticas de la 
Facultad de Ciencias Exactas Físicas y Naturales, que dirige el Prof. 
Julio Rey Pastor, y- es para nosotros un agradable deber expresarle: 
aquí nuestro agradecimiento. 

(**) Las integrales que no llevan indicación de extremo se entienden 
extendidas entre - 00 y + 00; y las sumatorias, de O a oo. 
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Para las series de Hermite valen, como es bien sabido, los teo
Temas de Parseval y de Riesz-Fischer. 

Teorema de Parseval.-Dada una función f (x) E L2, cuyos coe
ficientes vengan dados por las fórmulas (3), se verifica: 

{4') 

Teorema de Fischer-Riesz.-Dados números ah a:,!, a3 ..... an ..... , 

"tales que la serie 2: an
2 sea con vergerite, existe una función f (X), 

per'teneciente a L2, tal que se verifican las fórmulas (3). 
La validez de los teoremas de Parseval y Riesz-Fischer, per

mite enunciar inmediatamente la siguiente proposición: Condi
·ción necesaria y suficiente para que una serie- de Hermite sea 
un desarrollo de Hermite, de una función de L2, es que los coe
:fic!entes cumplan la condición 

00 

2: an
2 < oo. 

1/,=0 

El teorema anterior resuelve completamente, para las fun
,ciones de L2, el problema de saber cuándo\,. ur¡, cleSa1"rollo es unCí 
serie. En el presente trabajo abordamos el mismo problema para 
,otras categorías de funciones: sumables, acotadas, 'de variación 
acotada, ''de variación acotada y contínuas, y monótonas no de
',crecientes acotadas. Damos, finalmente, una expresión del salto 
,de una función, dada por su, desarrollo de Hermite-Stieltj es. 

Los resultados originales de este trabajo están ' constituíd08 
-por los teoremas 1, 2, 3, 4, 5, 6 Y 7, la fórmula 10', y el teorema 
'cuyas hipótesis son las fórmulas 46. 

l.-Antepondremos algunos teoremas que utilizaremqs a me
'nudo en lo que sigue. 

Teorema A (l)'.-Para I t I < 1 se verifica 

(5) 
1 !X2_f2 (x--1"t)2¡ 

v'-, 7r-(~1-1"2) exp -2'-"1-r2 í' 
La función K (x, t,1") es evidentemente simétrica respecto a . 

x y a t; es además positiva, y goza de las propiedades siguien- ' 
"tes, que hacen de ella un n1:wleo positivo de una integral singular. 

(6) J' ;-2 (1' 1-1'2 , ) , 
, K(x,t,r) clt= 1, -, -- exp -:- ,-, ' --x2 -71 para 1'-71 

1+1'2, '. ' 2 1+1"2 

<1) Ver Wiener,.. (1), pág. 64 Y 65;' ver también Watson, 1. Ver asimismo 
Titchmarsh, (1), pág. 28. 
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Análogamente '. 

(7) f K (x,t,r) dx= '\1 2 _ exp (_ ~ 1--r
2 

t2) 
, 1+r2 2 1+r2 , ,. 

(8) lim K (x, t, r) '-- O, 
r-71 

uniformemente para todo x y todo t tal ,que , x - ti> c. 
Se verifica también, para r -7 1 : 

(9) 

(10) 

X-E 

lim f K (x, t, r) d t = O. 
-00 

00 

lim .f K (x, t, r) d t = O 

X+E 

Sea f (t) una funión perteneciente a Ll. Se verifica, para 
1~ -7 1, 

(10') li?n f K (r, x, t) f (t) el t = f (x) 

en todo punto en el que se verifique 

h 

lim 1 f " 
h-70 h " f (x + t) - f (x) ,'el t I O. 

o 

Estos resultados nos serán muy útiles, sobre todo para la de
mostración del teorema,,7. 

Otro resultado que lltilizaremos repetidamente en lo que sigue 
es el siguiente: 

TEOREMA l.-Los coeficientes ele una serie ele ·He'rmite o de 
Hermite-Stielt}es, tienden a cero para n-7oo. 

La demostración es inmediata; tomemos el caso de una fun
ción de Ll: 

(lO") an = f 1pn (x) f (x) d x 

Utilizando la conocida acotación 

(2) Kogbetlianz, p. 153. 
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resulta, para las funciones de Hermite, en virtud de 2, la acota
ción siguiente: 

(11) 'lVn (x) = O ( ~_). • 
. yn 

Como la función f (x) es sumable, y por lo tanto absolutamen
te sumable, resulta fácilmente~ dividiendo el intervalo de inte
gración en 10" en 3 partes, y utilizando. (11), que 'an~O, pa
ra n~ oo. El razonamiento es válido para coeficientes de un des·· 
arrollo dé Fourier-Stieltj es : 

an = f 'lVn (x) d a (x), 

siendo la función a (x) de varle,ción acotada en (- 00, 00) •. 

ll.-Condiciones características para que una serie de Hermi
te sea el desarrollo de Hermite-Stieltjes de una función de va
riación acotada en -00, oo. 

':·EOREMA 2.-La condición necesaria'~y suficiente para que 
U'f< a serie de H ermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea el des
e "rollo de H ermite-Stieltjes' de una función de variación acotCl
da en (-00, 00), eS.que se verifique: 

(12) . f I (j (r, x) , d x < 1VI (O<r<l) 

(13) con (j (r, x) = 2; an 'l~;b (x) r n (O < r < 1) 

Demostr(J¡ción.-La condición es necesaria. En efecto, si 

(14) 2;. an 'Vn (x) 

es un desarrollo de Hermite-Stieltjes de una función.a ( x ) de va
riación acotada en (~oo, 00), esto es, si verifican las infinitas 
igualdades . 

(15) an = f' 'Vn (t) da (t), (n = O, 1, 2, ..... ) 

se verifica también 

(16) (j (r, x) = f K (r, x, t) da (t) 

siendo K (r, x, t) el núcleo de Hermite, cuyas propiedades hemos 
estudiado em la introducción. . 



-5-

Se verificará, pues: 

(17) la (r, x)' I < f I K (r, x, t) I ! el a (t) I . 

Integrando esta desigualdad entre límites finitos a y - tt, ob
tenemos 

.0. (l 

(18) f I a (r, x) Id x < f d x f K (r, x, t) da (t) 
-(1 -(l 

Es fácil ver que en el segundo miembro es lícito invertir el 
orden de integración. rara ello basta observar que, en virtud de 
la forma exponencial del núcleo K (r, x, t), las dos integrales 

(( rfl (l -N . 

f d x j K (r ,x, t) d a (t), y f d x f K (r', x, t) d a (t) 
-(l N -([ -ce 

pueden hacers~ tan pequeñas como se quiera eligiendo I N I su
ficientemente grande. En la integral 

((, N 

(19) f el x J'" K (r, x, t) el a (t), 
-([ -N 

siendo la función J( (u) contínua, y los límites de integración fi
nitos, no hay ningún inconveniente para invertir el orden de in
tegración, y obtenemos así 

o. o. 

(20) f la (r, x) Id x < f Ida (t) ,S'K (r, x, t) el x 
-o. -(l 

Tbmando ahora límites para I a I -7 ce, obtenemo~ 

(21) fla(r)x) Idx< flda.(t) 1.[ K(r,x,t)elx 

En virtud de la acotación 'uniforme de la integral 

f J [{ (r, x, t) ,1 d x , 



-'6-

indicada en la Introducción (fórmula 7), obtenemos de (21) 

f la (T, x) d x <c f Id a (t), " (O < T < 1), 

con lo que queda demostrada la necesidad de la condición. 
La condición es suficiente. Consideremos, en efecto, la función 

x 

(23) F(1",x) = f a (1",x)dx . 

-00 

Las funciones Fr (x) son, en virtud de la hipótesis, de varia
ción uniformemente acotada con respecto a 1", y por lo tant.o 
constituyen, en virtud de un conocido teorema de Helly (3), un 
conjunto compacto; es decir, que existe una sucesión par
cial F1'

j 
(x), tal que 

(24) lim F1•• (x) = g (x), 
• J 

J-:;;.oo " 

donde g (x) es una función de variación acotada, y la igualdad 
se verifica en todos los puntos de continuidad de g (x). 

Consideremos ahora las integrales 

(25) [j -:- 1, 2, ..... ] 

Aplicando un clásico teorema de Helly (4) sobre paso al límite 
_ bajo el signo de integral, resulta 

(26) lim 
j-:;;.oo 

f cpm (x)" d.Fr
j 

(x) = f 1Vm (x) d g (x) . 

Por otra parte 

- (27) f tV/IL (x) d Fr. (x) = 
J 

en virtud de (23), y la segunda integral es igual a 

(28) 

(3) Helly, lo 
(4) Helly, 1. 
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Demostraremos que es lícito integrar esta exprestón término 
a término, es decir, que es exacta la igualdad 'Cl, 

Para ello es condición suficiente, en virtud. de un clásico teo
rema, que converja la serie de móelulos, es decir, que se verifique- . 

(30) ~ (1 an 1 r/~ f 1 'll)m (x) II'lVn (x) I el x) < oo. 

Acotemos la integral que figura dentro del signo~. 
Aplicando la acotación de Kogbetlianz (G), ~onsignada en la in

troducción, o aun la menos precisa de Cramer ~G): 

(31) . 

o lo que es lo mismo 
K 

(32) l'll)n (x) 1 <-~~(K = 1,086435, ver Charlier (7)),. 
y7r 

resulta 
. 1 

(33) JI 'lpm (x) 1 1 'lVn (x) 1 el x < I{-;4. f I 'lj) 11 l· (x) 1 el x = c. 

En la segunda integral, m es fija, y la integral es por lo tan.., 
to convergente, dado que 'lpm es el producto de un polinomio por 

2 
IlJ 

el factore -2-

Resulta pues, 

(34) ~ (1 an 11"/' f I 'll'm (x) 11 'll'n (x) 1 el x) < e ~ ! an 1 rjn 

Como por hipótesis los coeficientes I an I tienden a cero~ 
y rj < 1, también por hipótesis, la s.erie de potencias del segund() 
miembro es convergente, y por lo tanto también es convergente 
la serie del primer miembro, con lo que queda demostrada nues
tra aserción, y por consiguiente la exactitud de la fórmula (29). 
Volvamos' a considerar esta misma fórmula. En el segundo 
miembro de la misma figura la integral 

(35) f 'ljJJII, (x) 'l\Jn (x) el x, 

(5) Kogbetlianz, 1, p. 153. 
(6) Cramer, 1. - Ver Charlier, pp. 52 Y 57 . 

. (7) Charlier, 1, pp. 52 Y 57, 
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'que, en virtud de la ortogonalidad y normalidad de las'funcio
'nes de Hermite, es igual a cero para m -\: n, y a uno para m = n,. 

\ 

:La fórmula (29) nos da, pues 

{36) f 'Vm(X) [ ~ an'ljJn(x)rjn] = ~ (anrt f 'ljJm(X) 1.Vn (x)dx=amrr· 

Substituyendo este valor en la fórmula (26), obtendremos: 

-(37) lim 
j-.:;.oo 

(38) 

',) 

f'Vm(X)dFr j (x)= Um amrr=urn= f 'ljJm(x)dg(x) , 
j~oo 

con lo que queda demostrada la segunda parte de nuestro teü
rema. 

TEOREMA 3.-Condición necesaria y suficiente para que rq,n 
·desarrollo de 1-1 ermite cuyos coeficientes tienden a cero, sea la 
-serie de H ermite-Stielties de una funció1lJ monótona no decre
·ciente y acotada en (~oo, c6), es que se verifique 

,(39) . 
ü (r, x) :::::::,. O O ~ r < 1, 

fa (1', x) ¡'d x < M [O ¿ r < 1J 

Este teorema es fácil corolario del anterior. 

Las condiciones son necesarias. En efecto, si 

(40) 

es una serie de Hermite-Stieltjes de una función acotada no de·· 
'creciente, se verifica 

(41) ü(r,~)= f K (1', x, t) da (t) 

Siendo K (1", x, t) positivo, yla función a (x) no decreci~nte, " 
·el integrando es positivo, y obtenemos 

(42) ü (1", x» O. 

La segunda condición se verifica también, en virtud del teore
'ma anterior, pues a (x), monótona no decreciente,' y acotada, es 

, -de variación acotada. 
Las condiciones son suficientes. En efecto, todos los tazona-
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lnientos que hemos hecho para demostrar e~., teorema anterior 
subsisten. Pero, en el caso actual, las funciones 

x 

(43) F (r, x) = f () (r, x) d x, 

-00 

,dado que el integrando es positivo, son, no sólo de variaci.ón uni
formemente acotada, sino también no decrecientes, y uniforme
mente acotadas. La función límite g (x), que en el teorema ante
Tior resultaba de vari~ción acotada, es en este caso no decrecien
te y acotada. Repitiendo todos los pasos del razonamiento ante
Tior, se demuestra finalmente que 

(44) a;n = f'tlJ¡n (x). d g (x) 

·con g (x) acotada no decreciente, con lo que queda demostrada 
la segunda parte del teorema. 

TEOREMA 4.-Condición necesaria y suficiente para que un 
desarrollo de H e1nmite cuyos coeficientes tienden a cero sea la. se
'rie de H er1nite-Stieltjes de una función contínua de variación 
.acotada, es que se verifique 

-( 45) 
a) f I () (r, x) Id x < M 'O ¿ r < 1 

b) lim 7l"lh (1-r2 fh () (r, x) = O (r~l) 

Este teorema es fácil corolario del teorema (3). En efecto, la 
·condicjón Ca) nos dice que la serie dada es el desarrollo de Her- . 
"mite-Stieltjes de una función de variación acotada. Veremos que 
la condición b, determina que esa función de variación acotada, 
es contÍnua. Para ello, nos valdremos del siguiente teorema, 
"muy anólogo a un teorema de Khintchine (8). 

Sea una función S (x, r, t), que satisfaga a las cOl1dici~l1es 

{46) 

1) I S (x, r, t) I < M 

2) lim S (x, r, t) = 0, para todo x tal que I x-t I > ~ 
r~l 

3) . lim S (x, r, t) = 1 para . x = t. 
r~l 

(8) Khintchine, 1. 



-:- 10 -

Se verificará, entonces, para r~l: 

lim f S (r, x, t) da (t) = a (x + O) - a (x - O) 

siendo a (t) de variación acotada en (-00, 00). c. 

Comprobemos que la expresión . 

(47) 

satisface a las condiciones del teorema anterior. 
La condición 1) se satisface evidentemente, en virtud de la 

fórmula (5). También está satisfecha la condición 2), pues 

pues 

Para I x::-t I > 0, el exponente tiende a -00, pa~a r~l, y por 
·10 tanto, e 

(49) li~ -;T1f:¡ (1_r2 )1f:¡ K (r, X, t) = O, para Ix - ti> <t 
r~l 

Para x = t, la expresión (48) se reduce a 

e ( X2 (1 - r) (1 - r) ) 
~ exp -- (1- r) (1 + r) ~ 1. 

Se verificará, pues, en virtud del teorema recién enunciado ~ 

(51) lim 7r
l
f:¡ (1-r2r~~ f K(r,x,t)da(t)= l1:m 7r

1
f:¡ (1.,-r2) lf:¡Ú( r:~x)= 

. r~l . 

= a (x + O) -a (x-O). 

Sien todo punto xse verifica que a (x+ O) ~ a (x - O) = O,. 
quiere decir que la función a (x) es continua, ya que su salto ¡¿'S· 

nulo para todo x. 
La validez de la condición a) de 45, nos aseguraba que la fun~ 

ción a (t) es de variaciÓn acotada. Acabamos de ver que el ve
rificarse de la cond~ción b), de (45), es necesario y suficiente 
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para que la función a (t), de variación acotada, sea continua. El 
teorema 5 queda así completamente demostrado . 

. TEOREMA 5.-Condición necesaria y suficientelJara que ur/,(L· 
serie de Hmnmité cuyos coeficientes tienden a, ce'ro; sea el des-

p 

arrollo de H ennite de una {andón de L, (p > 2), es que se ve-· 
rifique 

(52) f 1 <J (1", x) 1 P d x < M (O < 1" < 1) 

. L~ cOl1,dición es necesaria. En efecto, si la serie 

(53) 
P 

es el desarrollo de Hermite de una función f (t) EL, se verifi-
cará: 

(54) alb = fl lJn ·(t) f (t) d t , 

(55) ó- (1", x) = f!{ (1", x, t) l (t) d t 

siendo !{ ('r, x, t) el varias veces mencionado núcleo de Hermite~. 
Aplicando la clásica desigualdad de Holder ala fórmula (55) ,

obtenemos: 
1 1 

(56) 1 <J(r, x) 1< [SI K (1", x, t) I If(t) I P d t JP[f K(1n, x, t)dt ] ~'-
1 . 1 . 

(p+y, - 1) .' 
Elevemos ambos miembros a la potencia p e integremJs: 

(57) JI cr(r, x) (d x < f d x [f f K(r, x, t)! f(t) -í el t 1 x: 

{f K(r, x, t) d t 1 :. ] 
Pero 

p p 

(58) (f )P' . P 
K(r,x,t)dt <A (O < r < 1) , 

. en virtud de la fórmula (10) varias veces citada de la introduc
ción.De (57) y (58) deducimos 

(59) 

PI '. 
f P'f f P .. 1 <J (1") x) I d x <A. el x K (1n, x, t) 1 f (t) I el t 

La integral doble del segundo miembro (de integrandopositi
vo), cumple las condiciones del clásico teorema de Fubini, y pop' 
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]0 tanto es lícito invertir el orden de integración, con lo que ob
tenemos: 

(60) f dx f K(r,x,t) If(t) I~lt = Jlf(t) I Pdt. f K(r,x,t)dx< 

(6I), <: A JI f (t)'(d t. 

Substituyendo este resultado en la fórmula (59), obtenemos en 
,definitiva: ' 

(61) flu(r,x,t)(dX<iJ,- + 1) flf(t) IdtEA ;, + l~M, 
con .10> que queda demostrada la primera parte del teorema. 

La condición es suficiente. Supongamos, en efecto, que se 
,cumpla la hipótesis, esto es 

(62) flo(r,X)(dx<iYl' (O<r<I). 

Entonces, en virtud de un clásico teorema de Riesz (9), el con
junto de funciones 0 1, (x) ,contiene una sucesMn parcial débilmen
te convergente o (rj, x) ; es decir, t::ll que pa~a toda función 

g (t).1:: LP' (1/ P + 1/ P' = 1 ), se verifica: , 

(63) ,lim, fa (rj,x) g (t) d t , f f (t) g (t) d t, 
J-¿.oo ' 

p 

,siendo f (t) una función de L. Ahora bien, las funciones 1Vn (X) 
son acotadas e integrables en (-00, 00), y por lo tanto pertene

P 

cen a la categoría L, cualquiera que sea p ::::::". 1. Por lo tanto 

(64) ,lim f 1fJm(x)o(rj,x)dx= f 1Vm(x)f(x)dx 
,1-¿'00 

Una vez en posesión de este resultado, el resto es fácil.' En 
erecto, sólo queda por demostrar' que la integral, del primer 
miembro de la igualdad anterior es igual a am rr. Pero los razo
namientos que hemos hecho para demostrar idéntico resultada 
en el teorema (3), siguen siendo válidos sin modificación algu
na en el caso actual. N os queda, pues 

(65) lim f ~m (x) ~ (rj, iX) d x =.lim a'm rt" = arn = 
J-¿'OO 

.f 1Vm (x) f (x) el x 

'con lo que queda demostrada la2~ parte del teorema. 
., \' 

(9) Riesz, 1. 
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TEOREMA 6.,.--Condición necesaria·y suficiente para que 
una serie de He1~mite 

(66) 

cuyos coeficientes tienden a cero, sea el desf(¡rrollode H ermite' 
de una función acotada e integrable en (-00, 00), es que se 'Ve-· 
rifique 

-(67) I () (r, x) I < lJ¡1 

La condición es necesaria. En efecto, razonando como en los, 
teoremas anteriores, resulta que si el desarrollo (66) es la serie: 
de Hermite de una función. acotada, se verifica 

(68) () (r, x)' = f K (r, x, t) f (t) d t 

Ahora bien," como por hipótesis, 11" (t) < K¡, se verificará 

(69· ¡d(r,x) I <MfK(r,;,t)"dt <M 'A, 

en virtud de la propiedad fundamental del núcleo de Hermite,. 
que tantas veces hemos utilizado. La necesidad. de la condic.ión 
queda así demostrada. " 

La condición es suficiente. El razonamiento es idéntico que en. 
los teoremas anteriores. En el caso actual, la hipótesis 

(70) 1 () (r, x) I < M, 

nos permite' asegurar, en virtud. de otro conocido teorema de' 
Riesz (10), que el conjunto de funciones ()1" (x) contiene una 13U-

cesión parcial débilmente convergente. . " 
Una vez asegurado este punto fundamental de la demostra-· 

ción, la parte restante es idéntica a la de los teoremas anteriores .. 

TEOREMA 7 .-Condición necesa1~ia y sufici.ente para que una 
serie de H ermite, 

(71) 

J cuyos coeficientes tienden a cero, sea el desarrollo de H ermite de" 
una función sumable, es que se verifique para r~l, Q~l: 

(72) . lim f I () (r, x) - (J (Q, x) Id x = O 

(10) Riesz, 1. 
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La condición es suficiente. En efecto, si la hipótesis se veri
fica, exist~, en virtud del teorema fundamental sobre conver
:gencia en promedio, debido a Riesz (12), una función g (x) taJ 
que para j-7OO : 

{73) lim f I ü (rj, x) - f (x) I el x = O. 

Pero, según es bien sabido, la convergencia fuerte lleva apa
rejada la convergencia débil (11); por lo tanto se verificará pa
ra j-7OO : 

( 74) lim f g (x) ü (rj, x) = f g (x) f (x) el x 

-para toda función g (x) sumable acotada; y,en particular 

{75) .lin~ f1jJm (x) ü (rj, x) el x = f"-VIII (x) f (x) el X. 
J-7OO 

La demostración de la suficiencia sigue ahora idénticamente 
'que en casos anteriores. 

La condición es necesaria. En ef~cto, si l,a serie 

(76) 

'es el desarrollo de Hermite de una función sumable, se verifica 

{77) ü Cr, x) = f K (r, x, t) f (t) el t. 

Recordando las propiedades 6, 7, 9, 10, Y 10' del núcleo 
K (x, t, r,), consignadas en la introducción, se comprueba que el 
mismo satisface. a todas las condiciones del siguiente teorema, 
de Hahn (12). 

Sea <p (~, x,n) medible en todo el plano ~, x, para todo n. Sea 
'<p (~, x, n) integrable con respecto a ~, en (--00, 00), para to
do x, con excepción cuando más de un conj\lnto de medida nula; 
-igualmente sea integrable con respecto a a; en (-00, 00), para 
todo ~., con excepción cuando más de un conjunto de medida nu~ 
la; además 'satisfaga <p (~, x, n) a las siguientes condiciones: 

1) Existe un lVl tal que~ para casi todo x y todo n, se verifica 

f I <p (~, x, n) I el ~ < M; 

(11) Riesz, lo 

(12) Hahn, 1, pág. 667. 
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2) Existe un M tal que, para casi todo ~ y todo n se verifica 

f I cp (~, x, n) Id x < M; 

3) f (~v) = li,rn f cp (~, x, n) f (~) d ~ 

para n-7 00, en todo punto dond~té se verifique para h-70 ~ 
h 

, lim! JI f (x + t) - r (x) Id t = O. ' 
o 

4) Para todo h > O Y todo ~ se verifica 

~-h 

ljrn f I cp (~, x, n) Id x = O, 
n-7oo 

lim 
n-7cO 

-00 ' 

00 

JI cp (~,x, n) I el x = O. 
~+h 

Entonces se verifica, para toda función f (x) sumable en 
(-00, 00), la relación 

lim JI f (x) - J cp (~, x, n) f (~) d ~ Id x = O. 
n-7OO 

Del anterior teorema dé Hahn, aplicado a nuestro caso, se 
deduce: 

(78) lim f I f (x) - ú (r, x) Id x = O. 
1n-71 

es decir, que la funcion ú (1n
, x) converge en promedio d~ primer 

ordEm, hacia f (x). En virtud del teorema fundamental sobre 
convergencia en promedio, se verificará también, en virtud de 
la relación anterior: 

(79) lim fl ú (Q,x) - ú (r, x) Id x = O 

N uestro teorema queda así finalmente demostrado. 

SEMINARIO' DE MATEMÁTICAS 

(Original recibido en Abril de 1938) 

... 
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REMARQUES ~RITHMETIQUES SUR UNÉ. ÉQUATION 

DIFFÉRENTELLE DU PREMIER ORDRE 
por MICHEL PETROVICH (BEOGRAD) 

L L'objet de la ptésente Note ~st l'éqüationdifférentielle' 
du premier ordre 

( 1) y' = f (x, y) 

ou f est polynome en x, y a coefficients nombres entiers (positifs. 
ou négatifs). 

Considerons le. point M 7c sur l'axe des y, ayaIit pour l'ordonn:ée~ 
un nombre entier k (positif ou négatif). 

L' intégrale y de (1), passant par un point· M7c, est d~veloppa~ .. 
ble en série convergente au voisinage de x=O: 

(2) Y = ao + al x +' a2 X2 + ... , 
dont le coefficient de xnest multiple entier du coefficientde xn 
dans le développement taylorien de ea;; le rapport de ces deux: 
coefficients est unentier ne croissant pas, en valeur absolue~. 
plus vite que nll • . , 

En effet, le second membre de (1) étant holomorphe au voisi
rtage dex = 0, y = k, l'intégrale y passant par le point M7c est 
développableen série (2)' ou ao = k et 

. 1 
(3) an = -.-, '-:[/11-1 ] n. 

les fi étant les termes dela suite indéfinie de fonctions de x, y: 

.définies par la relation de recurrence 

(5) 

avec 
fo=f(x,y) i=1,2,3~ ... 

OU, d\ine manÚ~re générale, [cp (x, y) ] désigne le no;mbre obte~w 
en .faisant x. ' 0, y = k, dans cp (x, y). 

Les fonctions (4) défines de cette :ni.anü~re sontdes polyno
mesen x, y a co~fficients nombres entier~. Les nombres (fi) sont 
des Emtiers, de sorte qp.e 

(6) An = tln 
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_ D'autre part, le rayon de convergence de la série (2) étant 
,différent de zero, la limo sup. de \Y ! an: I pour n augmentant in
définiment est finie, ce qui montre que \y~, n' augmente pas 
plus viteque \Y n! c' est a dire .que n. Il s' en suit que la valeur 
,absolue de !-tn n'augmente pas plus vite que 11,11., cornme il fallait 
montrer. 

La formule (6) met également en évidence 'le fait suivant: 

Réduit el, sa plus simple expression, le coefficient taylorien a ... 
·de l'intégrale yest un nombre rationnel dont le dénominateur n'a 
pour diviseur aucun nombre premier supérieur el, n. 

I 

Une série taylorienne, dont un ou plusieurs coefficients sont 
,des nombres irrationnels, ou bien rationnels, .mais dont le déno
minateur est divisible par un nombre premier supérieur au rang 
·du coefficient, ne peut, pour aucune équation différentielle (1), 
représenter le courbe intégrale passant par un point MIc • 

On peut aussi remarquer que dans le cas ou y est·une fonction 
·entiere de x, l'entier !!n ou bien n'augmente pas, oú bien a,ugmen-

te moins vite que nl/. Car dans ce cas \Y a¡l tend vers zero 
lorsque x augmente indéfiniment. ' 

2. Envisagíeons le cas oú l'intégr~le y est fonction algébrique 
·de x. L'entier !-tll jouit alors de la proprieté arithmétique sui
vante: 

Il existe un nombre entier' fixe >.. rattaché el, l' équation (1), teZ 
·que l' entier !-tn sera divisible par le produit de tous les entiers ne 
surpassant pas n et ne coincidant avec une puissance d' aucun 
·divise~on premier de >... 

Pour le útirevoir, rappellons que, .y étant fonction algébrique 
.a coefficients a ll 'commensurables, il existe un entier fixe A 

(l'entier d'Eisenstein) tel que le produit 

(7) 
1I >..1/ 

a \n_~~_ nI\. -, , n. 
:soit un nombre ~ntier pour tout indice 11, . 1; 2, 3 ... 

Or, >..n n'est jamais divisible par n!, car dans cette factorielle 
il y a touj ours au moins un f~cteur nombre premier qui n'y 
entrequ' une seule fois, tandis que dans >..n il figurerait 11, fois. 
'Mais '>..1t peutavoir des diviseurs co:r:nmuns avec n! La fraction 
(7) devant se réduire a un nombre entier, !-tn doit etre divisible 
par le produit de tous les entiers figurant commefacteurs dans 
n!, apres y avoir suprinléces diviseurs communs, ce qui démon
tre l'assertion précédente. 
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Le théoreme d'Eisenstein conduit également a la conclusion 
suivante: 

Le coefficient de xn de l'intégrale y, pour n = 1, 2, 3 ... est 
'multiple entier du coefficient de xn dans le développement de la 
fonction 

x 
a-x 

,a étant un entier convenablement déterminé; le' rapport de ces 
,deux coefficients est un entier ne croissant pas, en valeur 

i absolue, plus vite que la n-teme puissance d'un nombre fixe. 

,Cal' le produit an An étant un nombre entier hn on a 

.hn étant le coefficient de Xi~ de la fonction --~--' . D'autre pal~t, 
. ' A-X 

le rayon de convergence de y au voisinage de x = O étant diffé-
rent de zero, l' expression 

._._. 1 --'--
\Y 1 an I = 'A-' \Y I hn I 

·et par suite aussi la limo sup de \YTJL:l est finie, ée qui montre 
que hn'ne croit pas, en valeur absolue, plus vite que la n-ieme ' 
puissance d'un 'nombre fi~e. 

On en conclut, d'apl'es un théoreme que j'ai démontré dans 
. 'un travail antérieur (1) que l'intégrale y appartient a la .classe dp. 
.fonctionsqui se laisse déterminer sans ambiguité par la seule 
valeuT numérique cZ'une certaine intégrale définie _rattachée a 
,la fonction, la valeur "de cette intégrale étant un nombre absolu. 

3. Considérons maintenant la valeur inverse ~ de 1'intégrale 
, y 

.y de l' équation (1), passant par un point Ml!;. En posant 

y 

1 
Y 

on a la suite connue de relations déterminant les bn au moyen 
,des ano 

Pour le point MI lee,oefficient ao est égal a 1 et 1'on a 

(1) M. Petrov.i-tch: Théorém.e sur les fonctions algébriques a coefficients 
tayloriens com.m.e1is'/1,'rables (Revue mathématique de l'union interbalcaniQue 
·t. I. fasc. 1, 1936.) 
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bo = 1 

bl , ~ al 

b2=-a2 + a: 

(8) bs = - as 2 a2 al - a~ 
<) 'l <1 

b4 =-a4'+ 2 as al + a;-3 a2 ai + al 
, ' ') <) 3. 5,' 

bfj = - a5+2 a4 al +2 as a2 - 3 as ai - 3 a; al +4 a'l, a~ - al , 

ou Ton a les lois suivantes de formaBon: 
19 bn se compose de tous les termes de poiUs n que l' on peut 

former avec les ai jusqu'a al¿ inclusivement; 
29 ces termes sont positifs ou ,négatifs selon que le nombre de' 

leurs facteurs est pair ou impair; 
39 le coefficient de chaque terme est le coefficient polyn~miar 

que ce terme aurait en égard au nombre des fácteurs qu'il 
contient et a leurs exposants. 

Pour un point .quelconque M7c on ramene le cas a celui du, 
.~ 

point M l en rempla~ant a¡¡, ~ar --':k~' et divisant par ao = k le' 

resultat obtenu. Donc: 

Le premier coefficient bo étant égal a}, le coefficient bn

s' obtient en formant la mene expression pour ce coeffi
cient que dans le cas du point M l , en la rendant de degré n ft 
l'aide du ,facteur ao = k et en la divisant ensuite paraon+l = k ll+1.. 
Par exemple On aura 

b 1 ( k4 2 kS 2 k 3 2k? 2 k? s'k 5, 5= -K6 -a5 + a4al + aSa2 S_ aSal ~-3a2al ~+4a 2a¡ . -al 

Si 1'on y remplace ai par son expression (6), onobtient le coef
ficient bn sons la forme d'une fraction rationnelle dont le déno-· 
minateur est le produit de k n+l par diverses factorielles 

1!, 2!, 3!, ... n! 

ayantcomme exposants des nombres entiers ~esurpassant pas n .. 
n s' en suit que: . 

Réduit ti sa plus simple expresswn, le coefficient de. xn de' 

l'inverse -~ de l'intégrale y de (1), passant par un pointM7c, est 

un nom,bre rationnel dont le dénominateur n' a pour diviseur" 
auc,un nombre premier plus grand que :n ne coincidant pas 'avec: 
un diviseur de k. 
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On voit également que le dénominateur de chaque terme com
-posant bn , avant la réduction de la fraction rationnelle a sa plu~ 
'simple expression, est le produit· de puissances de divers'es fac
-torielles 

ir, i!, h!, ... 

·des entiers i, i, h, ... égaux aux indices des aTe dont provient ce 
-terme, chacune de ces factorielles figurant avec un exposant 
,égal a celui, de ale correspondant. De plus, 

19 la puissance d'une factorielle étant comptée comme facteur 
autant de fois que l'indique son exposant, le nombre de ces 
-facteurs est égal a n; 

29 la somme i + i + k + oo. d' entiers dont les factorielles fi
,gurent dans ce dénominateur est également égale a n. 

Il s' en suit qu'une factorielle m L ne peut figurer au dénomina
teur de bn plus de fois qu'il y a d'unités dans la partie entiere du 

'nombre n : Cecf permet ,d' assigner une limite supérieur~ au m " 
nombre indiquant combien de fois un nombre premier peut 
figurer comme diviseur dans ce dénominateur. 

Je terminerai en faisant remarquer que l'équation de Riccati 
(avec ses dégénérescences) est la seule équation (l)qui par le 

,changement y =,~ se transforme en une équation (1). Pou!' 
z 

l'intégrale y d'une telle
p 

équation, passant par le point Mh le 
,coefficient de XI/. du développement non seulement de l'intégral~ 

·elle-meme, mais aussi du celui' de s~n inverse ~, est un nombre 
y 

rationnel dont le dénominateur, réduit a sa plus simple exp1;,'es-
.sion, n'a pour diviseur aucun nombre premier supérieur a' n; 
son numérateur est un entier qui ne croit pas plus vite que nn. 
Ün en tire aussi des conclusions analogues aux précedentes pour 
le cas des intégrales algébriques d'une telle équation différen
tielle. 

:BEOGRAD, Université, 25. dec. 1937. 

(Original recibido en Enero de 193~). 
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UNA .NUEV A DEMOSTRACiON DEL TEOREMA 

LIMITE DEL CALCULO DE PROBABILIDADES. ~ 

por ALBERTO GONZÁLEZ DOMÍNGUEZ 

l. Teo1'ema.-Sea una suceSIOn de leyes de probabilidad 
:Un (t), y una ley g (t). Para que se verifique 

lim giL et) = g (t) 

·en todo punto de continuidad de g (t), es necesario y suficiente 
,que se cumpla la igualdad 

CIJ o::: 

limf efta: d gn (t) = .feitX d g (t) . 
-CIJ 

Este teorema, generalización del clásico teorema límite de 
'P. Lévy (1), ha sido recientemente demostrado por V. Gliven
ka (2). Posteriormente han. dado de él nuevas demostraciones el 
mismo Lévy en su reciente libro (Théorie de l'adition des varia
bles cileatoires, pág. 49), Y por Cramer (Randóm variables and 
probability dist1nibutions, Cambridge, 1937, pág. 29, Y pág. 121). 

En esta nota damos una nueva demostración 'del teorema de 
'Glivenka, que, aunque es menos directa que la de Lévy, Cra
mer, y el mismo 'Glivenko~ es tanto o más breve que la de esos' 
aútores, y tiene, a nuestros ojos, la ventaja de que hace resaltar 
la Íntima razón de ser del teorema, al ponerlo en relación con '" 
u'n campe muy estudiado, a. saber, las series de' Fourier de las' 
funciones monótonas. 

,11. En el año 1920' demostró Carathéodory (3) el s~guiente 
tedrema: . 

Sea g/" (t) ,o < t < 271", una sucesión de funciones nó 
decrecientes unifórmemente acotadas, y g (t) una función mo

I 

o;: Una versión francesa, abreviada, de esta nota, ha aparecido en los 
'''Co?n?Jtes Rendus", de la Academia de, Ciencias ele París, Vol. 203, 1936. 

,(lj P. Lévy, Cct,lcul,des Prob,abilités. París, 1925. 
(2) Giornale dell' Istituto Itáliano degli AttuaTi, 1936, pp. 1p0'7167. " 
(3) Carathéoelory ,C.': Ube?:' die Fq1,L1'ie1'schen Koeffizient~n ?fI,onotQT¿e?' 

Funktionen, Sitzungsberichte del' Berliner Akademie eler Wi~sensehaftel1, 
.30, 1920, pp. 559-573. " .' "', 
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nótona no decreciente. La condición necesaria y suficiente para. 
que se verifique" para k -7 CIJ. - , 

gk' (t) -7 g (t) 

en todo punto de ,continuid~d de g (t), es- que, para n = 0" 
, ± 1, ± 2, .... , y k -7 CIJ, se cumplan las igualdades 

~ ~ 

lin~ j'e- illt F¡,; (t) el t =.r e- int F (t) el t . [lJ 
-ir 

Como se ve, el teorema de Lévy-Glivenko no es otra cosa 
que el correlativo del teorema de Carathéodory, ,para íntegrales. 
de Fourier-Stieltjes. 

Carathéodory utiliza en su demostración (lunlinosa y profun
da, como toda la producción de este nustre matemático, que hace 
honor a su ascendencia' helénica), tres Instrumentos fundamen-, 
tales: 19 ) un teorema de selección de Hel1y (4). Este teorema es 
el siguiente: 

Dada en un intervalo a < x <.:::::: b una sucesión de funciones. 
[Fn (x) ] de variación uniformemente acotada, o bien existe, 
una sucesión parcial uniformemente acotada [Ji\; (x)], que con
verge en todos los puntos haCia una Junción F (x) de variación 
acotad'a, o bien lF,: (x) ] divel'ge uniformemente a C/J, para 
n-7C1J; 

29) el conocido teorema de paso al límite bajo el signo de' 
integral, debido a Lebe,sgue;, 

39) el teorema de unicidad de las series trigononlétricas. 
Si se quiere demostrar el teorema de Gliyenko siguiendo las 

huellas de Carathéodory, es natural buscar correlativos, para, 
el intervalo infinito, de los tres, teoremas anteriores. 

!pstos correlativos existen ~fectivamente. 
El primer teorema subsiste sin modificación. El segundo 

tiene el siguiente correlativo, debido a Bochner, (ií) :' 

Teorerna 2'.-Sea [Fu. (t)] una sucesión de leyes de probabi..:· 
lidad que convergen hacia una: ley de probabilidad F (t) en to
dos los puntos de continuidad' de esta última: si se verifica" 
para n -7 CIJ 

00 

lim J' eitx d Fil. (t) = A (x) 
-00 

(4) Hel1y E., Uber lineare lj'unktionnloperationen; Wiene:.: Bericlrte~ 

121, (1912), pp. 265-297. 
(5) Bochner S.-Vorlesungen uber Powrierschen lntegl'al,c; Leipzig,. 

1932, pág. 71. 
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siendo A '( x) una función continua, también será posible pasar 
al límite bajo el signo de integral: 

00 00 

lim f eitJ} d Flf (t) = 
n-)oo 

f e it ;¡,. el F (t) . 

-00 

El tercer teorema (de unicidad) admite el siguiente correlati
vo, también, debido a Bochnel~, C¡) : 

Teorema 3' .-Condición necesaria y suficiente para que se 
verifique 

00 00 

JO eit;J} d g (t) __ , Lf eit .)' el h (t) 
-00 

es que las respectivas funcjones 'de probabilidad sean iguales: 

g (t) h (t) . 

lII. Una vez en posesión de estos tres correlativos,el,teOl'e
ma lín1ite puede demostrarse siguiendo paso a paso la demos." 
tración de C~rathéodory. 

La condición es necesaria. Esta parte de la delTIostración no 
ofrece ninguna novedad con respecto a las conocidas, y por lO' 
tanto la omitimos. 

La condición es suficiente. Supongan10s, en efecto, que se ve
, rifique, y que exista un punto a, de continuidad de g (t), Y en 

el, cual gn '(a) no converja hacia g I( a). Existirá entonces una 
sucesión parcial [gl,: (t)], tal que, para k ~ 00, 

lún g'l,: (a) = L =1= g (a) '. 

De acuerdo con el teorema de Helly, enuncia.do en la pág. 2~ 
se podrá extraer de la sucesión Lg,,: (t) 1 una sucesión parcial 
[g~ (t) J, qúeconverge hacia una' función acotada no decre
ciente h (t), en todos los puntos de continuidad de esta última. 
Es bien sabido que la función h (t) puede normalizarse de ma
nera de tener 

h (t) = ~j h (t + O) + h (t ~ O) !. , 2, , l 
La sucesión de funciones características' 

00 

f eita: d gs (t) , 
-00 

(G). Bochner, loe. cit. (,5) ,pág. 67,' 
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tiende, en virtud' de la hipótesis, hacia una función continua 
{a saber, la función 

00 

f eH,., ~ g (t) ) . 
-00 

Esta sucesión cumple las condiciones exigidas por el teorema 2' 
de Bochner, de donde se deduce, para s ~ 00: 

lim f eita: d gs (t) = f eitx d h (t) = f eita: d g (t) . 

Por lo tanto, apelando al teorema 3' de unicidad, se deduce que 

g (t) . h (t) . 

Se tendrá, pues, para s ~ 00 , 

lim gs (t) = g (t) 

en todo punto de continuidad de g (t), y,- en par"ticular, 

lim g s (a) = g (a) . 

Pero, como [gs (t) ] es una sucesión parcial de [gk (t)], se 
tendrá también 

lim gs (a) = lim g,c (a) = L =!= g (a) . 
s~oo 1.;"':"00 

Pero esta igualdad es incompatible con la anterior, y el teo
rema queda, pues, demostrado. 

IV. Como acabamos de ver, el teorema límite se demu~stra 
de manera sumamente sencilla, utilizando las ideas fundamenta
les de Carathéodory. Pero hay más. La demostración más ge
neral conocida (yen cierto sentido definitiva), que han dado 
recientemente los 'señores. Fréchet-Shoat (1) del llamado Segun
dO Teorema límite del Cálculo de Probabilidades de Chebicheff
Liapunoff coincide, esencialmente, con la de Carathéodory. 
La diferencia estriba en que, en vez de utilizar el teorema de 
unicidad para integrales de' Fourier-Stieltjes, exigen, para 
asegurar la unicidad, que un cierto .problema de momentos esté 
determinado. Y también pueden demostrarse fácilmente, con el 
,método de Carathéodory, las versiones del teorema límite da-

(7) Fréchet-Shoat.-A generalized statement of the second Limit· 
theorem of the theory of Pl'obability. - Transact. Amer. Math. Soc., 1931 



-5-

das por Jacob (8), según demostraremos con todo detalle en 
otro lugar. 

De todo lo anterior se deduce que la idea de Carathéoctory per
mite demostrar de manera simple, uniforme y general las dife
rentes' versiones del segundo teorema límite y y que aunque no 
haya expresado su idea en términos de Cálculo de Probabilida
des, es justo asociar su nombre al de los grandes prom.otores de 
esta disciplina. 

(8) Jacob, Comptes Rendus, 188, (1929), p.p. 541-543, Y 754-757. 

Seminario Matemático de la Facultad de Ciencias Exa(;tas, 

Físicas y Naturales, abril de 1938. 



,¡ 
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"CONDICIONES NECESARIAS Y SUFICIENTES PARA,QUE 

UNA FUNCION SE_~ UNA INTEGRAL DE LAPLACE. 

por ALBERTO GONZÁLEZ, DOMÍNGUEZ 

1. 'INTRODUCCION 

Widder e) y Doetsch (2), han establecido COIfdiciones necesa
rias y suficientes para que una función F (x) sea representable 
'por una integral de Laplace: 

F (z) = f e-~t g (t) (~ t , 

-o por una integi"af de Laplace-Stiéltjes: 

, " (3) 

F (z) = f e-~t el {jet) 

<con g (t) de variación acotada en [O, ca]. 

TI] 

[2] 

El original método de Widder se basa en la introducción del 
,operador 

( _ 1) k , ,( k) ( IC )7{+1. ' 
L~, t (F (x)') = .----- FUe) -,' -- [k = 1, 2 .. .1 

" ' "< k!, ,t t . 

-el' cual, si F (x) tiene la forma (1); es una ~:nteg1"al singular: 

li1n L,,;t '[F (x)] ~ g (t) . 
7c-,>oo 

E1, método de Doetsch se basa en la consideración de las', pro
-piedades de-la integral de Fourier, (las integrales 1 y 2, se con'" 
-vierten en integrales de Fourier, para z = i x), y, es aplicable 
'sólo a' integrales de)a ,fo~"ma 'l. 

En este trabajo abordamos el problema por un nuevo·méto
-do, cuya idea fundamental exponemos acontinuación~ Si'en la 

(1) Widder, 1. (Ver la bibliografía al final) . 
.( 2) . Doetsch, 1. 
.( 3) Las integrales que no llevan indicación. de extremos deben suponerse 

extendidas entre O y ca; Y las sumatorias, de O a ca. 
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integral 2 ponemos e- t = s, g (t) = - f (e- t ), él toma la fornla. 

1 

F (z)= f sz d f (s) '. 
o 

Así transformada la integral 1, se advierte en seguida que el 
problema de la representabilidad de funciones por integrales 
de Laplace es el correlativo continuo, del ]JToblema ele los 1no-· 
mentos paTa inteTvalo finito, resuelto por Hausdorff (4), que' 
consiste, como es sabido, en establecer las condiciones necesarias. 
y suficientes a que debe saÚsfacer una sucesión de números 
[c n ], para que se verifique 

. 1 

Cn=I snelf(s), [n=O,1,2,., .. ]. 
o 

Ahora' biel!, los teoremas establecidos por Hausdorff, en un 
apéndice a su citada memoria (5), (apéndice que por ser tal y' 
por estar las demostraciones' muy condensadas no ha recibido· 
quizás la atención que merecía), permiten llegar sin mayor es·· 
fuerzo a la siguiente conclusión: el problema '<le los momentos 
es equivalente al siguiente: 

Dada. una serie de polinomios de Legendre 

¿ cuál es la condición necesaria y suficiente para que se verifique: 

1 

2n+lf ..? 
Cn = 2 P n (x) f (x) el x . 

-1 

Es decir, que el problema de los momentos de Hausdorff, es· 
esencialmente equivalente aí problema de las clases para la. 
serie de polinomios de Legendre. 

Esta equivalencia, y el hecho, anteriormente apuntado, de la 
correlación entre el problema de los momentos y la representa-
bilidad de una función por medio de integrales de Laplace, nos " 
llevó a pensar 'que este último ]JToblema debía seT equivalente al 
problema ele las clases para las seTies de funciones ele LagueTTe,. 
que conti~uyen un sistema ortonormal en [O co]. Efectivaménte, 
así sucede, como luego demostraremos. Comenzaremos por re-

( 4 ) Hausdorff, 1. 
(5) Loe. cit. 4, Zusretze bei de'rKorrektur, p.p. 246-248. 
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solver el problema de las. clases para las series de funciones de
Laguerre, apoyándonos para ello en los teoremas de la teoría. 
general de las series ortogona~es. 

., 
Todos los teoremas de este trabajo han sido enunciados en una nota pu

blicada en los Comptes Rendus de ZÓAcad€l1Úe des Sciences dePárís (ver 
en la bibliografía: González DOTnínguez, 1). 

n. EL PROBLEMA DE LAS CLASES 

1) Sea la serie de funciones de Laguerre 

[31: 
donde 

" _3- 11 (n ), (- t)k 
cpn (t) = e 2 2: 
• k=O k k! 

es la función de Laguerre de orden n, y 

. I an I < e (n = 0, 1, ..... ) . 

Introduzcamos la función 

g (r, t) = 2: an cpn (t) 1"11 (O < r < 1) . 

Se verifican- entonces los teoremas siguientes, que resuelven' 
el problema de las clases para 13¡s categorías de funciones con--
sideradas~ . 

Teorema l.-Para que los coeficientes de la serie [3] tengan 
la forma 

an , f cpn (t) f (t) el t (n = 0, 1 ..... ) , [4J 

con f (t) sumable en [O, CIJ], es necesario, y suficiente que se· 
verifique, para r -7 1, r' -7 1 : 

lim f jg(r,t)-g(r',t)jelt=O. [5J 

Teorema ll.-Para que los coeficientes de la serie [3], ten
gan la forma [4], con f (t) de enésima potencia sUJ;nable (n>l) 
en (O, CIJ), es necesario y suficiente que se verifique 

f I g (r, t) In el t < M (0< r < 1) [61 
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Teorema lll.-Para que los coeficientes de la serie [3J tengan 
la forma 

an = f CPu. (t) el f (t) . [7J 

,con f (t) de variación acotada en (O; 00), es necesarIO y sufi
,cien te que se verifique 

flg (r,t) lelt <]V! [8]. 

Teorema lV.-Para que les coeficientes '(le la serie ,[31 ,tengan 
la forma [7J, con f (t) de variacién acotada y contínua~ es ne
'cesario y suficiente que se verifique la condición [8], y ade
'más la siguiente: 

li'm 2 (7T t) 1h (1- r) % g (1', t) = O. 
1'-;.1 

Te01'e1nCi V.-Para que los coeficientes de la serie [3J tengan 
la f<?rma l7J, con f (t) nlonótena 'no decreciente en (O,eo), es 
necesario y suficiente que se verifique la condición [8 J y ade
más la siguiente: 

g(T,t»O (0<1'<1). 

2) Los teoremas 1 - V se demuestran utilizando idéntico 
procedimiento al que hemos seguido en otro lugar (H) para 
,demostrar análegos resultados '. para las series de funciones de 
HerIuite.·Como allí hemos dado las respectivas demostraciones 
con todo detalle, no volveremos a repetirlas ahora, y nos limita
remos a consignar los resultados fundamentales correlativos a 
los' utilizados en nuestra luemoria citada. 

Al teorema A y siguientes de nuestra memoria (6), corres
penden, en las demostraciones de los teoremas 1 -- V, los teo
remas siguientes. 

Teore1na VI (').-8e verifica: 
~CPJl.( x) cpn(t) = 

~ (1-1-)-lJo ('2 (xb·)'\é (l-T)-l r exp (-(X;t)(l+r)/l_r ) [9] 
. . . 

,donde 10 (s) es la fúnción de' Bessel de orden -O; de variable ima
,~ginariq., iguala Jo (i s). 

(G) González Domíng'uez, 1. 
(7) Este teorema es de Watson, 1. 



-11-

Te01'ema VII.-La funclon positiva 

k (t, x, r)' ~ cpn (x) cpn (t) 1~n 

.:goza de las siguientes propiedades,'que hacen de ella un nucleo 
positivo de una integral singular. ' ' 

2' ~ x(l-r)1 f k (t"x, r) clt= ----ex1) --'-' ==-~ (' [10J 
1+'r2 l+r )' 

.Y análogamente. 

f k(t, x,r) dx~ 1: r~exp ~-+c + ~)~ [11] 
,\ 

Para 1'~ 1 se verifica 
, a'-o 

linL.r k(t,x, 1') el t = O,' [12J 

° 
<Xl 

lin'L J k (t, x, 1') el t = O [13] 

a'·O 

La propiedad [10] (y su análoga la [11] se demuestra fácil
mente recurriendo "a la siguiente fórmulá de Gegenbauer eO): 

\' . . :', ", 

fJo (Qt y) exp (_p'2.y'2)yd y -(2 p'2)-l exp ,(- a'2j4 p)'2 [14J 

Si hacernos. en esta fórmula el eambio de vari~ble y = V t', 
,y el~gimos los pará~~Ú~os p y ~' de' la siguiente manera: 

, ,', \¡' " . ", . 

- - / 1 +'1' p=1 / ,2 (1- T) 
fl,=-

2:¡ V X'r 

1-1' 
[15J 

se obtiene la fórmula _ [10 J, y por permutación de x con t, la 
[11]. Estas fórmulas son probablemente nuevas, y juegan papel 

-fundamental en la demostración de nuestros teoremas. 
Las propiedades [12] y [13J se demuestran fácilmente, utili

'zando la acotación 

- Ió (2 v't) <-t-1!1 exp-(2 V t) 
,de manera' análoga a corno lo h~ce Wigert ell) ,p'ara un fin .se
mejante. La demostración es casi idéntica a la de Wigert, y por 
lo" tanto la omitirnos. 

(10 ) Ver W atson, 2, pág. 395. 
(11) Wigert, 1., pág. 114; 
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Teorema VIII.-,-Sea f (t) una función sumable en (09 co). Se 
verifica, para r -¿ 1, 

lhn f k (1', X, t) f (t) el t ,f (x) [161 

en todo punto en el que se verifique, pára h -¿ 0, 

lb 

, lim {-JI f (x + t) -- f (x) I el' t = ° . 
o 

Este teorema es consecuencia del hecho que 'el núcleo k( x, t, Ir} 
satisface a todas las condiciones de un teorema general de Titch
marsh (12) sobre integrales si"ngulares .. 

Teorema VIII.-Los coeficientes de una serie de Laguerre, (): 
de Laguerre-Stieltjes, están acotados, para n -¿ ca. 

Este teorema trivial, es consecuencia inmediata de la conocida. 
acotación de Szego(l1~) : 

I cpn (t) I <1 (t > O) . 

lII. REPRESENTABILIDAD DE FUNCIONES POR 
INTEGRALES DE LAPLACE. 

Una vez resuelto el problema de las clases para series de La-· 
guerre, el problema de la representabilidad de funciones, por 
integrales de Laplace, queda 'también resuelto en pocas líneas,. 
pues es en el primero donde reside la dificultad. Vean10s cómo. 

Sea F (z). (z = x + i V), una función analítica para x > 0, 
real para z real. Calculemos sus derivadas F(I/) (x), en el pun-

to x = -: -, y formemos las expresiones 

a
n 

, ± '( n
k 

) F'" C) 
k=O ' k! . 

[17]: 

. [18J 

Teorem0 IX.-:-La condición necesaria y suficiente para que' 
F (z) sea una integral de, Laplace-Stieltjes d8 una función de 
variación acotada 

F (z) , J e-:: t el g (t) , 

(12) Titchmarsh, 1, pág. 28. 
(13) Szego, 1. 

[191 
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-es que se verifique 

f I g (r, 1:) '1 d t < M (O <r < 1) . [20] 

La condición es necesaria. En efecto, si se cumple la [19], se 
verifica, evidentemente, 

" F<Ie) (-~-) , 

n (n) 2 
an = 7,:0 k k ! . = f CfJn (t) d g (t) . [21J 

Es decir, que los an son los coeficientes de Laguerre-Stieltjes 
,de una función de variación acotada. Por lo tanto, en virtud del 
'Teorema IlI, se verificará la fórmula [20J. 

Las' condiciones son suficientes. En efecto, supongamos que 
F (z) cumpla las condiciones enunciadas, y que se verifique la 
[20J. En virtud nuevamente del teorema IlI, éxistirá una fun
,ción g (t), de variación acotada en [O, CI.) J, tal que 

an = f (pn (t) d g (t) . [22J 

Pero teniendo en cuenta la expresión [17J de an, se advierte 
jnmediatamente que la [22J implica 

(1) f-..! .F(/l) ~. = (-l)n tne :! dg (t) (n=O, 1,2, ... ). 
2 . 

[23] 

Ahora bien, la función . ., ' 

G (z) ~- f e-zt d g,(t) 

'es analítica para x > O, Y se verifica 

G'''' ( ~ ) ~ F'''' ( ~ ) (n ~ 0,1, 2, ... ) . [24] 

Luego, " en virtud del teorema de identidad de las funciones 
:analíticas, debe verificarse. 

F (z) _ G (z) , 

,con lo que nuestro teorema queda demostrado. 
De idéntica manera se demuestran los teoremas siguientes. 

'Teorema X.-Condiciónnecesaria y suficiente para que F (z) 
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sea la' integral de Laplace de una función sumable en (O, x)~, 
es que se verifique, para r ~ 1, r' ....:..;. 1, 

lÍ1n flg(r,t)-g(r',t) lelt=O. 

Teore'J1?,a XI.-Condición necesaria y suficiente para queF (z} 
sea la integral de Laplace de una función de enésima potencia. 
sumable, es que se verifique 

J I g (Ti t) i ti el t < NI [25]; 

Teorerma XII.-Condición necesaria y suficiente, para que F(z) 
sea la integral de Laplace-Stieltj es de una función de variación 

. acotada y continua en [O, co], es que se cutnpla [25], y adenlás, 
la siguiente: 

lÍ1n 2 (7l t) 1,1:! (1- r) 1,~ g (1', t) = O . 
1'-:-71 

. Teore'ma XIII.-Condición necesaria y &11ficiente para que~ 
F (z) sea la integral de Laplace-Stieltjes de una función no de-o 
creciente y acotada, es que se cumpla la condición l25L y, ade
más, la siguiente: 

g (T, t) 
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SUR LA SOMMATION ABSOLUE PAR LA 

TRANSFORMATION D 7EULER DES SÉRIES DIVERGENTES 

NIKOLA OBRECHKOFF (Sofía) 

D'apres K. Knopp(IJ la série 
00 

[1] E an 

est somnlable par la transformation d'Euler d' ordre k, bref 
. sommable E,.:, si la série 

1 n n' 
[2] Ea'", a'" ~ (q+l)'H'.E( v ) qn-, a" q~2k--l, k>O, 

'1/=0 ,v=o 
est convergente. La série [lJ estabsolument sommable d'or-
dre k, bref sommable ! Ele I , si la série [2] est absolument con
vergente. 

Dans cette note nous étudions la sommation ahsolue I E'e I 
et completons ainsi les résultats de K. Knopp. . 

1. Si la série [1] est absolument convergente, elle sera som
mable I El.; I pour chaque k > O . 

En effet on a 

la'" I S (H
1
l)n<',E (~ ) qn, I a,.I, 

v=o 
N N N ' 

El a'" I'<E (q+~)n.' E (?:)q.-, 1-, I ~ 
'1/=0 n=O v=o 

N N 

=E I a, lE (q+l1)"" ( : ) <]'" 
v=O n=v 

Mais 

(1) K. Knopp-Über das Eulersche Summierungsverfahren, Mathematü,-
che Zeitschriftl t. 151 19221 :p. 227-263; t. 181 1923, p. 125-156, ' ' 

/ 
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Done on aura 
N N 

.El a'lI' 1 <E ¡ a lb I 
et le théoreme est démontré. 

11. Si la série [1] est sornmable I El¡; I elle est. aussi sO'Jnn~able 
I Eh1 I lJour chaque k 1 > k . . 

Ce théoreme déeoule immédiatement du théoreme 1 paree que 
la transformée E k +a (b>O) de la série [1] est égale á la transfor~ 
mée Ea de la série transformée Ek; de [1]. 

lII. Si la série 
[3] aO + al + a~ + ... 
est sommable ¡Ele 1, la série 

[4] 

sera aussi sommable ¡Ek I et réciproquement." 
Désignons par ~ a"I. la série transformée E,.: de la série l3] et 

par ~ a"n1a transformée de la série [4]. Alors on a (q=2'"-1)' 
00 

.E a"(q + /_q Zf' = E a!n ZU+l, 
n=O n=O 

" 00 

~ alb-1 ( Z )n+1 === T'" a"n zn+1., 
~ q+1-qz .&.A' 
n=O n=O 

d'ou l'oú obtient faeilement 

[5] ~ __ 1 __ "("1 a' zn+l = ~ a" z1! 
q+1- qz .L.a lb ~ n.' 

De eette rélation il suit la formule 

[6] 

De [6] nous aurons 

N N 

~ ¡ a"n 1< _1_. ~ 
~ -- q+1~ 
11=0 V=O 
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N--l co N-1' 

< _1_ T'1 I a' I ~ (_~_.)/k = "("" I a' v I 
q+1~ v ~ q+l ~ 

V=O ~=o v=o 
et la prenliere partie du théoreme est démontrée. De [5.1 on 
obtient . 

a'l/ = (q -t 1) a"u+l - q a"n , 

d'ou découle immédiatement la partie inverse. 

co co 

IV. Supposonsque les séries 2: an , L bll' soient sommables 
o o 

co, 

I Ek /. Alors la sé1"ie produit de Cauehy 2: en , 
o 

est aussi s01nmable I Ele I . 
En désignant, par 2: a')/, 2: b'n, 2: e'n les séries transformé es 

correspondantes on a (2) la formule 

e'n=( q+1) (a' ob'n+-... +a'nb' o)-q (a' Ob'n-l + ... +a'n-1b' o) , 

d'ou il suit tout de suite que la série L I e'n! est convergente 
puisque les séries 2: / a'n 1, L I b'n I sont convergentes .. 

y .. Si la sér{e [lJ est somn~able I Ek I elle est aussi sorn
mable lB l. 

co 

On sait m qu'une série 2: an est absolument sommable par la 
o . 

méthode de M . .Eorel, bref sommable I B 1, si les intégrales 
co co 

[7] f e-m I u(Á) (X) 1 d X , 

o o 

sont convergentes quel que soit l'indice de dérivation A. Posons 

1 ~1I (n) n-v S (le) = ----- .' q sv, 
lb (q+1)n V 

v=o 

(2) Voir K. Knopp, II, p. 131. 
(3) Emile B011el.-Legons sur les séries divergentes, II-=-eme édition, 

Paris, 1928, p. 128. 
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on a 
~ ~ 

E Sn(!C) E Sn xn 
e- Cq+1 )a; -- [(q + l)xJn = e-a! --- = h(x) , 

n! n!~. 
n=O n=O 

d'ou l'on obtient par la transformation (q +- 1) x = y, la for
mule 

00 011 

E Bn UC
) -~E S¡¡, , e-m --xH = e q+l -'-

, n!n! , 

in 
(q+1)1I = g(x). ' 

En dérivant on obtient 

o. 

E 
aCle) 1 

e -a; 1H xn = g' (x)" , 
n! . 

00 • 

E l aCk) 11 
1 g'(x) r < e-m ---1-+ - xn. 

n. 

Donc nous aurons 

11 (Y.; A. 00 00 

Ig'(x)ldx< IH, e-;lJ x 11'dx < _, _~ e-a;xndx=_ J E laUC) 11 f E la
Ue

). 11 J 
n! , n! 

o n=O o n=O o 
00 

- "'t'" 1 a Ue) 1 -~ 1Hl, 

et parce que 
00 00 

'J¡g, (x) 1 dx= ~l-JI h' (x) 1 dx 
q+1 

o o 

on conclut que l'intégrale 
00 00 J e-a; lE alb~xn Idx 

o 

est convergente. Mais d' apres le théoreme III on peut augmenter 
ou diminuer le rang des termes de la série [lJ par un nombre 
arbitraire. Donc du précedent ilsuit que les intégrales [7J sont 
convergentes et le théoremeest démontré, 
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DERIVACION E INTEGRACION DE SERIES ASINTOTICAS 

por R. SAN JUAN (Madrid) 

00 

l.-Sea ~ al (z - zo}n 'el desarrollo asintótico de una función 
n=O . 

I (z) en un recinto R, siendo Zo un punto del contorno. Escribi-· 
remos esto así: 

00 

I (z) - ~ an (z - zo) n • 
n=O 

Como es sabido, "la definición de desarrollo asintótico resulta 
m-l 

equivalente a que los produ~t.os 1 Z-Zo I-m 1 I(z)- ~ cl,n,(z-zo)n 1, 
. . n=O 

se c.onserven aC.otad.os para cada m en un ent.orn.o de Zo y den-
tro de ~,es decir,que.,sea 

m-l , 

I (z) - ~ an (z - zo) n 
n=O < Mm 

(z - zo)m 

en la interferencia de R con un ent.orn.o de Zo . 

En particular, para m = 1, se tiene: 

1 I (z) 

de d.onde, para z~zo s.obre R, resulta: , 

li1n I (z) = I (zo) = ao , 

si l (z) es c.ontinua en Zo sobre R. Anál.ogamente, de 

I 
t (z) I (zo) ~ al I < M 21 z - zol 

z-zo 

resulta. f' (zo) = al si definim.os esta derivada en Zo para z~zO' 
s.obre R~ .. 

Per.o la derivada segunda ya n.o resulta, p.or paso al límite, de 
la funció,n, sin.o de la derivada primera" de suerte que para 
.obtener la expresión general de los coeficiente,s mediante, las. 
derivadas en Zo habrá que estudiar si f' (z) y, p.or tant.o, las deri
vadas sucesivas In (z) tienen c.om.o desarr.oll.os asintóticos l.os . 
.obtenid.os derivand.o términ.o a términ.o~ 

Supongam.os, para est.o, que I (z) es h.olom.orfa en R y expre'" 
sem.os su val.or en un punt.o z de R· mediante la integral de 
Cauchy s.obre una circunferencia e (z) de centr.o z y radi.o R (z) 
igual a Hi. semidistancia de Zo al cont.orn.o e deR; expresanda 

m-l 

- anál.ogamente el' p.olin.omi.o n a~ (z - Zo~n-l, se tiene: 
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I m-l 

f' (Z)- ~ na'b(Z~-ZO) n-·l 
1b=O 

(Z_Zo)m-l 

( 
. d(Z)) m 

Mm IZ-Zol+T d(z) 
271"-"-= e;Z))' 2 

1 
<:' ------

=2Mm 1 + ~ < 2m+1Mm - O ( 
d(z) )m¡z Z I Iz Z I 

2 IZ-Zol d(z) d(z) . 

pues d (z) < I z'- Zo 1; y si además hay un subconjunto R' de R 
en el que se conserva acotado este cociente: 

I zd (Z ~o I < k o brevemente: 1 z - Zo : ~ O [d (z)] [1] 
}, 

la cota anterior es < k2m+1 Jl!lm, y en este subconjunto R' vale, 
ppr tanto, el desarrollo: 

00 

f' (z) ".. ~ n .an-l (z - zo)n-l • 
n=o. 

El subconjunto R' existe seguramente si el contorno e de R es 
una curva en el entorno de Zo; y éste un punto ordinario de ella; 
o un punto anguloso con tan~~ntes distintas; e incluso un punto 
de retroceso con tangente (ihica' si en él es cóncavo el recinto, 
esto es, si la prolongación dél rayo tangente por Zo tiene un seg
mento Zo Adentro de R (*). En estos casos sencillos R contiene 
un ángulo, o más exactamente, un sector circular, qe vértice Zo, 
y los puntos de éste cumplen la condición [1]. Recordemos, en . 
efecto, qué por la definición de rayo tangente, dado un contorno 
angqlar de la tangente única, o. sendos entornos de las semitan-

(*) Si este segmento no pertenece a R,. el recinto se dice convexo en zo' 
N ótese que' el segmento de la semi-tangente Zo B opuesto al Zo A no sirve 
para caracterizar la concavidád ni la· convexidad, pues puede pertenecer 
indistintamente a R o al complementario, quedando en distinto o en el mis
mo conjunto que el Zo A según que la tangente atraviese.o no la curva. 
Como también puede caracterizarse la concavidad y la convexidad incluso 
para puntos no cuspidales, es utilizando todo el contorno mediante el teore
Il}a 1 d'), segú.n' que. el incremento del argumento sea-menor· o mayor 
que Jt; Y no es difícil comprobar que estas' condiciones coin.ciden con las 
anteriores cuando el incremento es cero ó 2 A . . " . 
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gentes, hay un entorno circular del punto zo. tal que lÜ's puntos 
de e interiO'res a este dan cuerdas contenidas en aquellos; y 
quedan, por lo tanto, uno o dos sectores circulares en el contorno 
de Zo que, conteniendo puntos de e (~), pertenec'eri en bloque 
a R o al complementario. Excluido e1 caso trivial del punto cus~ 

. pidal o de retroceso, en que' el· sector pertenece necesariamente 
a R pO'r la condición de concavidad impuesta, un s'ector es inte
rior a R y el otro es exterior. Para demo~trarlo, elijamos entre 
las inte~secciones de la curva con el contorno de dicho ento-rno, 
las P y A ~ontiguas a Zo por uno y otro lado sobre la curva, y el 
arco P A que determinan divide al entorno endQs partes cone~ 
xas, que necesariamente pertenecen una a R y otra al comple~ 
mentario; pero existiendo puntos de ambas partes en los dos 
entornos de las semitangentes, las curvas de conexión que dentro 
del entornO' circular' unen entre sí estos puntos de R (y del com
plementario) tienen que pasar necesariamente por un sector y 
la otra por el opuesto. 

Para ver finalmente que los puntos del sector interior satis~ 
faeen, en efecto, la condición [1], basta observar que si amplia~ 
mos éste por ambos lados en una amplitud c bastante pequeña 
para que todavía no alcance a las semitangentes, y elegimos un 
entorno de Zo que no contenga puntos de la curva dentro del 
ángulo ampliado, en el sector común a este entorno y al 'ángulo 
primitivo se veTifica: 

I 
Z-Zo I 1 
d (z) I < sen E • 

En estos casos sencillos f (~) admite de1"ivadas angulares 
en Zo que valen: 

fn (zo) = an . n! ; 

y en el caso general estas igualdades subsisten si definimos las 
derivadas para z ~ Zo sobre R, como anteriormente. 

Resumiendo las conclusiones obtenidas, podemos enunciar: 
a) Dado el desarrollo asintótico de Urna función 

oc 

f (z) - 2: .an (z - zo)ll 
n=O 

('f.) Claro es que la definición de tangentes se refiere exclusivamente 
a los puntos de e donde C es curva; pero por hipótesis e es curva en un 
entorno de Zo y esto significa que hay un entorno plano de Zo donde todos 
los puntos de Cforman curvas. Si no se refiere esto al. entorno plano, sino 
al lineal sobre la curva misma, subsiste lo anterior, 'eligiendo el entorno 
plano l11enor que la distapcia de Zo al resto de C. 
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en un recinto R y para un punto Zo del contorno, si f (z) esholo
morfa en R, sus derivadas' sucesivas admiten los desCf;rrollos 
obtenidos derivando término a término: 

00 

,fm (z) jIIfIt¡¡¡sI ~ n Un {z, - zo) n-m 

en todo subconj'l"nto R' de R caracterizado por la condición 

I z - Zo I ' 0 1 [d (z) ] [1] 
donde d (z) designa la distancia de z al contorno e de. R. 

b) Y si definimos las derivadas para Z-7Z0 sobre R', se verifica 

fm (zo) = a¡n.m! m = 0,1,2,,3, ... 

incluso para m = O si f (z) es continua en Zo sobre R. 
Esto permite escribir el desarr~llo asintótico como serie de 

Taylor así: 
, 00 f (zo) 

f (z) lfIW :2: --, (z -- zo)n 
, 11=0 n! 

y la función queda determinada por este desarrollo cuando es la 
aproximación asintótica óptima y se, cumple la condición de Car~ 

" leman (~). 
Hemos visto además que 
c) Las cotas del desarrollo aS1:ntótico de la derivada f' (z) 

en R' son las mismas salvo un factor exponencial que las M rb de 
la función f (z) en R, y por tanto, si esta satisface en R la con
dición de Watson.;.Nevanlinna, las. de Denjoy, o ~ de Carleman 
generalizada, por Ostrowski, esto es, si es 

00 

~ 1 __ -- 00 • f ~ x2n d x - = 00 M n < kn • nI; - kl 
n=1'f/M1b ' 11=1 M n2 x2 

1 

respectivamente C*), 'la misma condición verifican las deriva
das en R'. 

(*) R. SAN JUAN.-Sumación de series divergentes y aproximación asin
tótica óptima (en prensa, Memoria premiada por la Academia de Ciencias 
de Madrid en el concurso de tema prefijado de 1935). 

R. SAN JUAN .:-Sur le probleme de M. Watson de la Théorie des séries 
asymtotiques et solution a un probleme de M. Carleman de la Théoriedes 
fonctions quasianalytiques. (Congrés Internationalde Mathématiciens. Os
lo, 1936). 

(**) N. WATSON.-A theory of asymptotic series (Trans. of the Royal 
Society of LondQn. Serie A, vol. 221, p. 279-313). ' 

F. NEVANLINNA.- Zur Theorie des asymptotischen Potenzreihen. (Aka
demisc'he Abhandlung. Helsingfors", 1916). 

T. CARLEMANN~.....:..:Lesfonctions quasianalytiques. (Gauthier-Villars, Pa
rís, 1926, pág. 21 y 7). 

A. OSTROWSKI.-Über quasianalytische Funktionenund Bestimmheit 
asymptotischer Entwicklungen. (Acta Mathematica B. 53 S 181-266). 
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d) Este subconjunto R' existe seguramente 11 es un secto-r 
circular de vé-rtice zo, si el contornoC es unacu-rva de Jo-rdan en 
el entorno de zo, y éste un punto ordinario de ella; o un punto 
anguloso con tangentes distintas e incluso un punto de r.etroceso 
con tangente única;',s{-e'h. ~ste es cóncavo el -recinto, esto es, si 'la 
p-rolongación de la se,rnitangente por Zo tiene un segm,ento Zo A 
dent-ro del mismo. 

d') Cuando todo el conto-rno C es una cu-rva cen~ada de J o-rdan 
y en 'Zo tienen rayos tangentes los dos a-rcos contiguos, la con
dición necesaria y suficiente pa-ra qúe el -recinto interior R con
tenga un sector circular de 'vé-rtice Zo (donde se cumple la cond'[-: 
ción [1]) es qu~ el argumento del vector Zo z, que proyecta desde 
Zo. un punto va-riable z de la cú-rva C, expe,riinente un inc-remento 
distinto de ce-ro, cuando z reco-rre la curva a partir de Zo. 

Hemos visto que elegidos sendos entornos angulares, no ram
pantes de. cada rayo tangente, o un solo entorno si estos coinci
den, existe un entorno plano de Zo que, no conteniendo puntos 
de e fuera de estos' ángulos, tiene un par de sectores o uno solo 
que pertenecen en bloque á R o al complementario; y basta, 
por tanto, considerar uno solo P de sus puntos' para decidir la 
situación de todo el sector. Pero es sabido que si P es interior a R, 
el vector P z experimenta en su argumento un incremento 
de 27T al recorrer z la curva, y este argumento no resulta in
crementado si P es exterior. Ahora bien, cuando el argumento 
de Zo z 'experimenta un incremento a > O, los argumentos de 
Zo Zl Y Zo Z2 difieren entre sí en mas de a-E, si elegimos Zl Y Z2 

sobre las curvas suficientemente próximas a Zo; y análoga
mente, los arg\lmento de P Zl Y P Z2, difieren también 'en me
nos de e -de los valores inü~ial y final del argumento de P z si 
tomamos Zl Y Z2 :b,ast~rite~e'rcanas a Zo. Pero fijadas así Zl Y Z2 

con ambas condiciones, los argumentos de Zo Zl Y P Zl así como 
los de Zo Z2 Y P z2,'cuyas diferencias vienen representadas por 

, los ángulos en Zl Y Z2, de los triángulos P Zo Zl Y P Zo Z2 respec
tivamente, también diferirán en menos de e si tomamos P den
tro de los entornos angulares de las semirectas Zo Zl Y Zo Z2 con 
semiamplitud e; y comparando los tres resultados vemos que 
los argumentos inicial y final de' P Z se diferencian entre si en 
más de 2 a -:- 3 e > O; luego P no puede ser exterior y no per
teneciendo 'a la curva, es interior. En cambio, si el argumento 
de Zo Z experimenta incremento nulo, resulta con idéntico razo
namiento que el de P Z experimenta incremento < 2 e, luego 
también es nulo, y es, por tanto, P punto exterior. 
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II.-Para- estudiar la integr'ación del desarrollo asintótico 
~ an (z:- zo) n entre Zo y un punto Z del recinto, construyamos 
primero el camino,. eligiendo en R una sucesión de puntos 
Zn ~ Zo, y, uniendo cada dos consecutivos por su quebrada de 
conexión dentro de R, obtenemos una sucesión de 'qu~bradas 
que pueden no constituir curva (*), esto es, conjunto de puntos 
homeomorfo con un segmento cerrado, pero que aun entonces 
permiten definir la integral de f (z) entre Zo y Zl por paso al 
límite de la integral entre Z y Zi para Z'i~ZO • 

Determinada así la integral, Ji (z) d z veamos cuando 
Zo 

admite como desarrollo asintótico el obtenido integrando tér
mino a término, es decir, cuando es: 

00 ~ a,. 
~ ----;-- (z - zo) n+l 

n=O n + 1 

En efecto: 

__ a_t_~ -;-- ,(z-Zo) 10+1 
n+l 

(Z_ZO)1n+1 

. . r¡;(Z)-I a»(z--zo)M1 1Idzl . fi:-zo,m Idzl 

~ ) ~o I I 1 L M miz Z 1m+1 
,Z-Zo tn+ - O 

Y basta que para cada m este cociente se conserve acotado en 
el entorno de Zo. Prescindiendo además de las restricciones in
útiles sobre la función f (z) y sobre el canlpo R, que conservá
bamos de los teoremas precedentes, resulta: 

(*) Esto acontece solamente cuando Zo es accesible,' esto es, puede unir
se con los puntos de R mediante arcos de J ordan contenidos en' el recinto. 
Pero esta restricción, innecesaria como hemos visto, es además insufi
ciente" pues habría que sup<.mer tales curvas rectificables oal menos que 
permitan definir la integral. ' 

Un ejemplo de punto accesible solo mediante arcos no 'rectificables, 
incluso siendo el contorno e una curva de J ardan, puede obtenerse como 
sigue: Elegido un ángulo arbitrario AOB, por ,ejemplo de 10°, tracemos 

, sus arcos centrales A 1B 1 , A? B." A3 B." ... de radios 1, ~, 1- , ... y uná-
~ - • o~ 2 3 

maslos entre sí con los segmentos' intermedios tomados alternativamente' 

de uno y otro lado, para ,formar así un trazo continuo Al B 1 B 2 A 2 A3 B3 ... , 
que es una curva de Jordan, pues cada trozo arco-segmento Al B 1 B 2 ,. 

B 2 A 2 A3 , . .. se representa sobre el segmento del otro lado Al A 2, 

B 2 B3 ,. .. proyectándole. De esta curva se deduce también otra con lon
gitud también infinita, sustituyendo cada par de arcos A 1 B i Y A,2 B 2 ; 
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a) Dado el desarrollo asintótico de una función cualquiera 
00 

f (z) l'IttI .~ án (z-zo)n 
, 1$=0 

en un conjunto R (no necesariamente recinto), si éste contiene 
caminos de integración que permiten definir la integral de f (z) 
desd.ezo a los puntos de z de R( como acontece cuandoR es un 
recinto y zo 'un pu/nto de contorno), esta integral admite como 
desarrollo asintótico el obtenido integ1-ando término a término: 

, . Ji (z) d z l'IttI i an
, (Z--:Zo) ll'I+l (**) 

Z n=O n + 1 o . 

en .todo subconjunto Rl de R donde se conservan acotados para 
cada n los cocientes 

1 .(Z 
i z -'-Zo In <i/ I z - Zo I n-l I d z I < kr¡ • 

Zo 

b) Esto acontece seguramente en un sector circular de vér
tice z, pues siendo rectilíneo ·el camino, es decir: 

z-zo=x+iy y=ux 
se tiene: 

2 
=-'--

n 

A3 B3 Y A4 B4"" unidos por segmentos Bl B 2, B3 B4" ,. de un mismo 
lado, por otros intermedios A'lB'l y A'2B'2' A'3B'3 yA'4B'4"" de modo 
que se conserve la suma de longitudes, lo. cual puede lograrse, por 
. 1 d' 1 ' 1 1 1 . d eJemp o, con ra lOS -El Y 2 + El'3 "'-E3' Y 4 + E3"" SIen o 

t2k+l ¿ ( 2 k ~ 1 .- . 2
1 

k ): 4 . 

La curva A'l B'l B'2 A'2 A'3 B'3 ... análogamente formada con estos 
arcos se separa de la anterior sin cortarla mediante un giro alrededor de 
O de 1 Q, por ejemplo en sentido de O Bl a O Al' Y queda así entre ambas 
un recinto en que O es punto de contorno accesible mediante cualquier 
posición intermedia de la curva girada, pero' inaccesible por curvas de 
longitud finita, pues cualquer curva intermedia tiene arcos de longitud 
mayor que las cuerdas A'l B'l' A 2 B 2, A'3 B.'3' A4 B4"" Podría partirse 

de la curva y = x sen ; pero resulta menos clara la comprobación de 

que toda curva intermedia tiene longitud finita.' 
. ( '" *) El desarrollo de otra primitiva se. obtendrá su~ando a ftste la 
constante de integración. 
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y si la paralela al eje y por Zo pertenece al sector, basta tomar 
x = ~ y a ambos lados de·ésta (- e < ~< É) • 

Combinando esta conclusión con la obtenida para la deriva
da 1, c), podemos demostrar el siguiente t~9rema de trascen~ 
dental importancia en la teO'ríade la'a:proxihración asilitótica 
,óptima. 

c) Si una función holomorfa f '( z) es aproximación asint:óti-
00 

ca óptima de una serie ~ an (z - zo)nen un sector circular 
n=O 

de vértice Zo, esto es, si las cotas Ln de su desar'rollo asintotico 
en éste son ordenada/mente menores que las homólogas Mn de 
cualquier otra, salvo un factor exponenC'ial Kn ~ (*) 

su derivada f' (z) y su primitiva son, respectiva1nente, la apro
ximación asintótica óptima en el mismo sector de la serie 

00 00 a 
~ n an (z -- zo)n-l o de la ~. + 1 (z - Zo,)n+l obtenidas de-

n=O n=O n 
1"ivando o integrando término a" término. 

Pues según 1 a) la serie ~ n al! (z - zo)n-l tiene como aproxi~ 
mación asintótica f' (z), cotas Kn. Ln; Y si tuviese otra aproxi~ 
mación asintótica f 1 (z) con cotas N n algunas menores que las 
correspondientes Kn. Ln" salvo un factor exponencial K 1n, es 
decir, N n < Knl • Kn'.Ln para algunos- valores de n, la primitiva 
de esta fl (z) admitiría como desarrollo asintótico el dado con 
cotaB K 2n N n < K2n. Kln. ,Kn. Ln para algunas n, contra la con
dición de aproximación óptima de las Ln. 

III.-Estas conclusion~s· pu~d~n aplicarse al ,punto del infi~ 

nitO' me~lianté la sustitución z' = _1_ , pero es preferible esta
z 

blecerlas directamente. Así, pues, para la derivación, tendre-
mos: 

(*) En nuestros dos trabajos citados definimos la aproximaclOn asin
tótica óptima con la condición restringida Ln < M1P pero todas sus pro-
piedades subsisten con la introducción del factor exponencial. Como es 
sabido, en las aplicaciones de las condiciones de W átson, Denjoy y Car-

Ln 
leman, dos sucesiones Ln y Mn son equivalentes cuando su cociente

Mr¡. 
tiene crecimiento exponencial; y así resulta que ambas definiciones son 
las mismas cuando se cumplen estas condiciones. 
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','lzlm+1'/' ,'11,-1 ,an I IZ!I1/+1 J f(t) __ mj:.1,~_ f (Z)- ~ ---n -1-'- = -2- n=o.) t n dt 
n=l zn+ 7T < 

c(zi (t-z)-

IZ,lm'+1! ,Mm <-- --
27T ,Jtlm 

c(z) 

, Idtl 'l zlm+1 Mm 
---<--
R(Z)2 2 7T Ilzl-R(z) 1

m 

1 I z I 
< M

n 
1 1 ' R ,(Z) I m R(z) 

I z I 

2 7T R(z) 
< R(Z)2 

y habremos de tomar el radio, R (z). de modo que se conserve 

acotado superiormente 1 ~l) e inferiormente 1 ~ . f z(~) 
-pero al mismo tiempo ha de ser R (z) < d (z) ; luego elegiremos 

·como radio R (z) el menor de los dos números ,41 o ~~Z) 
y entonces la cota anterior es, respectivamente, menor que ' 

7Lf' 2111 2 o bI'en /' M 2m ' 2 I z I 
1Y1/11' , '-' ,........ 111 " ' '-d (z) 

y si en un subconjunto R' de R se conserva acotado, 

1 ~~) < K o brevemente I z I ~ O [d (z)] [2] 

esta segunda cota es < Mm" 2m+1 , K, valor que supera también 
a la primera si tomamos K > 1. Es decir: 

, a) Si una función f( z) holomorfa en un recinto R admite 
en este el desarrollo asintótico 

'Ir n co an 

f (z) ~lI~O zn' 
sus derivadas sucesivas fm (z) ad1niten lf!s desarrollos obtenidos 
derivando término a término: -

co a 
fm (z) ~ ~ (-l)m (n + m -l)(ln '_,_n_, 

, 11=0 .• ' zn+m 

en todo subconjunto R' de R definido por la condición 

Izl=O[d(z)]. 

b) Las cotas de estos desarrollos asintóticos de las derivadas 
en R' son las mismas salvo un factor exponencia,l que las de la 
función en R y, por tanto, si esta satisface en R la condición 
de Watson-Nevanlinna, la de Denjoy o la de Carleman - Os
trowski, lo mismo acontece a aquella en R', 
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Sobre la existencia del conjunto R' vamos a establecer con
clusiones análogas a los teorenlas d y d'. Considerando la pro
yección sobre la esfera, con el- mismo razonamiento' del plano 
se demuestran estos teoremas d y d' sobre la existencia en R 
de un sector limitado por dos meridianos y un' paralelo; pero 
la comprobación de la condición métrica [2] exige n~tural
mente volver al plano; y, en efecto, la proyección de dicho 
sector es la prolongación de Un sector circular de vértice O ~ 

. cuyos puntos cumplen la condición -dl-(Z 1)- < 1 en un en-
. .. . Z sen E 

torno. del co, determinado a condición que no contenga puntos 
del contorno C en el ángulo obtenido ampliando el anterior en 
E . por ambos lados sin alcanzar las proyecciones de las tangen
tes e~ el polo P. La proyección de un arco de J ordan terminado 
en P es, como se sabe, una curva infinita en el plano, esto es, 
un conjunto ·no 'acotado homeo·morfo con una semirecta y sin 
puntos propios de acumulación fuera del mismo; y recíproca
mente. La existencia de tangente en P a dicho arco se traduce 
sobre el plano en que la semirectaque proyecta desde el or·igen 
los puntos Z de la curva infinita tiende a una posición límite, 
cuando Z~ co sobre la curva,. esto es, que dado un entorno 
angular de dicha semirecta límite, todos los semirayos proyec
tantes quedan en este ángulo cuando los puntos de la curva están 
en cierto· entorno del co. Interpretadas así sobre el plano las 
hipótesis y conclusiones de la esfera, podemos enunciar: 

c) El conjunto R' existe seguramente y es la prolongación 
de un sector circular de vértice O cuando en el entorno del ce. 

el contorno e se compone de dos c~"rvas infinitas (conji"ntos 
no acotados cerrados en el plano euclideo y homeomorfos con 
una semirecta) y las semirectas o z que proyectan desde elori
gen los puntos de estos arcos tienden, para z~ co sobre cada 
curva, a posiciones límites distintas, o que si coinciden, lo ha
cen en una semirecta cuya opuesta tiene un segmento·O A den
tro del recinto. 

d). Cuando el contorno es una curva cerrada en el co del 
plano complejo (esto es, se c'ompone de dos curvas infinitas con 
extremo propio común (*») y las semirectas que proyectan sus 

<*) Nótese la diferencia esencial entre este concepto de curva infinÍta 
cerrada en el plano complejo con punto· del infinito único y el de curva 
cerrada en el plano proyectivo donde hay infinitos puntos impropios. 
En el plano complejo s·e unen en el infinito todas las curvas infinitas, 
mientras que en el proyectivo solo las que tienen paralelas sus direccio
nes asintóticas, existiendo algunas que carecen de éstas y no se consi
deran cerradas. 
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puntos desde ° tienen posiciones' límites para z~ 00 . sobre cada 
arco, la condición necesaria y suficiente para que el recinto· con
tenga la prolongación de un sector circular de vértice 0, que 
será; un conjunto R', es que el argumento de la semirecta o z 
que proyecta un punto de la curva, experimente un incremento 
distinto de cero alp,asar de una posición límite a 'la otra cuan
do z recorre la. curva. 

IV.-La integración se efectúa lo mismo que para el punto 
propio sobre la sucesión de quebradas que unen en R cada dos 
puntos consecutivos de los Zl ~ 00 'C), pero el pas:o al límite 
que allí aparecía como complemento de generalidad, constituye 
aquí la definición misma de la integral? y vamos a estudiar 

"cp,ando es v;ilido el desarrollo 
co 

f[ al ] a2' a3 a4 
F (z) =- . f (z)-:-ao- z dz IIW -z- + 2z2 + 3zS+"" 

incluyendo los dos términos ao y ~ en el primer miembro, co-. z 
mo es costumbre por no tener inte~ral finita. 

Siendo: 

¡z¡m[ F(Z)_'~l n a:+1 1=1~lm[-J~[f (Z)~_~ ] dz+j~il U-n+l dz 1= 
fi_l Z Z n=l zn+l 

" 11 

resulta: 

(*) Esta suceSlOn de quebradas forman -evidentemente un conjunto 
homeomorfo cón una semirecta y no acotado, pero puede no ser cerrado, 
en el plano euclidiano, es decir, no contener, todos sus puntos de, acumu
lación propios (el 00 nó pertenece a dicho plano), y, por consiguiente, 
puede no ser' curva en· el sentido topológico' de conjunto compacto, co
nexo y cerrado de una dimensión. Recintos ~n que ninguna de las su
cesiones de tales quebradas sea curva o brevemente; en que el 00 sea 
punto inaccesible del contorno, se obtienen sin más que aplicar la trans-

formación z' ~ ~ a cualquier recinto en que el origen sea punto in~ccesi-" 
, ' Z ~ 

ble del contorno. Mediante segmentos rectilíneos puéde limitarse 'un re
cinto de este tipo con el semieje + 00, el segmento (0,1), del eje, 'y una 

sucesión de segmentos horizontales de alturas 1, t, + ' {-:- ,'" y ex-
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a) Dado el desarrollo asintótico 

00 an f (z) ¿IW ':s -·-n 
n=O Z 

en un conjunto R ( no necesariamente recinto), si éste con
tiene caminos de integración que hacen convergente la integral 

00 

f [¡'(z) ~ ao,- ,:1] d z 

desde los puntos z de R (como acontece cuando R es un. recinto; 
., no acotado y f (z) continua en R), es válido el desarrollo 

00 

F (z) =~ f,(z) -ao-- dz·4IIIII!/rJf :s -, -, -f [ al J 00 a n +1 

Z 110=1 nzn 
z 

en todo, subconj'ktn~p Rr , de R donde se conserva~ acotado,es para. 
cada n los productos 

z 

b) Si f (z) satisface en R la condición de Watson-Nevan
linna, la de Denjoy o la de Carleman-Ostro'UJski, F (z) satis-o 
face la misma en el subconjunto de Rl donde, se conserva aco-· 
tada con independencia de n la raíz n-ésima: 

c) Está se verifica, en pcú'ticular, en la prolongac.ión de un 
secto1' circular de vértice O (*), como puede. verse con cálculo-

d b · O 1 1 . ' tremos . e' a SClsas y 1,2', y 2;, 4 y 3, . .. respectIvamente, cerran-

do el recinto ,'por la derecha con los segmentos verticales que proyectan 
cada extremo' de un segmento horizontales sobre el siguiente. En este 
recinto, todas l::¡,s quebradas que unen Z.;~ c(), tienen. CQ~o puntos deo 
acumulación inevitables O e oÓ. . ' 7 

( * ) Este teorema contiene como caso particular el clásico de .inter- , 
pretación en el campo real. Véase por ejemplo, BOREL. -.Legons sur les: 
séries divergentes.-París, Gauthier-Villars, 2~ ed., 1926. 
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:it:Qá,Iogo al del propio punto; y con idéntico razonamiento que 
entonces, resulta: 

Si una serie . ~ an 
- admite aproximación asintótica óptima 

n=O zn 

holomorfa f (z) en la prolongación de un sector circular de: 

vértice 0, tas series derivada y primitiva ~ _ nan 

Zn+l 
n=1 

y 

i - aMI tienen aproximación asintótica óptima en el 
n=1 n zn 

mis1rw campo, que son, respectivamente, la derivada f' (z) 11 

¡OO[ a'-
la integral F (z) = f (z) - a~ ~ -;-] d z . 

z 
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tique, et ,des applications ti l' approximation asy'ynptotique op·· 

timum. 

(Original recibido E'n Mayo de 1938) ~ 





El , 

nlon 

esolución . adoptada 
por la 

atemática A.rge·ntina 

en la cuestión promovida por el 

Dr~ Carlos Biggeri 

UNION MATEMATICA ARGENTINA 

Publicación . N9 " 

BUENOS AIRES 

. ',939 



l' 



Resolución· adoptada 
por la 

Unión Matemática Argentina 

en. la cuestión promovida por. el 

Dr. Carlos Biggeri 

UNION MATEMATICA ARGENTINA 

Publicación NI? 1 

BUENOS AIRES 

1939 





RESOLUCION ADOPTADA 
POR'LA UNION<MATEMATICA ARGENTINA 

, , " 

EN LA CUESTION PROMOVIDA POR EL 

,Dr. CARLOS SiGGERI 

.fi~s • co:s:tutnbre en las revistas científicas que sus directores 
no se hagan sol!.<;larios de las afirmaciones contenidas en los tra., 
bajos de sus coláboradores; pero esta libertad dé expresión 'tiene, 
,corno es lógico, límit~s, infranqueables en toda publicación qúe 
desee adquirir o conserva..r un mínimo de prestigio, o siquiera 
de decoro . .r' 

No s'iempre es fáciJ ,precisar' es'a frontera en las disciplina::; 
morales v políticas, donde' n'o 'exist~ un' criterio indi~cutiblede 
certeza, ~i :átÚl siquiera en la:s ciencias experimentales, en que la 
verdad de los resultados expuestosdeb~ quedar sujeta a la res
ponsabilidad . del autor que afirma haberlos obtenido; pero en 
las ciencias matemáticas hay por'~fortuna un., criterio objetivo 
que, impera en todas las revistas serias consagra,da:s a ,esta cien
cia. La Dirección, examina ante tod,o la exactitud d~ los teorem:as 
expuestos, ,cuando vienen ,acompañados' de su demostración, re
chazando los trabajos en que se notari errores o faltas de rigor 
y también aquellos otros ,que" aun si~ndo correctos, no .contienen 
novedad digna de nota. Esta segunda comprobacién es nat,u,ral
:mente mucho más difícil, por la inmensa cantidad de publicacio
nes qué;aparecen en todos los países, y por la falta en elpafs de 

, especialistas en muchas teorías, a los cuales se pueda confiar el 
exan1en de 'las memorias recibidas para su publicación. 

Hen10s procürado?r de'ntro de ¡ lo posible, adoptar para la re
vista de la UMA este sano criterio, que 'es elcófriente 'en todas 
las revistas serias de muchos países; y quien haya leido el aviso 
'in1preso en la: 'cubierta desde e~ primer número se habrá dado 
cuenta de la diferencia de normas con ,las deotrasacreditad.as 
publicaciones arg~ntinas,: que ptefieren respetar en ,absoluto la 
libertad de sus,;colaboradores, aun cuando salten a la vista gra
ves errores' y sea evidente la falta de novedad y hasta;' de buén.l 
fe- en los' resultados expuestos. 

Sirl. entrara a'ilalizar' las ventajas o':nconvenientes de Uno 
y otro sistema, y respetando ambos, solamente nos interesa esta 
conclusión evidente: cúando se ha adoptado el cTiterio de la co
rresponsabilidad de la diTección, queda ésta obl1'gada a seiialar 
a los,aut01~es sus ,posibles eTrOTes; y"si se notan una vez únpr'e
sos, está obligada a 1"ectificaTlos públfca1nente, so, pena de ha
cersesolidaTia de 'e.llos. 
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Estas consideraciones generales son aplicables, en particu
'lar" a dos m'emorias y una pequeña nota complementaria d21 
Dr. Carlos Biggeri publicadas en la Revista de la Unión Maie-
mática Argentina. ' 

La c'uriosa actitud del distinguido profesor del Colegio Mi
litar, que el acta adjunta Ilustra suficientemente, queda biel1 
aclarada para quien la lea: con toda atención y sobreentienda 
10 que en ella no puede decirse; pero la Dirección debe a su vez 
explicar su actuación en este desagradable asunto, así como la 
Secretaría documenta a continuación las afirmaciones conteni
das Émel acta, para que cada' lector pueda formar su juicio 
desa pasionado. 

19 La Dirección estaba obligada a publicar el ,complemento 
a la memoria del Sr .. Biggeri aparecida en esta Revista con el 
mismo título' y que su autor consideraba indispensable. N o ha
cerlo era exponerse a una acusación de mutilación;, y lo acaecido, 
demuestra que tal temor no estaba infundado. Como puede verse 
eri la carta escrita de puño y letra del mismo" se ofrecía a lleva~' 
personalmente el original a la imprenta, quizás para estar seguro 
de su publicación (Documento N9 2, pág. 3). 

29 El citado complemento no pudo incluirse en el número 2 
de la Revista, como deseaba su autor, por haber ocupado su se
gunda memoria aparecida en dicho núm~rc. 2 una página más 
de lo calculado por. la imprenta; y fué necesario, por tanto, re
servarlo para el número siguiente dé la Revista,; donde, efectiva
mente, se publicó (Documento N9 4). 

39 La aparición de este número tercero de la Revista (no.es 
cuarto, pues el suplemento tien~otro -carácter meramente in
formativo y elemental, llevandcf paginación independiente) 8e 
demoró por causas totalmente a;jenas a la Dirección, siendo la 
fundamental el' cambio de imprenta y la necesidad de esperar la 
llegada al país de los signos matemáticos necesarios. 

euando se compuso la nota del Sr. Biggeri éste se encon
traba en París; y aun estando aquí, tamp'oco se le habrían envia .. , 
do las pruebas; pues para evitar la indefinida demora en la 
impresión de los trabajos, la revisión se encomienda siempre a 
persona competente, que cuida la coincidencia con e!. original, 
salvo advertencia especial del autor, que desea corregir o agre
gar algo; -lo cual no aconteció, en este caso, pues el Sr. Biggeri 
no hizo indicación ninguna, ,escrita ni verbal, desde el envío 
del original, a pesar de' la amistosa relación que revela el Do
cumento N9 5. 

49 El involuntario retraso ya explicado en la aparición del 
tercer número de la Revista" no era causa bastante para omitir 
la publicación, a que la Dirección estaba obligada; ,ni ocasioI)a
ba perjuicio ninguno de prioridad a su autor, puesto que mucho 
antes de la fecha 28 de enero de 1937 de su carta, el Sr. Biggeri 
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había remitido su teorEú11a, enunciado en lengua :italiana (siü 
darnos noticia de esta duplicidad) al Bollettino de l'Unione :ñJctte-
matica Italiana, donde apareció en el número que lleva la fecha 
del 15 de diciembre de 1936 (Documento N9 3). Se trataba, pues, 
simplemente, de que la memoria publicada en la Revista ,de la 
U.M.A. no quedara sin el complemento que su autor juzgaba 
necesario, a pesar de. haber sido ya publicado el citado teorema 
en el Bollettino. 

59 La omisión de la tercera condición que el autor dice 
esencial y fundamental para la validez del teorema (en. verdad 
no lo es, pues puede sustituirse por otras) es la misma Oln:isión 
cometida en su 'citada publicación en el número del 15 de di-

~ Ciembre de 1936 del Bollettino (Documento N9 3) n1uy posterior 
como se ve a la del 14 de septiembre de 1936 (~) que es la fecha 
de la sesióJ). de la Academia en que dice haber presentado las 
tres cond!ciones (:{.~). 

Desde el punto de vista psicológico y para juzgJT de ~a 
seriedad del autor resulta curiosa esta insistencia en 0111itir la 
citada tercera condición, tanto en su nota al Bollettino, COlno 
en la enviada para nuestra revista~ meses después de haberla 
enunciado correctamente; pero no espere el lector que nos de
tengamos en ella, pues nada tiene qüe ver con las graves ob
servaciones (no solamente. de orden científico) que'la Dirección 
se ve obligada a hacer sobre las memorias del Sr. Biggeri 'y 
que opbrtunam;ente aparecerán. en la Revista de la U.1Vl.A. 
, . A pesar de no ,hacerse la Dirección solidaria. de lo pub1i
cado, comó ya se le hizo notar verbalmente y por escrito, se 
admitieron con .estas deficiencias sus trabaj os por ser tan es
casa la' producción publicable y por considerar buena obra el 
estímulo a quienes, como el Sr. Biggeri, trabajan intensamente 

('f.) En verdad apareció su nota en los Comptés 1'enclus del 4 de ene
ro de 1937. No interesa conocer las causas del retraso de varios meses, 
que no es corriente, como saben muy bien todos los jóvenes que han pu
blicado notas en los CO?n]Jtes renclus. Tampoco importa averiguar si notó 
su errór antes de que' lo descubriera PerroÍl en su nota del Bollettino 
(abril 1937); ni sería justo dar importancia a tal omisión o descuido, 
Todos los que hacen trabajos de Matemáticas saben por experiencia cuan 
frecuentes son tales casos y 'solamente quienes nunca trabajaron pueden 

,ser intolerantes. -
Sin embai·g:o, como la hábil .forma en' que el Sr, Biggeri cita los nom

bres de matemáticos extranjeros en su nota de los Anales, puede quizás 
desorientar al lector, es preciso, en honor de la verdad, citar exacta
mente el comentario del profesor Penon, quien después de reproducir 
el "teo'rema che il Biggeri enuncia senza dúnostra1'lo", agrega: "NJa, 
questo teo?'ema, é en'oneo". Y a continuación da un ejemplo contundente,' 
que demuestra el error. 

('f.'f.) Observe el lector que habiendo aparecido el citado número del 
Bollettino bastante despué's de su fecha impresa, y habiendo sido escrito 
el original de la nota enviada a París con la necesaria anterioridad a la 
fecha del 14 de septiembre en que fué presentada, la distancia entre 1,.1Ua 
y otra fecha se dilata más todavía. 
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en el c~mpo de las Matemáticas superiores, prescindiendo de 
otras consideraciones que habrían inducido a eliminarlo. 

Este mismo criterio indujo' a publicar el breve complemen
to apenas fué posible; .y esto a pesar de su . evidente falta de 
interés y de noved'ad, puesto que ya había aparecido en la re
vista italiana. Lo mismo aconteció con su primera nota~ que 
envió simultáneamente al Bolletino y a la Revista, sin dar cuen
ta de tal duplicidad a ésta ni a aquél; no siendo la única vez 
que ha segu~do tal proceder, el cual no queremos 'calificar. 

6<> El día 19 de agosto celebró asamblea la U .M.A.; una 
vez demostrada patentemente la falsedad de la acusación .del 
Sr. Carlos Biggeri, gracias a la providencial aparición de su 
propia carta, tras laboriosa búsqueda (Documento N<> 2), fué 
expulsado por: el voto unánime de los catorce profesionales que 
asistieron, más el de un distinguido consocio que envió su es
pontánea adhesión (Documento N<> 1). 

7<> 'Muy pocos días después ha aparec'ido en los' Anales ele la 
Sociedad científica argentina un escrito del mismo Sr. Biggeri 
que afortunadamente desvanece por sí mismo el menOr asomo 
de duda que alguien pudiera tener sobre la justicia de aquella 
fuerte resolución (Documento N<> 10). .. 

Animado quizás por la aparente inacción de la U.M.A. que 
. esperó pacientemente durante tres meses la prometida contes

tación a sus cartas (Documentos N<> 7 y 9) y sin sospechar la 
para nosotros feliz aparición de esta oportuna carta que suple 
con evidente ventaja ala desaparecida copia a máquina, se lanza 
por fin el Sr. Biggeri a formular categóricamente la acusación 
q~le aparecía cautamente velada en el telegrama dirigido al 
Ing. Guitarte (Documento N<> 8). 

Dejando de lado lfL8xtrañeza que ha causado el proceder de 
la Dirección de los An::tles de la benemérita Sociedad Científica 
Argentina, a la que tanto debe la cultura del país y que siempre 
procedió con tino y corrección, tal publicación ha venido muy· 
oportunamente a confirm,ar la exactitud absoluta de la comu
nicación del señor González, quien trasmitió al secretario las 
afirmaciones del Sr. Biggeri (DocumentoN<>' 6) . 

N o corresponde a esta Dirección" tras el relato de los he
chos, deducir conclusiones; ni se molestará en' iniciar ante 
la justicia competente acción ninguna contra el autoí~ o au
tores de tales maquinaciones, que por una rara casualidad no \ 

. han logrado el éxito esperado. E'l más alto tribunal es el for
mado por todas las personas honradas y ellas pronunciarán su 
fallo inapelable. . 

LA DIRECCION 
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DOCUMENTO N~ 1 

Acta de la Asamblea de la Unió~ Matemática Arge~tina 
celebrada el día 19 de agosto de 1939 

En 'la ciudad de Buenos Aires a diez y nueve días del mes' 
de agosto de mil noveciEmtos treinta y nueve, reunidos en el 
local de la Unión Matemática Argentina, bajo la presidencia 
del Ing. Manuel Guitarte, los miembros de la misma: Dr. L. 
Allende Lezama" Dra. ClotildeA. Bula, Sr. José Ebin, Sra. 
Yanny Frenkel, Srta. Esther Ferrari, Dr. Alberto González 
Domínguez, Dr. Fernando L. Gaspar, Ing. J.Kervor, Srta. EI
ha Raimondi, Dr. J. Rey Pastor, Ing. Enrique Samatan" Dr. Má
ximo Valentinuzzi y Prof. Antonio Valeiras, se entró a consi
derar la denuncia formulada, verbalmente, el día' dos de mayo 
de 1939 por el consocio Dr. Carlos Biggeri, al miembro de la. 
J. D. Dr. Alberto González Domínguez. El Dr. Biggeri manifes
tó extraordinaria extrañeza de . que hubiera aparecido en 'el 
número cuatro de la Revista de la U.M.A." un trabajo, con su' 
firma" intitulado "Sobre los puntos singulares dé las funciones ' 
analíticas" diciendo que dicho trabajo había sido fraguado en 
perjuicio suyo o que, en úl~imo caso, los originales habrían sido 
mutilados segregando una condición fundamental para la vali
dez de su teorema. El Dr. González Domínguez dió cuenta de 
esta denuncia en carta dirigida a nuestro Secretario con fecha 
tres de mayo de 1939, de conformidad con los deseos del Dr. 
Biggeri. 

Nuestro Secretario escribió al Dr. Biggeri, con fechas 9 
y ,17 de mayo de 1939', solicitándole una rectificación o ratifi
cación. Las dos cartas certificadas fueron recibidas por el 
Dr~ Biggeri quien, manifestó, con posteri0ridad, al Dr. Gonzá-, 
lez Domínguez, que contestaría, pero, hasta hoy, no lo ha he
cho. En cambio ha dirigido, con fecha 9 de mayo de 1939 un 
telegrama a nuestro Presidente el Ing. Manuel Guitarte, en el, 
que dice lo siguiente: "He visto con sorpresa trabaj o con mi 
firma en último número Revista Unión Matemática Argentina 
cuya publicación no he autorizado ni corregido jamás las prue
bas. Protesto formalmente ante V. en su carácter Presidente 
Unión y espero de su caballerosidad exija' rectificación al res
ponsable de este hecho. Respetuo~os, saludos. Cólaciónese.
Carlos Biggeri". 
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En esta situación examinan lo~ presentes una carta en que 
el Dr. Biggeri solicita la publicación" en la Revista de la U.M.A., 
del trabajo que a continuación transcribe y firma al final. 

Cotejado este documento manuscrito, de puño y letra del 
Dr. Biggeri y firmado por el mismo, con la publicación efectua
da, se comprueba que son iguales. 

Con ello se pone r en evidencia la inexactitud calumniosa 
de la denllncia hecha por el Dr. Biggeri y por el voto unánime 
de todos lO's presentes se resuelve ex'pulsar al Dr. Carlos Bigge
ri de, la Unión 'Matemática Argentina, haciendo constar además 
que adeuda las cuotas de los años 1937, 1938 Y 1939. 

Se deja también constancia de dos hechos muy sugestivos 
por la significación que puedan tener para ulteriores investi
gaciones: 

1 Q El doctor Biggeri manifestó· haber sido informado 
de la publicación de su artículo en la Revista de la U.M.A., 
por el Sr. José VarelaGil y en fa fecha 2 de mayo en que el 
Dr. Biggeri formuló su denuncia, ese número no había sido aún 
distribuído, encontrándose los paquetes. en e1 Seminario- de Ma
temáticas de la Fac. de C. Exactas, local en que el Sr. Varela 
Gil entra casi a diario, ignorándose con qué autorización. 

2Q El original utilizado para la impresión, que era una copia 
a máquina del original contenido en la carta manuscrita y firma~ 
da por el Dr. Biggeri" desapareció del cajón sin 'llave donde, en el 
mismo Seminario; habitualmente se guardan dichos nrigina]E's. 

No habiendo más asuntos que tratar, se levantó la ~e.sión 
siendo las veinte horas y treinta minutos. 

E.} Secretario Di'. Gaspar hace constar que el' Vicepresi
dente Ing. José Babini, 110 pudiendo concurrir a la reunión le 
ha autorizado a expresar su opinión en el sentid0 de que la 
resolución que corresponde ado-ptar, en el caso, es la aproba
da. (Siguen las firmas). 
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DOCUMENTO Nr;J 2 

~,)"\~Jt.if <. ~ o~" 1.l~ t -,o 

itl·~f~. 
(J ' <1 

~~ü~ J:r~ .. 
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DOCUMENTO N<! 3 

Facsimil tomado fotográficamente de la nota del Sr. Carlos 
Biggeri titulada: Sulle 8ingolaTitd clelle funzioni analitiche -

Bollettino della Unione Matematica Italiana - Vol. XV, 1926, 
Publicada en el Núm. 5 (15 Diciembre 1936). 

In un' nItra Nota dimostl'eremo che questo tt'Ol'('ma :-;i pilO gt" 
n(,~l'alizzare :dle fUllZiolli analitiche definite da sPrif~ g(:lllerali di 
DIHICf-Il,ET 1 e doe.: 

TEorm:\L\ n. - Se vengo11o soddis{oftc le cine se[fnenfi eond'iziolli: 
1°) lu parte reo le del eoeffidel1te al} della scrie di Dirichlet 

'110'11 e lI('[f((tiNf ,-
2°) il Ntlore jJl'i'l1eipa7e de1l' argomellto, 911, el·¡ :tI} (pe#' .¡ ralo/'í 

(ri 11 jiCi qllali la defta parte reale e positiva), sodelisfá allo eom Ii:?;'¡o 11 e : 

1/ 

(11) lim Veos 911 = 1; 
11-("1(; 

11 '1 I 1 1 l' .. 1 71 '(1() ((, ora, '1 jYlf'JItO 1/e qua c ·a 'l'etta (.'1 eOll've1'genza (e, C! serie ) 
ineon tra ,. asse rca lc del piano z é si'l1[jolare per la (nnzione anaH
Neo. definif(( da qnesta serie. 

Q{[('sto teorema gpueralizza quello del FEKETE (che esige 

10/1/1 < " < ~, essendo " un valore fisso: cOlldiziolle molto pUl d

stl'etta della (11)). 

DOCUMENTO N<! 4 

Nota del Sr. Carlos Biggeripublicada en la Revista de la U.M.A. 

Reproducimos a continuación la nota aparecida en el número prece
dente de la Revista de la U.M.A. por no haber tenido cabida en el anterior. 

Es esta la nota "fraguada en perjuicio suyo, imitando su estilo" de la 
cual dice textualmente (Documento N9 10) con su firma: 

"artículo que la Redacción de dicha Revista me atribuye". 

" ... publicado en forma tal como si yo lo hubiera remitido para su_ 
publicación, lo que, como ya dije, no es exacto". 

"Afirmo categóricamente que no he autorizado a publicar el referido, 
artículo" . 

Rogamos al lector que coteje cuidadosamente esta nota (que además de 
fraguada ha sido mutilada) con la carta autógrafa del- Sr; Biggeri e"), y 
también con su nota del Bollettino que está igualmente mutilada, puesto, 
que le falta esa famosa 3<:t condición. (Documento N9 3). 

(*) La insignificante discrepanlcia es, como v,el',á ,el lector, de orden tipográfico,_ 
1101' la escasez del espacio y la carencia elel signo "disti'nto ,de O". 



-13-

SOBRE LOS PUNTOS SINGULARES DE LAS 
FUNCIONES ANALITICAS (:[.) 

por CARLOS BiGGERI (Buenos Aires) 

El teorema demostrado en n1i nota "Sobre los puntos singu
lares de las funciones analíticas" (R. U. M. A.; NQ 1, Vol. 1 
pá~. 5) se pue~e generalizar a las funciones analíticas defini
das por series generales de Dirichlet, a saber: 

Teorema 1.. Si se verifican las condiciones siguientes: 

1 Q) La parte real del" coeficiente an de la serie de Dirichlet 
~ an e-"'n z no es negativa (desde un valor de n en adelante) ; 

2Q) El valor principal ep1~ del argumento de an (pa1"a los valo

res de n tales que a 1b no es nulo) es tal que li'l'n V cos epn = 1, 
n ~ OC' 

entonces, el punto 1"eal de la 1~e'cta de convergencia de la serie 
es singular para; la función analítica que define dicha serie. 

Este teorema generaliza los teoremas de Fekete (C. R. t. 150, 
1910 Y t. 151) 1910) Y de Landau (Math. Ann., t. 61, 1905). 

La condición L2] es susceptible de una pequeña ampliación. 
El lema enunciado en mi nota anterior puede servir para ge

neralizar algunos teoremas ya clásico~. Una generalización in
teresante es la que hemOs logrado del teorema enunciado por 
Lecornu (C. R.) t. 104, 1887, p. 349-352) y demostrado por Fa
bry. (Annales scientifiques de. l'Ecole N ormale Superieure, 3.e 
série, t. XIII, 1896). En efecto: si llamamos Qn y epn al módulo 
.'l al argumento, respectivamente, del coeficiente an de la serie: 
~ an .ZIL y R al radio de convergencia de dicha serie, el teorema 
de Lecornu-Fabry asegura que si se verifica: 

a). existe límite ordinario, para :rl-7 CIJ, del cociente Q¡¡I Qn+l' 

b). existe límite ordinario, para n-7 00, de la diferencia, 
epn - ep'IHl; entonces el punto z = R' es singular para f (z) . 

Ahóra bien, mediante el lema hemos conseguido ver que: 
Teorema 11. Para la validez de la conclusión del teorema de 

Lecornu-Fabry, no es necesaria la hipótesis a), es suficiente b). 
Estos dos teoremas así como la generalización del 11 a las 

. series de Dirichlet, los demostraremos en notas próximas.. 

(*) Algunas observaciones c:ríticas sobre esta nota y la 'anteriqr del 
mismo autor aparecerán en otro número. (N. de la Red.). 



-14-

DOCUMENTO NI? 5 

Carta de la Dra. Clotilde A. Bula· al Dr. Carlos Biggeri (*) 

Rosario, noviembre 3 de 1938. 
DI'. Carlos Biggeri 

BUENOS AIRES. 

Señor consocio: 

La ex-tesorera de nuestra sociedad Srta. Raquel E. Simonetti, al ha
cerme entrega de todos los recibos de la U.M.A. me conlunica que Vd. tiene 
en su poder los siguientes: . 

N9 51- Carlos Coello 

N9 '58 - F. Durio 

$ 50.- año 1936 

6;- 1936 

. firmados por ella y si es que no le fuera posible hacer efectivos sus im
portes le ruego enviármelos a la dirección que indico al pie de la presente. 

Dada la necesidad de arbitrar recursos para la U .M.A., a fin de aten
der los gastos qtle demandan las tres publicaciones' q~están en p.!.ensa, 
una de la Revista y dos del Suplemento, me permito rogarle el envío de su 
cuota como socio fundador por el coq'iente año 1938. 

Enterado de que le escribo, nlSecretario el Dr. Gaspar me encarga le 
trasmita' su saludo y le exprese que estarían ml;ly gustosos de contar con 
una colaboración suya paTa el pTóximo númeTo de la Rev1:sta, cuyo rna
terial ya se está 'i·eunien~do. --- .- - -"_._ ... _._ .. _-

Aprovecho esta oportunidad para saludar a Vd. con distinguida con-
sideración 

Dirección: 
Dra. Clotilde A. Bula 
Instituto de Estadística 
Fac. de C. Económicas 
Oroño N9 1261 
ROSARIO. 

Nota de la U. M. A.: 

(fdo.) C. A. Bula. 

Con motivo de esta carta, conviene hacer constar .estos dos procederes 
del Dr. Biggeri: 

'. . 19-EI Dr. Biggerino ha contestado, hasta la fecha, a la Srta. Dra. 
C~A~Bula~ la atentísima carta-que-ésta -le-dirigió. 
---- - ---- - .. 

29-El Dr. Biggeri no ha devuelto los recibos de cuya cobranza se en
cargó, ni ha dado cuerita deestacobrañza. 

('f,) Es interesante recordar que el Dr. Biggeri, pocos días después' 
de su denuncia, arguyó así a. un miembro de nuestra J. D.: "¿Me habría 
pedido la U.M.A. una colaboráción si fuera cierto que ya tenía en su poder 
el original de la nota que se me atribuye?" . . 

Aunque la carta de puño y letra del Dr. Biggeri que reproducimos en 
facsimil (Documento NQ 2), es prueba definitiva y concluyente, no está 
demás, como nuevo .elemento de juicio, señalar la inconsistencia de aquel 
pretendido argumento, como notará el lector al comparar las dos frases 
que .hemos subrayado en la carta. 
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DOCUMENTO NI? 6 

Carta del Dr. Alberto González Domínguez al 

Dr. Fernando L. Gaspar 

Dr. Fernando L. Gaspar, 

Secretario de la U .M.A. 

25 de Diciembre 1433-, 

ROSARIO (Pcia. de Santa Fe). 

M uy señor mío: 

Buenos Aires, 3 de mayo de 1939. 

Días pasados' estuvo en este Seminario el Dr. Carlos Biggeri, quien 
rne expresó su extraordinaria, extrañeza porque en el último número de 
la Revista de la U.M.A. hubiera apar~cido un trabajo con su firma, in
titulado '~Sobre los Puntos Singulares de las Funciones Analíticas", J;mes, 
según dijo, él tenía excelente memoria, y no recordaba haber entregado 
tal trabajo para su publicación en la citada revista. Contestó el suscrip
to que, no obstante la afirmación del señor Biggeri, el tema de ese. tra
bajo, e incluso las peculiaridades de su redacción (uso continuado de la 
primera persona en las afirinacione¡:¡), eran los acostumbrados . del señor 
Biggeri, a lo que éste repuso que tema y peculiaridades de estilo pueden 
imitarse. El suscripto le preguntó al señor Biggeri entonces si quería dar 
a entender que, ese trabajo había sido fraguado en perjuicio suyo, a lo 
que éste respondió que así era efectivamente, y que por eso precisamen
te exigía que se le mostraran los origin~les. Después de vanas tentati
vas del abajo firmado de convencer al Sr. Biggeri, de la poca consisten
cia de sus afirmaciones, éste terminó por expresar que, aun en el caso de 
que. los originales le pertenecieran efectivamente, ellos habían sido mu
tHados, segregando una condición fundamental para la validez de su teo
rema. El señor Manuel Sadoski fué testigo del diálogo que el suscripto 
mantuvo con el señor Biggeri. Finalmente, el citado señor me rogó tras
mitiera a Ud. su deseo de que se le mostraran los citados originales, pues 
según dijo tenía el propósito de aclarar perféctamente el asunto. 

Doy con esta carta cumplimiento al pedido del Dr. Biggeri, y me 
l)ermito expresarle también, en mi carácter de vocal de la U .M.A., mi 
deseo de que, en resguarde de la reputación de nuestra Sociedad, tome 
Ud. las disposIciones pertinentes, para dejar aclarada cuanto antes, de 
Tnanera terminante, la extraña 'imputación del Dr. Biggeri. 

Aprovecho la oportunidad para saludar a Ud. muy atentamente. 

(fdo.) Alberto González Domínguez. 
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.DOCUMENTO . NI? 7 

Carta del Dr. Fernando L. Gaspar al Dr. Carlos Biggeri 

Rosario, 9 de mayo de 1939. 
nI'. Carlos Biggeri 

BUENOS AIRES. 

Estimado consocio: 

Nuestro consocio y miembro de la J. D. de la U.M.A., Sr. Alberto 
González Domínguez me comunica la imputación hecha por U d. de que 
su trabajo publicado en el N9 4 de la Revista de la U .M.A. había sido 
fraguado en su perjuicio imitando su estilo; me comunica tambié~l el 
Sr. González Domínguez el pedido que Ud. formula de que se le muestren 
los originales. 

En lo que a este pedido respecta, hasta este momento no puedo sa
tisfacerlo por haber desaparecido el original que sirvió para la impren
ta del cajÓn sin llave donde, habitualmente, se gllardan. N os hemos pre
ocupado seriamente en buscarlo y" continuamos haciéndolo. 

El cargo que· Ud. formula, es de la máxinla gravedad y no consen
tiríamos permanecer un solo día más en una institución en que hecho de 
tal· naturaleza fuese consentido, no se agotasen los esfuel~zos para poner

lo en claro y se aplicase la sanción correspondiente a quien resultare cul
pable. 

Por la unión del reducido grupo matemático'· argentino, sería mi 
deseo que su afirmación fuese el resultado de un recuerdo equivocado, 
no muy probable pero admisible y por eso, antes de tratar en la J. D. el 
asunto que Ud. de,;nuncia, le ruego tenga la amabilidad de contestarme 
ratificando o rectificando lo manifestado por el Sr. González Domínguez • 
y alimento la esperanza de que estaremos en el último caso. 

Dirijo la presente al Colegio Militar por no conocer su actual domi
~i1io y le saluda con distinguida consideración. 

(fdo.) Fernando L. Gaspal'. 

N ota de.la U.M.A.: Sin hacer imputación a nadie, cumplimos' el de
ber informativo de hacer constar que también faltan en el tomo 104· de los 
Com,ptes Rendl.l.'5 de la Biblioteca de la Facultad de Ciencias Exactas, pre
cisamente las dos hojas (págs. 349, 350, 351; 352) que contienen la nota de 
Lecornu a que se refiere el Sr. Biggeri en su carta. (Documentos N9 2 Y 4). 
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DOCUMENTO NI? 8 

Telegrama del Dr. Carlos Biggeri al. Ing. Manuel Guitarle 

A' Manuel Guitarte 

Perú 222 

CAPITAL. 
9 de mayo de 1939. 

He visto con sorpresa trabajó con mi firma en último número Revis
ta Unión Matemática Argentina cuya publicación no he autorizado ni 
corregido jamás las pruebas. Protesto formalmente ante Ud. en su carác
ter Presidente Unión y espero de su caballerosidad exija rectificación al 
responsable d~ este hecho. Respetuosos' saludos. - Colaciónese. - Carlos 
Big.geri. 

DOCUMENTO NI? 9 

Carta del Dr. Fernando L. Gaspar al Dr. Carlos Biggeri 

. Señor 

DI:. Cal'los Biggeri- Colegio Militar 

SAN MARTIN - F. C. C. A. 

Estimado consocio: 
/ 

Rosario, mayo 17 de 1939 . 

Se me ha dado conocimie~to de un telegrama dirigido por';' Ud. a 
nuestro Presidente Ing'. Manuel Guitarte, telegrama que se cruzó c?n mi 
carta anterior y como el texto del mismo no contesta ,la pregunta que le 
formulaba en la citada carta, mucho le agradecería su respuesta con el 
objeto de poder presentar el asunto, sin equívoco, con toda exactitud, a la 
Junta Directiva, caso de que Ud. insista en la petición hecha al Sr. Gon
zález Domínguez. 

Con tal motivo le saluda muy atte. 

(fdo~) Fernando L. Gaspar. 
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DOCUMENTO NI? 10 

Extracto de la nota aparecida en la Entrega VI del Tomo cxxyn 
de los Anale.s de la Soci.edad Científica ATgent~ná,q~e, lleva la fecha de 
Junio de. 1939, publicada en los primeros días de septiembre: 

SOB;RE 'LOS PUNTOS SINGULARES DE LAS FUN
CIONES ANALITICAS, por el Doctor' Carlos Biggeri. 

"Con este mismo título (Sobre los puntos singulares de las 
u funciones analíticas) en la Revista de la Unión Matemát'ica 
H Argentina, Volumen 11, 1938-1939, Número 4, página 22, a1J[{,· 
" recida en el 'mes de abril de 1939, he visto con profunda so1'
"presa un artículo que la Redacción de ,dicha Revista me atri-
"buye. Afirmo categóricamente. que no he autorizado a nadie 
" para publicar el referido artículo. Además, no' he tenido cono
"cimiento de ese artículo sino después de haberlo, leido ya pu
"blicado (pues ni siquiera he visto las correspondientes prue
" bas de imprenta) y publicado en' forma tal como si yo lo hu-. 
"biera remitido para su. publicación, lo, que\ como ya dije~ no 
"es exacto. 

"En virtud de estas circunstancias, estimo necesario, 170'1' 

" de prqnto, dejar constancia de ésto y de lo que 'consigno más 
" abajo, librando al lector desinteresado e ilnparcial la sencilla 
"tarea de calificar como corresponde los hechos expuestos. 

"Pa'8aré~, !lhora, a considerar brevemente el' artículo en 
"cuestión. En realidad, el trabajo qUe he publicado e11 los 
" Compte,s rendus . .. el 14 de Septiembre de 1936 ... y que es 
"el que ha servido, en parte, de base á la persona que (con 
"fines que no me detendré a,analizar en atencjón al respeto 

" que me inspiran estos Anales . .. ) ha confeccionado el artícu
" lo aparecido en la Revista de. la U:M.A .. " no dice lo que en 
" este último se expresa; en el artículo aparecido en la Revista 
" de la U.M.A .. '. se omite una condición esencial para la va' i
"dez de uno de los teoremas contenidos en él~ condición que 
" está explícitarnente estipulada en mi Nota mencionada de los 
" COmlJ~eS rendu,s ... En e~ecto, en dicha N ata mia de los Com,p
"tes rendus. .. enuncio el siguiente teorema: 

(sigue el enunciado del teoren'ta con sus tres condiciones) 
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"En cambio, en el artículo que la Redacción de la Revista 

"de la U. M. A .... me atribuye,' ap0;1"eCe este último teoTema 

" sin impone1"le a .la seTie de, DiTichle'f la teTceTa condición (las 
"abscisas de .convergencia condicional y absoluta de la serie 
" [12 ] son iguales) ;la cual es fundmnental para la validez del 
" teorema". 
(siguen las citas bibliográficas donde vuelve a figurar la tantas veces 
citada nota de los C01nptcs 1'cndus ... ). 

NOTA DE LA U.M.A~-La transcripción, como puede comprobarse 
con el número de los Anales a la vista, es exacta, respetando las frases 
E\scritas en cursiva por' su autor. Solamente hemos abreviado las citas 
acortando los títulos, como es costumbre, para ahorrar espaéio y ganar 
en claridad. Así, p. ej. donde nosotros ponenios brevemente C01nptcs 'ren
dus, él repite, las muchas veces que en tan pocas líneas cita su famosa 
nota: C01'l7,ptes 1'endus des séances de l' Academ'ie des Sciences de PaTis (Se
sión del 14 de Septiembre de 1936) ; y todavía agrega alguna vez, para ma

yor documentación: "presentado por intermedio de M. Emile Borel", ade
más de transcribir, como es justo, el título. 

Bueno es hacer notar de paso que la publicación de notas en los 
C01nptes rendus ... es ya demasiado frecuente por parte, de numerosos 
matemáticos de nuestra lengua para justificar tan repetido auto-anuncio. 

Algún lector benévolo podrá, pues, pensar que se trata simplemente 

de amor a la exactitud. Por desgracia no es aElÍ. La verdadera cita de 
Perron (nada laudatoria, por ciei,to, para el Sr. Biggeri) la hemos trans
crito en la nota de pág. 4; pero lo más sorprendente es qlle al cabo 

de tantas citas innecesarias, falta la única que importa al caso y que el 

prolijo citador ha olvidado incluir, a saber: la N ata del Bollettino del 15 

~e diciembre de 1936 en' que ._solamente -,aparecen las dos condiciones. 

¿Habrá sido víctima el autor de alguna otra -"peTsona que con fines ... "? 

Acudamos en ayuda de la víctima salvando este nuevo olvido con la 
reproducción fotográfica del' párrafo pertinente del citado Boletin, que el 
lector comparará con la nota enviada a nuestra revista. (Documento N9 3). 

Quizás haya también en Bolonia envidiosos de su gloria que' "han 
confeccionado el artículo" mutilándolo para 'poder criticarlo después; y 
con tan perverso fin lo han "publicado en forma tal como si lo hubiera 
:l"emitido para su publicación" "sin fmponerle a la serie de Dirichlet la 

tercera condición, la cual es fundamental para la validez del teorema". 

El lector imparcial .sabrá interpretar esta completa documentación y 
calificará como corresponde la extraordinaria conducta del í)l'omotor de 

, este desdichado asunto, en su doble aspecto científico y moral. 




