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InTRODUCCION

Los estudios Estadisticos son esencialmente experi-
mentales, y, como los de toda ciencia experimental, se
realizan sobre masas de observaciones.

Las observaciones pueden estar referidas a uno o a
varios atributos. En.el caso de tratarse de un atributo, su
representacion grifica se hace. en un espacio a dos di-
mensiones, es clecir, se tiene una curva en un plano; si
los atributos fuesen dos, se la haria en un espacio a tres
dimensiones y los puntos correspondientes a las frecuen-
cias, determinarfan una superficie en el espacio. Si los
atributos fuesen més de dos, resultaria una superficie en
un hiper-espacio, cuya representacion graflca es 1mp051ble
en la forma habitual.

‘En Biometria y-Antropometria, especialmente, es - fre-
cuente que las observaciones correspondan a pares de
~atributos. '

Se tienen, por tanto, en todos los casos, dos conjun-
tos de nimeros: el de los atributos y el de las frecuen-
cias, y una correspondencia entre ambos, es decir, una
funcién en el sentido, ya clasico, de Riemann. '

Podemos, pues, hablar con toda propiedad, de la
existencia de una funcién cuya expresmn matematica nos
es desconocida.

Una de las finalidades més 1mportantes del Método
Estadistico es dar la expresi6n analitica, mediante una
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funcién matematica, de los hechos observados, siempre
que estas observaciones puedan ser referidas a numeros,
es decir, que se trate de atributos cuantitativos o redu-
cibles a ese caso.

La determinacién de esa férmula mateméatica puede
hacerse respondiendo a dos conceptos, fundamentalmen-

distintos:

1). Descriptivo. La funcion matematica buscada se
considerara satisfactoria siempre que los valores que ella
defina, para los dados del atributo, aproximen suficiente-
mente a los datos experimentales. No se pretende, pues,
explicacion alguna sobre las causales y la marcha del
fenémeno y se procura obtener funciones matematicas
sencﬂlas.

2) Explicativo. Este concepto exige que, a la fun-
ci6bn matemética buscada, se la determine sobre la base
de hipétesis que encierren, en si, razones acerca de la
génesis y de la dinamica del fenémeno;' entonces, dicha
funcién, ademés de describirlo lo explica:

Cuando asf se pretende abordar el problema de dar
expresiéon, mediante una funcién matematica, a los da-
tos de la experiencia, estamos conducidos, de manera natural,
a encarar ese problema dentro del cilculo de las probabili-
dades. Ya sabemos lo dificil que es ello y si, ni atn
cuando de un solo atributo se trata, el problema ha
tenido solucién, general, no dlgamos cuan lejos se estd
de obtenerla cuando lo sea de varios atributos.

En cualquiera de los dos casos, utilizamos, para lo-
grar la finalidad propuesta, ciertos elementos caracte-
risticos de las distribuciones de frecuencia: los momern-~
tos que ellos definen.

Si de dos atributos se trata, 51mb011zando, como lo
hacemos mas‘adelante, por Mys, a dichos' momentos, cuan-~
do estdn centrados, es:

Prs= & Xzjx5y’
L]
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donde la doble sumatoria estd extendida a los pares
x,y que corresponden a las frecuencias relativas z;.

Estos momentos cumplen algunas propiedades im-
portantes, entre ellas, ciertas leyes de desigualdades que
son invariantes respecto de los mismos, quiere decir que,
dichas desigualdades, son las mismas -cualquiera sea la
sucesién de los momentos.

En Biometria y Antropometria, como lo expresé antes.
se tienen, con mucha frecuencia, superficies experimen-
tales correspondientes a pares de atributos, cuyos mo-
mentos dobles es necesario calcular. Este calculo es largo
y delicado. Para obtener, en funcién de los momentos,
una funciébn matematica que dé la fidelidad necesaria
para que los valores tedricos sean utilizables, es nece-
sario someter a los momentos experimentales, a ciertas
correcciones.

La extension de los célculos obliga a utilizar méto-
dos simplificadores y de control. Los que nosotros em-
pleamos son los de Tschetwerikoff y de Mitropolsky.

El objeto del presente trabajo es hacer una expo-
sicién sencilla y clara, accesible para los técnicos que
deban hacer aplicaciones, de toda la teoria al respecto
porque la utilizacién de férmulas, de manera mecdnica.
es cosa mala, que muchas veces ha conducido a resulta-
dos totalmente erréneos.

Junto con la teoria se mostrara la forma de aplica-
cién, con la extension y detenimiento necesarios, para
que no surjan dudas ni dificultades al hacer las aplica-
ciones y éstas se realicen correctamente.

Procuramos, con ello, que se aproveche el resultado de
nuesira personal experiencia, tedrica y préctica, conse-
cuencia de los trabajos que, desde hace algunos afios, nos
ocupan en el Instituto a que pertenecemos.

C. A. B.






El"

§ 1. NOMENCLATURA Y DEFINICIONES

cdlculo de los momentos es posible, siempre que

se trate de atributos cuantitativos o reducibles a este caso.
Utilizaremos para los atributos esta notacién:

XY

XY

atributos medidos con respecto al origen natural.
es decir, tal cual resultan de la experiencia. '
atributos medidos con respecto a un origen ar-
bitrario, es decir, que si el origen se pasa al punto
del plano definido por el par zp yq, el nuevo
sistema resulta de este cambio de variables:

Xi= %1—%13 ]
Y=Y —Yq

. . . | . L.
‘atributos medidos con respecto a las medias arit-

méticas X. e Y. respectivamente; por tanto, el
nuevo sistema, resulta de- este cambio de varia-

bles:

xi=X;——7_(a
yi=Yj—Ya

- Para los momentos, cuyos diferentes tipos definire-
mos de inmediato, utilizaremos esta notacién:

M’,.s (respecto del origen natural)
Absolutos { M;s (respecto de un origen ar-
bitrario)
m’;s (respecto del origen natural)
mrs (respecto de un origen arbi-
trario)

Momentos . .
potenciales re (centrado, es decir, con origen
Relativ en la media aritmética)
elativos < .
Wrs (centrado y corregido—Shep-
pard).
: qr,s (reducido o béasico; medido

con respecto a los desvios ox
y o) ‘
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Momentos factoriales: flrs

Momentos binomiales: By
Designaremos por:

ni,; la frecuencia absoluta que 'corresponde a un par
genérico de atributos de subindices (i,j)

zi,; las frecuencias relativas que corresponden al mismo
par.

N suma de las frecuencias absolutas o «poblacion».

El calculo de los momentos, en el caso de una varia-
ble, asi como las férmulas de centraje y las correcciones
.de Sheppard, han sido motivo de.consideracién en casi
todos los tratados de «Estadistica Matematica», -por lo
cual a ellos nos remitimos (*). ~
- Cuando se pasa al caso de dos variables, si bien los
momentos, conceptualmente, tienen el mismo significado
que en el de-una, la operatoria es mas complicada y se
producen variantes que obligan a adoptar una técnica
de calculo distinta, que trataremos de explicar.

Designaremos con el nombre de «momentos dobles»
a los que correspondan a funciones de dos variables in-
dependientes. '

En Matemaética, el término «momento» tiene un signi--
ficado que es extension del que tiene en IFisica. Se -dis-
tingue con este nombre, en Mecanica, a diversas canti-
dades que ofrecen el cardcter comin de estar dadas por
el producto de una fuerza por una distancia.

Cuando la distancia se mide con referencia a un
punto, se llama momento m de una fuerza, con relacién
a dicho punto, al producto de la fuerza por su distancia
. al punto, es decir

m=BC X OA

(*) Pueden éonsultarse, al 1'e§peeto, los tratados de Istadistica Ma-
temética ecitados en la bibliografia que sec agrega al final de este tra-
bajo. . '
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donde BC es la fuerza y OA la distancia (dada por la
proyeccion de BC sobre el eje de las abscisas).
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Este es el caso que se presenta en Matematica aun-
que deben considerarse, siempre, las fuerzas aplicadas
" directamente al eje . '

Las frecuencias experimentales corresponden a va-
lores de los atributos que varian en intervalos finitos.

Las «frecuencias» se consideran «fuerzas» y los «atri-
butos» o «variables independientes» medidas con respecto
al origen al que estin referidas, se asimilan a las «dis-
tancias».

. Se llama «6rden de un momento» al grado a que,
en su calculo, se eleva el atributoo variable independiente;
en fisica no s¢ usan momentos de orden mayor que el
segundo.

Cuando las frecuencias corresponden a més de un
atributo se tienen los momentos multiples.

En este trabajo vamos a tratar de los momentos

dobles, es decir, de los que corresponden a pares de
atributos.
- Momento doble absoluto es la suma de los productos
de las frecuencias absolutas por los correspondientes va-
lores de los atributos elevados a las potencias que expresa
el orden del momento.

Por tanto un «momento doble absoluto» de érden
r,s respecto del origen natural es
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o o 4, (r=o0,1,2,...)

Mr,s:f %‘%‘ nij @y (1] (s=o0,1,2,:..)
El momento doble absoluto de orden 0,0 da por
consiguiente la suma de las frecuencias o sea la poblacién:

Woo= ;=N [2]

Con el objeto de simplificar los calculos se opera
con frecuencias relativas.

Un . «<Momento doble relativo», respecto del origen
natural, de 6rden r,s, es

¥

mrs—ZZm—’w 1Y = VZ‘Z m,]wly]—-M?S 3]

El momento doble relativo de érden 0,0 es igual
a la unidad

mlpe=Nr=r 4

Tanto en el caso de una, como en el de dos variables, .

en la practica, para calcular los momentos relativos se
hallan primero los cabsolutos» y luego 'se los divide
por la poblacién, con el objeto de evitar el calculo de cada
una de las frecuencias relativas, lo que conduce a expre-
siones decimales que complican las operaciones y afectan
la exactitud de los resultados.

Los momentos, segin su estructura, se clasifican en:
potenciales, factoriales y binomiales.

En lo que antecede, hemos tratado de los «momentos
potenciales> .

Sien vez de sumas de productos de potencias de las
variables por las correspondientes frecuencias, considera-
mos la suma de los productos de r y de s factores decre-
cientes, a partir de X e Y, respectivamente, multiplicados
por las frecuencias, tenemos definido un «momento fac-

"
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torial doble absoluto» de érden r s, respecto de un origen
arb1trar1o. es declr

N- s——-ZZX(X;-—I) (Xi—r40) Y (X5—1)..
i ) ;
¢4 —s—l ) nij  [5]

. Las formulas de estos momentos tienen expresiones
més simples que las de los momentos potenciales. Se pue-
den ficilmente expresar los «momentos potenciales» en
funcién de ‘los «momentos factoriales» y viceversa, lo
que se hace para simplificar los célculos. Finalmente un
«momento binomial absoluto» de 6rden r,s, respecto. de
un origen arbitrario se defme asi:

Boo=3 X (%) 8 nij (6]
Loy ) . .

También estos momentos pueden expresarse en fun-
cién de los «momentos potenciales» o de los «momentos
factoriales» y a la inversa. En efecto, con respecto a estos
ultimos, es inmediato que con el simbolismo

X =X (Xi+1) ... (Xifr—1)

Y3 =Yj(Yi+1)...(Yj+s—1)

X=X (Xi—1)...(Xi—r41)

Vi =Y;(Y; —1)...(Yi—s41)
la féfmula [6] puede escribirse asi

2 Xl Y6 i,
L :
Br,s= ]

rlsl

Yy puesto que r y s son pardmetros constantes, respecto
de las variables de sumacion, resulta

Wiz,

Tl sl

Br,s:—-_-
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La utilizacién de los momentos ‘binomiales simpli—

fica el proceso del calculo, puesto que, mediante el es- . -

quema de Tschetwerikoff, ellos se obtienen por simples
sumas, controlindose, a la vez, facilmente los resultados.

El método a seguir para dicho célculo serd explicado
en el § 4, donde, también, daremos el repertorio de los
momentos potencmles dobles en funcion de los bino-
miales Brs, que deben emplearse, conforme lo exige el
método. -

8§ 2. MOMENTOS POTENCIALES DOBLES, CENTRAJTE

Habitualmente, cuando se trata de funciones de dos
variables independientes, los datos de la experiencia se
disponen en una tabla a doble entrada, que suele tam-
bién denominarse damero y que tiene la siguiente forma:

Tabla T
NE X% %, X e Rl [ %0
%, » ‘ 2,
Y, ' ‘ )2,
: | H
Dl e = 2
m-g ! ngﬂ
%mq ‘ ) E%m-l )
'Bm ' '2'3.," ) ‘
X 2% 1% 2%1 SN ) 7.3 PN PO PN X 2X, 2% N

Las variables X e </ est4n medidas con respecto al
origen natural (que es el cero) que estd en el 4ngulo
. superior izquierdo y ubicadas dichas variables en el cen-
tro de cada sub-intervalo, lo que importa.que, en realidad,
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el origen esté desplazado sobre la diagonal ‘del rectingulo
que hay en ese dngulo del damero. Las frecuencias defi-

o : . N j=1, 2,...,n
nidas por un par (X, Uj) con (i=1, . ..,m)
se ‘consideran. acumuladas en el centro de la celda que,
a dicho par, corresponde. ‘

Los datos experimentales, forman una sucesién dis-
creta 'y los momentos dobles calculados con respecto a
ellos se llaman, como vimos, «momentos dobles absolutos»
y también «momentos dobles brutos» o «momentos do-
bles estadisticos», que hemos definido segtin la férmu-
la [1]. o

Una primera simplificacién se obtiene trasladando
el origen a un punto escogido de manera tal que se
logre operar con cifras més pequefias, por ej., asignando
el valor cero al par de variables para el que la frecuencia
sea mayor. ‘

Esto es lo que, con cierta impropiedad, se llama un
«origen arbitrario». ' '

Si, en la tabla, a doble entrada, (I), suponemos tras-
ladado el origen al punto definido por el par (9, SU).
se tiene: (Tabla II) '

Xi=.5\’i-——9fk
Y; =Y — U

Entonces un momento relativo doble, de orden »,s,
. calculado con respecto a un origen arbitrario es

mes =5 % Inij X5 Y5 [7]
1

Una segunda simplificacién —la més importante —
se realiza trasladando el origen al baricentro, punto de
equilibrio de las masas que representan las frecuencias y
definido, por lo tanto, por la intersecci6on de las medias
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aritméticas pondefadas de las X y de las Y dadas por
—Xﬂ e Yﬂ

Tabla II
% Xxn
Y E AP AT VT E A I 3
-YS
-Y;
=Y,
%l'ﬂ Yu - - - ---n—--LQ---—-. - - b—x
Y, '
YJ - H
i

.(--q— n;—- o e

Se tendra entonces

X3 =Xi-—ia '
_ [8]
yi=Yj—Ya

Las medias aritméticas X. e Y. deben tomarse con
el signo que les corresponda; en el caso de la Tabla III
resulta
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Un momento relativo centrado doble, de orden r,s,
es: '

bra=§ T I mij oy (o]
i g

Tabla III -

x X, R
%

PN ™ CEE RO Y R e ) N E AR P

Y
Por las propiedades de la media aritmética resulta
K1,0=0 .
[z0]
Pp1 =0
Ademsés, si la superficie es simétrica, cuando cual-

quiera de los dos sub-indices es impar el momento resul-
ta nulo, es decir que: :

Peorti,s ==0

My 2541 =0

Mop41,854+1=0"
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"El célculo de los momentos centrados, aphcando d1—'~

rectamente la [9], suele ser penoso.

Los valores de las medias aritméticas X. e Yn, casi
siempre estan dados por expresiones decimales, por lo
que, al despejar de las férmulas .de transformacién [8]
Xie Yj, para sustituirlas-en la [g], se los tiene expresados
por nameros deC1males, con lo que la operatoria se com-
plica.

Este inconveniente se obvia si se calculan, primero,
los momentos relativos con origen arbitrario my;s (*) y
luego se los centra, utilizando una férmula de centraje
que sale de la [7] que define a ‘dichos momentos, efec-
tuando, en la misma, las sustituciones [8].

Con ello se logra expresar un momento centrado
c11a1-eSquiera, en funcién: del momento con origen arbi-
trario del mismo orden y de los momentos centrados de

orden inferior, de my,; y de my,q Y, por sustitucién de los -

momentos centrados de orden inferior en funcién de los
momentos con origen arbitrario, se expresa, el momento
centrado, en funcién de los momentos con origen ar-
bitrario.

Daremos ambos - repertorios.

Si en la [7] efectuamos las sustituciones [8] se tiene

que:
mne= i 3 2 g a7 (54T
i
y como es
Xa= My,0
i;ﬂ ==y,
resulta:’.

My,s "“1\41“22 i (x1+m1:0) (Y3+mo:1)
i

(*) Ver procedimiento en el § 4.
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Desarrollando los binomios se tiene: A
. My =g 22’11,3{[?(#"["(:)?5?_1 m1,0+(.2)xi1;:2 m?y
+ coe (r— QO ximt™1 o mey ][y 4 (G) yFtmg +
+ (Z) }’.1'5;2 m2; 4. () YimITyy —l—:m50,1]}
- quitando los corchetes:
mrs—_ 2’11’ Il}“ y;® + (3 )m0111 ¥4

+G )m 01 X" Yi* 2‘[‘ —I—<s-—~ DI ,4 X7 yjfme g X
+ (3)myoxtyE 4 (5) (3)myomg; ximty;st 4
—I——H; )l 1)@1,0 Mg 1 X7y (5 )y g,y XL

+ (r:.. 1) m!—11;0 X Yis —I— (r-—r- 1)( i) mr-11’0 mO,l X Yjs~1 —I—
—l_' * +<r—l—‘-1) (sir)mr—l Oms_lolxiyj—l—
+(p 2 )mrty, omso 1 Xi - mTy o Y345 )ty omy, (¥
+. (2 Y mi e mtT i - mTy pmey }

separando las sumatorias se puede poner:

e o N G e 2 g gy

ij i

+(5)m%, = 2 UIRE U ol SR

“f‘(s )M 122‘11,13‘1 Y- 122’11]"1 -+

+(5)my T I xi‘“l ¥i® +

i

+ (3) (}) my,o mo,y & Xnij Xty -
1 ] , .
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(G ) <s~_ L) My ms~1‘(;,1:2 2] xil_l.yj +
-}~ (; Yy, ms ? ?ﬂi,j i
B m‘_1102?mJ’HYJ '
+ﬁi)(DmF&M%m$gmﬁﬁﬁkLFn+

_'_(r—f-l) <s—-1)mr_1 01’1’15 101 zznlslxly.]_'_
i .

+ (ri‘z) mr1y, 0 M,y 2 Zﬂi,j Xi -
i

+ 10221]133/']—{—( )n110m012211”ys1+
+< )n1110m20’122n”y 2_|_ s

+ (2 ) mry gmsTly; X 3 )’j -+ mrl.o meo,; & i }
ij ‘ i

Como es

(r=o0,1,9,...)

o
Mg =1y & ;i X" Y]
ig (s=o0,1,2,...)

teniendo en cuenta las nulidades que acusa la [10] y tam-
bién que, por trabajar con frecuencias relativas, es

I
Moo= 2 Nij=1
1 .

. resulta

M5 = Pes = (5 ) Mo, Rie1F (; )21 Pisa
_,_ " * _,_ (5 _5 1) ms_lo,l "Lx‘,l _'_mso,l }"’1‘,0 "}"
+ (l; ) myg }‘Lr—l:s + (l; ) (i ) My Mo,y MPr—tom1+ ...+

“a
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F(5) (E)my,om Lo pe g g+ (5) myemSo s ey o

.+(r—1> 10“1,s+(r_1> (I>ml—11,0m0:1 AP
+ +(r—-—1> (s—I>nll—11,0 n15 10",1”1,1—}— (r—r- I)‘
mh.lm Mg, By o~ My Bos+ (5 ) MTy0 Mgy Pos g+

+ (2 )y mTy g msTi g 4 4Ty gy po g

‘es. decir

My = 2 2 (1) (5 )m10m7o1”r—x,s—1

je=0 jemo

. de donde:

s = Mrs— (%)M prs—y — () M2 Ppg g oo —
(52 1) m gy ey — MO0, Prg —

— (7)myp Mr—g,5— (3)(3)myomoy Py, g —...—
~ ()2 ) myoms™yy gy —(7) My Mg g o= — |

— (el )m oy — (r-—ir)() Ly oMg g My sy —

(r—I) (5 ¢ ) MLy g mS g py g —
_( 2 )T Ly Sy By g — 1Ty g Ko s —
— () miye Moy proe y— ... — (o2 ) MUy o —
—miy, méy,; oo [II]

Con lo cual, se tiene un momento centrado de or-
den r,s, dado en funcién del momento bruto del mismo
6rden, de los momentos centrados de drden inferior, de
my,o y de mg,.

Comenzando el cilculo por los momentos p.s de 6r-
den menor, que son aquellos en que es

r--s=2
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puesto que

Ho,0=1
M1,0=Mg,1 =0

se tiene que:

Poo==1go— M,
My,1 =1y — My Moy

Mo, ==g,s — M2y

Estas férmulas permiten, por sustituciones sucesivas,
expres;\r a los momentos centrados w5 para r--s>2 ,en
funcién, sélo, de los momentos brutos.

Se obtiene asi el siguiente repertorio [12]

Moo= 1

H1,0=0 i
Mo,1 =50 _ "
Boo=Mgo—m2,y . T

By,1 =My — Uy, Mo,y

Mo =g,z — Mm%, .

P‘3,0=m3,0—"3m2,0m1,o+ 2m? ‘ ' b

Mg,1 = Mg, — Mg Mg,y — 2 My 2m? ymg,

Py,g==1My5 — Mg, My, — 2 Mg, My 4+ 2m¥, 1m10

Po,3 =Mg,3 — Mg, Moy + 2mdy,

pi’o=»m“—4m30m10—{—6m20m210——3m4'10

931~m31~m301n01—3m10m01——3m‘,1m10—|—
+3myomyomey+3m? omy, _

Ho,o =My, — 2 Mgy Mg,y My, My - fmy jmg,y My,y —
—3m¥ gm?y —2myomy - miomy,

fhy,5 =My g — Myg My 5 — 3 m? 01m10—3m12m01—|—

+3my,mg my o 3m2;m,,

'Ho4—m04—[lmosmo1+6mo"m 01——3m401

" Mg o=ms,—D 11140m10‘|“10m5 0% o — I0my M 10‘|‘

+4m510 » .
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Mg =My; — My oMoy — 4Mg My g~ 4mgomy o mg
+ 6 m,,; m2, j — 6 m, o m? 10m01—|—20m“m510—|—
+hmt gmgy

Pg,g=MMgs— 2My Mo+ My om?%; —3myymy o
+6my;my gm gy — 3myomy gm2; 4 3m, 5 m?) o

« 4 6my;; m? gmg; —md gmgy, 4 md; gm2g
Mg = Mpg — 3m‘,,2m01—|—3m21 m%,; — 2 1My g my o+
+6m;ymyomy; +6my, my,o m?,; — My, mg 4 +
‘ +mgg m? o — 3m?2; o my,; mg - hm? omdy,y

Pi,4 =Ty, — Mg My o — hmy gmy; 4 mygmyy my o+
+ 6 my,, m2; — 6 my,m2,; my g-20my,; mdy; +
44 mtg, my

Fo,5=Mg,; — DMy, my,; + 10 Mg gm2y; — 10 Mg,y +
+ 4 mby,

He,o0=Mgo— 6mgom, o 15m, n1210—20m50m Lot
+ 15 my,omé; 5 — Smb,

Mp,1 =g,y — Mg oMy — Dmy; My g+ D myemy gmg, +
—+ 10mg; M2 y — 10 My, M? oMy, — T0My,y My
+ Iomzom $1,0Mp,; — 55 my y mty j — dmby gmg,

'P'4,2~m4, 21n4,1m01—4m32m10+m40m201+
+8 my; my,gmy,; 6 my, m? , — hmy m; om? 01—
— I2myym? ymy, + 6 m, g m?;,ym2; —
—b4omy,; md; ymy,; 4-my,mé o — hmy ,md; 5 —
— b mZ, ; mé; 4 v

Hg,g =My g — Mg oMy — 3My s My o3 mg,; m2y; 4
+Qmypm; omg; - 3myym? g — gmyymyomi; —
—Qmyym? ymy; — 27 my; m? ym?,

43 mg pm3y 4 my,; — mg,om3y,y + 30my,omy nmdy,; —
—mygmy % —5md; smdy, . N

Poa=Mg4 — fmygmg; 16 My,5 M2, — 4 my,y M3y, +
-+ my,oméy,, +8my gmy gmy —2my (M, —
= I2Mmy pmy Mm%, — fomy,; myomdy,; +
+my,, m?; , — 4 mygm?; gmg -6 my,, m? 1om201
— bm? gmty,
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By,5=My,5— 9 My, Moy~ 10My 3 m%; — 10 My 5 My — .
— 55 my ymty ;5 my, my, my,; — Mgz My — ‘ %
— 10 Mg, M2 3 My 0~} 10 M e My M3y g — 5.my,omby,

Mo,6 =g, — 6 mysmy -4 15 mgy m2; — 20mysmdy; - ‘
-+ 15my,mé;; — Sméy; : ' .

Para que pueda’ servir de contralor damos a conti- 4
nuacién el repertorio de los momentos dobles centrados
en Tuncién: del momento bruto del mismeo orden, de

los centrados de 6rden lllfeI'IVOI', de myoymg, [13]
Mo,0=1
M1,0=0
H1=0

Moo =11y, — m2, ,

Py,1 ==T0gy — Ty o Mg,y

Mo,g =My o — m? 4

Mg,0=Tgo— 3 my,olg0 - msl,o

Mo,y =gy — My Mg ~— 21y oKy — M3, Mgy

My,2==My,9 — My g Pg,e — 2 My,q Ky,y — my,omgy

Mos=mg,s — 3Mmy,; Mo, — M3y ‘

Ba,0=Mmy,g — fmy o kg0 — 6 m2; g py o —mdy g

Mg, =g 4 — My Pgg— 31y 0 gy — 30y omp,y Moo —
— 3m2 gy, —md gmy

Pg,o =1y 5 — 2 Mgy hg g — MIg4 Pg g — 2 My g My,0 —
— hmyomgy, P11 — IT121 o Mo g — m?j omg

Py =my,s — 3mgy py,s— 3 % pyy — My F"o 3 A ‘
v — 3 my,q Ho,p Mg,y — my,omPy 4 o ] _ !
Mo, =g, — hmgy Mog— 6 m2y, g, —még ( _ R
F5,0=M5,0— DIy g kg o — IO 5 g g — TOMP; g Uy o —

—mby o . . o
My,g =My — Mgy Kg,0 — hmy o pgg—Lbmyame, [ .‘ s

— Bm2 — 6 m?2 _ —mé
6 m2, g g, — 6 m2y Mgy My,g— 4 mdy gy g —mty gmg,y ;
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Pg,e =g o~ 2 Mg 1 Ng 3 — M3 4 Hg g — SMy gy o —
— 6my, mp; po g — 3my, oM, P20 — 3m?,gpy s —
— 6m?, Mg,3 Py g — M0 g o — M3y My
Meg,3 ==y g — 31, Ko — 3m¥yq o 1 m3g,; Ha,0 —
— 2My g My5— 6myomg; By —6my g R
— m¥ g Ro,g — 3 M2 ,0 My ,q g o — M2y, mSy,
Po,a=My4—hmgGy Pyg—06m2;, py a—hmd opy —
—my g poy— 4 m10mo1P'05—6m10 m2g 4 Bg,s —
—my gmiy
Mo,5 = Mg,5 — D Mo,; Ko — I0M2 1 Pog — 10 M4 o=
- rn50;1 i ‘ .
Pe0="g,0 — 6my g pso— 15m? g py,0 — 20 M5y g g, —
— 15 mdy g0 —mby
P, = Mg,y — Mgy K0 — S My,0 By,g — Dy g mg,q by o —
— 10m?; g, — 10 My, Mp,g Pgg— TOMBy g gy —
- —1o m3,mg,q Ro,o — DMy o phg, s — mby gmg,
My,o ==MMy0— 2 Mgy My — Mg By o — hmy,opg,e —
— 8my,omp;y Py, — A myom2ypgo— 6m2y g gy —
— 122 Mg,y Py, — 6 m2; ym2, pog— hmby a0y, —
— 8m3, gy Py,g — MY g Phy,g — M4 gmEy,
Phg,g ==Myg,g — 3 My Mg o — 3M2 ¢ Py, — M3y Pg0—
—3my, 2,3 — QMyq My fgp — §Myo M2y Poy —
— 3my,qm3y; Bog— 3mZ gpy,g — 9ME, oM,y By s
— gm2;,,m2, ¢ By — My o g — 3mS, m0»1 Mo,2 —
—m3;,omdg,
Bou=Mp,—hmg, Hog— 0 m2y; Pg,g — hmBp; pg,y —
— mhy,; Mg g — 2 My, by 4 — 8my,gmp, py,3—
— 12my,gm2y,; Pyp— 8my,omSyq pyy — m21,0 Koq—
— hm?;,gmy,1 po,g — 6 m2y gmg,; pg, — Mm% ymiy,
Ri5=D0y 5 — DMy Ky y— 10 Mg py g — 1OME,; Py p —
— b mly; g — My By — 5my,nmg,g pho,y —
— 10y, M%) 4 flg,g — 10 My,M3y 4 frge — My gy,
P'oe"“moa—ﬁmm Ho,5 — 15 m2 0,1 Mo — 20m50,1H0,5
— 15 méy ;oo — mépy



— 24 —

§ 3. CORRECCIONES DE SHEPPARD

Dada una distribucién de frecuencias experimentales

y su disposicién en una tabla a doble entrada, tal como

(III), en que las variables & e y estin ubicadas en el
centro de cada subintervalo, las frecuencias correspon-
dientes a cada par (xy) se consideran acumuladas en el
centro de la celda respectiva.

Dijimos que, en estos casos, un momento relativo
doble, centrado, de érden r,s, se definia asi: .

Prs= 3 Xz jx%ys [13]
v

en que, por z;;j designamos, genéricamente, las frecuen-

cias que corresponden a los pares x; y; tales que:
Xi— o AXx<x<xi-+1/Ax
Yi— Y2 8y <y<yj+1e LYy
en que es:
X1y, —Xj_1/, =AX=0 (constant-e)
Yj41fs —¥j—1/, =Ay=DX\(constante)

~ En este trabajo suponemos que es w=X=1I.
Con z; se simboliza, pues, una sucesion discreta de
datos de la experiencia, dados por lo tanto, en el campo
discontinuo.

Si se conociera, en el campo continuo, la ley que rige:

el acaecer del fenémeno, definida por una funcién f£(x,y).
“siendo ‘ '

ffn f(x,y) dxdy=1

donde D es el dominio, que ahora puede ser finito o in-

finito, en que la funcién f(x,y) estd definida; el mo-

Y
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mento doble centrados correspondiente, de 6rden r,s, esta-
ria definido asi:

| }‘t",f,5,=ffn f(x,y)xr ys dxdy [14]

- En la [13], los elementos de la doble sumatoria.
evidentemente se pueden representar por voldmenes de
prismas de bases rectangulares, cuyos lados son o y Xy
la altura dada por las frecuencias z;;. Haciendo su re-
presentaciéon grafica se tendria:
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Sila variaci6n es continua, y excluido el caso £ (x,y) =K
(constante), “es indudable que, para el mismo ele-
r - . . N
mento oA — que puede ser considerado como un elemento
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diferencial de &rea — corresponderd un elemento diferen-
cial de volumen, diferente del anterior, por la d1st1nta y
variable distribucién de las masas en su interior.
Definiende un volumen elemental ©Xzi; en funcién
del incremento que sufre f(x,y) cuando pasa del valor

f (xi,y;) al £(xi4h, yj+k), podremos poner

4o 1)
w\zij= f (xi~h, y;+ k) dhdk [15]
__1/0 — 1o\

Los momentos teorlcos [14] deducidos por el calculo
de la forma analitica adoptada, son desconocidos y deben
darse en funcién de los momentos experimentales [13].
Si los intervalos ® y \ son pequefios, los valores p'is y
Mrs serdn aproximados, y lo que se desea es obtener, ha-
ciendo sobre f(x,y) ciertas hipétesis generales, a veces
verificadas, una expresién de las pequefias diferencias
existentes entre estos momentos, expresién que nos per-
mitird efectuar mejores aproximaciones.

Esta diferencia

,
Brs— Mrs

es la que vamos a corregir siguiendo, para ello, el método
que Sheppard aplicara en el caso de una variable (*).

El proceso paralelo, para el caso de dos variables
independlentes, se- desarrolla sobre la base de las si-
guientes hipotesis:

1.9) La funcién f (x,y)- se anula en el contorno del
dominio, finito o infinito, en que x,y varian.

2.9) Las derivadas. parciales sucesivas de f (x,y) res-
pecto de z y respector de. y también se anulan’ en el
contorno de dicho dominio, asi como, si el dominio es

infinito, se anulan los productos de la forma
dr+e £ (xy)

nym
X oxr dys

cualesquiera sean r. y s.

(*) Smzeparp, W. F,. Proceed of the Math Soe: Vol.. XXIX, ph-
gmas 353 - 380:
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3.0) Sustitueién, sin. error sensible, de 'sumatorias
por integrales. Es decir, que, siendo, segin la férmula de
Euler-Maclaurin extendida. a dos variables,

- on.m Otef nm6+L‘\:,
WA ZZ Ky 6“65:” [frey e axay B

se supone que R es nule o que puede despreclarse :

Desarrollando en [15] la funcién f(xi+h, yj+k)
en serie de Taylor, segin las’ potencias de h R de I, se
'se tiene:

+ oo + 12X ’
cn)\z,] [f (xi, y;) —]—h f’ (x5, y5) + ki ‘(xl,yJ) +
— 1y — X

"he hk £

k“‘ 2
—l——“ s (X0 ¥9) + (5) 57 F ey (3 YJ)‘]‘ ot 3y<xi’yi)+
hd ., h? 1( ¥aly
“}—31{ XXX (\l!yJ)_}'( ) T XY (x"yJ)_}—
h k2 5,5 ) v
+( Yur T xyy<\h}’3\+31f n’)’("bh)‘l‘m £ e (R0Y)
hsk 1 [ 1121(2 iv :
() Ny (o y) 4+ (8) S, Guy)+

l ]L I v . N, N ‘. .
+($rgt (xiyi) o n L e yi) ] divdk

x¥yy

Por estar las variables h y k integradas en interva-
los simétricos, respecto del origen, los términos que con-
tienen potencias impares de h. o de & se anulan yqueda:

, + e +1/ A
h? 4,
o 7= (xi ¥i) + 57 e (xiy3) +-
_1/2 ' — 3/ X

Jett

k® s T
+ al f )')'<X“ yJ) + 4! ff(‘:(\\ <X15y'|) +

(5 AT, (suyp) 4 Jdhdle
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Suponiendo que el campo de convergencia de la
serie de Taylor, comprende al dominio rectangular de
lados w,\ el desarrollo en serie converge uniformemente,
en este dominio que es simétrico respecto del origen; es.
legitimo, por tanto, integrar,. en el segundo miembro,
término a término, con lo que se tiene

) 7] © A3 I ’
o Nzij=1 (xiy;) @ \Tpor xx(Xiyj) o L w (kY +

A6 v ®3 A8

+ T 415.24 .\\\‘{ (xh yJ)+( )[1352x 1;'xyy (xi, yJ)—f—

v .
+415 By oy + - [16]
expresion que, simbélicamente, podemos escribir

0241 22041 22ETIE (xiyi)
. bx2r byZn

S S (26
“’}‘Z»J‘—EZ( as )22(r+=)(zr_|_1)(2s-|-1),[z(r+s)]1

Yem0 Be=Q

Con esta férmula, por ser su primer miembro igual
al primer miembro de la [15], tenemos definido un vo-
lumen elemental.

Si multiplicamos _sus~ dos miembros por ;" ¥ty
sumamos, extendiendo la doble sumatoria a los pares
en que x,y varian, tendremos el momento centrado do-
ble de érden r,s que define la [g]; donde w=X=1. Es
decir .

Prs =& 2 xi" Jj® zijo k=
1]

@ g w2rd1 ) 281
=3 x(*CT )) 2@ TI(ar L (s 0z F oL s

=0 8=0

62(r+)£ 0 31) -

Mediante la expresion de los momentos centrados,
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dados por Ia férmula anterior, . obtenemos las diferen-
cias que los relacionan con los corregidos.

Desarrollando la sumatoria externa de la férmula
[17], que es lo mismo que haber operado con el desarro-
llo dado por la [16], resulta

brg=oX I 2 X'yt zij=oN 33 x"y;¢ £ (x,y;) +
i : i

o3 X

T 22"1 ¥i* £ (xi0y5) +

' ® A3
.+213 222 2\1 ¥i® YY(xl’y)>+[15 212 2"1 Ni f“\‘f(xl’YJ)
4 o )\3

(l) /1153"1 %‘le YJ x{yy (xl’y3)+

b X

“I‘uszt‘jle ¥i* £y (‘cx,yj)

Apoyandonos en la hipétesis 3.2, podemos sustituir
lIas sumatorias del segundo rn1ernbr0 por integrales, con
lo que:

Prg==© X\ %‘ ‘J‘,‘ XY 25 =J‘J\Dxir yi* £ (xi, }’j) dx dy—{—‘
wo [ o Pt
— lz bR '

+ 213.22j[n Xt yjs f ¥y (Xi, yj) dx dy -

Xt )
+ i ] fD X" ¥5® E (50 y) de dy 4

hy @02 (s Yy v dx dy -
+( )1110521 Dxl Yi XXy (xby]) kcy—{

. 1 : w o - 9N
+ /T_—E-‘-’.‘l_/‘_/‘n Xi*ysS fy‘;fyy (xi,yj> dxdy--... [18]
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La integral del primer término, kes el momento  co-
rregido doble, de orden r,s, que define la [14], y de la -

integracién por partes de los términos subsiguientes ob-
tenemos estos resultados:

r(r—i1)w? r— 1) |,
(2'13.‘;2) [ L I_ZYJSi (xu yj) dxdy = _("3”5‘)“— MWrlas
(s—r1) M g . s(s—1) N,

s 213.22) /ﬁ‘xiryis 2L (xi, yj) dx dy = =g Wrete

r(r—1)(r—a)(r—3)x '
( )11(15.242) ( ; ﬂ Xty f (xi: yj) dx dy =
D

_rE—n(—2)E—dN
= 41524 , Mg s

r(r——1I § e T cn»)\2 .
(2) (x- ,) 5321) ff X2y Zf(xu)ﬁ)dldy—‘

hyr(r—1)s(s—1) 02X ,
=) A133.at Hr—g,s—2

s (5~ § 5 —3) ot
~( I)zfza.gf)( : f f Xy () dx dy =

1) (s—a) (s—3ot ,
- 41524 Hws—a

es decir que

r@—1)w? , s(s— 1) A2
Bes = Brs =g Frosst e Fremet

rir—i1){r— r— 3\,
prESneonEm
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Vs (s =—1) s— s— 3ot T ‘ )
=+ «(~ )2515_2«12)( ) L e ‘[19]

En el desarrollo en serie, dado por la [18], al efec-
tuar la integracién, término a término, por las hipotesis
1.2 y 2.3, se anulan los términos entre barras; por tanto,
como resultado de la misma, sélo subsistiran expresiones
de la forma

S -, (m=o0,1,2,...
1] xp2mys—2ef (x;, y))dxdy [20 ‘
ffnl i y.l (L’YJ) y [ J n=o0,1,2,.../"
que definen momentos dobles corregidos, obteniéndose,
de la integracién de la serie, un desarrollo finito, puesto
que, sean cuales fueran r y s, procediendo a ésa inte-
gracién término a término, se llega en el desarrollo de

la [18] a un término, desde e_l cual en adelante, se tienen
todas expresiones de este tipo

o RS (xiy ) 41
f[Dde dy =

por la hipétesis del anulamiento extremo de la funcién
y sus derivadas sucesivas. Por tanto, hay, en dicho desa-
rrollo en serie, un término a partir del cual son todos
nulos, por lo que, legitimamente, puede expresarse el
resultado de la integraciéon de la siguiente forma:

] 2(P+q"'1) f ('\“ 71)
dx2p—1dy2q—1

BERGE) (g () erom
Krg= P ) ()1_|_1>( T F 1) 22(..{.])}‘ 1—21,5—21 [21]

je=0 j=o0

(E (3) =mayor‘entero contenido en 1

con lo cual tenemos los momentos dobles centrados en
funcién’ de los momentos corregidos.
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Como los momentos dobles centrados se obtienen
por el calculo efectuado sobre los datos de la experiencia,
interesa tener el momento corregido, cuyo valor no se
conoce, expresado en funcién de los cenirados. De la
[21] se deduce, supuesto, como lo hemos hecho, w=XA=1

B(7)E(3)
" (1) (
M rg= Mrs— > X (aiF3 Z(;J _ﬁ)l)) 2 2(i-) f“' r—2i, 5—23 [22]

jemo  je=o

donde i y j no deben tomar simultdneamente el valor o.

Dando valores a r y s, obtenemos el siguiente re-
pertorio de momentos corregidos expresados en funcién
del momento centrado del mismo orden y de los corre-
gidos de orden inferior.

I 00 = Moo

F10= P10

Wor=lo1

20 == Mgg — /12 Wao
Big =Py

Woa = Moz — /12 Moo -
. a0 ="Hg0— /s P10
W= Mgy — 1a By
: W 125 Mg — /19 Wio
os == Hos — /4 Mog
p 40#“40'*1/2 F'20 — /80 *00
a1 =gy — /s W11 _
Pog == — /13 W50 — /12 Woo — /144 ¥ 00
Fis = Mys ““‘1/4 Wi » '
Wos=Pos — /51 oz — /50 W00
W50 == Mo — %/s 350 — /16 H’;o
P =gy — 1/2}"21 — /g0 Moy
_P’sz =gy — /1o Wao — Y/ W1 — /18 W10



W og == Moy — Y/1p W og — 1/y Way — 14 Woy

Wie==ta— Yo 12— /g0 W10

o5 == Mos — %/6 Wog — Y16 W o1

P oo ==Mgo — /4 a0 — %/16 W a0 — Y aus 00

Bsr =g — /g g1 — Lo W11

Wep = Mz — Y12 Wao — Y2 P ap — Yaul o
— /80 1 02 — /960 K00

Wog == Mgy — 1/g gy — 1/ Wiy — Y16 W1t

Boy=pog = /12 W0y — /2 Wag — L/au Woa
— 1/50 W20 — /960 K 00

Wip =ty — /g 15 — /16 W1

B0 == Kog — 5/4 Woa — 3/16 W oz — /a8 W00

En la practica, a menudo, se utilizan también los
momentos dobles corregidos, expresados en funcién sdlo
de los cenirados, por lo cual damos a continuacién el
repertorio de los mismos en dicha forma.

H’oo =1
S Wi=o0
Bo=0
F g0 = log — /12
Wyg == Mgy
H o9 = Moz — /12
30 = g0
Bo1 = oy
B o= o
B o3 = Mog

B 40 = tgo — /2 Moo+ /240

Wgr= Mg — /gy '
o9 == Poa — /12 Moo — /13 Moz T Y/1us
By ==ty — /s Py
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Woa = oy — /2 ozt /210

50 == Py — %/ H30

W= Py — /5 Py

Wag=Mgs — /5 N0 — /4 P12 .

Wag == Hog — /5 Pog — /4 oy

W= By — /3 Mg '

W 05 == M5 — B/g Mhos ~
Weoo= Mgo — 5/s Pao+ /16 Poo— /131
Wy == Py — /g a1 + 7/ag a1

Wip == Hyp — 1/2}"22 + /24 Pog—

. 1/12 Bao ~+ /200 Moz — 7/2880.
Way= Mgy —1/4 Pay — /4 M1z + 116 P
Wog == Moy — 1/o Mo+ 1/24 Mog—

=11 Ho4+ 7/240 M20 — /2880
B1p= Pas — 8/g Ps =~ T/as Py
W o= kog — ®/4 Pos+ /16 Moz — /1314

[22



§ 4. EsQuEMA PARA EL CALCULO DE LOS MOMENTOS -
ABSOLUTOS DOBLES CON ORIGEN ARBITRARIO.
MgTopo SIMPLIFICADOR DE MITROPOLSKY

Con el objeto de no romper la unidad de la expli-
~cacién acerca del proceso de cilculo a seguir, antes de
entrar en materia, estudiaremos las relaciones existentes
entre- los momentos binomiales y potenciales dobles. Me-
diante la utilizacién de los momentos binomiales dobles,
lograremos realizar los calculos méas facilmente y con
mayor seguridad, pues el método de sumas de Tschetweri-
koff, por el que se los delermma permite verificar cada
etapa del trabajo. ‘ '
~ Hemos definido los momentos dobles absolutos re-

feridos al origen natural, asi:

M’r.s‘= ‘2 2 Nij %ri CJ/EJ
LR | .
Los mismos, respecto a un origen arbitrario, como
indica la Tabla II, se expresan por:
Mr,sz“z'z.' fh] Xl‘i YS] [23]
i

Designando, como se dijo, por B, un momento bi-
nomial doble absoluto de 6rden r,s, era:

Bo= 3 X (%) (W)n [24]

izmr j==8

Desarrollando los numeros combinatorios tenemos:

N
Q.
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B, —3 3XEI 0. ety

rl

i==r ]-—-—8

< Y; (Y5—1) .. .(Yj-——S—{—I)]Tli’j [25]

s]

Realizando los productos indicados -en el segundo
" miembro, queda la sumatoria de una suma de un nimero
finito de sumandos que, por tanto, se puede descomponer
en una suma de sumatorias, es decir, en una suma de
términos de la forma '

22K Tlrif Xr Ys5 (K = constante)
i

que, segin la formula [23], definen momentos potencia-
les dobles absolutos, respecto de un origen arbitrario, en
funcién de los cuales queda expresado él momento bmo—
mial B,..

Dando en la férmula [25] valores sucesivos a r y a s
obtenemos el siguiente repertorio’ de momentos dobles
binomiales ‘en funcién de los momentos dobles potenmales :
absolutos:

B0 0=M0,0
Bio=M;,
Bo 1=M0.1
Bz,o = 1/2: v(Mz,o - Mm)
B1,1=M1 1
Bg,p =1/ (Mo,z —M,,)
Bso="1/31 (Mg,o— 3M,,0-]-2 M) @
Boy=15 (My,1—M,,) [
Byo="1/s; My, — M,,1) ' N
Bo,s— s (Mo s — 3Mg,s 42 M,,)
10="/01 (Mg,o— 6 Mo+ 11 My, s — 6 M)
Bsi=1/a (Ma 1—3My; -2 My,)

B2»2 - 1/212! (M2 27 M2:1 - VIl 2 + N[lxl)

B1,5=~1/31( 18— 3M; 54 2M11) .
Bo,r‘- Yy Mo,y — 6 My5 11 Moo — 6 My,4) [26]
,0""1/51 (Ms,0— 10 My, o+ 35 Mg,y — 50 M,y + 24 My,)

—_



Bii=a (My; —6Mg; 11 My, —6M,,) '
Byo="1/g191 (Mg,g—3 Mp.o4-2 My o—Mj,;4-3 Mo, —2 My,;)
Bos="1/15 (My,;—3 Mp,o2 My, —M, ;3 M ,—2 M)
By =1/ My, — 6 My 511 M, — 6 M,,)
Bos=1/gt Mp,; — 10 M, , + 35 My,; — Ho My,, + 24 M)
Bgo==*/5 (Mg,0— 15 Mo 85 My,g — 225 My,
+ 274 M, — 120M, ) .
Bm: 1/51 (M5:1 — 10 M4,1 + 35 Man - 5°Ms’1 + 24 Ml:l)
Buo="1/4191 (Mye—06Mo 411 M,y —6M,; , —M,,, +
+6Ms,; —11M,,, +6M,,) ,
Bys=1/150 (Mg5 — 3Mgs+2Mg; —SMyg+ 9 My —
- —O6M,, -2M;; —6M,,+4M,,)
Bos=1/g10s (Mp,y — 6 My 411 My, —6M,,, — M, .+
+6My s —11 M, 6M,,)
Bys=1/5 (My,; —10M,, 35 M,; — 50 M;,, + 24 My ;)
Bo.s="1/e; (Mg, — 15 Mg, -85 My — 225 My g+
274 My, — 120 M)

El calculo, realizado con los datos experimentales,
nos suministra los valores de los momentos binomiales
dobles B, y necesitamos, por tanto, tener expresados, en
- funcién de ellos, a los momentos dobles potenciales, que
son los que se desean obtener.

Despejando, en las férmulas del repertorio anterior,
el momento doble potencial de mayor 6rden y sustitu-
yendo los otros momentos potenciales de:o6rden menor
por su expresion ya obtenida, en funcién de los bino-
miales, resulta el repertorio buscado.

Mo,0= Bo,o
My,o= BI,O
Mo,1= Bo,i
M,,0=2By,0 4By,
M1,1 = Bm

My,o=2 By, + By,
Ms,0= 6 B3,0 ‘f‘ 6 Bz,o “f‘ B1.~o
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My, =2By,; +By,

My g=2By;z By, -

Mo,s =6B3 46 Bo,s By,

Myo=24B,,+36B;,+14By,+ B,

M3,1= 6 B3,1 + 6 Bza + B1,1

My s=04Bgs+ 2By 2B+ By,

Mi,s =6 B1,s + 6 B1,2 + 1)’1,1

Mo,s=24 B¢, + 36 B3+ 14 By,o 4 By,

M;,,=120B; 4 240B, 4 150 B;g,0+30 By, By,

My =24B,, 368, 4148, 4+ B, [27]

Mg o=12B35+12Bgs+2B,,+6B;, 6By, + B,y

Myg=12Bys+12By,-2By, +6B,,,+6B,,+B;

"My, =24B,,436B;3+148,,+B,,

My,s=120B5+ 240 B, + 100B013+30B0,0+Bo1

Ms,o="20B;,,4 1800 B;,, 1060 B0+ 540B,,,+
462 B,,0+ By,

Mg, =120B;; +240B,,, 4 150 By, + 30 By + By

My,=048B,,+172B;,428B,,+2B,,+24B,, +
=+ 36 By, 4 14 By, 4By

M;,3=236 B33+ 36B,,--6B,534-36B,,+36B,,+
+6By.s +6B31+0B21+B11

M, =048Bs +72 By 3+ 28 By 2By, -+ "[I Biat

v +36 By 34 14 By 54 By

My;=120B,;+240B;,+ 150 By s+ 30B,, +By,p-

My,s="20 B, + 1800 By, 4 1560 B, + 540 B;,; -
+ 62 Bo,s B,y @

Explicaremos, a continuacién, cémo se calculan los
momentos binomiales dobles B,;, partiendo de los datos
experimentales, para, una vez hallados sus valores, po-
derlos reemplazar en las anteriores férmulas y obtener los
momentos absolutos dobles M, .

Consideremos que de la observacion realizada con
respecto a dos atributos hemos obtenido la siguiente dis-
tribucién de frecuencias:
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El método de sumas, que utilizaremos para calcular
los momentos binomiales, exige, que las observaciones
se refieran a atributos equiespaciados, es decir, de mé-
dulo constante que, como vimos al tratar las correcciones
de Sheppard, haciamos igual a la unidad.’

A los resultados de las sumas por columnas de la
Tabla IV los simbolizamos por X n;;, donde la sumatoria

]
se ejecuta variando la <Y/ cuando se ha fijado la . Por
ej. fijada la X, estara, la suma de las frecuencias de esa
columna, representada por

2 717,

Lo mismo ocurrira cuando realicemos las sumas por
filas; aqui se fija la <Y y varia la X, por lo cual, .la
expresion de esas sumas sera:

2711,

por ej. para Y= (3/4 se tendrla la suma etpresada por:
= T,y

El conjunto de los resultados de las sumas por co-
lumnas, o sea el de los valores que, figuran en la ultima
fila- de la Tabla 1V, recibe el nombre de marginal X
y el de los resultados de las sumas por filas, que figuran
en la ultima columna de la misma tabla, recibe el nom-
bre de marginal ¢!/, cuyos significados son conocidos y
corresponden al que, en célculo de probabilidades tiene
la funcién en independencia de probabilidad, que es uno
los factores en que se descompone una funcién de pro-
babilidad de dos variables.

Para simplificar los célculos, se elige un origen arbi-
‘trario para las X y otro para las <Y/, lo que suele con-
venir hacer para el par XY que corresponde a la fre-
cuencia maxima. :

Supongamos que la mayor frecuencm observada estu-
viese dada. por mngjs, entonces ubicaremos el origen en
el punto X=X; e Y= '

:Como hemos dispuesto los atributos de menor a
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mayor, siguiendo el sentido de las flechas, y como lo in-
dican los mismos.subindices, resultard que con respecto
a la variable XX, una vez ubicado ‘el nuevo origen, los
valores que se hallan a su izquierda, serin negativos y
los que se hallan a su derecha, positivos.

Con respecto a la ¢/, los que quedan en la parte
superior del origen serin negativos y los que quedan en
la parte inferior, positivos.

Es decir que las nuevas variables X e Y deberan
considerarse con. el signo que les corresponda; en virtud
del cambio de variables, definido por las relaciones

X=X — X,
Y'_?/jhcya

La Tabla IV, que recibe el nombre de damero de
sumas de drden cero, nos suministra la poblacién N
que, segin vimos, es igual al momento potencial doble
absoluto de 6rden 0,0 y también al momento doble bi-

nomial del mismo érden, es decir, que
Mo, o=Bgo=N [29]

Las marginales de la Tabla IV dan el elemento para
hallar, por sumas, los momentos binomiales dobles que
tienen algtn subindice igual a cero; ellos son iguales a
los momentos binomiales de una sola variable estadistica
los que, en este caso, por referirse a observaciones corres-
pondientes a pares de atributos, se designan asi:

Bios Boos Bsos---3 Boas Bo,z’ By, - -

indicando por B,, (r=1, 2,...) los que corresponden
a la marginal X, y por By, (s=1, 2,...) a los de la
marginal Y.

En base de dichas marginales, se construyen las
tablas de sumas, tomando el nuevo origen indicado en
la férmula [28].

Las tablas de sumas para calcular estos momentos
binomiales B,, y By, se forman, de manera analoga
que en el caso de un solo atributo o variable estadlshca,

f

[28]
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con los valores de la variable % y con las frecuencias

Zmij y con los valores de la variable @/ y con las fre-
] . : .
cuencias X1;; obteniéndose dos distribuciones que puedan

1
representarse por medio de tablas a simple entrada asi:

%L ;a,, % Zziﬂ}
%4 ;213' Y |3 %)
X, %%, G 5%
X152, [T
%4 2;“'24~é c‘y“ ZZ“"
(37, Y, [52.,
%6 ;"’26# 9, ;?"G
V5% [%3%
x5, Y57,
W [57,, Y. 15 7..,
W5 [alSCu
m{&z %—‘:g o

gy 154

ESpaon

9(4& 2 .215&

Las frecuencias anotadas en estas tablas en las co-
lumnas X n;; y Zn;; no son otra cosa que las marginales

:
de la SYJy de la ¢/ respectivamente, a que antes hicimos
mencién, las que estin representadas en la Tabla IV por
la ultima fila (de sumas verticales) y por la altima colum-
na (de sumas horizontales) y se confecciona la tabla de
sumas a que nos estamos refiriendo, haciéndolo con un
namero de columnas mayor en una unidad al namero de
momentos que se quieren calcular. Por ej. para calcular
cuatro momentos se agregan cinco columnas; para calcu-
lar siete momentos se agregan ocho, etc.

Las columnas se designan con un nimero de orden
(1), (2), (3), etc. Si se tratara de calcular momentos By,
es decir, de operar con la margindl Y, tendriamos:

-
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Los valores de las marginales se disponen, separada-
mente, en tablas para operar por el método de ‘sumas,
analogamente a como se procede para operar en dife-
rencias finitas, esto es, de manera tal que, cada namero

S, donde p indica la columna de esta Tabla, sea

1gual ala suma de .dos nimeros, uno de los cualesZn,” n

estd en la misma flla de la columna anterior y. el otro

= nf"])_i estd en la fila anterior de la misma columna Ds
i

siendo, por tanto

Enf =+ I (=12, 3. [50)

- Frente a la frecuencia correspondiente al origen, se
traza una linea horizontal que divide la tabla en dos
partes: superior e inferior, en cada una de las cuales las
sumas se hacen separadamente: en la parte superior, de
arriba hacia abajo y en la parte inferior, de abajo hacia
arriba, tal como se indica en la Tabla V.

Tanto en la parte superior como en la parte inferior,
las sumas se realizan de la siguiente manera: en la co-
lumna (1) las sumas se extienden hasta la ultima fila,
(excluido el origen frente al cual se ha trazado la hori-
zontal de separacion) en la columna (2) se extienden hasta
la penultima fila; en la (3) hasta la antepenaltima y asi
sucesivamente.

Se consideran tdltimas filas de la parte superior y de
la parte inferior, las inmediatas a la horizontal. KEsta
forma de operar corresponde a los desarrollos que se
tendrian de los momentos binomiales, tal como resultan
“de la definicién que de ellos se ha dado, segtin la for-
mula [24].

Debajo de cada columna se escriben las sumas de
los ntimeros de la mitad superior, negativa, simbolizada
por B, y de la mitad inferior, positiva, simbolizada por
B, (s=1, 2, 3,...) siendo



I

By, =33 (V)n g
| [31]

0.8
i

‘}‘ = Yj s
B 22 ()
1
De igual manera, para la marginal X se tendra
B —3 X (% :
ro T "—' — ( r )n'—i»]

B, =33 (¥)ny;

Las férmulas [31] y [32], como puede observarse,
corresponden a la definicion que dimos en [24] de los
momentos .binomiales.

Finalmente, en la Gltima fila de la misma tabla V
se anotan las sumas de esas sumas (s) y sus diferencias

(d). ‘

Cada etapa de este célculo debe verificarse; para
ello se suman los ntmeros de la columna (1) que estin
arriba y debajo ‘de la hLorizontal con la frecuencia que
corresponde al origen y debe obtenerse, como resultado,

la poblacién N
v +ovi + =N [33]

En las columnas siguientes, también es muy facil
la verificacién y corresponde hacerla separadamente para
la  parte negativa y para la positiva. La suma de cada
columna es igual a la suma de dos nimeros, uno de los
cuales estd en la dltima fila de la misma columna y el
otro en la ultima fila de la columna siguiente, conside-
rando, como ya se dijo, ultimas filas las inmediatas a
la horizontal.

~ Es decir, que debe ser
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Ui—+ U; = B(fl
vy vz = Bop
vz +vi =Bgs

................

v =By
o o = B3,

~Esta es la razén, por la cual, se debe considerar una
columna més que el érden del momento a calcular, o sea,
tener los elementos para verificar los valores que luego
deberan utilizarse.

Operando en forma paralela con la margmal X ten-
driamos, como resultados, los valores

o Bi., Bi....; B, Bl B,
y también |
s;0=B{1, +B;
di,0=B;t: —B:,

Los momentos potenciales M., y My, que tratamos
de calcular, por haberse dividido las marginales en dos-
partes de distinto signo, con el cambio de origen, quedan
definidos por las relaciones -

M, =M1, +(— 1)rM,

[35]
--[\/Io;s= l\’-[:!,-u + <_ I)s M.,
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simbolizando por M, a los momentos potenciales co-
rrespondientes a la parte positiva y por My, a los de la
parte negativa, de la marginal X; por M7, y M5: a los
de las partes positiva y negativa, respectivamente, de la
marginal Y.

- Es decir, que deben sumarse los momentos resul-
tantes de cada parte, pero como el signo de la -parte
negativa cambiard segin sea par o impar la potencia, se -
afectan a los segundos sumandos por los factores (— 1)r
¥y (— 1)% respectivamente. . '

- Del repertorio [27] consideremos s6lo las férmulas de
los momentos que tienen uno de los subindices igual a
Cero, por ej. para r=1, es

i M;,0=By,
'S,egl'm la férmula [35] es:
.Ml,0 =M{, — Mg,
Iuegok resulta
Myo=BY, —BT, =dy,

para r=2

M, =2B,,--B,,
por la [35]
Myo—Mi, + M3,
resulta

M2,0= [2'}B-2+:n -J- B-]to ] + [2 BQ_;D + B;:O '[
=2 [Bz’to + B?.o ]—}— [Bto —l_ Bl_,o ]

== 2 8g,0 + 81,0
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Operan'do de esta manera se tiene para la marginal X,
el repertorio:
My,o=dy,
Mz,o'—‘*‘ 2 89,0+ 81,0
Ma,g=6 do,+-6 dy0 +ds )
M10*2AS40+36530+1[1520+510 ‘ - [36]
Mj,g=120d5,+ 240d,0+ 150 dg 0+ 30dso+dy0
Mg o=7205g,+ 180545, + 1560540—[—54053 o+

_i— 62 85,0+ 81,0

y para la marginal Y, el siguiente

- Mgy=d,,;

Mo,s=250,5 g1

Mo:a =6 do,a + 6 do,z + do,1 ]

Mo,s= 243,436 80,5+ 1hsg0+ 801 - [

Mg, = 1204, ;40 dgs + 150 dg5 4 30 do:2 +dos

M= "72080,6+ 180 50,5+ 1560 59 4 + 54089 5+
+6250,5+80,1

Con el cambio de origen que resulta de la férmula
[28], ‘consideramos dividida la Tabla IV en cuatro cua-
drantes, eliminando las frecuencias que corresponden al
origen, tanto para la X como para la Y, es decir, se tiene
la tabla VI. '
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simbolizando por MY, a los momentos potenciales co-
rrespondientes a la parte positiva y por Mro a los de la
parte negativa, de la marginal X; por MY, y M5, a los
de las partes positiva y negativa, respectlvam‘ente, de la
marginal Y.

Es decir, que deben sumarse los momentos resul-
tantes de cada parte, pero como el signo de la -parte
negativa cambijard segin sea par o impar la potencia, se
afectan a los segundos sumandos por los factores (—1)r

y (—1)° respectivamente. .

Del repertorio [27] consideremos s6lo las formulas de
los momentos que tienen uno de los submdlces 1gual a
cero, por ej. para r=1, es '

M1:0=B1,O |
.Segt’m la férmula [35] es:
Moo= ME, M
luego resuita

M1,o= B;t, — Bl = d.bo

para r=2

M, ,=2B,,-+B,,
por la [35)

Myo— M, -+ M5,
resulta

Mg,o=[2B%, +BY, ]+ [2B5, +B7, |
=2 '[B-Eiro + B—?:u ]_l_ [B-:l*:u —I" 1_,0 ]

= 289,0F 81,0
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Operando de ésta manera se tiene para la marginal X,
el repertorio:
My,o=4dj,
“Mao=2850+ 81,0
M;,0=06dg,o 6 dg,o + dy,0 §
M= 24 540+ 36 55,0+ IZ! S v0+510 . [36]
M5:0“— 120 d,g + 240 dy o+ 150 dg o‘|—30dzo‘|‘d1o '\'
Mg o="720584,-+ 180 8501 1560 S04 540 53 0—|—
+ 62 89,0+ s1 0

y para la marginal Y, el siguiente - i

Mo,1‘= do.;

Mos=250,0+ 50,

Mo,;=6do;5+ 6 do,2 + doys . .

Mg.4= 24 80,4+ 36 50,5+ 1h4 50,2+ 80,1 ‘ o 1871

Mos = 1204, + 240 dy,4 + 150 dg 5+ 30 dp 5+ doy

Ma,="720 S0, + 180 80,5+ 1560 4 + 540 3¢5 + E
+6250,5 450,

Con el cambio de origen que resulta de la formula
[28], consideramos dividida la Tabla IV en cuatro cua-
drantes, eliminando las frecuencias que corresponden al -

origen, tanto para la X como para la Y, es dec1r, se tiene
la tabla VI.
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Para una mejor comprensién, esquematizaremos esta -
tabla asf: )

(-Pi.g :L)

Llamaremos primer cuadrante al del angulo superior
izquierdo (respecto del origen), sequndo cuadrante al del
dngulo superior derecho, fercer cuadrante al gel angulo“'
inferior izquierdo y cuarto cuadrante, al. del angulo infe- -
rior derecho y los distinguiremos respectlvamente por 1,

- II, III, TV.

Sin efectuar esta division en cuatro cuadrantes, se -
puede operar directamente con la tabla. IV referida al
origen natural y es inmediato que la forma de hacerlo
es la misma que se explicard ahora para el cuadrante IV.

El objeto- de la divisién es simplificar el calculo.

Para cada cuadrante resultars un momento binomial
que distinguiremos por .B!,, B},, BX, BY,, donde los
exponentes I, II, III y IV designan el cuadrante a que
pertenecen. '

Se trata de hallar los momentos _potencmles M, que,
en v1rtud de la division del damero en los cuatro cua-

i



— 51 —

drantes, estara formado por la suma de los cuatro valores
parciales, correspondientes a cada uno de los cuadrantes.

Cada suma parcial debe ser tomada con el signo
-que le corresponda, el que depende de la paridad de los
subindices que indican el érden del momento.

Sea un momento genérico M,,; cuatro casos pueden
presentarse ;

Caso (1): r y s pares

. Gaso (2): ry s impares
Caso (3): r par y s impar
Gaso (4): r impar y s par

los que esquematizaremos de la siguiente manera:

CASO - (4) CASO (2)
2 A . .x'l.’?.#" ‘
},&7.: & . + 23 - =+
T I ! I
o+ + ]+ -
: I IAYA N II JAVA
S + - +
CASO (3) ; CASO (4)
27 g X
52: — » -+ 3:,5 ' - +
I I I jul
| IO v N II IAYA
Rl + ~ +
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Como puede observarse, resulta que, cuando el mo-
niento potencial M., a calcular, tiene los dos subindices
pares, deberemos aplicar a las sumas parciales M,,, M,
M::, MY, los signos que figuran para el caso (1), es decir,
que estardn todos afectados por el signo’ positivo.

Si los dos subindices fuesen impares afectariamos
a las sumas de cada cuadrante con los signos que flquran
para el caso (2): cuadrantes I y IV positivos; II Yy I
negativos. _

Si el primer subindice fuese par y el segundo im-
par, aplicariamos los signos que figuran para el caso
(3): cuadrantes I y II negativos; III y IV positivos.

Cuando el primer subindice fuese impar y el se;
gundo par, corresponderia aplicar los signos que figuran
para el caso (4): cuadrantes” I y III negatwos, i y.
IV positivos.

Los momentos polenmaleo M, se ekpresan segun el
repertorio [24] en funcién de los binomiales dobles;
utilizando las mismas relaciones [24] se expresa M:,
funcién de los binomiales del cuadrante I; de igual modo
se expresan M., M.; y M, en funcién de los binomia-
les de los cuadrantes II HI y IV, respectivamente; es .
decir que o~

fa=FMi, £ ML A MG EMY [38]

donde el signo de cada sumando del segundo miembro de-
penderz’\ del caso que definan los indices r,s. Sustituyendo

Lo MY, MY, MY, en fancién de los binomiales de los
respectivos cuadrantes y reuniendo, luego, los términos que
tienen igual coeficiente, obtendremos expresiones en las que

figuraran los momentos binomiales de los cuatre cuadran-
tes vinculados por los mismos signos que vinculan en [38]
a los potenciales. Estos casos serén. por tanto, tamblw
cuatro y los definiremos asi:
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Br‘n,u —l—B:xll R —I—B:ll:,n +Bm,n _Tlr:.\n
AZD 1 1 — (2
B:,—B: —B» LBy =T

mm m.n mn,n m,n

oo
— B:n,n_ B:l‘],n _’-_ B:l':'n }— B.ln 31 = TY:)’L | [‘JQJ
. Biﬂﬂ_*—Bzx Bx'u —}—.B"l,ll —rrﬁ.)n

m,n L.,n

'donde, como y;i se dijo, los exponentes de los términos del

primer miembro indican el cuadrante a que pertenecen
dichas sumas y el exponente de T, simboliza el caso
respectivo definido por la paridad de los submdlces del
momento potencial M. '

La tabla VI nos permitira construir el llamado primer
damero de sumas que da los elementos para calcular los
momentos en que, alguno de los dos subindices, es igual
a la unidad. es decks los momentos bmonnales de los
lipos

, a
BY, y B (r:" 2 °"">(N=I, 11, 11L, IV)
S=1, 2, 3,...

Construimos una tabla con la misma divisién que la-
V1, pero anotamos los valores de las frecuencias en el
dngulo superior izquierdo, de cada celda. Esto es lo que
se llama el:primer damero de sumas.

Se trabaja en- cada cuadrante del mismo, comenzan-
do desde el dngulo opuesto al del origen comun a los
dos atributos y. en direccién a. ese mismo origen.

La direccion a seguir en cada cuadrante estd indicada
con flecha en la fig. 1.

De esta manera las sumas se hacen hacia el centro,
en el cuddrante I desde el dngulo superior izquierdo; en
el IT desde el 4ngulo superior derecho; en el III desde
el dngulo inferior izquierdo y en el IV desde el &ngulo
inferior derecho.

En cada celda se anota ahora un nuevo nimero que
es una frecuencia acumulada, designando por Ni; la que
corresponde al par X; : Yi.
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Estas frecuencias acumuladas se forman de la si-

guiente niamnera:

Nij=Nijo1 +Nicg; — Nicyj—1 i [40]

Es decir, para calcular estos niameros Nj; se suman
dos ntimeros del mismo damero que se estd consiruyendo,
uno de los cuales estd en la celda de la misma fila que

la del mimero que se busca, pero de la columna anterior,
q
y el otro en la celda de la misma columna que la del

nimero que se busca, pero de la fila anterior, \R{lego‘ se

resta el numero que queda en la celda de la fila hnterior
de la columna anterior, finalmente a este resultado hay
que sumarle el nimero escrito en el 4ngulo superior

izquierdo de la misma celda para la que se esta calculando

el valor de N

Sea, por eJemplo el cuadrante [: para formar cada
numero Ni; del damero de sumas es necesario afiadir al

. ntmero escrlto en el dngulo superior 1zqu1erdo de Ia

celda, los dos ntimeros Nh]_l, Ni_1; que estin en las
celdas de arriba y a la izquierda de la que se considera y
restarle el nimero N;_,; ; de la celda opuesta. En los
otros cuadrantes se opera lo mismo, comenzando como
se dijo, desde el angulo opuesto al origen comtn.

Este trabajo de composicion del damero de sumas
queda facilitacdo si se recurre a una escuadra de papel o
cartéon de la forma de la fig. 3.

Quammﬂa-mu-_n

e
! Y,

D CoepPpooo we

0 celda cuya
3 ralor se
: calevla

{

cammgoaoas,

-+

6

N

(Fig. 3)
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La escuadra se usa asi: en cada cuadrante la flecha
debe estar dirigida al centro; en el dngulo recto de la
escuadra queda una celda; el valor que corresponde anotar
en ella es el que se calcula; los signos -+ indican los
valores N;; de las celdas que se suman a la frecuencia que
_ figura en el 4ngulo superior izquierdo de la celda cuyo
valor se calcula y el signo— indica el valor Ni; de la
~celda opuesta a la que se calcula y que se resta de la-
suma antes obtenida. (Ver esquema fig. 3).

Un ejemplo numérico aclarard esta operacion, por lo
demas muy sencilla.

*l-5 |-4 |~-3
&
2 2 5
-4 | 2 | 4 9
4 4 F
-3 3 4 46
G 13
-2 | 3 | 40| 35
- 4

(Pig. 4)
Donde el valor de N;; de la celda que se calcula es
66 y resulta asi:

Ny, _o=0606=20-+35+427— 16

En la formacién de la primer fila y de la primer
.columna de la tabla que estamos construyendo, soélo in-
tervienen los valores N;; de las celdas que las forman, ya
que los otros dos valores N;; no existen.

De esta manera se forma lo que hemos llamado
primer damero de sumas, resultando la tabla VIL
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La manera como se realizan estas sumas y la forma-
cién de los nameros N;; muesira que, en el fondo, cada
uno de estos numeros resulta de una suma de las fre-
cuencias 1;;, como se indica en las Tablas VIII, IX y X
para los tres primeros cuadrantes.

' 0perando, de manera analoga, en el cuarfo cua-
drante, tendriamos, para la margmal X, expresiones de la
‘forma: '

(nhl }_Tlx,2+ )"' ‘-’ Ni:j

‘Para la marginal Y

y como suma total

TIX Y, =3 3N

i] i q

1)]

Los indices de sumacién i,j estan extendidos, en cada
cuadrante, a los pares X;Yj que corresponden a las dre-
‘cuencias de ese cuadrante.

Contralor inmediato de si las operaciones, en cada
cuadrante, han sido bien realizadas, nos la da la tabla
VII en las ultimas fila y columna. En efecto, al valor
dado por [I 4 II 4 JII 4 IV] debe llegarse, in-
dependientemente, sumando la ultima fila y la tltima

columna, ademds, también se lo obtiene, sumando los va-
lores que estin indicados en las dos celdas que forman
diagonal, con la que contiene el valor I II4-IIT4-1V
que consideramos.

Por otra parte, agregando, a la suma de los valores
que en la Tabla VII estan en las celdas que rodean al
_origen, es decir, a Ny, ,+N; — 4+ N_, -+ Ny,;, los valo-
‘res marginales de la Tabla IV que se suprimieron por el
cambio de origen, o sea I 1;; ¥ X 0s,; y restando el de
la frecuencia que en la misma Tabla IV estd en el centro
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de la cruz: ngy, debemos tener, reproducido, el numero
total de observaciones, o sea la poblacién N. ,

En la Tabla VII hay cuatro marginales X y cuatro
marginales Y, correspondientes a cada uno de los cuatro
cuadrantes en que estd dividida.

Repitiendo, con estas marginales, operaciones de su-
mas como las que se realizaron en la tabla V, una vez
con respecto a X y varias con respecto a Y, tendremos
momentos binomiales en que el primer subindice es -7;
si operamos en el otro sentido, una vez con respecto a ¥
Yy varias veces con respecto a X, tendremos momentos bi-
iomiales con el segundo subindice igual a 1.

Por tanto, las sumas de las columnas de totales, enca-
bezadas por I H, I y 1V, de la Tabla VII, dan los

valores

T ' L 1t 1
Bl ...

L1 1,2 3t ’ 1,1 s
1" o . w > v
1,1 1,2 500 3 1,1 ]:‘1'2 ye e

y con las sumas de las filas totales I, 11, HI y- IV de la
misma tabla tenemos los de

¥ 1 . m 1t ’
t, Bi,,.... ; Bm, Bm ...

B:,, Bl ,.... ; BN, Bl.,....

Conolderemos, por ejemplo, en el 4.2 cuadrante de
la Tabla VII la marginal X vy construyamos el cuadro
de sumas: Tabla XI.

Los datos deben disponerse segin los valores

decrecienies, de los atributos, o sea, de manera (ue
la suma se inicie por la frecuencia mas alejada del punto
que se ha tomado como origen.
La columna (1) acabara en la flla 1, la columna
(2) ‘en la fila o, etc. La tabla XI es la correspondiente
al IV cuadrante, respecto de la variable X.
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Operando en la misma forma, con los valores de las:
marginales X de los otros tres cuadrantes calculariamos
los valores de

1 1 1
Bi: Bi, Bs,

i 34 D 1
B 11 2,1 D8,

I n m
B 1,1 B 2,1 3,1

agregando a éstos, los correspondientes resultados de la
tabla XI, segun la regla de los signos, dadas por las
formulas [39], obtenemos los valores de

1 (ay 8) 4

ST TH TO T
A 2 (88 rp(4
TG T To T

Como resultado de- operaciones paralelas con las
marginales Y se obtienen los valores de

3 (8 4
TH T TH TH
(1Y 2N (8 ()
T T T T

1,2

.......................

Antes de calcular estos valores, conviene realizar el .
control ,ya explicado, para las tablas de sumas.

B

Dichos valores de T() y T® (n=r1,2,3,4; i,j=1, 2,...)
deben sustituirse en las formulas de los momentos absolutos
_potenciales dobles, que deseamos calcular, en los que uno
de los subindices es igual a la unidad y que tomamos del
repertorio [27], donde, en lugar de los B;; y B;j se sus-
tituyen los T(} y T{) en que n queda determinado por
‘el caso que definen los indices r,s del momento potencial
M, que se calcula.
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Sea, por ejemplo, .calcular M, ;; segun el repertorio
[27] es

My, =2By; + By~ ‘[-/!Aﬂ

Para los momentos potenciales dobles, por la divi-
sién en cuatro’ cuadrantes del damero, rigen los cuatro
casos analizados en la fig. 2, correspondiendo aplicar
los signos que determinan la paridad de los indices, que
expresan el orden del momento potencial.

M, estd en el caso (3), por tanto, es

M, = — M}, — My, - M2, - My,

Expresando cada término del 20, miembro en fun-
ci6on de los momentos binomiales como indica la fommla
[41] se tiene:

Mz,lz”‘[?‘B}z,l‘f‘Bll.l] [ B"1+Bx1x11+[ 121.‘1.”B;1:1]+
+[2 By, +Bl1v1]=°[‘“‘ 7 ~.1+B1.1.11+B;11+
+[— By — B+ BBy ]

que por la [39] puede escribirse
M91=2T(8)—f—1“3)

Operando de la misma manera, tendriamos el si-
guiente repertorio, de momentos potenciales dobles, con
uno de los subindices igual a la unidad:

Ml,l— T(")

My, =2TH+ T

M;p=2T#+ T

My =6 TE) 46 T +T¢)

My, =6T3+46TH-TH [h2]
My=24 T 436 T+ 14 TL) 4 T4)
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My, —24T® 4+ 36 T 4 14 TH LT
M5,1=1'20T(2)—l—2Z[0T&L—{ 150 T¢! 30T 4-TE
M ;=120T 4240 T 4150 T 430 T T

Para. obtener los momentos potenciales, uno de cu-
yos subindices sea 2, deben calcularse los binomiales que
tengan un subindice 2; para ello debe formarse el
sequndo damero de sumas partiendo del primero, o sea
de la Tabla. VII. ‘

Como en la expresién de los momentos binomiales
[24] los limites inferioves de las sumatorias nc pueden
ser menores que los subindices del momentd que se
calcula, puesto que .sino los ntmeros combinatorios se
anularidn, para el cilculo que nos proponemos, no deben
tomarse en cuenta los valores de los alrlbulos —‘{1, Xy,

—Y; e Y,.

Orlamos, pues, en el nuevo damero de -sumas, a la
cruz central, con otra cruz doble, de celdas en blanco, y
disponemos en el dngilo superior izquierdo, de cada una
de las restantes, los valores ¢ue, respectivamente, figuran
en las celdas de la Tabla VIL. Se opera como en el caso
del damero anterior, es decir, que en cada celda se anota
ahora, un nuevo numero que es otra frecuencia acumulada,

designando por 9;j la que corresponde al par X;, Y.

Estas nuevas frecuencias acumuladas se forman de la
SLgmente manera:

%i,j =N -1+ %i—LJ' "“qzi-—1,j~1 + Ny [43]

Se tiene asi la Tabla XII
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Determinados los valores )(;; segun la férmula [43]

y los de las columnas y filas encabezadas por I, II, III,

y IV en la Tabla XII, se realizan primero, los siguientes

controles verificacion de la igualdad de resultados, su-

mando filas y columnas; verificacién de la. siguiente
igualdad:

(14 TV] 11 0] = [1 4[] + [T 4 V]

Finalmente, a la suma de las frecuencias de los valo-
res de las cuatro celdas que rodean al origen (en este caso
reducidos a tres por no haber frecuencias en la que co-
rresponde al tercer cuadrante), es decir, a la suma '

%—;,—2 ‘f’ %2»—2 "_ %'2,2
se agrega, la suma de los valores:

[EN + IN ] F [N+ I N+
F[Z Ny i+ INo ] F [N 3Ny 4]
i 3 3 3

que figuraban en la tltima columna y fila de la Tabla
VII y se anularon, al orlar la primera cruz con una doble
cruz de ceros y se resta el valor dado por la suma de los
cuatro valores N;.; de las celdas que rodean el origen en
la Tabla VII, cuya suma es, por tanto, la siguiente:

.Nf*l:—l _I_ Nl:-“l _|_ N—l,l _|_ Nl:l

‘este  resultado debe reproducir el valor dado por

[I+I1+-I1L1V] en la tabla VIL

Con los valores marginales, formamos las tablas de
sumas, siguiendo un proceso paralelo al anterior y tendre-
mos como resultado de la operatoria con las mar,«zmales X
los valores de



BS B; ¢ ; Y B

2,2 » 8,2 » &2 > - - > 3,2 3,2 5~
m m nt . ™ BY
2,2 ., 8,2 » 4,2 3 o0 3 2,2 » 3,2 -

y con las marginales Y los de

Bz T 1 . Bu 11

2,8 28 2,4 50 » 2,2 2,8 5o
m m m . Bw v
2,2 23 24 > 0 3 2,2 88 s e

Por no haber frecuencias, en el tercer cuadrante,
i i hid ) 111 . 111 T . Son nu105.'

2,2 8,2 4,2 » 6,2 g+ - > 2,9 » 2.4 »

En el segundo cuadrante s6lo queda B:: .

Para que sirva de ejemplo, confeccionemos la tabla
de sumas correspondiente al 4.0 cuadrante y a la mar-

ginal ¥ (Tabla XIII)

Tapra XIIT
v | @ @ ®
'}'5 ; 9[(.5 g%&,&’ g L)(i,b . L; 9(4,5

Yl s B0 |TE049GD | 56D

Yol D Wos  [BOGHIGIN)| T €092 %) —

YelT 9. BOGITIGHE  — —_
/| B 06 G R69696.496: [FE8 9652 96, L (et 9T+
490,57 9%,0) +9G0) + 90 | + 9(1,.9

&£

T % BE-IIOPI9G, IECED ., SR,

Reemplazando, en las férmulas que nos dan BY y
By, (N=1, II, HI, IV) los valores de C}’Ci,j en funcién
de Ni; y éstos en funcién de las frecuencias originarias
n;,j, podemos poner



v =3 X (3)(¥)ny
LI

I}w4 — 2 (\1') (i] n; ’J

es decir, hemos obtenido momentos binomiales, segin I
definicion dada en la férmula [24].

En general, tendremos, para cualquier cuadrante

BY, =3 3 (%) () | /

Opelando de la misma manera con las margmale, X
de la Tabla ‘{II obtenemos,

B, =33 (%) (%) ny;
o

La doble sumatoria debe considerarse extendida a
los pares Xj, Yj que corresponden a cada cuadrante.

Con estos valores y aplicando las Iormulas [39]
calculan:

T, T8, Te ..o, T§, T ... (n=1,2,3,4)

Con un proceso andlogo al seguido para obtener los
valores de los momentos potenciales dobles con uno de
los subindices igual a la unidad y expresados en fun-
cién de los binomiales dobles dados por la férmula [27],
-llegamos a obtener, para los momentos potencmles do-
bles que tienen alguno de los subindices dgual a 2, el
siguiente repertorio:

Myo=£4TH 2 TH +2TH+TY
Myo=12 T 4+ 12 T# -2 T +6 T 46 T + T
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Myg= 12 T} 412 T} 43 TH +-6 T 46 T+ T [44]

M,,=48TH 472 T +28TH +2TH +o(, T +
436 T 414 T +TH

1= h8 T} +-72 TE) 428 T -2 THY 24 TS +
436 T+ i4 T+ T

" Para calcular momentos binomiales dobles, de 6rden
superior, se sigue analogo proceso: se confecciona pri-
mero el damero de sumas, con las frecuencias del damero
de sumas anterior, segun la regla [43], utilizando las mar-
ginales resultantes y por sumas sucesivas se obtienen los
momentos binomiales B, que para el caso veneral de
r,s cualesquiera se expresan asi:

Bl=3 (")(“)m,] (N=LIL 1, IV)

p==r J=B

Por las divisiones del damero para obtener los va-
lores de T aplicamos las férmulas [3g] y sustituyendo
en las [27] tenemos los momentos potenciales absolutos
dobles, referidos a un origen arbitrario.

Dividiendo estos momentos M., dados en los reper-
torios [29], [36], [37], [A42] y [44] por la poblacién N,
‘tenemos ,Jos momentos potenciales dobles relativos, refe-
ridos a un origen arbitrario y que en la férmula [7] del

§ 2 simbolizamos con m,
TR LSS

Iss*

Recurriendo al repertorio [12] del § 2, hallamos, en
funcion de m,,, los momentos centrados p,s que se co-
rrigen por el método de Sheppard en virtud de las formu-
las del repertorio [22’] del § 3 y obtenemos asi los valores
designados por p',s que son los que, en definitiva, es ne-
cesario conocer para las aplicaciones.

El método de cilculo de los momentos dobles que
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dejamos explicado es el del destacado Profesm A T
Mltropolsky( .

!

§ 5. ApLicAciON DEL METODO

Complementando la’ exposicién teérica que se ha
hecho del método para el cilculo de los momentos dobles,

haremos a continuacién la aplicacién del mismo, a un

caso concreto.

Del trabajo del Prof. J. Koga y G. M. Morant, ti-

tulado «On the degree of association between reaction ti-

mes in the case of different senses», aparecido en «Bio~

metrika», Vol. XV, partes III y IV, de diciembre de
1923, pag. 363, tomamos la tabla n.o XIV que comprende
3379 observaciones, sobre reacciones auditivas y visuales,
realizadas en el Instituto’ Antropométrico de Galton (Lon-
dres).

La tabla es la siguiente:

(*y AP MITROP'OLSI;Y, Teorta de Momenios (Moseti, 1933) (In
ruso). -




s

REACCIONES AUDITIVAS (en 1000 vibraciomes por segundo)

REACCIONES VISUALES (en pulgadas) — TapLa XIV

N 3-5| 6-8 9-11[ 12-14! 15-17 | 18-20 | 21-23 { 24-26 | 27-29 | 30-32 | 33-35 | 36-38 | 30-41] Totales

5-6 1 2 3

7-8 29 4 2 3 3 7 2 2 45

9-10- 3 1 1 1 2 1 1 10

11-12 49 3 8 5 g8 | 12 71 10 1 1 104

13-14 32 3] 5 9 g ] 12] 0] 10] 4 93

15-16 3 | 16-| 16 | 36| 36 | 64| 47| 36 | 18 3 2 310

17-18 o7 | 26| 33| e8| 7o | 138 82| 75| 30 7 1] 1 576

19-20 33 | 45 | 45 | 102 | 151 | 236 | 191 | 168 | 63 | 16 1 1051

21-22 | o5 | 42 | .43 | 81 | 115 | 204 | 201 [ 188 | 75 | 20 3 957

93 - 24 5 3| 0| 9] 2a] 37] 3] 24| n 3 1 165

[ 25-26 - 1 1 1 2 15 8 T 3 2 1 41

27 - 28 1 1 4 2 5 2 1 16

29 - 30 1 1 2
31-32 2

33 -84 1 1 1 1 4

Totales | 234 | 146 | 163 | 327 | 425 | 733 | 574 | 497 | 217 | &2 0 7 4 3379




1

Conmdcraremos como valor del atributo, para cada
subintervalo de observacion, el central.

Para la variable 9’, las medidas estan dadas eil
pulgadas, de manera que, en cada sub-intervalq, se con-
“sideran comprendidas las medidas desde el valor inferior
del mismo hasta las medidas que no alcanzan exactamente
el valor inferior del sub-intervalo siguiente, es decir, que,
por ej., para el 15—17, se consideran todas las observa-
ciones que presentaron como valor minimo 15 pulgadas y
alcanzaron 17,09 o sea que no llegaron a 18, puesto
que éstas deben ser ya consideradas en el grupo siguiente.
Por tanto, graflcamente resultardn los siguientes valores
centrales:

4,5 7.5 105 13,5 16,5 28,5 3,5 34,5 37,5 405
D WD v\ T S LA S A s S Ay
. |

Siendo, la diferencia entre los valores centrales,cons-
tante, tenemos una distribucién monomodular y haciendo,
entonces, el médulo igual a la unidad, se tendré una nueva
variable X que varia desde.1 hasta 13.

De la misma manera para con el atributo cy ten-
dremos

6 g 10 12 14 22 24 26 28 30 32 34

RSP SR SN VP NI N U P A U MU N G N

ISR S RN S S N S W 1 RN NSO SN RN VNS YOOV NN JUNE SUOE MY SO SRR S N
L2 A (O EE N N NS B | | AN S R DR A S A A CR M B Y B

! 1
b f
7 9 11 13 15--° 21 23 25 27 29 31 33 35

[
t
. 5

Por tanto, al hacer el médulo igual a la unidad, la
variacion va desde 1 hasta 15.

En esencia, el procedimiento seguido, sereduce a
efectuar el siguiente cambio de variables:

%1=A—963i-0,5
(:I’/i: ?ﬁ] —2

Con ello la tabla XIV queda como indica la Ta-
bla XV.
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Vamos a calcular, por el método de sumas explicado
en el § 4, los momentos binomiales dobles y luego apli-
cando las formulas [27] que expresan los momentos dobles
potenciales M, ,, en funcién de los binomiales dobles B,, .
tendremos los valores que, después de divididos por la po-
blacién N, habrd que cenirar y corregir.

La poblacion de la Tabla XV nos da el momento
doble de 6rden cero: k ‘

By,g=M,,, = 3379 [45]

Para simplificar los calculos cambiaremos el origen,
trasladandolo a los atributos para los cuales las frecuen-
cias son mayores. ;

En la Tabla XIV esto se verifica, con respecto a la
X', en el grupo 18—20 y para la. 9°, en ‘el grupo
19g—20, a los que corresponden en la Tabla XV, res-
pectivamente, los valores 6 y “8. Este cambio de origen
resulta del’ cambio de variables:

Xi= %1—6
=Yi—8

Debemos empezar .por . calcular' los momentos bino-
miales dobles, uno de cuyos subindices sea o.

[46]

De acuerdo ‘con la notacién establecida, designa-
mos por B,  los que corresponden a la marginal X y
por B,, los de la marginal Y, debiendo aplicarse el
signo que corresponde segin el cuadrante, como ya se
explico. »

Tomamos, para ello, las frecuencias dadas en la Ta-
bla -XV. La fila de Totales nos da la marginal X y la
columna de Totales la marginal Y. Con ellas construimos

las tablas de sumas: XVI y XVII.



| x £y RS @ | @ | ) (6) (1)
1| —5 234 234 " 934 934 234 vi— 234 — —
EN 146 380 614 88| vi= 1082 — — —
1 3—3 163 543 1157| Vi = 2005 — — — —
42 327 870 vz — 2027 — - — — —
5 —1 495 Vi — 1295 — — — — — —
6 o 733
KN B7T4(vi — 1351 — — — — — —
8l x 497 777 V= 1146 — — — — —
o 3 217 280| 367 vi — 503 — = — -
10 4 52 63 89 134 vi— 209  — — —
11| 5 0 11 26 45 68| vi— 93 — —
112 6 7 11 15 19 23 o1l vi = 31 —
13 7 4 4 4 4 4 4 4 vi—4
' 3379 |Br— 3322B7i— 4032Bio— 3087Bi,= 1316Bji— 234Bi, — 0B —0
: Bh 2497Bf,— 1649Bf,— 705Bf,— 207Bfi— 126Bl.— 35BF,—4
Se,0=BT, +Bols; 0 — 5819820 — 5681Ss,0 = 3792840 — 1613850— 360Se0 — 35|S7,0 —4
d, =Bl —B|ds,0=— 8250 —=—2383|d5,0—=—2389d, g =—1019d5, ——108dgo — 35d7,0—



Tapra XVII

v Y f, (1) (2) (3) (4) (5) (6) 7
1—7 3| 3 3 3 3l -3 . 38 vi =3
9 — 45 48 51 4 57 60 v — 63 —
3| —5 10 58 109 163- 220| vo—= 280 — —

4 —4 104 162 271 434 Vi— 654 — — —
5 —3 93 255 526| v; — 960 — — — —
6 —2 310 565 v;— 1091 — — — — —
71—1 576 Vi= 1141 — — — — — —
8~ o 1051 -

9 1 957 | vi=— 1187 — — — — — —

10 2 165 230| vi— 337 — — — — —
1 3 41 65 107 vi—= 181 — — — —

120 4 16 24 49 74| vi— 124 — — —

13 5 2 8 18 32 50| vi— 72 — —

14 6 2 6 10 14 18 29| v = 26| —

5] 7 4 4 4 4 4 4 4 v —4

3379 [Bo, = 92232]B;,— 2051|Bru— 1614/B;,— 934/B;,— 343/B5. = 66/Bs: =3
Bfi— 1524/Bf,— 518 Bfi— 305Bfi—  196|Bfim= 98Bis — 30/Bi: —4

Sos=B7, +Bui(s01 = 8756[Sp,3 — 2569(Sg3 — 1919(Soe— 1180(Sq5— 441|So,6 — 96/So; —1| .
do,=B7, —By,|do,y —— 708 dg,5—=—1309!dg,s—— 738|dg s——245|dg ¢ do; =1

dyg——1533

——36

— 94 —
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Esta construccién se hace de la siguiente manera: dis-
puestas en columnas las variables y sus respectivas fre-
cuencias (valores de las marginales) se agregan tantas co-
lumnas de sumas cuantas indique el subindice del mo-
mento de mayor o6rden que se desee calcular, mas una.

Nuestras tablas, por tanto, estdn preparadas para
calcular hasta los momentos My y Mg,o-

Trazamos frente a la frecuencia que se halla en el
punto de origen o, una horizontal que cruce todas las
columnas de sumas que encabezaremos con (1), (2),
(3), (4), (5. (6), (). |

Sumamos separadamente en las columnas de la parte
superior y de la inferior, comenzando desde los valores
mas alejados del origen y acercindonos a él, siguiendo la
regla [30] del § 4, eés decir que, para obtener, por ejem-
plo, el nimero 848 de la parte superior de la columna
(3) de la Tabla XVI, sumamos al nimero de la misma
fila de la columna anterior, el nimero de la fila anterior
de la misma columna (3), o sea:

848 =614+ 234

Deben terminarse las operaciones en la fila 1 para
la columna (1), en la fila 2 para la columna (2), ete.

Las sumas por columnas— separadamente la parte
superior y la inferior —se anotan en la penultima -fila
y en la tltima se ponen los resultados obtenidos de su-
mar y de restar los valores de la pentltima fila entre si.

Tal como se ha explicado antes, el conirol se efectia
aplicando las férmulas [33] y [34].

~ Por ej. constatemos en la Tabla XVII los resultados
obtenidos para las columnas (1) y (). :

Por la férmula [33] se tendrd para la columna (r)

1141411874 1001=33"79
y por las [34], para la columna (5) -
28063 =343
| 72-}-26 =093

Realizada la verificacion, calculamos los momentos
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potenciales absolutos en que uno de los subindices es o.
Sustituyendo, para ello, en los repertorios [36] y [37] los
valores obtenidos en las tablas de sumas. XVI y XVII, -
respectivamente, se tiene: '

M,,,=— 825
Mj,o=12X 5681 + 5819 =17.181
Mj,o=6 (— 2382) + 6 (— 2383) |- (— 825) =
=—20.41b
40-—24><1613—{—36><a792+14><5681—{—
+ 5819 =260.577
M;,o= 120 (—100)+4240 (—1019)+1b0 (——~2380)—|—
+30(-—2383) + (— 825) =—687.135
M, 0—720><35—{—180\<360—{— 1560 X 1613 +-
[47] + 540X 3792 62X 5681 + 5819=">5.012. 001
: My, = — 708
Mg, =2X 25669+ 3766 =8.894
Mg,3 =06 (—1309)+6 (—1533)4-(—708)=—17.760
My, ,=24X1150+36 X 1919 + 14X 26694+
"~ 43756 =135.926
My,;= 120 (—245) + 240 (—738)+-150 (—1309)+-
+ 30 (— 1533) + (—708) = — 499.568
My,g=1720% 96 + 180 X 441 4 1660 X 1130}
-+ H4o X 1919+62X2569—[—3756=3 110.594

El cambio de origen en el damero de frecuencias
(Tabla XV) lo divide en cuatro cuadrantes, obteniéndose
la Tabla XVIII.

Los resultados de las sumas efectuadas en cada uno
" de los cuadrantes, cuando se han fijado las Y, con lo que
se obtienen las marginales Y, se anotan en las. columnas
. encabezadas por I, II, III y IV indicindose, con estos
nameros, el del respectivo cuadrante. La .designacién de
los cuadrantes la haremos 51gu1endo el esquema dado. por
la fig. 1, § 4.

Las sumas obtenidas fijando las X nos dan las mar-
ginales X y los resultados se anotan en las filas encabe-
zadas por I, II, III y Iv.




TaprLa XVIIT °

Ni X, | X, | X, | —X, | —X | X, X | X | X | X | X | Xe | X, | T | 1 4o
X, 1 2 3 | — 3
~Y,| 22| 2. 2| 3! 3 2 34 38
N, 3| 1 1 2 5 9
N, [ | 3| 8| 5 7| 10| 1 1| 73| 19 92
—Y,| 32 3 5 9 10 | 10 4 ] 57 [ 24 81
ZY,| 36| 16| 16| 36| 36 41| 36| 18| 3 140 | 106 246
=Y,| 27| 26| 33| 68| 79 82 | 75| 39| 7 1| 11 233 | 205 438
Y, Iv | I 1V-1I1
Y, | 25 | 4 | 43 | 81 | 115 191 | 158 | 75 | 20 3 447 | 306 753 |
Y, | 5| 3| 10| 19| = 31| 24| 11| 3 1| 70 | 58 128 =
Y, 1| 1| 1| = 7| 8| @ 1 21| 5 26 |
Y, 1 1 2 5 2 1 10 12
¥, 1 1 1
Y, =
Y, 1 1 1 1| 2 3
1 | 170 | 53| 64| 122 | 136 V) 233 | 195 | 91 | 26 o 4| 1= — —_
- 1095 | |
T | 31| 48| 54| 103 | 138 ol 150 | 184 63| 0| of 3| 2| — "5
T4IIT| 201 | 101 | 118 | 225 | 274 | v4u| 383 | 320 | 154 | 86| o| 7| 8| —| — 1+n+1_1_1§3‘;
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Por necesitar, para el contrel que ‘se debe realizar,
el valor [I4-I14-III4IV} que representa la suma de
las frecuencias de la Tabla XVIII, se forman las co-
lumnas (I4-1I), (IV4-TIT) y las filas (I4-III), (IV--II)
y se calculan sus respectivas sumas. ' ‘

Debe verificarse que la cifra [I4-II4-IIT4-1V] su-
mada a los valores marginales suprimidos y al valor de
la frecuencia que se hallaba en el centro de la cruz én la -
Tabla XV, debe dar la poblacién N: En nuestro caso:

1831 41051 + 733 4-286 =339

es decir que el valor 1831 -es correcto. |
Con los valores de la Tabla XVIII formamos el
.primer damero de sumas XIX.



-TABLA XX

i X | X | X | X | K| X ] K| X | K| X ] X ] X | X 1 I 14+
1 B 2
—Y, 1 1 1 1 3 ; 7] — 7
. 22 0 3 ER 3 E] 2 "
—Y, 23 27 29 32 37 4 2 148 ] 154
E] 1 1 2 1 1
Y, 26 31 83 37 42 8 4 1 169 13 182
18 () g [ ) 3 3 EC 1 -
=Y, 78 83 93 102 115 28 16 3 1 1 1 468 51 519.
2 3 5 # 3 10 10 4
—Y, 107 118 133 151 172 49 27 10 4 3 2 681 96 777
36 18 18 8 ;- 47 8 18 2
—Y, 143 170 201 2bd 312 157 88 35 11 7 4 1081 303 1384
L a 24 33 88 k] &2 %5 k=) T
=Y, 170 223 287 409 545 362 211 83 20 9 6 1634 693 2327
Y, v I IV--101
EL) = Fey B 115 E) 158 i 70
Y, 31 79 133 236 374 550 317 122 31 5 b) 1031 853 1884
5 . 3 10 18 i EoY k1Y 11 3
Y, 6 12 23 45 68 103 61 24 8 2 2 201 154 355
1 1 i 2 ] T ) 7 .
Y, 1 4 5 8 10 33 22 9 4 1 1 70 28 98
1 3 2 5 2 ]
Y, 1 3 3 5 5 12 9 3 1 25 17 42
1 3
Y, 1 1 3 +3 2 1 3 8 11
Y 1 1 2 2 1 1 6 7
1 Y EY T
Y, 1 1 2 2 1 1 6 7
R [4-IV—=
1 545 653 777 987 | 1226 w| 702 410 158 44 8 8 5520 — T —
} pilR .
oI 39 101 | 167 301 464 I 608 348 132 36 20 13 — |=2234 ——
OOV
4101 584 754 944 | 1288| 1690] m4-1vj 1310 758 290 80 28 21 B -—_ =T7754

—IBf—
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Anotamos, en un damero de reticulado igual— al de
la Tabla XVIII, en el angulo superior izquierdo de cada
. celda el valor de la respectiva celda de la tabla XVIIL. -
Haciendo uso de una escuadra de papel o cartén como la
de la '(fig. 3) del § 4, calculamos’ los valores de las
sumas para cada celda siguiendo la regla [39]. En nuestro
ejemplo, el valor 122 del IV cuadrante se obtuvo asi:

B1--24 — 8475 =122

y de la misma manera los demés, comenzando, en cada
cuadrante, .la operacién de sumas desde el valor mas
alejado del origen y continuando hacia él. Las sumas de
cada cuadrante dan las marginales con las que calculare-
mos los momentos binomiales por el método de sumas ya
explicado en el § 4 y que es el de Tschetwerikoff.
Antes de operar con ellas realizamos en la Tabla
- XIX el control a que se hizo referencia y que consiste
en sumar los cuatro valores de las celdas que rodean al
origen con los valores marginales anulados de la tabla
XV, y al resultado restar el de la frecuencia del centro de °
la cruz, debiendo obteinerse la poblacién N. En el caso
. de nuestro ejemplo es: '

5454362 4374 4550 - 1051 |- 733 — 236 = 3379

Con las marginales de la Tabla XIX construimos
las tablas de sumas, resultando para las marginales 1"
las Tablas XX y XXI y para las marginales X las Ta-
blas XXII y XXIII.




I II
N, —] (1) (2) (3) (4) (5) | ny—j (1) 2) | 3

7 B T 7 a7 — — = -

148 155 162 169 176 183 GE 6 G 6

169 - 324 486 655 “831 — 13| 19 25 31

468 792 1278 1983 « — — 51 70 9 126

681 1473 2751 - — — —¥ 96 166] 261 —

1081 2554 — S — = 303 69 - — | =

1634 - — = — — - 693 — - —
Bj,—4188/B; ,=5305/B; s —4684| B] ;=—2764|B; ,—1014/B{ .—190/B;"; —1162|B}.—730|B,—387/B}.~—162

- IIT . . a Iv

i | W ] @ @ | @ 6] W] @] ®

Y, A A G 6 6 1 1 1 1
Y, 12 18 21 30 36 | 2 3 ar
Y, 20 38 62 7 A 5 8 12
Y, 7 37 E 137 = — 25 30 38 50
Y, 28 . 6 140 — — 70 100 138 —
Y, 164 . 219 — — = — 201 CT)71 I — =
Y, 853 I - - _ — 1031} — 4
Bli—=1072B% —=359BY —277BI; =229|BI; —128B;% —42|B7,—1332/B =439|B1,—188BT, =67




Br-——1332

. 1 It Tapra XXII
¢ | i (1) (2) (3) (4) (5) | n—ij (1) (2) (4) (5)
545 545 545 545 545  — 39 39 39 39 3 —
653 1198 1743 2288 - = 101 140 179 218 N R —
77 1975 3718 — N — 167 307 486 — [ —
987 2962 ] — i R — 301, 608 — —] B I —
1226 — — - N R — 464 = — — B R —
B;.=—4188/B; , —6680/B;, =6006]B1, —2833/B;,=545/B:, —0[B.—=1072/B5;—1094B3"=704B.} —257/B;7=39|Bs% =0
I v Tapra XXIII
| %] nii (1) (2) (3) (4) (5) i j (1) (2) 3) | ) (5)
X, 5 - 5 5 5 2 2 2 2 2 2l
X, 13 18 - 23 28 33 38 8 10 12 14 16 18
X, 20 38 61 89 122 — 8 18 30, . 44 60 —
X, 36 T4l 135 224 - - . 44 62 92 136 — —
X, 132 206 341 — = — 158 220 312 — — —
X, 348 554 — — — — 410 630 — — — —
X, 608 = — — T — 702 T — — — —
By, =1162B, —895Bs', —565B,, —346/B.,—160Bf,—43 Br, —949BY,=448B},—196/By, —78B7,—20




— 85 —

Se efectua el control de las sumas aplicando las
formulas [32]. ,

Para operar con el repertorio [42] necesitamos cal-
cular los valores de: ‘

T, TE, T, T, T, TR, TY, T, T, TH
T§d!l)’ ‘ﬁﬂjl): Tﬁ?: sz, TH T5,1 3 ng
Utilizando las férmulas [39] donde reemplazamos los
BY, (N=I, II, Il y IV), por los valores que corres-
ponden, dados en las.Tablas XX, XXI, XXII y XXIII,

resulta:

T{) =4188 — 1162 — 1072 +- 1332 = 3286

{
T¢) =— 4188 — 1162 4 1072 + 1332 = — 2946
T{)=— (1884 1162 — 1072 -+ 1332 = — 2766
T§) =6680 — 895 — 1094 - 9h2 = 5633
T§) =— 6680 — 895 -+ 109/ +- gh2 = — 5539
T =5305 — 730 — 359 - /39 = 4655
T{) = — 5305 + 730 — 359 -+ 439 = — 4495

T.:al-—~6 06 —'565 — 704 - 448 =5185 - (48]
T{) = — 6006 — 565 + 704 + 448 =— 5h19

T{3 =4684 — 387 — 277+ 188 =208

T = — 4684 -+ 387 — 277+ 188 =— 4386

T{) == 2833 — 346 — 257 4 196 = 2426
T(ﬂ»‘:—-2833_3[;6—}—257+196=~2726

T == 296/ — 163 — 229 + 67 = 243

M= — 2764 4163 — 2 29+ 67 =— 2763

T =545 — 160 — 39 + 78 = fi2h

® =1014 — 43 — 128} 23 =866

l[

l

Finalmente, sustituyendo estos valores en las férmulas
[42], tenemos los momentos potenciales dobles absolutos
que tienen uno'de los subindices igual a la unidad:
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M,,,=38.286 ‘ A
M,,, =2 (—5.539) 4 (—2.946) = — 14.024
My,,=2 (—4.495) 4 (—=2.766) = — 11.756
My, =6x5.1854-6%5.633 4-3.286 =68.194 [4o]
M, 5 =6 X 4208 -6 X 4655 - 3286 =56.464
My =l (—2728) 436 (—5xg) + rd (—553g) +
4 (—2946) = — 341.000
My, =24 (—2763) 436 (—A386) 4 14 (—A4495) -
~+ (—2766) = — 289.904
M;,, = 120 X hah + 260X 2426 + 150X 5185
30X 5633 + 3286 =1.583.146
M, ,5=120X866 4 240 X 2439 + 150 X 4208 4~
.+ 30X 4655+ 3286 =1.463.416

Para el calculo de los momentos binomiales dobles,
con un subindice igual a 2, se construye el sequndo da-
mero de sumas, Tabla XXIV, partiendo del damero de
sumas XIX. Anulamos, primero, en el nuevo damero, las
celdas que corresponden a los atributos X,, X_,, Y-, e Y,
pues, los ndmeros combinatorios, exigen que el valor
minimo dej r y s sean ahora 2 y nos queda asi la primi-
tiva cruz orlada de ceros por sus cuatro lados.

En cada una de las celdas que no han sido anuladas,
anotamos en el dngulo superior izquierdo, los valores que
en las respectivas celdas figuran en la tabla XIX. Segui- -
mos un proceso paralelo al anterior, es decir, aplicamos la
regla de sumas [3g] utilizando la escuadra (fig. 3, § 4)
y comenzando el calculo, en cada cuadrante, desde el ex-
iremo opuesto al origen.

Tendremos asi la tabla XXIV, con cuyas margmales
calcularemos los momentos binomiales BY, y B3,. Antes
de hacerlo, se verifican los resultados de la 51gu1ente ma-
nera: a la suma de los valores de las cuatro celdas que
rodean el origen, se agrega el de las marginales anuladas
en la tabla XIX y la suma de los valores de las cuatro
celdas que rodean el origen en la citada tabla XIX, con

o cual, se debe tener el mismo valor, que la suma total
de la Tabla XIX.



=3 -
TasrA XXIV
YJ\‘{ X x| x| =% -x ] [ ! s ] ) | 41
1 1 i 1
—Y, 1 p) 3 4] — — 0] — 10
23 *i = ax . a
—Y, 24 52 82| 115| - — 2 . ) 273 2 275
23 a1 3 a7 4 1
—Yy 50| 109 172| 242 — — 7 1 573 8 681
k£ 82 81 o 16 3 1 1 1 1 .
—Y,| 125! 267| 423 595| — — 30 8 4 3 2] . 1} 1410 48 1458
. 107 118 133 151 27 10 4 a a 1‘
—Y, | 232| 492| 781 1104| — —_ 77 28| - 14 9 *5 2| 2609| 135 2744
143 170 ETY 4533 88 a5 11 T 4 1 .
—Y,| 3875| 805| 1295| 1873| — — 223 86 37 21 10 3] 4348| 380 4728
-, |7 = — - — — - — — J— - - _ - - -
Y, v i IV-}-1I
P e R e il e I R i i i e i = |
i 12 23 45 oL 2 8 a 2 1 ) [os)
Y, 8 30 64| 129] — — 149 56 20 7 4 1] 287 231 468 -~
1 3 3 s ag 0 3 1 1 I
Y, 2 12 23 43| — — 51 19 7 2 1 80 80 160
1 3 3 5 ) 2 1
Y, 1 7 13 25| — —_— 14 4 1 19 46 65
1 3 ) 1 -
Y. 3 6 13| — —_— 1 1 22 23
1 1 2
Y, 2 4 8| — — — 14 14
1 1 2
Y, 1 2 4| — — — 7 7
I1v | -
1| 807| 1727 2756 3933 — w| — 215 79 28 9 5 1}=9560] — L e—
. II-}-I11
T 1 55| 112| 222| — ol — 339 | 123 55 33 17| 6} — | =973 —
, ) 4TI IV
14| 818 1782| 2868 4155 — |Ivam| — 554 202 83 42 22 71 — —_— —10533
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En efecto:

[1870 + 223+ 1294 Il|9]—}-[2327—}-188[;—}-1690—}-1&0]—-
— [645 362 + 374+ 5bo]=1754

que es el total de la tabla XIX.

Con las marginales de la tabla XXIV, formamos las
tablas de sumas XXV, XXVI, XXVII y XXVIII, donde

- operamos y controlamos como en los casos anteriores..
El repertorio [44] de los momentos potenciales do-

bles absolutos, con un 1ndlce igual a 2, exige que calcu-
lemos: .
T, TR, TE, T, T, TR, TH, TO, T, T
T, T, TE, T, T8, T, T8, T, §3
" { ’
TV, T, T, T
En el repertorio [48] se tienen ya calculados los si-
guientes:
3
T§) = —5.639
T = — 4.495
T == — 2.946
T =— 2.766

Para calcular los demas, se utilizan.los valores de

B, y BY, dados en las tablas XX, XXI, XXII, XXIII,
XXV XXVI XXVII, XXVIII y aplicando las foérmulas
[3g], resulta:



) ) I - TapLa XXV
Y | =i (1) (2) (3) 4) | ni—j 1 (2) (3) (4)
—, 10 10 10 10 o — - — — =

Y, 273 283 293 303 313 2 2 2 2
Y, 573 856 1149 1452 — 10 1B 14 —
—Y, 1410 2266 3415 — — 48 58 o — | —
Y, 2609 4875 — — — 135 193] — — =
-, 4318 — — - = 380] — — — =

B;.=—9223|B; ;—8290|B; , —4867|B} ;=1765|B},=323|B},—573| B} \—263| B =84/ B3, =16/B}:—=2

I11 Iv TaBLae XXVI
Y | nei (1) (2) (3) ) | wi @™ | @ | & |®
Y, 7 7 7 7 7 — - — =
Y, 14 21 28 35 o = = — — =
Y, 20 43 71 106] — 1 1 1 I =
Y, 46 39 160 — = 19 20 21 — | —
Y, 80 169 — — = 80 100, — =
Y, 231 — - — = 237 — = — | —

BY, =400|B3%s =329/By: —=266/B}; =148|B2; —49|B;,=337|Bs—121|B,,=22/BJ; =1|BJ=0




TABLA XXVII

I
Neii (1) (2) (3) (4) (3) 4)
807 807 807 807 — 11 11 =
1727 2534 3341 — — 55 - —
2756 5290 — — — 112 — —
8533 — — - — 292 — -
B} ,=—9223| B} ,=—8631| B} ,==4148|B; ,—807|B}, = 0|B3%—400 55 Byi=11B5: =0
iny TapnA XXVIIT
X; | ni—i (1) (2) (3) (4) i (3) (4)
X, 6 B I 6 il gl 1
X, 17 23 20| . 85|, . A1] 5 8 9
X, 33 56 85| 120 — 9" 300, —
X, 55 111 T — - 28 — =
X, 123 234 - — — 79 - —
X, | 339 — — — — 215 — —
By, —573| By, —430| Bi, —316|B}.=161|B§.=47|B1—337 By .—39/B =10
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T{) =9223 4 573 + 4oo 337 = 10533

T{) =— 9223 — 573 + 4oo+ 337 = — gobg

T{) =— 9223+ 573 — oo} 337 =— 8713

T =6680 4895 + 1094 + gh2 =611

T® = 66804 895 — 1094 - gh2 = — 5633

T{) =5305 -+ 730 4 359 -+ 439 = 6833

T} =— 5305 — 730+ 359 4 489 = — 5237

T =188 41162 4 1072 4 1332 =17754

T} =— 4684 — 387 4 2774 188 = — 4,606

T =8.631 4430+ 255 4+ 187=9.503

f“‘ ~—8.631 4430 — 255+ 187=—28.2{g.

T{) =6.006 -+ 565 - 704 - 448 = 7.723 .

T = 6.006 - 565 — 704 4 448 = — 5.6g7

T =8.290+ 263 4329+ 121 =9.003

T(“) =-—38.200 — 2634329 4 121 =—8.103

T8 =4.684 4887 4 277 + 188 —5.536

T() =4.184 4 316 - 88 - 95 = 4.647

T =2.833 4 346 4 257+ 196 =3.692
T =4.867 4 84 266 422 =5.239

T{) =2.764+ 163 4229 4 67 =3.223

Sustituyendo estos valores en las formulas '[ML] te~
nemos: o
My,o =1 X 1056332 X gb11 —}-2><6833—}—7~5/;——

=382774
My 5= 12 (—8260) 4 13 (—8713) + 2 (—hL5) +

+6 (—56g7) -+ 0 (—5633) +- (—2760) = —
= — 283b20
M;3=12(—8103) L 12 (— 9059)—}—2( 5539) -
[51] —|—6(—[1606)—}—6( 52)7)—}—(———0766)=— :
= — 278846
M, = 048X 464772 X 9503 4 28 X 10533 +

2 X 6833 4 2/4X3632 436 X 7723 4

+ 14X 9611 17754 =1723360
M, =48 5239+ 72 X 9003 - 28 X 10533 -

+2X 9611 -+ 24X 32234 35x5536

+ 14 %6833 7754 =1593898

ll




Para completar el repertorio de momentos dobles
potenciales absolutos [27] falta el Mj,3. Debemos construir
la tabla XXIX o tercer damero de sumas, utilizando la
tabla XXIV. ‘

Anulamos en el nuevo damero de sumas las celdas
correspondientes a X_,, X,, Y-, ¢ Y,; anotamos en el
dngulo superior izquierdo, de cada una de las restantes, los
-valores que figuran en el centro de las correspondientes
celdas de la Tabla XXIV y sumamos siguiendo la re-
gla [4o0]. Con las marginales dispuestas en las tablas de
sumas XXX, XXXI, XXXII y XXXIIT calculamos los
momentos binomiales dobles que tienen un subindice igual
a 3.

Antes deben verificarse los resultados que figuran en
la Tabla XXIX. A la suma de los valores de las celdas
que rodean al origen, agregamos, la suma de las margi-
nales anuladas en la tabla XXIV y restamos el valor
de la suma de las cuatro celdas centrales de esta tltima
tabla; el resultado debe ser igual a la suma total de la
tabla XXIV. En efecto es:

(285~ 77 - 76 - 34] 4 [4728 - 231 -+ hx55 - 554] —
[1878 42234 129+ 149]=10533 -

El control en las tablas de sumas se hace lo mismo
que en los casos anteriores.

Como para calcular el momento Mg se lo expresa
en funcién de los.valores de T{ y en el § 4 no hemos
dado el repertorio de los momentos que tienen algtin sub-
indice igual a 3, vamos a deducir la férmula que se debe
aplicar. v o
- Por la paridad de los indices de M;; corresponde
aplicar el caso (2) (fig. 2, § 4).

M3,5=.'1 _slg —].VIEX,g _I\/Iy:s —l'—‘M’gv's [52]

Por las férmulas [27] resulta



Tapra XXIX

X . .
Y; —Xp | =Xy | =X | =X | X | X X, Xy Xs X, X5 Xq Xq 1 I Hn
1 2 N
—Y, 1 3 6| — | — — 10| — 10
N 52 82 B
—Y; 25 79| 164| — — — —_ 268 | — 268
&0 100 172 1
—Y, 75| 238! 495 — | — i 1 808 1 809
123 27 423 8 +
—Y, | 200/ 630] 1310 — — - — 19 10 6 3 2140 39 2179
233 482 ki3 ) 8 14
—Yg 1 432} 1354)| 2815) — — e 77 40 22| 10 4601 | 152 4753
__Y2- o —_— — — —_— — p— —e — — —— - — . —
=, | = < - = . - =TT T SR I —
Y, IV | IO Iv-4-TI1
Y, | — | — | — | — | — == = === === —
Y, —_ — — —_ — — — — — — — —_ - _— —_
12 13 pL3 I 7
Y, 3 28 76| — | — — — 34 11 3 1 49| 107 156
1 ke 13 4 1 .
Y, 1 14 39 — — — — 5 1 6 54 60
a3 3
Y, 6] 18] — | — _ | = —_ 24 24
N 2 +
Y, 3 9| — — R R — 12 12
1 2 B
Y, 1 3 — | — —_ | = ’ — 4 4
) . ' IVA4I=
1] 733] 2304 4790 — | — w| — — 39 12 3 1; — |=17882 — —
- : 11101
m 4 52| 145] — | — | — — 97 50 28 13 | =303 —
I--114-I01
737| 2356| 4935 — | — [|w4m| - — 136 62 31 14 — - ™

+
—8275




I » 1T TaBLa XXX
Yi | i (1) (2) (3) (4) | ni—j ) 1 @) | 3
—,| - 10 10 0 10 10 — — | = —
Y, 268 278 238 298] — - — | ==
Y, 808 1086 1374 — — 1 1 1 —
-y, 2140 3226 — — — 39 0 — | —
—Y,| 4601 — — - — 152 — — | =
B:; =7827/B}, —4600{B}; —1672|B}; —=308/B%;—=10|B}, =192/ B}, —41 B¥ —1|B};—0
11T . Iv TaBLA XXXI
Y; | ni 1 | (2 (3) (4) i i (1) | (2)
Y, 4 4 4l 4 7! I— — =
Y, 12 16 20 24| — — — — )
Y, 24 40 60 — — — — —
Y, 54 Tl — [ — — 6 6 —
Y, 107 — — — — 49 — [ =
By —201|B 3 —=154B },==84|B =28 B =4{B ";:==55|B | =6|B,—0




1 171 TaBra XXXIT
Xi | i (1) (2) | ) | nyj (1) (2) | (3)
—X; 733 733 733 — i 7] 1 —
—X, 2304 3037 — — 52 56| — —
—X; 47990 —_ — — 145 — — —
 |Bis —7827/BL, —3770/B}, —733/B}—0|Bih —201| B}y —60/B1i—4/B3i—0
o - v TapLa XXXIIT
X; | ni—j (1) (2 | (3 (4) ] o () (2) | 3 (4)
X, 4 4 4 4 4 — — = | = | =
X, 13| 17 21 25| — 1 1 1] —
X, 28 45 66 — | — 3 4 =
Xy 50) - 9 — —_ | = 12 16| — — _
Bis—192|B{y —161|B5—91{B {,—29|B7,—4|B 7, —55B1,—21|B{,—6|BT.—1|B7,—0
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M, 3_36333+363,,3+6B”+3633,,+fs613“+
+6By, 6By, +6B,, 4By,

luego efectuando en la [52] las sustituciones que- expresan

las f6rmulas [39], se tiene: .

Mg, =36 T{3 436 T{3 +6 T1 +-36 T{% + 36 TEL - 6 T}
+6 T3 + 6 Ts) +T{3 [53]

£
Debemos calcular estos valores de T¢). En el reper-
torio [48] tenemos dados. los de:

De ‘las: tablas XXV, XXVI, XXVII, XXVIII, XXX

y XXXI obtenemos los valores de BY, y B}, que, susti-

iuldos en las f6rmulas [39], permiten calcular los restantes
y se tiene: .

T s)‘ 7827 — 192 — 201 55 =7.489
| .VT(EQ‘ 8290——263—399—I~1>1—-7 819
- T§% =8631 — 430 — 255 {- 187 =8.133
- T§) =9223 — 573 — foo 337 =38.587

Reeempla7ando estos valores en la [53] y factoreando,
resulta '

M.y = 36 789 47819 48133 - 8587] +
16 (4208 +- 4655 - 5185 - 5633] 4- 3286
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de donde’
Mg,3= 1274380 _ ' [54]

Asi podriamos continuar hasta agotar los célculos, lo
que ocurrirfa cuando, en las tablas de sumas, no que-
- dasen mas valores con los cuales operar.

Los momentos potenciales d"qbles absolutos, ' cuyos
valores se dan en los repertorios [45], [47], [49], [O1] ¥y
[54], deben ser divididos por la poblacién N=23379 para
tener los momentos potenciales dobles relativos m, que,
1eemplazados en las férmulas [12] del § 2, dan los va-
lores ¢ los momentos potenciales dobles centrados Prs Y o
finalmente, después de haberlos calculados, sustituyén-
dolos en el repertorio [22] del § 3 obtenemos los mo-
mentos relativos centrados y- corregidos por el método. de
Sheppard Wre que son los que se utilizan en las apl1~,‘
caciones.
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