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Dans le volume XXVI, IlIe et IVe parties, page 379 de « Biometrika » de
Décembre 1934, a 6té publié sous le titve < Condribulion & Utlude de la théorie
de la Corrélation », un travail ol on étudie le probléme qui pose la définition
analytique d’une sulface de fréquences et on donne lo solution pm le moyen d’un
expression mathématique de la forme suivante:

Flony) =e@e@ 3 3 0,6 X5 @ Vi @)

j=0k=0

dans laquelle p(2) et p(y) sont les marginales expérimentales ajustées par lo mé-
thode de Pearson; X (z) Y (y) sont des polynémes orthogonaux en rapport des
fonctions ¢ () et p (¥); les w;, % sont des paramétres a déterminer. C’est ce que
nous appelons la méthode des fonctions marginales.

Dans ce travail, nous appliquons lo méthode & une surface déjd étudiée par
Pearson avec sa méthode des quinze constantes, dont les résultats furent publiés
dans le volume XVII, IITe et VIe parties, page 291 de <Biometrika » de Dé-
cembre 1926, circonstance qui nous permet d’éffectuer des comparaisons utiles
entre les deux méthodes.

Comme résultat de I'application faite de la méthode des fonctions marginales,
nous donnons, dans le tableau XVII, lao surface théorique obtenue. Les graphiques
finales montrent des sections de cette méme surface, en comparant ces résultats
avec les résultats obtenus par Pearson et les données empiriques.

Les tableaux XXI y XXII et les graphiques Nos. 5 et 6 se rapportent aux équa-
tions de sédasticité.

En outre, nous avons calculé le coefficient de rélation de corrélation et nous
donnons les formules pour le calcul des équations clitics et kurtics.

Taite la vérification, on constate que lo méthode des fonctions marginales définit
une swrface théorique déformée en rélation avec la surface experimental, aplatie
dans les points qui correspondent aux fréquences maximes et levée dans les points
qui correspondent au contour expérimental; surface théorique qui prend, en outre,
dons son domaine d’existence, des valeurs negatives, en conséquence, les équations
de sédasticité prennent aussi des valeurs negatives, perdant, par la méme raison,
dans ce cas, sa signification de fonction signalétique.

La méthode des fonctions marginales dans sa caractéristique fondamentale, en se
manifestant et-en conduisant d des resultats si peu satisfaisants, définit toujours
la surface théorique, dans des domaines rectangulaires, finis ou infinis. Dans le
cas de la swrface que nous étudions, le rectangle est formé par le cande de cbtés
(—w; -4 ) et (4 24,6; - 31,0) qui correspondent aux intervalles de variation
de I’z et dé 1’y respectivement, en se rapportant o Porigine naturel, c’est & dire, que
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cette méthode définit une surface théoi'ique dans 'un db,maine'différent de celui
dans lequel l’expéumentn,le existe..

Comme conclusion de la vérification expérimentale faite, notre opinion est
que la méthode des fonctions marginales ne peut pas répresenter, avec propriété,
une surface de fréquences, et, en conséqience, avec elle on ne peut pas non plus,
mésurer la corrélation dans cette méme surface. Puisque; étant le coefficient de
corrélation défini de la manidre suivante:

[ 2
Sy

{de lo méme maniére on pourrait définir le coefficient symétrique nﬁy),‘oﬁ
Sum / / F@y) ly —ygltdudy  étant f (g, y)

lo fonction théorique qui définit les points de la-surface, il n’y a pas de sens
de dire qu’avec une mauvaise équu.tmn de la surface on obtient une bonne mesure
de la corrélation.




INTRODUCCION .

Trato, en este trabajo, del cileulo que he realizado y de los
resultados obtenidos con la aplicacién del método de las funciones
marginales a una superficie de frecuencias experimentales, asi co-
mo también de las funciones signaléticas: ecuacién de la linea de
regresién, coeficiente de relacién de correlacién y -ecuacién sedés-
tiea. '

La superficie experimental elegida, lo fué porque ya habia si-
do estudiada por Karu PmarsoN, eon su método de las quince cons-
tantes y con el propésito de comparar, luego, ambos resultados.

IIa sido éste un trabajo delicado y large que, el mal resultado
obtenido con el método de las funciomes marginales hizo més di-
ficil por .las multiples revisaciones de los céleulos que tuve gque
realizar, rehaciéndolos luego, integramente, operando econ 11 deei-
males, en vez de 7, como lo habia hecho primero, con la esperan-
za de mejorar, asi, la aproximacién hasta llegar a la certeza de
que.los cdleulos eran correctos y que la falta de fidelidad obser-
vada no era imputable a errvores ni a insuficiencia del ndmero de
decimales, sino a deficiencia del fundamento conceptual del método.

Una publicacién parcial de los resultados numéricos. de mi tra-
bajo, cuando atn no estaba terminado, fué hecha por el Instituto
de Estadistica de la Facultad de Ciencias Econémicas de la Uni-
versidad Nacional del Litoral, en el folleto intitulado: « Amndlisis
experimental de lo correlacion em swperficies de frecuencias o dos
variables ». La forma en que esta publicacién se ha efectunado: es-
cueta exposicién de férmulas, tablas numéricas y resultados, ca-
rente de toda explicacién, tanto sobre el método como sobre el pro-
ceso de célenlo seguido, si bien podri llenar la finalidad de mos-
trar algunos de los resultados obtenidos, deja insatisfechas otras,
que comnsidero de suma importancia. Esto y tanto la conveniencia
de mostrar la totalidad de los resultados, como de hacer la exposi-
¢ifn de los métodos y proceso de cileulo seguidos, que pueden ser-
vir de fitil experiencia para otros casos anilogos, me han determi-
nado a la presente publicacién del trabajo, en la forma en que lo
hago. . o v
- Hay en el trabajo cientifico, como en ningén otro, un aspecto
de utilidad que se realiza independientemente de que el resultado
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obtenido sea bueno o malo que se logre la finalidad propuesta o
la contraria. e

Sea cual fuere la posicién subjetiva del investigador, puede de-
cirse que el pragmatismo es de la esencia misma de lo cientifico,
aun en aquellos casos en que lo abstracto del asunto lo hace apa-

,Tecer como sin conexién alguna con la realidad objetiva_y ese as-
pecto pragmatista se conserva atn cuando los resultados sean ma-
los™o mo se llegue a la finalidad propuesta.

Tiene, por eso, el trabajo cientifico, una significacién trascen-
dente en si, desligada de la personalidad de quien lo realiza y
aln, a veces, contrapuesta a ella y a pesar de ella.

El método de las funeciones marginales para definir una super-
ficie de frecuencias es malo; esto surge de los resultados a que se
llega en la verificacién experimental del mismo que he hecho y
se expone en las paginas que siguen, pero, aun asf, considero que la
experiencia realizada es dtil. : :

I entusiasmo, tesonera aplicacién y buena fe eonvque, durante dos
afios largos, me cdediqué a dicha verificacién experimental, el vehe-
‘mente deseo de que el més brillante de los éxitos la coronara, se tra~
dujeron, como es natural y facilmente se explica, en un sentimiento
de sincero pesar ante los resultados a que el método conduce.

Un anélisis sereno del mismo, contenido en el estudio critico, afin
inédito, que, en razén de esos vesultados, hizo el miembro del Institu-
to Prof. Dy. I". L. GASPAR, mostrd la deficiencia de su base con-
ceptual y que la funeién producto ¢(w) .o (y) forma¥a por la ca-
prichosa yuxtaposicién de las funciones marginales define, es cier-
to, una superficie, pero, esa yuxtaposicién, 1o responde a ningtn
concepto mni vepresenta caracteristica alguna de la superficie ex-
perimental cuya definicién analitica se pretende, puesto que es’
muy facil demostrar que hay infinitas superficies distintas con las
mismas marginales (v. GASPAR, FERNANDO L. - La funcion de pri-
mera aproximacton y lo definicidn andalitica de las superficies de fre-
cuencias cxperymentales, en Anales de la Sociedad Cientifica Argen-
tina, enero de 1937, E, I, T. CXXIII, pig. 46, n® 7). En cambio fal-
sea el dominio de existencia de la superficie experimental reducién-
dolo, arbitraria y exclusivamente, al caso rectangular quitando, en la
que vendria a ofieiar como funcién de primera aproximacién, un ele-
mento fundamental, bésico, caracteristico de las superficies de fre-
cuencias experimentales que, en la enorme.mayoria de los casos, son
superfieiebs de correlacién. Dicho elemento es la ligazén estocistica
que vinenla a las dos variables y hace que sea imposible la descom-
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posicién de la superficie en el producto de dos funciones, una de
una de las variables por otra de la otra. '

Refiriéndome a algunos comentarios publicados sobre el valor del
_método de las funciones marginales, me parece conveniente expresar
que, hablando con la seriedad que estas cuestiones reclaman y el co-
nocimiento que debemos presumir en quienes de ellas se ocupan,
no puede decirse que, con una mala ecuacién de una superficie, se
llegue a un resultado satisfactorio en el calculo de la correlacién
“que la misma define. Esto es sencillamente absurdo. Tanto, valiera.
decir que la correlacién es independiente de la supelflcle que la
define.

Yo creo que el problema de la correlacién, es inseparable del
de la superticie, es decir, que no puede estudiarse, en forma sa-
tisfactoria, el primero §in haber resuelto el segundo y éste es el
problema candente de la estadistica mateméatica de nuestros dias.
In una conferencia que, sobre el tema, pronuncié en octubre de
1937, en l'a%Facult;ad de Ciencias Beonémicas de Buenos Aires vy
en una publicacién posterior sobre el mismo (*), hice una expo-
sicién del estado del problema y de las distintas formas en que
se lo ha abordado. ' )

La introdueceién, en el anAlisis matemético, de los polinomios,
de dos variables, .ortogonales respecto de una funcién de pondera-
cién, sea el cdominio de existencia, de la misma, finito o infinito,
gue ha hecho el Prof. F. L. GASPAR en algunas memorias apa-
recidas en los Anales de la Sociedad Cientifica Argentina (2)
proporeionado el instrumento matemitico necesario para abordar,
con propiedad,la definicién analitica de una superficie de frecuen-
cias experimentales, siendo digno de notar eémo, la solucién del
problema estadistico, hizo necesaria la solucién prevm de un pro-
blema de a11a11s1s matemético puro.

" (1) BuLa, CLoMLDE A, — Las superficies de frecuencias, cn « Revista de
Ciencias Beonbémiecas », febrero do 1938 Buenos Aires.

(2) GASPAR, T'ERNANDO L, -——Sobw los polinomios mtogoom’lcs a dos waria-
bles y generalizacion de la superficie de Brawais, en Anales de la Soe. Clentfy
fiea Argentina, febrero de 1936, &. II, T. CXXI, pig. 74 y sig. Buenos Aires)

~La funeidn de primere apromimacion y la definicidn analftica de las sur
perficies de frecuencias emperimentales, en Anales do la. Soe. Cientifiea Ar-
gontina, enero de 1937, E. I, T. dXXIII, phg. 39 y sig. Buenog Aires.

"~ La ortogonalidad sin ponderacidn. T problema de Hermite, en Anales
de In Soe. Cientifica Argentinn, setiembre do 1937, B, III, T, OXXIV, phgs. 176-
193. Buenos Aires,
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En una publicacién posterior, el mismo autor (°) modifica la
forma clasica de efectuar las llamadas generalizaciones de las fun-
~ciones de probabilidad, de manera que, el error integral cuadri-
‘tico pueda ser arbitrariamente pegquefio, con lo cual se tiene un
criterio riguroso de convergencia, lo que es de importancia fun-
damental en el problema de que se trata.

Tal es el estado actual del mismo.

Lia verificacién experimental que he hecho, del método de las
funciones marginales, constituye, si mi informacién no es incom-
pleta, el primer caso de trabajos de tal indole que se haya efec-
tuado en el pafs. A

De¢ las investigaciones del Prof. Gaspar a qﬂe me he referido,
resulta un nuevo método para definir, analiticamente, una super-
ficie de frecuencias, método que serd necesario verificar experi-
men%almente, tal como lo '_hago en la presente publicacidn respec-
to del método de las funciones marginales por lo que, indepen-
dientemente de los resultados obtenidos, mi trabajo puede repre-
sentar una experiencia atil para quienes deban repetir, con aquel
o con otros métodos, estas verificaciones. Para que ello sea po-
sible, para que dicha asimilacién de experiencia pueda efectuar-
se, es indispensable hacer la exposicién del método y proceso de
cdleulo de manera que éste pueda ser segnido en todos sus de-
talles. Hs lo que me he propueste hacer,

Procuro de tal manera que este modesto esfuerzo mio se apro-
veche y rinda el mayor heneficio posible, tratando. 'de-ocupar, con
dignidad, un puesto entre los que trabajan, honradamente, en la
solucign de esos problemas.

CroTizpz A. BuLa,

(8) GaspAr, FERNANDO L. — Sobre los desarrollos en serie de polinomios or-
togonales de wvarias variables, cumpliendo la condicidn de convergenoia en me-
dia, en Anales de la Soe. Cientifica Argentina, marzo de 1938, B. III, T, CXXYV,
phgs. 174 a 180. Buenos Aires, '



§ I.— ExXPOSICION DEL METODO Y FORMULAS A APLICAR

1.— Bn el trabajo publicado en la Revista de Ciencias Econd-
‘micas de Buenos Aires a que nos referimos en la introduneeién (*)
hemos expuesto en qué consiste el problema de la definieién ana-
litica de una superficie de freeuencias experimentales y las distin-
Ctas formas en que se lo ha abordado. )

Aqui nos oeuparemos sélo de los resultados obtenidos con la apli-
-caeién del método llamado de las funeiones margindles, el que es-
‘t4 expuesto en Biometrika, Vol. XXVI, Parts. IIT y IV, diciem-
bre de 1934 con el titulo de « Contribution d I’étude de la théorie
de lo correlation» y en otra publicacién posterior efectuada por
¢l Instituto de Estadistica de la Universidad Nacional del Litoral,
titulada: « Teoria de lo correlacion ».

Segtin este método, la definicién teérica de la superficie de fre-
-eunencias, designada por la funeién deseonocida f (z, y), se reali-
za mediante la siguiente expresién:

) ~o@ o@ Y X o,eX; @) Yaly) (%) [1]
. =0 k=0 . .
donde I (z, y) = @ .(m). o (v) desempeﬁa el rol de funcién de

‘primera aproximacién respecto de la superficie de frecuencias ex-
‘perimentales siendo ¢ (z) la marginal ajustada de las z y o (¥)
Jla marginal ajustada de las y.

El desarrollo en serie, actfia como corrector de aquella primera
.aproximaecién, Los w;,; son coeficientes a determinar; X; (z) es
una sucesién de polinomios s6lo en z ; Y (¥) es otra sucesién de
‘polinomios sélo en vy, ortogonales respecto de las funciones ¢ (=)
y o (y), respectivamente. Se trata, pues, de casos de ortogonali-.
~«dad ponderada.

(4) BuLa, CLoTILDE A.-— Loe. eit. (1). '
(*) Como las aplicaciones téenicas mo estin refiidas con el rigor y la pro-
-piedad en la expresién, nos ha pareeido conveniente utilizar lo notacién de
HurwiTz (8) sustituyendo el signo do igualdad por el de eorrespondencia, Para
"-que la igualdad sea legitima es neeesario probar que la serie del segundo miem-
hro es convergente y que su suma es ignal a f(m,9).
(5) Hurwirz, ADOLT. — Maih. Annalen, vol. LVIL, 1903, phg. 427.
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2. — Los datos de la experiencia se disponen, como es de practica,
en una tabla a doble entrada y por simples sumas se obtienen las.
dos marginales empiricas que deben ser ajustacdas. Con los momen-
tos de las funciones marginales se calculan los sistemas {X; (z) }
e {¥» (¥) }. Con los momentos dobles de la superficie se caleulan.
los coeficientes w;,;, como veremos. '

El ajustamiento de las marginales empiricas se realiza por el
método de Pearson (Y) que define el conocido repertorio de cur-
.vas que Meva su nombre, a cuyos tipos corresponderan, por tan-
to, las funciones marginales teéricas que se designan, como diji--
mos, por ¢(z) ¥y e(y).

8. — La circunstancia de que, en la serie doble

Z Z Wy Xj (1/) Yy (y)

1=0%=0
los polinomios X; (z) e ¥; (y) sean ortogohales;especto' de las.
funciones @ (z) y @ (y), respectivamente, permite el eileulo de
cada tno de los coeficientes w independientemente de todos los de-
més. Enfonces, si caleulada una aproximacién, ésta no satisficie-
ra, se pueden agregar nuevos términos conservando todo lo hecho,
siendo suficiente ecalcular los coeficientes correspondientes a los.
términos agregados.

Lio mismo que en el método eldsico para determinar los coeficientes.
de la serie trigonomeétrica gque debe representar a una funcién dada,
se procece en este caso como si la serie doble fuese uniformemente-
convergente, o por lo menos integrable, término a término, en el
dominio en que F (z,y) = @ (z).0 (y) estd definida, aun después:
de la multiplicacién por X, (z) Y. (v).

No puede decirse, sin més, que, con el agregado de nuevos tér-
minos, la aproximacién se mejora. El segundo miembro de la .fér-
mula [1] no converge enadriticamente haecia el primero, condicién
suficiente para que tampoco converja puntualmente. Lia- recipro-
ca podria no ser cierta.

Para que estos desarrollos converjan ecuadriticamente o, como-
suele decirse, en media de grado 2, es necesario hacerlos en la for-
ma indicada por el prof. GASPAR en el trabajo a que antes hicimos.
meneién (7). o

(0) Enperronw W, PALIN, — Frequency curves and correlation, Londres, 1927,

BuLa, CLoriipE A, — Brposicion del método de Pearson. Bstudio de los tipos:

bdsicos I, IV y VI (en' prensa).
. (7) GAsPAR, FERNANDO L, — Loc. cit. (3).
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Por eso, .en el método que estamos exponiendo, es decir, operan-
do con el desarrollo [1], si una aproximacién no-es satisfactoria
no queda otra cosa gue hacer que intentar mejorarla agregando
nuevos términos, sin que pueda decirse, previamente, si ocurrira
€s0 0 lo contrario.

4. — Lia definicién, por determinantes, de los polinomios de los
sistemas {X; (%)} e {¥% (¥)} se hace segtn las f6rmulag signientes:

1 z ...
(—1)y ‘ ,
Xj(x) =_..A,.._.)_ H"IU,U lJ*ll,[] . (J..’j,g [2]
750 : ; g’
p.'l;i-lb,o (ja,j,o . -(J‘,'-‘-J'-l,o
1 oy R T
(=1
Yi(y) = T (—,’*’0,0 L}’o,1 N (:Llo,k [3]
0,5 § % §
(J',D,/c—l p«lﬂyk e (-)",0,2]0—1

A 07 A o son los menores complementarios de o/ e y*, respec-
tivamente, con lo que se consigue que los coeficientes de los tér-
minos de grado méximo de X; (x) e Y% (y) sean iguales a la uni-
dad positiva, es decir, son funciones de esta forma:

Xj@) =+ g+ ajee®+ . oo o

Vo) =Yoo+ Y01 ¥ + Yoz 2+ oo F Ve ¥ 0
Los elementos '

Wi ¥ Wor (G=0,1,2...;k=0,1,2..)

H

‘son momentos cobles de la superficie, centrados y corregidos ()
que, por tener uno de los indices ignal a cero, coinciden con los
momentos simples de las marginales tebricas y estin definidos
asi: (*) -

+o : | + o0
Wi = f cWrde W = eWvd

JEpPS - 00

(8) BuLa, CLoTILE A.— Teoria y cdleulo de los momentos dobles. Centraje.
Correcciones de Sheppard. Método simplificador de Mitropolsky. Rosario, 1940,

(*) A los efectos de la notacifn, procederemos eomo si fueran infinitos los
intervalos en que estin definidas las funciones o(x), ¥ e(y) y, por tanto, el
dominio en que egth definida la funeibn F (,y) = w(x). e(y); en el coso de
‘que fueran finitos, hastarf, considerar a lag funciones nulas fuera de los extre-
mos del intervalo o del contorno del dominio en que estdn defimidas.
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El método de Pearson no es otra eosa que el método de los mo-
mentos, el que estd basado en un criteric de aproximacién segin.
el cual los pardmetros de la funcién teérica deben ser determina-
dos en forma tal que, sean iguales los momentos teéricos y expe--
rimentales hasta los de un eierto orden. :

La aproximacién se considera mejor cuando el orden de los mo-
mentos que son iguales es mayor (°).

En la forma en que Pearson aplica dicho método, se verifica

" la igualdad de los momentos teéricos y experimentales hasta los de

cuarto orden inclusive.
Es decir que lamando f (z;) ¥y f (3,) a los datos de las marginales
experimentales se deberd verificar

n ' _ oo
Y f @) ats = f ¢ () o do

i=1 —

n + o
Zf(yj>y“j=/‘ e () v dy
i=1 ~
igualdades validas para s =0, 1, 2, 3, 4.

En el caleulo de la superficie por el método que estamos expo-
niendo, intervienen también los momentos de orden 5° y 6° de am- °
bas marginales, es decir

1] 14 4 14
a6 , o,8 Y BB,0.5 Ho,0

los que hemos caleulado aplicando la siguiente fé6rmula de recu-
rrencia: ’

—— 8bg 1 — Sb1 /s

(-5‘ +2) b+ 1

= (-"'a+1 [6]

que expresa un momento simple tedérico centrado y corregido en
funcién de los dos anteriores. Como en esta teorfa no se consideran
momentos de i{ndices negativos; la férmula [6] sb6lo es aplicable
para s = 2, ' '

(9) GASPAR, FERNANDO L.~ La interpolacién en el caso dc varias wvariables,
con una introduccidn de polinomios ortogonales, en el campo discomtinuo, Obras
editadas por la Facultad de Ciencias Econ'émicas, Comerciales y Politicas de
la’ Universidad Nacional del Litoral, Serie I, Vol. IT, Rosario, 1938.
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Lias constantes Do, Dy ¥ b2 que se caleulan en base a los mo-
mentos, como méis adelante veremos, son los coeficientes que figu-.
ran en la ecuacién diferencial

T : : .
¥ _ ”’+a‘ [7]
y bo+ by 2 + by 22

de qué parte PEARSON para obtener su repertorio de curvas. -
Por 14 ortogonalidad de los sistemas {X;(z)} e {¥x(y)} se ve-
rifiea (1°) . .

N . =0 si 7 m
f ¢ ((L) Xj (:U) Xn (fD) da Aj+1,a PR [8]
A | =000 G j=m
Ajyo
. =0 &8 kt=n .
/ e () Y (y) Yu(y) dy Aoyt 193
w =—""" g k=mn
. AO,Ia

lo que importa que sea

to [ ' =0 s ,kxm,
f f 2(2) oy) Xi(2) Xn(2) Yi(w) Yaly) dxdy{ ST B

=08l j,b=m,n

Bsto permite el céleulo de los coeficientes w de la férmula [1]
por el clisico procedimiento de FOURIER.

Para caleular, por ejemplo, w;,;, Se m’ultipﬁcan ambos miembros
por X; (z) Yu (4) y se integra, resultando

40 + o ' V '
f ff(r’c,y>Xj<x>Yb(y>dxdy=

+»
= o[ 0@ 0 ) X4(@) 7 ) dwdy
) — 00
pues, por las condiciones de ortogonalidad [8] y [9] se anulan
en el segundo miembro, todos los términos cel desarrollo, excepto
aquel en que figura X% (z) Y% (y).

(20) G‘ASPAR, FERNANDO L, — Sobre algunas' series funcionales. Publieacio-
nes ‘de la Facultad de Ciencias Matemiticas de la Universidad Naecional del
" Litoral. Serie: Téecnico-Cientifica, m® 10, Rosario, 1937.
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Por tanto es
+o o )
f. e @) Vil dady |
[10]

Wi, =

f / ¢ (2) 0 (%) X2 (z) Y% (y) da &

Caleulados los coeficientes w se reemplazan en la [1].

Bs necesario hacer notar que, aunque en la f6rmula [10] se es-
criben integrales, como la funecién f(z,y) es desconocida, ellas no
pueden caleularse, por lo que, el calculo efectivo, no se hace .con
integrales sino eon swmatorias.

Como es

f“’ F@, ) X, (m) Yy () do dy =

—

-+00 + o0 .
‘=-/- fe,9lbgotayis+ .0+ ozt 4 2] -

— J —d

X oo+ 11y + oo+ Yoy ¥+ yFl da dy

el numerador de aquella formula puede descomponerse en una su-
ma de expresione‘s de la forma

+w +w
/ f T,y oy da dy (¢ = const.)

que no es otra cosa que un momento cloble de orden 75 de la su-
perficie tedrica, multiplicado por una constante conocida.

Lo que se hace entonces, como se verd a continuacién, €s pos-
tular la igualdad, hasta un cierto orden, de los momentos tedricos
~eol los momentos experimentales centrados y eorreg1dos ¥ se ope-
1'a por sumas, con estos Gltimos.

Por lo tanto, se ve edmo, la definiciém analitica de la superfi-
«cie de frecuencias experimentales, dada por la férmula [1] repo-
'sa, en, cierta medida, sobre el criterio de aproximacién del méto-
do de los momentos.

5.— Con el propésito de facilitar los céleulos, se utilizan los mo-
.mentos reducidos ¢y ,% ; los coeficientes de simetria f,, yPo; y. los
.coeficientes de normalidad fao ¥ oz .
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Estos valores se definen asi:
s L [11]
0-7“: 0"‘1, . .
12 . ‘
(510 = P«Iaao [12]
W 20
19 .
B = —2 | [13]
o2 :
, .
B2 = tJ«’:o = 40 (14]
- P e0 . ’
!
Boz = —LLFD‘L = (o4 o [15]
C O %2 ’

o; ¥ o, son los desvios medios cuadriticos correspondientes a
cada una de las marginales @ (=) y o(y) respectivamente.

Bn la expresién [11] se tiemen los llamados momentos dobles
reducidos dados en funcién de los momentos dobles p'yz centra-
dos y corregidos segtn el método de SmmPPARD extendido para
dos variables, los que se definen asi:

4o o ’
Wi = / f (@, ) o y* do dy [16]
—0 J -0

Cuando alguno de los subindices es igual a eero, recaemos en
Jag férmulas [4] 6 [5] ¥y los momentos reducidos expresados en
[11] son los momentos reducidos cde las marginales.

Si en los subindieces no aparecen ceros, los gy se calcuLan ha-
ciendo intervenir todas las frecuencias experimentales y con el
objeto de simplificar dicho ecédleulo recurrimos al método de Mi-
TROPOLSKY (%),

Bl proceso que se sigue en este método es, esqueméticamente,
el s1rrule11te '

- Caleulo de los momentos dobles binomiales recurrlendo al’
esquema de TSCHETWERIKOFT. )

2 - Caleulo de los momentos brutos, absolutos, dobles.
-Cz’Llculo de los momentos dobles relativos,
Gentraje.
- Correcciones de SHEPPARD.

6 Céleulo de los momentos reducidos.

(11) MrirroroLskY, A, M. — Teoriu de Momentos. Leningrado, 1933 (en
J'KISO). ' . 4 t
" BuLA, CLOTILDE A.— Loc. oft. (8).
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Aplicando el esquema de TSCHEWERIKOFF a los resultados ob-
tenidos en las tablas que MirropoLsky llama de sumas, se tie-

nen los momentos binominales dobles By, .
Si en la férmula-que da un momento binomial doble en funcién

de los potenciales, cuya expresién general es:

X (Xn—1) (Xn—2) ... Xn—j + 1
Biy=Y an’n[ ( ) ( ) - ( it

m=jn=k ]'
Yo (Vom 1) (¥p—2) ... (Ya—h + 1)]<*> (17]
k! ' |

despejamos el momento potencial de orden j,k y sustituimos los
de orden inferior en funcién de los binomiales, obtenemos el si-
guiente repertorio (* *) de momentos potenciales dobles absolu-
tos, respecto de un origen arbitrario en funecién de los binomiales.

Mo = Buo
My = By
"Mn = By

M2 =2 By + By

My = Bu

Moy =2Bg+ B

M3, = 6 Bso + 6 Bao 4 Bro

My = 2By 4 By
Mgy =2Bp+ By - 18]
Mg =6 DBy 4 6B + Bu

Mio =24 Bso + 36 Byg -+ 14 Bsq + Byo
M; = 6Bu+ 6By -+ By

I

My = 4Bn+ 28y + 28, + By
My = 6By -+ 6By, + By
Moy = 24 Boy 4- 36 Bgz + 14 Bos + Ba

(*) En esto trabajo utilizaremos la siguiente notacién:
Para las frecuencias:

frecueneias experimentales absolutas

n
St
frecuencins experimentales relativag

2y
2
Para los atributos:
94N /" cuando estin referidos al origen natural
X, Y cuando estim referidos a un origen arbitrario
@,y cuando estin referidos a la media aritmétiea.:
(**) Los repertorios que figuran en este trabajo, comprenden solamente, las.
expresiones do los momentos que intervienen en el ecileulo. ’

frecuencias tebricas relativas.
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A los momentos absolutos del repertorio [18] se los transfor-
ma en relativos dividiéndolos por la poblacién N, pues por de-
finicién es:

M5
N

Decimos que un momento doble esti eentrado cuando su céleu-
lo se realiza después que el origen.de los atributos ha sido tras-
ladado a su valor medio aritmético. ]

Generalmente, la media aritmética de varias cantidades es un
nimero decimal y como con ello se dificulta la operatoria, nun-
ca, en la practica, se caleulan los momentos centrados directa-
mente pues, conoeidos los momentos brutos dobles relativos, es fa-
cil centrarlos aplicando la férmula general del centraje que ex- -
presa un momento bruto en funeién de los centrados y es:

Mj, e = Z Z Zmyn (T ?a)i (Yn + ?a)’;. (*) [20]

m 13

Mk = [191.

Desarrollando la doble sumatoria para los distintos valores que
toman 4 y k&, despejando el momento centracdo cde mayor orden y
expresando los de ovden inferior en funcién de los my,r, se tiene:

oo = 1
10 = 0
por = 0

tL2o = Mgg — 77'1;210
i1 = My — Mia Mo
oz = Moz — Moy :
Mao = Mgo — 3 Mag Mg + 2 My
o1 = Mg — Mao Mo1 — 2 mp mu 4 2 mio? ma
Uiz = TMyp — Moz Myg — 2 Moy My - 2 M2 Muo :
o3 = Moz — 3 Moz Mor + 2 My . ~[21]
o = Mao— 4 Mao Mmao + 6 map My 4 3 My
Ha1 = Mg — Mao Mo — 3 M310 Mor — 3 Moy Myo + 3 Mae Mo Mox +
. + 3 m¥p mu

oz = Moz — 2 Moy Mo + Mao MPur + 4 Mg Mo Muy — 3 MPyg Mgy —

— 2 M1p M1 + Mo Moz
“tas = Mg — Moz Mo — 3 M3o1 M1o — 3 Nys Mo + 3 Moz Mo Mo +- '
‘ . . + 8 my My
Boa = Mos — 4 Mgz Moy + 6 Mg My — 3 miy A

(*) Por X, o Tu designamos las medias aritméticas de los atributos X ¢ ¥,
quo es como los simbolizamos cuando estin referidos a un origen arbitrario.
(v. Bora Ororimor A., loe. eit. (8) § 2).
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Finalmente, hay que corrégir estos momentos, aplicdndose, para
ello, la férmula deducida extendiendo el método de Sheppard al
caso de dos variables (**) la que expresa un momento centrado en
funeién de los corregidos '

(e

a0 n=o (2m + .]_) (270 + 1) 22 m+n

U«'j..zm,k'_zn S [22]

Despejando, en el segundo miembro, el momento coiregido de
mayor orden, dando valores a § ¥y a k,'y expresando los momentos
corregidos de menor orden en funcién de los centrados, se obtiene,
el siguiente repertorio (¥):

u'aa = koo
W'io = pao
Wa = pa
[L'20 = U-zn"——l-
12
(Llu. = W11
u-'oz = 9«02*—*}—
12
'U«,so = 30
U«’21 =
(L'lz = {12
p-'na =_ {Los
wa’ = pao — —;—— ueo + —272(—)- [23]
U-';u = [hg1 ""‘—L fhy
4
1 1 1
u-'zz = ‘U«u —“1—2~ fheg — —1-—2~ oz + m*
Wy = pas— -—1—- Moz
4
o 1 7
oa = 9-04""—2—“9-02 +—2—E

(2) Boura, CroTinoe A., Loc. cit. (8). :
(x) Estas férmulas son las que resultan trabajando en una superficie de fre- -
cuencias, cuando, para el cdleulo de sus momentos dobles, suponemos cada una '
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Reemplazando estos valores en [2], [3] y [10], simplificando ¥
sustituyendo luego por las expresiones (111, [12], [13], [14], [15],
podemos escribir la formula [1] asi: : 4
$@y) ~o (@) o W) L+ Azy+BeTa (y) + CyTa () +

+DTe(z) To(y) + Ex Ts (y) + Fy Ts (x)]  [24]

donde es:

7

4 = [25] (r = qu)

Oy Oy

B = Q12— T\ BOL . ‘ ‘ , [26]

Oz Uu2 ((502 - (501 _ 1)
0=— 7V | [27]

) Og? Ufy ((320'_' (310_‘ 1)

D=2 I V8o — gi2 V Bro + 7 VBuo By — 1 28]
05* 0% (B2o— Bro— 1) (Boz — B —1)

\/Eu_((]os—\/@)-“@oz(@oz-—l)] Qzlgos—Bor (1 + Baz)] + 15[ Boz— Bar—1]
05.9° {gos( Br— Bor—1) — o5 [go5— Box (14 Boz) ]+ qoa [V Bor (05— Bor)—

—Boz (Bre—1)] 4+ qus[ \/ (501 (2Bo2—Bor) —gos]}  [29]

7‘ \/61?((150—\/(3_15 (320((320—1)] 921[950-* Bro(1+B20) ] +9s1[ Beo—B1o—1]
o0y {Qo0 (Bao— Bro—1) — oo [g50— Bro (1+ B20)]+ qao [ [V Bro (gso— Bio)—

— Bao (B20—1)] + goo [V Bro (2 Bro— Bro) —gso]}  [30]

i

‘ T, () = 2*— oy \/E:x — g2 [31]

de dichas frecuencias equivalentes al volumen de un prisma rectangular, los lados
de cuya base se igualan a la unidad.

Como ya se dijo, los momentos que tienen algin cero en los subfndices, coin-~

" ciden con los momentos simples de Ins réspectivas marginales y resultan cuando se

considera como curva de frecuencias al poligono de rectdngulos, o sea cuando
para el cdleculo de los momentos suponemos las frecuencins acumuladas en el
centro del intervalo, cuys amplitud se iguala a la unidad.

Otro serfa el resultado, si, en este caso, tomﬁsemos como curva de frecuencias:
el poligono de trapecios (**).

(**) Rissmr, R., et TraYNaRD, C. E. Les principes de la Statzsizque Mathémiatique,
p:ig 37, Parfs, 1933. .
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50—V Bro (1 — Beo)

Ta(x)=x"—cx. 5 ‘—310—1 +
\/E[qno-—\/ﬁ—l — B0 (520——1) \/(510(2 Beo—B10)—as0 [32]
320—310-——1 . o 320—310—-1
Tz(y)”‘J*"Uz/\/@mJ— a% ' ‘ . [33]

(_]05-——'\/ Bor (1— (502)

Boz — (501— 1

Ts(y) =y*—aqy ¥

\/5—0[1_705—\/(57 —Boz( (302—1) \/(501(2(502 Bor) — Qos [34]
T o BT

Una véZ hallados los valores numéricos de A,B,C,D,E,yFy
los de las expresiones [31], [32], [33] y [34] se sustituyen en la,

“férmula [24]. Haciendo variar « e y en todo su campo de existencia

obtenemos los valores tebricos que deseriben una superficie, también
tebrica, que se considera la ajustada de la e‘{penmental tomada
como base para estos caleulos. :

Damos a continuacién, ademés del coeficiente de relacién de co-
rrelacién, las expresiones analificas de las funciones signaléticas:
ecuaciones de las lineas de regresién, de sedasticidad, de simetria
parcial (elitica) y de normalidad parcial (kfirtica).

6. Las ectaciones de las lineas de regresién de y en z y de z en y
SOn. ‘

+ o -
f@y)ydy

— o0

Yo = g
f f(@,y) dy
+
[Ty o
:';U - 00

| Fwnas
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que, en virtud-de las sustituciones a que antes hicimos referencia,
pueden eseribirse asi:

Ys = o [Az + C To (2) + F T (2)] [35]

vy = o4 [Ady + B T2 (y) + B Ts )] ' [36]

7. Los coeficientes de relacién de correlacién, definidos segun
Karl Person, son:

S2
2 Vg
W = 1 ——;
%y
2 SZ_-,;”
Nzy == 1~ 2
0z

donde por 8%, ¥ Sz:y se designan las dispersiones complexiv_s cua-
-driticas respecto de las lineas de regresién, definidas asi:

40 ~+ —
Sty = / f (2,9) [y— vol? di dy = o7 — / 9 (x) (yz)*da
—o J —o0 A -0 }

+ o + 00 —
Sty = / f ) s — 2l de dy = o%— [ o (y) G)dy

oy J 00 —~ o

Resolviendo la integral simple y sustituyendo segiin las férmulas
[11}, [12], [18], [14] y [15] podemos eseribir los coeficientes de
relacién de eorrelacién asi:

R . )

el e

7121/1; = g% 0% {AZ + 0% (B2o— B0 — 1) C* +

+°_4.QG0(820"810—1) gs0[ Q5o-\lﬁzo(ﬁzo+1)+Q40[VE;(QEO—\/310) 1-gsol 610(2(320-@10)—(150]
T » (Beo—Bro—1) .
[37]

Wy = ol { A5 o B B 1) B

iy Qou(@or(501—1)-(105[(_705—\/-[5_0-(302+1)+QM [WBox( QOa-\/BM)] Qoa[\/@(zﬁoz—ﬁm)—%uEa}

602 - BDl m— 1
[38]
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8. Las ecuaciones sedésticas de yen'z'y de  en ¥ son los desvios
standard con respecto a la media de las funciones ligadas (*) y se
definen asi:

+m —
f (@ y) ly— yal*dy

czux,= — + oo
Sz, dy
+ 00 —
/f(w,y) [ — 3] de
crz“1/= — 4o
f(z,y)dz

Operando y sustituyendo como en el caso anterior, resulta:

!

_ ' _ o :
@, = Wee + o 2" — () +[Bz+D T, (x)l[u’or- . ——u’z"’]

W 02 W02

. [39]
= g0 - w20

0%, = w2 + 2y —— — ()" +[Cy + DT (y)] [P"m —— —u'”zo]
w20 ' TR

‘ [40}

. sy . . s A ! )
9. Las ecuaciones cliticas (de simetria parcial) son las siguien-
tes:

I = )

b2 (y)s

bl (@)
Ve @y wa'x (),

siendo

+w -
/ F@,y) [y: —yal* dy

P',Ic (y)=€ == Fo
Iz, ) dy
+ — '
/ F(z,9) [o — %) do
W (@)y = == ;

B
f'(x” y) dx

00

(*) Se llaman funciones ligadas a las distribuciones de los atributos y o de

. los atributes & que quedam cuando se ha fijado una % o una ¥, es decir, a las °
funciones que definen las curvas resultantes de seccionar la superficie con
planos paralelos 2l 99 o al # & respectivamente.



Operando y sustituyendo, como- en los casos anteriores, resuita:

. A
"os—3 ' 02“3“' U31/z+2“* Uz(yz)z]'i‘ [BI +DT2($)][P- 05 _____~_L1- (::: 2 LL 3 23 (/0a (' 02— 2 03— uz) y02]+E$ "‘_Az:
V Bl(y)z .
” H
: *lu 0t y.., -(yz)2+ [Bas+DTo (as)][u 04—‘; U": - wg‘z]}
E . -~ | W =
w'at ‘Ufo‘ [P-’m““3_#'“20—3P~'3o$y“2ﬂ-'20 (:uy)z] + [Cy+DT2 )] [ﬂ'su & :; z =z 20-—3 (' g0 20— 30‘-9- 20) Too ] +F?/ A::

Vi (@), =

” A
W10 . l-l',22 U]}
20 .

ﬁ LL 2u+$y (Iy)q + [C’y-l-DTz(y)][u 40— w20

Ajo ¥ Aoy son los menores complementarios de 2/ e ¥* en los determinantes [2] y [8], respectivamente.

10. Las ecuaciones karticas (de mormalidad parecial) son las siguientes:

b () —3 = e
R

By (2)y—3 = "‘L‘,:“(f)l‘——-ﬂ
. (% (2)y

—-‘ F‘z ——



Operando y sustituyendo, como en los casos anteriores, resulta:

4
Mﬂz(u)ﬂ )2(6902
uoz

7
X [u-'us —_ u'us &L’ua
02

‘”) + 6 (y=)? i,:: —3 @)+ [Bx + DTa ()] X
2 .

o o)(ym]

4
- L
,03 —~P-' 03 P-'o2> Yz + 6 (9'04—-
02 @0

— e —4 (u’us,—u’ 04 :t

+Ex [p. T e i '08) 41/ 05 (1 i3l 05+ 202t 04— 203t n2—11"%04) 4 Aoy 51]
B2(y):—3 = ) — ® oz 04— w30z — %08’ a ’- Acs 3
[u o+ 7 — @)+ [Bx + DT ()] (u o— s ufzn.z)]z -
LL 02 ’ LL 0@ ‘
w50 — 4 p'a , du's 050 )
a0 -+ Ty T im + (@) | 6 o — - + 6 (z,)° 0,_?,(a;,,) + [Cy + DT, ()] X
’ , ) o
% [U",sn s p‘"‘m — Waou'n—4 (U‘,50" a0 p‘,:m — 30 U"zn) zy +6 (u'm - X ) (z,) ]
ke P20 ) u 20
+Fy [p‘/,o oo (122008 50— 20@ s0— /301" 40) +"50 (1501 30 +1" 220" 50— %01 20— 40) 4 Ao p ]
’ Ty
Bo(x)y—3 = " a0 /a0 — /%20 — %50 ' . ’ — Aso 3
[U- 20 + a:,, —_ (:1:,,)2 + (Cy + DT, (y)] W gg — U~ 30 0’250 ] '
bz w20 i



§ 2. — APLICACION DEL METODO

1. Como antes se 'dijo, vamos a hacer aplicacién del método de
las funciones marginales a una superficie de frecuencias experi-
mentales ya estudiada por Karl Pearson, con su método de las 15
constantes (**). A dicha superficie la forman los datos correspon-
dientes a las alturas barométricas observadas, contemporineamen-
te, en Southampton y Laudale, que figuran en la Tabla I.

Para ajustar por el método de Pearson las marginales que, en la
tabla citada, figuran en la columna y fila encabezadas por la pa-
labra « Totales », necesitamos conocer los cuatro primeros momen-
tos de cada una de ellas, pues es, en funcién de estos momentos,
que se determina el criterio K (**) gque permite fijar el tipo de
curva de ajuste del repertorio de Pearson, que corresponde emplear.

2. Consideraremos primero la marginal de las 05
El criterio I, que debemos determinar se define asi:

c = (51 (@2 + 3)2 [41]
4(20—38—6)48—380)

7y es necesario en virtud de las férmulas [12], [13], [14] y [15],

el conocimiento de los momentos centrados y corregidos p';o cuya

expresién dimos en [4] . ’ ' .

Por tratarsede la marginal de las &4, deben sustituirse en esta
férmula [41], en lugar de B; y P2 los que nosotros hemos simbo-
lizado por PBio ¥ Pzo . ;

De los datos experimentales obtenémos los momentos brutos ab-
solutos, con origen arbitrario M;,, que, aplicando la férmula [19]
v las de los repertorios [21] y [23] transformamos en momentns
relativos, centrados y corregidos sucesivamente,

En este trabajo hemos procedido al cileulo directo de los mo-
mentos potenciales M;,, en vez de haber caleulado primero los bi-
- nomiales como explicAramos en nuestra publicacidn citada (*°).

‘Bl proceso seguido para obtener los ‘momentos potenciales brutos
con- origen arbitrario M, es el siguiente,

Dispusimos, en la primera 'columna de la Tabla II, los valores
que toma la variable Q5. Tomando como nuevo origen el que co-

,(18) PEARSON, KARL. — The Fifteen Constamt Bivariate IFrequency Swrface.
Rev. Biometrika, Vol. XVII, Parts. IIT and IV, December 1926, pig. 291.

(1t) BrpErTON W. PALIN. — Loc. cit. (¢) pig. 53.

(15) BuLa, CLoriLbE A, — Loc. cit, (8).
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Tasra I. — Alturas barométricas
— + & , Southampton. Altura
| 310 | 30.9 | 30.8 | 30.7 | 30.6 | 30.5 | 30.4 | 30.3 | 30.2 | 30.1°| 30.0 | 29.9 | Z
30.8 1 1 - - - - = =] - = - —
307 | — 1| — | 45| 4 3 16 — | — | — | — | —
30.6 —_ 1 3 | 775|'975| 85 | 85 | 225] 0.25] — | — | —
= 30.5 — 1 5 | 625 9.25|17 l15.75] 6.5 | 5.5 | 1.75] 0.5 |
3 30.4 — | — | 05 | 575117522 |24.75|39.75|19.75|12.25| 4.5 | — { |
~§ 30.3 — | — | — | 525|115 |155 |24.75|55 |50 [255 | 6 5
3] 30.2 — - =1 425[2175|24 |38.5 |555 |66 |82 125 | ¢
gl 301 — | — | — | — | 2 110.75|21.75|28.75|55.75|55.6 |46.75{26 |l
S| 800 | —| —| —| —| — |5 |11 |2625|4825/68 |58 |27.5 2
Bl 200 | — | — | — | — | — |4 |4 |19 [3175/5425/66.2557 |2
: 29.8 — = = = — | — |7 |13 |24.25|41.75|59.75(48 |3
é . 29.7 —_ =] = = =] =2 8 |12 |36 |41.25|47 |4
T 29.6 —_ | -] - — | — ]| —|05] 4 8.5 |16 |26.5. (47 :
& 205 | — | — | — | — | — ] —1]—11 3 |13 |18 |31\ |4
§ 294 | — | — | — | — | — | — | — — | 05|35 |1385 |17.25) 2
g 29.3 —_ = - = - =] =] -] =12 6 |13.25]1"
k] 20.2 e =] = = = = - -2 5.25| 5.25| i
<1 201 —_— | = = = =] =] | =] =11 0.25| 2.75] ¢
8 200 | — | — | — | =] = | -] —| =] =1 =11 — |«
“§ 28.9 _ ] = =] == - = =] - =] -
S 288 | — | —| —| —| == —=]=|=|=|-=-1-
l 28,7 el = = =] = = = e = - = -
286 | — | — | —m 1 — | — ] =7 — | —{ — | — | — | — 1
Xy 285 — = = = =] =] =] = = =] = -
28.4 —_— =] - =] =] = -l = = = =1 -
+ 28.3 —_—] - = = = - = - - = - —
28.2 _— ] = = = =] = = =] =] -] = -
281 | — | — | — | =] -l =] =] =] =] =] =] =
28.0 — === =] =] =] = = = - -
279 |'— | — | — | = | — | == = = = ==
Totales 1 4 4 130.5 |52.5 1107.5|140.5(237 |315 |395.5|382.5;389.5 |
Mowmentos:  Origen arbitrario Centrados -
‘ Mo.0 = 1 M0 = ' 1
Moy =  4,488360 - — 0.
Moz =  35,691650 gz = 15,546239
mos = 270,039083 o g =-— 28,812304
Moes = 2539,328200 wia = 771,660280
Mi.0 = 1,839151 M1.0 = 0
Maw = 14,028747 pao = 10,646271
Mao = 50,759069 pro = — 14,202115
My = 531,334702- peo =  408,308205
myy = 18,226214 U1 = 9,971435
My = 139,554585 prz = — 15,508600
Moy = 901,577002 pan = 401,502951
mis = 1303,925007 pra = 503,028761
ey ey A MY o o +414 Aad0nnrr
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tempordneas ‘e Southamplon y Laudale

29.6 | 29.5 | 29.4 | 29.3 29.2 29.1 | 29.0 | 28.9 | 28.8 | 28.7 | 28.6 | 28.5 | Totales

— = =] =1 1

— | - = - 36
—_ = = - 64
_ = = = 141
—_ = -] = 200
— | = — | =1 23
—_ ] = =] - 260.5
— | - | — | =] 2ms
— | — | — | =] 285
—_ = = = 277.5
—_ ] =] — | — | 245
—_ =] = | - 212
—_ = - - 192

875 1 05} 1
175 | 65 | 85 | 0.5
16 76 16 5
23.75(12.5 | 8 3
20 105 | 8 2.5

i

e~
l
|

At 1 T T e T T I Y O O O
l
I
I

18 |13.5 | 7.25| 5.25| 3 05 | 1 1 e R — 135
11,5 }10.6 | 7.75] b.75} 1 2 1 — —_ —— — 97.5
13 8 7 3 2 — |1 67.5
10 126 | 6 95 | 2 — 11 —_ e — 63
5.75] 3.75| 66 | 6 45 | 25 | 1.5 — — —_— — 38.5
295 b5 26 | 45 | 4 — | 2 1 —_ e — 24.5
— |1 25 | 2 16 | 05 { 056 | — —_— —_ —_ — 11
— |05 15| —| 151 |3 — —_f = = = 7.5
— 10511 — 11 —_ 1 — — —_ —_ — 4.5
—_— — —_— —_— -— 10 —_ e 1 — | — 1 2.5
- - - = —]05]| — | — el Bl 0.5
_— — — — — — |1 — — —_ — — 1
—_— = = = = =] — — ] = =11 1
1201 |150.5| 98.5]65 50 235 [16.5 | 7.5 3 — 11 2 2022
Corregidos i Reducidos
oo = 1
o = 0 :
woa = 15462006 - " Qoa = 1
wos =—  28,812394 qo.s = — 0,473852
plog = 763,916326 Jo.q = 3,194947
wos = 4387,205409 ) Qo5 = — 4,666167
poe = 73122,976365 gos =  19,777920
o = .0 ~
Wi = 10,562938 Q20 = 1
o a0 =—  14,202115 gs.0 = — 0,413691
2o = 403,014325 Guo = 3,612028
,u’s.o TS — 1922,684241 450 = — 5,302081
o0 = 34444739769 Qoo = 29,225975
2 = 9,071435 g1 = 0,780225
' = — . 15,598609 q1.z = — 0,310386
paa = 309,327186 Qan = 2,444855
wea = 500,5635902 Qs = 2,532831

ol i — e 11 Q1Q20QY7 P n ooraro
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rresponde a O = 29,8, 10 que implica el smmeute cambio de va-
riable:

obtuvimos los valores de la segunda columna. En la tercera figuran.

los valores de la marginal de las Q5 de la Tabla I. En las columnas
cuarta, quinta, sexta y séptima figuran los productos de 18s valo-
res de la tercer columna por las potencias sucesivas de la varlable
hasta la de cuarto grado. .

Las sumas de estas columnas nos dan los momentos M, . Divi-
diéndolos por la poblacién N = 2922, obtenemos los momentos re-
lativos my,, Aplicando las férmulas del repertorio [21] obtene-
mos los centrados Wy, y sometidos éstos, a las operaciones indica-
das en las férmmulas cdel repertorio [23] tenemos los corregidos
Wie que son los que necesitamos para reem-plazar en la férmula
[41] ya que, como vimos, era:

14
/%30

B = P
20

’
& 40

B = T
& ‘20

Sustituyendo pues en [41] estos valores, cuyas expresiones nu-
méricas figuran en la misma pagina que la Tabla IT(*) obtuvimos
el signiente resultado:

K = 0,188894.

Segfin la tabla de diseriminacién que trae Elderton (°), por
ser
0<K<«l1

es decir positivo y menor que la unidad, corresponde a;mstar esta
marginal con una curva Tipo IV de Pearson.

(*) Puede observarse que la €ltima columna de esta tabla la hemos destina-
do a las operaciones tendientes a efectuar el Control de CHARLIER (17) para
constatar si los valores numéricos de los cuatro momentos calculados, han sido
bien hallados. Il cuadrito al margen de lu Tabla indiea que, efectivamente,
estén bien.

(16) LrpErTON W. PALIN. — Loe. cit. (o) phg. 46.

(27) Qmaruimr, Q. V. L. —Gmmdzuge der Mathematische Stamstﬂa, Lund,

1920, (Hay traduceién espafiola del Dr. José Gonzfilez Galé. Bs., Aires, 1936).




Tapra I — Alturas barométricas en Southampton

& X i Xf X2 Xsf Xy | X+DY
31.0 12 1 12 144 1728 20736 28561
30.9 11 4 44 484 5324 58564 82044
30.8 10 4. 40 400 4000 40000 58564
30.7 9 . 30.5 274.5 2470.5 22234.5| 200110.5/ 305000
30.6 8 52.5 420 3360 26880 215040 | 3444525
30.5 7 k1075 752.5 5267.5 36872.5| 258107.5| 440320
30.4 6 140.5 843 . 5058 30348 182088 337340,5
30.3 5 237 1185 5925 29625 148125 307152
30.2 4 315 © 1260 5040, - 20160 80640 196875
30.1 3 395.5 1186.5 3550.5 10678.5 32035.5| 101248
30.0 2 . 382.5 765 1530 3060 6120 30982.5
29.9 1 339.5 339.5 339.5 339.5 339.5 5432
29.8 0 288 7122 0 191250 0 288
29.7 -1 201 — 201 201 |— 201 201 0
29.6 — 2 150.5 | — 301 602 |— 1204 | 2408 150.5
29.5 — 3 98,5 | — 295.5 886.5 | — 2650.5 7978.5 1576
29.4 — 4 65 — 260 1040 | — 4160 16640 5265 -
29.3 — 5 50 | — 250 1250 | — 6250° 81250 12800
29.2 - 6 23.5 | — 141 846 | — 5076 30456 14687.5
29.1 -7 155 | — 108.5 759.5 | — 5316.5 37215 5 20088
29,0 — 8 75 | — 60 480 |— 3840 30720 18007,5
28.9 - 9 7 — 63 567 |— 5103 45927 28672
28.8 —10 3 — 380 300 |— 3000 30000 19683
28.7 —11 0 - 0 0 |- 0 0 .0
28.6 —12 1 — 12 144 | — 1728 20736 14641
28.5 —13 2 — 26 338 | — 4304 " 57122 41472
2922 —1748 — 49932
25374 | 540992 X 148318 [X 1552560 |% 2416202

Momentos brutos Momentos Centrados

Mo = 1 poo = 1
mi = 1.839151 o = 0
Mmay = 14,028747 20 = 10.646271
may = 50.759069 uap = — 14.202115

T =531.334702 g = 408.308205

Momentos Corregidos

pe= 0
ppp= 10.562038
= — 14.202115

pg=  403.014326

2= 3.250067 Buw=  3.612027
Bu= 0171140  /Br= —0.413691
K = 0.188894

>0 . .
K{<1 .*. Tipo IV

Con 7003

Xif = 1.552.560
4X3f = 503.272
6 X2f = 245.952

4X f= 21496

f= 2922
2.416.202




— 30 —
"La ecuacién del tipo IV de Pearson, que debemos aplicar es:

2\ —m . "
‘y=y0<1+f’_‘>  —viga () [42]
a?- N

uyo origen esti tomado en el ‘punt‘oz—ia—-« despﬁés de la media
. m— )
aritmética. yo estd definido asi:

. GO0 1 —®y
yo=—§—‘/ T € 8r 12r [43]

2% (cos @)+l

«siendo N la poblacién.,
En la férmula [42] es:

¥ = T(T—"2)\/E [44] .
V16 (r — 1) — By (r — 2)? :

m=é——(r+2) [45]

El pardmetro r que figura en las expresiones de v y m, tiene esta
-significacion :

— 6 (62—“ 61— 1) ek 46
? 56— 3 66 (") 146]

En la férmula [43] las incégnitas son ® y @ ; se conoce la ex-
presién de

v

.de donde es facil hallar el valor de ® y los de cos & y cos® @; fi-
malmente es:

a= _‘i‘%\/m(r—-l)—-ﬂl(r—%? (%) [48]

3:’ - !
(*) La -notacién tg -5 significa arctg ‘:%"
Designamos por 2’ a la variable de cileulo para oste tipo de curva en que
va
T —
TrpErToN (v. BLDERTON, W. PALIN, loo. cit. (%), phg. 64).
(**) Recordemos nuevamente que B, y B, por tratarse de la marginal de

gl origen estf en el punto después de la media aritmética, siguiondo a

lag & corresponden a los que nosotros hemos simbolizado por Byy ¥ By -
(***) Vale la misma observacién de la nota snterior, extendida aqui también
para el W, quo figura en esta expresi6n y corresponde a nuestro K, .
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Con estos valores, una vez substituidos en la férmula [42], es-
tamos en condiciones de comenzar el ajustamiento de la marginal
de las .

Veamos, en primer término, las nuevas varnbles con que 108
obliga a operar el origen a que la expresién {42] estd referida.

Al calcular los momentos my, transformamos la escala natural
en otra llamada escala con origen arbitrario mediante el cambio
de variable

— (O —20.8) 10 [49]

es decir, trasladamos el origen al punto que eorre’spbnde al valor

- 29,8 de la variable primitiva. Al centrar los momentes my,, y te-
ner los y,o se efectud un nuevo cambio de origen, pues swndo la
media aritmética de la variable [49]

X, = 1,839151
al considerarla como origen resulté este nuevo cambio de variable:
x=X—X,

con lo que tuvimos la escala con origen en ld media aritmética. Fi-
nalmente al ser el valor de z que se toma como origen para la es-
cola de caleulo
va

e = §.254998

2m—2
resulta que, con respecto a la escala con origen en X, la nueva
variable que hemos. simbolizado por 2', queda definida por este otro
cambio de variable

2’ = x— 6,254998

Para que sea mas facil darse cuenta de estos sucesivos cambios
de variable, a continuacién, anotamos las cuatro escalas para al-
gunos valores de la misma. .
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Escala natural orig:l:};:uul.:b?; -I:u'io f:(;:'l;«::nl:;; lel Lscala de' chlculo
‘%‘ . . x
30,7 9 7,160849 0,905851

: 6,254998 0

30,6 8 6,160849 — 0,094149
30,5 7 5,160849 — 1,004149
30,4 6 4,160849 — 2,094149
30,3 5 3,160849 — 3.094149
30,2 4 © 2,160849 — 4,094149
30,1 3 1,160849. . — 5,094149
30,0 2 0,160849 — 6,094149
29,983915 1,839151 0 —  6,254998
29,9 . _ 1 - 0,839151 — 7,094149-
29,8 S0 — 1,839151 — 8,004149
29,7 —1 -— 2,839151 — 9,004149
29,6 —2 — 3,839151 — 10,094149
29,56 | —3 - —'4,389151 — 11,094149
29,4 ) — 4 — 5,389151 — 12,094149

Los valores de la tltima columna son los que deben tomarse co-
mo los correspondientes a la variable de céleulo.
Siendo la férmula [42] una exponencial operamos con su loga-

ritmo y resulta:

~

lgy = lgyul—mlg (1+i:;)—-vtg—1%lg ¢ 4 [60]
a’ .

- LN
A su vez, para calcular lgy, debemos aplicar logaritmos a la
expresion [43] lo cual nos da

lgyo=1gN—lga+ ——l-lg<-f~> +
2 2T

3r 127

.
(eos @ 1—cI)v)lge-——(T-i-1)'1g,(005‘1’) (511

Para que puedan seguirse mejor y méas fécilmente los pasds del
caleulo de lg ¢, los detallamos en la tabla III, previa la obtencién
de los valores de v, r, tg® y a por sustitucién de los datos cono-
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cidos en las férmulas [44], [46], [47] y [48] respectivamente, re-

sultando

v = 9,045420
7 = 20,608811
tgd = 0,482581
@ = 12,961551

De tg® = 0,482581 resulta
D = 25° 45 40"

y convirtiendo los grados e rmedfla ecircular obtenemos

® = 0,449616

Conoeidos estos valores de @, caleulamos

cos & = 0,900617
lg cos® = 1,954539

Con lo cual se tienen los Valores de todos los parfmetros que
deben ser sustitnidos em la [51], resultando

lgye = 1,655257

. Nos falta caleular el valor de m para poder operar en la fér-
mula [50]. Sustituyendo en la [45] los valores conocidos tene-

mos que es: »
m = 11,304406

~ Realizamos, como lo sugiere Elderton, las operaciones indicadas
“en [50], en una tabla que distinguimos por Tabla IV. En la l-
tima columna anotamos los antilogaritmos de los valores dados en
Ja pentltima, con lo que tenemos los valores ajustados de la mar-
ginal de las Q5 que desedbamos hallar.
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TasLa III

Cdlculo de yy

a = 12,961551
lga = 1,112657
r = 20,608811
lgr = 1,314053
= 3,141593
2« = 6,283186
V2x = 2,506628
L= 0398942
A2
1 —
lg —— = 1,600910
& V2« ‘
. tgd = 0,482581
lgtg® = 1,683571
lg cos® = 1,954539
cos @ 0,900617
cos® @ _ 0811111 0.013119
3r 61,826433
—!_ —1 -l __ 004044
127 12 X 20,608811  247,305732
25° = 0,436332
® =4 45 = 0,013090
40" = 0,000194
® = 0,449616
lge = 0,434295 - _
—® v = — (0,449616 X 9,945420) = — 4,471620
r 41 = 21,608811

colog (cos P)r+t

= — (r + 1) lg (cos P) =
= —21,608811 X T,054539 = 0,982358



lg 2922 = 3,465680
colog @ = 2,887343
Llgr = 0,657027

1 - )
g V 2 = ?
2
c'® _ 0013119
3r _
— = — 0,004044
127
—®y =—4471620
lgio e X {— 4,462545) _
G ey — = 2,061939
— 1,938061 |
colog (cos @)™+ = 0,982358

lg yo = 1,655257

Los valores empiricos y teéricos figuran en el gréfico n* 1 don-
" de puede apreciarse la fidelidad del ajustamiento que se obtiene
con el método de Pearson. .

Aungue la curva Tipo IV de Pearson es asintética en ambos sen-
tidlos, y, por tanto, “estd definida en intervalo infinito,” para el
cileulo lo hemos limitado, tomando como extremos del mismo los va--
lores 31,4 y 27,7 que corresponden respectivamente a -7,905851 3
-29,094149 de la Tabla IV cuanco el origen se toma en el punto

va ' ‘
2m—2
siderado al valernos de la expresién [42].

Este mismo intervalo es el que tomaremos para el caleulo de la
‘guperficie. ~

después de la media aritmética, que es el que hemos con-
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Ta:

6y

@)

©

=

! ! ! !
Y z 142 1g(1+32i g = T
a - a a a en grados |
7.905851 0.609946 1.372034 0.137365 1.785202 31° 22" 51"
6.905851 0.532795 1.283871 0.108521 1.726560 28° 2’ 54'
5.905851 0.455644 1.207611 0.081927 1658626 24° 29 45°
4.905851 0.378493 1.143257 0.058144 1.578058 20° 43" 52/
3.905851 0.301341 1.090806 0.037747 1479005 16° 46’ 4/
2.905851 0.224190 1050261 0.021297 1.350616 12° 38’ 10
1.905851 0.147039 1021620 0.009289 1.167432 8° 21/ 24"}
0.905851 0.069888 1.004884 0.002116 2.844403 '3° 59 22}
— 0.094149 — 0.007264 1.000053 - 0.000023 3.861176 — 0°24' 58"
— 1.094149 — 0.084415 1,007126 0.003084 2.926420 — 4°49' 30"}
— 2.094149 | —0.161566 1026104 0.011192 1.208350 — 9010’ 39"}
— 3,004149 ~—0.238718 1.056086 0.024069- 1.377885 —13°25' 84/
— 4004149 —0.315869 1.099773 0.041303 1.409422 — 17° 31" 85"
— 5.004149 —0.393020 1.154465 0.062381 T.504415 | —21°27'21"
— 6.094149 — 0.470171 1221061 0.086737 1.672256 —25° 10’ 54
— 7.094149 —0.547323 1.299562 0.113797 1.738243 —28°41'34" |
— 8004149 — 0.624474 1.389968 0.143005 1.795514 —31°59" 1"}
— 9.094149 —0.701625 1.492278 0.173850 1.846105 —35° 316"
—10.094149 —0.778776 1.606492 0.205879 1.891413 —37° 547487 |
— 11.004149 —0.855928 1.732613 0.238701 1.932437 —40° 337 40" |
— 12.094149 —0.933079 . 1870636 0.271989 1.969918 —43° 1 27
— 13.094149 — 1.010230 2.020565 0.305473 0.004420 —45°17' 29" |
— 14.094149 —1.087381 2.182397 '0.338933 0.036381 —47° 23" 49" ||
— 15.094149 — 1.164533 2.356137 0.372201 0.066152 —49° 20’ 48" ||
—16.094149 — 1.241684 2.541779 0.405137 0.094011 —51° 912 |}
— 17.094149 —1.318835 2.739326 0.437644 0.120191 — 52° 497 44 )|
—18.094149 |  —1.395986 2.948777 0.469642 0.144881 —54°23 4" |
—19.004140 | -—1.473138 3.170136 0.501078 0.168243 —55° 497 49" ||
~—20,094149 — 1.550289 3.403396 0.531913 0.190413 | —57°10' 34"
—21.004149 — 1.627440 3.648561 0.562122 0.211505 — 58° 25/ 517
~— 22,094149 — 1.704591 3.905630 0.581691 0.231620 —59°36" 7"
— 23.094149 —1.781743 4174608 0.620615 0,250845 — 60° 41/ 48"
— 24.094149 — 1.858894 4.455487 0.648898 0.269255 — 61° 43" 18"
—25.094149 —1,936045 4.748270 0.676536 0.286915 — 62° 40’ 58"
— 26.004149 —2.013196 5.052958 0.703545 0.303886 — 63° 35' 7"
— 27.094149 —2.090348 5.369555 0.729937 0.320219 —64°26' 2"
— 28.004149 —2.167499 5.698052 0.755726 0.335959 —65° 14! 0"
—20,004149 - |~ — 2.244650 6.038454 0.780926 0.351149

— 65° 597 12"
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9

Py

-]

®

col (7). (—l;vlgxo e)

@)

(10y

g 3o + col (8) +

(11)
antilog (10) =

t —

med% c'ir:ular ool @) col (9) =¢a (¢} (*)
0.547699 — 2,365641 — 1.552830 — 2.263214 0.005
0.489536 — 2.114422 — 1.226765 — 1.685930 0.021
0.427533 — 1.846616 —0.926136 — 1.117495 0.076
0.361826 — 1.562812 . —0.657283 — 0.564838 . 0.272
0.292653 — 1.264037 — 0.426707 — 0.035487 0.922
0.220542 —0.952573 —0.240750 4+ 0.461934 2.897
0.145861 — 0.630008 — 0.105007 0.920242 8.322
'0.069629 — 0.300744 —0.024485 1.330028 21.381
— 0.007263 0.031371 -—0.000260 1.686368 48,570
-—0.084211 0.363727 —0.034863 1.984121 . 96.410
—0.160178 0.691847 -—0.126519 2.220585 166.182
—0.234330 1.012127 —0.272086 2.395208 248.484
—0.305893 1.321224 — 0.466906 2.500575 323.279
— 0.374475 1.617446 — 0.705180 2.567523 369.429

— 0.439503 1.808317 — 0.980510 2.573064 '374.168
— 0.500783 2.163000 —1.286407 2.531850 340.201
— 0.558219 2.411080 —1.616587 - 2.449750 281.676
—0.611816 2.642578 . —1.965271 2.332564 215.062
—0.661688 2.857987. — 2327340 2.185904 . 153.424
— 0.707925 3.057695 —92.698373 . . 2.014579 103.414
—0.750792 3.242848 — 3.074674 1.823431 66.599

—0.790484 3.414287 —3.453191 1.616353 41.338 -
—0.827233 3.573015 — 3.831436 1.396836 24.936
—0.861262 3.719994 — 4207511 1.167740 14,714
—0.,892794 3.856188 — 4.579833 i 0.931612: 8.543
— 0,922038 3.982500 — 4.947305 : 0.690452 4.902
— 0.949188 4,099767 — 5.309024 0.446000 - 2.793
—0.974422 4,208759 — 5.664389 - 0.199627 1.584
“~0.997911° 4310213 — 6.012961 - 0.047491 0.896
—1.010811 4.404804 — 6.354455 — 0.294394 0.508
— 1,040250 4.493085 — 6.575671 — 0.427329 0.374
-—1.059357 4.575613 —17.015684 — 0.784814 0.164
— 1,077246 4.652880 — 7.335406 — 1.027269 0.094
—1.094021 1 4.725335 —7.647838 . —1.267246 0.054

—1.100772 4.793367 — 7.953158 — 1.504534 0.031 .

" — 1124584 4.857344 — 8.251504 —1.738903 0.018 .
—1.138536 4.917606 — 8.543034 —1.970171 0.013
—1.151685 -4.,974399 , — 8.827905 —2.198249 0.006
2921.852

(*) por @, (a’) designamos la marginal O ajustada para las frecuencias ab-
golutas, con el origen indieado para la eseala de eileulo, por tamto, giendo N

' b
la poblacién, es decir KN = _/.(Pa (+') dz’ se tendrs que ¢ (z') =
. ‘ a

+

a (')

N
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Gréfico 1.

* Este.ajustamiento se ha hecho por el método de Pearson.
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3. Para dejar preparados todos los elementos que provienen de
esta marginal y que luego se utilizaran en el cileulo de la superfi-
cie veremos ahora, edmo se hallan los momentos W5 ¥ Woo asi co-
mo los momentos reducidos Q40 -

Hemos dicho (§ 1, n® 4) que a estos dos momentos los caleula-
riamos aplicando la férmula [6] para lo cual debiamos conocer
los valores de by, by ¥ b2 que se expresan asi:

By = — w2 (482 — 3 B) [52]”

2(5(32—6(5'1"“9) .

o V“‘,z m(62~3) 53 EQY

b= S BR—66—D) B
28,—301—6

by = — 54
’ 2(58—66—9) [1];

donde reemplazando los pardmetros por sus valores caleculados
tenemos

by = — 9,161325
b, = 0,553324 ' .
by = — 0,044231

Sustituyendo en [6] resulta

(.L'r,o = - 1922,684241
weo =  34444,739767

Finalmente por aplicacién de la [11] que da los momentos re-
ducidos, considerando que, en este caso, es k= 0, 0 sea

!
Wi,0 -

i0 = ;
Og

se obtuvieron los valores de gj,0 que figuran al pie de li Tabla
I y en’'la dltima columna.. .

4, Para el ajustamiento de la marginal de las /" debemos seguir

hasta determinar el criterio K, un procedimiento paralelo al an-
terior. En la Tabla V figura la marcha de las operaciones rea-

(™ Bi~DBio ; BB ; we~ pla.

]




Tavra V. — Alturas ‘baromébiricas en Laudale

9 Y 5 Yf Y Y3 TS (Y 4144

- Momentos Brutos Momenlos Centrados
30.8 14 2. 28 392 5488 76832 - 101250 meo = 1 Copw= 1
30.7 13 14 | 182 2366 30758 399854 537824 Mg = 4488360 o = 0
'30.6 12 36 432 5184 62208 746496 1028196 My = 35.691650  pgo = 15.546239
30.5 1 64 704 7744 85184 937024 1327104 Mes = 270.930083  pes =— 28.812304 -
30.4 © 10 141 1410 14100 141000 1410000 2064381 Moy =2530.328200 pog = 771.660280
30.3 .9 200 1800 16200 | 145800 1312200 2000300 :
302 8 263 2104 16832 | 134656 1077248 | 1725543 Momentos Corregidos
30.1 7 260.5 1823.5 | 12764.5| 80351.5| 625460.5| 1067008 ~
30.0 6 277.5 | 1665 9990 59940 359640 666277.5 Ky = 0
29.9 5 283.5 1417.5 7087.5| 35437.5|  177187.5 367416 fe = 15.462008
20.8 4 277.5 1110 4440 17760 71040 |. 1734375 ' 02 T
29.7 3 245 735 |, 2205 6615 19845 62720 Hog = — 28.812394
29.6 2 212 494 848 1696 3392 17172 #84 = 763.916326
29.5 1 192 S192 | 192 192 192 3072 o |
29.4 0 135 14027 0 | .816086 0 135 Vi'er = 3.932200 Bu= 0224536 %
29.3 — 1 97.5 | — . 97.5 97.5| — 975 97.5 "0 - _ [
29.2 — 2 67.5 | — 135 270 |— 540 | . 1080 67.5 Por = B19496 b — — 0.473852
201 | —'3 63 —~ 189 567 | — 1701 5103 © 1008 K = —0.626703
29.0 —-4 385 | — 154 616 | — 2464 9856 3118.5 A
28.9 — 5 2.5 | — 1225 612.5| — 3062.5 15312.5 6272 | - E <0 Tipo I
28.8 -6 | 11 — 66 396 |— 2376 14256 6875 :
28.7 -7 75 | — 525 367.5| — 2572.5 18007.5 9720 ‘ : . -
28.6 -~ 8 45 | — 36 | 288 |— 2304 18432 10804.5
28.5 — 9" 0 |— o 0 |— o 0 S0
28.4 —10 25 | — 25 250 |— 2500 25000 | 164025
28.3 —11 05 | — 55 60.5| — 665.5 7320.5|. 5000 * Control .+
28.2 —12 0 — 0 0 |— o 0 0
28.1 —13 0 |— o0 0 |= 0 0 0 Yaf = 7419917
28.0 —14 1 | — 14 196 |— 2744 38416 28561 4V — 3166736
27.9 —15 1 |— 15 225 |— 3375 50625 | 38416 6 V2f = 625745

2922 | — 912 — 24402 SR ' 4Yf= 52460

© | B85 (2104201 |B7o168¢ [B7.419.017 [S11.267.781 f=_ 2922
: — I 11.267.781
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lizadas y el control de Charlier respectivo habiendo considerado
como origen arbitrario Q/ = 29.4. - ‘

Los momentos brutos absolutos My, fueron divididos por la. po-
blacién N, luego centrados (repertorio [21]) y finalmente corregi-
dos aplicando las férmulas del repertorio [23]. Con los momen-
tos corregidos se calcularon Po; y Poz que sustituidos en la expre--
sion [41] permitiendo calcular el valor de K resultando

K = —0,626703

Por ser K < 0, corresponde ajustar esta marginal con una cur-
va Tipo I de Pearson, segin la tabla de disecriminacién antes ci-
tada que trae Elderton ('¢).

La ecuacién Tipo I de Pearson -es:

y y e E
z=2,|1 4 = 1 — = [513)
v 1’[ Al] [ Az] 1551

cuyo origen estd referido a la media aritmética.
Anotamos en la tabla a continuacién, como resultan algunos va-
lores de este atributo, referidos a los distintos origenes que hemos

menecionado :

Eseala nntural Escaln con origen Escala con origen
; arbitrario en lo Ygu.= 4,488360
9 ‘ Y = (9~29,4) 10 V=Y —Y,
30,3 9 — 4,511640
30,2 8 3,511640
30,1 7 9,511640
30,0 6 1,511640
29,9 _ 5 0,511640
29,848836 4,488360 0
* 29,8 4 — 0,488360
29,7 3 — 1,488360
29,6 2 — 2,488360
29,5 1 — 3,488360
29.4 0 — 4,488360
T o929,3 —1 — 5,488360
-20,2 —2 — 6,488360

En'la férmul@ [55] es

- N (my + 1)m (mg 4 1)ma T (my +ma + 2) [56]
A+ 4y (my 4 mg + 2ymtme s T(mg+ 1) ' (me +1)

N es la poblacién; A; y A son los valores absolutos de las dos

raices de la ecuacién formada por el denominador, igualado a ce-

1o, del segunco miembro de la ecuacién diferencial [7], cuyas rai-

" ces se definen, por tanto, asi:

e

—bli’\/blz—"‘lbnbz .
57
50 [57]

(18) ELDERTON W. PALIN. — Loo, eit. (8).
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Ay y Ap som, por ianto, los valores absolutos de los extremos
del intervalo en que la curva Tipo I estd definida. Dicho tipo de
curva es mmpaniforme Yy a extremos nulos.

my; Yy M son parimetros expresados en funecién de Ay y A res-

‘pectivamente, por las férmulas -

S T ol ’ 58]
by (A1 + A») : ’ .
= [59]
by (A1 + Az)

Las constantes a, by, b1 y bs que figuran en [57], [58] y [59]
son las mismas de la ecuacién diferencial [7] por lo cual se cal-
culan mediante las expresiones [52], [53] y. [54], como lo hicié--

ramos para el caso de la marginal de'las (5, recordando que .es
A ' A == bl

Sustituyendo, en esas tres tltimas férmulas, los valores de oz

¥ Bor ¥ Poz, dados en la Tabla V, es:

a = — 1,025603 )
by = — 16,632269 \
b = 12025603 : (601
by = 0,025208 J
Reemplazando en [51] resulta que, las dos raices son:
‘ g = 12,423496 '
e = — 53,109112

por tanto
lyi] = A, = 12,423496
|y2) = Ay = 53,109112
Estamos ahora, en condiciones. de caleular my y ms ; sustituyen-
do en [58] y [59], es '
my = 6,899677
32,770269

Mg
Elderton trae un sencillo control para estos dos valores, Susti-
tuidos en las expresiones
m 41
,Al
me + 1
A
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ambas debén conduecir al mismo resultado. En nuestro caso el chl-

culo es eorrecto, puesto que, de ambas sustituciones, resulta el va-
lor 0,635866.
Para calcular las funciones

'mi+me+2)=T (41,669946)
' (my + 1) = I' (7,899677)
[ (my + 1) = I'(38,770269)

que figuran en [56] aplicamos la conocida férmula de recurrencia
| T(n)=(—1THr—1)®

que permite descomponer dichas funciones I' en el producto de
factores numéricos por una fltima funcién I', de un nimero com-
prendido entre 7 y 2, las que estin tabuladas.

Conocidos los valores de los parimetros que figuran en la for-
mula [66] la caleulamos aplicando logaritmos. Los pasos seguidos
figuran, en detalle, en la Tabla VI. Los logaritmos de la funcidn
I' fueron tomados de la tabla XXXI de la 1* parte, 8* ed. phg.
58 de las « Tables for. Statisticians and Biometricians» editada
por Karl Pearson.

De estos calculos se obtuvo el va101

lg z, = 2,461922
‘Aliora, estamos eri condicién de calenlar la [565]. Por ser una
e:;ponencial, aplicamos logaritmos y se tiene:
e LT Y X Y
lgz=lga,+ mlg{l 4+ )+ mlg|l——— [61]
. . ’ A1 Az

Las operaciones que fueron necesarias para valorizar esta 1l-
tima férmula estin dispuestas y realizadas en la Tabla VII don-

de pueden seguirse fieil y comodamente. La fltima columna la

destinamos a los antilogaritmos de-los lg = dados en la pentltima,
.eon lo cual tenemos los valores ajustados de la marginal de las Q.

La experiencia comprende un intervalo que va desde 27,9 hasta
- 30,8. Lia curva tebrica, siendo del Tipo I, tiene sus extremos nulos

.y estan dados, como ya se ha dieho, por las rajfces de la ecuacién

formada por el denominador del segundo miembro, de la ecuacién

(*) La funcién T' es ln integral eulerinna de segunda especie definidn asf:

T (n) = f Om e ? g™ ldg
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diferencial [7], igualado a cevo, siendo dichas raices — 53,109112 y -
12,423496, la funcién tedrica queda definida, operanco con el origen
en la media aritmética, en el intervalo (— 53,109112 ; 12,423496)
o haciéndolo con el origen natural, en el intervalo (24,6; 31,0) que,’
' como se ve, amplia algo el intervalo experimental. ‘ ‘

El grifico n® 2 muestra, nuevamente, la fidelidad que se obtie-
ne ajustando con el método de Pearson.

L4

TaBra VI

e N mtlmimtm Comtmt2)
* T A+ Ay)  (mytme F 2ymtm D (g 1) T img + 1)

2922  7.8996770800077 33 7702693270200 T'41,669946
65,532608 - 41,66994630.000048 '7,899677 . T'33,770269
por ser: o

lg 7,899677 = 0,897609
lg 32,770269 = 1,528535
lg 41,669946 = 1,619823

resulta ‘ .
lg 2922 =  3,465680

6,899677 lg 7,899677 =  6,193212
32,770269 lg 33,770269 = 50,090503
lg 40,669946!= 49,035025
lg 1,669946 = 1,955826

108,740246

lg 65,532608 1,816457

39,669946 lg 41,669946 = 64,258289
lg 6,809677!= 3,631883

lg 1,899677 = 1,983019

1g 32,770269!= 36,623085

lg 1,770260 = 1,965591

106,278324

lg z, = 2,461922
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Tad

(@)

Yy y/ A1 1 —y/4, lg (1 —y/Ay) |milg (1 —y/Ay) y/ Az
11.511640 0.926602 0.073398 '2.865684 C—7.826414 0.21675¢ |1
10.511640 0.846109 0.153891 1.187212 — 5.607975 0.197925" .

9.511640 0.765617 0.234383: 1.369926 - 4.,347307 0.179096 |
8.511640 0.685124 0.314876 1.498140 — 3.462672 0.160267
7.511640 0.604631 0.395369 1.597002 — 2.780556 0.141438
6.511640 0.524139 0.475861 T.677480 — 2.225284 0.122609 ||
5.511640 0.443646 0.556354 1745351 — 1.756996 0.103779
4,511640 - 0.363153 0.636847 1.804035 — 1.352095 0.084950
3.511640 0.282661 0.717339 1.855724 - 0.995458 "0.066121 :
2.511640 0.202168 0.797832 1901911 — 0;\676782 - .0.047292.
1.511640 0.121676 0.878324 T1.943654 — (.388769 0.028463
0511640 0.041183 0.958817 1.981736 — 0.126016 ~0.009634 ||

— (.488360 - 0.039309 1.039309 0.016745 0.115528 —0.009195 |

- 1.488360 —0.119802 1.119802 0.049141 - 0.339057 — 0.028025 || |:

— 2.488360 - 0.200295 1.200295 0.079288 0.547062 — 0.046854

— 3.488360 - 0280787 1.280787 0.107476 0.741549 — 0.065683 )i |

— 4.488360 — 0.361280 1.361280 0.133947 0.924191 — 0.084512

— 5:488360 - 0,441773 1.441773 0.158896 1.096331 —0,103341 ‘|

— 6.488360 — 0.522265 1.522265 0.182490 1.259122 —0.12217)

— 7.488360 — 0.602758 1.602758 0.204867 1.413516 — 0.140999 |

— 8.488360 — 0.683251 1.683251 . 0.226149 1.560355 — 0.159829

— 9.488360 — 0.763743 1.763743 0.246435 1.700322 - 0,178658 |

~-10.488360 — 0.844236 1.844236 0.265816 1.834044 — 0.197487

— 11.488360 — 0.924728 1.924728 0.284369 1.962054 — 0.216316

— 12.488360 — 1.005221 2.005221 0.302162 2.084820 —0.235145

— 13.488360 —1.085714 2.085714 0.319254 2.202749 — 0.253975

— 14.488360 ~— 1,166207 2.166207 0.335700 2.316221 —0.272804

— 15.488360 — 1.246699 2.246699 0.351544 2.425540 - 0.291633

— 16.488360 — 1.327192 2.327192 0.364832 2.531022 — 0.310462

—17.488360 — 1.407685 2.407685 0.381599 2.632909 —0.329291

— 18.488360 - 1.488177 2.488177 0.395881 2.731451 —0.348120

— 19.488360 — 1.568669 2.568669 0.409707 2.826852 — 0.366950

— 20.488360 — 1.649162 2.649162 0.423108 2.919308 —0.385779 !

— 21.488360 — 1729655 2.729655 0.436107 3.008997 — 0.404608

— 22.488360 — 1.810148 2.810148 . ,0;448729 3.096085

—.0.423437
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Vi
(b) : :
lg y = antilog y =
14 y/As Ig (1 4 y/45) melg (L +y/44) =lgy, +(a)+®) = pg (M
1.216754 0.085302 2.792125 3.427633 0.003
1.197925 0.078430 2.570172 T.424119 0.266
1.179096 0.071549 2.386008 0.500618 .8.166
1.160267 0.064558 2.115588 . 1.114833 13.027
- 1.141438 0.057452 1.882717 1.564083 36.651
1.122609 0.050229 1.646017 1.882655 76.323
1.103779 0.042882 1.405254 2.110180 128,883
1.084950 0.085410 1.160395 2.270222 186.304
'1.066121 0.027807 0.911243 2.377707 238.620
1.047202 0.020068 0.657634 2.442774 277.189
1.028463 0.012188 0.399404 * 2.472557 206.864
" 1.009634 0.004164 0.136455 2.472361 296.730
0.990805 1.995088 —0.131474 2.445976 279.239
,0.971975 1.987655 — 0.404549 2,396430 249.132
~0.953146 T1.979159 —0.682965 2.326019 211.845
. 0.934317 1.970494 —0.966919 2.236552 172.408
7.0,915488 1.961652 " — 1.256764 2.129439 134.722
0.896659 1.952627 — 1.552426 2,005827 101.351
0.877830 T1.943411 —1.854436 1.866608 73.554
-0.859001 1.933994 —2.163067 1.712371 51.567
0.840171 - 1.924368 — 2.478480 1.543797 34.978
0.821342 . T.014524 —2.801071 1.361173 22.971
0.802513 1.004452 .—3.131133 1.164833 14.616
0.783684 1.894141 — 3.469027 0.954949 9.016
0.764855 - 1.883579 ~— 8.815147 0.731595 5.390
0.746025 1.872753 — 4.169885 0.494786 3.125
0.727196 1.861652 - — 4.533700 0.244443 1.756)
0.708367 1.850259 — 4,907052 T1.980410 0.956
0.689538 1.838558 — 5.200496 T1.702448 0.504
0.670709 1.826534 — 5.684526 1.410305 0.257
0.651880 .1.814168 — 6.089763 1.103610 0.127
0.633050 .1.801438 — 6.506396 2.781878 0.061
0.614221 1788325 — 6.936645 D.444585 0.028
0.595392 1.774803 — 7.379764 2.001155 0.012
-0.576563 . 1.760846 —7.837141 "3.720866 0.005
2921.643

(*) Aunque para el chleulo do la superficie homos debido utilizar hasta el
valor de ¢, (y) correspondiente a y = - 52,488360, en esta tabla nos limitamos
a anotar solamente aquellos e (¥) que tienen eifra significativa para las milési-

mas.

Por e, (¥) .designarnws la marginal 9 ajustada para las frecuencias absolutas

con’ origen en la media aritmética, por tanto, siendo N la poblaci6n, es decir

' b
= [ p, ) dy setendrique () =
a .

N

[ (:’/)._
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5. Por la férmula [6] caleulamos los momentos Wo; y Wes. Co-
mo ya tenemos calculados los momentos de orden inferior y los
pardmetros bg, b1 y be, también estdn valorizados segin [60],
. sustituyendo, resulta
wos = — 4387,205409
73122,976365

I

I4
Moo .
N

Finalmente, reemplazando -estos valores en la expresién

4
o,k

Qoyi = "

Oy
tenemos los momentos reducidos ¢, que figuran, como los ante-
riores, en la Gltima columna al pie de la Tabla I, y que necesn;a—
remos para el calculo de la superficie.’

6. Para el caleulo de la superficie se parte de la hipdtesis de
que la funcién f(z, y) cumple las COlldlClOlleS de una tuncmn de -
probabilidad, es decir que

/ fy dedy =1

Por tanto, debemos reducir los valores ajustados de las marginé—
les, que son absolutos, a relativos. HEsta transformacién puede se-
guirse en las tablas VIII y IX donde se dan, en definitiva, los
valores de @ (z) ¥y ¢ (¥) que intervendrén en la férmula [24]
que se aplicard para el cileulo de la superficie.

En el cileulo de las constantes A, B, C, D, E y I intervienen los
momentos dobles de la superficie experimental. Aquellos en que uno
de los subindices es cero ya fueron obtenidos de las marginales ; res-
ta ahora hallar los de pjx donde sea, a la vez, j5=0, k=<0.

Los que tenemos que caleular son iy, Mei, Wiz, Ms1, Moo ¥ Mus
puesto que, en el desarrollo considerads, sélo intervienen momen-
tos dobles de orden j,k para j -k <4.

7. Para el cilculo de dichos momentos dobles, hemos seguido el
método de Mitropolsky (*°) explicado detalladamente en un tra-
bajo nuestro ya citado (*°).

(19) MITROPOLSEY, A. M.— Loc. cit. (11).
(20) Bura, CLomipk A, — Loe¢. cit. (8).
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Tapra VIII. — Marginal de las Of

Frecuencias ab-

Frecuencias ab-

& solutns experi- | solutns tericas | 72 @) _ o (&)
mentales 0q (1) N :
31.4 — 0.005 0.000002
31.3° — 0.021 0.000007
31.2 — 0.076 0.000026
31.1 — 0.272 0.000093
31.0 1 0.922 0.000316
30.9 4 2.897 0.000991
30.8 4 8.322 0.002848
307 . 30.5 21.381 0.007318
30.6 52.5 48.570 0.016623
30.5 107.5 96.410 0.032996
30.4 140.5 166.182 0.056876
30.3 237 248.484 0.085043
30.2 315 323.279 0.110642
30.1 395.5 ~360.429 0.126437
30.0 382.5 374.168 0.128059
29.9 339.5 340.291 0.116464
20.8 288 281.676 0.096403
29.7 201 215.062 0 073605
29.6 150.5 153.424 0.052509
20.5 98.5 103.414 0.035303
20.4 65 66.599 0.022793
29.3 50 . 41.338 0.014148
29.2 23.5 24.936 0.008534
29.1 15.5 14.714 0.005036
29.0 7.5 8.543 0.002924
28.9 7 4,902 0.001678
28.8 3 2.793 0.000956
28.7 0 1.584 0.000542
28.6 1 0.896 0.000307
28.5 2 0.508 0.000174
28.4 — 0.374 0.000128
28.3 — 0.164 0.000056
28.2 — 0.094 0.000032
28:1 — 0.054 0.000018
28.0 — 0.031 0.000011
27.9 — 0.018 0.000006
27.8 — 0.013 0.000004
27.7 _ 0.006 0.000002
2092 = N '2921.852 1.000000
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TasLa IX. — Marginai=de las ?/

Frecuencias ab-

Frecuencias ab-

' 9 " | solutas experi- | solutas teéricas P @) o)
mentales ea () N
31.0 — 0.003 0.000001
30.9 - 0.266 0.000091
30.8 2 - 3.166 0.001084
30.7 14 ~13.027 0.004458
30.6 36 36.651 0.012545
30.5 64 76.323 0.026123
30.4 141 - °128.883 0.044113 -

30.3 200 186.304 0,063767
30.2 263 238.620 0.081673
30.1 260.5 277.189 0.094874 -
- 30.0 277.5 206.864 . 0,101608
29.9 283.5 296.730 0.101563
290.8 277.5 279.239 0.095576
29.7 245 249.132 0.085271
20.6 212 .211.845 0.072509
29.5 192 172.406 0.059010
294 135 134.722 0.046112
29.3 97.5 101.351 0.034690
29.2 67.5 73.5564 0.025176
29.1 63 51.567 - 0.017650
29.0 38.5 34.978 0.011972
28.9 24.5 22.971 0,007862
28.8 11 14.616 0.005003
28.7 7.5 9.015 . 0.003086
28.6 4.5 '5.390 0.001845
28.5 0 3.125 ©0.001070
28.4 2.5 1.756 0.000601
28.3 0.5 0.956 0.000327
28.2 0 0.504 0.000173
28.1 0 0.257 0.000088
28.0 1 0.127 0.000043
27.9 1 0.061 0.000021
27.8 0 0.028 0.000009
27.7 "0 0.012 0.000004
27.6 0 0.005. 0.000002
2922 = N 2921.643 1000000
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Hemos utilizado agui, las mismas férmulas que figuran en el
mencionado trabajo, salvo algunos cambios de signos que, como
veremos, son debidos a la diferente disposicion de los atributos en
la tabla (damero) original y al diferéite orden seguido para la
numeracién cde los enatro cuadrantes en gue dicha tabla se divide.

Bn el damero de valores experimentales, que estudiamos (Tabla
I), las variables 05 e 9/ estdn dispuestas en orden decreciente en
lugar de ereciente como lo hemos heeho para exponer el método
de Mitropolsky. Respecto a la numeracién de los cuadrantes, el
que alli llevaba el ndimero I, aquf figura como IT y viceversa, que-
dando iguales los otros dos. Estas variaciones s6lo traen como
consecuencia cambios de signos en los momentos a calcular, sin
que con ellos se logre simplificacién alguna como, en comentarios
sobre esta variacién del método, se ha pretendido.

Con el propdsito de simplificar los ealeculos dividimos dicho da-
mero en cuatro cuadrantes que designamos por I, II, III v IV, se-
gln grifico a countinuacién, tomando el origenarbitrario de las 05
en 29,8 y el de las y en 29,4,

Los signos que corresponden a cada cuadrante, en virtud de es-
te cambio de origen, se indican en el mismo grafico. :

+ 0 —
I I

++ 4 +—

Como los hicimos en el caso de las marginales, caleularemos los:
momentos brutos absolutos M,,, para evitar decimales y luego los.
dividiremos por la poblacién N, para tener los relativos Moy o
-Tendremos entonces, momentos brutos absolut'os, para cada cua-.
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drante, que distingniremos con un exponente que indique el ‘cua-
drante a que pertenece, asi: M%., , M=, ,, Mw, , y MW,,;. De-
finiendo el momento M,, en funcién de los momentos del mismo
orden de cada cuadrante es:

M=+ My, iﬂlﬂ,,s &= M, 4 MY, , [62]

Il signo de cada uno de los sumandos del segundo miembro,. de-
penderd del caso que definan los indices »,s.
Cuatro casos se pueden presentar:

Caso (1): » y s pares

Caso (2).: r y s impares

Caso (3): r par y s impar

‘Caso (4): » impar y s par -

los que para mayor -elaridad, esquematizaremos como se hace a
continuacién, anotando en cada cuadrante, el signo que corresponde.

Caso (1) Caso (2)
xer Xartl
yae . +. - ' e’ + -
an O 1an o
+ + + + + —
v (1IT) aw) (T11) av)
- + + _ — - +
Ga;so (3) Caso (45
X
+ — + —
Y?,a+‘
(1D D {am D
+ + + + + —
(I1D) vy - (1L1) , (IY)
J— — —_— —_— + —_—
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Operando con los datos experimentales y aplicando el esquema
de Tschetwerikoff (**) que utiliza Mitropolsky, se obtienen los mo-
mentos binomiales B, .

Nos interesan los momentos poteneialés M,,, ; para obtenerlos
conocidos los B,,; se aplican las férmulas del repertorio [18] que
expresan los momentos potenciales en funeién de los binomiales.

Como resultado de las operaciones en los cuatro cuadrantes se
obtienen, para cada subindice 7,8 cuatro momentos binomiales del
mismo orden, que distinguiremos por BY,,, BW,.,, BII , y BIV, .

Sustituimos los momentos MY, , M, ,, ML, . y MV, , del se-
gundo miembro de la [62] en funcién de los binomiales, aplican-
do, para cada uno de ellos las mismas férmulas del repertorio [18]
y reunimos los términos afectados por iguales coeficientes, obte-
niendo expresiones en las que figuran los momentos binomiales de
los cuatro cuadrantes, vinculados por los mismos signos que ligan
en [62] a los potenciales y que se resumen, por tanto, también, en
los enatro casos siguientes:

Br,,o + B%,, 4 B™, ;4 B, = TO,, ]
—_ BI,_,a + Bn”s_..Bm”s 4+ :var,s = T(Z)”E ! [63]
) Brr,a + Bur;s”—BIur,s—BWr,s = T(B)r,a J
- Blr,a + Bnr,s + er',n"“'Bwr,a = T(A)r;s
donde, los exponentes de los términos del primer miembro, indican
el cuadrante a que pertenecen dichas sumas y el exponente de Ty,
simboliza el easo respectivo definido por la paridad de los subin-

dices del momento potencial M,,, .
‘Por tanto, los seis momentos M, que nos interesan, pueden

expresarse asi:
My = T®y ' ’T
My = 2 T®,y 4+ T®,,
My =2 T®yy + THy,
My =6T®y +6 T(Zv)21 + Toy,
Mu =4 T(1522 + 270y + 2 Ty + Thy
My = 6 T®y + 6 T®yy 4 TAy

[

I

I

(21) TeCEETWERIKOrY, N. 8. Tcorfa de momentos. Sobre la téonica del
odlculo. de series estadisticas parabélicas (em ruso). Publicaciones del Instituto
de la Conjuntura de Mosefi. Vol. 2, 1926,
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' TABLA‘

'xmll 10, 9 8 7 6 2 1 | 3Y
14| 112 2| 2 2 2 2 22 )2 ‘23
18/1/8 3| 75115 145 16 - 16 | 16 136.5
120 1] 4] 7 | 19.25| 33 44.5 | 49.5 52 . 52 418
11} 1| 51 85/ 27 |50 | 7851 99.25 116 116 838.5

10| 1/ 5]- 9 | 83.25/ 68 | 118.5 | 164 257 257 | 1615.25
ol 1/ 5/ 9 | 385 | 84.75/ 150.75 221 450.5 | 455.5 | 2580

8/ 1|5 9 | 89590 |177.75 272 693.5 | 711 | 3608.25

71 15| 9 [ 89.5]92 | 190.5 | 306.5 909.75 | 953.25| 4457.75
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S X |14{64[110.5/443.5 [983.25/1970  |3140.25|4943 11133.75|12368.75(51608.5

— 1 — ] — —_ —_ 175 38.75]  61.25
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6 — — — — — — —
— 7 — —_ J— J— Jr— — —
— 8 — —_ — — — — —_
— g — — f— — — p— —
—11 J— J— p— pu— —_— — —
—12 _ —_ —_ — — — —
—-13|— — — — — — — —
—14 — | = — — — — —
—15 —_ ] - — — — — —
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8. Comencemos por caleular los momentos hinomiales-en los que
alguno de los subindices es-1. ‘ '

Trasladamos los datos del damero original a otro de ignal re-
tieulado pero en el que se eliminan los valores de las frecuencias
que corresponden a la fila y columna cuyos atributos han sido to-
mados como nueve origen y tenemos la tabla X.

Para controles posteriores, sumamos horizontal y verticalmente,
los valores de cada cuadrante, por separado, con-lo que nos que-
dan formadas ocho marginales, dos por cada cuadrante. Y cons-
tatamos que la suma de la dltima columna y la dltima fila coin-
ciden. C

Con la Tabla X se forma la llamada primer table de sumas que
es la Tabla XI. Cada uno de los valores que aparece en esta ta-
bla ha sido formado en base a los de la Tabla X.

Indicaremos el proceso seguido en el primer cuadrante siendo
igual para los otros, recordando que,‘ en cada cuadrante, la ope-
racién debe comenzarse, siempre, desde el dngulo opuesto al del ori-
gen comfin a los cuatro cuadrantes. :

Un valor cualquiera de la Tabla XI se forma de la siguiente
manera: se suma al valor ‘que en la Tabla X -ocupa la misma cel-
da los valores que en la Tabla XI ocupan la celda de la misma co-
lumna y.fila anterior y el de la celda de la misma fila y columna
anterior, restdndosele el de la celda de la fila y columna anterior
o sea el opuesto al de la celda cuyo valor se trata de obtener,

Cuando algunos'de estos valores sean ceros o como ocurre con
la primera fila y primera columna que, las filas 'y columnasg an-
teriores. no existen, se procede eomo si fueran eceros, por lo cual,
el esquema de calculo del parrafo anterior es aplicable a cual-
quier celda. :

Sea, por ejemplo, caleular el valor 84,75 que en la Tabla XI
ocupa la celda de la 8* columna y fila 9* del ler. cuadrante. Agre-
gamos al valor 11,5 que en la Tabla X tiene la misma ubicacién
los sigunientes valores de la Tabla XI: el valor 68 de la celda que
ocupa la misma columna y fila anterior y el valor 38,56 de la celda
que ocupa la misma fila y columna anterior, restincole el valor
33,25 que es el que ocupa la celda opuesta o sea la de la fila y co-
lumna anterior,

Por tanto se tiene:

11,5 + 68 + 38,5 — 33,25 = 84,75
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Con una escuadra como la del dibujo

o

e

P

se facilita mueho la operacién (*). Debe reordarse que han de co-
menzarse siempre las sumas desde los extremos opuestos al centro
del damero y continuar en direceién hacia él. '

Completacla la Tabla XI se procede a sumar horizontal y verti-
calmente. Corresponde, aqui, efectuar el control para saber si se
ha operado correctamente. Se suman a los cuatro valores .que en
la Tabla XT rodean el origen comiin, los valores marginales anu-
lados en el damero original (Tabla I) y al resultado se resta el
valor de la frecuencia que corresponde al centro de la cruz en la
misma Tabla I, debiendo obtenerse la poblacién N . Efectuando
esta operacifn, resulta: -

1934,5 + 303,75 - 246,5 4 38,75 + 135 - 288 — 24,5 = 2022

Disponemos en cuadros para sumas las marginales de las ¥ de
la Tabla XI o sea de las encabezadas por 2Y. que trataremos pri-
mero. En la Tabla XII los niimeros romanos indiean. el cuadran-
te al que las marginales. corresponden y los nimeros entre parén-
tesis (1), (2),... las sumas sucesivas.

Aplicamos el método de smumas debido a Tschetwerikoff. En las
columnas (1) se disponen las marginales de las ¥. Un valor cual-
quiera de las columnas encabezadas por (2), (3)... estd formado por
la suma de dos niimeros: mno de ellos estd en la misma fila de
la columna anterior y el otro estd en la fila anterior de la misma
columna. En la columna (2) debe dejarse la celda més cercana al
origen sin valor alguno; en la (8) se dejan dos celdas sin valores
y asi sucesivamente. Esta operacién de suma se realiza partien-
do desde la frecuencia méas alejada del origen y en direccién a él.
Para facilitar la operatoria es pues, conveniente disponer, siem-
pre, de la misma manera los valores de las marginales en estos
cuadros para sumas. Al pie de las tolumnas de la Tabla XII he-
mos indicado el respectivo momento binomial que resulta.

(*) v. Buna, OroTips A., loc, cit. (8) § 4.
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Se complueba que obtenemos momentos en que el 1)7111161 suth-
indice es igual a la unidad.

En la Tabla XIIT hemos dispuesto 14s marginales X habiend ob-
tenido, por el mismo procedimiento, los momentos binomiales que
tienen el segundo subindice igual a la unidad.

Antes de utilizar los momentos asi calewlados es necesario con-
trolarlos; para ello €n las Tablas XII y XIIT se ‘suma al_filtimo va-
lor de cada una de las columnas. el Gltimo valor de la columna an-
terior y el resultado debe ser ignal a la suma total de la eohunna
anterior, que figura al pie de ella.

Ahora debemos sustitvir los momentos B, en las férmulas [63]
para caleular :

T(1)1,1 ; 7@, T®1,1 ; T(‘L)I,l ; TW,,, ;'T(Z)z,L
T(3)2,1, ; T(1)1’2 ; T(2)1,2 ;. T(4)1,2 ; T(z).’l',l ; 'T(Z)']’a .

que intervienen en las formulas [64] resultando

TO,: = 16955 4 516085 + 1015 + 3445,5 = 56851

T®);, = — 1695,5 -+ 51608,5 — 101,5 + 3445,5 = 53257
T®,,, = 1695,5 - 51608,5 — 101,5 — 34455 = 49757
Te,,; = — 1695,5 + 51608,5 + 101,5 — 3445,5 = 46569
T, = 160,75 - 110610,75 + 48,25 + 8876 = 121135,75
T®,y,; = — 1600,75 + 110610,75 — 48,25 + 8876 = 117837,75L
T®,, =  1600,75 + 11061075 — 48,25 — 8876 = 103287,25 1651
TO,, =  2039,75 4+ 190789 -+ 52,5 + 8147 = 200978,25
T®y,, = — 2039,75 + 190739 — 52,5 + 8147 = 196793,75
T®y,; = — 2039,75 + 190739 + 52,5 — 8147 = 180604,75
T®q,; = — 1250 + 161921,25— 9 + 18014,75 = 178668 ‘
T®y,; = — 1630,25 -+ 457392,5 — 14,25 + 17424 = 473172

y reempldzandolos en las térmulas [64] tememos que

My = 53257 '
My = 2 X.103287,25 + 49757 = 256331,50
My = 2 X 180604,75 + 46560 = 407778,50
My = 6 X 178668 + 2 X 121135,75 + 53257 = 1367536,50

M,3= 6 X 473172 + 2 X 196793,75 + 53267 = 3285876,50
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Dividiéndolos por la poblacién N = 2922 obtenemos los momen-
tos relativos My,

my = 18,226214 )

mg =  87,724675

my = 139,554586 [66]
my = 627,067590 |
miz = 1393,925907 )

Como en la férmula de la superficie interviene también el mo-
mento doble ma,s tenemos que caleular el respeetivo binomial, pa-
ra lo- cual debemos confecciomar la segunda tabla de sumas. Se lo
hace en hase a la primera, que es la Tabla XI, en la que se anu-
lan las dos verticales y las cdos horizontales que rodean a la eruz
primitiva. :

Por el mismo proceso anterior se confecciona la Tabla XIV con
cuyas marginales calecularemos los momentos binomiales en los que
alguno de los subindices es 2.

El control, en este caso, consiste en agregar a la suma de las
ecuatro celdas que rodean el origen de la’ Tabla XIV, la suma de’
los cuatro valores marginales anulados en la Tabla XI y ademés
restarle los valores de las cuatro celdas que en esta tltima tabla
rodean al origen; debiendo obtenerse, como resultado, el total de
la Tabla XI. En nuestro caso es

34174,75 + 520,25 4~ 16,75 + 2011,75 = 36723,50

©6999,5 + 643,75 4+ 61,25 + 900,25 + 12368,75 -+ 835,25 -+
+ 62,25 -+ 780 = 22651

1934,5 + 303,75 - 38,75 -+ 246,56 = 2523,50

luego

36723,50 4 22651 — 2523,50 = 56851

No necesitamos, en este caso, recurrir a la construceién de las

. tablas de sumas de_Tschetwerikoff, puesto que, sélo se precisa se-

glin las expresiones [64] el valor de T™,,» que estd dado por la

suma de los valores de las marginales, cuyos resﬁltados, pueden
obtenerse, direetamente, de la Tabla XIV.
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- TABL

10 9 8 7 6 5 4 3 =Y

14| 1 5 7 9 11 13 15 17 19 121

13| 2 12 21.5 | 35 51.5 69.5 87.5 | 105.5 123.5 656.5
12 3 24 52.75| 99.25| 160.25| 227.75) 297.5 367.5 | 4375 T 2189
11| 4 38.5| 94.25| 190.75| 330.25| 497 674.75|. 858.5 | 1044 1+ 4980
10| 5 53.5) 142,5 | 307 565 895.75| 1286 1707.75; 2145.25 9720

9| 6 68.5| 196 44525 854 1405.75) 2120.5 | 2942.25| 3819.25 16600.2

8 7 88.5| 250.5 | 589.75| 1186.25; 2010 3138:75| 4505.5 | 6033 25460.2

718 98.5 305 736.25, 1523.25| 2653.5 | 4254,5 | 6280.25| B8627.75 35653.5

6 9 113.5| 350.5 | 882.75| 1815.25| 3318 5433.5 | 8208.75] 111529.75] . 46915.7

5|10 118.5| 404 1019.25| 2201.25| 3984.5 | 6641.5 |10225 14632.5 58838.5

4111 " 133.5, 468.5 |1165.75) 2547.25] 4668 7886:5 |12322.5 | 17902.5 71416.7

3|12 148.5| 513 |1312.25| 2893.25| 5353.5 | 9143.5 |14454 21265 843%7.7

2113 163.5 567.5 |1458.75| 8239.25| 6039,5 |10405.5 [16603.5 | 24674.5 97411.7
- - . __ - - o o . R
=X 1061 |3372 8251 |17427.75|31135.75/51385 |78598 |112253.5 454291
1 — — — — — — — — —

— 2 —_ — —_ — — — — 4 20.7
— 38| - - | = — — — — 1 5.
— 4 — — — — — — —— —_ 1
— 5 J— J— — — — — — — —
— 6 — — - — — — — — —
— 7 — — — — — — — — —
— 8 _ i — —_ — — — —_ —
— Q| —_ — — —_ —_ — — — —
— 10 — — — — _— — — — —
— 11 — — _ — —_ — — — —
— 13 — — e — — — o — —
— 14/ — — — — — — —_— — —
— 15 — — —_— — —_— — —_— —_ —
=X — — — — — —_— 5 27
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IV
-1 -2} —83)} —4}—5|—6|—~7}|—8—9 | —10|—11|—12{—13| =Y
_ 75 1. 3.5 1 — —_ — —_ — —— — — — 12
— | 38125 12 4.5 1 —_ — —_ — —_— —_ —_ — 48.75
— | 104. 40.5 | 16.5 5.5 2 1 _ — - — — — 169.5
— | 258.25| 114 53 21.5 7.5 25 — —_ — — — — 456.75
— | 520.25 244 118.5| 51.5}| 20 7 — — — —_ —_— — 961.25
— | 921.25| 414 193.5| 79.5| 29.5| 10.6f — e — e —_ — | 1648.25
— 12011.75/1526.25|1113.5 | 796.5| 538 . | 361 | 239.5, 166 | 108 71 47 23 | 7001.6
— 11468.75|1142.25| 855 | 628.5| 436.5| 299 | 201 143 95 63 42 21 | 5395
— |1015.75| 813.25| 629.5 | 479.5| 347 | 245 | 168.5] 124 85 57 38 19 | 4021.5
— | 683.75| 562.25| 449 | 355 | 267.5| 196 | 139 106 75 51 34 | 17 | 2935.5
— | 456.5 | 485.5 | 318 | 250 | 202 | 1525 111 88 65 45 30 15 | 2127.5
— | 320 276 233.5| 194.5| 156.5 | 120 90 73 56 39 26 13 | 1596.5
— | 281 203 175.5| 149 | 122.5| 97 75 61 47 33 22 11 | 1227
— | 175 | 155 135.5| 116 26.5| 77 60 49 38 27 18 9 955.5
— | 130.5 {.116 101.5| 87 72.5| 58 45 37 29 21 14 7 718.5
— | 86,6 | 77 | 67.5| 58 .| 48.5] 39 30 25 20 15 10 5 481.5
— | 66: 59 | 52 45 38 31 24 20 16 12 8 4 375
— | 48 43 38 33 28 23 18 15 12 9 6 3 276
— | 32 27 .| 24 21 18 15 12 |1 10 8 6 4 2 177
- | 10 11 - 10 9 . 8 7 6 5 4 3 2 1 78
6735 [5396.5 {4202.5 (3231 {2378.5 |1720.5 {1219 922 | 658 | 452 | 301 | 150 27366
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En efecto es . ,
By, = 1648,25
By, = 454291
Bm22 = 27

. B1v22 = 27366
con lo cual

T(1)22. = 1648,25 4 454201 —|— 27 4 27366 = 483332,25
por tanto resulta:

Mo = 4 X 483332, 25 + 2 X 121135,75 + 2 X 200978 25 —I— 56851 =
= 2634407 999844

¥ dividiendo por la poblacién se tiene:
mee = 901,577002 . [67]

Centramos los momentos relativos dacos por [66] y [67] apli-
cando las férmulas del repertorio [21], obteniendo los momentos
Wrs . Se recurrié luego a las férmulas del repertorio [23] para
caleular los momentos corregidos W, que, finalmente, fueron re-
ducidos para obtener los ¢ps.

Estos momentos en cuyos subindices no aparecen ceros, figuran
al pie cde la Tabla I.

9. Tenemos ahora todos los elemeuntos para comenzar el calcu-
lo de la superficie segiin la férmula [24]. Recorcdemos que es

qu =71
o =V, = 3,250067
oy =V w2 = 3,932290

Sustituyendo en las férmulas [25], [26], [27]}; (28], [29] ¥
[30] obtenemos los sigmientes resultaclos :

A= 0,061049
B = 0,000599
C = 0,000353
D= 0,001697
E = 0,000107

' = —0,000060
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Substituyendo, también, en las férmulas [31], [82], [33] y [34]
obtenemos
T, (x) = 2? + 1,344523  — 10,562936
Ty () = 2° + 4,159316 2* — 32,077279 z — 33,535132
T, () = 4* + 1,863323 y — 15462005 |
Ty (y) = 3° + 5,345171 y* — 39,443368 y — 53,839502

I

I

TasLa XV

Yo = 4,488360 ~ 9 = 20,848836 ~y = o
Ty (y) = y* + 1,863323 iy — 15,462905
T (y) = 3° + 5,345171 2 — 39,443368 y — 53,839502

Y Y | v=Y Vs T () T ()

16 | 31 11.511640 138.504854 1725.931081
15 | 309 10.511640 114.618251 1283.637605
14 | 308 9,511640 92.731648 915.104311
13 | 307 . 8.511640 72.845045 614,331200
12 | 306 7511640 | 54.958442 375.318270
1| 305 6.511640 30.071839 192.065523
10 | 304 5.511640 25.185236 58.572957
9 | 303 4.511640 13.208633 | —  31.150427
8 | 302 3.511640 3.412030 | — 83.131628
7 | 301 2511640 | — 4.474573 | — 103.343647
6 | 30 1511640 | — 10.361176 | — 97.795485.
5 | 209 0.511640 | — 14.247779 | — 72.487140
4 | 208 | — 0488360 | — 16134382 | ~ 33.418614
3 | 207 | — 1488360 | — 16.020985 13.410095
2 | 206 | — 2488360 | — 13.907588 61.998985°
1 205 | — 3.488360 | — 9.794191 106.348058
0 | 204 | — 4488360 | — 3.68079¢ 140.457312
— 1 | 203 | — 5.488360 4.432608 158.326747
~ 2| 202 | — 6488360 | *  14.546000 163.056367
~ 3 | 291 | — 7.488360 | - 26.659397 121.346167
— 4 | 29 ~— 8.488360 40.772794 54,496150
—~ 5. 289 | — 0.488360 56.886191 | —  52.503686
— 6 | 288 | —10.488360 74999588 | — 205923339
~ 7 | 287 | —11.488360 95.112985- | — 411.492811
— 8 | 288 | —12.488360 117.226382 | — 675.302101
— 9 |- 285 | —13.488360 141.339779 | —1008.351208
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‘TABLA XV (Conclusién)

Y 9 y=Y—Y, T: (y) Ts ()
—10 284 | — 14488360 167.453176 1401.640134
—1 28.3 | — 15.488360 195.566573 1876.168877
—12 28.2 — 16.488360 225.679970 2432.937439
—13 28.1 — 17.488360 257.793367 3077.945818
—14 28 — 18.488360 291.906764 . '3817.194016 -
"—15 27.9 ~ 19.488360 328.020161 4656.682032"

— 16 27.8° | —20.488360 366.133558 5602.409865
~17 27.7 —21.488360 406.246955 6660.377517
—18 27.6 — 22.488360 448.360538 7836.584986
—19 27.5 — 23.488360 492.478749 9137.032274
—20 274 | —24.488360 538.587146 10567.719379
—21 27.3 — 25.488360 586.700543 12134.646303
— 22 27.2 — 26.488360 636.813850 13843.813045
—23 27.1 — 27.488360 688.927337 15593.540600
— 24 27.0 — 28.488360 743.040734 17712.865982
—25 26.9 — 20.488360 799.154131 19884.752177
—26 26.8 — 80.488360 857.267528 22204,878191
—27 26.7 — 31.488360 917.380925 24733.244022
—28 26.6 — 82.488360 979.494322 27421.849672
—29 26.5 — 33.488360 | 1043.607719 30294.695140
—30 26.4 — 34.488360 | 1109.721116 33357.780425
—31 | 263 | —385.488360 | 1177.834513 36491.163159
—32 26.2 —36.488360 | 1247.947910 40078.670450
—33. 26.1 —37.488360 | 1320.061307 43748.475190
— 34 26.0 — 38.488360 . | 1394.174704 47632.519748
~—35 25.9 —39.488360 | 1470.288101 51736.804123
—36 258 .| —40.488360 | 1548.401498 56067.328317
—37 25.7 — 41.488360 | 1628.514895 60630.092328
— 38 25.6 — 42488360 | 1710.628292 65431.096158
—39 25.5 — 43.488360 | 1794.741689 70476.339805
— 40 25.4 — 44.488360 | 1880.855086 75771.823271
—41 25.3 — 45.488360 | 1968.968483 81323.546554
—42 25.2 — 46.488360 | 2059.081880 87137.509655
— 43 25.1 | —47.488360 | 2151.195277 93219.712575
— 44 25.0 | —48.488360 | 2245.308674 99576.155312
—45 24.9 40488360 | 2341.422071 | — 106212.837868
— 46 24.8 — 50488360 | 2430.535468 | — 113135.760241
—47 | 247 — 51.488360 | 2539.648865 | — 120350.922433
—48 24.6 —. 52488360 | 2641.762262 | — 127864224443

i
i
F
l‘
|
|

i
i
|
!

|
i
|
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AN

Tasra XVI
- Xo=1,830151 ~ Q5 = 29,983015 ~z = o
T: (a) = 2 + 1,344523 & — 10,562936
‘ Ty (z) = @ + 4,150316 22 — 32,077279 = — 33,535132

X & z=X—X, T, (z) Ta (x)

16 314 14.160850 209.006325 3185.960229 |
15 31.3 13.160850 180.340102 2544.291455 |

14 31.2 12.160850 153.673879 1989.906414
13 31.1 11.160850 ' 129.007656 1516.805106
12 31 10.160860 106.341433 1118.087528 |-
11 30.9 9.160850 85.675210 790.453683 |:
10 30.8 8.160850 67.008987 525.203569 |,

9 30.7 7.160850 50.342764 317.237188
8 30.6 6.160850 35.676542 160.554538
i 7 30.5 5.160850 23.010318 49.155621 |
6 30.4 4.160850 12.344095 | — 22.959565 .
5 30.3 3.160850 3.677872 | —— 61.791018 |

4 30.2 2.160850 — 2.988351 | — 73.338739
3 . 30.1 1.160850 —  7.654574 | — 63.602729 |
2 30 0.160850 — 10.320797 | — 38.582987
1 1299 - 0.839150 — 10.987019 | — 4.279512 |
0 29.8 — 1.839150 —  0.653442 33.307231 |
— 1 29.7 — 2/839150 - 6.319465 " 68.178633 |
— 2 - 29.6 — 3.839150 — 0.985688 04,333304 |
— 3 29.5 ~— 4,839150 6.348089 105.771706 |
— 4 29.4 — 5.839150 15.681866 06.493841 |.
— -5 29.3 - 6.839150 27.015643 60.499708 |:
— G 29.2 - 7.839150 40.349420 | — 8.210694 |

— 7 . 201 — 8.839150 55.683197 | — 115.637363
— 8 29 — 9.839150 73.016974 | — 267.780301 |
— 9 28.9 — 10.839150 92,350751 | — 470.639506 |
- 10 28,8 — 11.839150 113.684528 | — 730.214980 |:
—11 28.7 — 12,839150 137.018305 | — 1052.506721 |
— 12 28.6 — 13.839150 162.352082 | — 1443.514730 |
—13 28,5 — 14,839150 189.685859 | — 1909.239007 |
—14 28.4 — 15.839150 219.019636 | — 2455.679552 |
—15 28,3 — 16.839150 250.353413 | — 3088.836366 |:

—16 . - 28,2 — 17.839150 . 283.687190 | — 3814.709447
— 17 _ 281 — 18.839150 310.020967 | — 4639.208797 |
— 18 28 —19.839150 356.354744 | — 5568.604414 |
— 19 27.9 - 20,839150 395.688521 | — 6608.626300 |
— 20 27.8 — 21.839150 437.022298 | — 7763.364453 |
—21 27.7 — 22,839150 480.356075° | — 9044.818875 }:




Tasra XVIIL — Succrén para (' = 30 ~ z = 0,160840

RS SR .

a b c d e S Iz, Frecuencias
i tedricas
y . i W e @ absolutas
L+ Azy|a+BT:()z | b+ CyT2(2) |¢+DTo(z) Toy) | d +ET2(y)z | € + Fy T3 (z) e 9@ | 5 (5, . ¥
11,511640 | 1.113041 | 1.126386 1.084442 | — 1.341389 |— 1.311684 | — 1.285023| 0.0000001 |—0.0000001 | — 0.0003
10,511640 | 1.103221 | 1.114264 1.075964 | -— 0931503 | — 0.909410 | — 0.885064| 0.000012 |—0.00001 —0.0292
9,511640 | 1.093402 1 1.102337 1.067680 | — 0.556463 | — 0.540713 | — 0.518682| 0.000139 |— 0.00007 --0.2045
8,511640 | 1.083582 | 1.090801 1.059597 | — 0.216239 | — 0.205666 | — 0.185950! 0.000571 |—0.00001 —0.2922
7,511640 | 1.073762 | 1.079057 1.051686 0.089127 0.095587 0.112988 | 0.001607 0.0001 0.5844
6,511640° | 1.063943 | 1.067708 1.043980 0.359660 0.362966 0.378052 | 0.003345 0.0012 3.5064
5,511640 | 1.054123 { 1.056550 1.036466 0.595365 0.596373 0.609144] 0.005649 0.0034 9.9348
4,511640 | 1.044303 | 1.045584 1.029143 0.796223 0.795687 0.806143 | 0.008166 0.0064 ©19.2852
3,511640 | 1.034483 | 1.034812 1.022014- 0.962257 0.960826 0.968967 | 0.010459 0.0101 - 29.5122
2,511640 | 1.024664 | 1.024233 1.015079 1.093445 1.091666 1.097492| 0.012149 0.0133 38.8626
1,511640 | 1.014844 | 1.013846 1.008335 1.189806 1.188123 1.191634| 0.013012 0.0155 45.2910
0,511640 | 1.005024 { 1.003651 1.001783 1.251319 1.250071 1.251267 | 0.013006 0.0163 47.6286
— 0,488360 | 0.995204 | 0.993650 0.995425 1.278008 1.277433 1.276314] 0.012239 0.0156 45.5832
— 1,488360 | 0.985385 | 0.983841 0.989259 1.269861 1.270092 1.266658 | 0.010920 0.0139 40.3236
— 2,488360 | 0.975565 | 0.9749225 0.983287 1.226868 1.227935. 1.222186{ 0.009285 0.0114 33.0186
— 3,488360 | 0.965745 | 0.964801 0.977506 1.149048 1.150878 1.142814 | .0.007557 0.0087 25.1292
— 4,488360 | 0.955926 | 0.955570 . | 0.971918 1.036382 1.038799 1.028420| 0.005905 0.0061 17.8242
— 5,488360 | 0.946106 | 0.946533 0.966524 0.888891 0.891616 0.878922 | 0.004442 0.0039 11.3958
— 6,488360 | 0.936286 | 0.937687 0.961322 0.706553 0.709203 0.604194| 0.003224 0.0023 6.4284
— 7,488360 | 0.926466 | 0.920035 0.956313 0.489390 0.491478 0.474154| 0.002260 0.0011 3.2142
— 8488360 | 0.916647 | 0.920575 |. 0.951496 | 0.237390 0.238328 | '0.218689! 0.001533 0.0004 0.8766
— 9,488360 | 0.906827 | 0.912308 0.946872 — 0.049456 | — 0.050361 | — 0.072315| 0.001007 |—7/10° --0.2133
- 10,488360 | 0.897007 | 0.904233 0.942441 — 0371128 | — 0.374672 | — 0.398941| 0.000641 |—0.0003 —0.7480
—11,488360 | 0.887187 | 0.896351 0.938202 — 0.727647 |— 0.734729 | — 0.761313| 0.000395 |—0.0003 . —0.8766
—12,488360 | 0.877368 | 0.888663 0.934157 — 1.118990 |— 1.130613 [ — 1.159512| 0.000236 |—0.0003 —0.8766 -
‘| — 13,488360 | 0.867548 | 0.881166 0.930303 | — 1.545181 |— 1.562450 | — 1.503664| 0.000137 |—0.0002 — 0.5844
— 14,488360 | 0.857728 | 0.873862 0.926643 | — 2.006197 |-— 2.030320 | — 2.063849| 0.000077 = |-—0.0002 - —0.5844
| —15,488360 | 0.847908 | 0.866751 0.923175 | — 2.502050 |— 2.534341 | — 2.570185| 0.000042 |—0.0001 —-0.2922
| — 16,488360 | 0.838089 | 0.859833 0.919900 — 3.032749 | — 3.074622 | — 3.112781| 0.000022 ° | —7/10 —-0.2045
Tl 17488860 10828260 | 0853107 | 0916817 | — 3.598274 |— 3.651248 | — 3.691722| 0.000011 —4/105 —0.1169




Ty

— 19,488360
— 20,488360

—21,488360

1 — 22,488360
— 23,488360
— 24,488360
— 25,488360
— 26,488360
— 27,488360
— 28,488360
—-29,488360
— 30,488360
— 81,488360
— 32,488360
~- 33,488360
—34,488360
— 35,488360
— 36,488360
— 37,488360
~— 38,488360
| —39,488360

-~ 40,488360
— 41,488360
— 42,488360
— 43,488360
— 44,488360

—45,488360

— 46,488360
— 47,488360
— 48,488360
— 49,488360
— 50,488360
— 51,488360
— 52,488360

0.808630
0.798810
0.788990
0.779170
0.769351
0.759531

0.749711

0.739891
0.730072
0.720252
0.710432
0.700612
0.690793
0.680973
0.671153
0.661334
0.651514
0.641694
0.631874

0.622055

0.612235
0.602415
0.592595

0.582776 |

0.572956
0.563136
0.553316
0.543497
0.533677
0.523857
0.514038
0.504218
0.494308
0.484578

s SE s -

0.840234
0.834087
0.828132
0.832369
0.816800
0.811423
0:806239

'0.801247

0.796449
0.791843
0.787430

0.783209 -
0.779182 .

0.775346
0.771704
0.768255
0.764997
0.761933
0.759061
0.756383
0.753896
0.751602
0.749501
0.747594

0.745878 -

0.744355
0.743024
0.741888
0.740943
0.740191
0.739632
0.739265
0.739091
0.739110

0.911231
0.908727
0.906415
0.904295
0.902370
0.900636

- 0.899095

0.897746
0.896592
0.895629

0.894859

0.894281
0.893898
0.893705
0.893706
0.893900
0.894286
0.894865
0.895636

- 0.896601

0.897758
0.899107
0.900649
0.902385
0.904313
0.906433
0.908745
0.911252
0.913951
0.916842
0.919926
0.923202
0.926671
0.930334

‘— 4.833841

— 5.503883
-~ 6.208753
— 6.948469
— 7.723009
— 8.532387
— 9.376610

—10.255661
—11.169555.

—12,118277
- 13.101845
~— 14.120239
—15.173467
~—16.261544
— 17.384446
— 18.542194
—19.734768
—-20.962189
— 22.224435
— 93.521517
— 24853446
— 26.220201
— 27.621802

— 29.058228.

— 30.529501
— 32.035600
— 33.576547
— 35.152317
— 36.762923
— 38.408377
— 40.088657
— 41.803783
—"%3.553735
— 45.338532

— 4913987
— 5.600306
— 6.323384
— 7.083344
— 7.880266
— 8714267
— 9.585459
—10.493926
—11.437935
—12.423132
— 13.444080
—14.502406
—15.599150
—16.733500
.17.905846
~—10.116313
—30.362816
—'21.651981
e 92.977388
—24.341318
—25.743886
—927.185173
—28.665304
—-30.184359
—31.742466
—38.339705
- 34.976202
—36.652036
—38.367323
—40.122177
—'41.916681
—43.750957
——45.652089
—47.539199

~— 4.959091
— 5.647724
— 6.373117

— 7.135392

— 7.934629
— 8.770945
— 0.644452
—10.555234
—11.501558
—12.489070
—183.512333
—14.572974
—15.672033
— 16.808698
—17.983359
—19.196141
—20.444959

—21.736439 |

—93.064161
—924.430406
~—25.835280
—27.278891
—28.761337
—30.282707
—31.843129

—33.442683

— 85.081495
—36.759644
—38.477246
—40.234415
—42.031234
~43.867825
—45.744272
—47.660697

0.000003
0.000001
0.0000005
0.0000003
9/108
4/108
1/108
4/10°
1/10°
4/10m0
1/10%
4/10u
1/101
3/101
9/101
1/101
3/1014
4/10%
9/101
9/1017
9/10%
9/10v
9/10m
4/10%
3/10%
4/10%
1/10%
1/107
9/10%
1/10%
4/10%
1/10%
3/10%
4/10%

—

1 —1/108

~=6/10¢
—3/10°
—2/10°
—7/107
—4/107
—1/107
—4/10¢
—1/108
—5/10°
—~—17/10°
— 6/10%
—2/10%
— 5/101
—2/101
-~ 2/101
—6/10%
—9/10%
—2/104
—9/101%
—2/10%
- 2/107
—38/10m
~—1/10v
—1/10%
-—1/10%
- 4/10%
—4/10%
—3/10%
—4/10%
—2/10%
—4/10%
~—1/10%
—-2/10%

- —0.0292

—0.0175
— 0.0088
—0.0058
— 0.0020
— 0.0012

-20.0003 -

—0.0001
— 8/10°
—1/105
— 3/106
- 2/108
— /107
—1/107
— 6/108
—6/10°
—2/10°
— 8/10m
— /108
— 6/10%2
— 6/101
— 6/10%
— 97101

—3/10% -

— 37101
— 3/10¥

L —1/10®

-—1/10%
—9/10%
— 1/10%
— 6/10%
— 1/10%
— 3/10%
— 6/10%6

373.1035
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Para poder trabajar con mayor rapidez y sin cometer equivoca- )
ciones " damos en las Tablas XV y XVI los. valores de Ts(y),
Ty (y) v T2 (z), Ty (z), respectivamente, para cada uno de los
valores que toman las variables en los puntos en que la superfi-

" cie tebrica serd caleculada. Sustituyendo en [24] los valores caleulados,
se tiene: )

2 =1(z,9) ~¢ (@) e (y) [l + 0,061049 xy + 0,000599 x T} (x). + )
4+ 0,000353 y T (x) + 0,001697 T (x) Ts (y) +
+ 0,000107 = T (y) — 0,000060 y T ()] [68]

Con el propédsito de obtener los valores de la superficie teérica,
iniciamos los céleulos para valores de y cuandp se han fijado las
T, con lo cual, 1esulta10n seccmnes de la supelfmle paralelas al

‘plane yz.

Dijimos en el § 2, N° 3, que para el caleulo limitariamos la vafia-
cién de 5 al intervalo (31,4;27,7), debido al cambio de escala ve-
rificado, deben tomarse los V'LIO] es correspondientes a x 1nchcaclos
en la columna tercera en la Tabla XVI.

Para cada z tenemos en la misma Tabla XVI los respectivos
valores de T» (z) y Ts (z) .

Sustituyendo entonces en la férmula [68] y luego operando se
obtuvieron, enfre ofras, expresiones de las formas:

7 (7,160850, y) = 0,002848 o () [1 + 0,435900 y + 0,089726 T: (y)
' + 0,000766 T; (y)]

f(0,160850, y) = 0,128059 o (y) [1 + 0,008491 y — 0,017418 T, (y)
-+ 0,000017 Ta (]

f(—6 839150, J) = 0,014148 o (y) [1 + 0,423429 y +
+ 0,049943 T, (y) — 0,000732 T ()]

Los valores de ¢(x) se tomaron de la Tabla VIII, tenida en
cuenta la correspondencia entre las variables " y x segin se ex-
plicé anteriormente y se anota en el cuadro de la pig. 32, pues el
cileulo de la superficie se hace con el origen en el baricentro; es
decir haciendo:

7, = 4,488360 ~y = 0
X, = 1,839151 ~ & =0
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Sustituyendo los valores de y correspondientes a los puntos que,
la marginal respectiva determina, es decir entre las dos raices
12,323496 y —53,109112 obtuvimos los resultados tedricos que fi-
guran en la Tabla XVII,

Para que el calculo realizado una vez fijado el valor de la a,
pueda seguirse con facilidad, a titulo de ilustracién agregamos la
Tabla XVIII caleulada para £ = 30, o considerando el origen en
la media aritmética, para z=0,160849, en cuyas colummas figu-
ran todos los pasos intermedios.

§ 3. CALOULO DE LAS FUNCIONES SIGNALBTICAS.

1. Reemplazando en la férmula [35] que define la linea de re-
gresién Tjﬂ,, los valores caleulados de las constantes y haciendo
variar z, se obtienen sus valores teéricos dados en la peniiltima
columna de la Tabla XIX donde, ademis, se indican los pasos in-
termedios seguidos en este cédleulo,

En la dltima columna estdn anotados los valores experimentales
de E,. .

El grafico.n® 3 permite comparar .los datos empiricos y los va-
lores teéricos de esta funcién signalética. '

Operando de la misma manera con la férmula [36] que defi-
ne la linea de regresién z,, se obtienen los valores indicados en
la Tabla XX. En el grifico n* 4 se comparan los resultados
teéricos y los empiricos.

2. Sustituyendo los valores calculados, de las constantes, en las
férmulas. [37] y [38] que mos definen los coeficientes de relacién
de correlacién 7%, y 4%, respectivamente, hemos  obtenido los si-
guientes resultados
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TasLa XIX
LiNDA DD ROGRDSION: Yz

¥z = 62 [4s + C Ta (z) + F.T3 (3)]

?_/-,; = 15.462905 [0.061049 = - 0.000353 T2 (x) — 0.000060 T’s (z)]

’ — Valores
& z 0.061049 5 |0.000353 Ta (x) —2‘000060 m 013" /| experim.
1 (%) Q) de: y;
M -/:l:
31 |  10.160849 0.620310 0.037530 | — 0.067139 0134003 | 30.76 | 31
30.9 0.160840 | 0550261 |  0.030243 | — 0.047427 8.382085 | 30.69 | 30.65
30.8 8.160849 0.498212.| 0023654 | —0.031512 7.582207 | 30.61 | 30.56
30.7 7.160849 0.437163 0.017771 | —0.019034 6.740280 | 30.52 | 30.49
30.6 | ' 6.160849 0.376114 | - 0.012504 | — 0.009633 5.861601 | 30.43 | 30.45
30.5 5.160849 0.315065 |  0.008123 | — 0.002949 4951825 | 30.3¢ | 3032
30.4 4.160849 0.254016 0.004357 | *  0.001378 4016505 | 3025 | 380.24
30.3 3.160849 0.192967 0.001298 0.003707 3061222 | 3015 | 30.16
30.2 2.160849 0.131018 | — 0.001055 0004400 |  2.001558 | 30.06 | 30.08
30.1 1.160849 0.070869 | — 0.002702 0.003816 1113066 | 2096 | 29.97
30 0.160849 0.000820 | —0.003643 0,002315 0.131311 | 29.86 | 20.86
20.9 | — 0839151 | —0.051229 | — 0.003878 0.000257 | — 0.848140 | 20.76 | 20.75
208 | — 1.830151 | —0.112278 | —0.003408 | —0.001998 | ~— 1819736 | 29.67 | 29.67
297 | — 2.830151 | —0.173327 | —0.002231 | —0004001 | — 2777895 | 29.57 | 290.54
20.6 | — 3.830151 | —0.234376 | —0.000348 | —0.005660 | — 3.717034 | 29.48 | 29.48
205 | — 4.830151 | — 0.205425 0.002241 | —0.006346 | — 4.631604 | 20.39 | 20.36
29.4 | — 5.830151 | — 0.356474 0.005536 | —0.005790 | — 5.516051.| 20.29 | 29.35
29.3 | — 6.830151 | — 0.417523 0.000537 | —0.003630 | — 6.364770 | 2021 | 20.23
29.2 | — 7.830151 | —0.478572 0.014243 0.000493 | — 7.088551 | 2014 | 2017
201 | — 8830151 | — 0.530621 0.019656 0.006038 7.932887 | 2006 | 29.18
20 | — 0.839151 0.600670 0.025775 0.016067 | - 8.641104 | 28.08 | 20.11
28.0 | —10.830151 | — 0.661719 0032600/  0.028238 | — 0.291366 | 28.92 | 29.01
28.8 | —11.830151 | — 0.722768 0.040131 0.043813 | — 9.878075 | 28.86 | 28.90
28.7 | —12.830151 | —0.783817 0.048367 0.063150 | — 10395711 | 28.81 |  20.85
28.6 | —13.830151 | —0.844866 |  0.057310 0.086611 | —10.838646 | 28.76 - | 29.20
28,5 | — 14830151 | — 0.905915 0.066959 0.114554 | —11.201350 | 2873 | 28.15

(*) O = 20,348836 ~ Y, = 4,488360
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TaBLa XX
LfNDA DE REGROSION: Ty

Ty =2ldy +BT: () + 2T ()]

"5',, = 20,083915 [0,061049 y - 0.000599 T’z (3) -+ 0.000107 Ta )]

- 015,458 Valores:

p/ y 0.061049 ] 0.000599 T () |0.000107 T4 (y) Ty ) e::lperi_m.
. el iy
'30.8 9.511640 0.580676 0.055546 0.097916 7.754653 | 30.76 30.95
30,7 8.511640 0.519627 0.043634 0.065733 6.644023 | 30.65 30.70
30.6 7.511640 0.458578 0.032920 0.040159 5.615850 | 30.54 30.58
30.5 6.511640 0.397529 0.023404 0.020551 4.663367 | 30.45 30.46
30.4 5.511640 0.336480 0.015086 0.006267 3.779767 | 30.36 30.35
30.3 4.511640 0.275431 0.007966 | ~—0.003334 2.958287 | 30.28 30.27
30.2 3.511640 0.214382 0.002044 | ~— 0.008895 2.192136 | 30.20 30.19
30.1 2.511640 0.153333 | —0.002680 | — 0.011058 1.474533 | 30.13 30.12
30 1.511640 0.002284 |* —0.006206 | — 0.010464 0.798706 | 30.06 30.07
29.9 0.511640 0.031285 | —0.008534 | —0.007756 |-  0.157863 | 29.99 30.00
29.8 | — 0.488360 | —0.020814 | —0.009664 | —0.003576 | — 0.454776 | 20.93 29.94
29.7 | — 1.488360 | —0.090863 | — 0.009597 0.001435 | — 1.045995 | 29.88 29.88
29.6 | — 2.488360 | —0.151912 | —0.008331 0.006634 | — 1.622562 | 29.82 29.81
20.5 | — 3.488360 | —0,212961 | — 0.005867 0.001379 | — 2.101270 | 29.76 29.78
20.4 | — 4.488360 | —0.274010 | — 0.002205 0.015029 | — 2.758801 | 29.70 29.69
20.3 | — 5.488360 | — 0,335059 0.002655 0.016941 | — 3.332215 | 29.65 29.70
202 | — 6.488360 | — 0.306108 0.008713 0.016473 | — 3.018025 | 29.59 29,63
201 | — 7.488360 | — 0.457157 0.015969 0.012984 | — 4.523091 | 29.53 29.53
29 | — 8.488360 | — 0.518206 0.024423 0.005831 | — 5.154206 | 29.47 29.45
28.9 | — 0.488360 | — 0.579255 0.034075 | —0.005628 | — 5.818149 | 29.40 29.33
28.8 | — 10.488360 | — 0.640304 0.044925 | —0,022034 | — G.521604 | 29.33 29.27
28.7 | —11.488360 | — 0.701353 0.056973 { ~—0.044030 { — 7.271631 | 29,25 29,27
28.6 | —12.488360 | — 0.762402 0.070219 | —0.072257 | — 8.074731 | '29.17 29.44
28.5 | — 13.488360 | — 0.823451 0.084663 | —0.107359 | — R.037796 | 29.09 29:98
28.4 | ~—14,488360 | — 0.884500 0.100304 | -—0.149975 | — 0.867588 | 28.99 28.76

28.3 | —15.488360 |~ — 0.945549 0.117144 | ~—0.200750 | — 10.870898 28.89 29.20

™ 5 = 20,083015 ~ X, = 1,330151
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=cgcgiA=+ci('ﬂm-—em—l)cz+c

=qc2a2 142+ 53(602—“601—‘1) B* + 0‘"

ﬂzL

T (z)

Bro
Bao
B

Oz

= z? + 1,344523 z

COEFIGENTE DE RELACIGN. DE CORRELACION

772

yz

= 0,455278

(Bao — Bro— 1)

gos (Boz — Boz — 1) — gos fgos — m (o2 + 1)1 + qos [\ Box {qos —\/ Bo1)] — qos [\/E (2 Boa— Bor) — qus)

= 0,171140
3,612027

— 0,413691
3,250067

—10,562936

I

2

Moy

= 0.504727

{Boz — (301 —_ 1)

VALORES DE LAS CONSTANTES

T, (z) = 13 §- 4,519316 2 — 32,077279 = + 33,535132

MEHD QO R

- Ta(y) = y% + 1,863323 y — 15,462905
Ts () = y* + 5,345174 y* — 39,443368 y ~- 53,839502

0,061049
0,000599
0,000353
0,001697
0,000107

—0,000060

Bor
Boz

i

 Bor = — 0,473852

il

Gy

Qoo (P20 — PBio— 1) — @sn [gs0 —\/_(31_0 (B20 + )] + quo [\/_(31_0 (gso “‘m)]—'q.w [\/E:n (2B — Bm) — g0} ‘L

J

j .
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TaBna XXI — Smn&s'rlc?ix oy,
_ ’ _ wz
= Wor + T ot — P+ [Ba + DT2 (@] |pou— —2 —
z hoa z oz
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u2

02

0'2:6: 15,462905 — 1,863323 J — y/> + 0,282206 = ~ 0,799504 T (z)

] Valores ex-
o Q& |—1,863328 7  — V2 0,282206 = |0,799504 T'; (x) 03 perimentales
e de: ¢2
Uy
10.160849| 31 |—17.019766 |— 83,431655|  2.867453 85.025401 2.899338| 0
9.160849 | 30.9 |—15.618532 |— 70.259340|  2.585247 68.497673 0.667944 | 1.25
8.160849 | 30.8 | —14.128268 |— 57.491228|  2.303041 53.573953 0.279597 |  0.484374
7.160849 | 30.7 | —12.559310 |— 45431374  2.020835 . 40.249248 0.257712|  2.244930
6.160849 | 30.6 |—10.922056 |-— 34.358366]  1.738629 28,523531 0.444650 |  2.411529
5.160849 | 30.5 | — 9.226849 |— 24.520571|  1.456423 18396843 1.568749 | - 8.579559
4.160840 | 30.4 | — 7.484046 |— 16.132312|  1.174217 9.869153 2.889917 |  4.463961
3.160849 | 30.3 | — 5.704045 |— 6:371080]  0.892011 2.940479 4.220264 | 4947487
2.160849 | 30.2 |— 3.897248 |— 4.374615  0.609805 | — 2.380103 5.411648 |  4.504066
1.1608497 30.1 |— 2.074001 — 1.238916] 0.327599 | — 6.119868 6.357724|  5.980458
0.160849 | 30 |— 0.244675|— 0.017243{ 0.045393 | — 8.251516 6.904862| 6.171786
— 0.830151 | 20.9 1.680359 |— 0.719341] —0.236813 | —  8.784165 7.302044 |  6.186741
— 1.839151| 29.8 3.300756 |— 3.311439] — 0,519019 | — 7.717968 7.305238|  6.9250683
— 2.830151| 20.7 5.176116 |— 7.716701} —0.801225 | —  5.052431 7.068657 |  7.115070
- 8.839151| 20.6°|  6.926035 |— 13.816342| — 1.083431 | — 0.788068 6.701106| 7.455033
-— 4.839151| 29.5 8630174 |— 21.451756] — 1.365637 5.075325 6.351009|  8.916270
— 5.830151 | 29.4 | 10.278185 |— 30.426819] — 1.647843 12.637715 6.204143 1 7.721221
— 6.339151| 20.3 | 11859639 |— 40.510412] — 1.930049 21.599113 6.481108| 8.709317
— 8.830151] 20.2| 13.208260 |— 50.247555| — 2.212255 32.259529 8.470878|  6.935729
— 8.839151| 29.1 14.781531 |— 62.930696| — 2.494461 44.518933 9.338218 | 16.095151
— 0.839151| 29 16.101168 |— 74.668678] — 2.776667 58.377365 | 12.406091| 2.003602
-—10.839151 | 28.9 | 17.312816 |— '86.329482| — 3.058873 73.834795 | 17.222161
—11.839151 | 28.8 | 18.406044 |— 97.576366| — 3.341079 90.301235 | 23.842739
—12.839151 1 28.7 | 19.370567 |— 108.070807| — 3.623285 109.546682 |  32.680063
—13.730151 | 28.6 | . 20.195808 |—117.476247 — 3.905491 120.801339 |  44.078204
~14.830151 | 28,5 | 20.871750 |—125.470443] — 4.187697 151.654603 |  58.331118
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ge = LL'zu + Ty
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Tasra XXII, — SmpAstica c'“’my

W50 '
o

e

' u./2
~F 0y + DT )] . [ Wio— ——
v , (0

p‘Igo_l

cgv = 10.562938 — 1.344523 =, — T} ~+ 0.096137 y + 0.462167 T ()
l Valores ex-
y Va —13445233,)  —% | 0.006137y 0462107 Te(y) o peri(;r;e;;ulesj
Zy
9.511640 | 30.8 | — 10.426309 |— 60.134643] 0.914421 42857508 | — 16.226085 | 0.25
8.511640 | 30.7 |— 8.933042 |— 44.143042] 0.818284 33.666576 | — 8.028286 | 1.595667
7.511640 | 30.6 |— 7.550652 |— 31.537872| 0.722147 25.399978 | — 2.403461| 2.064616
6.511640 | 30.5 |— 6.270004 |[— 21.746092]  0.626010 18.057715 | "1.220667.] 2.729413
5511640 304 |— 5.081984 |— 14.286639| . 0.529873 11.639785 3.363973 | 2.806653
4.511640 | 30.3 | — 3.977485 |— 8.751462|  0.433736 16.146189 ‘4.413916 | 2.970993 .
3.511640 | 30.2 | — 2.947377 |— 4.805460| 0.337599 1.576928 4.724628 | 3.314945
2.511640| 30.1 |— 1.982544 |— 2.174568| 0.241461 | — 2.068000 4.579287. 3.417120
1.511640 | 30.0 |— 1.073879 |— 0.637931) 0.145325 | — 4.788594 4.207859 | 3.559877
0.511640 | 29.9 |~ 0.212250 |— 0.024921| 0.049188 | — 6.584853 3.790102 | 3.590912
— 0.488360 | 29.8 0.611457 |-—  0.206821| — 0.046949 | — 7.456779 3.463846 | 4.731598
— 1.488360| 29.7 1.406364 |—  1.094106| — 0.143086 | — 7.404371 3.327739 | 5.347492
— 2.488360| 29.6 2.181572 |—  2.632707| —0.239223 | — 6.427628 3.444952 | 5.514951
— 3.488360| 29.5 2.946213 |—  4.801664| — 0.335360 | — 4.526552 3.845575 | 3.726555
— 4.488360| 29.4 3.700392 |—  7.611480| — 0.431497 | — 1.701142 4.528211| 6.039238
— 5.488360 | 29.3 4.480240 |— 11.103657| — 0.527634 2.048605 5.460492 | 5.787218
— 6.488360| 29.2 5.267875 |— 15.350020| — 0.623771 6.722681 6.578803 | 6.601265
— 7.488360 | 29.1 6.081400 [— 20.458352] — 0.719908 12.321094 7.787172 | 4.982399
— 8.488360 | 29.0 6.929949 |— 26.565839] — 0.816045 18.843840 8.954843 | 5.612115
— '9.488360| 28.9 7.822635 |— 33.850858 — 0.912182 26.290920 0.913453 | 5.189943
—-10.488360 | 28.8 8.768568 |[— 42.532493| — 1.008319 34.662335 10.458029 | 6.566115
—11.488360| 28.7 |  9.776875 |— 52.876617] — 1.104456 43.958083 10.316823 | 3.022226
—12.488360 | 28.6 10.856662 |— 65.201281] — 1.200593 54.178165 0.195891 | 6.246907
—13.488360 | 28.5 12.017072 |— 79.884197| — 1.296730 65.322582 6.721665| 0
— 14.488360 | -28.4 13.267199 |~ 97.369293| — 1.392867 77.391332 2.459309 | 6.640000
- }—15.488360 | 28.3 14.616172 |— 118.176423| — 1.489004 90.384416 | — 4.101901| 0
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3. Finalmente hemos calculado la eeuacién sedédstica o%, ~defi-
nida segtn la. férmula [39].

Las operaciones seguidas han sido reunicas en la Tabla XXI
donde, en la pendltima columna, figuran los valores tedricos y
en la {ltima, los experimentales. El grafico n* 5 permite compa-
rarlos. ' ‘

‘Kl c:’xlcullo de la ecuacién sedistica c"',;l/ se efectla de manera
andloga, segfin se indiea en la Tabla XXII y su representacién
figura en el grafico n® 6. :

§ 4. COMPARACION Y  CONCLUSIONES

1. Como dijimos antes (§2, n® 1) la superficie que se ha cal-
culado, con el método de las funcionmes marginales, es la. misma
gque defini6 K. Pearson con su métocdo de las quinee constantes,
eireunstancia que permitird efectvar ftiles comparaciones, con el
objeto de apreeciar si el método de las funciones marginales, con-
duee a mejores resultados o, en algtn sentido, eonstituye un avan-
ce en el tratamiento del importante problema que nos ocupa.

La superficie experimental es la cde la Tabla 1.

Hemos caleulado la superficie tedérica aplicando el método de
las funciones marginales, resultando la tabla XVII.

Bl calculo hecho por Karl Pearson, aplicando su método de las
“quinee constantes, conduce a la Tabla XXIII (%),

Comparando estas tres tablas resulta:

a) Poblacién experimental (Tabla I) N == 2922.
Poblacién tebrica

1) Por el método de las funciones
marginales (Tabla XVII) N == 2921.

2) Por el método de las quince
coustantes de Pearson (Tabla
XXIIT) ’ N = 2922,

Obsérvese que mientras el método de las quinee constantes de
Pearson, mantiene la fidelidad de la poblacién en un dominio euyo

Contorno difiere muy poco del experimental, el método de las fun-

(22) PEARSON, KARL.— Loe. cit, (18),
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.ciones marginales mantiene la fidelidad de la poblacién en un do-
minio completamente distinto y mayor que el experimental.

b) La superficie teérica, caleulada por el método de las quin-
ce coustantes de Pearson, para los puntos que corresponden a los
del contorno experimental, toma valores aproximadamente ig'uale's-'
a los experimentales y luego. tiende, asintéticamente, a cero.

La superficie teérica calculada por el método de las funciones
marginales, para ¢sos mismos puntos que corresponden a los del con-
torno'experimental, toma valores muy superiores, sigue luego to-
mando valores positivos, hasta que atraviesa el plano zy, toma
valores negativos y en algunos casos vuelve a tomar valores posi-
tivos. Bsto se constata con el caleulo hecho para secciones paralelas
al plano zy cuyos resultados se anotan en la Tabla XV I1. .

Como se ve, el método de las funciones mafg‘inales, define -una
superficie tedrica en uvn dominio distinto, mayor que aquel en
que la experimental existe. Esto se observa, inmediatamente, en
los gréficos que se agregan al final que representan secciones de la
superficie, tanto de la experimental como de las dos tebricas que
definen los métodos que estamos comparando, por planos paralelos
al 2y pasando por los puuntos © en que la experimental existe.

¢) IEn la curva que define cada seccién de la superficie
teérica, caleulada por el método de las quince constantes de Pear-
son, €l modo, o punto de miximo, coincide con el punto de mé-
xima frecuencia experimental, asi como son sensiblemente igua-
les las respectivas frecuencias, para esos puntos. '

En las curvas que definen las mismas secciones de [a superficie
tebrica, caleulada por el método de las funciones marginales, los
modos, experimental y teérico, no coinciden, y ademas la- maxima
frecuencia- tedrica es inferior a la maxima frecuencia experimental
en tocdas las secciomes. Por tanto, el método de lag funciones
marginales define una superficie deformada, en relacién con la
experimental correspondiente: aplastada en los puuntos zy que co-
rresponden a las frecuencias méximas, levantada en los que corres-
ponden a los del contorno experimental.

2. En los grificos no. 3 y 4 se representan las lineas de regresion
experimentales y las teéricas de las superficies que definen los
dos métodos que estamos comparando,
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Es en esta parte que se obtienen los mejores resultados, con el
método de las funciones marginales, y aunque es un placer consig-
narlo, surge, fatalmente, el interrogante: ; Hste resultado se manten-
.dra, en todos los casos, es decir, corresponde a una propiedad del .
método segin la cual con una superficie deformada y definida en un
dominio distinto a aquel en que la experimental existe se tendran,
siempre, lineas de regresion tedricas que ajusten bien a las corres-
pondientes experimentales?

Sin més, no puede contestarse afirmativamente. La respuesta
que logicamente fluye es negativa, y lleva a considerar este re-
sultado como una coincidencia ocasional que, en otros casos, podria
no verificarse.

s admisible que superficies distintas tengan las mismas liteas
de regresién, sin que pueda en el ecaso que estudiamos, atribuirse
este resultado, a una propiedad del método de las funciones margi-
nales, como en reciente publicacién se lo ha hecho, mientras que,
analiticamente, no se lo demuestre.

3. Los graficos nos. 5 y 6 representan las sedisticas experimen-
tales y las de la superficie tebrica calculadas por el método de las
funciones marginales; no se representan las que corresponden a
la misma superficie caleulada por el método de las quince constantes
de Pearson, porque éste no ha hecho en su trabajo citado (¥) el
caleulo de dichas funciones signaléticas.

Ya dijimos que la ecuacién sedastica no era otra cosa que. el
desvio medio cuadratico de la funcién.ligada con respecto a la
- media aritmética de la distribucién que queda de una variable
cuando se fija la otra, es decir, la media aritmética de las curvas:
definidas por secciones de la superficie con planos paralelos al zx:
"o al zy. .

Se sabe que una superficie de correlacién es una superficie en
que lag dos variables independientes estin en ligazén estochstica,
por tanto, en dependencia de probabilidad. Jsto quiere decir que,

1a’ funcién de esas variables, que define la superficie, no se puede

‘ descomponer en el producto de dos funciones: una de una sola de
‘las variables por otra de sélo la ofra variable. Xsas funciones se
descomponen en el producto de otras dos: una de una sola variable,
que es la funeién independiente, por otra de lag dos variables, que
es la funecién ligada.

(2%) PEARgON, KARL, loo. cit. (%),
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Tasra XXIIL — Valores tedricos resultantes de la

'Alturas barométricas en Southampton, —

X 311 | 310 | 309 | 30.8 | 30.7 | 306 | 30.5 | 30.4 | 30.3 | 30.2.| 30.1 | 30.0 | 29.9
31.0 | (0.00) | (0.08) | (0.10) | (0.14) | (0.16) | (0.10) | — — — — — — —
30.9 | (0.01) | (0.10) | 0.36 | 0.62 0.75 | 0.54 | (0.20)] (0.04) — — — — —

. 308 | (0.02) | 0.20 | 0.58 | 1.19 1.93 | 218 | 1.56 | (0.60)] (0.05) — — —_ —
30.7 | (0.04) | 0.27 | 0.68 | 1.63 3.26 | 479 | 4.89 3.29| (0.40) (0.20) — — —
30.6 | (0.05) | 0.29 | 0.64 .| 1.70 413 | 7.58 | 9.95 910 5.62| 213| (0.20) (0.20)| (0.10)
30.5 | (0.15) | (0.27) | 0.51 | 1.43 4.06 | 920 | 1512 | 17.62| 1441 | 8.10| 2.99{ 066 (0.40)
30.4 | (0.09) | (0.21) | 0.37 | 1.01 3.19 | 878 | 17.91 | 26.07| 26.95| 1972 | 10.14| 3.66| 1.02

.30.3 | (0.04) |.(0.15) | (0.24) | 0.63 2.04 | 6.67 | 16.84 | 3043 39.10 | 35.86 | 23.54¢| 11.18| 4.07
. 30.2 —_ —. 1 (0.10) | 0.36 | 1.11 | 4.08 | 12.67 | 28.41| 4516 | 51.19 | 41.70 | 24.71 | 11.07

© 30.1 — — — | (025)| 056 | 207 | 7.69 | 21.39| 42.04 | 58.62'| -58.59 | 42.52 | 23.01

1 300 — — — |(.15)| 029 | 0.93°| 3.85 | 13.33| 31.82| 54.51 | 66.57 | 58.70 | 38.18
29.9 — — — — (0.20) | 0.43 |- 1.66 6.64 | 19.77 | 41.58 | 61.91| 66.11 | 51.50
29.8 — — — — 0.05) | (0.30) | 0.71 2.92| 10.32| 2640 | 47.74| 61.57 | 57.35
29.7 — — — — “— | (0.15)| 0.32 1.23 |, 4.74| 14.30 | 31.07| 48.14 | 53.52
29.6 — — — — — 1 (0.10)] (0.25)| 0.54| 206 6:80| 17.53| 32.26 | 42.62
20.5 — - — — — | (0.04)| (0.10) | 0.24| 0.90| 312 | 891| 19.05| 29.63
29.4 — — — — — — 1 (.05 (015 035 137 422 1022 18.44
29.3 — — — — — — — | (0.04)] 0.16]| 0.57 1.85] 5.06| 10.45
29.2 — — — —_ — — — — (0.10)) 0.22| 065| 230| 5.40
29.1 — — — — — — — — — (0.10)| 0.21] 094 251
29.0 - —_— — —_ — — — — — — 0.10)| 0.34¢| 1.03
28.9 — — — — — — — —_ — —_ — (0.20)| 0.36

1 288 — — —_ — e — — — — — — 0.05)| (0.20)

il 287 — — — — — — — — — — — — (0.05)

1 286 — — — _— — — —_ — — — — _ —_

| 285 | — | — | — | — S N R P e N B
28.4 — — — — — —_ — — — — — — —
28.3 — — — — — —_— — — — — o — —
28.2 — - — — — — — — — —_ — — —
28.1 —_ — — — —_— — — — — — — — —_
28.0 — — — — — — — — — — — — —

Totales| 040 | 1.57 | 3.58 | 0.11 | 21.73 | 47.85 | 93.86 | 162.04 | 243.99 | 324.88 | 377.92 | 387.87 | 350.91
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aplicacion del método de las 15 constanies de K. Pearson

(Medidusen pulgadas).

208 | 207 | 20.6 | 205 | 204 | 293 | 202 | 201 | 200 | 289 | 288 | 287 | 286 |Totales
— — —_ — — — — — — — — — — 0.58
— 3 3 — — — - — — — — o — 2.62
— — —_ — — — — — — — — — — 8.31
— — — — _— — — — — — — —_ — 19.45
— —_ — — — — —_ — — — — — — 41.69
0.10)] — — — - — - —_ — — — - — 75.02}
- (0.30)] (0.10)] — — — — — e e — — — — | 119.52
1.35| 0.55| (0.40)| (0.10)| — — — — — — — — — | 173.19
413| 1.66| 0.70| (0.50) | (0.10) | — — — — — - — — | 227.65
989 | 417 | 1.82| 076 | (0.50)| (0.11):| — — — — — — — | 273.99]
19.04| 870| 399| 1.81 | 0.71 | (0.30) | (0.10)| ~— — — — - — | 302.98}
20.95 | 15.13| 7.35| 3.64 | 1.62 [ 0.58 | (0.30)| (0.05) | — — — — — | 808.42
39.04 | 22.08| 11.42| 611 |-3.11 | 131 | 042 | 0.10 | (0.05)| — — — — | 291.00
42.74| 27.831| 15.10| 8.60 | 496 | 246 | 095 | 028 | (0.10)| — — — — | 255.97
39.00 | 20.12| 17.27| 1026 | 6.56 | 3.83 | 1.77 | 0.62 | 0.16 | (0.08) | — — — | 211.88
32.67 | 27.34| 17.57| 10.65 | 7.25 | 4.92 | 274 | 115 | 036 | (0.15) } — — — | 166.79
23.84 | 23.15| 16.50| 1012 | 6.91 | 511 | 352 175 -0.67- -0.19 | 004 | — — | 126.64
1579 | 17.02| 14.62| 040 | 6.11 | 4.85 | 3.80 | 233 | 1.05 | 036 | 0.09 | (0.05) | — 94.50
9.50 | 12.67 | 12.17| 875 | 552 | 411 | 351 | 256 | 140 | 056 | 016 | (0.10) | — 69.68
513| 8.03| 922| 780 | 525 | 3.56 | 295 | 242 | 1.56 | 0.75 | 0.26 | (0.20) | — 50.89
243| 448| 614| 6.27 | 480 | 3.31 | 247 | 204 | 151 | 085 | 036 | (0.20) | — 36.42
1.00| 2.15| 851| 433 | 405 | 304 | 216 | 1.68 | 1.30 | 0.84 | 041 | (0.25) | (0.05) | 25.33
035| 087| 170| 251 | 284 | 251 | 1.88 | 138 | 105 | 0.73 | 041 |(0.25) | (0.05) | 16.78
0.00| 030| 069| 122 | 165 | 174 | 147 | 111 | 082 059 | 036 | (0.20) | (0.05) | 10.35
002| 010| 024 049 | 075 | 100 | 0.99 | 082 | 0.6% | 0.44 | 029 | (0.15) | (0.05) 6.00
— | (0.04) o007 017 | 032 | 048 | 0.56 | 0.53 | 0.43 | 0.31 | 021 | (0.13) | (0.03) 3.28|
—_ — | (0.04) (0.10)] (0.16)| 0.19 | 0.25 | 028 | 026 | 0.20 | 0.14 | (0.12) | (0.02) 1.76
—_ — — 1.(0.02)| (0.08)| (0.09)| 0.10 | 0.13 | 0.13 | 0.12 | 009 | (0.05) | — 0.81
— — — — | (0.03) | (0.05) | (0.05)| 005 | 0.06 | 006 | 0.056 | — | — 0.35
- — — — — | (0.01)| (0.01) | (0.02)| 0.02 | 002 | 0.02 | 002 | — — 0.12}
— — — — — — — 0.00' | 0.01 | 0.01 | 0.01 — — 0.03
"977.36 | 205.87 | 140.52 | 93.61 | 63.42 | 43.56 | 30.01 | 19.30 | 11.56 | 6.23 | 2.90 | 1.70 | 0.25 |2022
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Sies 2= f(x,v) la ecuacién de la superficie, sers

T, dy = 0 0) [69]
+oo ‘ '
fie,9) @ = o (5) 7o)

- 00

donde ¢ (%) ¥ p (v) son lag funciones de las marginales T ey, res
pectivamente, -que son lag funciones independientes.
La descomposicién indicada permite escribir

Jle,y) = o (@) @z (z,) : [71]

érmula cuyo segundo miembro, en calculo de probabilidades, tiene-
el siguiente ‘significado: probabilidad de verificarse el suceso z (da~
da por ¢ (£)) por la probabilidad de verificarse el suceso y, cuan-
do el 2 se ha verificado (dada por @, (z, ¥)).

Cabe también la descomposicién siméirica

Flx,y) =e(y) By (ay) [72]
con significado anflogo al anterior,
O, (x,y) v By(x,y)

son las funciones ligadas.
De [71] v [72] sale

0. 10,1) = L2 (73
_J,) )
By(z,y) = YOR | [74]

Habiamos definido las sedasticas asi:

+ o0 .

g2, = 2
Vg 00
f,y)dy
—00
+ o - i ‘ N
fz,y) [o—2] dv
) 2 —o0
0%, =

+00
f@,y) do

“w



&
que en virtud de [69], [70], [71] y [72] podemos escribir de esta
otra manera .

/ 9 (%) & (%,9) [U-ﬂ]zda;

Sy = . 0 (il}) .
doo- _
/g(y) B, (v,9) [s — o
o2y, =
K : e ()

y simplificando queda:

+ 00
= [ b =T 5]
+ 00 '
P, = / B, (v,1) [t — %1 dv 761

“que justifica la definicién dada de dicha ecuacién.

Ahora bien; por definir una superficie de frecuencias, es f (z, y). > 0
por la misma razén es ¢ () > 0 ¥ . (y) > 0, por tanto, tamb1éll
f@y) Sy

E)) e (y)
dos de las f6rmulas [75] y [76] son esencialmente positivos, puesto
‘que estan formados por el producto de una funcién que es positiva.
por desvios al cuadrado. Quiere, pues; decir que valores negatlvos
en la sedéstica no tienen sentido. '

Esto es, precisamente, lo que ocurre con las sedisticas 0%, y ngu
de la superficie tebrica definida por el método de las funciones mar-
ginales: en ambas figuran valores negativos, pero mientras en %,
para un intervalo parcial que comprende la parte de mayor densidad
- de frecuencias; la tebrica ajusta, relativamente bien a la experi-
mental; en Ggmﬂ hay, ademas de valores negativos, tal discordancia en
la marcha de la teérica respecto de la experimental que la primera.
pierde toda significacién con respecto al fenémeno observado.

He aqui cémo, atribuyendo a propiedad del método el resultado,,
parcialmente satisfactorio, de o%,, se habria estado inducido a error,
lo que se ha constatado al caleular o* z,. Bs prudente ligar esta obser-
vacién con lo comentado en el n° 2 de este parhgrafo, al considerar .
la validez de los resultados acusados, por el caleulo, para las lineas,
de regresion tebricas. )

Los valores negativos que aparecen en las sedasticas calculadas:
tienen facil explicacién, recordando que, como se ha visto, la super~

, es decir, los integran-

son positivos los cocientes

£ 3
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fmle tebrica que define el método de las funciones ma.rgmales toma,
valores negativos.
En conclu516n, y como sintesis de la. venflcam(m experimenta)
. hecha, debemos expresar algo que, a fuerza de ser natural y l6gico,
afn, a priori, podifa haberse dicho: s6lo una buena ecuacién de la
superficie, vale detir, una supelflcle tebrica que ajuste satisfac-
toriamente a la experimental, puede servir para el estudio y el
anflisis de dichas superficies o sea de los fenémenos que las mismas
representan. De otra manera se esti expuesto a los méak graves
etrores y a llegar a conclusiones falsas.






Representaciones grdficas de las secciones obtenidas

'por planos paralelos al yz comparando la superficie expe-

rimental (——o o—) con las tebricas que resultan

ajustando por el método de PEARSON'(«=@===@===0=-) y por
el método de las funciones marginales (==—o O,
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