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ZUR GEOMETRIE AUF EINER FLAECHE Mrr 
INDEFINITER METRIK 

Von Or. ROBERT FRUCHT 

EINLEITUNG 

Wenn m:an die elementare ,FHichentheorie, d. h. die Geometrie 
der FIachen im dreidimensionalen euk1idischen Raum entwic­
kelt, so zeigt sich, dass die geometrischen Eigenschaften einer 
solchen FHiché durch zwei invariante quadratische Differen­
tialformen bestimmt ·werden. Ein besonders wichtiges Kapitel 
der FHichentheorie ist aber die (durch Gauss begonnene) Un­
tersuchung der "inneren" Eigenschaften einer FHiche,· die 
nur von den Massverhaltnissen auf der Flache selbst, ni<;.ht 
aber von den en des umgebenden Raumes abhangen. Da die 
Massverhaltnisse auf der Flache selbst vollkommen durch die 
erste der beiden soeben genannten quadratischen Differential­
formen festgelegt sind, indem diese das Quadrat des "Bogen­
elements" (d. h. der Entfernung zweier "unendlich" benach­
barter Punkte) darstellt" lauft also die Untersuchung der "in­
neren" Eigenschaften einer Flache darauf hinaus, diejenigen 
Eigenschaften der Flache festzustellen, bei denen nur eine ein­
zige quadratische Differentialform auftritt. Hierher gehoren 
z. B. der Gauss'sche Satz von der Invarianz des Krümmungs­
masses ("theor~~a egregium"), die geodatische Krümmung 
von Kurven auf der FIache und die Gaus'8-Bonnetsche' Integral­
formel; auch die sich für n = 2 ergebende Spezialisierung der 
allgemeineren Riemannschen Geometrie, die eille invariante 
quadratische Differentialform in n Veranderlichen zu Grunde 
legt, würde hierher gehoren. 

Entsprechend ihrer Herleitung als Quadrat des Bogenele­
ments: 

[1] ds2 = É du2 + 2 F du dv + G dv2 

ist diese er'8te Grundform der Flachentheorie positiv definit, 
d. h. 

[2] . E > O " E G - F2 > O . 

Bei einigen Satzen und Begriffsbildungen der "inneren" Geo­
metrie einer FIache ist diese V oraussetzung aber gar nicht we-
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sentlich; z. B. Uisst sich das Krümmungsmass einer solchen 
quadratischen Differentialform 

1h.Ev lhG1t ~ 
E F 
F G 

(wobei die angehangten Indices partieIle Ableitungen bedeu­
ten) ebenso gut durch dieselbe Formel auch bei einer indefini­
ten Form. definieren, sofern nur EG..,- F2 =1= O ist. Hingegen 
wird schon die BogenIange 

[lar ds= E du2 + 2 F du dv + G dv2 

selbst nicht immer reel ausfallen, sondern für einige Richtun­
genauch imaginar (diese Tatsache ist aus der speziellen Rela.., 
tivitatstheorie der "Ereignisse auf einer Geraden" durchaus 
gelaufig"wo es "raum:artige und "zeitartige" Richtungen gibt; 
dieser spezielle Fall ergibt sich, wenn man z. B. u als raum­
liche, vals zeitliche Variable deutet und E = 1, F = O und 
G = c2 setzt!), sofern man° diese Schwierigkeitennicht ein­
fach dadurch umgeht, dass man la) durch die Definition 

[lb] ds= I E du2 + 2 F du dv + G dv2 I 

ersetzt. Eine ahnliche ISchwierigkeit ergibt sich bei der Defi.., 
nition der geodatischen Krammung auf Gr~lnd einer indefini­
ten Differentialform.· 

Wegen dieser' Sch:wierigkeiten mag es also auf den ersten 
Blick nichtgeraten erscheinen, sich etwas, von einer Geometiíe 
mit einer indefiniten binaren quadratischen Differentialform 
zu versprechen, und dies mag auch der Grund sein" warum 
eine solche meines Wissens bisher nicht ausgebaut worden ist, 
zum'al da wohl ein zwingender geometrischer Anstoss zur Ent­
wicklung einer solchen Theorie fehlte. Andererseits zeigt sich 
jedoch, dass die Geon1etrie einer ii1definiten Form viel anschau~ 
licher ist als die übliche Geometrie auf einer Flache mit definiter 
Metrik, und zwar aus dem folgenden einfachen Grunde: 

Die Nullrichtungen der Form (1), d. h. diejenigen Richtun­
gen d~~ : dv, für welche ds 2 = O ist, sind unter der V orausset­
zung (2) imaginar,so dass man siezwar zur Herleitung geo-
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metrisch anschaulicher Ergebnisse indirekt verwenden kann" 
ihnen aber ein direkter geometrisch anschaulicher Inhalt im 
reeIlen Gebiet fehlt. 1st hingegen 

[4] EG-P2<O, 

so gehen durch jeden Punkt der FUiche zwei verschiedene reeIIe 
N uIIrichtungen, und diese schliessen sich zu zwei reelIen Kur­
venscharen zusammen. Auch diese Tatsache ist aus der FUi­
chentheorie wohI bekannt und zwar nicht von der definiten 
ersten Grundform, die wir bishel' betrachtet haben,sondel'n 
von del' sogenannten zweiten, Grundfol'm 

[5] -dQ d~ = L du2 + 2 M du dv + N dv2
, 

die bei hypel'bolisch gekrümmten FHichen (LN - M2 < O) in­
definit ist. In diesem Falle bezeichnet m:an die Nullrichtungen 
aIs Asymptotenrichtungen und die beiden el'wahnten Kurven­
scharen aIs die AsymptotenIinien der Flache. 

Die Existenz soIcher reeIIen Kurvenscharen ermoglicht nun 
durch die Betrachtung des FIacheninhalts der von ihnen gebiI­
deten Vierecke die den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bil­
dende anschauliche Deutung des Gauss'schen Krümmungsmas­
ses) (§§ 1 & 2) und der geodatischen Krümmung einer Kurve 
(§ 3), sowie eine ausserst elementare Herleitung des Gauss­
Bonnetschen 1ntegralsatzes (§ 4) - alles natürlich nur für den 
Fall einer indefiniten quadratischen Differentialform, für weI­
che (4) erfüIIt ist. Diese letztere Einschrankung scheint den 
geometrischen Wert dieser Ergebnisse etwas herabzumindern, 
wenn man nul' án die elemental'e FIachentheol'ie denkt, wo die 
el'ste Diffel'entialfol'm (1) die Vol'aussetzung (4) ja nicht er­
füIlt, sondern nut unter Umstanden die zweite? die abel' allein 
( ohne die el'ste) in geometl'ischen Fragestellungell eigent­
Iich niem:als auftl'itt. 

Anders wil'd die Sache abel', wenn wil' und der affinen Dif­
ferentialgeometl'ie der Flachen zuwenden, denn dol't tl'itt die 
zweite Gl'undfol'm del' elementaren Flachentheol'ie in andel'el' 
Normierung gerade als erste Grundfol'm auf. Bezeichnen wir 
die Koeffiz'ienten dieser ersten Gl'undform del' affinen FIachen­
theol'ienach dem Vorgang von Hel'rn. Blaschke wiedel' mit 
E, 2F, G, so ist für hyperbolisch gekl'ümmte FHichen (4) el'­
füllt und die Asymptotenlinien sind l'eell. 

Wir wél'den also unsere El'gebnisse auch als Aussagen der 
affinen Diffel'entialgeometl'ie hyperbolisch gekrümmtel' FHi­
chen deuten konnen - die in del' affinen Flachentheol'ie aus­
sel'dem noch auftl'etende kubische Gl'undfol'm kommt natü:rIich 
in unsel'en Untersuchungel1nicht VOl' - und del' Bequem:lich-
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keit halber werden wir uns auch der Sprache der affinel1 FHi­
chentheorie bedienen, also z. B. N ullrichtungen von (1) aIs 
Asymptotenrichtungen bezeichnen oder das invariante Doppel­
integral 

[6] 

a,ls AffinoberfIache, usw. Doch gelten die abgeleiteten Ergeb­
. nisse ebenso gut für anden~ Gebiete der Geometrie, wo eine in­
variante quadratische Differentialform (1) auftritt, für weI­
che die Vorausssetzung (4) erfüllt ist .. 

~ 10 Die Konstrl1ktion des vierten Asymptotenviell"ecks undl die­
daral1f heruhende ansclh.auliche Deub.mg der Gauss'schell1 

Kriimmung. 

Den folgenden _ Betrachtungen legen wi:t; eine in eineín ge­
wissen Bereich der Parameter u und v definierte quadratische 
Differentialform (1) zu Grunde, 'deren Koeffizienten E, 2F 
und G g.enügend oft differenzierbare (oder noch einfacher ana­
Iytische) Funktionen von u. und v sein und der Bedingung (4) 
genügen mogen. Wie schon in der Einleitung hervorgehoben, 
gibt es dann zwei getrennte Scharen von Asymptotenlinien 
(Nullinien der Form) derart, dass durch jeden Punkt je eine 
Kurve aus beiden Scharen geht. Führen wir diese Asymptoten:-· 
linien als Parameterlinien eines neuen Koordinatensystem ein 
(über dessen Anfangspunkt wir noch spater zweckmassig ver­
fügen werden), so wird in diesen neuen Parametern, die wir 
wieder niit u undv bezeichnen, E und G verschwinden und die 
Form (1) nimmt daher die einfachere Gestalt 

[7] ds2 = 2 F (u, v) du dv 

an, wobei wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit 

[8] F (u, v) > O 

annehmen konnen. Für die AffinoberfIache ergibt sich daher 
aus (6) der einfache Ausdruck 

[9] Q = j jFdUdV. 
Wir konstruieren nun das folgende Asymptotenviereck (Fig~ 

1) : Von einem Punkte Pll unseres Bereiches ausgehend schrei­
ten wir langs der positiven u-Richtung soIange fort, bis der 
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Parameter u um den Wert h zugenornmen hat; hierbei sei h 
eine bereits so klein vorgegebene positive Zahl, dass alle wei­
ter unten durchgeführten Reihenentwicklungen zuHissig sind.' 
(Wir werden spater natürlich den Grenzübergang h ~ O aus­
führen). Sogelange man zum Punkt P 12 • Ferner trage nlan 
abermals von P 11 , ~ber diesmal in der positiven v-Richtung ein 

l' 

Q 
~ 

f?' 

h . h' 
u 

k 

Rz 
solches Stück ab, dass der Parameter v um die Gi'osse k wachse", 
wo auch k eine genHgend klein vorgegebene positive Zahl sei; 
so entstehe der Punkt P 21 • Der Schnittpunkt der durch P 2'1 ge­
henden u-Linie und der durch P 12 gehendenv,.Linie heisse P 22 • 

Wahlen wir P 22 zum Anfangspunkt unserer u-v-Koordinaten, 
so haben die bisher betrachteten Punkte also die Koordinaten: 

und das "Asymp'totenvierec'k" Pll P 12 P 22 P f!1 hat nach (9) die 
AffinoberfHiche 

o o 

[10] w=f f F (U,.v) dudv. 
1/=--71, 1:=-7c 

Angrenzend an 'dieses Asymptotenviereck wollen wir zwei 
weitere solche Vierecke mit der gleichen Affinoberflache ro 
konstruieren und zwar auf die folgénde Weise: Wir verlangern 
zúnachst die u-Linien P ll Pl¡;J über P12 hinaus und P 21 P 22 über P22 

hinaus um je ein solches Stück h' bis zu den Punkten P 13 bezw. 
P 23 , dass das neu entstehende Asymptotenviereck P12 P 13 P Z3 P Z2 

gerade die Affinoberflache w habe. Entsprechend verlangern wir 
die v,..Linien P 11 P21 über P 21 hinaus und' P 12 P 22 über P22 hin­
aus um ein solches .stück k', dass das entstehende Asymptoteli­
viere'ck P 21 P Z2 P 32 P 31 wieder die Affinoberflache (10) hato 
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Dureh die drei Asymptotenviereeke PII P1'2 P22 P21' PI2 P 1S 

P23 P 22 und P fH P 22 P 32 P 3I , die alle drei die gleiehe Affinobér-
, flaehe ro haben, ist nun aber ein viertes Asymptotenviereek v61-

lig mitbestimmt, namlieh das Asymptotenviereek P 22 P 23 P 33 

P 32, wo P 33 der Schnittpunkt der u-Linie dureh P 32 mit der v­
Linie' dureh P g3 ist. Die Affinoberflaehe dieses vierten Asymp­
totenvierecks" die wir mit ro" bezeiehnen wollen, wird im all­
gemeinen von ro versehieden sein. 

Man wird ohne weiteres vermuten, das's die Differenz w-w' 
in Zusammenhang mit der Gauss'sehen Krümmüng K im Punkt 
P 22 steht, die für spezielle Form (7) der ersten Grundform 
naeh (3) den einfaehen VVert 

[11] K =_ 1 02log F 
F oUov 

annimmt. In der Tat zeigt die Reehnung" die wir im, ~ 2 dureh­
führen werden, dass 

[12J Q)' = Q) - K ro2 + ... 
ist, w:o die ,Punkte auf Glieder hindeuten, die in h und k von 
mindestens fünfter Ordnung sind. 

o Für die Gauss"sehe Krümmung K im PunJ-d P 22 ergibt sieh 
hieraus 

[13] K= lim 
h~O 
7c~O 

- , ro-ú) 
ú)2 

Wir haben also folgende ansehauliehe Deutung der Gauss­
sehen Krümmung einer indefiniten Metrik erhalten: 

Konstruiert man zu drei Asymptotenvierecken der gleichen 
AffinoberfUicheú) und in der gegenseitigen Lage, der Fig. 1 das 
zugehorige vierte ASY1nptotenviereck, clessen Affinob,e,rfUiche 

w-w' 
ro' sei, so strebt der Quotient beÍ1n Zusammenschrump-

fen der Vierecke gegen den Wert de1~ Gauss'schen Krümmung 
K im gemeinsamen Berührungspunkt der vier Vierecke. 

~ 2. Beweis der formel (12) fÜi" die Gauss'sche Kriimmung~ 

Entwiekeln wir in (10) die Funktion F (~~, v) unter dem In-
o tegralzeiehen in eine Potenzreihe naeh u und v und führen die 

Integration gliedweise dureh, so erhalten wir 
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Hierbei sind . die Werte der Funktion F und ihrer partiellen 
Abteilungen (ebenso wie im folgenden) im Punkte P 22, d. h. 
für u = v = O zu nehmen. 

Analog errechnet man für das Asymptotenviereck P 12 P 13 

P23 P 22 die AffinoberfHiche 
o 

[15J J F (u v) du dv =Fh' k+l: _o~ h'2k-, , 2 Ou 

und wenn man hierin etwa h' = h + '11 eintdigt und nur die 
Glieder bis zur drittenOrdnung berücksichtigt~, so dass man 
112 vernachHissigen kann, so erhalt man durch Vergleich von 
(14) und (15) eine lineare Gleichung für 11, derenAuflOs'ung 
für h' den Wert etgibt: 

[16J 

Ebenso ergibt sich aus der Bedingung, dass das Asympto­
tenviereck P21 P22 P 32 P 31 die AffinoberfIache (O haben soH: 

Die AffinoberfHiche des vierten Vierecks P 22 P 23 P 33 P S2 

J¿' k' 

[18] ro' ~ j, J F (u, v) du dv ~Fh'k'+ ~ ~: h'2k'+ 

11=0 v=o 

kann jetztdurch Einsetzen von (16) und (17) berechnet wer­
den; es ergibt sich für (o' ein etwas langlicher Ausdruck, vún 
demaber die meisten Glieder wegfallen, wenn wir die Diffe­
renz ro' -(O bilden, und zwar wird diese letztere 

[19] 
, -( o2F 

(O-Q) oUov 
1 oF 
F OU 
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wo die durch Punkte angedeuteten hoheren Glieder von min­
destens fünfter Ordnung sind, oder (20) wegen (14) 

[20] 
,lo:! log F ? 

ro -00=-- --~-(ü~ l ••• 

Fou Ov T 

VVegen (11) ist hiermit abel' die Formel (12) bewiesen. 

§ 3. Einffihrull1g derr geodatnschen LiDien \Ulnd des geodla~ñschell1 

Krriimrm.\UlrigsdliiHerenii:ñaIs. 

Die im § 2 ábgeleiteten Formeln (16) und (17) für die "Sei­
tenHingen" h' und k' des vierten Asymptotenvierecks liefel'n 
aber nicht nur die soeben angegebene Deutung der Gauss'schen 
Kl'ümung, sondern auch eine anschauliche Definition del" geo­
datischen Linien, die zul' indefiniten lVletrik (7) gehoren. Wir 
betrachten dazu einfach den "StrecKenzug" P 11 P 2,Z Pa3' del' sich 
also dul'ch Anfügung del' "Diagonale" des vierten an die des 
ersten Asymptotenvierecks el"gibt; iro '¡G1"enzfall zusammen­
sch1"umpfender Vierecke erhalten wir so ein "Stück" einer geoda­
tischen Linie. 

In del' Tqt ! Setzen wir in (16) und (17)' inl G1"enzfall 
h = d~t, k = dv, h' = clu + d2u und k' = dv + d2v ein, so e1"­
halten wir bei Division dul"ch dtr~ die Differentialgleichungen 
del" geodatischen Linien 

J 

d2u, ~ - --ª-~; F ( {i} 
dt2 

[21] 

1 
'd2v _ JJ log F ( dv )' --- ----'--
dt2 Ov dt 

Die Bezeichnung "geodatische Linien" rechtfe1"tigt sich hier­
bei durch die Tatsache, dass die üblichen Diffel'entialgleichun­
gen del" geodatischen Linien in einem beliebigen Koordina'ten-

t [ J (
d2Ui. ~ r' dUr dU s ) d· ('21) ··b sys ero U1, U2 dt2 = - ~8' '~r,8 (lt' dt' gera e In u er-

gehen, wenn mann berücksichtigt, dass für die Form (7) von 
den Dreiindicessymbolen r i 

1',8 alle verschwinden mit Ausnahme 

von r 1
22 --: 'O log ~ und' r 2

2
? = :E_log F _. 

,'O u - 'O v 
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. Die soeben angedeutete anscnauliche Einführung del' geoda­
tischen Linien :?) legt es nahe, fUI' eine Kurve?, die nicht geo­
datische Linie ist, in der folgenden Weise eine anschauliche 
Definition einer "geodatischen Krümmung" vorzunehmen. Ha-

v 
..If'. 

/¡ g /¡' ~ 

k' ·w k' d)' '" k' 

h R: lz' ~ ... 
/' II 

k W w k 
k 

I 
h h' 

ben die Punkte· pa,B dieselbe Bedeutung wie in §§ 1 und 2 und 
in Fig. 1, so sei (siehe Fig. 2) eine durch P11 und P22 gehende 
Kurve v = v(u) gegeben, 'für die wir annehmen wollen,. dass 

~~ > O seL Bei Verfolgung der Kurve über P22 hinaus wird 

sich zeigen, dass sie die v··Linie durch P13 P2DP 33, d. h. die 
Asymptotenlinie u = h', im allgemeinen in einem von P 33 ver­
schiedenen Punkt R schneiden wird.· (In der Fig. 2 ist' ange­
nommen" dass R ausserhalb von P'!!3 P33 lieg"t, doch andert sich 
an den' folgenden Betrachtungen nichts, wenn R innerhalb .von 
P 23 P 33 liegt). VVirr ziehen noch die durch R gehende u-Linie und 
erhalten so ein Asymptotenviereck P2'!! P 23 RQ, dessen Affin­
oberflache 0)" nur dann gleich del' Affinoberflache ro' von P 22 

P 23 P 33 P 32 sein wird, wenn R = P 33, also im Grenzfall, wenn 
die betrachtete Kurve eine geodatische Linie ist. Daher wird 
die Differenz 0)" -'--ro' als einMass- für die Abweichung unserer 
Kurve von einer geodatischen Linie I zu brauchen sein. 

Die Durchrechnung dieses Gedankengangs verIauft folgen­
dermassen: Wenn wir die 'Ordinate von R m'it k bezeichnen 
(die Abszisse ist ja gleich h'), so wird wegen (18) 

[22] O/~-O)' = F h' (k -k') + ... , 
R 

(*) Man konnte in weiterer Verfolgung dieses Gedankengangs auch den 
Parallelismus von Levi-Civita auf anschaulichen Wege einfühl'en, doch 
wollen wir hierauf nicht naher eingehen, 
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wo der Wert von Fan der Stelle P22' d. h. für u = v =0 zu neh­
men ist, und hierbei ist 

[23] k (h')· dv .h' 1 d
2
v h'2 

.' =v =-d +-2~-l-" + ... , 
R U GW 

. wo die Werte von -ddV und ddgv hier und im folgenden ebenfalls 
u u 2 , 

im Punkte P22 zU nehmen -sind" oder wegen (16): 

dv (1 d2v· (} log F dV) \. 
[24] k R = du h + 2" du2 - (}U -du h

2 + .. ; 

Andererseits folgt wegen 

[25] 
. dv 1 d2v 

k = - v (- h) = du h - 2' du2 h'2 -t- ". 

aus (17) 

[26] k' = dv h _ L~ d
2
v . + (} log F (~ dv )2/ h2 -i- ... 

. du (2 du2 (}V du í 

Setzen wir (24) und (26) in (22) ein, so ergibt sich 
1 

oder. mit Rücksicht auf (16) und (25): 

[28] ¡ d2V (}logF I . 
--.,- lo F 

(o" -w' . Fhk2

• (d~~ )21~ _ + ~d: 1+'" 
l --· _.-

du du 
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und daher endlich ~egen (14)': 

Einen in u und v (abgesehen vom 'Vorzeichen) syrnmetri­
s.chen ~usdruck erhalt man, wenn man unsere Kurve v = v(u) 
beber In Parameterdarstellung u = u(t), v = v(t) schl"eibt 
und 

dv V d2v 1 u v 
[29'] --= ---- === -'--

du .' du2 

Ü'" U V 
U 

eintl"agt (die aufgesetzten Punkte bedeuten Ableitungen nach 
t); man erhalt so die Grenzwertformel für zusammenschrum­
pfende Asymptotenvierecke: 

[30] lim w" 3 w' = /_1_

1

1 uv-ü'; __ ologF u + O~!F v 
~=:~ ú) 2 1 Pu;; UV Ou 

Hierin unterscheidet sich die rechte Seite nur um: einen (üna­
ginaren) Zahlenfaktor von del" in del" üblichen Weise definier­
ten geodatischen Krümmung einer Kurve in einel" definiten Me­
tl"ik; in der Tat liefert die bekannte Formel fül" die geodatische 

Kl"ümmung --}¡ in beliebigen' Koordinaten, die man in den 
'Q.Q.e. 

,Lehl"büchel"n del" Diffel"entialgeometrie nachschlagen kann, für 
den Fall E = G 'I¡ O (i = V - 1) : 

1 1 i 1 (Ü.V~Ü~ ologF· OlOgF.) [31] -- = --=::::: ~-=====- --~----u+ -- V 
Q/let. 1/ V" . . Ov 

2 V 2 Fuv ' uv Ou / 

Die hierbei auftretenden Vorzeichen- bezw. Reellitatsschwie: 
rigkeiten für den uns interessiel"enden Fall einer indefiniten 
Grundform werden umgangen, wenn man im Sinne del" oben 

,gegebenen Herleitung, statt die geodatische Krümmung selbst 
zu definieren, sich auf' den aus (29) folgenden Differentialaus­
druck 



-14-

beschrankt" den rnan etwa als "geodéitisches KTü1nmungsdiffe­
rential" bezeichnen konnte. Mit seinem Integral Iangs eines 
endlichen Kurvenbogens werden wir uns im ~ 4 beschaftigen 
und so das "indefinite Analogon" zun1' Gauss-Bonnetschen Satz 
der FUichentheorie erhalten. " 

"" 
~ 4. Das Integral des geodlatischen KlI"iimmtmgsdliifferentials und 

dei\" G.81'Uss=BOll:1lnetsche Sall:z Hifí das KUl'1'venzweiíeck. 

Wir betrachten das Stück einer Kurve C:v=v(u) zwischen 
zwei Punkten P1 = [ut, V1] und Pg = '[u:h v 2 ] J' der Einfachheit 
halber wollen wir voraussetzen, dass auf diesem Kurvenstück 

v 
./¡\. 

R 
~~------------------~U 

dv 
durchwegs iU: > O ist (siehe Fig. 3). Integrieren wlr das oben 

eingeführte "gebdatische Krümmungsdifferential" (32) Iangs 
C von P1 bis P2' so erhalten wir das IÚiTvenintegral 

J
'" d2V . 

ds 1 du2 1 ologF ologF· 
[33] (--=_.- -_. du--f(-dU----dV) 

. o( 2 eh, 2 . . OU . OV I 

C '- J ---¡¡;¡¡- e 
e 

Von den beiden rechts auftretenden .Kurvenintegralen lasst 
sich aber das erste auch als gewohnliches Integral auswerten: 

[34] 

d21) , 11" 

!f-dU~ du= ~.f-;;"(U) 
2· ~~ 2 v'(u) 

• du . 11 1 . , 
CI 

mit 

v' (u) == dv, v"(u) = d2~_ 
du du2 

'-. 
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Ferner ist 

[35J !.( 'Olog-F du+ '01og-F ) ! \ . F(u') V2) --- dv = d (logF) =log- --o -~'-'-, 
. 'Ou a v F(Ul,VI) . 
e e 

daher 

[36] 

Trag-en wir (34) und (36) in (33) ein, so ergibt sich 

Wir betrachten nun eine zweite Kurve ~ : v = w(u), die 
"oberhalb" von ~ gleichfalls von Pl nach P2 laufen lnoge (d. h. 
IW(U) > v(u), ~V(U1) ", V1 W(U;3) = v2), und bilden aUGh für 
diese' das Integral ihres geodatischen Krün1mungsdifferentials 
von p 1 bis P;3. Für die Differ.enz dieser Integrale Uings e und 
Uings e folgt dann aus (37): 

[38] j~_j~~~ log- ~:(u?) -~log- W'(U2) 
(Jg . Qg 2 v (Ul) 2 W'(Ul) 

e e / 

. -"j 'Olog-F J '01ogF 
. --- du+ ----du. 

'On 'On 
~c e 

Die beiden letzten Kurvenintegrale auf der rechten Seite las­
sen sich aber als" ein Doppelintegral der negativen Gauss'schen 
Rrümmung über die AffinoberfHiche des zwischen den Kurven 
e und e gelegenen u-v-Bereiches: den wir mit 13 bezeichnen und 
als einfach zusammenhangend voraussetzen, auffassen~ denn 
nach (9) und (11) Uisst sich in diesem Doppelintegral eine 
.Integration ausführen: . 

1/.') W('ll) 

[39] -J'(KdQ= jj'0210
g

F du d1'= J~ du j-Q- ('OIÜgP) dv 
" ./ ' 'Ou 'Ov 'Ov 'Ou 

e e ~tl -&(U) 

= jltj 'OlogF(u,w(-u» 
,1 'Ou 
it

l 

'OlogF (u, v (-u) ) 

'Ou 
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und so ergibt sich tatsachlich 

[401 -J f KdQ~ J_O},;!F du- J O~!F duo 

e ~ e 

Tragen wir dies in (38) ein, so erhalten wir für unsere in­
definite Metrik den Gauss-Bonnetschen Integralsatz für das 
Kurvenzweieck in der Form: 

[ 41] 

Hierbei kan man die rechte Seite noch folgendermassen den­
ten: Bezeichnen wir 'das Doppelverhaltnis, we1ches im Punkt Pi 
die Tangenten von e und e (in dieser Reihenfolge) mit den bei­
den Asymptotenrichtungen bilden, mit D,~ (e, C) (i = 1,2), so 
ist z. B. 

[42J 

'" ) 1 d'U IXI o du 1 

¡ Q' dv 1 1 dw 1 
, D I (C, C) = ----.- . 

, '11 clu 1 x I o du I 
o dw 1 1 dv 1 

und daher 

JJI(dQ+Jds,~JdS =~log D2 (C,f!j 
(Jg 0[1 2 D 1 (e C) e e ~ . , 

In diesér Formulierung steht die Formel (43) für eine in­
definite Metrik in vollkommener Analogie zum gewohnlichen 
Gauss-Bonnetschen Satz für eine positiv definitive Grundform, 
wenn man ihn für ein Kurvenzweieck ausspricht; denn in die­
sem letzteren Falle würden auf -del" rechten Seite statt del" von 
uns gefundenen Logarithmen von Doppelverhaltnissen die Win-
kel zwischen e und e in PI bezw. P2 auftreten. Del" Winkel 
zweier Richtungen ergibt sich aber bekanntlich aus dem Loga­
rithmus des Doppelverhaltnisses dieser Richtungen und del" bie­
den isotropen Richtungen (Nullrichtungen der Grundform) 
durch Multiplikation mit i/2. Del" Unterschied zum definiten 
Fall liegt also nur in dem Faktor iauf der rechten Seite, der 
aber auch auf del" linken Seite von (43) implizit in 1/0g und dQ auftritt. (Vgl. hierzu (31) mit (30) und (6) mit der im 
definiten Fall geltenden Definition der OberfIach~: ylEG-F2 
du dv). 



SOBRE LA GEOMETRIA EN UNA SUPERFICIE 

CON METRICA INDEFINIDA 

Por ROBERTO FRUCHT 

INTRODUCCION 

Al desarrollar la teoría elemental de superficies, esto es, la geometría 
de las superficies en el espacio euclideo tridimensional, se demuestra que 
las ;propiedades de· dichas superficies están determinadas por las dos for­
mas diferenciales cuadráticas invariantes. Un capítulo particularmente in-

"\ teresallte de esta teoría de superficies, es el estudio (que ya fué iniciado 
por Gauss) de las propiedades "intrínsecas" de una superficie, las cuales 
dependen únicamente de la superficie misma, _pero no del espacio en que 
está definida. Puesto qu las propiedades métricas de una superficie se de­
rivan de la primera de las mencionadas formas diferenciales cuadráticas, 
la cual expresa el cuadrado del· "elemento de arco" (esto es la distancia 
entre dos puntos "infinitamente" próximos), las propiedades "intrínsecas" 
de una superficie se refieren a las propiedades en las cuales interviene 
únicamente esa- forma diferencial cuadrática. A esto se refiere por ejem­
plo el teorema de Gauss sobre la invariancia de la curvatura total ("theo­
rema egregium"), la curvatura geodésica de las curvas de una superficie 
y la fórmula integral de Gauss-Bonnet; se puede incluso considerar como 
perteneciente a esta teoría, el caso particular para n = 2 de la geometría 
general de Riemann derivada de una forma diferencial cuadrática de n 
variables. 

Por tratarse del cuadrado del elemento de arco la primera forma di­
ferencial cuadrática de la teoría de superficies· [1], es positiva definida, 
esto rS' se verifica 12]. 

Para algunos teoremas y propiedades de la geometría "intrínseca" de 
una superficie, estas hipótesis no son necesarias; por ejemplo, la curva­
tura total de una de estas formas diferenciales cuadráticas 13] (los sub­
índices representando' derivadas parciales), se puede igualmente expre­
sar por esta misma fórmula, en el caso de una forma diferencial cuadrá­
tica con la sola condición de ser E G - F2 distinto de cero. Según esto el 
elemento de arco I1 a] no será siempre real sino que en algunas direc­
ciones podrá ser imaginario (esto es corriente en la teoría de la relativi­
dad en lo referente a "sucesos sobre una recta" en donde intervengan 
"direcciones de espacio" y "direcciones de tiemp'o"; esto ocurre p. ej. 
cuando u es la variable de espacio, v la variable de tiempo, E = 1, F = O 
Y G = - C2), pero se puede sencillamente resolver esta dificultad po­
niendo, por definición [lb] en lugar de [la]. 

Una dificultad de este tipo aparece en la definición de curvatura geo­
désica a partir de una forma diferencial indefinida. 

A causa de estas dificultades, no parece a primera vista muy reco­
mendable ocuparse de una geometría con una forma diferencial cuadrá­
tica binaria indefinida, y esta debe ser la causa, de que, al menos que 
nosotros sepamos, no se haya construído dicha geometría, si bien quizás 
haga falta para la edificación de tal teoría un más profundo desarrollo 
geométrico. Se observa sin embargo que la geometría de una forma inde­
finida es más intuitiva que la geometría ordinaria de una superficie o 
con métrica definida, a causa de los siguientes razonamientos sim~~es: 
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Las direcciones nulas de la forma [ 1], esto es, aquellas direcciones 
d u : d'V para las cuales d 8 2 = O, son con las hipótesis' [2] imaginarias, 
se pueden por tanto aplicar solo indirectamente a la interpretación de 
resultados geométricos intuitivos, pero en cambio falta un contenido di­
recto geométrico e intuitivo en el campo real. Si es [4J en cada punto 
de la superficie hay dos dh~ecciones reales nulas distintas, que constitu­
yen dos haces' de curvas reales. Esto es bien conocido en la teoría de su­
perficies, si bien no para la primera forma fundamental sino para la lla­
mada segunda forma fundamental [5,] la cual para superficies con cur­
vatura hiperbólica (L N - JI!l2 < O) es indefinida. En este caso las di~ 
recciones nulas se llaman direcciones asintóticas y los mencionados haces 
de curvas, líneas asintóticas de la superficie. 

La existencia de estos haces de curvas reales facilita, mediante la 
consideración del cuadrilátero que forman, el estudio del tema de este 
trabajo, que versa sobre la significación intuitiva, de la curvatura de 
Gauss (~~ 1 y 2), de la curvatura geodésica de una curva (~ 3), y tam­
bién una obtención muy elemental de la fórmula integral de Gauss­
Bonnet (~ 4), todo ~llo naturalmente, solo para el caso de una ,forma 
diferencial cuadrática indefinida que cumpla [4]. Esta última limita­
ción parece disminuir el valor geométrico de estos resultados pues si nos 
referimos a la teoría elemental de superficies, la primera forma diferen­
cial cuadrática no cumple la condición [4] que es cumplida únicamente 
por la segunda, pero esta no aparece nunca en las consideraciones geomé­
tricas sin ir acompañada de la primera .. 

El caso es d¡'stinto si consideramos la geometría diferencial afín de 
superficies, ya que en ella la segunda forma fundamental aparece,de 
una manera algo distinta, como la primera forma fundamental. Indique­
mos los coeficientes de esta. primera forma fundamental de la teoría afín 
de SU1)erficiessegún Blaschke ("") con E, 2 F, G, CO¡l lo cual para super­
ficies de curvatura hiperbólica se cumple - [4] y las líneas asintóticas son 
reales. 

Podremos así generalizar nuestros resultados a la geometría diferen­
cial hiperbólica de superficies curvas -:-' la forma fundamental cúbica 
de la geométrica afín de superficies, no interviene naturalmente en estas 
consideraciones - y para mayor comodidad utilizaremos el lenguaje 
de la geometría afín de superficies, así por ejemplo las direcciones nulas 
de [1] se llamarán direcciones asintóticas y el invariante integral do­
ble [6] área afine. 

Además los resultados que se obtienen son válidos también para otros 
capítulos de la geometría en lQs que interviene la forma diferencial cua­
drática invariante que satisface la hipótesis [4]. 

, § 1. CONSTRUCCION DE LOS CUA TRO CUADRILA TEROS DE 
ASINTOT AS y SIGNIFICACION INTUITIVA DE LA CURVATURA 

DE GAUSS QUE DE ELLA SE DERIVA 

Las consideraciones que van a seguir se referirán siempre a una forma 
diferencial cuadrática del tipo [1], definida en un cierto dominio de 
u, y.v,; sus coeficientes E, 2 F y G serán generalmente func!o!les diferen­
ciables, (o más sencillamente analíticas) de u y v que verIfICan la con-

"") Wilhelm Blaschke: Vorlesungen über Diff~rentialgeometrie. II: Af­
fine Differentia'lgeometrie. (Bearbeitet von Kurt Reidemesteir.) Berlin, 
1923. - La' curvatura de Gauss de esta forma fundamental está allí indi­
cada con la letra S, p. ej. § 49, (5). 
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dición [4]. Como ya dijÍmos en la introducción existen entonces, dos 
haces distintos de líneas asintóticas, (líneas nulas de la forma), tales 
que por cada punto pasa una curva de cada haz. Tomando estas líneas 
asintóticas como líneas paramétricas de un nuevo sistema de coordena­
das,~" (cuyo arigen lo elegiremos más tarde en donde nos convenga), con 
estos nuevos parámetros,. que seguiremos representando por n y v, E y G 
desaparecen, y la forma [1] toma la simpr.e expresión [7], en la cual 
sin limitar la generalidad. podemos suponer [8]. 

Para el área .afine [9], tenümdo en cuenta [6] deduciremos la senci­
lla expresión [9]. 

Construyamos ahora el siguiente cüadrilátero de asíntotas (fig. 1): 
desde un punto P ll de nuestro dominio sigamos a lo largo de la direc­
ción positiva de las n, hasta que este parámet:ro tome el valor h; 11, tiene 
que ser un' número positivo suficientemente pequeño para que todos' los 
desarrollos en serie que ejecutemos sean válidos. (Más tarde efectuaremos 
naturalmente el paso al límite 11.,-70). Así obtendremos el punto P 12• Aná­
logamente desde P 11 en la dirección positiva de las v sigamos hasta el 
valor k de v, donde k es un número positivo suficientemente peql.1eño, así 
obtendremo's le pmito / P 21' Obtendremos P 22 por la intersección de la 
u-línea que pasa por P 21 con la v-l~nea que pasa por P 12' Este punto P 22 

lo tomaremos con el origen de nuestro sistema de coordenadas, con lo 
cual los otros puntos tendrán las coordenadas (9'), y el "cuadrilátero de 
asíntotas" P n P12 P 22 P 21 tiene como área afine [10]. . 

Lindando con este cuadrilátero de asíntotas, construiremos de la si­
guiente forma, otros dos cuadriláteros de la misma área afine 00: para 
ello prolonguemos primero la u línea P 11 P 12 del lado de P 12 Y la P 21 P 22 

del lado de P 22 un segmento 11,' hasta obtener los puntos P 13 Y P 23 res­
pectivamente, de manera que· el área afine del cuadrilátero de asíntotas 
P 12 P 13 P 23 P 22 sea igual a (o. De la misma manera prolongamos las 
v-líneas P 11 P 21 Y P 12. P 22 del lado de P 21 Y P 22 respectivamente, un 
sgmento k' tal que el cuadrilátero de asíntotas P 21 . P 22 P 32 P 31 tenga 
igualmente 00 como área afine. 

Estos tres cuadriláteros P 11 PI:; P '22 P 211 P 12 P 13 P 23 P 22' Y P 21 P 22 

P 32 P31 , de igual área afine 00 determinan un cuarto cuadrilátero deasín-
totas, P 22 P 23 P 33 P 32 donde P 33 es la intersección de la u-línea que pasa 
por P32 con la v-línea que pasa por P 2r¡' El área afin de este cuarto cua­
drilátero de asíntotas, la indicaremos con 00' y será en general distinta 
de oo. 

Se puede presumir que la diferencia 00 - 00' está en dependencia con la 
curvatura de Gauss K en P?? la cual para el caso de la forma espe­
cial [7] de la pri'mera form~a fundamental toma, teniendo . en cuenta 
[ 3], el sencillo valor [ 11 ] . 

En efecto, el cálculo,que hacemos en el ~ 2 prueba [12] donde los pun­
tos significan términos de al menos quinto grado en h y k. 

Para la cuadratura de Gauss en el punto P 22. se tiene por tanto [13], 

es decir: 
Se construye sobTe tres cuadriláte1'os de asíntotas de igual ál'ea eífine 

00 y en la posición indicada en leí figu1'Cí 1 el cOTrespondiente cual'to cu~-
00-(0 

drilátero de asíntotas cuya á'rea afine es oo~, entonces el cociente ~ 

tiende hacia el valor de la CU1'vatu]'a, de Gauss K en el punto común a los 
cuatro cuadriláÚTos cuando éstos tienden todos a red~wirse a dicho punto. 
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§ 2. DEMOSTRACION DE LA FORMULA [12], PARA LA 

CURV A TURA DE GAUSS 

Desarrollemos en [10] la función F (u, v) bajo el signo integral en 
una serie de potencias de u y v e integremos término a término, así ten­
dremos [14]. 

En esta fórmula (así como en las siguientes) los valores de la fun­
ción F y de sus derivadas parciales se toman en el punto' P 22 esto es 
para u = v = O. 

Análogamente se calcula el área afine [15] del cuadrilátero de asínto­
tas P12 P13 P 28 P22' 

Poniendo 11,' = 11, + 11 Y considerando solo los términos hasta el tercer 
orden, puesto que Y}2 se puede despreciar, se obtiene comparando [14] y 
[15] una ecuación lineal en Y} cuya solución para 11,' nos da [16]. 

Asimismo la condición' de . tener. el cuadrilátero de asíntotas P 21 P ':21. 

P32 P31 el área afine (O da [17]. 

El área afine [18] del cuarto cuadrilátero P22 P 23 P 33 P 32 puede ya 
caJcularse teniendo en cuenta [16] y [17]. Se obtiene así para (o' una 
expresión bastante larga, pero la mayoría de los términos desaparecen 
al formar la diferencia (o' - (O obteniéndose [19], donde .los puntos in­
dican términos de al menos quinto orden y teniendo en cuenta [14], 
se obtiene [20 J • 

Teniendo en cuenta [11] queda así demostrada la fórmula [12]. 

§ 3. !NTRODUCCHON DE LAS LINEAS GEODESICAS 

y DE LA CURVATURA DIFERENCIAL GEODESICA 

I Las fórmulas '[ 16] y [17 J , 'obtenidas en el § 2 para las longitudes 
11,' y le' de los lados del cuarto cuadrilátero de asíntotas nos dan no sola­
mente la significación de la curvatura de Gauss, anteriormente expuesta, 
sino también una, definición intuitiva de las líneas geodésicas para el 
caso . de la métrica indefinida [ 7 J. Consideremos para. esto el camino 
P 11 P 22 P 33 que' se obtiene aüadümdo la diagonal del cuarto cuadrilátero 
de asíntotas a la del primero; al pasar al límite y reducirs'e todos los 
cuadriláteros a un punto este camino tiende a un elemento de geodésica. 

En efecto: reemplacemos en [16J y [17J al efectuar el paso al lí­
mite 11, = d u, le' = d v, 71,' = d u + d u2 Y k' = d v + d v2 y dividiendo por 
d t 2 obtendremos [21] que son las ecuaciones de las líneas geodésicas. 

Se prueba que efectivamente estas ecuaciones son las de las líneas geo­
désicas, recordando que éstas son [21'] en un sistema de cool~denadas 
generales (ul' u 2 ), las cuales se reducen a [21J observando que para la 
forma [7] los símbolos de tres índices r i

rs se anulan a excepción de 
1'111 y P!22' 

Esta interpretación intuitiva de las línea geodésicas (:f.) nos permite 
para una línea que no sea geodésica dar una definición intuitiva de la 
curvatura geodésica. Para ello supongamos los puntos P a{3 con la mis-

(:f.) Por este mismo camino podría obtenerse igualmente el paralelismo 
de Levi-Civita, pero por ahora, no entraremos en ello. 
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ma significación que en los ~ ~\ 1 Y 2 Y figura 1 y consideremos (figura 2) 
una curva v = v (u) que pasa por !os puntos P 11 Y P 22 Y par.a la cual 
-1 v 
se tenga --'-> O. Prolongando esta curva por P.-)') se demuestra que corta 

du. - , 
en general a la v-línea que pasa por P 13 P 23 P 33 (es decir la línea asin­
tótica u = h'), en -un punta fi distinto\ de P33• (En la figura 2 se ha to­
mado R exterior a P 23 P 33 pero las consideraciones que siguen son vál~­
das aunque dicho punto sea interior a P 23 P 3S )' Tracemos la u-línea por 
el punto R hasta obtener un cuadrilátero de asíntotas P 22 P 23 RQ, cuya 
área áfine ro" sea solamente igual al área afine' ro' de P 22 P 23 P 33 P 32' 

cuando R = P 33' esto es en el caso límite de ser la línea considerada una 
geodésica. De este nl0do la diferencia ro" - ro' se puede considerar como 
una medida de la separación entre nuestra línea y una geodésica. 

El cálculo de todo lo que acabamos de exponer es el siguiente: 
Si l,a ordenada de R la indicamos con k)" (la abscisa es h'), teniendo 

en cuel'lta [18] resulta [22], donde el valor de F se refiere ai 'punto P 22 

es decir para u = v = O. De aquÍ se tiene [23], donde los valores 
d v d 2 V ' 
-d- Y -d-? los tomamos (e igualmente hacemos eh lo sucesivo) en el 

u u-
punto P22• Ahora bien, según [16] resulta [24]. Además teniendo en 
cuenta [15] deducimos (26] de (17]. 

Reemplazando [24] y (26J en [22] se obtiene [27]. 
Volviendo a tener en cuenta [16] y' [25] deducimos [28], y de aquí 

finalmente a causa de (14] tenemos [29]. , 

Expresando la curva v=v (u) en forma paramétrica u=u4t), v=v (t) 
y poniendo [29'], se obtiene una expresión simétrica (a excepción del sig­
no) en u y v la cual nos da para el caso límite de reducirse el cuadriláte­
ro .de asíntotas a un punto, la fórmula [30]. 

El segundo miembro de esta _ expresión se diferencia únicamente en 
un factor imaginario de la curvatura geodésica ordinaria de una curva 
en el caso de una métrica definida. E~ efecto, la conocida fórmula para I 

la curvatura geodésica en cualquier sistema de coordenadas (véase cual­
quier texto de geometría diferencial) es [31], para el caso E=G=O, 
(i=,j-1). 

Las dificultades de 'signo y realidad, para el caso que nos interesa de 
una métrica indefinida, desaparecen si en lugar de la curvatura geodé­
sica nos limitamos a la expresión diferencial invariante [32] deducida 
de [29] Y que se podrá llamar "curvatura di! e1'encial veodésica". En el 
~ 4 nos ocuparemos de la integral [32] a lo largo de un arco de curva 
finita obteniendo así el análogo del teorema de Gauss-Bonnet para una 
métrica indefinida. 

§ 4. LA INTEGRAL DE LA CURVATURA DIFERENCIAL GEODESICA 

y EL TEOREMA DE GAUSS.BONNET PARA HUSOS CURVOS 

Consideremos el segmento de curva !2 : (v = v ( u» entre dos puntos 
P 1 (u1 VI) y P 2 (U2 v 2 ). Para simplificar supondremos que en toda esta 
curva' es dv / du > O (ver figura 3). Integrando la curvatura diferencial 
geodésica, introducida en [32], a lo largo de e desde P 1 a P 2, obtenemos 
l~ integral de línea [33]. -

La primera de las dos integrales curvilínea del 29 miembro se puede cal· 
cular como una integral ,ordinaria [34]. 



Además tenemos [35} de donde deducimos [36] y substituyendo [34] 
y",[36] en [33} se obtiene [37]. 

Consideremos, ahora una segunda curva e (v = W (u) que vaya asi­
mismo de PI a P 2 pero por encima de C ( esto es: w (u) > v ( u) , 
W(~{l)=VI' w(u2) =·v2) , y formemos para ella laintegTal de su cur­
vatura diferencial geodésica ,desde PI hasta P2 • La diferencia de estos dos 

integrales a lo largo de C S e es [38] en virtud de ['37}. 

'Las dos últimas integrales curvilíneas del segundo miembro de la igual­
dad anterior se pueden expresar como la integral' doble de la curvatura 
de Gauss negativa, sobre la superficie afín del recinto comprendido entre 
las curvas C y C que designaremos por B y que supondremos simplemen­
te conexo. Teniendo en cuenta. [9} y [11] podemos integrar parte de 
esta integral doble quedando [39] y así obtenemos efectivamente [40]. 

Substituyendo en [38} obtenemos para nuestra métrica indefinida, la 
fórmula integral de Gauss-Bonnet para husos' curvos, en la forma [41]. 

Al segundo ,miemb'ro podemos darle la siguiente interpretación: for­
memos la razó'n doble entre las dirección de las tangentes Pi a C y C, 
y las dos direcciones asiritóticas y representémosla por D,¿ (C, C), (i=l, 2), 
por ejemplo [42} y de aquí [43]. 

De esta manera la fórmula [43] es completamente análoga para el 
caso de una métrica indefinida, a la fórmula de Gauss-Bonnetpara una 
forma ,positiva definida al referirse a un huso c-qrvo; pues en este úl­
timo caso en el segundo miembro aparece en lugar de los logaritmos de 
las, razones?obles, los ángulos entre C y e en PI Y P 2 respectivamente. 
El ,ángulo de, dos direcciones viene dado como es sabido por el logaritmo 
de la razón. doble de estas dos direcciones y de las direcciones isótropas 
(direcciones nulas de la forma fundamental) multiplicadas por ij2. La 
diferencia con el caso definido está únicamente en el factor i del segun­
do. miembro, ,el cual' aparece sin embargo de una manera implícita 1 j Qu 
y dQ. (Compárese; para ello [31] con [30} y [6} con la definición de 
a7eay E G -.:.... F2 d ud 'l.1", válida para la métricá definida). 

Buenos Aires, 1 939. 
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SOBRE UNA MEMORIA DEL Prof. J. C. VIGNAUX 

por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ 

Nos proponemos en esta nota hacer un análÍsis objetivo, y completo de la 
memoria siguiente: 

J. C. yIGNAUx.-Extensión del teo1'enUI de Abel-Stolz, y sobre cügunas t'i'CinS­

fo?'maciones funcionales lineales (continuación); Anales de la Sociedad 
Ci,entífica Argentina, Tomo CXXVI, entrega VI, 1938, pp. 401-428). 

Re aquí todo el contenido de la memoria, página por página, y párrafo 
por párrafo; 'sin ~nllitir nada: 

Pá?'rafo 1 (pág. 401) : 

"En la presente memoria -;:dice el autor- nos proponemos exponer 
"varios resultados nuevos [1] relativos a la transformación limitada de 
H Laplace", definida por la relación, 

1 

[1] f (z) = J e-.1:<: f(J (x) d x ; 

o 

" de la transformación de Le Roy 
1 

g(.~)= ,'t' • Jm (x) dx 

1----, x z 
o 

"y de la transformación de Reine: 

1. , 

J cp (x) d 'J~ 
h (z) = 

x-z 
o 

Pá1Tafo 2 (págs. 4Q2-404): 

Introducción histórica y resumen de la memoria. 

Párrafo 3 (págs. 404-405) : 

Define lo que entiende por "transformación ,limitada de Laplace", en los 
siguientes términos: "dada una función cp (;,¡:), acotada e integ?'able Lebe,,­
" gue en el intervalo (O, 1), la integral definida 

1 

f (z) =J e- tz cp (t) el t 
o 

" define en todo el plano de la variable compleja z = x + i y, una función 
"compleja de z~ que llamaremos transformada limitada de Laplace de Ju 
"función cp (t), o, simplemente, transformada limitada (L1 ), e indicür·.:.­
"1110S con la notación f (z) =. Ll [cp (a~) ] . 

"A las funciones cp (x') y f (z) las denominaremos función generati'}z; 
" L, Y función determinante L1, respectivarp.~nte," ' 

< '") Lq. bastardilla esp:uestr::L, 
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Enuncia y demuestra a continuación el siguiente teorema: 
"La función 1 (z) es holomorfa en todo el plano"; luego da su desarrollo 

de Taylor y deduce que la función 1 (z) es de tipo exponencial. 
Estos nuevos teoremas, que demuestra el autor con lujo de detalles, para 

lo cual necesita 'dos páginas, 405-406, figuran hace largos años. en textos 
elementales, por ejemplo, en el conocido manual de Pinchede, "Gli Elemellti 
della Teoria delle Funzioni Analitiche", Bologna,Zaníchelli, 1923, dond3 
en las 6 primeras líneas de la, página 314 demuestra mucho más;. y Bochli<.'r 
le gana en concisión a Pincherle, pues liquida el tema en 3 líneas (Nos. 13. 
14, 15 de' pág. 145; Y Titchmarsh se limita a desdeñarlo por trivial y co­
nocido. En cambio, el Prof. Vignaux considera la primici,a dign:a de ocupar 
tamaño espacio (págs. 405-406) no ya en un libro didáctico, sino en una 
memoria de tan altas pretensiones. 

Pár'1'afos 4 y 5 (págs. 405-411) : 

Definición de lo que el autor. entiepde por problema de los momentos de 
"Le Roy Haussdorf", a saber:' 
"determinar una función única que satisfaga a la condición 

1 

(in == f XILqJ (x) clx 

O 

(n := 0,1,2, ... n ... ) " 

El autor no dice a qué categoría debe pertenecer la función qJ (x), Ül­

cógnita. Suponemos que exige que qJ (x) sea acotada e integrable, Regún 
ha supuesto antes. Este problema, tal como lo entiende el Sr. Vignaux, 
es insoluble, como se deduce de las primeras propiedades de la il1tegr8.1 de 
Riemann, o aún de Cauchy. 

Página 408: 

Demuestra el teorema: Si se verifica la (1), se verifica también: 

1 

f (z) = ~. [qJ (1) e-Z-lp (O) ] + -+-fe-zJ,' ep' (x) clx. 

O 

Exactísimo. No hay más que integrar por partes. Igualmente, deriva.ndo 
n veces, llega a una fórmula donde 'en el segundo miembro aparece, bajo 
el signo de integral, la derivada enésima de lp (re). Estos "teoremas", eran 
ya conocido~ en los tiempos de Laplace (siglo XVIII), y quizás' aun antes. 

Otro "teorema" (pág. 409; línea 5" empezando por arriba): Si se ve-
rifica: 1 

'1 (z) = f e-·cz ([J (a;) el x, 

O 

se verifica también: 
1 

1 

g (z) = fe-,,~, (x) d'x, 

o 

f (z) ± g (z) = f é-'o ('p(x) ± '1' (xl) d x." 

O 
JIuelg;an los comentarios, 



Pagina 410: 

El teorema que demuestra~ de manera no rigurosa, es un caso muy pall
_ 

ticulaT del conocidísimo teorema sobre la "Faltung", de integrales de Lapla­
ce, que figura en ,libros bien conocidos, incluso para el intervalo (-, CI.), Cf.) ) , 

y funciones meramente sumables (y no suma.bles y acotadas, como supo­
ne Vignaux). Suponiendo las funciones nulas para (- CI.), o), y (1, 'x; ), ' 

se obtienen los teoI'emas del autor, sin necesidad de los largos cálculos 
(puramente formales), que él utiliza. 

Páginas 410-411: 

Con motivo del "cociente" de transformadas (que define de manera ex­
clusivamente formal, al estilo del siglo XVIII, pues para conocer. ese co­
ciente hay que resolver una ecuación Integral de primera especie, y el 
autor no da condiciones ni siquiera para que ésa e<;uación admita solución), 
cometeun grueso error de concepto. Dice, en efecto (pág. 411) : 

"Haciendo el producto del segundo miembro, la relación anterior se puede 
" escribir: 

" 16-"'1' (xl dx =eJ6-" [-} I~' (x-y) '" (y) dy J dx, 

o 

" de donde rsulta, según un conocido teorema de Lerch-Vitali 

[[J 

2 '" (x) =e/~' (x-y) 'n (1/) dx." 

\1 

La conclusión a que llega el autor es lamentablemente equivocada. Su­
poniendo que la función (O (x) exista, para lo cual el, autor no da ningún 
criterio, la igualdad' anterior puede no verificarse. Co'nsulte el autor .::ual­
quier libro moderno de CálculQ. 

Pá?'1"afo 6 (pág. 411) : 

Incompleta y confusa noticia sobre el problema de la inversión. 

Pá1'1'afo 7 (págs. 412-415) : 

Demuestra que \ la integral doble 

(cp (x,y) acotada e integrable Lebesgue) , es función holomoI'Ía de z y '10, 

escribe su desarrollo de· Taylor, y afirma que sus derivadas parcial~s se 
obtienen d~rivando bajo el ~igno de integral. 

Todo esto es tan trivial y conocido como en el caso de una variable, y 
con idéntica facilidad se demuestra, por ejemplo, paJ;a una función de 

. 10.000 variables. 



pd1'1'ctjo 9 (página 414-415) ': 

Plantea el siguiente prüblema: 

"Dada la sucesión düble amI!' determinar una función "única", cp (x,1/), 
" de las variables x, y, tal que 

" a",;, = f >"" y" <i' (x, y) d x d y (m, n = 0, 1, ... ) " 

, Le acünsejamüs al Prüf. Vignaux que deje las cüsasdünde están, y no. 
trate de resülver el prüblema, tan incürrectamente enunciado., el cual si 
tiene una sülución, tiene infinitas; vea cualquier libro. müdernü de Cálculo. 
Infinitesimal. El autür no. tiene nüticia, pür lo. visto., de que el prüblema, 
bien plctntectdo, ha sido. übjetü de múltiples investigaciünes, pür Schüenberg, 
Hildebrandt, Haviland,... incluso. para intervalo. infinito., y rz variables. 
Pünemüs la bibliügrafía completa a su dispüsición, si así lo. desea. 

Pá'i'Tafo 10 (pág. 415-416) : 

He aquí un teürema, característico. del Prüf. Vignaux, que ya cünocÍan 
perfectamente lüs alumnüs de lüs cursüs elementales: la integ'I'al de 
una suma es igual a la suma de las integrales. 

El caso. del prüductü (pp. 415-416) no. es tan 'trivia'l, y se siente ül'g'u­
lIüsü de haberlo. resuelto., en 1938 para düs variables (An.Süc. Ciento Arg'. 
T. CXXVf, 1938, pág: ,14). Püdía haberse ahürradü el esfuerzo. dedemü3-
trar malamente esta regla de Cálculo.; pu~s aun sin mülestarse en leer 
memürias, pudo. haber aprendido. en libros didácticüs ("Lehrbücher"), ;:ue 
pünemüs a su dispüsición, la demüstración perfecta, no. para dos, sino. para 
n variables; y no. sólo. para el müdestísimü intervalo. (0, 1), sino. ]Jara 
(-00, 00); y para funciünes meramente sumables, y no. sumables y (U:(l­

tadas, cümü supüne ¡cómüdamente Vignaux. 

Párntfos 11-12 (págs. 416-422) : 

Extiende lüs teüremas anteriüres sübre suma y prüductü de integ''::'ales 
de Laplace ürdinarias a las intégrales de Laplace de variable cümplejn 
dual. Cümü estas integrales se reducen inmediatamente (según el mismo 
autür no. puede menüs de übservar en la página 417), a un par de integrales 
de Laplace ürdinarias, tüdüs lüs teüremas que para ellas demuestra SüTl 
tan triviales como. lüs precedentemente reseñadüs. [:1:]. 

Pá1Tctfo 13 (págs. 422-423) : 

Prüpiedades de la integral düble de Laplace de variable cümpleja dunl. 
PüF la misma razón que lüs anteriüres (reducción inmediata a integl'aJes 

e:') Por la sencillpz del tema fué propuesto como ejerc'iC'io en\ el curso pas::Hl0 a ,los 
alumnos del Seminario Matemático de la Facultad de Buenos Aires y algunos de eHos, 
clejanc1,o, de lado las propiedades td,viales" que son las mismas ya sabidas, pnconltl'ai'On 
alg'una.s pequeñas novedades (lignas de nota respecto del campo o.J'dinario, Ninguna de 
estas propiedades se encuen,tl'a sin emba¡'go en este capítUlo, en el c,ual se aplican 
con aso111hroso coraje los clásicos teorelnas de integración precis'alnente en los easos 
Pll que su uso pstá pr,ohibiélo sin las precauciones que enseñan los tpxtos, Lo muy poeo 
quP sPl'ía preciso dpl110strar no lo demup,stl'a, admitiendo ciertas propipdadps, como una 
gratui tamentp atribuida a la Srta, Cibrario, 

Sohre la exaetitud de las eitas y su ortografía podría eSeri])irse otro folleteo, 



de Lapiace ordinarias), estos teoremas son completamente triviales. Menos 
mal que 'el autor, en un arranque de sinceridad, lo confiesa (página 42i::j : 
"Las propiedades de esta integral doble se' deducen a partir de la expl'e­
"sión (2), y razonando, como en el caso de, una variableH

• 

pá?"?:ctfo 14 (p,ágs. 423-425): 

Pintoresca noticia histórica (incluso por la ortografía) sobre el problema 
de los momentos. 

Pá?'rafo 15: 

No existe. 

PáT?'afo 16 (págs. 425:..426) : 

Menciona el problema de los momentos de Cauchy,' y aun cuando dice 
con mucha razón (no~ place consignar que la memoria contiene esta afir­
mación rigurosa) que "cuando la curva c, es cerrada, la solución es inme­
"diáta, y ella está contenida en los ~'esultados fundamentales de Cauel1y 
"sobre las series de potencias", después invierte dos largas páginas en 
reproducir cosas conocidas hace más de un siglo.' 

PáT?"afo 17 (págs. 426:-428) : 

El problema que llama de los "momentos factoriales", sobre mia {!urva 
cerrada, cuya solución ha anunciado alborozadamente en la página 4~~5, 

no es tal problema. Esperemos que el autor se dé cuenta de su equivalen­
cia con el d~ Cauchy leyendo el final de esta reseña, 

Las fórmulas que figuran en la mitad superior de la página 427 tienen 
un parecido c0ll1:prometedor con las de una clásica memoria de Frobe~ius 
(Crelle, vol. 73, 1871, pp. 1-30) ; parecido que se trasmuta en identidad 8i 
en las fórmulas de Frobenius de,las páginas 5 y 6, se reemplaza la sucesión 
a o' al' a:!, aH ••• , al/' .. , que en ellas aparece, por la sucesión particular 
0, 1, 2, 3,. .. jAdmil~able retroceso al cabo de 67 años ! 

Páginct 428: 

Las novedosÍsimas consideraciones anteriores culminan en el descubri­
miento del siguiente teorema: "Dada una función l~olom01fa en el exteriQ1', 
del conto?'no ce?'?'ado c, 'Y continua sobre c, su deSaJTOllo en serie de fcwu[+ad 
conveTgente queda pe?'feetamente dete?'minado". ("'). 

Las fórmulas anteriores tenían un peligroso parecido con las de Frobe­
nius. El presente teorema, que data de los' lejanos tieIllpos de la gueIT'l 
franco - prusiana (1871) , se llama también de Frobenius. Pa­
ra mayor desgracia figura incluso en textos elementales, por e]em'plo en 
el archiconocido de Pincherle, "Gli Elementi della Teoría delle Funzioni 
Analitiche", Bologna, Zanichelli, donde puede leerse, en la página 329: 
" ogni funzioni analitica regolare per a~-7 co é sviluppabile in serie di fatto­
"riali". El Prof. Vignaux, quién sabe con qué propósito,hizo el ag1regaJo, 
arbitrario e inútilmente restrictivo: "y continua sobre e", con tan mala 
fortuna que ha estropeado el teorema y no ha despistado a nadie. 

(*) Subrayado por el autor. Sin duda ha querido decir sel'ie ,de 'facultades, 
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PárTaJo final N9 18 (pág. 428) : 

·El autor cierra dignamente esta segunda parte de la memoda con el 
siguiente párrafo que . abre un horizonte de vastas proyecciones: "Por 
"ahora nos limitaremos a estas consideraciones, y dejamos planteada la 
"cuestión de los momentos factoriales sobre una curva abierta y el de los 
mome;ntos factoriales 'de tipo Stieltjes, o del tipo Le Roy-Hausdorff o del 
"tipo ·Hamburgé'. 

" Se puede generalizar también este problema considerando integrales de 
"Stieltjes". (*). 

Este es el dificilísimo problema que el autor, tras inútiles esfuerzos para 
resolverlo se limita a enunciar, en la. esperanza de que algún ilustre ma­
temático le dedique sus desvelos y con su solución se inmortalice, inmorta­
lizando de paso-al que lo propuso. 

Considéramos que vale la pena detenerse sobre este punto, pues ello va 
a permitirle al más prOfano apreciar cabalmente la extraordinaria origi­
nalidad de este problema, y la de su creador. 

Un lector que sólo conozca las cuatro reglas 'Y posea el concepto más 
elemental de integral puede comprender perfectamente lo que sigue.' 

El problema clásico de los momentos consiste en establecer las condic!J­
nes necesarias y suficientes que debe cumplir una sti'cesión dada (:9 nú­
meros reales ?no' ?n1 , ?n2 , 11'¿:J1' •• m n . .. , p'ara que exista una función f (x), 
pe:r:teneciente a una dada categoría, tal que se cumplan las infinitas igual­
dades: 

mo = J f (x) X
O d x 

m, = J f (x) x' d x 

m2 = J f (x) X2 d x 

m" = J f (x) X" d x , 

entendiéndose que los límites de integración son a y b. (':') 

El nuevo problema de los' momentos factoriales, que plantea, orgulloso., 
el Prof Vignaux, consiste en averiguar las condiciones necesarias y :;'lJfi.­

cientes que debe cumplir una sucesión dada de números reales cO,cl' c2' 

(*) El autor le asigna a este re¡;;ultado. c'on el cual corona su ohra. especialísim.a im­
jlol'tancia. Recalca, en efecto, en la página '!o '1 (final del pál'l'afo 2): "Finalmente, en 
" la tercera parte se estudia una nueva cuestión: la de. los momentos factori·ales". Y en 
su ans'ia muy loable de inmortaJi.dad, firmemente empeñado en que su proble:tpa "el 
problema de Vignaux", sea bien conocido. 10 antes posible. por todos los m·atem'áticos 
del orbe. J.es lanza nuevamente su cartel de desafío, cual despiadada esfinge rediviva, 
recordándoles en otra publicaci6n posterior (Anales de la Soco Ciento Arg., ll1arzo 1939. 
pág. 185.),. la deuda ele hono,' que tienlém contraída al no atacar la magna cuesti6n 
"que llen10s denolninaelo problema ele los n10n1entos factoriales". 

(*) Si a y b son finitos, es el caso de Hausdorff; si h= +00 el ele Stieltjes; si 
a=-oo, b= + 00, el ele HaJ11Jbul'gel·. . 
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para que exista una funcióIi f (x) tal que se verifiquen las infinitas ecua­
ciones 

J f (x) d x = eo ' j x f (x) d x =. e, , j x (x + 1) I.(x) dx = e", ... 

Ahora píen: todo alumno de quinto grado de la escuela· primaria enten­
derá las siguientes igualdades: 

1=1 

X2 = X (x + 1) - X 

x 3 = X (x + 1) (x + 2) - 3 x (x + 1) + x ; 

y cualquier estudiante de arquitectura podrá multiplicar ambos miembl'Os 
de estas igualdades por f (x) e integrq,r luego sin mayor esfuerzo, obt('­
niendo: 

j f(x)dx= J f(x)dx 

jXf(X)dX= j xf(x)d" 

j x2f(x)dx= j X(X+1)f(X)dO}-j "f(x)dx , 

j x"f (x)clx'= j x (x+1) (x+2) f(x) dx-3 j x(x+1)f (x) dx+ j xf(x)dx; 

111'2'= 02-'-01 

?n3 = 03-3c2 +- el' 

y así sucesivamente. (:::). 

,Las sencillísimas restas que anteceden, demuestran de modo irrefutable 
que, si la función f (x) es solución d€! problema de "momentos factoriale::;" 
de Vignaux para la sucesión (on), es Úl.mbién solución del problema clásÍt:'o 
de momentos para la nueva sucesión (?n ll) Y recíprocamente. 

Ergo, el "problema de Vignaux" es, el mismo problema de Hausdorff,' de . 
Stieltjes o de Hainburger. 

He aquí, pues, descifi'ado por un Edipo cualquiera, cop una sencillísil1la 
operación 'de resta, el pavor.oso enigma que el Prof. Vignaux, con religioso 
temor, no ha osado siquiera abordar. 

Poincaré ha dicho en alguna parte que no era capaz de hacer {¡na suma 
sin equivocarse. Bien podemos disculpar a, su émulo platense que se, haJia 
atrancado en una resta. 

(*) Es bien sabido como se llega a la expresión general de 1I/.
n 

median'te los ramos,os 
números de Stirling, :onocidos hace más de 200 años, 
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J. C. VIGNAUX: "Extensiones del teOl"erna de A bel-StolzU sobr'e ctlgunas 
t1'CLnsfor'rnaciones funcionales lineales" (conclusión); Anales de la Socie­
dad Científica Argentina" Tomo CXXVII,marzo, de 1939, pp. 161-:185). 

Merece esta memoria por múltiples razones, (tantas como teoremas), estudi'J 
aparte, que aparecerá en el próximo número del Suplemento. Con todo, no 
podemos resistir ala tentación de dar a conocer a nuestros lectores, para, 
muestra, siquiera uno de los revolucionarios teoremas que contiene. 

EIProf. Vign,aux considera integralés del tipo siguiente, que llama de 
Le Roy: 

A) 

1 , () J cp .(x) d x t z = 
. ,1-xz 

o 
donde cp (x) es real, acotada e integrable Lebesgue en el intervalo (O, 1), 
y z es un número complejo arbitrario, no perteneciente al intervalo (1, ce ') ; 
y considera los "momentos" sucesivos de cp (x) : 

1 

1) aJl. = J xn cp (x) el x (n = 0, 1, 2, ..... ) 

o 
En la página 172 de la memoria figura el siguiente notabilísimo teol'ema 

con su demostración, no menos notable:' "Si ~e da una función definida 
p~)l' su desarrollo de Taylor 

2) f (z) ~ Ctn z'll 
'11=0 

" cuyo radio de convergencia se supone igual a la unidad, y sus puntos Hlll­

" guIares estén en el in~ervalo, (1, C1.) ; entonces la f (z) puede expresan:e 
," en toda su estrella rectilínea por una integral de Le Roy. En efecto, rh,da 
" la sucesión al/, se puede detenninar una función e{J (x) solución de la (1):' 

Después de este catastrófico descarrilamiento en la estación de salida, es 
inútil seguir copiando . 

. Basta aplicar,por vía de ejemplo, el teorema anterior a la sencillísima 
serie .geométrica: f (z) = ~ zn. 

Esta satisface a todas las condiciones impuestas en el teorema, pues su 
radio de convergencia es 1, y su único punto singulares también el punto 1, 
perteneciente al semirayo (1, ce), según exige el teorema. 

Como en este caso sencillísimo todos los Ctl/. son iguales a 1, la correspon­
diente función cp (x); deberá satisIacer, de acuerdo con la fórmula (1) del 
Prof. Vignaux, a la sig'uiente relación: 

1 

'1 = J q.' (x) XII d x 

o 

(n = 0, 1, 2, ..... ) 

Pero por las propiedades bien sabidas de las integrales, el límite del ~:9 

miembro para n~ C1.) es 0, luegó resulta la estupefaciente igualdad 

1 = O. 

He aquí una de las 'consecuencias menos sorprendentes del teorema del 
Prof. Vignaux. 

(ContinuaTa) • 
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Después de visto. y admirado. el más valiüsü resultado. üriginal a que 
llega la memüria, prücederemüs al examen detenido. de esta descüncertante 
prüducción. La cual cümienza así: 

"Aquí nüS vamüs a ücupar -dice el autür- de1 estudio. de la cürres­
" pündencia funciünal que establece la integral de Le-Rüy 

f (z) = f.-QJ-(-X_) - d x 
1-xz 

e 

[1] 

" entre una función dada QJ (x) Y la función f (z) definida pür la inte­
"gral [1]. Luego. prüpündremüs algunas generalizaciünes de la misma". 

Hemüs repasado. cuidadüsamente las 25 páginas de la memüria y en 
ellas no. aparece el estudio. de la integral. curvilínea, ni mucho. menüs sus 
prümetidas generalizaciünes (:r.); y ésto. a pesar de su anuncio.: 

"Trataremüs pri?neramente el caso. en que la [1] esté tümada sübre el 
" intervalo. real (0,1)". 

Y no. cabe esperarlas en ütrü capítulo., que quizás püdría aparecer en 
un próximo. número. de lüs "Anales"; pues éste üstenta el bien visible rótu­
lo. "Cünclusión"; y no. pür errür de imprenta, ya que en lüs sucesivüs núme­
rüs cambia de tema. 

Es muy püsible que se trate de una de las tantas incumpl~das prümesas 
cün que el autür matiza sus memürias; pero. más favürable es ütra expli­
cación que surge al cümparar a1111::üs capítulüs. El' capítulo. II trata, cümü 
ya hemüs dicho., de la transfürmación 

1 

j
"'QJ(t)dt' 

f (z) = ----
, 1-zt 
o 

'\ ! 

. [1'] 

que el señür Vignaux llama de Le Rüy y en el capítulo. II trata de la 
transfürmación 

1 

, f (z) =.r qJ (x) d x 
x--z' 

que Pincherle estudió en fecha remüta (:r.:r.), llamándüla de: Reine. 

[1"] 

U na y ütra sün en el fündü una y .misma transfürmación perfectamente 
cünücida, y el lectür nütará inmediatamente 'que de una a ütra se pasa pür 
un simplicísimo. cambio. de la variable z; y que las cünclusiünes übtenidas 
para una se aplican a la ütra m,utatis mutandis. Algunos autüres, cümü 
Bel'nstein, Hat}.sdürff, Féjer,... prefieren la fürma E'] mientras que 

(:r.) Para ser exactüs, declaremüs haber e;ncüntradü cuatro. líneas (nú­
merüs 1, 2, 3, 4, de página 173) en que se limita a decir que lüs resultadüs 
anteriüres se pueden extender. 

(:r.:r.) La cita que hace el autür es, cümü de cüstumbre, inexacta. El libro. 
que cita: Funzione analitiche, no. dice lo. que afirma eL Sr. Vignaux. 
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Qtl:os.~c9n1Q,Stieltj:e13~ Pincherle, Borel, Perron, Wintner, Titchmarsh ... eli­
·gen·-por- el contrario la forma [1"]. Lo nunca visto es tratarlas a.la,'pai· 
como cosas esencialmente distintas y hasta con diferentes: nombres de pila. 

- Siendo inverosímil que el autor, no se haya dado cuenta de la' identidad 
de esencia, es probable, que después de desarrollar la teoría _ por ambos 
métodos, para elegir el mejor, un disculpable lapsus en la ordenación de 
originales~ haya producido esta lámentable r~petición, agravada con la no 
Iiúinos lamentable omisión -de las dos promesas -exactamente iguales en uno 
y otro capítulo. En efecto, dice así en pág. 157: 

"~incherle. considera la integral 

f (z) =f ep (t~_ 
'_. t-z 

• 
" sobre una curva e .abierta o cerrada del plano, siendo cp (t), una funciqn 
" de la variable 't sobre C. En este capítulo vamos a estudiar esta c~rres­
"'pondencia fUhciónal;dando algunas propiedades nuevas y estableciendo 
" su relación con el problema de la prolongación analítica. Fina1n1ente pro-
"ponemos algunas' generalizaciones",. -

La frase subrayada es, como' se ve, idéntica a laahtes reproducida, 
salvo el cambio de a-dverbio; y el incumplimiento es también idéntico. 

En efecto, ni da propiedades nuevas, ni estciblece su 1·elaéión con el 
probll3'ma de la prolongación analítica (v. nue~tro ejemplo de pág; 8) ni 
propone generalizaciones. 

Siquiera' en el capítulo II proponía una generalización, si no de la 
integral curvilínea, que olvida desde la primera página, al menos de la: 
rectilínea; y hasta llegaba a inventar l~ nueva transformación: , 

~ '-f',' cp (x),dz 
~ ()- (l-xz)a 

o 

la cual; en uso del legítimo derecho' que asiste a' todo progenitor, bautiza­
ba con el sonoro nombre de "t1'ansformación (R) de orden a". 

Lo malo es que la neófita tení;:t yÁ dos siglos de vida y todo el mun­
do Ia conocía bajo el nomprede "transformación de Euler". Y peor toda.;. 
vía es que el único teorema (de' trivialidad desconsoladora) descubierto 
por su padre adoptivo, era ya sabido en ~1 S. XVIII. 

Para reducirá la mitad el'trabajo de a1gúil pr~b1emático' leétorde la 
me;moria que come~tamos; damos una tabla de equivalencias entre los ca­
p,itulos 11 y III, cuya identidad casi completa ,hemos explicado suficÍ!;m­
temente. 

, Nótese. que al final deja de ser exacta la coinciqenéia entre ambos 
capítuios, y ello es debido a l¡::¡, dualidad de fuentes en que se ha _ inspi­
rado. Pero tanto los teoremas comunes como los no comUnes a los dos 
c~pítuJos,.eran,ya bi~ncpnoddós. de todo:: los profesiona1es~ y hasta fi­
.gu-ran en libros de texto. Repetirlos dándolos como nuevos es ya un hecho 
insÓ.lito; pero repetirlos pOI' duplicado en una, misn';'a men~oria inutilizando 
la.demostración _original ajena con desdichados retoques ,propios, es ejemplo 
'Único. en la· literátu;l.'~ m~temática\ 



=ii-= 
Página Línea, Página Línea 

161 9-11 177 19,-~2 
161 15-21 178 1~4 
162 1-5 178 5-11 

6-11 12-20 
12-13 21-22 
14-'25 23-30 

162 26-29 179 1-4 
163 1-10 5-10 

11-21 
" 11-1 7 

22-25 " 
18~23 ' 

164-166 ' ,1-12 180';181 I-J 
168 1-20 ,181 4-21 

'. La repetición de cada teorema, dan~o nOl1'~bres distintqs~a- ia variable, 
salta a la vista de cualquier lector, quien podrá comprobar el anterior 
cuadro de equivalencias. 'Que los dos ejemplares' de cada teorema no' s~n 
sino trascripciones desfiguradas de teorelnas ajenos, resultará del' 'a~~lisi's 
minuci9so quehar'emos a continuación. HáY,. sin ,embargo~alguna 'excep­
ción,: cu~nd9 'se trata de propiedades tan áivi~les o archisabidas que los 
textos las dan por evidentes oya conocidas de todos, mientras el Sr. Vig­
naux se complace. en ocupar con éllas páginas y páginas. 

Por ejemploi 'el teorema del Cap. Ú,'pág. 162: ' 
, 'La funció;~' f (z) es holo~'J,oTfa en' ~odo el pldno 'con la có~tadura 

( + 1, • + 00) o 'su equivalente, de pág.. 178 en el Cap. III, son casos par­
ticularÍsimos e insignificantes, del bien conocido teorema de Stieltj:es que 
data nada menos que de 1894, el cual 'es mucho más: general," por ser 
infinito el intervalo y por lá clase de integral; teorema 'que figura en: textos 
'tan conocidos como el de PÉü;ron sobre nacciones continuas (2~ ed.; Leip­
zig, 1929, pág. 369, o el de Wintnel;" ~opre matrices' (Leipzig, 1929, 
pág. 91) ; teorema que durante casi medio siglo ha' sido utilizado frecuen-' 
temente por los matemáticos, sin molestarse siquiera en dar su demos-

ti tración, por ~uponerlaconocida' de· todos' lQsle'ctores. -Así por 'ej'. Borel 
(Lér;o'i'Ls SÚ?' les Shies Dive?'gentes,' II~' ed~, 1928, 'pl3.g:67) dice: "L'i~té­
gTale J définit 'manifestementune fonctIon holom'órph'e danstout le 'pián, 
sallf sur la part'ie négative de l'~xe réel, qu"i est u:qe éoupure';. ' 

y esto a pesar de que Borel considera intervalo infinito, para el cual 
:la ,demostración no es trivial; y todavía es rnás general el caso tratado 
por Stieltjes.' 

" ' 

Aunque .10 expuesto es suficiente para que" el :lector fOl'me 'juicio 
de la memoria, vamos a analizar párrafo por 'párrafo, todo su contenido: 

': Pá1"i'afo19, pa;g. 163.-Afirma que las dedvadas q,e la funci6n{W) 
se calculan derivando bajo el sigl1,o integral;, la propiedad -es cierta' Em 
este caso, pero el autor no se prebéupa de ay:erigqaí' ,s(~e :~~~pl~n~Jflts 

,condiciones 'requeridas; en cambio ocupa amplísimo espacio para -~scribir 
la función, su derivada primel:a, su derivada2~,. su' derivada· énésima/ y 
el valor de lade:rivada enésima para 'z=O; llenandÓasLmedia pagina>.' 
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Párro,fo 20, lJág. 163.-Llegamos, por fin, a un resultado novedoso, 
que en esta memoria nos sorprende, pues 'tiene verdadero interés: "pro­
"baremos ahora -anuncia el autor-. que el producto de dos transforma­
"das (R) es una transformada (R)". 

El autor entiende por transformada (R) la definida por la integral 

j (z) 

1 

='.f cp (t) d x 
l-zt 

o 

" donde cp (t) es una función integrable y acotada en (0,1)". Así la define 
el Sr. Vignaux, quien anuncia, en nota al pie, que seguirá un razona­
miento análogo al de Borel (loc. cit., pág. 78) Y este anuncio estimula 
nuestro interés, puesto que Borel supone' las func~ones der'ivables. 

Desgraciadamente, esta esperanza ,se desvanece al cotej al' la memoria 
del autor con el libro de Borel. En .efecto, cualquier lector que sepa leer 
las fórmulas matemáticas, foú~ará inmediatamente el si,guiente cuadro 
de identidades: 

--- ---~-~-'----_.'- . _~------_._-- .- ---------- -- --- .. -. 

Sr. Vignaux M. Borel 
Lef}ons sur les séries 

Capítulo JI CalJítulo IJI 4. dive'rgentes 

Página Línea Página Línea Página Línea 

163 11-21 179 1 1-1 7 77 16-18 

163 22-25 ,{ 179 18-20 
79 12-13 

180 1-3 
164 1-3 180 4-6 79 19-18 

·164 4-8 180 7-9 80 13-17 
164 9-11 180 18-20 80 18-21 
164 12-21 180 10-17 81 1-6 ("') 

165-166 ' 1-12 
180 21-23 { 81 j-23 
181 1-3 82 1-6 

, ¿ Cómo es posible entonces que por uria simple transcripción tan fiel de 
las páginas del conocido libro, co'n meras modificaciones de forma ( todas • 
infortunadas) logre demostrar un teorema mucho más amplio que el de 
Borel? (.y. "') • ¿ Por qué arte mágico dos demostracioi1es esencialmente idén'­
ticas pueden dar teoremas' tan distintos? 

(.;:) Si el lector compara las fórmulas de Borel con las' reproducidas 
por el autor, notará que en éstas falta excluir el intervalo (v'- E, v + I:J 
en las ~ntegrales simples; pero esta sÍ1nlJlijicación, que disimula la fuente 
de sus cálculos, es inadm~sible, como arriba se ha explicado, careciendo por 
tanto de sentido las fórmulas que no son idénticas a las de Borel. 

Tampoco vale. para las integrales simples la disculpa de que el autor 
sobreentiende que se tome el valor principal, pues como demuestra el 
ejemplo que arriba aducimos, tal valor principal no existe dentro de las 
hipótesis del Sr. Vig'naux. , 

("'''') Haciendo honor a la justicia, ~a transcripción no es completamente 
literal, pues hay algunas pequeñas modificaciones, desgraciadamente todas 
desafortunadas. En efecto, con10 dice muy exactamente Borel, (pág. 79) 
"l'intégrale J a un sens, malgré la présence du facteur v-u en dénomina­
"teur, puisque ce facteur se retrouverait en numératur dans la, paren-
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. La contestación está en una nota' al pie de pág. 166, donde dice: 
"se ha supuesto que las funciones generatrices ep (x) y '1' (x) sean deriva­
bles~ ct fin de si1nplificct1' los cálculos". 

No deja de ser extraño que al ilustre profesor 'de la Sorbona se le 
haya escapado 'el hecho de que su teorema es válido sin necesidad de exigir, 
que las generatrices sean derivables, mientras que lo ha visto, con aguda 
perspicacia, el· distinguido profesor argentino. Pero este nuevo lauro de 
nuestro fecundo analista se desvanece inmediatamente apenas se piensa 
'en cualquier función discontínua, He aquí la más sencilla de todas: 

'\1' (v) =:= 1 para O < v < u , 

"/1 (v) = O para u < v < 1 . 

Para esta función la integral del Sr. Vignaux: 

1 

o 

'\I,(v)dv 
----=T (u) 

u-v 

(fÓrmula 4f!. énpezando por abajo, de la pág, 164), se reduce a la siguiente: 

1 

j ',\/I(V)dV 
T (u) = 

. u-v 
'5 dv = --;;:=v 

o 
y la primera fórmula de pág. 165 del Sr. Vignaux: 

tt-o 1 

T (u) = B~O [.r ~ ~V) dvV + f <p ~v~dv~ J 
o 

1t-o 

nos da, para esta sencillísima' función, integntble y acotada, según ha su­
puesto el mismo;,< 

1t-O 

T (u) li1n f d v 
()-.¿O u-v 

o 

li1n l-lOg 6 - log u J = - co . 
()-.¿O 

Resulta, pues, que la integral caTece de valo'l' 1Jr'incipal, mientras que el 
señor Vignaux afirma rotundamente en la pág. 164: "existe el valor' p'l'in­
cipal en el sentido de Cauchy". 

, Nos quedaba todavía la esperanza de que el autor estuviera en posesión 
de algún método para demostrar ese anunciado teorema, mucho más general 
que el- de. Borel, a pesar de haberse limitado a reproducir el de éste, 
pero como ve el lector, lasciate ogni spe1'anza, El teorema es irrelnediable­
mente falso. 

"these. Mais il n'en serait plus de meme si l'on décomposait l'intégrale J 
"en' deux autres, en séparant les deux termes de la parenthese. Chacune de 
"ces intégrales serait dépourvue de sens". . , 

El señor Vignaux se cree autorizado a calcular esta integral doble por 
medio de dos integraciones sucesivas, sin darse cuenta de que las fórmulas 
que escribe carecen totalmente de sentido. 



Es muy probable ,que suceda 1'0 mismo con aquellos teoreni.as que amirt­
ció. el año 1932 asegurando estar en posesión de su demostración. Confian­
do en su formal aseveración: "N ous a'uons démontr-é les théor-emes sui­
rv'CI/YI.ts", fueron publicados sus enunciados en los Comptes . Tendus (:{.), como 
escQstm~bre hacer con todo p~ofesor univers~tario que hace ;bajo su pal~­
bra tal afirmación, a reserva de justificarla posteriormente; pero hasta. la 
Úcha. seguimos esp~ran9.o que pruebe la verdad. de lo 'afirmado tansolem­
nE?mente. 

En cuanto a la eomodidad a que alude en su nota al pie de pág. ·163~ 
Y que los lectores ingenuos le habrán agradecido, entiéndase que la como­
didad es para el autor. Si el teorema lanzado a la ventura hubiese resulta­
do providencialmente e.ierto, ¿ quién habría osado discutirle su paternidad? 

Es muy cómodo indu~ablemente enunciar teoremas. al acasq, por si les 
favorece el azar, omitiendo por comodidad su demostración; pero este nié­
todo aleatorio no está exento de peligros (:{.:{.). 

Pág. 166-167. Los dos teoremas que demu~stra en ellas son de Pin­
cherle, salvo el cambio l/x; véase, en efecto, su conocida ~ota en los Ren­
diconti Accad. qncei, que el autor ha olvidado de ~itar. 

Pá'rr-afo 21, pág. 168.-0tro olvido de citas. El desarrollo en serie de 
Taylor de la integral [1'] de Cap. n,o su equival'ente de c:ap. nI, 
N9 28, pág. 181, figura. en ~extos tan eonocid?s como el de Wintner (loc. 
cit. pág. 101) y el d~ Pincherle (loc. cit. pág ... ), ásí como también las 
observaciones que hace a continuación (Wintner loco cit. ·pág. 99),. 

Pár-rafo 22, pág. 16f{-169.-Cita el libro de Borel (sin decir la pági­
na) y sigue exactamente su mismo razonamiento. 

Pár-rafo 23, pág. 170.:--El.autor repre·senta la integral [1'] por me­
dio de 'una integral de Bprel, cosa ya sabida, in'cluso para· el caso extra­
ordinariamente más general de intervalo infinito y de integral de Stieltjes. 
Véase poi.' ejeillplo la· memoria de S. Ber-nstein. (Actá math. tomo 32 
(1929) pág. 58) donde figura fórmula idéntica a.la [3] del señor Vignaux 
y también observaciones idénticas a las del mi sino Vignaux. Igualmente 
sabido es el te()rema análogo~ de . cap., 'nI., párrafo 29, pág. 182 para la 
integral· de Reine. 

Pár'Tafo 23, pág. 171.-EI Dr. Vignaux insiste, como ya viene ha­
ciendo desde hace mucho tiempo,en atribuirse la paternidad de la pro­
longación: de la estrella de Borel, que dice haber logrado en 1924~ "en el 
caSQ que la función definida po'r su desarrollo de Taylor, tiene 'Uno o dos 
puntos ~ingulares". 

(:(.) Sur la méthode de sommation de Riemann. Vol. 195, pág. 750' 
y 751.. ' . ,LL 

'(.;.~) En el teorema· idéntico de cap. tn supone derivable la genera­
triz, siguiendo paso a paso· el libro de Bore!. ¿ Cabe quizás atribuir a olvi­
do disculpable la omisión de tan indispensable condición en pág. 163; 
'Desgtaciadamente· para su· salvación, . el mismo autor ha cerrado esta 
puerta de escape, atracándola con su nota ya citada de pág~ ~66; y POl~ ·si 
esto ,fuera poco, agrega una explícita declaración en· pág. 167 cuando al 
pasar a un nuevo teorema (que por cierto es de Pincher:le· y no del· autor ,) 
dice': . "consideremos nuevamente la relación [1] y supongamos' adem,ás 
"que la generatriz cp (x) sea derivable". 
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La verdad es otra. El ,Sr. Vignaux en una larga memoria en la Re­
vista Matemática (Nos: 21, 22, 23) se limitó a comproba?' para las más 
sencillas . funciones . elementales (logaritÍno, . progresión geonlétrÍca, .. ~. ') 
la prolongación del campo, sin atreverse' siquiera con la modesta serie bi­
nómica. 

'. En la memoda citada anuncia que abordará "en una próxima pub1i­
cación" el caso de las funciones c0'n"uno o dos puntos singulares situados 
sobre un diámetro del .círculo de convergencia" sin atreverse ni ami a 
tocar el caso en que est,os dos puntos son cualesquiera. Ahora, en cambio, 
lo da ya por resuelto con aquellos elementales ej ercicios de cálculo. ¿ Creerá 
acaso el Sr. Vignaux q.ue las precitadas funciones elementales son las 
únicas funciones analíticas con, uno. o dos puntos singulares'? 

No le conviene volver sobre este punto, pues demasiado sabe ,a estas 
horas que ese modesto caso de dos puntos singulares es insignificante 
dentro del caso general, que 'está completamente resuelto muchos años 
antes de que él se ocupara de tales asuntos. Hoy no repetiría la' ~rase final 
de su memoria: 

"El problema general, sin' duda de gran importanCia para la teoría, 
ofrece grandes dificultades." 

En efecto, tal problema, ni tiene g1'an importancia ni ofrece dificul­
tades, grandes ni medianas. Es un sencillo ejel~cicio de ~ambio de variable. 

Párrafo 24, pág. 172.-El método de prolongación an,alítica que propo­
ne el autor para extender el can~po de convergencia de úna ,serie de 
Taylor de radio 1, expresión de una función cuyos puntos singulares están 
en el intervalo (1, co), es completamente ilusorio, como lo demuestra irre­
futablementeel 'caso de'la simplícísima serie geométrica 

f (z)' = 2:z 11 

que cumple todas las condiciones impuestas por el profesor Vignaux. Véase 
la prueba' contundente de nuestra aserción en la. página 8 de este t'rabajo . 

.. El lector quedará maravillado de la eficacia de un método que ya fra": 
casa en ia más simple de todas las series; y conduce al revolucionario 
resultado: ' ,. , 

1= O. 

Pá?"?'afo 25,pág. 173.-Ya hemos dicho 'antes a" lo que ha qued.ado 
reducida su anunciada generalización de la integral de Le Roy. Menos mál 
que compensa esta trivialidad con el planteo de una nueva teoría: Se trata; 
eh efecto, con SU¡3 propias palabras, del estudio de "la transfOl~tnáda de 
"'Le Roy, adoptando integrales en el sentido de Stieltjes, es decir: 

~'iKL~¡ 1 

f, (z) := f d cp (x) 
l-xz 

o 

,. que, llamaremos tra1isfoT1nación de Le Roy-Stieltjes. Nos limitarenios 
"aquí a señalar estas, nuevas' cuestiones, que será tema de estudios pos­
"teriores" ('1'). 

('1') El subrayado es nuestro; la concordancia de sujeto y verbo es del 
autor. 
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Estas nuevas cuestiones, tienen ya medio siglo de vida. Conviene que 
el autor lea la famosísima m~moria de Stieltjes (Ann. de Toulouse, 189b, 
pág. 1-122, Obras Completas, vol. U, pág. 125) donde hay todo un ex­
tenso capítulo, que se ha hecho célebre; consagrado al estudio que el señor 
Vignaux propone como nuevo en 1939. Con la agravante de que los proble­
mas que desvelan al laure.ado analista argentino, están resueltos, no sola­
mente para el minúsculo intervalo (0,1), objeto de sus afanes, sino tam­
bién para (0, 00), donde ya aparecen seri~s dificultades. 

Por si esto fuera poco, el sencillo caso del intervalo (0,1), que nuestro 
autor no ha resuelto todavía, figura ya en el conocido texto antes citado 
de Wintner, pág. 101, Y s"i~'uientes: 

Párrafo 26, 1Jág. 174-176.-Las consideraciones que hace sobre las 
transformadas dobles de Le Roy, son completamente triviales y valen lo 
mismo para cualquier número de variables. Véase lo ya dicho en la pági­
na 3 de nt:testro trabajo. 

Termina el capítulo proponiendo este problema: 

"es necesario resolver el siguiente problema, que llamaremos de' Jos 111,0-

"mentas dobles de Le-Roy-Hausdorff: dada la sucesión doble" a ll1 n de ter­
'o' 'Jninar una función única cp (x, y) de dos vCi1'iables reales, tal que' 

1 1 

a:n,n ~ J f xm yn cp (x,y) d x d y 

o () 

(m,n = 0,1, ... )". 

Este problema, tal como lo enuncia el autor, es insoluble; pero bien 
planteado ha sido ya resuelto hace tiempo. De la copiosa bibliografía, baste 
recomendar las memorias de Hallenbach, Schonberg, Haviland, Hilde­
brandt, .,. 

Aquí termina en realidad la menloria, aunque todavía siguen nueve 
páginas más, que componen el capítulo IU; pero su contenido lo hemos 
ido analizando a la par dél U puesto que la integral [1"] es la misma 
[1 '] tratada en el capítulo U, camb~ando el nombre de la variable. 

N o uno sino infinitos capítulos podría haber agregado el autor a su 
memoria, sin por ello haberla dotado de contenido apreciable; y así como 
ha fabricado el capítulo UI' sin más q,ue cambiar el nombre de la varia­
ble z, podría haber 'fabricado infinitos otros, con otros tantos intrascen­
dentes cambios. Yeso, sin tocar el intervalo de integración; pues así como 
ha é~nbutido en su capítulo U la memoria de Pincherle, que considera el 
intervalo (1, 00), cambiando meramente x por l/x, calcúlese, cuantos 
nuevos capítulos podrían fabricarse con otros tantos intervalos. Con tales 
hinchazones, solamente se logra rebajar más y más el peso específico de 
la ya ingrávida memoria, cuyas 76 páginas, trabajosamente henchidas 
con "nobles materiales ajenos burdamente desfigurados, agravian al lec­
tor sin lograr en cambio disimular la miseranda orfandad de ideas. 

(Recibido el original en Agosto de 1939), 
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SOBRE LAS SINGULARIDADES 

DE LAS CURVAS DE JORDAN 

Por FAUSTO l. TORANZOs 

Conce1Jto de tangente.--N o existe' uniformidad de criterios 
respecto al concepto de tangente a una curva' real, por lo que 
se hace necesario especificar la definición. de tangente que se 
utiliz~. Nosotros usaremos algunas veces el concepto de, taü­
gente a" una curva de J ordan en el sentido dado -por Rosen­
thal (*) y otras en el dado por Severi (:(.:(.) , por lo cual es. ne­
ces,ario probar su equivalencia. El concepto de sem,itangente 
a una curva en el sentido dado por Rosenthal y aplicado a las 
curvas de Jordan es el siguiente: ,sea Pi una sucesión de puntos 
sobre una curva de J ordan, tales que, siendo t el parámetro se 
verifique: 

tI < t:!, < ta < ... < t l1 , < ... y lim,iI1:= to • 
n-)co 

Consideremos el haz ele semirrectas Po PI/' Si existe una 
semirrecta límite~ del haz, diremos que es una sernitangente Ci 

la izqu'ierda en Po a la curva. Análogamente se define la semitan­
gente a la derecha. 

El concepto de tangente de Severi es el siguiente: "Sea P 
un punto de una línea l de J ordan plana (esto se extiende aná­
logamente al SI/) y tomemos un entorno suyo~, contorno incluso y 

en el cual habrá un conjunto de puntos de l, que es finito y li­
mitado. Consideremos de todas las semirrectas de origen P que 
proyectan los puntos de l contenidos en el entorno, que tam­
bién es finito y limitado. Hagamos decrecer el radio del en­
torrio~ de modo que tienda a· cero. Cada entorno, hemos dicho, 
determina un conj unto de semirrectas finito y limitado, y como 
el conjunto de todos estos conjuntos limitados de semirrectas 
es finito (por pertenecer a un haz), en virtud del teorema de 
Bolzano generalizado, . existe por lo menos una semirrecta de 
acumulación~, que llamaremos semi1"recta tangente a.l en P. 
Toda recta que contiene la semirrecta tangente en P, se llama 
recta tangente." 

('f.) ROSENTHAL.-Über die Singulariti:iten del' ree11e11 ebenen Kur­
ven. Mathernatische Annalen-Band 73. 

('f.'f.) SEVERI .F.-Topología.-BuenÓs Aires; 1931, pág. 21. 
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Probaremos que si hay tangente en el sentido de Rosen~ 
thal, ésta lo será también en el de Severi; en efecto, basta elegir 
como radios de los entornos usados' por Severi, las distan~ 

cias Po Pi. ' 

Recíprocamente probaremos que si hay tangente en el sen~ 
tido de Severi, ésta lo es en el de Rosenthal; en efecto, elegi~ 
mos' como punto Pi de Rosenthal, aquel de los puntos de la 
curva pertenecientes >al entorno de orden i de Severi, tal que 
el ti correspondiente sea el extremo superior de los t del en~ 

torno. 
Severi . demuestra que una curva simple ~e,Jordan tiene 

por lo menos una semi~tangente en cada punto. Recta tangente 
es toda recta que contenga una semi~tangente. 

La función w(t) .--Sea Po un punto de una curva simple 
de J ordan que tomaremos como origen de coordenadas polares. 
y sea w (t) el argumento de las cuerdas que pasan por Po y por 
un punto de la curva. Consideren;lOs un intervalo del parámetrc: 
tI ::: t to (ti corresponde al punto Pi,). Probaremos el si­
guiente: 

Teorerna: úJ (t) es contínua en todo punto del" 'inteTvalo 
distinto de t o • 

En efecto, sea t un valor del intervalo y P el punto corres- . 
pondiente" elegimos en el intervalo tJ, t un valor del parámetro 
t'2. Consideremos los triángulos'P:!, Po, PI' Y sea a el ángulo for~ 
mado por P'2 Po : a = Jw (t) --- (\) (t'2)/. 

Habremos probado la continuidad de w (t) en t cuandopa­
ra cada s encontren10s un t:!, tal que a < E • 

Para eso trazaremos por _Po Y a ambos lados de Po P, rec­
tas que formen' con ella ángulos a. < E, por la continuidad del 
arco Po, PI una por lo menos de las rectas trazadas cortará a 
este arco en un punto P'; tomaremos t'2 = t' con lo que tendre~ 
mos a < E, lo que, prueba la ~ontinuid{1d de w (t) . 

Diremos que una recta que pasa por un punto P de unn 
curva simple de J ordan es infinitosecante en este punto si el 
conjunto de los puntos de intersección de la recta con la curva 
tiene al punto P como punto de acumulación. Según la defini~ 
ción de tangente toda infinitosecante es una tangente. 

Hemos visto que la función ü) (t) estudiada en un interva" 
lo tI '< t < t o es continua' para todot < t o ; en el punto 
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t . to, no es necesariamente continua ni' finita., puedén ocurrir 
los siguientes casos: 

a) P punto aislado 1 
del c?njunto .de 1er. caso 
1 a s lntersecclO~ J 
nes. 

ro (t) con~ (1) (to _ O) finita. Hay 
tinua a la semitangente unica~ 
izquierda mente a la izquierda. 

en t. 

b) P punto de acu~ 1 
muláciÓn de in~ 
tersecciones, e s 
decir la tangente /29 

es infinitosecan~ 
te. 

" 

(1) (to - O) infinita. l 
J 3er. " 

w (t) discontinua 
segunda especíe, 
anlplitud a, a la 
quierda en t o . 

de j a 27r 
de . 1 a > 27r (finito) 
lZ~ 

a (infinito) 

14° J . 

}59 

16° J . 

" 

Clasificación ele los lJUntos ele una CU1"va ele J o1"elan.--Adop .. 
taremos conlO criterio el comportamiento de la función 10) (t), 
siendo sosten del haz el punto que se estudia. Damos conjunta~ 
mente la interpretación geométrica de cada caso. Resultan los 
siguientes tipos de puntos: 

Tipo 1 ~ (JJ (t) caso 19.-Son los únicos que pueden 'pertene. 
cer a curvas de orden finito, tienen . 
una sola semitangente a la izquier~ 

da no infinitosecante . 

. Tipo II ~ O) (t) caso 29.-Llamaremos a estos puntos sinuosoB 
ele Ci1nplituel ce.ro; tienen una sola se~ 
mitangente a la izquierda, que es 
inf ini tos ecan te. 

Tipo III ~ O) (t) caso 49.-.:...Llamaremos a estos puntos sinuosos 
ele amplituel a; en cada uno existe un 
ángulo a 27r de semitangentes ::l 

la izquierda del punto. 

Tipo IV ~ O) (t) casos 39, 59 Y 69.-Llamaremos a estos puntos 
espirales. Se caracterizan porque to~ 
da semirrecta que tiene como origen 
el punto es infinitosecante y por lo 
tan to es senütangente. 
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Daremos ahora algunos teoremas referentes al conj unto 
de singularidades de una curva de J ordan : 

TEOREMA I.--En toela c'urva .i ele J orelan hay puntos que 
no son espirales. 

En efecto, sea Po un punto del plano que no pertenezca a 
la curva.j; si recorremos el segmento Po PI en el sentido Po, PI 
por ser j t~n conjunto cerrado habrá un prinler punto de inter·· 
sección' P' con ,i, el cual no puede ser espiral por definición, 
puesto que la ~emirrecta Po, P' ,no es. una infinitosecante. 

TEOREMA Il.-En una CUTva ele Jorelcin el conjunto A ele 
valo1'~es elel 1Ja1"ántet1"o t pCira los puntos corresponeliente.s no 
son espirales, es, elenso en cualq~~i.er intervalo. 

Demostraremos el teorem,a probando que en todo intervalo 
dI parámetro t hay algún punto del conjunto A. Sea tI, t'2 UD 

intervalo del parámetro t que tenga a to como punto interior. 
Sea además ú un entorno circular suficientemente pequeño para 
que no contenga puntos de j que no sean del intervalo P (tI), 
P (t2 ). Sea M un punto de ú no perteneciente a ,i. El segmen­
to NI Po recorrido en el sentido M, Po encontr'ar,á la curva en 
un' primer punto Q que pertenece al entorno tIto y al conjun­
to A con lo que queda demostrado el teorema. 

OBSERVACION l?-Hay curva"c5 ele Jorelan tales queto­
elOB 8US puntos sean ele.l tipo 111. 

Eien~1Jlo: 'la curva de Koch se construye de la siguiente 
manera: se divide un segmento a. MN en tres partes, sobr'e la se­
guncla de ,ellas se construye un triángulo equilátero, suprÍl11ién­
dose ese segmento, ,sobre cada qno de los restantes segrnentos 
y sobre los otros dos lados del triángulo se repite la construc­
ción, ,y .,así sucesivamente. Los vértices de ángulos formados 
con esta construcción son puntos definitivos. Ton1emos uno de 
ellos, por ejemplo, el A vértice del primer triángulo construído. 
El ángulo N AM es de semitangentes; por lo tanto es un punto 
SInuoso de amplitud: rJ. = 309. 

OBSERVACION 2?-Hay curvas ele Jorelan en las que el 
conjunto ele 1JUntos espú'ales eB elenso en cucilquie1~ intervalo, 

Ejemplo: Coy!sideremos la sede O + 1- -~. +-~'2 -' ~'3 + ... 
Sean ao, ah ... , all", ••• los términos de esa serie y 

so, SI, ... , Sil' . .. la sucesión de' sumas de los n + 1 )rirneros 
términos. 
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Consideremos los puntos: 

I x ~ -! S, , 
AIl 

Ix . !- S'.l' 

5 
para 1i = 2 i y=-- Cí¡ 

9 

5 
n=2i-l, y=- . a¡ para 

9 

y los puntos: 

para n ~ 2 i 

para n = 2 i - 1 , 

las dos sucesiones tienen corno límite el punto: M C/!h O) ; 

en efecto: li11~ Si. = ~3 ' li1n ai = O Y reemplazando resulta 
i-HXJ 

lo que se quería demostrar. 

Uniendo los puntos Al ordenadamente por una poligonaI 
lo mismo que los Bb resulta un arco de J ordan que tiene el pun~ 
to M corno punto espiral y los mismos extremos Ao Y Bo que el 
segmento Ao Bo . 

Aplicar la operación E a un segmento a, es reemplazar el 
segmento por una construcción semej ante a .la dada, en la que 
los extremos del segmento sean los homólogos de Ao Y Bo. Apli­
car la operación E'a un segmento b es reeInplazar este seg­
n1ento por una construcción selnejante a la indicada en la cual 
los extremos de b son homólogos, uno de M y otro de Ao· o 
de Bo. 

Dividamos el ·segmento Al A:! de la construcción en 
9 p. + 8 partes; con las 4 primeras y las 4 últimas se forman 
dos segmentos a' y con cada 9 de ~os restantes otros 1] segmen~ 

tos a. Apliquemos a los ct' la operación E' y. a los a la opera~ 
ción E. Queda así el segmento Al A:! reemplazado por p + 2 
arcos de J ordan~ cada uno' con un punto del tipo IV, que estará 
seguramente sobre el segmento Al A:!. Repitamos esta opera~ 

~ . 

ción en todos los segmentos Ai Ai+l > -l~- Ao Bo Y llamaremos 

operación TI (~). Apliquemos nuevamente la operación 7r a to~ 

1 
dos los segmentos mayores que T6~' luego a los mayores que 

(:j:) Sólo habrá una pequeña variante en los segmentos. como el 
~4a A.¡ en los cuales la división deberá hacerse en 9 p + 12 partes. 
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l~B Y así siguiendo obtenemos una sucesión de curvas. Demos­

tremos que el límite es una curva de J ordan. 

Constru'cción E 

A ' , r-----~--..,------ -- -- ----------------- --lA! 
, , 
: ! , , 
:. ; , , , : 
'llJ B, ¡ 
, , 
! As r- _. _______ -,A,I I 

: ¡ i ! 
Aol : ':: ¡ 

¡ ! ~ ! !, : L ____ J 

: :a, B5 ¡ 
, 
, , , 

'\ l---------------------lAJ 

B, '-------------JB, 

Modelo de construcción n, 

Para asegurarse de que las construcciones A4 A;; por ejemplo 
no van a supe'rponerse co.n la,s Ba B:2 que es el inmediato próxI­
m.o, basta elegir p. de manera que satisfaga a la desigualdad 

8 < '-~ como es inmediato demostrarlo. 
9 p + 8 16 

Para demostrar el teorema habrá que probar que se puede 
elegir el parámetro de manera que el coi1j unto de valores co­
rrespondientes a p'untos como el M es denso. 

Para probarlo establecemos el siguiente homeomorfismo: 
<Xl 1 

Sea la sucesión So = O, S, = ~ -- . 
t n=l 2tn+1 

Hagamos corresponder a los puntos A¡ los valores t¡,=S¡, 
y a los puntos BI, ti. = 1 - Si, a los 'segmentos Ai Ai+1 el in~ 
tervalo ti t i +1• Si para cada segmento de la construcción "ir repe­
timos este homeomorfismo, tendremos el homeomorfismo de . 

. todas las curvas. Se ve inmediatamente que el conjunto de pun~ 
tos extremos de segmentos es denso. 

(Original recibido en agosto' de 1939). 
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FORMULAS INTEGRALES DE LA INTERSECCION 

DE CONJUNTOS 

Por MANUEL BALANZAT 

Consideremos un conjunto de puntos eh medible en el sentido 
de Lebesgue y fijo. Supongamos además otro conjunto e2 móvil 
en el mismo espacio de una manera rígida, es decir, sin que se 
pueda deformar. En algunos casos uno de estos conjuntos se 
puede reducir a un conjunto de un núnlero finito de puntos. 

La posición del conjunto móvil, vendrá determinada por un 
cierto número de paqimetros, tI, t 2 , t 3 , ••• t r (a lo sumo serán 

p (p 2+ 1) "siendo p el número de dimensiones pero pueden ser 

menos si se trata de un conjunto infinito que admita desplaza­
mientos que lo dejen invariable, como son las bandas de plano 
limit?-das por rectas paralelas, las bandas de espacio limitadas 
por pIanos paralelos, la parte de espacio interior a un cilindro, 
etc ... ). Para cada posición del conjunto móvil e2 su intersec­
ció1n con el fijo 'el será otro conjunto, medible Lebesgue y cuya 
medida que representaremos por 1n (el, e'J) sel~á una función de 
la posición de C'J o sea de tI, t'J, t il , ••• tI" Eligiendo conveniente­
mente estos parámetros la integral 

se puede calcular en función de las medida$ de Cl y e2• 

El objeto de este trabajo es la generalización para conjuntos 
cualesquiera de estas fórmulas integrales que, para casos más 
simples, han sido demostradas en diversos trabajos de Geometría 
Integral. Nosotros necesitaremos únicamente suponerlas conoci­
das para segmentos, cuadrados o cubos y de ahí pasaremos': al 
caso general de ser conj untos medibles cualesquiera. 
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I. PROBLEMAS SOBRE LA RECTA 

1) Consideremos un conjunto de puntos LI fijo sobre la rec­
ta y otro L'2 rnóvil, mnbas medibies Lebesgue y de medida fi­
nita. La posición del segundo queda determinada por la' abs­
cisa x de uno cualquiera de sus puntos ~ para cada valor de x 
consideremos la medida del conjunto intersección de LI yL'2' 
Representémosla por 11~1 (LI , L.yJ, es evidentemente una función 
de x y vamos a demostrar que 

-00 

En efecto, consideremos primeramente el caso eIl que arribos 
conjuntos sean acotados, en este caso si l' y l" son los diámet1nos, 
bastará considerar la integral en un intervalo finito (a,. b) de 
longitud a lo más igual a l" + l', ya que fuera de él mI (Lb L 2 ) 

'Será siempre cero. La fórmula [1] se reduce a' 

b . 

[2J f 1nI (L I , L 2) d X,= mI (L I ) . 1nl (L'2)' 
a 

Para el caso en que Ll y L'j s~ reduzcan a des segmentos la 
demostración se hace directamente sin diffcultad: 

En efecto, sean II y l'2 ias longitudes de los segmentos y su­
pongamos por ejemplo II > l'2' Si a es el origen del, 'Segmento 
fijo, su otro eX,tremo' será a + II Y si el segmento móvil tiene 
por extremos. x y x -1- b la integral b_uscada será: 

a 

f (X+l2-a )dx+ 

. c.+l-l 

.JLctx+ 

a+l 

.f (U+ll-X)dx=ll .l:!, . 
a-l'2 a a.¡.ll-l2 

Consideremos ahora el caso en que LI sea un segmento y L'2 
u.n conjunto cualquiera lnedible. Entonces existe un conjunto 
abierto O que contiene a L y cuya medida difiere de la de éste 
en menos de E. 

Como todo conjunto abierto es igual auna suma ~ E¡ de seg­
mentos sin parte común, se puede poner: 

mI (Lb L'2) = ml(L I , O - E)=ml(L 1 0)- ml(L1 E)= 

= ml(LI , L EI)-11~I(Ll E)= ~ 1nl(LI E.¡)-c- 1nl(L¡ E), 
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donde los Ei son segmentos sin parte común y E es un conjunto 
de medida menor que E. 

Tenemos por tanto: 

a a 

Como la fórmula [2] es válida para el caso de dos segmentos 
tenemos': 

y por tanto, 

fb'ml(L1, L 2)dx=ml(L1 ) .11~1(L2)+rn~(Ll) . r¡¡¿l (E)-- .fbmJ(LI, E)dx 
·a a 

Ahora bien" como m'l (E) < E Y con igual razón 10' será 
mI (L}, E), tendremos 

y 

f ~~I (L}, E) d x < E (b - a) , 

y haciendo tender e a cero deducimos: 

a 

para el caso en que Li es un segmento y L'J, es un conjunto cual­
quiera medible Lebesgue. 

El paso de esta fórmula al caso general en que LI y L'J, son 
dos conjuntos cualesquiera, se hace análogamente, descompo­
niendo Ll en la forma LI =-= 2: E'i - E donde los Ei son segmen­
tos sin puntos comunes y la medida E es menor que É. 

SiguiendO el mismo procedimiento anterior: establecemos que 
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y ,teniendo en cuenta la fórmula 1: 3] deducimos igualmente 

a . . b 

frnl(Ll1I.I>2)dX=ml(LI) .11~I(L:)+'ml(E) .m3(L2 )-f ml(E, L 3)dx. 

Haciendo tender E a ~ero se deduce 

.fam'l (Lb L·ú d x = Jnl (LI) m3 (L3) 
/1 

que puede ponerse en la forma 

-<Xl 

ya que mI (L1' L 3 ) es nula en el exterior ,de (a, b) . 

Hemos demostrado por consiguiente la fórmula para el caso 
en que los dos conjuntos son medibles y acotados, pasemos aho­
ra al caso general en que pueden ser no acotados, aunque siem-
pre de medida finita. . 

Podemos efectuar la descomposición de LI y L 2 en una infini­
dad nume~able de conjuntos acotados y disjuntos E'i y Fj, tales 
que Ll -- 2: Ei y L 2 = 2: F j y por tanto " 

, de donde 

S;,(L" L2)dx~.t%ml(Ei,Fi)dX~~ S';;; CE" Fj)dx 
-00 -00 

-00 

y teniendo en cuenta lo establecido en [4J : 

f;1~1 (LI , L:J) dX=~?'!1'1 (E,¡) . mI (Fj) =~ml (E'i) ~ml (Fj ) 
1-,J '!. J 

-00 

=rYLI(LI)1nl (L3) 

como queríamos demostrar. 

'2) Caso en que uno de los conjuntos se. reduce a un núme1'O 
finito de puntos. 

Consideremos ahora el caso de un conj unto L medible Lebes­
gue, fijo sobre la recta y un conjunto móvil N compuesto de un 
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número finito de puntos n. Consideremos para cada posición 
de L el número de puntos comunes a N y L. Representémosle 
por mo (N, L); vamos a demostrar que 

donde mI (L) es la medida de Lebesgue de L. 

En efecto consideremos primeramente el caso en que el con­
junto N se reduzca a un solo punto, entonces 1no (N, L) es la 
función característica del conjunto L y como sabemos que la 
integral de la función característica de un conjunto es la me­
dida de éste, el teorema está demostrado. 

Si el conjunto N se compone de un número finito de puntos n, 
consideremos las funciones mo'i (N, L) (1 ¿ i ¿ n) cor1;'espon­
dientes a cada uno de los puntos del conjunto, tendremos 

mo (N, L) = 2: mo:i (N, L) 
I 

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para 
el caso de un punto único deduciremos: 

f;o (N, L) d x, i f;p: d x= n 1?~1 (L) 
-00 I -00 ' 

que es lo que quel'\íamos demostrar. 

3) Problemas análogos pueden estudiarse para conjuntos de 
puntos situados sobre la circunferencia (curva, plana de cur­
vatura constante) y la hélice (curva alabeada de torsión y cur­
vatura constantes) sobre las 'que puede desplazarse un conjun:.. 
to sln sufrir deformación alguna; para, ello basfa observar que 

- tomando como equivalentes a los' segmentos lineales, los arcos 
de circunferencia o hélice, puede construirse, para los conjun.,. 
tos arbitrarios de puntos situados sobredichas curvas una teo­
ría, de la medida li,neal ~e Lebesgue; deduciénQose por consi­
guiente, proposiciones análogas a las anteriores sin más que 
cambiar en los enunciados la palabra conjunto lineal por Út 
de conjunto sobre la circunferencia o sobre la hélice. 
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11. PROBLEMAS EN EL. PLANO 

1) Consideremos en el plano dos conjuntos .01.1 y A 2 medibles­
Lebesgue y de medida finita. Supongamos uno de ellos Al fijo 
y el otro A 2 móvil; la posición de este último vendrá determina-· 
da por las coordenadas, x, y, de uno dé sus puntos y una rota-­
. ción cp alrededor del mismo. 

Para cada sistema de valores de estos parámetros determi-­
nemos la medida del conjunto intersección de los dos dados, 
sea m2 (Al,' A 2 ) 7, esta medida, es evidentemente una función de: 
x, y, cp; consideremos la integral 

a pesar de tratarse de una integral triple· empleamos por bre-­
vedad un solo signo integral, y d K en lugar de d x d y dcp; d K­
es la llamada densidad cinemática en Geometría Integral (1). 

Vamos a demostrar que \ 

En efecto, para el caso en que los conjuntos Al y t12 sean dos­
cuadrados el teorema ha sidó demostrado (2). Supongamos aho-­
ra que los dos conjuntos sean cualesquiera pero medible s y aco­
tados; en ese caso podemos descomponerlos en la forma. 
Al = 0 1 - E, A 2 = O2 - F donde 0 1 y. O2 son dos conjuntos. 
abiertos, y E Y F son dos conjuntos de medida menor que f. 

Por consiguiente tendremos 

representado por el signo X la intersección de los conjuntos. De. 
aquí deducimos: ,. 

[2] f m2(A1,A2)dK= f m 2 (01,02)dK--f m2(A.bF )dK­

f m2(E ,A2 )dK- fm 2 CE,F) dK 

(1) Ver W. Blaschke "Vo1"lesungen über Integ1"algeométrie 1", Hal11-
. burger Mathematische Einzelschriften. 1936. pág'. 20. 

(2) Ver Blaschke, loe. cit. o L. A. SantalÓ "Geornet1"ía IntegTal 4. 80-
b1"e la rnedida cinernática en el plano". Hamburg. Abhandlungen, 11. 
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·pero por ser 0 1 y O2 conjuntos abiertos se pueden descomponer 
en la forma .01 = "'2,Ei,O2 = "'2, F j donde los Ei y F j son respectiva-o 
mente cuadrados rampantes. Por tanto y teniendo en cuenta que 
la fórmula [lJ es válida para cuadrados, y que las fronteras co-

, munes . de' éstos no influyen en m2, 

'ij 

,.-ES m2 (E.¡, F j ) d K = 2 7f ~,m2 (E'i) .m2 (F:i ) = 2 7f m2 (01 ) .m2 (02) 
ij' , 

y teniendo en cuenta que 

obtenemos 

m2(01) .m2(02) , m2(Al ) .m2(A2)+ 

m2(E) . 'in 2 (A2) +m2(Al ) . m2(F) +m2(E) . m2(F) 

y teniendo en cuentá [2J y [3J: 

Lf m2(Al,A2)dK=27fm2(Al) '.m2(A 2)+27fm2(E) .1n2(A2)+ 

+-27fmA Al) . m2(F) + 27f1n2 (E) . m2(F)-f m2(A l ,F)dK-

-Jm2(E A 2)dK-f m2(EF)dK 

Ahora bien, los términos segundo, tercero y cuarto del se..; 
·gundo miembro de la, igualdad anterior son, respectivamente, 
menores que 

Por otra parte, como los conjuntos Al y A z son acotados 
para valores de x e y mayores que dos números fij os a y b 
la intersección de ambos será un conjunto nulo, luego pode­
'm os limitar la integración al dominio de las varia,bles x, y, <p 

(O ::=: x < a, i. O ¿ y ¿ b, 0<' <p < 271") de volumen finito 27fab; 
,en este caso comó las funcion~s que se integran ,en el quinto, 
sexto y séptimo términos, del segundo miembro de la igualdad 
anterior, son menores que E, estos términos, por el teorema del 
-valor medio serán menores que E. 2 7f a. b. 
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Por consiguiente haéiendo tender E a cero deducimos que 

quedando por tanto, den10strada la fórmula ,para conjuntos aco­
tados .. 

Para conjuntos' no acotados descompongamos Al y A:! en una 
suma numerable de conjuntos acotados, disjuntos y medibles, 
cosa siempre posible pues basta tomar Mi yNj como interseccio­
nes, de los conjuntos Al y A:!, respectivamente con la eorona cir­
cular de radios n y n - 1, Y tendremos 

i j 

y como la fórmula [1] la hemos demostrado para conjuntos aco­
tados tendremos 

f m 2 (A¡,Ai) dK=27í ~1n:! (M i) . m'2 (N j ) dK=27í1n'2 (Al). m2 (A:;) 
Ir ' 

que es lo que queríamos demostrar. 

2) Caso en- que uno de los conjuntos se '1~educe a un número 
finito de puntos. 

Consideremos ahora un conjunto plano medible Lebesgue A, 
fijo, y un conjunto móvil N, compuesto de un número finito de 
puntos; la posición de' este último quedará como en el caso 
anterior determinada por los tres parámetros x, Y" cp; a cada 
sistema de .valores de estos parámetros podemos hacer corres­
ponder el número de puntos de N que son también puntos del 
conjunto A, representemos esta función de x, y, cp por mo (LV, A) 
Y vamos a de;mostrar que 

[ 4,] f mo (N, A) d K = 2 7í n 'In:! (A) ,. 

En efecto consideremos primeramente' el caso en que el con­
junto N se reduce a un solo punto, en ese caso 11~o (N, A) no de­
pende de cpy podemos poner, por tanto: 

J"f,f mo (IV, A)' d x d 1J'd cp = fd~T -.f~r mo (N, A) d x d Y 
• o 
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pero como 1no (N, A) es en este caso la funcIón' caractetística 
del conjunto A,. se tendrá 

y por tanto 
9 

f~l <P f f 1no (N, A) el x el'y J~:! (A) el <p = 2 TI~:! (A) 
() o 

que es 10 que queríamos demostrar. 

Para el caso en que el conjunto se c.omponga de n puntos ten­
dremos considerando las funciones mo'i (N, A) correspondientes 
a cada uno de los puntos del cONjunto 

'mo' (N, A) =:¿ moi(N, A) 
1 

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para el 
caso de un solo punto deduciremos: 

f mo (N, A) dK=.ES 1noi, (N,A) elK=2T1nn~2 (A) 
1 

que es lo que queríamos demostrar. 

(3) Caso en qiw uno ele los conjuntos es ele extensión infinita. 

Hasta ahora hemos considerado figuras acotadas o no acota­
das, pero de medida finita; vamos ahora a estudiar algunas 
fórmulas integrales en las que intervienen figuras de extensión 
infinita. 

Sea; .. por ejemplo, un par de' rectas paralelas situadas a una 
distancia constante l, supongamos esta figura móvil en el plano; 
su posición queda determinada conociendo la de la paralela que 
equidista de las dos dadas; la posición de esta queda determina­
da por los parámetros Q y () siendo Q la distancia a la recta desde 
un origen fijo y () el ángulo que forma la normal a la recta con 
una dirección fija. 

Si A es un conjunto plano fijo, de medida finita m2 (A) y 
acotado, para cada posición de la banda determinemos la me-
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.dida del conjunto intersección de A y la banda de plano limi­
tada por las dos paralelas; llamemos m2 (B, A) dicha medida y 
vamos a demostrar que 

[5] f m2 (B, A) d B = 7r l m:2 (A) 

€sta fórmula, en la que es d B = d Q d (J la densidad cinemática 
para banoas paralelas, es válida para el caso de ser A un cuadra­
do. (3). 

Descompongamos, de una manera análoga a -lo hecho anterior­
mente, el conjunto A en la forma A = 0- E= ~ E.i,- E donde 
los Ei son cuadrados no rampantes (aunque pueden tener fron­
teras comunes) y E es un conjunto de medida menor que E. 

Tenemos por consiguiente, ya que· podemos considerar, para la 
medida superficial,. los conjuntos E,¡, que tienen comunes partes 
lineales .como si ;fueran conjuntos desunÍdos, 

f m2 (B, A) d B = ~ .f m2 (B, E.¡) d B - f 1n; (~, Ip) d B 

pero como la fórmula [5J es válida. para cuadrados tenemos 

donde 

.ES m2 (B, E¡) d B = 7r l ~ m2 (E.¡,) = 7r l m2 (O) = 

= 7r l m2 (E) + 7T' l1n2 (A) . 

.7r l m2 (E) < 7r lE. 

Por otra parte; si el conjunto es acotado, a partir de un cierto 
valor Qo deQ las bandas no cortan a A, luego podemos integrar 
entre. cero y (>0 para Q y entre cero y 2 7r para () y por tanto 

f m2 (B, E). d B < 2 7r Qo E 

y haciendo tender É a. cero, deducimos 

(3) Ver L. A. Santaló, Geomet'ría In·tegral 7. Nuevas aplicaciones del 
concepto de 'medida cinemática en el plano". Rev. Ac. Ciencias de Ma­
drid, 1936. 
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'quedando por tanto demostrada la· f6rmula para conjuntos 
,acotados. 

Para los no acotados, aplicaremos el procedimiento anterior 
,descomponiendo a A en una suma de ·una infinidad numerable 
de I conjuntos acotados y. disjuntos obteniendo así el resultado. 

Si en lugar de considerar la banda consideramos un conjunto 
de rectas paralelas, cuya sección normal sea un conjunto de 
medida, lineal l, descomponiendo análogamente diCho conjunto 
,en uná serie de bandas paralelas menos un conjunto de sección 
arb,itrariamente pequeña, se demuestra la validez de la fórmu­
]a [5 J para este caso más general. 

, 4) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta. 

Consideremos ahora una recta móvil en el plano y un conj untó 
,de puntos A medible en el plano:. La posición de la recta queda 
,determinada por dos parámetros, Q que es la distancia a un 
'punto fijo y f), el ángulo que forma con una dirección fija. 

Para cada posición de la recta determinemos la medida lineal 
de su intersección con A; sea mI (R, A) esta medida. Vamos a 
~denl0strar que: .. , 

·donde d G = d Q d e, es la densidad para conjuntos de rectas en 
el plano. ' " . 

La fórmula [6] ha sido demostrada para el caso en que A es 
11n cuadrado (4), vamos a probarla ahora para un conjunto 
abierto O; este· puede. en efecto descomponerse en una suma ~ E'i 
·de una irifinidad numerable de cuadrados que pueden tener fron­
teras comunes; éstas serán también numerables, luego excluyen­
do del dominio de integración el conjunto numerable de puntos 
(Q, ,f)) que corresponde a las fronteras comunes tendremos 

~f mI(R, O)dG= f ~n1I(R, E.i)dG=~ f mI(R, E'i)dG=7r"2.m2(E i ) = 
, . 

Descompongamos ahora el conjunto A en la forma A=O-E, 

(4) Ver Deitheil, :'P?'obabil-ités géométriques". 
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donde O es un conjunto abierto cuya medida difiere de la de A 
en menos de E. Por tanto 

[7J f mI(R, A)elG= f mI(R, O)dG-f 1nICR, E)elG=Tln~:!.(O)-~ 

f m:!.(R, E)dG 

para acotar el segund~ miembro no podemos, como en los casos 
anteriores, acotare! valor de la función que se integra, ya que 
de que E sea de medida superficial menor que E no se deduce que 
lo sea mI (R, E) que puede incluso ser infinita. 

Pero observando que si E es medible ex"iste un conjunto abier­
to O tal que m (O) <2 E y O > E tendremos que como 
R X O >,R XE, ' 

'lnI (R X O) mI (R, E) 
y por tanto 

f mI (R, E) d P ::::: f mI (R, O) el P =' TI 1n~ (O) 2 TI E 

luego haciendo tender f a cero en la fórmula [7J queda demostra­
da la proposición. 

nI. PROBLEMAS EN EL ESPACIO 

1) Consideren10s en el espacio dos conjuntos VI Y V:!. móvil el 
primero y fijo el segundo. La posición de aquél queda determi .... 
nada por seis parámetros, a saber: las tres coordenadas x, y, z 
de uno de sus puntos, más las coordenadas esféricas .fJ y ep ,de 
una dirección por este punto, más una rotación "t alrededor de 
esta dirección; si para cada posición determinamos la medida 
del conjunto de intersección de VI y V~, esta medida 'será una 
función de los seis parámetros y vamos a demostrar que 

[lJ J' m;5 (VlJ V:2) d K = 8 7f~ 'Jn;5 (VI) me; (VJ 

donde se ha puesto d K = sen e d () el (p d x d y d z el"t expresión 
diferencial que es la llamada densidad cinemática del espacio en 
Geometría Integral. Es sabido que esta fórmula es válida para 
el caso de ser los conj untos dos cubos e). 

Para estudiar el caso general supongamos que los conjuntos 
sean acotados, ya que la generalización para los no acotados . 

(5) Blaschke: loe. cit. II, pág. 103. 
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sería análoga a la que se hizo en el caso del plano. Por' ser los 
conjuntos acotados la· integración puede limitarse a un dominio 
determinado por las condiciones 

y por tanto su volumen en el espacio de seis dimensiones e8 
. igual a '47T0 (x" - x') X (y" - y') X (z" - z'), igual a un número 
finito H. 

Como la fórmula [lJ es válida para el caso en que los dos 
conjuntos sean cubos, nosotros vamos a considerar primeramen­
te el caso en que uno de ellos VI sea un cubo y el otro un conjun­
to medib}e acotado cualquiera. Eh ese caso descompongamos V ~ 
en la forma V =O--E-~2,Eí=E donde O es un conjunt9 abierto 
y por tanto los E 'í son cubos no rampantes, con fronteras comu­
nes o no. Por tanto obtendremos 

Ahora bien; como la fórmula ha sido demostrada para el caso 
de dos cubos, tendremos: 

.ES m;;(VJ,Ei)dJ{=2,87T~mR(Vl) .rna (Ei)=87T21?~3(Vn .111;;(0) 

=87T2mg(V1 ) • m,g(V2)-87T~m:{(Vl) . mg(E) 

y por tanto 

's m:i(V 1, V 2)clK=87T2mg( V 1 ) .1n;¡(V2)-87T21?~;;(Vl) .1na(E)--­

- f 1?'L:{(V],E)dK 

y como 

87T2m:{(V1 )ma(E) <87T21?~:¡ (V1 )E, f'1n:i(Vl,E)dK<EH 

haciendo tender E a cero quedará demostrada la fórmula [1] 
para el caso en que uno de los conjuntos sea un cubo. 

En el caso general en que VI y V 2 son conjuntos cualesquiera, 
descomponiendo VI en la forma 2, Eí - E tendremos: 

f m:¡ (VI, V 2) d J{ = .ES'Jna (VI, E¡) d K - S m~ (VI, E) dI{ 
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y cümü la fórmula [1] acabamüs de demüstrarla para el casü 
de un cünjuntü cualquiera y un cubü, tendremüs: 

f m3 (VI, V 2 ) d K = .E 871"2 m:-l (Vi) .m8 (Ei)-.f mli(Vi E)- d K 

=8 '7T"2 1nS (Vi) .m:1 (V:!)+8 71"2 m3 (Vi) .m3 éE)-.f m8 (Vi E) d K 

Y haciendü tender e a cerü, cümü el segundü y tercer 
miembrü del últimü términü sün respectivamente menüres 
que 871"2 m3 (Vi) e y f. H tendremos demostrada la fórmula [1] 
para el casü general. 

2) Caso e'r4 que uno de los conjuntos se reduce a un número 
finito de puntos. 

Cünsideremüs ahüra un conjuntü V medible Lebesgue fijü, y 
un cünjunto móvil N cümpuestü de un númerü finitü de puntüs; 
la püsición de este últimü quedará cümü en el casü anteriür de­
terminada pür lüs seis parámetrüs x, y, z, o, cp, -c~; si para cada 
sistema de valores de estüs parámetrüs,estü es para cada pü­
sición del cünjunto N" determinamüs el númerü de puntüs del' 
cünjuntü A que sün también puntüs de' N, übtenemüs una fun­
ción de lüs seis parámetrüs, representémüsla'pür mo (N, V) Y va-

. müs a demüstrar que 

[2] 5112.0 (N, V) d K = 8 ¡¡-2 n m3 (V) 

En efectü :cünsideremüs primeramente, el casü en que el cünjuntü 
Nse reduce a un sülü puntü, en ese casü mo (N, V) n.o depende 
de O, cp, -c y püdemüs püner pür tantü 

f.fcf f s.r mo(N,V)senO.dx.dy.dz.dO.dcp.d-c= 
1f' 21f' 21f' 

, f f f mo(N,V)d~t:.dy .dz 5sene .dO fdcp S d-c 
o o () 

perü cümü mo eN, vy es en este casü la función característica del 
cünjuntü V se tendrá: 

S.f.f mo (N V) d x d y dz = r1'2.3 (V) 

y pür tantü 
. 21f' 27r 7r 

. f mo(NV)dK= fsenOdO f dcp f d-c.1ns(V)=871"2m :¡(V) 
o o o 

que es 1.0 que queríamüs demostrar. 
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Si el cO'njuntO' N' se cO'mpO'ne de un númerO' n de pU,ntos en­
tO'nces 1no (N, V) es'la suma de las funciO'nes moi que se O'bten­
drían cO'nsiderandO" aisladamente cada unO' de IO's puntO's del 
conjuntO' N, y pO'r tantO' O'btendríamos 

f 7¡t¿o(N,V)dK= Ef moi(N,V)dK=87Tnm3(V) 

que. es lO' que queríamO's demostrar. 

3) Caso en que uno de los conjuntos es de extensió,n infinita. 

~, Del mismo mO'dO' que cO'nsideramO's en el planO' una banda fO'r~ 

I 

mada pO'r dO's rectas paralelas, pO'demO's cO'nsiderar ahO'ra una 
banda fO'rmada pO'r dO's planO's paralelO's; la pO'sición de ésta, 
supuesta móvil, queda determinada pO'r la posición del plan'O' 
paralelO' a las bases y equü¡istante de ambas. Esta pO'sición 
queda determinada pO'r IO's tres parámetros Q, O;, <p siendO' Q su 
distancia a un puntO' fijO' yO, <p las cO'O'rdenadasesférica's de su 
nO'rmal. Sea V un cO'njuntO' medible y fijO' y determinemO's para 
cada pO'sición de la banda la intersección de ésta cO'n V; sea 
11~3 (B, V) dicha medida, vamos a demO'strar que 

[4] f 1n3 (B V) d.E = 2'7T l ms (V) 

dO'nded B = sen O dO d <p d Q es la llamada densidad cinemática 
para franjas de planO's paralelO's, y Z es la distancia entre las 
bases. 

Esta fórmhla ha sidO' demO'strada para el caso en que Ves, un 
cubO' (6). En el casO' general descompO'niendO' V en la fO'rma 
V = O - E = 2: Ei - E dO'nde IO's E'i sO'n cubO's nO' rampantes y 
E es de medida menO'r que E; de igual manera que en el caso 
anteriO'r tendremO's: 

f m3(BV)dB= E.r m 3(BEi)dB-.f ms(B,E)dB= 

=27T2:l.m3(Ei)-f1ns(B,E) dB=27T,Zms (0)-f mp,(B,E)dB . 

El primer términO' del segundO' miembrO', al tender E a cerO' 
tiende a 2 7T Z mg (V) Y el segundO', si V es acO'tadO', es menO'r 
que E H siendO' H un númerO' finitO' igual al vO'lumen del dO'miniO' 

(6) Ver L.A. Santaló, loe. cit. 
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de integración que por ser V acotado lo podemos tomar de di­
mensiones finitas; como el primer miembro no depende de f 

se deduce 

f mp, (B, V) dB=O 

como queríamos demostrar. 
. -

La generalización para conjuntos no acotados se hace idénti-
camente que en los casos anteriores. 

Si consideramos el conjunto de planos paralelos tales que su 
sección por una recta normal sea un conjunto de medida l, un 
razonamiento análogo al hecho en ~l caso de las bandas planas, 
nos demostraría la validez de la fórmula [4] en esta hipótesis. 

4) Podemos, en el espac'io, considerar otra figura de extensión 
ilimitada~, el cilindro; suponiéndol.o móvil su posición queda 
determinada por los cinco parámetros x, y, e, cp, 't que son: x e y 
las coordenadas planas de la intersección de una generatriz con 
un . plano normal, e,cp las coordenadas esféricas de la dirección 
de la generatrices y 't un giro alrededor de la rrtisma. Conside­
remos un conjunto medible V, que podemos suponerlO' acotado 
ya que la generalización para los no acotados se obtendrá de 
manera idéntica a los casos anteriQre~. Determinemos la me­
dida de la intersección del cilindro con, V; sea m (C, V) la med~da 
de esta intersección vamos a demostrar. que: 

[5] j"'1na (C, V) el C = 8 7T~ S m3 (V) 

donde S es el área de la sección recta del cilindro y el C = , 

sen e el e d cp d x el y d 't es la elensidael para' conjuntos ele cilin­
dros ('). 

La demostración, por ser la fórmula cierta para el caso de 
ser V un cubo, es análoga a la del caso anterior; descomponien­
do Ven la forma O - E = 2l Ei - E tendremos de igual ma­
nera que en el caso anterior: 

J'm3(C,V)elC= .Ef ma(C,Ei)elC--f m3(C,E)dC = 

=87T'2S~m'3(Ei)- j'm:{(C,E)elC-87T~Sm3(O)-f ma(C,E)dq . 

(7) Ver L. A. Santaló, "IntegralgeO?netrie 5. Ube1' das kinematische 
Mass in Ramn". París, 1935. (ColE;cción "Actualités scientifiques et in­
dustrielles") . 
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Haciendo tender E a cero el primer término del segundo miem­
bro tiende a 8 7T

2 S mi) (V). 

Por ser V acotado podemos limitar la integración a un. domi­
nio deternlinado por las condiciones 

Su volumen en . el espacio de cinco dimensiones será 
A A ,) ('" ') (" " t ti =, Lf: 7T') ,1~ --- X, Y - 11 ), y por anto tendremos 

luego esta integral tiende a cero al tender E a cero. 

Por tanto, deducimos: 

.f rna (C, V) el e = 8 7T
2 3m;.: (V) 

que es lo que queríamos demostrar. 

El cilindro considerado aquí puede estar determinado por un 
conjunto plano medible cualquiera y por consiguiente estará for­
mado por el conjunto de rectas paralelas a una dirección dada que 
pasan por los puntos de dicho conjunto plano. La generalización 

, del resultado anterior para este caso se obtendría descompo­
niendo el conjunto plano en la misma forma que lo hicimos ante­
riormente: quedando el cilindro descompuesto en prismas cua­
drangulares, menos un cilindro tal que la medida de su sección 
sea arbitrariamente pequeña; la repetición del razonamiento 

,- empleado para el caso anterior nos daría el resultado. 

5) Caso en que u/rw ele los c~njuntos se Teeluce a un plano. 

SupongmTIos ahora un plano móvil; su posición quedará de­
terminada por tres parámetros: º distancia a un punto fij o y () 
y cp' coordenadas esféricas de' su normal. Consideremos un con­
junto medible V y para cada posición del plano m~vil determi­
nemos la medida plana de su intersección con V; sea 1n2 (P, V) 
esta medida, vamos a demostrar que 

[6J .f m2 (P, V) el E = 2 7T ?ns (V) 

donde dE -rsen () d () d <:p d º es la densidad rara conjuntos de 
plq.nos. 
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En et:ecto, esta fórmula es válida para cuadrados (8), y vamos­
a demostrarla ahora para conjuntos abiertos; para ello básta 
tener en cuenta que con un razonamiento análogo al -empleado 
en el caso de la recta y un conjunto plano, podemos despreciar 
las fronteras comunes a los cubos en que podemos descompo­
ll;er 0, haciendo luego un razonamiento análogo se obtiene la de­
mostración. Ahora bien, poniendo V en la forma O-E tendre-­
mos: 

.r 1n2(P, V)dE=.r m:¿(P,O)dE -f n~2(p,E)dE=2~m3(V)-
f m:i(P,E)dE . 

Puesto que E es medible podemos encontrar un conjunto abier-­
to O' tal que O»E y m3CO') <2E y por tanto m2(P,E) <m2(P,0'),. 
luego 

j"'m2 (P, E) dE <f m2 (P, O') dE < 47r E 

y haciendo tender E a cero deducimos 

como queríamos demostrar. 

6) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta._ 

si' en luga! de un plano tomamos una recta móvil y cOl'~side-­
ramos la medida lineal m2 (R, V) de su _ intersección con un con-- " 
junto medible en el espacio, ~ tendremos que se verifica tam­
bién: 

[7J f m1 (R, ~) d G' 2 7r m3 (~) 

donde d G ---:- sen () d () dc:p d x d y es la densidad para conjuntos de 
rectas en el espacio (las rectas vienen determinadas por las­
coordenadas x, y de su_ intersección por un plano normal y por 
sus coordenadas esféricas () ycp). 

La fórmula es válida para cubos (O); consideremos un con-­
junto abierto 0, éste puede descomponerse en la forma 2: El don-

(8) Ver Deltheil, "Probabilités Géomet1~iques". 
(9) Ver Deltheil, "Probabilités Géo11tetriques". 
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de los E¡ son cubos que pueden tener fronteras comunes, pero la' 
integral de la fórmula· [7] es nula para el caso en que V sea un 
cuadrado, luego cÓn1.0 el 'conjunto numerable de los cuadrados 
(o partes de cuadrados) que forman las ,fronteras comunes no 
interviéne en la integral, tendremos por tanto: 

j" m'l(R,O)dE= f 2: 'mI (R,E¡)dE= ..Efm1(R,E¡) dE=2rr'2:,rns(E.¡) = 

=2rrl1~a (O).' 

Para pasar de este caso al caso de un conjunto cualquiera V 
se hace el miSlTIO razonamiento que en el caso anterior obteniendo 
la fórmula [7]. 

Todos los resultados obtenidos en este trabaj o no varían al 
invertir el movimiento, esto es al tomar como fij o el conj unto 
móvil e inversamente el móvil como fij o, con la condición de que 
las posiciones de ambos conjuntos vengan determinadas por los 
1nismos pCírárn.etros, aSÍ, por ejemplo, se puede invertir el movi­
miento en el caso de un conjunto medible y de un conjunto de 
un número finito de puntos 'Y no se puede invertir al considerar 
bandas o cilindros y conjuntos. Si en lugar de considerar con­
juntos totalmente móviles consideramos conjuntos que estén solo 
suj etos a traslaciones, las fórmulas que hemos obtenido se si­
guen verificando, sin más diferencia que en el segundo miembro 
desaparecen los coeficientes por ser todos iguales a la uni­
dad; así en el caso de dos conjuntos planos se obtiene 
m2 (Al) X,1n2 (A2), en el caso de una .recta. y un conjunto se 
obtiene 11~2 (A} etc .... 
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EL PROBLEMA DE VARIOS ELECTRONES EN LA 
l\IIECANICA CUANTISTA 

por GUILLERMO KNIE 

El problema del átOlno pesado que implica la presencia de 
varios electrones,' es demasiado cOlnplicado para ser re,suelto exac-'­
tamente. 

Por eso" desde los principios de la lnecánica cuantista, p'ara su 
solución' s'e han aesarrolladométodos de aproximación. En lo' que 
-sigue ,e xaroinaremos varios de estos y su fundamentación teórica, lo 
,que ,servirá para aclarar las reiaciones que existen entre dos de ellos. 
El prímero y más conocido de todos es el del self consistent field 
de Hartree (1). Consiste en someter cada e!,ectrón separadamente a 
una ecuación ondulatoria, suponiendo 'que él se mueva independiente,.. 
m'ente de los otros en un campo que es el mismo para todos y para 
el cual, les característico la supresión del efecto que el electrón ejeroe. 
sobre sí mismo. El parámetro de energía en esta ecuación no es ta 
energía total, sino que hay que restar de ésta, la energía dehida al 
potencial de un electron con re3pecto a otro tomada para todos los 
pares de "electrones que se pueden formar exceptuando el uno del 
cual 8e trata. El ejemplo 'lnás sencillo está representado por el 
átomo de helio en el estado fundalnental. Según Hartre.e tenemos 
la ecuación (en unidades atómicas e = In = h = 1) 

Aquí H2 representa el operador de energía del segundo elec­

trón: - ~ 62-~' 6 1 es ,el operador de Laplace aplicado a las 
2 r2 

coordenadas del primer electrón, r 1 la distancia del' primer electrón 
al núcleo, 6 2 y 1'2 las mismas cantidades para el segundo electrón. 
Como 'en ,el 'estado fundamental del helio ambos ,electrones tienen la 
misma función ondulatoria, la ecuación que resulta de cambiar los 
índioes 1 y 2 será la misma. La idea de Hartree era un -acierto. 
Esto se ha visto más tarde cuando se trató de pone:da sobre una base 
teórica . .schrodinger había ,deducido su ecuación por medio de un 

(1) HARTREE, Proc. CambI'. Phil. Soco vol. 24, p. 111 (1927). 
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principio de vanaClOn. Fock demostró en el año I930 (2) que el 
mismo principio de variación usado por Schrodinger dá automá­
ticamente las 'ecuaciones de Hartree, si se supone que la función 
ondulatoria del ¡sistema se puede escribir como un producto de fun­
ciones de las cuales cada una contiene solamente las coordenadas de 
un ,solo electrón. Con 'esta restricción queda comprobado, pues, que 
el método ,de Hartree represe.nta la lnejor solución que se puede 
encontrar bajo la condición lnencionada. 

Ver,emos ahora ¡en el ejelnplo del átomo de: helio como del 
principio de variación resultan las ecuaciones de Hartree. Poniendo 

--=--Dl--=--=Hl y --=--D2~-=--=H2 el operador 'de energía de 
2 rl 2 r2 

nuestro problema les L = Hl + H2 +~. Si la función ondulatoria 
r12 

total 'es ~, tenemos: ff b lP (L - E) 1..)7 dXl dX2 = o (hay que variar 

la parte real de ~. y la .parte imaginaria o, lo que es lo mismo, 1:p 
y ~J independientemente). Si ponemos ~ = ~ (xl) ,~ (X2), obtene-

mos)dxl btp(xl ) )tp(X2) (Hl + r:1 -t- H2 - E) ~ (x~) ~ (x2) dX2 = o. 

(Por la simetría completa del problema basta variar una de 
las funciones) 

)dx1. bijJ(x1) [Hl +)ly,(:.:~[2dx2 + 
+ )tp (x2 ) H2 1..!J (x2) dX2 - E] ~ (xl) = o 

Como esto es válido para variaciones arbitrarias de tp (xl)' se 
obtiene' 

Aquí la priluera integral depende de las coordenadas del primer 
electr911 y r'epresenta evidenlem'ente la ene~'gía potencial lnutua de 
los dos ¡electrones. La segunda integral es una constante y debe entrar 
en el parám'etro de 'ene~gía. Se vé que (2') es idéntico a( I) .El 
caso considerado es aquel en el cual el lnétodo d~l seU ,consistent 
field da, ,en cierto sentido su lnáxiIno de aproximación a la realidad. 
Esto s'e debe a la circunstancia de que la función ondulatoria del 
helio ,en su ,estado fun~amental ~<Xl)'~) (x2) ya e; siInétrica en 

(2) FOCK, Zeitschr. fUI' Phys. vol. 61, 126. 
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las coordenadas de los dos electrones; Si esto no es el caso, la ver­
dadera función oúdulaloria no puede ser un simple producto de fun­
ciones sino una suma de tales productos. En cuanto Hartree ·trabaja 
con funciones no simétricas, su lnétodo es· defectuoso. El error come­
tido así consiste en no tomar en cuenta la,s fuerzas de intercambio. 

Si d número de electrones es tres, se forman tres nuevns 

J I1.\:> (x3)1 2 dxS 

térnÜn03. A la energía potencial hay que agregar ' y al 
r 13 . , , , ¡- 11111) (x9 ) 1

2 ! 1.\:> (x") 12 dX9 dX3 parametro de energw. 'ljJ(x3) Hg'ljJ (xg) dXg y. ~ I r
23

" ~ 

y así sucesivamente. AdeJnás las funciones no pueden ser más todas 
iguales. 

Si ,el número de electrones de un átomo es· muy grande, el 
método del self consistent field resulta también pesado, ,entonces es 
má'5 ~.ecomendable un procedimiento estadístico. dado por Fermi (1). 
Consiste ,en una combinación de la ecuación del potencial con una 
relación entre la densidad de un gas de' ,electrones y el . potencial, 
obtenida por la aplicación del prin~ipio. de Pauli a la, estadística del 
gas de electrones. Si v es el potencial y n la densidad- de los elec­
trones, tenemos la ecuación de- Poisson 6. v = [~ n n e' y 

9 3' 3 

22m2 e2 y2 
n = ----=--cc-c--- lo cual 'en ,el caso de simetría esférica dá: 

,3 h3 

13 

2 2 n 2 m 2 e 2 v 2 , 

3 h3 (3) 

'Esta ecuación junto con las condiciones en los límites detennina 
completrunente el potencial y el conocimiento del potencial como 
función de la' ,distancia al núcleo es suficiente para calcular cualquier 
magnitud r,elacionada con elostado est~cionario del átomo. 

El lnétodo de más vasto alcance - en cuanto toma 'en cuenta 
también las fuerzas de intercambio' - es el de Dirac (2) que se 
basa sobre el ,empleo de la matriz de densidad. Como pensamos 
cOlnparar 'este lnétodo ,con' el de Fermi conviene describirlo breve­
m'ente. El forma a la vez un ejemplo excelente para los cálculos 
semi-clásicos que' deben substituir frecuentemente el procedirniento 
riguroso cuániico que muy a men'udo no pued.e llevarse a cabo por 

(1) , Zeitschr. f. Phys. tomo 48 p. 73 (1928). 
(2) Proc. Cambr. Phil. Soco tomo 26, p. 376 (1930). 
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la gran complejidad de los cálculos. Sean 1jJl (xl)' tP2 (x2) • •• las 
funciones ondulatorias del 'electrón r, 2, ..• Entonces tpl (xl) .1jJ (xl)" 
t}) 2 (x2) . ~J (x2) .' .. Ison las densidades respectivas. La densidad total 

, será: I tlJr (xr ) 1jJ (xr ). Dirac considera ,esta suma como elemento 
r 

diagonal de una matriz. Todos los elementos de esta matriz se ob-
tienen sustituyendo por tlJr y 1jJ (1') todas las funciones de un sistema 
ortogonal y 'completo que satisface las ecuaciones del «self consistent 
field» de] átomo de que se trata. Si designamos la densidad con la 
letra p, esta matriz 'en la manera de escribir de Dirac es (q'/p/q"). 

Ahora Dirac forma ih dd
t 
(q'/~/q") y obtiene al ,efectuar esta ope­

ración una 'ecuación que formalmente..es idéntica a la ecuación fun­

damental de la mecánica cuantista: h p = H p.- p H. 

Esto le permite identificar H con el operador de la~nergía del 

sistema. En el ,estado estacionario p = 0, tenemos pues: Hp-pH=o. 

El ' 1 1" d b JI b P b H b P (1)' d ana ogo c aslCO e esto es : ;;:--';;:-- - - . ;;:-- -:- o SIen o p 
ur up bp ur ' 

el impulso conjugado a r y todas las cantidades conmutables. En 
el ,estado fundamental del átomo para cualquier valor de r el espacio 
está saturado en uná región para la cual el momento p es lnenor. 
que cierto valor P. En el punto p = P P salta de repente de un va-

bp bo 
lor finito a O. Resulta pues que ~ = o y ~ muy grande 

bH 
para p = P. Por consig:uiente debe ser (~) = o. Esto nos da 

inm'ediatamente la relación siguiente entre P - el momento máxinio 
,.' d d (92 2 e 2 (7) 4 e 2 (7)3 

electroDlco - y 1': dr (1'2 'd:];" 2 m - nh .::r)) = 3nh3 r 2 .::r (4) (2). 

Debo observar todavía que en el transcurso del cálculo Dirac ha 
conseguido hacer invariante la ecuación para transformaciones orto­
gonales de las funciones ondulatorias del sistema. Como la simetri­
zación de la función ondulatoria es una transformación ortogonal; 
esto significa la introducción~e 'las fuerzas de intercambio. Estas 
están r,epr,esentadas por el término lineal en P. Quer,emos demostrar 
ahora que si prescindimos de este término, el resultado de Dirac es 
equivalente al de Fermi. Se trata,pues, de demostrar la identidad de 

d d 9 2 '8 e2 m (7) (3) con a;-(r2~) = 3nh3 r2.::r3. Por de pronto el h de Dirac 

es la constante de Planck dividida por 2 TI, lo que nos dá en el 

(1) Ver DIRAC: Di.e Prinz. der Quantenmechanik, pro E. p. 98. 
(2) En el citado trabajo de DrRAc h tiene por .error el exponente 2. 
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d d t]>2 \ 
numerador un factor 8 1[3, así que ahora tenemos d~ (r2 cr;;-) = . 

12 . 

22e
2

rr
2
mr

2 
(/')" P t (3) d 'b' , <1 (2dv ) 3 h3 :r u. or o- ra part·e pue e eSCrI lf3e aSl: Jr r dr = 

13 3 5 3 

2 "21t2 m"2 e Z v 2 r2 
La identificación .completa la conseguimos ahora 

por un teorema que se encuentra en una fornla primitiva en el pri­
mer trabajo de Bohr (1). Cuando un electrón se mueve en una 
órbita circular 'en un campo central de fuerza de atracción inversa­
mente, proporcional a rn con una velocidad pequeña en comparación 

con la v·elocidad de la luz, se tiene la relación Ecin= n ~- 1 Epot. 

Si la {>rbita no ,~s circular, la relación es válida todavía para los 

valores medios Ecin y E pote (para la generalización de este teo­
rema, vea Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien 4. ed. p. 77I). 
En nuestro caso el electrón con el momento máximo P se muev'e 
todavía con una velocidad bastante inferior con respecto a la de la 
luz (en la primera órbita de Bohr del átomo de hidrógeno la v,elo­
cidad es 3. I o 7 cm) y las ·condiciones para la aplicación del teorema 

. t]>2 n' tI' 
son dadas. Tenemos pues: - = - ve. Como n es siempre 

. 2m 2 

negativo, para In I > I podemos _ ·escribir len lugar de éso: :J 2 = 
1 . 

=II~ I Ive m ó :J = (In + I I ve m) 2 . Si ,substituimos este valor 
en la ,ecuación de Dirac, obtenemos una concordancia perfecta de las 
dos fórmulas si' tomamos n = - 3. El significado físico de ésto es 
que ,el resto del¡:Atomo tiene sobre ,el electrón de momento máximo 
el ,efecto de un dípolo la fuerza del cual como se sabe decrece con 
la tercera potencia de la distancia. 

En cuanto a la magnitud del efecto de intercambio, se vé que 

la razón del coeficiente de P al coeficiente de p2 es f'.) e~ m lo que 
n 

tiene la dimensión .de un luomento. Si se considera que para la pri­
m,era órbita do Bohr ·en el átomo de hidrógeno se tiene: p r = h Y 
e2 p2 e2 m . 1 d 1 
-2' = - resulta que -1- representa el momento de un e ·ectrón e a 
r mr 1 

primera órbita de Bohr. Como esta c:antidad f'.) 3.IO-:-21 resulta que 
el ,efecto de intercambio no es IUUy importante en un átomo pesado 
en él cual P 'es grande. 

e) Phil. Mag. vol. 26, p. 24 (1913). 
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SOBRE LA EXISTENCIA DE SUPERFICIES CUYAS 

LINEAS PRINCIPALES SONDADAS 

por ALEJANDRO TERRACINI 

Las líneas más importantes trazadas sobre lma superficie 8 del. 
espacio proyectivo de cinco dimensiones 8 5 son sin duda sus. líneas 
prin.icripales (1). De estas líneas. pueden darse varias /delf'iniciones, en­
tre las cuales recordamos las siguientes: 

a) Hay co 1 hipe'rplanos que cortan la superfiicie 8 según una 
línea que tiene un puntocuspidal en un punto dado x de la super­
ficie; hay generalmente cinco de estos co 1 hiper'Planos para cada uno 
de los icuales el punto x viene a ser 1m tacnoQ.o. Las 'Correspondientes 
rectas\ tangentes 'en el punto x son las cinco t.angentes principales. 

Estas tangentes principales envuelven sobre la superficie 8 los 
cinco sistemas de curvas principales ('2). 

b) Las, tang'€lntes principales en el punto x pueden defiJ:?irse 
como las qu.e pertenelcen a aquellas: cur/vas de la superficie 8 que 
pasan por el punto x de tal manera que sus 8 3 osculadores en el 
mismo punto ¡x 'Coincidan 'jcon los 8 3 (que son 2-tangente)'3 a la su­
perficie en e[ plmto x segiún la dirección de las mismas 'curvas' (3). 

c) A lo largo\ de una -curva ,principal dos pianos tangentes éon­
secutivos resultan incidentes según un orden de aproxImación (J 

más grande que 2( que es el valor ordinario de (J parados planos 
. tangentes consecutivos de :una superficie de 8 5 ) y por consiguiente 
>4 (7).' 

(1) Para poder admitir también líneas principales imaginarias' (como lo sobre­
entenderemos en lo sucesivo de esta Memoria) suponemos que la I superficie 
8 sea¡ analítica aunque esta hjpótesis no es siempre necesaria. ' 

(2) CORRADO SEGRE: Prelimina?'i di 1bna teoría delle varietá luoghi di spazi 
RenO.. del Circo Matem. di Palermo, .t. XXX, 1910, Núm. 24. ' 

(3) E. BOMPIANI: Sopra aloúne estensioni dei teo?'emiJ di Me1bsnier e di E~(¡lero 
AttL della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLVIII, 1913. ' 

(4) A. TERRACINI: 8'lbll'inoidenza di spazi infinitamente vioini(Soritti matema­
tioi, offerti a L'lbigi Berzola?'i, Pavia, 1936). V. también CORRADO SEGRE: 81bl­
le linee p:'i~wil)C:Zi di 'lb1W s1bperfioie di SI) e 1/¡na proprietá oaratter'l:stioa del­
la superf1JO'be d1JVeronese, RenO.. della R. Acc. de] Lincei, (5), vol;' XXX, 
1921. 
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Tomó últimamente nuevo interés el estudio de las curvas prin­
dpales, \después que BLASCHKE (1) acudió a ellas en unas inV1e\S:tÍ­
ga'Ciones de Ica,rácter topoilógico, en cuanto coordenó lillas parti.:. 
cularidades topológi,cas de un 5-f}e,jido (5-Gewebe) (2) de líneas 
planas' con unas circunstancias espelciales. que pueden afe1ctar las 
curVélJS: princj¡pales de una superficie. ' 

Pero, a pesar del hecho ,que la prinwra aparición de laS' cur­
vas principales se remonta a treinta años atrás, pocas cosas, so~ 
conocidas sobre ellas. 

, POlI' ejemplo, no se srube todavía ,si, dada a priori alfuitrariamen,-' 
te la ecuación diferenciall. de, las~ líneas principales, puede afir­
marse la existencia de una superficie que tenga efectivamente esa~ 
líneas Iprinc:iJpales. El<3rta laguna ha sido ind~cada tamJbién por W. 
BLASCHKE y G. BOL en su nueiVO libro: Geo11'wtrie der Gewebe (Ber-
'lin, 1938). 

Yo !logro en este tra:bajo llenar esa laguna, 'probando que puede 
contes.tarse aJfi:I'mativ~mente a la pregunta. Ya ;e~umí los resulta­
dos de mis investigaciones en una breve comuni:ca1ción a la Acadé~ 
mie des ISlCiences de París. (3), y doy ahora una relación más de­
tallada de ellas.' 

Del siguiente tratamiento del argumento resultal~á también que, 
dada la ecuación de las cur~as principales, hay todavía un ,cierto 
grado de irieleterminación en las sU!perfilcies que tienen esas IcurVlas 

'principales. Por consiguiente, las propiedades. proyectivas de las 
superficies pueden reflejar particularidades topológi!cas de sus 
curvas princi1pales s.ólo en un grado limitado. POI' 10 ta:o,to, el la'zo 
descubierto por BLASCHKE, aunque se refiere a un caso es:pecial, 
parece particularmente notable. Pero por la misma razón no ¡pa­
rece prohalble que p~edalÍ esperarse muchas otras ulteriores rela­
ciones ele este género. 

l.-S'8lan Xi (i = 1,2, ... , 6) coordenadas proyectivas homogé­
neas de los !puntos X d~ un espacio de cinco dimensiones 85. Las 

(1) über die tangenten eVne1" ebenen líhb1"Ve fi¿nfter Klasse, Abh. d. matlwm. 
Sem. del' Ha:mburger Universitat, vol. 9, 1933. 

(2) Un 5ctejidó está constituído por cinco familias 00 1 ele CUTvas tales que todas 
estas familias cubran simplemente una misma región. Las pal'ticulaTidades 
mencionadas son: 1) refiriéndonos a un 5-tejiClo, que su rango sea máximo; 
11) refiriéndonos a una superficie, que a lo largo de cada curva de cada 
sistema de líne¡ls principales los planos tangentes estéil en un hipel'plallo. 

(3) A.TERRACINI: S'Ibr l' existence de surfaces ayant des lignes principales don­
n~f;Js! Comptes rendus de l' Acad. Jdes Sciences: de París, 1939. 
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-consideraremos como funciones de dos parámetros independien­
tes u, v, o mejor, más brevemente, cOIlJSideraremos al punto x co­
mo una función de los mismos parámetros. Escribiré Xu para 

ox/ou, etc. 

Es bien sabido que la ecuación diferencial de las curvas princi­
. pales es: 

(1.1) 1 x,XU7xv,xllud~{'+xuvdv, xuvdu +xvvdv, 
XUU7t du3 + 3 Xuuv du2 dv 3 x1tvV d~¿ dv2 + Xvvv d,V,3 I = 0, 

donde con la notación usada en el primer miembro entendemos 
indicar el dete['minante obtenido substituyendo x por las seis 
eoordenadas del nÍismo punto. Indicaremos el mismo determinante 
también con Q. 

Con notaciones análogas si ponemos: 

~ I x, Xu, Xv, Xuu, a.;uv, XU7W I = h, . 
,3 I x, Xu, X'v, Xu·u, x·u'?' XU7tV I + I ;/;, xu, xv, XU1t , Xvv, x7HtU I = l, 

... ' .............................................. , 

................................................ e;. 

et1c., ila. ecua,ción (1.1) puede escribirse: 

(1.2) h dU,5+l du4 dt'+m du3 dV,2+n d'U,2 dv3+ P du, dv4+k d,v5=O. 

Como la dimensión del es'pacio es 5, hay seis puntos, entre el 
punto x y sus derivados sucesivos, que . son linealmente indepen­
dientes; cada uh~ de los restantes puntos derivados puede· expre­
sarse como combinaJción ·lineal de' ellos. Así, si los puntos x~ 

Xu, xv, Xuu , x7tv, X·vv son linealmente independientes, es decir si. la su­
perfiC'ie S no representa ninguna ecuación de Laplace; obtenemos el. 
.sistema de eC1¿wciones f'l.tndmnentlües de ~a superficie S: 

,(lo 3) 

( xU1IU =a,(1)x+'b(1) Xu+lc¡(1)xv+axuu+ ,Bxuv+-rxvv 
, xU1W =a(2)x+b(2) X1¿+C(2)xv+YXutt+oxuv+sxvv, 
, xuvv=a(3)x+b(3)xu+ C(3)xv+1l Xtttd-Auv+-!l{'cvv, 
\ xvvv=a(4)x+b(4)xu+ C(4)Xt ,+wxuu+vxu-¡; + QXvv, 

donde los 24 Icoeficientes son funciones de las coordenadas curvi­
Huelas u, v. El sistema (1. 3) representa una clase de superfIcies 
S proyectivamente equival~Iites. Poniendo: 

(1.4) 
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(~+O), ] a ecuación (1. 2) P Llede dividirse p'Or ~ y escrib irse en la 
f'Orma: 

(1.5) Hd1(p5+Ld1Ihl.v+Md1l3dv2 ·+N dn2d'l.)3-+-Pihldv4+I(dv5=O, 
donde 

h l· rn 
H= --=,;' L=--=3c-(~'1Yl= --=a-3b+311 ' L\ ' . /'). {J 'L\ ,v , 

(1. 6) 
n p ._ __ k _ 

N= -~-=Q_3A+3y; p= -L\-' ·-3'l1-V ; ,1(- -¡s:--w. 

T'Od'O est'O, hasta este punt0',. ·es. bien sabid'O. Per'O, p'Or 1'0 que sé, 
mé parece que la 'Obs.e,rvación .siguiente n'O ha sid'O t'OdavÍa efec­
tuada. Una transf'Ormación de la f'Orma. 

(1. 7) 

lleva l'Os primer'Os miembr'Os de cada una de las ecuaciones (1.1) y 
(1.4) a las expresi'Ones anál'Ogas formadas em'pleand'O X en lugar 
de x, a men'Os det fact'Or {}6. P'Or 1'0 tant'O las exp.re~i'Ones H, L, M, N, 
P, Jl, son invariantes p'Or la tranSlf'Ormación (1. 7). 

Además, transf'Ormem'Os las c'O'Ordenadas curvilíneas de manera 
de c'Onservar cada un'O de l0's sistemas de líneas paramétricas~ po­
niend'O: 

(1.8) 

Se c'Ontr'Ola fác~lmente que la f'Orma diferencial fracci'Onaria: 

(1.9) H du,5+Ld1.¿,4dv+.LvId'u,3dv 2+N du2dv 3 +Pd1¿dv4+I(dv5 

3 d'/,¿2 dv 2 

queda in variada. después de la transf'Onnación (1. 8). P '01' consi­
guiente la forma diferencia:l fTa,cm:onaTia (1.9) ligada con '/,¿na s'u­
perficie del espacio S5 (que " no Tepr;*esenta ni1'l:gruna. ec'/,¿a.ción de La-
place) depende únicamente de l.a s'/,tpeTficie y de la ,elección de las 
líneas parct.métTicas. 

P'Odem'Os llamar a la f'Orma (1. 9) f01'r;na difeTencial fundarnen­
tal de lCl: su,peTficie S,a pesar del heoo'O que depende de las cur. 
vas paramétricas. 

2._De la precedente 'Observación s'Obre la f'Orma diferencial fun­
damental (1. 9) sigue que debe ser p'Osible enc'Ontrar una signi­
ficación ge'OlIl:étrl:ca de ella. 



-7-

Para hallar tal significación, consideremos un punto x=xCu v) 
sohre la superficie, una dirección (1) por este punto _que €s dada 
éomo razón de lasl diferenciales du, ,dv- y el hiperplano ~ que es 
2-tangente a .'la superficie 8 en el punto X' según la dir'ección dada, 
,es decir el }üperplano que contiene los planos tangentes en cada uno 
de los plmtos x y x C'u,+d}z,l-, v+dv). gi e es una CLlrva de la super-

ficie que pas3;1 por el punto x en esta dirección, y --;; es otro punto de 
la línea e que esté en proximidad del punto x, cada una de las líneas 

paramétricas que pasan por el punto' x corta la curva paramétdca 
del otrOl sistema que p'3sa por el punto x en un punto, Sean Xl y X2 

los puntos así logrados, donde 'p. B>. Xl pertenece a la curva u (es 

decir v=const.) I que pasa por x. La rectax-xl corta el hiperplano ~ 
en un punto Xl. Finalmente sea m un punto arbitrario de la misma 

recta XXl que no se aJCerca indefinidamente al punto x c:xando X-7x. 

El, término principaZ de la, razón anannónica: 

(2.1) 
G'uando X-7X coincide con la forma diferencial fundamental (1. 9) (2). 

Si substituÍmos la recta Xxl -con X~2 y los pll1lltos Xl, .?1t con X 2), n 
delfinidos de manera anJáloga, también el término principal de la ra­
zón ana'rmónica,: 

(2.2) 

coincide con la ,~mis~na forma; diferencial fundamental. 

Podemos observar ¡que cada una de las razones anarmóni1cas con­
sideradas no es simétrica respecto a los sistemas de líneas pal'amé. 
trie as ; pero, a pesar de eso, ambas razones anarmónicas llevan a la 
misma forma diferencial. 

Para demostrar el teorema, O'bservo que el 8 4 ~ es determinado por 
los puntos: 

(1) Suponemo¡:¡ que esta dirección es distinta de las de ambas líneas pammé­
tricas que pasan por el punto x. 

(2) Esta propiedad muestra cierta analogía con la definición· de las llamadas 
formas elementales de una superficie en el espacio' ordinal'io dada por' 
E. BOMPIANI: Le f01"me elementarí e la teoría proiettiva aelle s1¡,pe1"fioíe, 
Boll. dell 'Un. mato italiana, 1926" 
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'Razonaré sobre la razón anarmón~ca (2.1); pero lo mismo podría 
h3Jcersé sobre la razón anarmónica (2.2). Expresemos los puntos de 

la recta XXI como IcombinacJones iill'eales A x + B Xl de los puntos 

X, Xl. Alhora: 

(2.3) 

y: 

(2.4) Xl =x+xudU.+l /2 (xud2u+ Xuud~í2) + 

'El va[or de la razón B/ A en el pililltO Xl está determinado por la 

ecuación: 

(2. 5) I x,x~"Xv,x~w du+x'twd v,xuvdu+ xvvdv,A' (1/ 2d
2x+l /6d3 'x ... ) + . 

+1/2B (x1¿~,du2+ xu~,dud2U+l / 3 xuuudu3+ xuuvdU2dv+ xuvvdudv2+ 

1/sxvvvdv3+ ... ) 1=0. 
"-

Por consiguiente tenemos como término principal 

(2.6) 
A ,3/),. du2 dv 2 

-iJ-----Q--

con tal que el determinante escrito en el denominador no sea cero, 
lo que puede suponerse si la surperficie S no representa ninguna 
ecu3Jción de LaJplace. En este caso, substituyendo XU1tt¿ X U1LV , XUV '!J7 

X vvv según las ecuaciones fUndamentales (1. 3) obtenemos: 

Hdu5+Lmu4dv+ ·Aldu3dv2+N du2dv3 +Pdu,dv4+Kdv5 

3 du2dv2 

PaTa el punto m, el límite de B / A cuando x:"";x tiene que ser --1 
para que sean eliminados los términos de (2.3) y (2.4) que no de­
penden de lms¡ diferenciales. Por lo tanto el término principal de la 
razón anarmónica (2.1) es el mismo que el de la razón anarmónica . 
formada por 00, 0, _1 y el valor de BI A expresado por ,(2.7), es 
delcir coincide con (1.9). 

3.-Aunque nos interesen 'Principallmente las superficies que no 
representan ningruna ecuación de LAPLACE, va~e la pena hallar qué 
vienen a ser lós términos principales de las razones anarmómcas 
(2 .1) 'Y (2 .2) c;aando la superficie r:epresenta una ecuación de 
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LAPLACE. En este ,caso los seis puntos x, XU , Xv, X 1t117 XUVJ Xvv son liga­
dos por rana ecuación lineaI homogénea de tipo no parabólico o pdra­
bólico. Supongo que los S3 osculadores de las curvas ~aramétricas no 
sean contenidos en 1081 correspondientes. S4 osculadores de la. super­
ficie {l). También ahora considero p. e. (2.1). E[ tratamiento del 
n.2 puede aplicarse también ahora hasta la fórmula (2.5) incll1ída. 
De esta fórmula, en las, ci:v~unstancia8' actuales, sigue 

(3.1) B 
A 

Q 

Por 1C0nsigiuiente, usando este valor de B / A en lugar del valol' 
dado por (2.7), nos encontramos en condición de concluir que si 
la superficie representa una ecua'ción de Laplace, el término 

principal de la razón anarmónica (2.1) Icuando X -7 X, coincide con 

la forma ditferencial escrita en' el segundo miembro de (3.1), con 
, el signo cambiado. 

Es importante observar qrne en el cas'O actual: 

1) La estructura de la nueva forma diferencIal es completamen­
te distinta de la del caso precedente. Ahora, por ejemplo, el nu­
merador y e[ denominador resultan del mismo grado. Más precisa­
mente en el 'caso actual ---.com.o se averigua fácilment81 -Ilumera­
dor y denominador de dicho término principal admiten un divisor 
,Gomún de segundo", grado (que ig;ualado a cero representa el doble 
sistema de las características). Por lo tanto numerador y denomi­
nador pueden reducirse a formas de' tell'cer grado. La .segunda, evi­
dentemente, es proporcional a du3, mientras que la prirnera, si la 
igualamos a cero,' representa los tres sistemas ulteriores de líneas 
principales (v. la última citación (hecha al fin d'e ,esta Memoria). 
CU&.l1do la eClj.ación de LAPIJACE es de tipo parabólico, caben ulte­

riores redl1'cc.iones. 

- (1) Esta hipótesis no sería¡ nunca realizada si el S4 osculador a la superficie en 
el punto x contuviese el S3 osculador en el mismo/punto a cada curva traza­

da sobre la superficie que pasa por el punto x. Pero en este caso, la super­
ficie estaría en un espacio S4. Observamos también que el contenido del n. 3 
se aplica al caso expresamente enunciado en el texto, en que la super­
ficie representa sóló una ecuación de! LAPLACE; si representase. dos de ellas, 
sería una superficie desarrollable, y entonces numerador y denominador de 
la fracción escrita en el segundo miembro de (3,.1) serían ambos idénti­
camente nulos. 
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2) Las d0's raz0'nes anarmónilcas ,( 2 .1) Y (2.2) n0' llevan ya a 
la. misma forma dLferenéial. 

4._ V 0'lvam0'S ah0'ra al cas0' general, y c0'nsiderem0's l0's pr0'ble~ 

mas siguientes:, 

PROBLEMA A.-¿ Siendo dada arbitrariamente la ecuación diferen­
cial (1. 5), ,existe una superficie tal q~w l.a; ecuación de sus líneas 
principa~e<s coincida con (1.5) ~ 

PROBLEMA B.-¿ Siendo dada arbitrariamente la forma diferen­
erial fraccionaria (1. 9) existe ~l,na s~~perficie tal que su formadife­
rencial fundamental coincida clon (1.9) ~ . 

Las super.ficies que eventualmente satisfagan a la c0'ndición 
enunciada en el IJ)r0'blema ¡ B) tienen que ser buscadas entre las 
superficies que n0' representan' ninguna ecuación de LAPLACE, c0'm0' 
es !Clar0'. En cuanto al p'r0'blema A), esto n0' es ya necesario; per0' 
verem0's que la pregtunta que 'constituye el ,cont~nido del pr0'blema 
A) siempre se c0'ntesta afirmativamente, aun n0' considerando [as 
eventuales sO~UJci0'nes que pueden ser suministradas por superficies 
que representan ecuaciones de [¡APLACE. P0'r 10' tanto n0's limitare­
m0's, en' ambos leasos, a estudiar superfilCies que no representan nin­
guna ecuación' de ¡[¡'APLACE. 

Una tal superlficie será representa,da por un sistema de ecuacio- . 
Hes fundamentales del tipo (1.3). Ella está 'derterminada de ma­
nera . única, a men0's de una transf0'rmación hom0'grá,fica, cuand0' 
las 24 funciones que aparecen c0'mo 1C0eficientes en aquellas ecua­
ci0'nes son efectÍJvamente c0'nocidas. P0'r lo tant0' considerarem0's C0'­
mo incógnitas, en lugar de la superfi,cie S, a las 24 funci0'nes men­
ci0'nadasl. 

De cualquier manera que se encare la cuestión, es impós~ble 

evitar una cierta c0'mplicación, que es inherente a la complejidad 
intrínseca del argumento. Sól0' podemos tratar de reducir la com­
plicación en lo posiible. Esta ,consideración justifica un examen pre­
vi0' de la manerá m!áSI Ic0'nveniente ,de dirigir el tratamiento. 

Si el segundo pr0'blema, admitiese una respuesta afirmatLva, ésta 
ya c0'ntendrÍa en sí, al misln0' tiemp0', una análoga c0'ntestación 
afirmativa al primer problema. P0'r es0', parecería conveniente en­
carar directamente el problema B). Ah0'ra. bien, al examinar su..; 
perficialment.e este pr0'blema, p0'dríam0's sentirn0's inducidos a tra-
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tal' de comprobar que siempre es resoluble, debido a la circuns­
tancia que .las 24 funciones incógnitas están sujetas a: 

i) las condic~ones de integrabili~ad del sistema (1. 3), que son 
en número de 18 (esas condiciones se encuentran escritas eXlplícita­
mente más adelante) : 

2) las ecuaciones que traducen las condiciones efectivamente im­
. plicadas por 'el proiblelua B) : estas condiciones llevan a 6 ecuaJcio­
nes ulteriores en las 24 funciones incógnitas. 

En consecuencia el problema B) lleva a un sistema de 24 ecuacio­
nes en 24 funciones incógnitas. Sin embargo, considerando la ob­
servación de!!. n.1, pare<;e menos probable 'que tal sistema sea com­
patible. En, efecto, si exis'te un conjunto de 24 funcion'es que s,~tis­
Ifacen a ese sistema, éste tiene que ser todavía satisfecho cuando 
aqueUas funciones son reemplazadas; por las nuevas 24 funciones 
en que aquéllas se transforman cuando las coordenadas homogéneas 
de los puntos se m:ultiplican por una función arbitraria. Con pala­
bras poco d~ferentes, esto equivale a decir que mediante la trans-

fOTmaJción' (1. 7) la fJUnción ~t se transforma en otra función ~ ta1l 
que: (1) 

(4.1) 

y por 'consiguiente siempre es posi,ble escoger la función {} (1./." v) de 
manera que el nuevo valor de la f'unción ~ resulte idénticamente 
nulo. Luego el conjunto del las; 2'4 ecuaciones de condición realmente 
implica só[o 23 ¡funciones incógnitas. 

El'l estas condi'éiones he pre,ferido estudiar el problema A) en lu­
gar del problema B). El tratamiento efectivo de este problema en­
señará que la respuesta es' afirmativa, Icomo ya lo hemos mencio-. 
nado. Al misriao tieilnpo resultará confirmado que, por lo contra.:. 
rio, generalmente el problema B) no admite soluciones. 

Naturalmente las condic~ones de integrabilidad del sistema de 
ecuaciones fundamentales (1.3) desempeñan un papel notable, 

,Ocurre, como lo veremos, que ellas pueden resolver~e en términos 

(1) Las funCiones {3, ,&, E, 'Y], ro, 'V quedan invariadás, mientras: 

- {tu - 'frv ,- 'fr1¿ -, {tv - " 'frv 
a=a+3 ~; y=y+ -:&; b::=b+ 2 -:& ; 1.=1.+ 2 T ; Q=Q+'') -:fr' 
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finito.s res,pecto. a 12 de las funJcio.nes incógnitas, y precisamente a 
laSI que apareicen co.mo. Ico.eficiente~ de x, X u, Xv. Sigue que es po.si­
ble vo.lver a escribirlas ¡co.nservando. co.mo. funcio.nes incógnitas so.la­
mente: 

(4.2) a,(3, 't'1 y, a, E, 11, A, ~, v, Q, (O . 

Existe el inco.ny~niente que de esta manera aquellas coy.dicio.nes 
vienen a ser extrema1damente engo.rro.sas. Traté de disminuir, este 
inco.nveniente teniendo. en cuenta so.]::l,mente lo.s término.s que sir­
ven e,fectivamente para establ~cer el teo.rema <te existencia. 

5-Co.mo. es o.bvio., las co.ndicio.nes de integra:bilidad del sistema 
de ecuacio.nes fundamentalesl (1. 3) se escriben ,co.nfro.ntando. lo.s va­
lo.res, de X¡t1tUV lo.graldo.s mediante la primerg. y'la s~gunda ecuación,. 
]o.s valo.res: de X¡;,UVV lo.grado.s mediante la segunda y la, te,!"cera, lo.s.: 
valo.res de X 1tvVV lo.grado.s. mediante la tercera y la C'uarta. Sielnpre se 
tiene que eslcribir que, lo.s co.ef:ücientes; de x, x1t , XV) X I¿1¿, xnv, Xvv lo.gra­
do.s de [as dos maneras, co.inciden o.rdenadamente ~ntre sL De esta 
manera s,e o.btienen 18 co.ndicio.nes. Indicaré p. e. co.n (12 x) la co.n­
dición obtenida co.nfro.ntando. lo.s co.eficientes de x implicados, en la 
ecuación lo.grada al derivar! la primera y la segunda de las eC'uacio.~ 
nes fundamentales, ..... , !Co.n . (34 xvv) la co.ndición o.btenida co.n­
fro.ntando. lo.s co.eficientes de Xvv implicado.s en la ecuación lo.grada al 
derivár la tercera y\ la cuarta. 

Es co.nveniente em!pezar a escribir las co.ndilcio.nes siguientes, que 
ofrecen la ventaja de datr enseguida seis de las ¡funcio.nes incógnita...<;. 
expresadas por medio. de ,las funcio.nes (4.2): 

;(12xm ¿) b (2) =av-Yu+(3'Y}+'tú}--ya-E'Y} , 

(23x1t1¿) b (3) = Yv-'Y}n+ y2 + a 'Y} + E Ú}-'l1 a-A y-~'Y} " 

(34x1i1¿) b(4) = 'Y}v-(Ou+'11Y +/1.11 + !-!w..:.........aw;-vY-Q11, 

(12xvv ) ~ (1) = E1¿-'tv+Y't +aE+E~-aE-(3~l~'tQ , 

(23xv'1)) C(2) =~1¿-Ev+rl't+/I.E+~t2_yE--o~t-cQ, 

(34xvv ) C(3) = Q1¿--!1v+(O't+VE-E'l1-A!1. 

Escribamo.s aho.ra'las co.ndicio.nes (12xuv ) y (34x1W )' Teniendo. en 
cuenta lo.s valo.res de C(2) y b(3) que ya han sido. determinado.s, ellas. 

dan también lo.s valo.res de las restantes b y e, expresado.s pUl' mfdio­
de las mismas run:ciones (4.2), es decir: 
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+'(¡8+o:!+:2cA-aO-pA.-LV, 

( 34xuy) c( -!)= Yrj-Tju +1,'1--- V 11 + y::~ +I:.W-1'1 a- l, y--!-! YJ-t-2110 

+A2+I1.V-úlf3-yv- -el .. 

Cada una de las expresiO'lles logradas para las .b y las c :contiene, 
además de las funciones (4.2) sólo sus primeras derivadas, y re­
BuHa lineal respecto a estas derivadas. 

También cada una ele las a puede ahora expresarse, de manera' 
análoga: 

(12x1,) a(1)=cu(2)- cv,·l)+yc(l)+(o-a) C(2)+(E--11)C(3) -LC(4) , 

(12xn ) a(2)=1!v(l) -bu
(2)-yb(ll+(a-o) b(2)-I-(~8-8)b(3) +-rb(4) , 

.(34xv) a(3)=cn (-!) -cv(3)+WC(1) +(V---'-':1~)t:'(2)+(e-A)C(3) -I1.C(4) , 

(34x7/) a(-!)=bv (3) -bu(4)-wb<1)+(1'1-v) b(2)-!-P,-Q)b(3) +¡..tb(4). 

Cada una de las ei!presiones logradas para las a, contiene, ade­
más de las funciones (4.2), sus derivadas primeras y segundas, y 

es lin eal res1pecto a las derivadas segundas. 

En los segundos miembros de estas ecuaciones no substituÍmos 
materialmente las b y las e según sus expresiones 'que encontramos 
anteriormente. Pero ya es claro 'que de esta manera también las a 
pueden expresarse por medi0 de las funciones (4.2). 

Finalmente tenemos seis condiciones 111'ás de integTabilidad, a 
saber: 

(12x) ya(1)+(0-a)a(2)+(E-,B)a:(S)-La(4) +rt.¡/2)-av (1) =0 , 

(34x) _waC1l + (1'}-v)a(2) + O.-Q)a(3)+l1.a,c4) +av
(3 )-au (4) =0 , 

(23x) "-YJa (1 ) + (y-A)a(?) +,(0-~l)aC~)+Ea(4) +,au(2)-au(3)=O, 

(23x1tV ) 'y.u+Qu +A¡¿=av+l\,+l1.v , 
(23x

1t
) bv(2)~buC3) =Ct (3 )+r¡b(1)+ (A---.y) íj(2) (11.~0) b Cil ) _Eb(4) ~ 

(2;jx~) ~u(3)~cvC2) = a(2)_'Yj'c(1) + (y----oA) c(2 )+(o-p,)C(3) +EC(4) . 

Podemos 'considerar estas seis últimas condiciones como las úni­
cas condiciones ele Íntegralbrlidad, con talque las a,' b,;c sean subs­
tituidas según las 12 Iconcliciones precedentes. Indicaremos esas seis 
ecuaciones, según la for:p1a que tomarían después de la substitución 
efectiva, como ecuaciones (1), (11), .... , (VI), sin escr:i;birlas de 
nuevo completamente. Por el momento, sólo observamos que cada 
una de ellas es lineal reslpecto a las derivadas ele orden máximo 
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implicadas en la misma. Sin embargo es conveniente poner en evi­
dencia los términos que contienen esas derivadas de orden· máximo, 
para tener lU1a guía 'en c.uanto a la manera más iconveniente de 
aprovechar las mismas eeuaciones. Ellos son: 

(1) -'anuv-fJ';IV'V +YIIII/I +OU1IV-1-EII'/:V -1',/:,/:11+' .. =0 } 

(11) -Q7¿'l'V-V1/.11V +~lV7:V -t-Anvt'+l1l/'ul1 -Ü}U1!11+' .. =0 , 

(111) -iUtwv+Qunv -~(:?VVv+V1¿lm -!--Onvv-A./t 11 V '--Ev'/:v+11/tlln-1-" . =0 , . 

(IV) y.u+Q1¿+An--av-ov-~tl:=--::O .. 
(V) 211nlt -l-vm ¿-3y.llv --A¡¿U+QltV +avv ~,.LI;v+, .. =0 , 

(VI) 2Evv -t-:(:?'I)v-3~'I;v -Onv+allv -t-Qll1t -YIl1t+ ... =0' . 

6.---<Emprendamos ahora la dis::usión de las eondieiones ulterio­
res impuestas por el problema A). ISiendo dada a priori la ecua­
ción diferel1eial (1.5), H, I..1, M, N, P, K son 6 funeiones dadas 
de ~~, '/). Por eso, según las fórmulas¡ (i. 6), lasl doce fUll'úones 
(4.'2) son sujetas a las seis, nuevas condiciones: 

(6.1) lT=oH; 3E-(:?=oL; a--,---;30+3~l =0111; 

Q-3A+3y=oN; 311-'{\I=oP; ro=(JK; 

donde 0= o ('u, v) indica una nueva función incógnita.-

Re.'S'umierudo, tenemos ahora trece funciones incógnitas, es decir 
la función o (~~, v) y las doce funciones (4.2): ellas son ligadas por 
las seis ecuaeiones a derivadas parciales (1), (11), ... , .(VI) y por 
las seis ecuacioneS! en términos finitos (6.1). 

Como es natural, eliminamos seis de las funciones in,'cógnitas por 
medio de las ecuaJciones (6.1). POI' ejemplo podemos despejar de 
éstas' a, (:?, T, (O, v, Q y logramos: 

(6,2) 
\ a=........:.3~+30+Mo; (:?=3E-Lo iT=Ho; 

íco=Ko i v=311-'-PO; Q=-3y+3A+N o . 

Substituyendo. en las' /;cuaciones (1) ,(11)\ 
conte.ndrán sólo las siete funciones incógnitas: 

(6.3) y,o, E, 11, A, ~, o. 

" ., (VI), éstas 

Nuestro problema A) queda así esquematizado por el sistema 
constituído por las ecuaciones (1), (11), ... , (VI) después de la 
substitución. Desde ahora pues la cuestión qu'eda reducida 'al es·· 
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tudio de este sistema de seis ecuaciones a de[>ivadas pal,,;ciales en 
las siete funciones incógnitas (6. 3). L~amaremos (~) a este sistema. 

Pero, antes de transformar dichas ecu.aciones, convieneóbservar 
que, su forma sugiere eliminar las deritvadas terceras de las dos 
funciones incógnitas. E, 11 en las tres primeras ecuaciones por medio 
de (V) y (VI) . Por esta raz,ón Bfl:rbstituÍmos las ecuaciones (1), (Ií), 
(111) por las nuevas, ecuaJciones: 

(1') =6 (I)+2fVI) u ; (11') =5:(11) +2(V)v; 

(lIT') =5'(III)-4(V)1t+4(ViI)v, 

doIlJde por ejemplo 5 (1) +2 (VI) 1t ind~ca la combinación lineal de la 
ecuaci6n't (1) y de hi,obnen:iJda derivando (VI) respecto a u, siendo 

5y 2 los coetfi,cientes de la combinación lineal. El sistema (~) es 
representado Ipor lLas ecuacioneS' (1'), (11 ') ,(111') , (IV), (V) (VI) 
así como lo era por las ecua~iones odginales (1), (11), (111), (IV), 
(V), (VI)./ 

Considerando todo esto, ,el sistema (~) puede escribirse: 

(1') 6Aumt -3Y/lmi +3~ttltv -6()mi'1) + 2Nú'lt1t'lt -3Múnuv+3LÚt/vv 

.....--:5Ho"vvv+ ... =O, 

(11') ---46Auvv -1-3yuvv -3~lv¡;V +6()vvv-5KÚ'llmt +3PúU'Itv-3N Úuvv 

+2Múvvv+ ... =O ," 

(111 ') 14Auuv -7Ymtv+7~~tvv-14(),1tvv --Púu1Mt+5N úuwl.l--'51l1úuvv+ 

Lúvvv+ ... =O, 

(IV) 4Au~Ylt+2~v -,4()v+Núu-1l1úv+UV",-M1Jú=O, 

(V) 511uu-6Yuv-l-2Atlv-4~vv+3() vv-Pú1t'lt+Nú1tV -f-Múvv+ ... =O, 

(VI) 5Evv-6~tv -+-2()1tv-4Y1t1t +3A1m+N ú'U1t+Mú1tV -Lúvv+ ... =O . 

Ahora lma ulterior transformaJción es sugerida por el examen de 
estas ecua:cio:ries. Las derivadas terceras de las funciones inc6gni. 
tas y," (), A, ¡.t se eliminan si substituÍmos las ecuaciones (1'), (11 '), 
(111 ') por las ecuacioneS': 

:(1") = (I')~3/2 (IV)u'lt; (11") = (11') +3 h (IV)vv; 

(TII") =(111 ')1--7/:; (IV) 1tV . 

Logramos así: 

(1") 1 / 2N úuuu-3 / 2 M úuwv +3Lúuvv ----5H O'vvv+ . .. =0, , , 
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(11' ') --5K(J;¡t1IU -t3P(Ju¡¡v-3 / 2N (J¡¡VV +1/2M(Jvvv+ . .. =0 , 

(111") -p(J~t¡¡u+3/2 N(Juu.¡;_3/2M(Juvv +L(Jvvv+ ..• =0. 

Inicialmente ell sistema (2:) estaba constituído por las ecuacio­
nes (1), (11), ... , (VI) que ya substituÍmos por las ecuaciones, 
(1'), (Ir), (111 '), (IV), (V), ,(IVI) ; a su vez éstas p\ueden subs-' 
titlúrse por las ecuaciones (1"), (JI"), (111"), (IV), (V), (VI), 
siendo el 'conjunto de lasl mismas equiva1~nte al primero. Desde 
aihºTa .Iconsideraremos el sistema (2:) como formado por estas últi­
mas ecuaciones. ,. 

Desgraciadamente vemos que los términos que contienen las aeri­
"vaitasl de orden l11Jáximo, que han sido los únicos tenidos en cuen­
ta has¡ta ahora, no nos 'permiten llegar a una conclusión acerca de 
la eiXistencia de un sistema de integrales. del sistema (2:), porque 
en las tres primeras '8'0111a,cione.s esos términos contienen sólo la fun­
ción iJJ!c'ógnita (J, mientras. que las ílitimas contienen todas las {siete 

"' funlciones incógnitas (6.3). 

'Por lo tanto ..formemos de nuevo las seis ecuaciones (1"), (Ir'), 
... , ¡(VI) teniendo en cuenta también las derivadas segundas en 
las' tres pil'imeras de ell'a'S" excepto para la función (J, para la cual 
ya serán sufiiCienteS! las derivadas terceras. Por este medio podre­
mos/lLegar a nuesltro objeto. 

:Más precisamente trataremos ,estas ecuaciones de manera que pue­
dan resolvers¡e, respecto a unas derivadas de! las fünciones incógnitas, 
cuyos Índirces de dedvación sean todos u. Ahora la e'Ciua;ción (IV) da 
el valor d~ Y1t, y las derivadas de y CUYOSI Índi,ces comprenden al me­
nos fÚna; ~{¡., pueden deducirsl8! de ella. Las ecuaciones (V) y (VI) dan 
respiectilv'amente los valores de l11tU Y Amt. Entonces, después de 
cálculos y reducciones bastante engorrosas, se logra escribir el sis­
tema (2:) en la forma siguiente: 

(J") (J[20HyiV1J --l'6L6vv-2PEu~t+4NE,ltv -~-B1JIIE·vv-20Hll·uv +8LAuv 

-lOHAvv+16L ~vv] +1/2NO:'ml'¡t~13/2 M(J'qmv'+3L(Juvv -5H(Jvvv+ ... =O, 

(II' ') (J [-lOlí61t'lt-r-8P6uv+18N6vv---:-20IÜuv+16PE1JV 

+~lH 'Yluv-2Lr¡uv-12NAuv+ 20K ~tuu-16P~uv':""""12N ~lvv] 
-5K(J-¡t'ltu+3 p(J;¡~uv---fJ / dN(JuvV+ 1/21J{(JVVV+"'=0, 

(111' ') (J [-2LY'Vv-P6'lIU+2N6nv +13M6vv+5KE¡¡u--.:6PEuv+ 7 N Em,,+ 



. - 17 -

+6L'Y}uv-----6H 'Y}vv-8 MAuv+LAvv+2P~t1t -4N [Luv-10}! ~l.vv J 
-P<JUll:tt +3 ! 2N (j11~tV,--3 / 2~M <J,ú~V + L<Jvvv+ ... = O , 

(V) 'Y]ltU =2A.uv +2}lvv -3()vv+1/ 5' (PC;UU +2N <J1tv -4M ()VV) + ... ="0 , 

(VI). AUll=cvv-2~v +2()1W-1/5(Nó-Utt --i3111<Juv+L'<JV;) + .. ~=O. 
Ahora de la~ tres primeras de estas ecuaiCiones pueden despe-

j¡arse . <JtIUU, ()UU, CU1I' con tal que el determinante; 

:y§N 
-5I{ 

,-P 

o 
-IOK<J 

. -p<J 

-2Pü 

O 
'5K'v 

sea diferente de cero, es ~ecir con tal que, sea: 

(7.1) I{ (2p2_5KN) =1=0 " 

8.-Por el momento, supongamos que la desigualdad (7.1) sea 
satisfecha, postergando hasta el n!! 9 el examen del significado 
geométrico de esta hipótesis .. 

Podemos suponer sin restricción que fl sea idénticam~nte nulo 
(v. (4.1»); as] tenemos solamente seis funciones incógnitas, es, 
decir y, (), E, 'Y} , A, <J. Del sistema (~) podemos despejar cada 
una de las derivadas: 

Para e1l1as resultan expresiones del tipo: 

(8.1) 

<Jttm¿= <p (1) (y,Yv,Yvv, (),()11,O/l.,,(Juv, ()vv,c,CU,CV) c-uv,cvv, 

'Y},'Y}~,11v, lluv,'Y]vv,A,II.¡¿, Av;Auv, Avv,<J,<J1¿,<JV , 

<Juu,<Juv,<Jvv, <JUU'V,<J11VV, <Jvvv), 

()UU =<p(2)( ••• ), 

cuu =<p(3)( ••• ), 

ylfl, =<p(4) ()v,Au,<J, <Ju,<Jv ) , 

'Y}U1t =<p(5) (y,"¡'v,(),(),u,()v, '()vv,c,cu,cv,11,11ul llt),A,A~,Av, 

Aut,<J,<Ju,<JIj. (}'ttu, <Juv, <Jvv ) , 

Auu. = <p(6) '( y, Yv,(), ()u,()v,,()1IV,E,cu, Cv,C'1.'v,11,111h 'YIv, 

A,'\u,Av,<J,<J1.,<JV , <Juu,<Juv,<Jvv) , 

donde <p(2) Y <p(3) dependen de las mismas funcjenes y derivadas 
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del las :cuales depende <p(1). No es necesario, esri.~('.ificar la forma 
de las funciones <p (i) • 

Por consiguiente las e,cu3Jciones (8.1) constituyen un siste­
ma de un tipo un pO'co más general que el de SOFIA KOWALEWSKI. 
El teorema de completa integrabi1:iJdad s'ubsiste también 00 estas 
condiciones más generales (1). 

Por lo tant'o podemos 3!firmar la existencia de un sistema 
de' integrales 'que~orresponden a un grupo conveniente de con­
diciones iniciales como lo haremos en el teorema del n Q 10. 

9.-rero, antes .de enunciar nuestro Tesultado acerca del pro­
blema A), es preciso que establezcamos hasta qué punto la hipó­
tesis (7.1) es realmente ine\ritaJble. 

Esta hipótesis rige ciertainente excepto en el caso donde: 

(9.1) K=O, 

o bien: 

(9.2) 2p2_5KN = O. 

L;uego tenemos un primer caso de excepción si: las líneas paramé­
tricas v (o sea ~l= const.) son curvas principales. Si este caso 
particular tuviese lugar, cambiaríamos las líneas páramétricas de 

. tal manera que el nuevo valor de ]í no fuese ya idénti'camente 
cero, y entonces nos reduciríamos al caso general. Hay sólo un 
caso en el cual, aun ,cambiando las líneas paramétricas,es impo­
s:i!ble 'evitar la excepiCión presentada por (9.1): este caso, se pre­
senta cuando la' ecua!ción diferencial dada '(1.5) ,de las líneas 
principales se reduce' a una identidad, lo que ocurre cuando [a 
superficie S buscada debe tener Icurvas 'Principales indetermina­
das. Pero en este caso podemos acudir a un teorema bien conoci­
do de CORRADO SEGRE<.:;l): una superficie que tenga curvas princi­
pales indeterminadas es necesariamente una desarrollable, o "Rna 
s:llperfiicie de VERONESE. Aun dejando aparte esta efectiva enume­
ración de las supm'fi'cies que tienen líneas princjlpales indetermi­
nadas, lo que realmente tiene interés para nosotros en este mo-

(1) C. RIQUIER: Les systémes d'éq'l.bations a'l.¿X dérivées part~elles, París, 1910, 
v. p. 472. 

(2) Le linee p?'inoipali di 'I.bna s'l.(,perfioie di Sr: e 'I.tna propietá oamtteristioa della 
8'upm-¡ioie dv. Veronese, Nota Ir, Rend. 'della R. Acc. dei Lincei, (5), vol. 
XXX, 1921. 
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mento -relativamente a nuestro teorema de existencia- es que 
cuando la hipótesis (9.1) es invariante respecto a las transforma­
cionés de' las coordenadas curvillnea~, la existencia de la superfi­
cie buscada puede considerarse -como cierta a priori. 

Discutamos ahora (9.2): rram:bién en este ,caso, si se averigua 
la hipótesis 'Particular considerada, se puede tratar de acudir a 
una tranSlforma-ción de las coordenadas ,curvilíneas tal ¡que no 
deje subsistir, aquella fórmula. También ahora debemos única­
mente interesarnos por la manera según la cual podemos evitar 
la dificultad cuando esa fórmula resulta invariante respecto a 
cualquier transformaJción de las coordenadas cm'vilíneas. 

Entre tanto debemos preg'untarnoiS cuándo ocurre que Una for­
ma 'CIuíntica ibinaria en las dos variables Y2, YI: 

<P=HYI5+LYI4Y2+1I1.YI3Y22+NYI'2V2a +PYIY24+ K Y25 

presenta y conserva la parücularidad (9.2) cualquiera que sea 
la translformación lineal homogénea a la cual se sometan las va­
riables homog,éneas YI, Y2. Se ve fácilmente que la condición ne­
cesaria y sufi'ciente es "que la ;forma <I> sea la quinta potencia de 
una forma lineal. 

En efecto, IJoc1emos suponer l{=l=O~ El significado geométrico. de 
la hipótesis (9.2) es Jque el grupo de, cinco puntos -que (en coorde­
nadas proyectivas. homogéneas VI, V2) es representado 'por la elCua­
ción <P = O goza de la propiedad que el punto A (YI,= 0, Y2 = 1) 
tiene su tercer, grupo polar reducido a un punto doble B. Además 
esta propiedad tiene que ser conservada cuando el ,punto A queda 
fijo y <P se transforma Ipor medio de una substitución lineal arbitra­
ria en las! variables YI, Y'2. Alhora bien,elegimos inicialmente las co- . 
ordenadas proye:ctitvas YI, Y2 de manera que en el punto B(I) re­
sulte YI = 1, Y2 = 0, de donde sigue P = N = O. Entonces, impo­
niendo 'que la conJdición (9.2) sea conservada por la transforma­
ción particular: 

donde Ct. es una ,cantidad arbitraria, se concluye de inmediato 
que M = L = H = O. T.Juego <P = [(YiG,; y volviendo a 11n sistema 
arbitrario de coordenadas proyectivas YI, Y2 sigue subsistiendo ,la 
cir~unstancias que<P es la quinta potencia de una forma lineal. 

Por, consiguiente, si la hipótesis (9.2) HO puede evitarse me-

(1) Que es necesariamente distinto del punto A porqueK;éO. • 
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diante un cambio de las., coordenadas c:urvilíneas, esto signifi~a 

que el primer miembro de la ecuación :(1.5) es la quinta po­
tencia de una forma. diferencial lineal. Entonces la cuestión a 
que tenemos que contestar es: /, existe alguna superficie lCuy{)S 
cinco sistemas; de líneas princ:lipales se reducen a un solo sistema 
contado cinco 'Veces? Sin ocuparnos aquí de las superficies más 
€,enerales qiUe gozan ele ffita :propied8Jd, 'para nosotros es sufi­
ciente olbservar que la existencia de superficies: que se hailan en 
estas ,condiciories puede 'concluirse acudiendo a ejemplos particu­
lares. Ahora bien, en una Memoria precedente (1) he determinado 

, toda la clase de las superficies del espacio SG que poseen un sistema 
quíntuple de líneas principales plan,as (2). 

10.--,Estamos' abora en condición de Icontestar a [la pregunta 
formulada en el problem~ A) por medio del siguiente teorema 
general: 

Siendo dada a,rbitrariamente la, ecuac1:ón diferencial de leís, cur­

vas prinmpales, siemprec,;;.:isten.. superfi,eies que" poseen esas c~w­

vas principales. Más precisamente, sea prefijada aTbitrariame1vto 

la ecu(J)ción: 

(10 .1) Hd~¿5+Ld~f}dv+Jlld~lhlv2+N d1fY'dv3 -t-Pd~¿d,v4+J{dv5=0, 

donde: 

(10..2) 

y: 

(10.3) 

J{ =l= O 

Pa,Ta obtener ~ma, superficie S q~(,e no represente ninguna ecua­

ción de Larplace, cuyas curvas p1'incipales son dadas por la ecucr­
c.ión diferencial (10.1), esto es, para obtener el sistema de ecua.. 
ciones ftmdamentales (1.3) de la s'U/perficie S, podemos dar .fEf­

bitrariamente, además de la condición II = O (q1.¿e conctierne so­
lamente al factor, de proporcionalidad ,t} ele las coordenadas homo­

géneas del p~mto q~ie describe la s'liperficie S), las funciones de la 

sola variwble v a lacua.l tiene que reducirse cada una de las fun­
ciones: 

(1) A. TERRACINI: Sui sisterni semplicemente infiniti di piani' nello spazio a cin­
q1~e dimensioni. Atti delle Scienze di Torino, vol. 73, 1938; 

(2) Ellas (si no representan ninguna ecuación de LAPLACE) se logran como lu­
gares de las "cónicas focales" de los p1anos que pertenecen a una familia 
00 1 tal que· dos planos consecutivos siempro se corten en un mismo punto 
según un ~orden de aproximación <J§;6. 
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para '/.,/'n valor inicial u = Uo (1), M edriante estas condic'iol1;es r¿·n1cia:­
les todas lcts funciones que etpetrecen corno coeficü;ntes en el siste­
ma. de ec'/.,{,áciones fundamentales (1.3). q'Ltedan itnívocame,nte de­
t erminad,a:s. 

¡ , 

Si no se ,c'Ltrnple '/.,lna de las designaldades (10.2), o (10.3), po-
dernos red'Lwinw:t ,())l caso p1'e.cedwnte rnedia,nte una t1'ansfonnet­
oión de las coordenadas IC'L¿TV1:zíneas u, 'V, excepto en el caso en que 
el prüner miernbro de la ecuación (10.1) se red'/.,¿ce idénticamen­
te a CM'O O' es la qu.inta potencia de '/.,(,1ta for11'lta difeTencial lineal. 
Pero en estos dos casos excep'cionales leL existencia de la s'/.,¿per­
ficie b'/.,¿scada q'/.,¿eda a8'eg.1.wa,da ya por otros rnedios. 

11.-Hasta ahora nos ocupamos 'Únicap1ente del proib[ema A). 
AJhora tenemos que considerar de nuevo el problema B). Pero es 
claro (:rue en general, a la pregunta formulada en este problema 
tenemos ¡que contestar negativamente, . porque, de otra manera, 
sería necesario que' el precedente siste1~a. (~) -en el cual todavía 
podemos suponer' !J. = 0- admitiera una solución donde la función 
in'cógnita O' fuera. una función arbitraria de ras dos variahles u, v. 
Por lO' contrario, la solución de este sistema depende únicamente 
de las fun1ciones arbi~rarias de, la sola variable 11) que han s~do 

indicadas, en el n.l'0. 

l~.-Volviendo al problema A), la forma de la. cual hemos for­
mulado su resolución lleva a la ¡conclusión que, dada una super­
ficie clllarquiera 1en el espaCio S[), siempre existen, muchas otras 
surperfi'cies. S' que pueden representarse sobre S de manera que se 
correspondan todos los, sistemas de líneas principales. De aquí 
si!gué la obse,rvación hecha al fin de la introducción de esta Me- . 
moria. Sin ocuparnos ahora de desarrollar ulteriormente este asun­
to, nos. limitamos a dar' el ejemplo siguiente de una tal repre­
sentación, donde las superficies S y S' pertenecen a tipos' .comple­
tamente distintos. Es bien sabido(2) que si la superficie. S repre-

(1) El prefija1\. la función ele la variable v a la cual tiene que reelucirse y para 
'I.{'='I.vo tiene como consecuencia (junto con la conelición 'I.L=O) fijar el factor 
ele las coorelenaelas homogéneas, como se Vf1' o bservanelo la fórmula (4,1) Y 
las elemás fórmulas cOlltenielas en la nota elel n. 4, 

(1) ,CORRADO SEGRE: Le linee p1'incipali di! 1&110· s'I.&perficie di S", e 1ma proprietá 
oa1'atte1'istioa della s'l.Lpe1·ficie di Veronese, Nota 1, Ren. della R. Acc. elei 
Lincei, (5), VlOl. XXX, 1921. . 
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senta una ecuación ele [;APL~CE no 'Parahólica, dos de sus sistemas 
de líneas. 'Princirpales -son dadoS' por las características;, mientras 
que los tres sistemas restantes son envueltos. sobre la superficie 
por~na t.erna bien determinada de tangentes euya Hessiana coin­
cide con el par de tangentes, a las IcaracterÍsticas. Ahora bien, sí 
partimos de una tal superficie ''8 y formamos la ecuación diferen­
cial Ide sus, curvas princip3iles, 'podemos adoptar esta emlación co­
mo ecuación (10.1) Y aSÍ, .según nuestro teorema general, logra­
mos varias superficies S' que no representan ninguna ecua!ción de 
LAPLACE. Como es; daro, cada una de ellas corresponde a la super­
ficie S con conservación de los cinco sistemas de líneas principa­
les, aunque ras estructuras proyectivas de S y S' son tan profun­
damente distintas; entre sÍ, que S representa una ecuación de La­
place, y S' ninguna. 

A.lejandro Ter'racini 

T'ulcumán, 2·5 de J.unio de' 1940. 
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VALOR MEDIO DEL NUMERO DE PARTES EN QUE 
UNA FIGURA CONVEXA ES DIVIDIDA 

POR n RECTAS ARBITRARIAS 

por L. A. SANTALÓ 

Sea una figura convexa K de área F. y perímetro Lo' Su­
poniendo trazadas n rectas que cortan a K, el número de 
regiones en que queda dividida depende de la posición de las 
rectas. Por ejemplo, para n = 6 .. , en lafig. 1 el númm~o N de 
regioneR es 9 y en la fig. 2 es 7. Querenlos hallar el valor 
medio del número de estas regiones para todas las posiciones 
posibles de las n rectas. Este número N v,er,elTIOS que está rela­
cionado muy sinlplenlente con el número N' de puntos de 
intersección de las rectas entre sí que son interiores a' K; así 
en la fig. 1 es N' = 4 y en la fig. 2 es N' = 2. EmpeZar,elTIOS 
para hallar el valor nledio de este último nlunero N' para 
pasar luego al buscado. 

Fig. 1 Fig. 2 

l. Recordenlos que conlO lTIedida de un conjunto ele rec­
tas se entiende sÜTIpl-elnente lel valor de la integral doble, ex­
tendida al conjunto considerado, de la expresión d G = d P el e 
siendo p la distancia de la recta a un origen fijo y e el ángulo 
de la nornlal a la recta con una dirección tanlbién fija (fig. 3). 
Solan1ente habrá lugar, en esta nota, a considerar conjuntos de 
rectas para los que la integral anterior existe. Por ejemplo la 
meclidade las rectas que cortan a un segmento de longitud l 
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o 

Fig. 3 

se puede c.alcular c1irectaInente: si se F' supone que la poslclOn 
del segll1ento es la 0, l de la fig. 3, llamando x a la abscisa 
del ,punto de intersección será 

TI: 
1 2"' 

f el P ele ~ f el x feos e el El ~ 2 1 (r) 

o _J!.. 
2 

Se puede ver que este valor es independiente de la posi­
ción del segnlento en el plano. 

En general si hay m segl11entos de longitudes li, llanlando 
v al nÚlnero de ellos que son cortados por ulla recta G en cada 
posición de la n1isma, sunlanc10 las integrales (r) correspon-
dientes a cada segnl,ento, se obtiene . 

extlendida la integración a todas las posiciones de Ia recta. 

Para el problema que nos ocupa debenl0s también recor­
dar que la lnedida de las rectas que cortan a una figura con­
vexa K ¡es igual a su longitud, o sea 

f elG=L .(3) 
G .K:/~o 

l. 
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indicando por G. K '::/= O ,que la integración está extendida a 
todas las rectas que cortan a K o sea, cuya intersección con K 
es distinta de cero. 

LlaIn~ndo s a la longitud de la cuerda ,gue la recta G 
detern1ina en la figura convexa K talnbién debeInos recordar la 
fórmula casi üunediata . 

J sdG=1tF (4) 

fácil de obtener integrando prünero sclp (lo que dáel área F) 
y luego haciendo variar (3 de O a n. 

2 .. Por valor Inedio del nÚlnero de puntos N' de Ínters'ec­
ción de las n rectas que sün interiores a K se entiende lo si­
guiente. El nún1ero N' es una función de las n r'ectas Gi, o 
sea de sus 2 n coordenadas Pi, 8 i ,( i = 1, ,2, ... , n); si se sabe 
calcular la integral 

J'= J N' dG1 dG2 dG3 .•• dGn (5) 

extendida a todas las posIcIOnes de las n rectas en las Guales 
cortan a K, COlno adeInás la medida ele todas estas posiciones 
posibles según", (3) vale 

J dG1 dG2 dG, ... dGn=Ln 
Gi. !C-/-o 

(6) 

el valor medio de N' será, por definición, el cociente entre (5). 
y (6). 

3. Hay pues que calcular J'. Llan1ando N\.¡ a una' fun­
CIOn de Gi y Gi (o sea de Pi, 9j, Pi, 9 j ) tal que valga uno si 
Gi y G.¡ se cortan dentro de' K y cero si se cortan fuera (por 
uniformidad pondreInos también N'ii = O). ,Por cada posición 
de las N rectas es 

N' =..E N'ii 
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y el número de las N' ii es igual al de cOlnbinaciones de' las n 

rectas tomadas 2 a 2 o sea (:). 

Llamando Si. a la longitud de la cuerda que Gi detenllina 
en K, según (1) y (4) se tiene 

Luego 

f N'ii dG¡ d G, = 2 J Si el G¡ = 2 TI F 

Gi.1(-/-O 

J'=JN' dG1 dG2 .... dGn=~JN'ij elG1 dG2 ... 'dGn = 
l. J 

Dividiendo (7) por (6) se obtendrá por tahto, C01110 valor 
medio de puntos de intersección N' que son interiores a K 

N'= (
n)27CF 
2 L2 (8) 

4. Para pasar ele N' al nÚJnero N ele regiones en que las n 
rectas dividen a K se observa en primer lugar que las posicio­
nes de las rectas en las cuales pasan luás de 2 por un miSlno 
punto son posiciones especiales de medida cero, es decir, sin 
influencia en las integrales (5) o (6) ni por tanto en los valores 
m.edios. Para las demás posiciones vamos a ch~lnostrar que se 
cumple la relación 

N. N'+n+I (9) 

Por ejen1plo en la figura 1 es N' = 4, n = 4, N = 9 Y en 
la fig. 2 es n = 4, N' = 2, N = 7. 

Para dmnostrar (9) consielermnos la red formada por las 
n rect.as y el contorno de K. El nú~ero de vértices es igual a 
N' n1ás los 2 n puntos que las rectas detenninan en lel contorno 
de K. El número de regiones ,es por definición N. Para el nú­
mero de lados se observa que por cada uno de los N' vértices 
interiores pasan 4 y por cada uno de los' vértices del contorno I 
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pasan 3; COlno cada lado pert'enece a 2 vértices el nlunero de ellos 
será por tanto. 1/2 (4 N' + 6 n) = 2 N' 3 n. Pero el teorema de 
EULER para superficies ahiertas dice que el número de regio­
nes más el de vértices es igual al de lados nlás uno, luego 

N +N' +2 n=2 N' +3n+ 1 

de donde resulta la igualdad (9) que querímnos clelnostrar. 
El valor Inedia del núm.ero de regiones N, teniendo en 

cuenta (8) y (9) será por tanto 

~ (n) 2TLF N = 2. L2 + n -+ .. 1 

5. El núnlero total de lados ele. la red fornlada por el 
contorno de K lnás las cuerdas que las rectas Gi deternlinan 
en ,esta figura convexa helnos visto que era 2 N' + 3 n.EI nú­
lnero de lados del contorno es 2 n, luego el nlunero de lados 
inleriorles será 2 N' + n. Llanlando Ai al núnlero de lados 
de la región Ci , al SU111ar las \ para todas las regiOll,es se ob­
serva que cada lado interior aparece cOlTtado dos veces y cada 
lado del contorno una sola vez, por tanto 

~ 

.:E \i = 2 (2 N' + n) + 2 n = l¡ N' + 4 n. 
i=I 

De aquí que el valor Inedia del nÚ111erO de lados de las 
regiones en que una figura convexa K queda dividida por n 
rectas áÍ~bitrarias que la cortan es 

A= úN' + fin 

N 

N' está dado por (8). 

!~ N' + 4 n <4. 
N'+n 
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ON THE ITERATION OF DIStRIBUTION FUNCTIONS 
IN THE CALCULUS OF PROBABILITY 

by AUREL W INTNER 

(Baltimol'e, Mal'yland, U. S. A.) 

Starting with a distribution funetion .<1> ( x), - 00< x <~ +. 00, 
~ define a sequenee 01 distribution funetions 4>1 (x) = ,Q> (x), 

Q>2 (x), ... by plaeing (Pn (x) =$n (n1
/
2 x), wher,e <j)D (x) denotes 

the distribution funetionwhieh is r.eeursively defined as the 
convolution oi 4>n-l (x) and (Pi (x) = (1) (x). It is unde;rstood that 
by a distribution funetion ,(P (x) is lneant a lnonotone function 
satisfying the boundary eonditions <1> (-- (0) = 0, <1> (+ ,00) = I, 

and that the convolution of two distributions funetions 
<1>1 (x), Q>u (x) is the distribution funetion whose Fourier-Stieltjes 
transfofl11 L is the produet of L (u; q)I)and L (u; :q)u), wher.e 

+00 

(1) L(u;</»= f exp(iux)d1P(x); -oo<u<¿+oo. 
-00 

Thus, the sequenee {(/)n (x) ~ helonging to a given Q> (x) 111ay also 
be defined by , 

The c1istribution funetions <Pn (x) belonging to a given 
q) (x) . fornl the sequenee whieh oeeurs in a fundal11ental limit 
theor,em in ealeulus of probability. In faet, this theOrel11 (1) 
ünplies that if :Q> has a finite seeond mOluent 

+00 

(3) 1-'2 (<1» = f X2 d4l (x), 
-00 

then, as ,n ~ + 00, the distribution funetionQ>n (x) either tends 

(1) Of. P. LÉVY, Bull. Soco Math. de France, vol. 52 (1924), pp. 49-68. 
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to a synunetric nOrInal distribution fünction or to no linlit dis­
tribution function at all; the alternative being decided by ",-hether 
or not the first n10n1ent 

+00 

(ú) f'd(P) ~ f x (VP (x) 
-00 

vanishes. In the first case, the nun1erical value' of th~. preci­
sioú of the lüniting' dislribution (which then is nOrI11al and 
synuüetric) is' known to be detm'mined by the standard clevia­
lion of (1), i. e~,' by the non-,negative square root of the nlu11ber 

+c:o 

b (</l):~ f (x - 1"1 (!(P))2 (V[l (x). 
-00 

It is understood that () (\<1» ~O only when ,(!),(x\ __ l/;~ 1/2 sgn 
(x -. c) for SOlne e , const., in which case ([1) vanishes if 
and only if' c = O. Correspondingly, the Dirac distribution 
function 1/2 + 1/2 sgn x n1ust be consic1ei'ed as representing a 
(syn1l11etric) nOrInal distribution of infinÍtely high precision. 

This enun1.eration of an possibilities as to the l~ehavior of 
the sequence ~ '(1\1 (x) } for n-+ + ,00 aSSlunes that the proba­
bility dislribution repr.esented by the ü~itial c1istribution funcioil 
(!) (x) is dispei'sed only in such a way tha1 the second 11101nent 
(3) is finÍte. The literature of the subject do es not seen1 to 
contain a corresponding general treahnent of the ren1aining 
case (2), where F2 (1») =+00. The object of the present note 
is to deal with this singular case. The result lnay roughly be' 
described by saying that, if ~2 (1») , the behavior oI the 
dist,Tibution function <Pn (x) for large n is such as to corr,esponc1 
to a (nonnal) distribution of infinitel y low precision. 

In arder to fOrlnulale the result in a preCise forn1, lel a 
sequence of distribution functions ~(1) (x), ... , ~(n) (x), ... be 
éalled flat if the probability cli'stribution represerited by ~(n) (x) 
is swept into infinity as n -+ -[-00,' 'i. e., if there exists for 
eyery E> O and every H. > O an N = N,( E, H) in such a way that 

(2) M. Rae anc1 A. Khintchille have cOllsic1el'ec1 this case ullc1er tl~e assump­
ti on that the first l110ment (4) exists as an absolutely conYergellt integral; cf. 
Comptl2s Rellc1us, yol. 202 (1936), pp. 1963-1965. 
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the total variation of the n10notone function 13(11) (x) on the 
interval - R < x < R is 1ess than e for every n > N. In order 
. that such be the case, it is sufficient, though not necessary, that 

(5) - L (u; 13(11») ~ O fol' every u=--j=O, as n ~ + 00 • 

That (5) is not a necessary condition, is illustrated by ·the 
flal sequence "vhich is defined by 13(11) (x) = 1/2 1/2sgn (x-n), 
since foI' this sequerice I L (u; p(n))'¡ - 1, by (1). On the other 
hand. a known proof of the contin:uity theoren1 of Fourier­
Stieltj,es transforn1s (3), when adapted in an obvious .111anner 
to the case at liand, n1akes it evident that (5) -is a sufficient ,con­
dition for the flatness of {!3(n) (x) ~. 

The theorern to be proved states that { ([>n (x) } is a 
f]a! sequence whenever ~t2 (r4l) = +00. Consequently, if ~t2 (!{/»)=+ 
00, then., as n ~ , the elistribution function ,4\1. (x) either 
eloes not tend to a lÜl1it fUl1ction, 01', if it does, linl (/)~ (x) is a 
constant, instead of being a elistribution function. 

Accoreling to . ( 5 ) and (2) , it will be sufficient to show 
that if ~2 (/» = + 00, then 

For a given distribution function, tl:p (x), for which 

~t2 (/» = + 00 111ay but need not holel, let (ji (x) denote lhe clis­
tribution function 1 - {/) ( - x). Thus, (1) shows that L (u; íl» 
and L (u; (ji) are cOll1plex conjugate forevery u. Accorelingly; if 

(P' (x) denotes the convolution of (/) (x) and (p (x), then L (u; (1)') 
= I L (u; 'q») /2. Hence, the assertion (6) is ,equivalent to the 
relation which 011e obtains by writing q)' for .q> in (6). On the 

other hand, (3)shows that ~t2 (f<~) = ~2 ((ji): 1t follovfs, therefore, 
fronl standard relations foI' the n10l11enta of convolutions (4), 

that also the assunlption ~t2 (¡<P) = + 00 of (6} rell1ains uchanged 
ifOllewrites·{I)'for (/). But L(u;;<J}')=IL (u;,q»)/2 is real; so 
that, on writing ¡(j) for $', one has 

(3) Cf. E. K. HAVILAND, Amel'. J'ourn. of Math., vol. 57 (1935), pp. 382-388. 
(4) Cf. B. JESSEN anc1 A. WINTNER, Trans. of. Amer .. Math. So c., vol. 38 

(1935), PP', 54-55. 
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+00 

L (u; /1» = f cos (ux) d<P (x), 
-00 

by (1). ,~onsequently, it is sufficient to prove that the assump­
tion /-\'2 (<1» = -+- 00 inlplies the assertion (6) in the particular 
case (7). 

Since i(P (x) is a distribution function, (7) implies that 

+00 +00 

L (u; .<P) - 1 = f (eos ux - 1) dI!> (x) = - 2 f sin' ('/, ux) d~) (x). 
-00 -00 

Henoe, the assertion (6) lnay be written in the fonn 

(8) (1 - 2 cll1/n) n --+ 0, 

wher,e Cn = cn (u) c\enotes, for every fixec1 u ~/= 0, the number 

+00 

(9) cn=n f 5ín2(n-1
/, ux) d<P(x). 

-00 

But (8) is certainly true if Cn --+ + 00 as n --+ + oo. Henoe, it 
is sufficient to show that if ~2 (\<\» = + 00, then the expres­
sion (9) tenc1s with n to + 00 for levery fixed u =-j= O. 

Now, if R > ° is arbitrary, then 

Hence, 

R 

Cn G n f sin2 (n~1/, ux) dtJl (x). 

-R 

R R 

lün inf Cn > u2 f x2 dq) (x); while lim J x2 d(l) (x) = tt2 (1»), 
n--++oo . R--++oo 

. -R -R 

by (3). Since u,~/=O and tt2 (<\»=+00, it follows that cn --+ 

+ 00 as n --+ + 00; so, that the proof es conlplete. 



There arises the question whether in the flat case the n th 

distribution function must tend to a constant as n -+00, or 
that it is possible that the n th distribution functi.on flattens out 
in such a way as to tend to no lin1iting position. The discussion 
of this· question seems to r,equire more detailed considera­
tions (5) than the sun1mary Fourier analysis applied aboye. 
In additian one can ask whether, in case the constant limit 
exists) the constant can or cannot have a value distinct frOlll 
one of lhe three values 0, 1/2, 1, which are trivially possible, 

The Johns Hopkins Uniyersity. 

(") E. R. VAN 1{AMPEN AND AUREL VVINTNER, American JOUl'nal of Mathe­

matics, vol. 50 (1937), pp. 635-654. 





SOBRE LA ITERACION DE FUNCIONES DE 
DISTRIBUCION EN EL CALCULO DE PROBABILIDADES 

por AUREL \VINTNER 

(Baltimol'e, Mal'ylanel, U. S. A.) 

Partiendo de una función de distribuciónq) (x), - 00< x < + 00 , 

se puede definir una sucesión de 'funciones de distribución ~) 1 (x) = 
(P (x), q)2 (x), '" poniendo q>n (x) = (pn (n1/2 x;), donde (!>n (x) indica 
la función de distribución definida por recurrencia como la convo­
lución (en alemán daltung»)de <!)n-1 (x) y ~)1 (x) = (P (x). Por fun­
ción de distribución :<1> (x) se entiende una función monótona que 
satisface las condiciones límites (1)(- 00 ) = O, {!) (+ (0) = 1 Y por 
convolución de dos funciones de distribución q)r (x), <!)n (x) indica­
mos la función de distribución cuya tralisformada L de Fourier­
Stieltj es ·es el producto de L (u; (!)rf Y L (u; (!>n) , siendo 

+00 

(1) L (u; (P) = J exp (iux) dql (x) 

-00 

Por tanto, la sucesión ~ (J)n (x) } p€lrteneciente a una (1) (x) dada' 
puede ser definida por 

Las funciones de distribución q)n (x) pertene.cientes a una (1) (~) 
dada forman la ~ucesión que aparece en un teorema límite funda'­
mental del cálculo de probabilidades. En ,efecto, este teorema (1) im-

. plica que si (1) (x) tiene un momento segundo finito . 

+00 

(3) fl,(<I» "'" f x' d<l> (x), 
-00 

entonces, para n -+ CO, las funciones de distribución (1)11 (x) o bien 
tienden a una función de distribución normal y simétrica o bien no 
tienden a ninguna función de distribución; la alternativa. se decide 
según que sea nulo o no el primer momento 

+00 

(l¡) 1"1 (<1» = I x dql (x) 
-00 

(1) P. LÉvy, Bull. Soco Math. ele France, yol. 52 (1924), pág. 49-68. 
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En el primer~ caso, el valor nmnérico de la precisión de ]a dis­
tribución límite (la cuales entonces normal y simétrica) se sabe .que 
está determinado por la desviación tipo de <1>, es decir, por la raíz 
cuadrada no negativa del número 

+00 

b «~) = f [i< ~ f'1 ($)]2 d$ (x) 
-00 

Evidentem,ente que b «p) -:- O solmnente cuando <1> (x) = 1/2+ 
+ 1/2 sgn (x - c) para alguna c = constante. en cuyo caso (l~) se 
anula cuando y solamente cuando e = O. Análogan'1ente, la función 
de distribución de Dirac 1/2'+ 1/2 sgn.x puede ser considerada co­
mo represen tacÍón de uiladistribuciónn norlnal y simétrica de preci­
sión infinitamente ,elevada. 

Esta enumeración de todas las posibilidades sobre el com.por­
tamiento de la sucesión N>n (x)} para n -7- 00 lleva consigo que la 
distribución de probabilidad repr,esentada por la función de distribu­
ción inicial <P (x) es dispersa solo en 'el caso 'en qwe el segundo mo­
lnento (3) es finito. La literatura sobre ,esta cuestión no parece con­
tener un tratamiento general análogo del caso restante (2), cuando· 
f.l2 (<p) -2- + oo. '. 

El obj eto de la presente nota es estudiar este caso singular. El 
resultado puede ser ,enunciado groseramente diciendo que, si f.l2 (q» = 
,= + 00, el comportamiento de la función de distribución <Pn (x) 
para grandes n es el que corr;esponde a una distribución normal 
de precisión infinitam,ente baja. 

Para formular este resultado en una form.a pr,ecisa, llamemos 
lisa a una sucesión de funciones de distribución ~(1) (x), ~(2) (x), ... , 
~(n) (x), ... , tal que la distribución de probabilidad representada por 
~(n) (x) es barrida al infinito para 11-7- 00 ,es ,decIT,siexiste para cada 
€ > O Y para cada R> ° un N = N (8, R) tal que la variación total 
de la funCión monótona ~(n) (x) en el intervalo - R < x < R sea 
menor que 1:: para cada n> N. Para que esto suceda 'es suficiente, 
aunque no necesario que 

(5) L (u; ~(n)) -7- ° para cada u 0, -cuando n -7- + oo. 

Que .(5) no es condición ~lecesaria se comprueba considerando la 
sucesión lisa definida por fJ(n) (x)=1/2+\/2sgn (x-n), puesto 
que según (1) para esta función es IL (u; ~(n)) 1- 1. Por otra parte, 
una conocida demostración del teorema de continuidad de la trans­
formada de Stieltjes-Fourier (3), adaptada a este caso particular dá 

(2) M. KAC y A. KHINTCHINE han considerado este caso bajo la hipótesis 
de que el primer momento (4) existe y es una integral absolutamente conver­
gente. Comptes Rendus, vol. 202 (1936) pág. 1963-1965. 

C) E. K. HAVILAND, Amer. JOUl'1l. of Math., vol. 57 (1935), pág. 382-388. 



-11-

de manera inmediáta' que (5) es una condición suficiente para que 
f ~(n) (x) ~ sea lisa. 

El teorema que quer,emos demostrar prueba que { <I)n (x) } 
es una sucesión lisa siempre que ~t2 (1» = + oo. En consecuencia si 
~t2 Ú<P) = + 00, para n ----+ 00 la función de distribución q>n (x) 
o hien no debe tender a ninguna función límite o bien ,el linI (I>n (x) 
es una constante en lugar de ser una función de distribución. 

Teniendo' en cuenta (5) y (7) será suficiente probar que SI 

~t2 = + 00, enton~es 

(6) (L (n -:-1/2 u; ~l»)n ----+ ° para todo u =/= 0, cuando n----+ 00 

Para una función de distribución dada q) (x) para la cual 
:puede I o no verificarse que ~t2 (.<1» = 00 , representaremos 
por (1) (x)" la función de dist,ribución 1 - (1) (x). Así ( I ) 

prueba que L (u; ll» Y L (u; (j» son complej os conjugados 
para cada u. Según esto, si (1) (x) indica la convolución de 
q> (x) y (j) (x), entonces L (u; <l>')' 1 L (u; q» 1 2• Por tanto la 
condición (6) es equivalente ;él. la r,elación que se obtiene escribiendo <j)' 
en lugar de<p en '(6). Por otra parte (3) prueba que ~l2 (1» = ~2 ((ji). 
En consecuencia, por r.elaciones colÍocidas entre los mOlllentos de las 
convoluciones (4 ) se ve que también la hipótesis ~t2( (p) = + 00 ,(I,e 
(6) sübsiste sise escribe ,q)' len lugar de q). Pero L (u; <1>') = 
= 1 L (u; ;(1» 12 es real, de manera que escribiendo q) en lugar de 
</)', se tiene, por (1): 

+00 

L (u; <Jl) = feos (u x) cl<P (x) 
-00 

En consecuencia ,es suficiente demostrar que' la hipótesis ~t2 (Q» = 
= +- oo. implica la afirIllación (6) en el caso particular (7). 

Puesto que (1) (x) ,es una función de distribución, (7) implica que 

- +00 +00 

L (u; <p) - r = J (eos u x - r) cl,<jl (x) = - 2 I sen' (1/2 u x) dlp(x). 

-00 -00 

Do aquí, que la igualdad (6) puede ser escrita ,en la forma 

(8) 
e 

( 1 - 2 ~)n ----+ 0, 
. n (n-+ 

donde cn = en (u) indica para cada valor fijo de u 0, el número 

(4) B. JESSEN y A. \iVINTNER, Trans. of Amer. Math. Soc. vol. 38 (1935, 

]Jágs. 54-55. 
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+00 

(9) en ~ n Jseu, (n-lj, u x) d4l (x). 
-00 

Pero (8) es seguramente cierto si Cn --+ (Xl para n --+ + (Xl • De 
aquí que sea suf~ciente probar que si ~t2 (:(1)) = -t- 00, entonces la expre­
sión (9) tiende a infinito con III para cada valor fijo de u ::/= O. 

Ahora bien, si R >0 es arbitrario, entonces 

+R 
cn::-OO ll f sen'(n-'I, ux) clql(X). 

-R 

De aquí, por (3) 

+R 

lün inf en > u2 f x2 dtp (x); 
n--+-I- (X) 

-R 

R 

pues lim f x' (~(p (x) ~ f', ($). 
1\.->-+00 

-R 

Puesto que u =i= O Y ~t2 (p) = + ex: se deduce que ('n --+ + 00 
para n --++ oc. , con lo eual la demostración está terminada. 

Queda en pie la: cuestión de si para sucesión lisa la na funcion de 
distribución debe tender a una constante para n --+ 00, o bien si es 
posihle que la na función de distribución se haga lisa de tal manera 
que no tienda a ninguna posición límite. El estudio de esta cues­
tión parece requerir consideraciones más precisas (5) que el simple 
análisis de Fourier aplicado anteriormente. 

Por último se puede preguntar si en el caso que ;exista la .constante 
límite, ésta puede o no tener un valor distinto de 103. tres valores 
O, 1/2, I, los cuales S.on evidentemente posibles. 

The Johns Hopkins University. 

.( Original recibido en Enero de 1940). 

(") E. R. VAN RAMPEN Y AUREL WINTNER, American J ourual oí Mathema­

tics, vol. 59 (1937), págs. 635-6540, 
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SOBRE. LA.PARADOJA-DE BERTRAND 
por ESTHERFERRARI 

Muy conocido es el siguiente problema de BértraIld: 

« On trace au hasard une carde dans un cercle. Quelle est la 
probabiJité pour qu'eUe soit plus grande que le coté du triangle équi­
latéral inscrit~)). 

Teniendo en cuenta que si un triángulo equilátero está inscripto 
en una circunf.erencia de radio R, la distancia de sus lados al centro 
es R/2; ,el problema se puede enunciar así: 

Dados dos círculos concéntricos de radios R y R/2, si se traza 
al azar una cuerda en el círculo de radio R ¿ cuál es ·la probabilidad 
de que la cuerda corte también al otro círculo? 

Ber'tranddá tres soluciones de est~ problema, que conducen a . 
tres resultados 'diferentes, expuestos en casi todos los tratados de 
probabiJidades. La cuestión parecía agotada, pero no hace mucho 
apar,ecióen la revista de la Academia de Ciencias de Estocolmo una 

. m,emoria de' prestigioso autor (1), cuyas conclusiones son muy discu­
tibles. ,La crítica de éste trabajo y el claro planteamiento del pro­
ble~a,constituY'en el objeto de este trabajo de seminario, realizado 
como alumna' del Instituto Matemático -de la Universidad de Bue-
nos. Air,es. '>¡ 

Como Bertrand utiliza ciertos principios de simetría que ocultan 
el concepto, vamos a puntualizar la esencia de su razonamiento, 
poniendo de manifiesto el significado de probabilidad que es el de 
medida de un 'conjunto parcial de elementos, respecto de un conjunto 
total. La medida es, como se sabe.. una función aditiva de conjunto, 
no siendo necesario en este problema postular la aditividad infinita. 
Según sea el sistema de coordenadas adoptado será distinta la expre­
sión de la me'dida, la cual tiene, como se sabe (2), la forma 

Ir (~, 1)) d 1; d 1), 

A 

donde f (¿;, 1\) es una función positiva arbitraria. 

e) -HENRIK PETRINI, Le paradoxe de Bertrand. Arkiv for matematik, astro­
no mi och fysik. Band 25 A. N '/ 16. 1936. 

(2) H. POI:NCARÉ. Calcu1 des pl'obabilités, 2~ edición, pág. 120. 
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Refiriéndose .a la indeterminación originada por esta función ar­
bitraria dice Deltheil: « Para una clase extensa de problemas esta 
indetermin-ación desaparece imponiendo la condición siguiente: el 
r,esultadodel cálcu"lo debe ser invariante para un desplazamiento de 
conjunto de la figura. Este punto de vista liga las probabilidades 
geométricas .a la teoría de la lnedida d~ los conjuntos. 

Consideremos el círculo de radio R = 1 Y la' cuerda A n : 

~~+---4----------X 

Fig. 1 

l. a Solución: Dice Bertrand (3) : 

"Si) 'une des extrémités de la corde est connue, ce renseignement ne chan­
ge pas .1á probabilité; la symétrie du cercle ne permet d 'y attacher aucune in­
fluence~ favorable ou défavorable a 1 'arrivée de 1 'événement demandée. 

IJ 'míe des ·extremités de la corde étant cOllllue, la direction doit etre régiée par 
le hasara.- si 1 'on trace les' deux cotés du triangle équilatéral ayant pour sommet 
le point donné, ils forment entreeux et avec la tangente trois angles de 60"'. 

La .cOl'de pour etre plus grande que le coté du triangleéquilatéral,.doit se 
trouver dans eelui. des trois angles qui est compris entre lBS deux autres. La 
probabilit~ pour que le hasard entre trois angles égaux qui peuvent le rece­
voir le dirige dans celui -la semble par définition égale 1/3". 

Este razonamiento de Bertrand equivale a esto: 

Como coordenadas de la cuerda se toman los ángulos polares 
'c/, y 13; y, se toma como probabilidad elemental d C/, • d!3. El p&rrafo 
transcrito, traducido en el lenguaje del cálculo integral, equivale a 
-esto: El punto A puede encontrarse en cualquier punto de la circun­
ferenciu. Luego C/, puede tomar todos los valores comprendidos en­
tre o y 2 n. 

Fijo A~ si A B' es el lado del triángulo equilátero inscripto 

,13 = a. t 120° .. 

(3) .J. BERTRAND. Calmtl des P1·obabilités. París, 1889; pág. ~._ 
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La probabilidad P de las cuerdas mayor,es que el lado del trián­
gulo equilátero inscripto, 'es por consiguiente: 

2 n .4 n/3 

. Ida f d~ 
p= o 2n/3 = ~ 

2 n 2 n 3 

f da f d~ 
o '0 

2. a Solución. - Dioe Bertrand: 

"Si 1 'on connalt la direction de la cOl'de, c-e l'enseignement ne change pas 
la probabilité; la symétrie du cercle ne permet d 'y attacher aucune influ-ence 
favorable ou défavorable a 1 'arrivée de 1 'événement demandé. 

La direction de la corde étant donnée, -elle doit, pour etre plus grande que 
le coté du triangle équilatéral, couper 1'un ou 1 'autl'e des rayons qui compo­
seut le diametre pel'pendiculaire, dans la moitié la plus 'voisine du centre. La 
probabilité pour qu 'ilen soit ainsi semble, par définition égale a lh". 

Este breve razonamiento equivale a 'esto: 

Como coordenadas de la cuerda tomamos las de la recta, o sea 
la distancia p (o < p < 1) Y el ángulo 8 (o < G < 2 TI), y como 
probabilidad elem,ental se adopta d p d 8. 

Si O M ,está comprendido entre o y 1/2, la cuerda es mayor 
'l¡ 

que el lado del triángulo equilátero inscripto, luego 

2 n 1/2 

f de f dp 

p= o o 
2n 2 

J de f dp 
.. o o 

Hemos procurado interpvetar rigur9samente los dos razonamien­
tos de Bertrand,_ dando expresión analítica a la idea intuitiva .ence­
rrada en la frase repetida ,en anillos: da symétrie du cercle ne permet 
d'y atlacher aucune influence favorab1e ou défavorable a l' arrivée de 
l' événemenl demandé». Esta frase tiene el siguiente significado ana­
lítico: la simetría del círculo reduce el cálculo de la probabilidad' de 
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un conjunto definido por dos variables a la de un conjunto definido 
por una sola variable. El significado estricto de tal razonamiento para 
todos·:los casos análogos es éste: Si al fijar una variable resulta cons­
tante la medida del conjunto simplemente infinito así definido, la 
probabilidad buscada es la misma de este conjunto. En ,eJecto, 1a 
segunda integración ,equivale 'en tal caso a lnultiplicar nUl11.erador y 
denominador por un mismo factor constante y esto no modifica el 
cociente. En las dos soluciones de Bertrand es aplicable este criterio, 
pues la primera integral l~esulta constante en ambos casos y la se­
gunda integración alrededor de la circunferencia equivale, por tanto, 
a nlultiplicar numerador y denominador por el factor 2 Tr. 

3.a Solución. - El razonamiento de -Bertrand es éste: 

"Choisir une corde au hasard, c 'est en choisir au hasard le point milieu. 
Pour que la corde 'soit plus grande que le coté du triagle équilatéral, il faut et 
il suffit· que le point milieu soit a une distance du cent:f~ plus petite que la 
moitié du rayon, c 'est a diré a 1 'intérieur d' un cercle quatl'e fois plus petit 
en surface. Le nombre _des points situés dans 1 'intérieur d 'une surface quatl''e 
fois moindre est quatre fois moilldre. La probabilité pour que la corde dOllt. 
le milieu est choisi au hasard soit plus grande que le coté du triangle équila­
tél'al semble par définition égale a 14". 

Traducido en coordenadas equivale a esto: adoptamos como 
coordenadas, las de su punto medio: radio p y ángulo 9. eonestas 
coordenadas adoptamos como medida de U~l conjunto de cuerdas cu­
yos puntos m,edios fOrInan un recinto al área de éste. Por consi­
guiente la probabilidad elemental es el elemento de área: p d P d 9 
y la probabilidad pedida e s ésta: 

1/2 21t 

f pdp J de 
p= o o 

1 21t 4 

J pdp f de 
o o 

Deltheil, en su libro sobre probabilidades geométricas, dice: « Si 
se pregunta cuál de .las tres soluciones de Bertrand es la buena, la 
r,espuesta 'es que las tres son lÓgicas, pero que en realidad se refie­
.r,en a tr,es problemás diferentes, o más exadamente a tres mecanis­
mos diferentes de intervención del azar». 
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En el primer caso, el azar interviene ,en la dirección de la cuerda~ 
en el segundo caso ei11á distancia de la cuerda al centro de la circun.:. 
f'er,encia y 'en el tercero en la posición del punto m'edio. 

Justo es r'econocer que el propio Bertrand se coloca en un punto 
de vista análogo cuandodioe: 

({ Entre ces trois répons'es; quelle est la véritable? 

Aucune des trois n'lest fausse, aucune n'est exacte, la question 
est mal posée». 

Hemos llegado a las tres soluciones de Bertrand considerando ca­
sos particulares de las probabilidades eleinentales correspondientes. 
Ya hemos visto que en la expresión general de la probabilidad ele­
mental aparece una función positiva arbitraria de las variables que se 
adoptan, la cual se determina mediante el grupo de transformaciones 
que se adopte como básico. 

Es así que en ,el problema de Bertrand, ,el resultado P = 1/2 de 
la segunda solución se impone (como dice Deltheil) desde el punto 
de vista de. la medida de -Zas rBctas, y la solución P = 1/4 está 
impuesta por ,el grupo de los movimientos de los puntos del plano~ 
al sustituir cada cue~da por su punto Inedio. . 

En efecto, se ha llegado analíticamente a la 2:a solución toman­
do como coordenadas de las cuerdas, las de sus rectas básicas que son 
invariantes respecto de los movimientos de dichas mctas (4); y a la 
teroera solución se ha llegado tomando las coordenadas de los 
puntos Inedios: 

Ahora bien; siendo la cuerda un elemento geOlnétrico distinto 
de la recta básica, se ve claramente por qué la segunda solución de 
Bertrand que Deltheil justifica desde el punto de vista de la recta, 
no debe considerarse como' solución estricta del . problema de Ber­
trand, tal como éste lo enunció. Note ~l lector que Bertrand habla de 
conjuntos de cuerdas y no de rectas. Dicha solución corresponde en 
realidad ,al siguiente problema: Dados dos círculos concéntricos de 
radios R y R/2, si se traza al azar una recta, 'entr,el todas las que 
cortan al círculo de radio R ¿cqál es la probabilidad del conjunto de 
rectas 'que también cortan al 2. o círculo? 

Es muy cierto que cada cuerda está determinada por su r,ecta 
base, de igual modo que-' está determinada por su punto medio y 
también puede determinarse de infinitos otros modos, pero el con-

(4) R. DELTHEIL! Probabilités géometriques, 1926, pág. 14. 
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oepto geométrico de medida, o sea de probabilidad, es independiente 
del concepto aritmético de correspondencia ·biunívoca. 

En ,efecto, si se adopta el p~nto medio de cada cuerda como 
r'epr'esentante de ésta, figuras iguales consi~eradas como conjuntos de 
puntos no corr'espondena. conjuntos iguales de cuerdas, ni a con­
Juntos iguales de rectas. Así por ejemplo, los conjuntos de r,ectas que 
c()¡I'tan a uno u .otro de dos segmentos iguales son congruentes y por 
tanto tienen probabilidades iguales respecto· del grupo de los movi-

B. 

Fig. 2 

miento s del plano. En cambio, los puntos medios de las cuerdas que 
determinan esas rectas forman conjuntos de área distinta. En la figura 
se han dibujado las superficies cubiertas por tales conjuntos de pun­
tos medios de las cuerdas que cortan a los segmentos iguales OA y 
AB; Y las áreas de 'esos n~,cintos no son iguales,. sino que una es triple 
de la otra, a pesar de que los correspondientes conjuntos de rectas 
son iguales. 

Esto bastaría si no existies'en otras razones, para afirmar que 
la única solución aceptada por H. Petrini, que es la ternera de 
Bertrand, no es legítima. 

Es pr,eciso, pues, adoptar coordenadas especiales que no sean de 
punto ni de recta, sino de la cuerda. Sobre esto y el análisis de 
la memoria citada, versará nuestra nota próxima. 
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En la cümunicaClOn de "Ir. P,etrini a la Academia de Cien­
cias de Estücülmo, pr,esentada ;el 22 de EnerO' de 1936 pür T; 
Caden1an y F. Carlsün (*), s'e afirma que de las tres sülucIünes 

dadas pür Bertrand la tercera (O' sea el valür ~ )es la única 

que debe cünsiderars,e cümü exacta. Petrini müdifica la defi­
n~ción clásica de prübabilidad discreta para aplicarla a lO'S pro-
blemas de prübabilidad geümétrica de este müdü: -" 

" Modifica,tion. - Dans le calcul de la probabilité géométrique on considere 
les points, les lignes et les surfaces comme des limites de grandeurs géométri­
ques, qui ont une ou plusieurs dimensions de plus. Par exemple, s 'il s 'agit des 
points sur une surface, on s 'imagine la surface partagée en un grand nombre 
fini d 'éléments égals, chacun représentant un seul point. _ Une directionest re­
présentée par un petit angle. De cette maniere les cas favorables seront réduits 
en un nombre fini, et on peut appliquer la définition donnée pour la recherche 
d 'une probabilité approximée.. La vraie probabilité est définie comme la limite 
de cette - probabilité _ approximée, lotsque les éléments considérés deviennent 
infinement petits. Cette méthode est le plus souvent acceptée, et nous l 'emploie­
rons dans la suite". 

Esta müdificación es l,egítima para cünjuntüs de puntüs 
situadüs len una superficie, la cual se divide en elementos 

FIG. 1 

iguales; perO' cuandO' se trate de rectas, lüs el,ementüs iguales 
ya nO' son trüzós de superficie, sinO' cünjuntüs de rectas. 

C*) Arkiv fúr Matematik, Astronomi och Fysik. Band 25 A. NQ 16. 
La primem parte de nuestro trabajo apareció en el Núm. 1 de este mis­

mo vol. VII de la U. M. A. 
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Habiendo aoeptado. Petrini la solución prob = ~ tr,ata de 

hallar las faltas de la prImera y de la segunda solución de 
Bertrand y dioe así: 

P1'emiere sol~&tio11, - Maintenant nous chel'cherons la faute de la premiere 
solution. Soit le rayon OA du cercle donné partagé par portions br, égales 
entre elles. N ous consid'érons le faisceau des coi'des qui sont tir~es perpendicu­
lairement a OA, c1e maniere qu 'une corde passe par chaque élément b r. En 
passant a la limite b l' = O on aura le faisceau complet qui est perpendiculail'e 
a OA. Puis nous répétel'ons la meme procéc1é pour un rayonOB, qui fait le 
petit angle b& avec le rayon OA etc, pour . tous les petits angles b& et 

chaque fois nous tl'ouverons la probabilité chel'chée = ~ . En passant a la limi-
2 

te nous avons consideré· toutes les directions c1e tous les faisceaux complets-et 

la probabilité reste toujours = : ' e 'est le sens ~lans lequel on aura a com­

prendre les mots "pour des raisons de symétl'ie". 

Antes de seguir copiando, o.bservlemos que \, el sentido dado 
por Petrini a la frase clásica « por razones de simetría» no es 
en nuestra opinión correcto. En r,ealidad, lo que según los 
autOI~es clásicos de probabilidades expr,esaba este término (co­
mo ya hemo.s visto en la nota enterior) era esto: 

Si les: 

(. i (x,)') , dx , dy 
prob = .--;c,---____ _ 

. jc i (x,y) . dx . cÍy 

.J~~ ji (x,y) dy 

j~: jf (x,y) dy 

J f (x,y) dy para lel conjunto de casos favorables les constant'e = A,. 
» »»»»» posibl'es.» )} =B, 

A 
la probabilidad les igual a B' prescindiendo de la s'egunda inte-

., A, a A 
graclOn, ya :qUJel B, a = B' 

Prosigue así el artículo que comentamos: 

"Mais ou est la faute c1e ce raisonnement ~ En passant du premier faisceau, 
qui est perpenc1iculaire au l'ayon OA, au seconc1 faisceau nous avons omis toua 
les faisceaux intel'méc1iaires, qui consistent en corc1es, dont le nombre est pro­
pOl'tionnel a 1 'aire c1u secteul' AOB, d 'apres ce que nous venons ·de démontrel' 
a pl'OpÓS de la tl'oisieme solution, Le nombre des corc1es omises est donc infini­
ment plus granc1 que celui des cOl'des retenues, Sous cettes circonstances il n 'est 
pas surprenallt, qu '·en passallt a la limite on lle trouvera pas le meme résultat 
que si c1es le c1ébut. on avait considéré les corcles c1u secteur AOB. 
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Vtemos aquí que cuando Petrini se propone contar las 
cuerdas, lo haoe contando los ,puntos medios y no las r,ectas 
que determinan las cuerdas, como haoe Bertrand ml este caso. 
Esto no les correcto, pues ya hemos visto que figuras iguales 
consideradas COlUO conjunt'Üs de puntos no. corresponden a con­
juntos igual,es de rectas. 

Por último dioe Petrini: 

"La ,faute est précisément la meme que si on avait voulu chercher le rap­
port des aires des deux. cm'cles concentriques en raisonnant comme ~a: "pour 
des raisons de symétrie il suffit de considérer les éléments de surface, qui se 

trouvent le long du rayon OA, donc le rapport est ~" 

Ni Bertrand, nI ningún autor clásico, hubiera aplicado tal 
razonamiento puesto que len leste caso la in.tegral respecto de 

, y para cada x les función de x, no constante. , 

Al tratar de halla'r la falta de la segunda solución sigue 
P,elrini utilizando los luismos conoeptos; pero como figuras 
igual,es consideradas como conjuntos de puntos no corr'esponden 
a conjuntos igual,es de cuerdas, según hemos visto repetidas 
vleces, y él sustituye las cuerdas por sus puntos m,edios, no es 
extraño que también en este caso Petrini llegue a una cO'n­
clusión difter,ente a la' que negó Bertrand. Aun a riesgo de in­
currir ,en ,excesivas repeticiones, y en vista de la insistencia de 
Pletrüú en adoptar el puntO" m,edio como representante de la 
cuerda, COlUO si éste fuera el único modo posible, observemos, 
que éste es solmnente uno de los infinitos -modos que se pue­
den elegir. 

En ,ef,ecto, otra forma ,Y más natural, sería deterniinar la 
cuerda por su polo. Evidentem,ente a conjuntos iguales de cuer­

. das corresponden conjuntos iguales de polos, pero no recípro­
cam,ente. Lo mismo exactanlente que sucede cuando se adopta 
el punto m,edio. ~ 

Por tejo si consideranTos sobre la prolongación de un radio 
OA los seglnentos iguales AB y Be, los conjuntos de cuerdas 
que tienen sus polos sobre AB -j Be no s'Ün congruentes, ni 
tampoco lo son los conjuntos de r,ectas correspondientes; es 
lógico pues que al adoptar como ,medida del ,primer conjunto 
la del s,egundo resulten probabilidades distintas. 
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Como el conjunto de polos correspondientes a las cuerdas 

menores que f3 R es la corona de radios R y 2R cuya área es 
3nR2 y la m,edida del conjunto de polos corr,espondientes ato:" 
das las cuerdas de la circunferencia es infinita, resulta apli­
cando estos resultados al problema de Bertrand, que la proba­
bilidad de los casos desfav~orables es i,gual a cero. ' 

FlG. 2 

Por consiguient,e la solución del. problenla de Berlrand 
sería: prob = l. 

Pasemos ahora a dar la interuretación que creemos justa 
del probl,ema de Bertrand. Puesto que el conjunto de elemen­
tos consider,ados ,p,sw formado por cuerdas de la circunf.erencia 
y' no por r,ectas del plano, y teniendo. en cuenta las conclusiones 
anteriores, será preciso: 

l. o - Adoptar coordenadas. de cuerdas. 

2. o - D,eterIllinar la densidad correspondiente a cada sis­
tema de coordenadas por la condición de invariación respecto 
del grupo de movimientos que transforma una circunferencia 
en sí' lllisma, ,es decir, del grupo de rotaciones alrededor de su 
centro. 

Como coordenadas de las cuerdas POdeIllOS adoptar entre 
otras llluchas, las siguientes: 

a) Los argumentos a. y ~ de sus extremos. 

b) El argum,ento del origen y 'el arco positivo subten­
dido por la cuerda. 

c) El arco subtendido por la cuerda y la dirección y sen~ 
tido de ,esta que ''Vienen determinados por el argumento del 
vector de origen O perpendicular a la cuerdá y dirigida haci~ 
ella. 



d) 
le) 
f) 

en c). 
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El orig·en y la longitud de la cuerda. 
La inclinación de la . cuerda. 
La longitud de la cuerda y su dirección (dada como 

Sistema de coordenadas (a). - La .. probabilidad elemen­
tal s-erá del tipo JJ f {a, ~) . da . d~. Si se efectúa una rota­
ción los nuevos argumentos son: a' = 0,+ h, W = (:3 + h. Será 

1J f (a,~) . da. d~ = JJ f (a', ~') . da' . d~' si para todo par de 
valor·es se cumple la condición: 

f ( '~') f ( ) b (a, 13) a ,IJ =0,,13 b (a', 13') 

Como es:. b\~:~\=I debe ser: f(a,~)=f(a',W) 

R,esulta pues que para todos los pares de valores a' = 0,.+ h, 
f3' = ~ + h,les decir de diferencia ~'-a' = ~ - a toma f igual 
valor, luego ,esta sólo depende de la diferencia ~ - a,es decir 
es función de ~ - a. . 

f. ( a, í3) = <p (~ - a) 

El caso más sencillo se tendrá cuando sea <p = Cte. 

- Ya se caJculó ,ese caso y dió como -resultado probo = ; , 

que ,es la primera solución de Bertrand. 

'Sistemas de coordenadas b, c, d, e, f. - Si consideramos 
por ej. ',el sistema d ) resulta: i 

En g,eneral, cualquiera que sea la segunda coordenada *" 
función del arco .( casos b? c, d, e, f) la probabilidad elemental 
será del tipo: 

Ir f ( al; x). dal .dx .. ; . í3 - a = x 

Si se efectúa una rotación resulta: 0,'1= al + h , 
,. 

x =x 
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Si para to.do. par de valo.r,es se cumple la co.ndición: 

f ( ) f ( , , ) o (al' .. ';-
aV X = a x ., (' " 

u a l' X) 

e o(a1'x)_ db . f( )-f(' ') _Ao.nlo. es: ~ (' ') - le e ser. av x- ,a V X . 
u a 1,x , ' 

Luego. f debe ser sól0' función de x, puestO' que no. varía 
al aum,enfar, al' Po.r tant0': f( al> X) = <p (X)" 

Co.mo. para el conjunto. de' caso.s favo.rables y po.sibles' 
lo.s línlites de integración so.n iguales, la pro.babilidad puede 
expresarse po.r un co.ciente de integrales simples, ya que fi­
jado. el o.rig,en la integración respecto. de la o.tra co.ordenada es 
independient'e de aquél, siendo po.r tant0' aplicable el principio. 
de sünetrÍa que henlo.S explicad0' anterio.rmente: 

f-=-rr 
: 0

3 
<p (x) . clx 

pro.b. = ~'-. -'"'-----

.. J:n ~(x).dx 
y llamando.: i$ (x) = f <p (x) dx r,esulta: 

<P (T ) - ,<1> (o. ) 
pro.b. = <l>(2n) _ <l> (o.) 

Siendo. (1) una función arbitraria, el pr0'blema de Bertrand 
no. tiene s0'lución única. 

Cualesquiera que sean las co.0'rdenadas adoptadas, la So.­
lución 111ás sencilla se o.btiene ad0'ptando densidad co.nstante, 
pero. ento.nces los r'esultado.s Í1uméri~os dependerán de las c0'o.r­
denadas ad<?ptadas. Así, po.r ej.: Si se adoptan lo.s sistemas de 

cpo.rdenadas a), b}, c), resulta pro.b = ~; en cambio. si, ado.p­

tamo.s, los sistemas d), e), f) resulta prob = 0.,134. 
Deltheilen su libro. s0'bre probabilidades geo.métricas (*) 

trata el pro.blema de la determinación de la pr0'b~bilidad ele ... 
mlental utilizando. la teoría de lo.s grupos co.ntinu0's detransfo.r-

(*) Loe. cit., pág:. 16. Véase también el curso de REY PASTOR sobre Proba­
bilidades abstractas. 
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m,aciones. El problema de Bertrand corresponde a la categoría 
de los denominados por Deltheil«cas d'insuffisance», es decir, 
los casos en que las dos condiciones de la medida (igualdad para 
conjuntos congruentes y aditividad) dejan subsistir una función 
arbitraria de una variable:, por ser el grupo de nlovünientos 
simplemente infinito, mientras que el conjunto de entes consi­
derados es doblem,ente infinitO'. Tal acontece como v,emos en 
el problema de Hertrand. 

Cabe aún el caso en que las dos cÜ'ndiciones de la medida 
no solamente nO' determinan ésta, sino que ni siquiera restringen 
la indeterminación,· como aconteoe en el caso anterior. Tal 
sucedería si el probl,ema de las cuerdas lo trasladamos' a las 
cónicas, considerando las cuerdas de una cónica que son secan­
tes de otra cónica interior. La función arbitraria tiene en este 
caso dos variables independielltes. 
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SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES 
DE LAS DERIVADAS Y ,CIERTAS PRIMITIVAS DE 

LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE 

por JosÉ BABINI 

l. Relación de simetría. 

Si con DSn indicamos las derivad~s de orden s de (xZ-I,)n 
2 n n. 

(n natural), tendr,emos, incnementando por' Taylor y dir,ecta­
miente: 

2n n 
L ~; DSn=!]nInl L (:) (x2- I)n-rhr(2x+h)r 
S=o 1'=0 

r 

L (~) (~)(x2 ~ I)n-rhr+m (2X)r-m 
1'=0 m=o 

de donde 

s 

8<n; L (~) (s~r) (x2 - I)Ii~r(2X)2r-s 
r>~ 
=2 

s n 

s>n; ~~ = 2Inl L (~)C~r)(x2-I)n-r(2x)2r-S 
r>~ 
= 2 

Si, len esta última fórrnula, se cambia s por 2n - s y r por 
n-s+r 

s<n; 1 "" (11 ) (n---,-s+r) (x2 ~ 1 )8-1' (2X)2r-;-s 2n nl ~ 5-1' n-r " 

r>~ = 2 
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Si ahora r,ecordamos que Dnn no es más que· el polinomio 
de Legendre P n le indicamos con Pnr;, (- n sr < n) las derivadas 
(r > 'O) Y ciertas primitivas (r < o) de :ese polinomio, llegaremos, 
haciendo s = n + r a la siguiente relación de simetría 

válida para - n < r < n. 
Esta relación nos dice que las primitivas que entran en 

juego son los polinomios que admiten los valores - 1 Y 1; 

.como oeros de orden r de lnultiplicidad (1) .. 

2. Generaliz,ación de una expresión 'de Dirichlet. 

Es oonocida una fórmula de Dirichlet (2) que expresa Pn 
f ., d ([> ([>. d " ]) en unClOn e u = cos "2 y v = sen -;-; SIen o x = cos (. = 

=2U2 -I=I-2 y 2. 

Para 'extenderla a prn, que es un polinomio de grado n - r 
en . x escribamos 

n-r 

prn:= L. <p (n-r,m). u 2 (n-r-m) v2m 

m=o 

donde <p (n - r, m) es un símbolo numenco con dos índices . 
. Dif,er,encianc1o y considerando que c1x = 4 u du = - 4 y dv, 

P r+l c1x = ~r m (n _ r In) u2 (n-r-m) v2m [n:--r-nl 
n ~ T' 2~ ~]dx 2 y2 

m=o 

de donde 

n-r-I 

Pnr+1 = L. ce (n - r ----: 1, m) u 2 (n-r-I-m) y2m-=-

m=o 

e) El profesor Toscano, de M-essina, ha tenido la amabilidad de comunicar­
me que la relación de simetría puede obtenerse también partiendo de los poli­
nomios de GEGE'NBAUER,. 

(2)' Véase, por ejemplo; W. LÁSKA, Sammlung von Formell1 ... Pago 384. 
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n-r-I 

1 " . 2 /.....¡ [(n--r-m)cp(n--r,m)-
m=o 

- (nl+ r) cp (n-r,m+ r)Ju 2 (n-r-I-m) v2m ; 

y, por lo tanto, el símbolo cp (n - r, nl) satisface la siguiente 
r¡elación recurrente: 

2 cp (n-r- r,m)=(n-r-m) cp (n--r,m)­

- (m+ r) cp (n--r,m.+ r); 

que, mlediante el cambio de sínlbolo 

( )
_(_I)n-r.2n-r ( ) 

cp n - r, ITI - I n-r-m. ~ tP n - r, m 

1j:>(n-r r,m)=1j:>(n-r,m+r)-tP(n-r,m)= 

=A1j:> (n-r,m) ; Am=I; 

y ,en general 

1j:>(\n-r,m)=L1P t\J(n-r+p,m)= 

p 

L (;)(-- r)stP (n-r+p,m+p-s). 
5=0 

Como 

serán 

rr1=n; cp(2n,m) 

m=¡-n; cp (2n,m) =~ (2n,m) =0 
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y por lo tantQ, si en la sumatoria anterior se hace J> = r + I}¡ 
el único término no nulo será. cuando s = r + nI, de donde 

tP (~- r, m) = (~tr) (-- 1 )m+r(-:~n nI 

= In-r-m 1m (_ I)n-rep (n - r, m), 
2 n - r 

In+r (n) ( n ) ep (n-r,m) = r r (- I)m m m+r; n. !l 

y finalmente 

pr=ln+r L (:)(n~')(-I)mu2mv2m' [2] n 2r nI , 
m+m=n-r 

que es la g,eneralización de la fórmula de Dirichlet, a la cual 
se reduoe para r = o. Separando las derivadas de las primiti­
vas, tenemos para' r > o, 

In+r ~l' (n) ( 'I1 ') 

pr/ = 2r • nI -'-' m m+r ( - I)m U 2 (n-r-m) v2m 

m=O 

n 

Pn_r=~·2r L (:~) (m~r) (- l)mU 2(n+r-m) V2111 ; 
m=r 

y cambiando en . esta última m por m + r 

pr 
= (_ 1)1' (2Uv)21'_n 

In+r 

y como (- 1)1' ( 2UV) 21' = (x2 -:- 1)1' resulta nuevamente la re­
lación de simetría. 

3. Relaciones recurrentes. 

Entre las numerosas relaciones recurrentes que pueden es­
tablecerse entre las Pn1' veremos únicamente las generalizaciones 
de las más conocidas relaciones r,ecurrentes entre las Pn . 
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De 

P D 
_L D + (x2-I)n- 1 X2-I X2-I D n+r + n.r = n ,r= n r . __ = __ 

n 2n - 1 In-I 2n 2n n-I 

+x (n+r) D n+r-I + (n+1') (n+1'-I) D n+1'-2 
. n n-I 2n n-I 

2n p¡{= (x2 - 1) P~+: + 2X (n + r) P~-I + 

[3] 

De 

14] 

De 

D n+r= (2 _ ) D11+r:-2 +D11+r-2 n n 1 11-1 11-2 

[5] 

4. Expresión de P~ por determioontes. 

Si eliminamos P~ 1
1 

,entre [4] y [5] 

que, para r>o, haciendo n·=r+ 1, r+2, ... n. 



se obtiene 

(- 1 )n-r-l In - r P:= 

y como Pl'l'= (2r 

pr =(2r-l)!! 

n In-r 

1 

x (21'+3) 

o 

I)! ! 

x (21'+1) 

8 

o 
2 

o 
o 

o 
o 

x (2r:+5) 3 O 

21'+3 x (2'1'+7) ' .. O 

O o ... x (2n-,,-1) 

1 O O 

21'+1 x (21'+3) 2 O 

o O O •• x (211-1) 

x (41'+1) p~ 

(21'+1) p~ 

O 

o 

O 

16] 

y plilizando la relación de. simetría se puede también expresaD 
mediante un determinante las primitivas Pn_l'. 

5. Ecu,ación diferencial. -

SielinlÍnamos Pnl' ,entre [3] y [4] y cambiamos r y n por 
r+I y n+I, 

(1 -x2)Pr{+2- 2X (r+ I)'Pnl'+l+(n-r)(n+r+ 1) Pnr=o. 

lo que nos dice que la. ecuación diferencial 

(1 - x2) y" - 2X (r + 1) y' + (n - r ) (n + r + 1) Y = o [ 7 ] 

tiene como integral particular Pnr, de donde la integral general 
será, utilizando la relación de sim,etría ' 

y=AP.{ h:-t')~~ p;;' 

siendo A y B las constantes de integración. 

(Original recibido en 1937) 
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UN ALGORITMO DE SUMACION DE SERIES 
DIVERGENTES 

por RICARDO SAN JUAN 

Pólya y Rey Pastor J*) han generalizado ,el algoritmo de 
Borel introduciendo un parálnetro cOluplejo conlO coeficiente 
de la -variable de integración en la asociada, con el cual, se hade 
sirar ,el camino de integración y se aluplía el calupo ele co\n:.. 
vergencia hasta lograr lel exterior de la cápsula de los puntos 

singular,es de f (z) = ~ ::. Si este parám,etro a, se toma co­

filO exponente de dicha variablet, además real y positivo lue­
nor que .1, Y luego Be hace tender a 1(, r¡esul[a un aLgoritmo. 
definido así: 

00 

Cf.(t a z) =.:E :~ [ta z]n, 
n=o 

que compr1ende también al de BOFel y efectúa la prolongación 
analítica de la serie .:E ain! zn en toda su estrella, principal de 
Mittag-Leffl,er (**). 

(*) POLYA. - ""Qntersuchungen über Lücken und Singularitaten von Po­
tenzreihen". Mathematische Zeitschrift. B. 29. (1929) S. 549. 

REY PASTOR. - La investigación, 1nat6'l'nática. Bol. crít. pedo 1919. Notas 
de Análisi.s. Asociación Española para el Progreso ele las Ciencias. Congresos de 
Cádiz (1927) y de Barcelona (1929). Rend. Ist. Lombardo (1931). Pág. 1293. 
Véase además la clara exposición de DOETSCH: Sitzungsberichte Akademie 
München (1931),pág. 1. 

C**) Nótese la diferencia de este algoritmo con el de Mittag-Leffler C" Sur 
la représentation analytique etc .... , "Acta Mathematica, B. 29, S. 101-181) en 
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Este algoritnio no es lineal, pero se transforma en lineal 

integrando término a término, y r,esulta el algoritmo de Le 

Roy de factor,es (n:;! (*). Esta integración puede interpretarse 

así: 

El algoritmo Ba se deduce del algoritnw lineal de Le 

Roy Lci de factores (n:;! sustituyendo la serie auxiliar de és~e 
por su surrIJa con el lnétodo de 7nomentos (n a. )! Y generatriz 

: e t ~ t~-I que tCllnbién se debe a Le Hoy (**). 

Aplicando las propiedades de pern1anencia S prolongación 

analítica de estos dos algoritInos de Le Roy resulta: 

El algoritlno Ba efectúa la prolongación Cllvalítica de cada 

serie :E an zn en toda su estrella principal de Mittag-Leffler. 

Para ver que este algoritIno Ba comprende también al de 

Borel aunque la serie tenga radio nulo, basta observar ,que la 

expresión B resulta de aplicar a la integral de Borel los fac­

tores de sumación (***). 

que los términos de la asociada tienen denom~~adores (n a )! Y para alcanzar 
un punto prefijado de la estrella hay que tomar a suficientemente pequeño. 

Un estudio sistemático de los algoritmos de prolongación analítica fué he­
cho por Buhl en su fascículo "Séries analytiques. Sommabilité' '. (Mémorial 
des Sciences Mathématiques, Fase. VII) donde pueden verse diversos métodos 
que efectúan la prolongación en toda la estrella de Mittag-Leffler, pero con 
procesos más complicados que el B a . 

(*) LE ROY. - S~t1· les sé1'ies CUVe1'[lents. Annales de la Faculté des Sciences 
de Toulouse (1900). ' 

(l(-*) Esto puede aplicarse, a cualquier algoritmo lineal sumando su serie au­
xiliar con un método de momentos o con otro algoritmo lineal. 

CH'"), Pueden utilizarse factores de convergencia efectualldo previamente una 
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que ,efectivam'ente satisfacen las condiciones de Perron: 

lim ¡..t ( al t) = 1 para cada t 
Ct-+l 

en un serriientorno de I-~. 

En ,efecto, se v,erifica: 

1:
00 . . fa1 fOO 1 1" 1 1 1- --1, 1 - --1 . 1 I d ~ e,t-t a t a í = I d ~ e;t-.t a t a 1- 1 d a 

o o al 

e,t-r~ f it- I 1= 

siendo al la raíz positiva de a f~ -- t - ( ; - 1) = 0, donde 

cambia de signo 'el integrando 

et-t~~ t~-2 '(~- 1 +t-~ t~) 
a a a' 

la cual es al <e, puesto que 

(I<~<;) 

y resulta: 
1 

le --1 e ea 
a 

para 

Toda s.ene sumable B es sUlnable Ba y con igual suma. 

integl'ac:lón por part€s sobre 

<!>(t) = f~-'~ (tz) dt. 

Este artificio se generaliza como método para deducir las condiciones anteriores 
de las de permanencia para factores que cons€rvan los límites llulos, correlati­
vamente a la demostración del teorema de Perron que dimos en nuestra Tésis 
doctoral (R. S. SAN JUAN, Sumaciónde series de radio nulo, etc .. " Revista de 
la Academia de Ciellcias de Madrid (1933)" 

Véase tambiéll Te01"ía de los algoritmos lineales de con1Je1"gencia y de s~&ma­
ción, de REY PASTOR. 
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Esta generaliz3!ción de B puede extenderse al lnéto.do. de 

Le Ro.y de lno.mento.s (n p)! siendo. p > O Y resulta un algorit­

mo.: 

mp (tz) ==I ~tnzn 
.T (np)! 

n=o 

que cOlnprende a lo.s dos algorihnos de Le Roy y al de Borel. 
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SOBRE ALGUNOS LUGARES GEOMETRICOSc 

por ALEJANDRO TERRAOINI 

1. La lectura de una interesante Nota El lugar geoinétrico 
y lugares de puntos áreas en el plano por los señores V. Y A. 
FRAILE Y C. CRESPO (1) l11e ha sugerido la cuestión siguiente 

'l. que, aunque l11Uy elen1ental, quizás pueda tener algún interés, 
y que se presta. a generalizaciones de varios tipos. 

En el plano rr en el cual (aquÍ y a contiiluación) supongo 
que actuanlos, il11agino fijado una vez por todas un triángulo 
n~uestra AoBoP o (cuyos vértices sean todos puntos propios). 
Entonoes a cada par ordenado de .PUlltOS A, B podenl0s asociar 
de l11anera perfectmnente deten11inada un I>unto P definido co­
lno vértice del triángu10 ABP directanlente selnejante al trián­
gulo nluestra AoBoP o' Si ahora dejanl0s variar los puntos A, B 
respectivanlente solwe dos líneas a J bJ «en general» 'el punto 
P viene a describir una región del plano. La cuestión es la 
siguiente: ¿para cuáles pares de líneas (2) a, b, y cuáles trián­
gulos lnuestras, el lugar del punto P se reduce tan sólo a 
una línea p? Se trata de encontrar todas las soluciones del pro-
ble111a así planteado. . 

Supondré el plano rr real, y buscaré en el nlÍsnlo las solu­
ciones reales b ül1ag"inarias. Por lo tanto tanlbién el triángulo 
nluestra puede tener vértices reales o üllaginarios. Sin ell1bar­
go, para que tenga sentido hablar del triángulo ABP directa­
nlente semejante al AoBoP o' construí do a partir de dos puntos 
genéricos A, B del plano rr, conlO de un triángulo perfectamente 
determinado, supondrenlos que los dos vértices Ao, Bo del trián­
gulo nllH:;stra no pertenezcan a una misnla r,ecta isótropa. 

" 2. La cuestión elegida· es una ele las ll1ás sencillas que 
pueden plantearse ·'en relación con la eventualidad de que se 
rebaje la dilnensión de un lugar geOl11étrico. Podrían plan­
tearse cuestiones parecidas al suponer que" al variar los puntos 
A, B sobre las líneas a, b, la posición del· punto P quede defi­
nida a partir de ellos de otras lnaneras; p. e. que en la defi-

(l) Esta Revista, vol. VII (1940-4:), n. 08 2, 3. 
e) Aquí y a continuación, al hablar de líneas, entenderemos que se trate 

de líneas mialíticas. 
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del problenta planteado es la siguiente: si salinl0s de una línea 
genérica a y de uila recta isótropa del segundo sistema b~ el 
conjunto de los puntos P logrados a partir de los puntos A, B 
variables respectivanlelÜe sobre el y b 111ediante la construc-:­
ción arriba indicada, resulta una línea, y nlás precisal11ente la 
línea .p transfornlada de la línea (t con ia 1lonlología que tiene 
C01110 centro el punto cíclico 1, conlO eje la recta isótropa b 
(con la cual ahora coinciden las rectas isótropas delsegunclo 
sistema que pasan por los varios puntos B) e invariante ab-. 
Boluto h. 

Para que tenga sentido lo que acabo de· decir hay qu:e 
suponer que, nlientras 'el lado AoP o del triángulo nluestra 
pertenece a: una recta isótropa del prinler sistenla, el lado BoP o 
del 111isnlO no pertenece a una recta isótropa del segundü sis­
tel11a ,porque de no ser así no pOdríaI110S hablar del ángulo 
~t como formado por las rectas BoAo, BoP o' No "sólo esto, sino 
que la hOl11ología considerada dejaría de existir conlO hOlll-O­
logía no deg'enerada. 

Sin embargo, la tercera solución e) de la cuestión que 
vanlOS a indicar, en la cual las dos rectas AoP o y BoP o son 
ambas isótropas, puede considerarse conlO caso IÍl11ite de la 
b) cuando. aquella homología degenere al tender a cero su 
invariante absoluto. 

e) Si t01110 conlO línea a una línéa genérica, conlO linea b 
. una recta isótropa del segundo sistenla, y conlO triángulo 
AoBoP o un triángulo cuyos lados AoP o y BoP o pertel1ezcan a 
rectas isótropas respectivarnente del prÍl11ero y del segundo sis­
tel11 a , es claro que el punto P logrado a partir' de cualquier l)ar 
genérico de puntos A, B pertenecientes respectivall1ente a las. 
líneas a~ b está sienlpre situado sobre la nlisnla recta b: por 
lo tanto en este caso el lugar del punto P es tina recta ]J que 
coincide con la recta b. 

Para tener en cuenta taIllbién los posibles casos' línlÍtes ~lel 
problema considerado, conviene admitir la posibilidad de que 
el triángulo nluestra AoBoP O « degenere» en una ·terna de pun­
tos alineados distintos AoBoP o; y entonces, de acuerdo con el 
punto de vista adoptado,entenderenlos que la configuración 
ABP se nlantenga senlejante a AoBoPo; esto es, 'a cada par de 
puntos A B . hacenlOs corresponder aquel punto de la recta 
A B tal que la razón simple (ABP) es igual a la (AoBoPo) = 1r~ 
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siendo k una constante no nula ni infinita ele acuerdo con lel 
hecho de que Ao, Bo, Po se suponen distintos. En este caso 
existe la solu61ón siguiente: 

d) Las líneas a. y b son dos rectas paralelas, el triángulo 
muestra está degenerado, siendo arbitrario el valor de la cons­
tante k: el· lugar de P se r·educe a una recta paralela_ a las a, b. 

Ú. Pues bien, vamos a delnostrar que las cuatro soluciones 
indicadas a), b), c), d), junto con otra solución e) que se 
indicará más adelante (n. 5) agotan la cuestión, es decir, 
constituyen las úrácas soluciones del problenul considerado. 

:Me refiero en primer lugar al caso en que el triángnto 
AoBoP o es dege~lerado; suponiendo ,el problmna resuelto, salgo 
de un par de puntos A, B genéricos sobre }as líneas a, b, y .del 
correspondiente punto P, y varío el par de 111anera que el 
punto P quede fijo: c~aro está que así se establece una homo- . 
tecia Q que transforma a en' b. Repito la 11lis'111a consideración 
para otro par A' B, siendo A' un punto genérico de la línea a, 
y para el correspondieIüe punto P', llegando a otra hOlnotecia 
Q' que neva a a b. Entonoes la h01110tecia producto QQ ',,-1 

transforma la línea a en sí nlls111 a , y en particular el punto A 
en el punto A'. Se concluye así que las rectas tangentes a la 
línea a en sus dos puntos genéricos A, A' son paralelas entre 
sí, y por lo tanto a es una recta. La línea b, como correspon­
cUente de la iínea Cl p. e. ,en la h01110técia Q, es UÍÜl r.ecta 
paralela a la a, y concluínlos que nos encontranlOS frente a 
una solución del tipo d). 

5. Podemos suponer desde ahora que el triángulo lnues-' 
tra no esté degenerado. Quitanl0S ala cuestión su aspecto lué­
trico, y vamos a estudiarla en la fornla siguiente, donde suhs­
tituimos a los puntos cíclicos 1, J dos puntos cualesquiera dis­
tintos entre sí que seguinl0s indicando con estas nlisnlas letras. 
Fijados dos puntos 1, J, Y un triángulo AoBoPo (ninguno de 
cuyos vértices pertenezca a la recta 1 J, de acuerdo con la cir­
constancia de que al interpr1etar 111étrica111ente la cuestión se trata 
de puntos propios, y cuyo lado AoBo no pase por 1 ni por 
J según lo dicho en el n. 1), vanlOS a construir de la 111a­
nera lnás general dos líneas {l, b de lnanera tal, que al t0111ar 
genéricamente A y B respectiva111ente sobre Cl, b, el punto P 
correspondiente a Po en la h01110grafía individualizada por 
los dos puntos unidos 1 y J y por los dos pares de puntos 
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correspondientes Ao, A Y Bo, B 'tenga con10 lugar una lí­
nea p. 

Sean Qo' Ro las proyecciones del punto P o ~obre la recta 
AoBo efectuadas respectivan1ente desde los centros 1, J, y sea 
To el punto 1 J. AoBo. Pondré (AoBoQoTo) = q,(AoBoRoPo) = r. 
Par,a construir el punto P correspondiente a dos puntos dados 
A B, es claro que poden10s construir' los puntos Q, R de la 
recta AB individualizados por las dobles razones 

(I) (ABQT) =q; (ABRT) =1', 

{I/ 
donde helnos puesto T = LJ . AB, y' luego detenninar P co-
n10 intersección de las rectas IQ~ JP. 

Supondré a continuación, que los valores de q, r sean an1-
,bos finitos: en caso contrario sería suficiente intercalnbiar los 
puntos A y B, a 111enos que de esos dos va10res,,, uno sea :nfi­
nit~ y ·,el otro nulo. Si p. e. q. = o, r = 00, resulta Q = A, 
R - B: al variar A, B sobre las líneas a., b, si el punto P des­
cribe tan sólo una línea, necesárian1ente queda fija una de las 
dos r,ectas IA,JB, y por lo tanto una de las dos líneas a, b -es 
una recta que pasa por uno ,de los dos puntos 1, J. Logramos 
en este caso, si 1, J son los puntos cíclicos, la solución e): 

Excluyendo desde ahora la particularidad considerada, ob­
servo que, debido a que el punto Po no pertenece a ninguna de 
las rectas AoBo, 1 J, los valores de q, r son distintos entre sí 
y alnbos distintos de la unidad. 

Introduzco coordenadas proyectivas no hOlnogéneas x, y 
con respecto a un' triángulo fundalnental G1 G~G3' de cuyo's 
vértices sea G1 - J, G~ - 1. 

Si las líneas Cl, b tienen resl)ectivaInente las ecuaciones (,l) 

'Y= U (x), y= V (x), 

el punto P, que procede, de los puntos A, B para los cuales 

(1) Escapa a este método el caso en que una por lo menos de las dos 
líneas a, b es una recta que pasa por el punto G2• El inconveniente se salva, 1n­
tercambiando los puntos 1, JI: queCk'L como ulteriormen.te excepcional 
el caso en que las líneas a, b son dos rectas que pasan ,una por 1 y la otra por 
J', el cual sin embargo no lleva a ninguna solución distinta de las indicadas, 
como se ve fácilmente. 
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respectivamente x = u, x = v, tiene coordenadas 

(I) x- u-qv 
, - 1-q 

u 
, )r = -'--'-1--1'---'---

de 1110do que la c011dición para que el punto P no describa_ 
una región es 

clV clU 
r dv =q ~. 

Siendo u, v variables independient~s: el valor C0111ún de 
los dos mie111bros de (2) es necesaria111ente una constante c. 
Distingo ahora tres casos. 

Caso l. - Las dos constantes 7', q son aI11bas distintas de 
cero. Escribo c en la forma e = m~ r q, siendo In otra cons­
tante, y logro 

U (u) = 111ru + m1J V (v) = 111qV + 1112, 

siendo In], In2 otras dos constalÜes. Por lo tanto las lí­
neas a, b son dos rectas que, si rn o como P()l' ahora supo""; 
nemos, se cortan en un punto que no pertenece a la recta 
G1 G2 por ser r q, de 111anera que pod8111os supOller que su 
punto ele intersección esté en el vértice Gg del triángulo de r¡8-
ferencia, y que por ·10 tanto sea m1 = rn2 = O. En cuanto al 
punto P, las (1) enseñan que sus coordenadas, expresadas 'en 
función de 10B pará111etros independientes u, v son 

(3) 

x-- u-qv 
J .- 1--C! ' 

Por consiguiente 

u-qv 
V=111r 
J 1 -' r 

1-C! 

Y=nlr--x. 
1 - l' 

Por lo tanto el punto P tiene como lugar una tercera 
recta p que sale del punto Gg = ab. 

Es claro que, después de fijados 1, J, Ao, Bo, Po, las rectas 
a, b pueden t0111arSe en dos rectas arbitrarias que salgan de 
un punto genérico O del plano, con tal que la doble razón 
(a, b,IOJ, 01) sea igual a r/q: la recta p resulta entonces 
como lugar ele un punto P tal que, al variar A, B respectiva-
111ente sobre Cl, b, el triángulo ABP corresponde a AoBoPo 'en 
una hOl11ografía que tenga 1, J C01110 puntos unidos. 
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También pueden prefijarse, en vez de los elell1entos ante­
riores, los puntos 1, J, las rectas a, b~ y la posiyión del punto 
P que corresponde a una elección genérica arbitraria de los­
puntos A, B de las n1ÍSI11aS, con tal que ese punto P se pro­
yecte desde 1 y J sobre la recta A B en dos puntos Q, R tales 
-que sea 

(ABRQ) ={abOJOI). 

¿ Cuál es el lugar "( del punto P que cunlple con lesta 
-condición? Los pares de puntos Q .. R de la recta AB que cunl­
plen con ([¡.) se corresponden en una proyectividad que tiene 
A, B conlO puntos unidos, de nlanera que "( es una cónica, y 
11U\S precisanlentela cónica "( individualizada 'por los cinco 
'puntos 1, J, A, B, O. 

La solución así encontrada lleva preCiSal11ellte a la solu­
,ción la) cuando se t0l11an los puntos 1, J coincidentes con los 

" puntos . cíclicos. ~ 

Quien quiera averiguar directaIl1ente por un razonanlÍento 
sintético que, prüoediendo de la nlanera que acabanlos de indicar, 
si A' B' s<?n dos puntos ulte:iores de las rectas Cl, b, el corres,.. 
pondiente P' de P en la homografía H individualizada por 

IJAB . O '] 
los cuatro pares I J A' B' , está sobre la recta P, puene razo-

o nar así: Si el punto O' que corresponde a O en H es distinto 
de O, y la recta 00' no es unida para H, los haces de centros 
0, O' referidos en la proyectividacl no perspectiva deternlÍnada 
entr'e ellos por H engendran una cónica irr·eductible C', que pasa 
por los puntos 0',1, J, A', B', y'que por consiguiente, consi­
derada en el plaI)O de A', tiene conlO correspondiente en el plano 
-de A una cónica e = "(. y conlO los puntos de las dos cónicas 
e, e' correspondientes en la hOll1ografía H resultan por cons­
trucción alineados sobre O, sigue la propiedad enunciada, En 
los casos excluídos, si O = O', se llega a la nlisl11a conclusión 
observando que la hOll1ografía tiene 111ás de dos rectas unidas 
distintas por O, Y es por lo tanto una honl010gíade centro O. 
Quedaría la hipótesis que sea O=I~O' y la recta 00' unida: pe­
ro ésta no poClría ser distidta de las dos rectas. 01, OJ (porque 
si no tenclríaIl10s una honlología de centro O); y si p. -e. coin­
cidiese con 01, el razonan1Íento del caso general llevaría a la 
conclusión de que los tres puntos A, B, J .estarían alineados, 
contrarianlente a nuestras hipótesis. 
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Caso 11. - Sigo suponiendo r~/= 0, q.~/=o pero ahora m== o. 
Entonces U = In i , V = m2' Y el punto P que procede de los 
puntos A (u~ mi)' B (v~ m2 ) tiene coordenadas, de acuerdo con 
las (1): 

x:~ u - q v " y _ 1111 - r ffi2 • 
I--q -- I-1' 

Por lo tanto las líneas a~ b son rectas gue pasan por J, y 
lo lnismo ocurre de la línea p. En la homografía Hconside­
rada lnás arriba son ahora unidas las tres rectas a~ b, JI, de 
lnodo que H' es una homología de. centro J,cuyo eje pasa por I. 

Efectivan1ent-e, si partiInos de dos rectas a,b por J, .Y de 
un triángulo ABP de cuyos vértices A y B pertenecen res­
pectivamente a las rectas a, b, y P es arbitrario, al transfor-' 
mar lo m,eidiante las 00 2 homologfas de centro J cuyos .ejes pásan 
por 1, logrolnos 00 2 triángulos A'B'P', de cuyos vértices A' y 
B' son dos puntos cualesquiera de a, b, y P' vhe,ne a recorrer 
tan sólo una línea, y precisalnente la recta p == JP. 

Es ésta la otra solución e) a la cual he aludido en lel 
enunciado al principio del n., 4. 

Gaso 111. - Sea nula una de las constantes q~ r, p. e~ sea 
q ='0 (y 'entonces r 1= o, porque ,en caso contrario resultaría 
Qn == B.o ==Ao,."y por lo tanto - siendo P o=/=Ao - la recta AoP ° 
coincidiría con la IJ, lo que contradice nuestras hipóte~is). En­
tonces el punto P perteneoe constantemente a la recta, Al, y la 
(2) deja ahora arbitraria la función U (u), mientras que V 
resulta una constante, que, aprovechando la arbitrariedad de G-g, 

podemos suponer nula. En -el caso actual las (1) se escriben 

x=u, 
u (u) v=--, 

J I-r 

. y por lo tanto expresan que el lugar de P -es una línea hOlTIO­
lógica de la línea (arbitraria) a en una hOlnología de centro 1, 
cuyo ,eje es una recta por J que act~a COlno línea b. 

Esta solución corresponde por consiguiente a la b) de 
arriba. 

Los resultados enunciados quedan así demostrados. 
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EL LUGAR GEOMETRICO y LUGARES DE PUNTOS 
AREAS EN EL PLANO 

Por V. y A. FR.AILE Y C. CRESPO 

I. - TEORIA GENERAL 

l. - El conoepto de lugar geométrico lleva en sí el de plurali­
dad. 

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente 
elementales que nos permitirán obtener una clasif~cación de los luga­
res y establecer algunas conclusiones. 

Dados los puntos A y B,existe .solamente un punto de su recta 
que 'equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que 
cumplen 'esta condición situados en la circunferencia de diámetro A B; 
Y existen infinitos situados en un plano que contenga a· A Y a B. 
He aquí otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un 
espacio El se reproduoen aplicando un criterio y originan un nue;vo 
punto; originan simultáneamente dos introduciendo otro espacio E\; 
crean simultáneamente una infinidad continua de puntos. si se intro­
duoe un espacio E2 • En el primer caso no hay lugar geométrico, 

/ por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos sí hay 
lugar geométric<{. Sin embargo, sólo' cuando se trata de una infini­
dad continua de soluciones al problema suele aplicarse el nombre 
lugar. 

Si 'ei1 el primer ejemplo consideramos un haz plano de r.ect~s de 
vértioe A que contenga a la recta A B, Y en cada una de ellas apli­
camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo, 
y Bi de la 9ircunferencia de centro A y radio A B, ohtenemos una 
infinidad continua d-e soluciones, y, .por lo tanto, un 1. g.; pero esta 
infinidad de puntos no se produce simultáneamente, como~n el 
ej,emplo tercero, sino' que. se obtiene aplicando infinitas ~eoes' el cri­
terio dado ·en distintos .espacios Ei ; es decir, por generación. Podemos 
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares ge(}­
métricos: 'estableoer un criterio sobre entes fijos de un espacio En' 
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le 
satisfacen simultáneamente; aplicar infinito número· de v,eces un 
mismo criterio sobre entes dados, p.arte de los cuales son fijos y 
variabl'es los demás, cuando de este criterio se obtiene cada vez un 
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,nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la con di..:, 
ción al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven 
los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar 
por síntesis y por generación. 

En 'el último de los tres ej emplosque hemos estable~ido ~tl trata 
·de un lugar por síntesis. Puede obtenerse también de ,esta otra ma­
nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre 
r existe un sÓlo punto, propio o impropio, que equIdista de A y B. 
Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las 
rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos 
la m'ediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por 
.generación. Enesericia, no hemos hecho sino restringir la dimensión 
del espacio selectivo y, por medio de éste, generar el ot~·o. 

Cuando se trata de lugares de puntos es l11Uy fácil probar que 
todo lugar por síntesis lo es también por generación. En efecto: 
supongamos que en un espacio lineal En, de dimensión mínima n, 
.obtenemos, por síntesis, un lugar de puntos de m dimensiones 
(n > m). Un cierto hiperplano Gn- 1 de En corta al lugar según una 

ü más variedades de dimensión 111-:- I; otro hiperplano Gn- 2 de 
'Gn- 1 lo corta según variedades de m-2 d!mensiones; etc. Final­
mente, uc último hiperplano Gn- m de G n-m+r corta al lugar en 
un punto o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el 
lugar primitivo con la condición de estar las soluciones situadas en 
la variedad lineal Gn- m y hagamos lo mismo para todas las varie­
·dades de un haz (Gn-m)i de Gn- m+ r . Con ello habremos obte­
nido, por reiteración del criterio, la parte del lugar interferida en 
Gn-~+r . Así sucesivamente hasta En. De esta fotllla, por suce­
:sivas¡gener,aciones~ nos vIene dado el lugar primitivo. 

Por lo tanto, en adelante, nos referimos sólo a lugares de 
'puntos por generación, y todo ello será general. 

; 2. - Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien fácil: 
basta plantear un problema cmtlquiera en un espacio En sobre entes 
,dados, A, B, C, ... , N, de modo que la solución' sea un punto o 
un conjunto numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca 
,a un sistema 00 (J., de entes A; B a otro 00 f3 de entes B; ... ; N a 
un sistema 00 v de entes' N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-' 
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciendo lo 
mismo para todos los grupos A, B, C, ... , N. El conjunt~ de todos 
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los· puntos obtenidos constituirá o no una o más variedades conti­
nuas de En, y será un lugar. 

No ,e s necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para 
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon­
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema . 

. Pued,e suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbitraria 
la elección de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tOlnado 
·arbitrariamente sendos 'entes en k de ellos, queden unÍvocalnente 
determinados los q - k elementos restantes 'en sus sistemas respec­
tivos. Llamaremos conjuntos - variables a los sistemas en los que es 
arbitraria la elección de ,elementos. . 

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado 
por generac~ón, son entes dados constantes A y B; el haz plano de 
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia 
ref.erido ,;l A Y a B sobre cada recta l' es el problema matriz, y E2 

el espacio lineal donde se sitúa el lugar. 
Sea Gel problema lnatriz de un 1. g. en En Y Al' A2, ••• , Ap los 

entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res­
pectivamente a sistemas SAl' SA

2
, ••• , SAq , que, para simplificar, 

suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir 
G sobr,e cada grupo Ai (i= 1,2, ... , p), tomando para' esto de un 
modo arbitrario q elementos en los sistemas S. Si consideramos los 
grupos Ai . de modo que no varíe sino Al en SAl' dejando fijos 
en sus sistemas \ respectivos a' A2, Ag, ••• , Aq, el conjunto de los 
puntos obtenidos constituye un lugar parcial correspondiente al con­
junto-variable SAl. El lugar total está formado, pues, por q siste­
mas incidentes de lugares parciales. 

Cuando este lugar total ~s una variedad continua y de En, es 
claro que la dimensión de V será como máximo al + a2 + ... +aq, 

siend_o al' a2 , ••• , a q las dimensiones de los sistemas SAi . Enton-. 
ces ha de acontecer dos cosas: La G es de tal índole que no reduce 
el número de dimensiones de los lugares parciales, es decir, éstos son 
variedades continuas cuyo número de dimensiones es igual a la 
dimensión ele sus conjuntos-variables correspondientes .. 2. a La inci­
dencia de los q sistemas de lugares parciales es de dimensión cero. 

Las proposiciones contrarias constituyen las dos únicas causas 
que reducen el número de dilnensione,s del lugar geométrico total. 
Tenemos un caso particular de la segunda cuando es al+a2+ ... + 
+ad> n, o sea, cuando la dimensión del espacio En es insuficiente 
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera. 
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~ La interpr,etación analítica de ambªs causas que restringen la 

dimensión de V es también sumam~nte sencilla: sean y~r), y~r), ... 
y ~r), y~2); y~2), ... , y~2); ... ; y~q), y~q) . oo, y~qq) los parámetros 

1 2 

arhitrarios 'esenciales que definen, respectivamente, los elementos o 
entes primitivos 'en los sistemas SAl SA

2
, ••• , SAq • 'Las coordenadas 

(no homogéneas) de los puntos del lugar V serán funciones 
_ ((r) (r). (2) (2) (q).. (q)) 

x p, - cp ¡.t y r ... : Yal ' y r . . ., Ya
2 

y r ,. . " Yctq [l ], 
1-t= l, 2, .•. , n, 

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lusar. 
Si 'existe la primera de las causas enunciadas respecto de S Al' por 

ej'emplo,es que en las funciones cp no son esenciales los parámetros 

y ~r), ... , y~r), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por 

otros parámetros en número n1:enor. 
2. a La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de 

dim'ensión 1', nlayor que cero. Supongamos, para simplificar, que 
es r pr'ecisam'ente la dimensión de la incidencia de los sistemas., de 
lugares parciales correspondientes a SAl y SA

2 
• Entonces no cabe 

otra cosa que ser sustituibles los a r + a2 parámetros y (r) e y (2 ) 
de [l J por al + ci2 - r nuevos parámetros, ya que el lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a los entes primi­
tivos Al y A2 ha de ser una variedad de dicha dimensión al + a 2 - r. 

Vemos, por lo tanto, la existencia única de las causas referidas: 
que en las funciones cp no sean esenciales parte o todos los parámetros 
y de una misma serie; que no lo sean parte. o todos los de series 
'distintas, aun siéndolo los de cada serie. 

'En el primer caso, si llanlamos y' l' y' 2' ••• , y' /3 ([3 < al) a los 

parán1:etros que sustituyen a los y~r), y~r), ... , y~l) en las cp, eS1 
, 1 

en general, posible sustituir también el sistema C<J a i S Al de entes 
Al por otro C<J /3 de los nlÍslnós entes, definido con los y', de manera 
que junto con los q-l sistemas restantes y los p-q elelnentos 
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos­
variables son reducibles a otros de dimensión menor. 

Este caso encierra la posibilidad de guedar eliminados en las 
ecuaciones [l] algunos parámetros y (J). 

La segunda causa de restricción del número de dimensiones del 
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas 
SAl 'en En no son genéricas y sí particulares. Al establecer las ecua­
ciones paramétricas [l ] aparecen entonces" en cada una de las cp, 
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funciones idénticas de los mismos parámetros y de series diferentes; 
y 'esta!) funciones, claro es, constituyen nuevos parámetros, en nú­
m'ero menor. 

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con­
junto-variable S Al' a todo punto de un lugar parcial respecto de S'Al 
corr,esponde uno o más subsistemas de entes Al de dicho conjunto­
variable. En cuanto a la segunda hay también correspondencias 
par'ecidas. 

q 
Si el lugar V tiene la máxima dimensión ~ ai' la correspon­

j = 1 

deucia recíproca no es de puntos de V a continuos de entes pri­
mitivos. 

3. - Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de 
En, su dim'ensión m ha de cumplir m < n - I. Por otra parte, sabe­
mos que ,el número de' dimensiones de un lugar depende de la multi­
plicidad o dimensión de los sistemas de entes primitivos arbitrarios. 
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona­
les ,en En, O sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total. 

Como v'emos, el conoepto' de lugar geométrico es muy general, y, 
sin ,embargo, 'en geometría plana sólo es corriente estudiar aquellos 
lugar,es que son líneas o elementos de líneas. Es cierto que se puede 
proponer imnediatam'ente lugares de puntos que constituyen recintos 
del plano; per@ son tan triviales que no merecen siquiera ser enun­
ciados. A pesar de ello enunciemos dos: 

LO «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es 
mayor que l' y lllenor que k (k> 1') » • 

2.° «L. g. de los puntos del plano homotéticos de los de un 
círculo dado e respecto de un punto fijo. V (razón k)). 

La puerilidad de 'estos lugares de puntos áreas en el plano con­
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que 
intervienen en el enunciado. Toda selección de puntos de un plano 
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan­
cia, o a otro análogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o 
infinito, de ese plano. ' 

Este lugar lo es por síntesis. Si ei campo selectivo lo restringi­
mos a una recta' del plano que pasa 'por el punto fijo obtenemos 
también otro recinto de ella. 

En cuanto al ,segundo de los ejemplos, se' trata, desde luego, de 
un lugar por generación: a cada punto del círculo dado corresponde 
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ano homotético de razón k. Los datos para engendrar este lugar son 
el centro de homotecia -:- ente primitivo fijo - y el punto g.ené­
rico del círculo -ente primitivo que perteneoe a un sistema 00 2 de 
ellos -.El problema matriz es el oriterio de homotecia referido a 
cada ente de e respecto de V. Sabemos ya que el lugar ha de ser 
bidimensional, y, por lo ianto, un recinto del plano. 

Cualquier lugar área de puntos en el plano que se genera apli­
carido un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales 
p- 1 son fijos y el otro varía en un camp'o 00 2 de ellos; ~s, casi 
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu­
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un canlpo 
o sistema 00 2 de ellos, hacenlos variar a dos arbitrariamente sobre 
sendos sistemas 00 1. En nuestro último ejemplo, basta que el punto 
móvil de e varíe sólo en una circunferencia, y que el centro ,de 
homotecia se ,elija también arbitrariamente 'en otra línea cualquiera, 
para que el lugar área que resulte dej e de ser triviaL 

,\ 

Es claro que, si un problema luatriz en el plano se refiere a p 
puntos-d~¿os, y haoemos variar sobre sendas líneas· genéricas a luás 
de dos de ellos de un modo arbitrario, se obtiene un lugar área de 
puntos; pero en los sistemas de lugares .parciales ha ele haber forzo­
samentGincidencia de dimensión mayor que cerO, por ser aquí q> 2 

(q = número de líneas conjuntos-variables); esto es, él lugar parcial 
superior que resulta de considerar variables sólo a dos puntos elatos, 
y otro parcial correspondiente a otra de las líneas dadas,. inciden 
según una línea. 

En definitiva: la regla que nos permite proponer lugares ele pun­
tos áreas en él plano, ex'entos 'en general de trivialidad, consistirá, 
pues, er.elegir un problema gráfico cuya solución sea un punto o 
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (líneas) 
no inferiores a dos en número. Lueg05 haremos variar a dos de estos 
datos de una manera arbit~aria, sobre .sendas líneas (haces), repi­
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupo de datos. 

Sean A y B los entes primitivos que son variables sobre los 
conjuntos 00 1 SA Y SB respectivamente .. Un lugar parcial, LA co­
rrespondiente a S A se obtendrá cuandó B queda fijo en SB y sólo 
:varía A en S A. -LA es un lugar línea corriente, y está perfecta­
mente definido por el valor o posición que tiene B en SB. A cada 
valor de B c<?rresponde' un LA; de modo que si hallaluos ahora el 
lugar geométrico de LA, cuando B varía en su sistema, obtenemos 
el luga! total. 
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Hesolver un lugar área de puntos en el plano equivale, pues, a 
resolv,er dos lugares sucesivamente: uno de puntos y otro de líneas, 
siempre que sean dos los entes primitivos que varían, y simplemente 
infinitos los sistemas que los contienen. En último caso, el. segundo 
de . ,estos lugares se reduce a determinar la envolv,ente de esas lín~as 
que, en general, limita al lugar área. 

Este procedimiento de r,esolución de los lugares ár.eases, sin 
duda, 'el más natural. Sin embargo, utilizando siempre los recursos 
de la Geometría elemental, suele ser más simple y' más elegante la 
solución sintética, pr.escindiendo de todo proceso de generación.' 

POI último, las coordenadas de los puntos ~e un lugar área son 
funciones 

x=f (A, A') y= cP (A, A') 

de dos parámetrqs) A, A', independientes, no . siendo posibJe, por lo 
tanto, 18. eliminación de ellos. Cuando el número de conjuntos-va­
riables ~xcede a dos, las. funciones x, y lo son de más de dos pará­
metros que, de hecho, están sustituídospor dichas, funciones. 

A continuación exponemos una serie de problemas elementales 
de lugar.es de puntos áreas en el plano, en los que' hemos utilizado 
con preferencia la solución sintética. 

11. - APLICACIONES 

l. - Superficies medias y baricéntricas de las curvas. - Tra­
tándose de cu~vas. alabeadas, son ya conocidas las superficies medias.: 
lugar de los centros de las cuerdas de una cu;rv.a. Si ~e considera 
curvas planas, sus superl1cies medias constituyen lugal1es áreas de 
puntos 'en el plano. 

Naturalmente, cuando una curva plana les cerrada y conv,exa, 
su ,superficie m'edia es la región del plano no ,exterior a la curva.' 
La de una circunferencia es su círculo. 

Es sumamente sencillo hallar la superficie Inedia (le un arco de 
circunfer,encia: En la circunferencia ,de centro O (fig. 1) considere­
mos el arco A B' B, y traoemos los arcos A M, B M hOInotéticos del 
A B' B . re.specto ,de' los centros A y B respectivam·ente, de razón I/ 2. 
La superf;icie rayada sobDe la cuerda A B es el lugar. Basta trazar un 
radio cualquiera O N y observar que P - I punto de intersección de 
ON y el arco B P M - es oentro de la cue~da-B B'. Todo punto 
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p'de O N exterior al trozo rayado no 'es del lugar, por ser centro 
de una cuerda paral,ela a la B B' que no puede ya estar inscrita en 
el arco A B' B. Sí lb están, en cambio, las cuerdas cuyos centros 
son los puntos del segmento P N. 

e 
Fig. 1 

El recinto rayado debajo de la cuerda A B ¡es la superficie nle­
dia del arco A e B. 

Superficie baricéntrica ,es 'el lugar de los centros de gravedad 
de los arcos de' una curva alabeada. Si la curva fuese plana, dicha 
. superficie baricéntrica constituiría un lugar ár,ea de puntos en el 
plano. 

Ambas clases de superficies son lugares por generación,' cuyos 
puntos quedan unívocamente determinados eligiendo arbitrariamente . 
dos en la curva. Esta es, pues? conjunto-variab~e común a los dos 
entes primitivos. e 

Puede g,eneralizarse la superficie media estableciendo el lugar 



-.:....11-

de los puntos· que dividen a las cuerdas de Ulla curva en seg¡uentos 
que están en una r,elación A. 

Si se trata de un arco de circunfer,encia (fig. 2) A V' B el lu­
gar es la superficie rayada sobre la cuerda A B. Está limitada, por 
el arco ,dado y cuatro arcos más: dos de ellos pertenecen a las 
circunferencias de oontros 01' O2 homotéticas de la dada de razón 

Fig. 2 

A respecto de los oontros A y B; los otros dos arcos pertenecen a 
las circunferencias de centros O', O", homotéticas de la dada de 

razón ~ respecto de A y B como centros de homotecia. 

Se despr,ende, desde luego, que todo pWltO no contenido en la 
corona circull!r limitada por la circunferencia dada y la que es tan­
gente exterior a las 01' O2 no es del lugar. Ahora bien: un punto 
P de 'esta corona, pero :exterior a la superficie rayada, tampoco es 
del lugar. Basta observar que leste punto perteneoe a doscircunfe­
rencias el' e 2 inscritas en la corona. Sea V ,el punto de tangencia 
de el con el arco dado, y Al el de contacto con el arco de cir-
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cunfer'encia de centro O'. La recta Y Al ha de pasar por A, y es 
A V PV 
Al A = A. La recta Y P produce una cuerda Y N tal que es PN = A; 

1 

pero que no está, pues, inscrita en el arco dado. Tampoco puede 'es-
tado la cuerda Y' N' que resulta de considerar la circunfer,encia C2• 

Del' mismo modo se comprende que los puntos COlllunes a las cir­
cunferencias e y a la superficie rayada perteneoen a cuerdas ins"1 
critas en 'el arco A Y B Y las, dividen en' segmentos cuya razón es A. 

El mislllo lugar para el arco A N' B lo indica' el rayado inferior .. 

2. - Lugar .de lo.s centros de los s,egmentos inscritos en dos 
segmientos :dados A B, e D. (Superficie media de .dos segmentos). 
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Conviene antes re~ordar cómo se inscribe un seglnento 'en los lados 
de un ángulo dado B Y D de lllanera que su centro sea un punto P 
también dado (fig. 3). Sabemos que hasta ttazar, por ,ejemplo, PO, 
paralela .al lado V B, tomar· Y', simétrico de Y respecto de O y unir 
P y y'. Y' Y" es la solución. 
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En la misma figura, AB y CD son los seglnentos dados.Cons­
truyamos el' paralelogramo M M' N N'cuyos lados son paral,elos a 
dichos segmentos y donde M y N son oentros, respectivamente, de 
A C y E D. Este paralelogramo ,es el lugar: Todo punto P dé él es 
centro de un segm'ento inscrito en A B Y C D:, y no lo es cualquiel~' 
punto que no perteneoe al paralelogramo. Para pTobar~o prol'Onga­
remOS los lados M' M hasta Q, N N' hasta R y tracenlOS P O piua­
lela a ellos. C es simétrico ,de V' respecto de Q" y D lo es tam­
bién respecto de R. El punto simétrico de V. l~especto de O está, 
pues, en C D. De jgual modo, si trazamos P O', paralela a V D, el 
simétrico ,de V respecto de .o' está enA B. . 

Si se trata de un punto que no pertenece al paralelogr,amo, al­
guno de los oentros de simetría O, O', o ambos, no ,están respecti-· 
va!mente ,en Q R Y S T, Y dicho punto no es, por lo tanto, ,del lugar .. 

La solución es también sencillísima utilizando el recurso de los:, 
lugares parcial'es: Para 'Obtener un punto del lugar basta tomar' 
arbitrariamente sendos puntos ,en A B Y CD (fig. 4). A B Y C I} 

.B 
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I \ / \ \, , 

?'\ \ I \ 
I \ 

,,' \ \ , \ , 
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. \ 
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\, '. , .\ , \ 
\ 

&. -----------~~ 
Fig.4 

J1. 

son, pues, conjuntos-variables unidim.eIlsional'es, y el lugar 'es, na­
t~almente, bidimensional. Un lugar parcial correspondiente a C D 
se 'Obtiene si consideranlos fijo un punto P de A B Y variable 
otro en C D. Este lugar parcial ,es el segmento E F, paralelo a C D 
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e igual a su mitad. Haciendo variar ahora a Pen A B, varía tam-
, hién E F Y eng,endra ,el higar total. E F es siempre paralelo a' e D 
y de longitud constante r/2 e D. Se trata, pues, de una traslación~ 
y la dirección de ,ella ,es precisamente A B, como se deduce de ser 
M M' lugar de los extremos E. El lugar total, es el paralelogra­
mo MM'NN'. 

Si A B, Y e D son paralelos, dicho lugar deg,enera ,en un seg­
lnento (paralela media del trapecio A B D C). La incidencia de los 
sistemas de lugar,es parciales -es de din1:ensión i; las coordenadas 
,de los puntos del lugar total son funcione,s de un solo parámetro 
,que sustituye auna cierta función de los dos genéricos. Sean ' 

'{X=Xl +mp 
CD== " 

Y=Yl +np 

u <~t< v, 

u'<p<v', 

las ecuaciones paramétricas de los segmentos A B Y e D. Las ecua­
,dones del lugar propuesto son 

x = r /2 [(x' + Xl) + (a ~t + m p) ] 

y= r/2 [(y' +Yl) + (h~t+n p)] 

Si A B v C D 'son paralelos ha de ser ab_~ 
.¡ 111 

'1 '[] na, mb - h . as ,r n1 = b' n = -a-' se o hene 

n1 ) 
~p , 

[r] 

. Poniendo ¡en 

donde los paréntesis que n1ultiplican respectivamente a r/2 a y 

r /2 h son iguales en virtud de ~ = :1 . Haciendo, pues, ~L + ~ P 

= A, tenen10s en definitiva 

x = r/2 (x'+x1) + r/2 a A 

y= r/2 (y' +Yl) + r/2 b A. 
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Es fácil acotar A. Estas son las ecuaciones del lugar total que, 
ahora, representan un segmento, paralelo a A By C D (coeficienlie 

angular ~), y equidistante de ellos. A cada valor de A correspon­

den infinitos pares (¡..t, p), les decir,. a cada punto del ll.J.gar co­
rresponden infinitos paves de puntos 'entre A B Y C D. 

3. - Lugial' de los centros de los paralelogramos inscritos en 
un cuadrilátero dado (M. A. Longchámps). -'o Al resolver este pro­
blema se ha considerado siempr,e los paralelogramos de lados para­
lelos a las diagonaLes del cuadrilátero. De este modo la solución 
es 'el slegmento cuyos 'extremos son los centros de dichas diagonales; 
pero se comprende que el lugar es nlás general prescindiendo de ,tal 
restricción impuesta por lel paralelismo. Entohoes se trata de un 
lugar área. 

Sea A BCD 'el cuadrilátero dado (fig. 5). Tomamos arbi­
trariamente ,en los lados' A B, A D sendos puntos E, F. A partir 

de un punto cualquiera G'. de B C, por ejemplo, traCelnos un seg-. 
mento G' H' igual y paralelo al E F, Y por H' la paralela a B C 
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hasta H. El segm'ento, H G, paral'elo 'e igual a G' H', Y 'el E F 
determinan, pues, un paralelogramo inscrito ,en el cuadrilátero da­
do y, por lo tanto, un punto del lugar. De lesta construcción se de­
duce: 1 ° ~ Un punto del lugar queda unívocamente deterIllinado !eli­
giendo arbitrariamente s'endos puntos ,en dos lados ,adyacentes del 
cu.adrilátero; 2°. Elegidos los puntos anteriores quedan determina­
dos los otros dos ,en el otro par de lados; 3°. Pueden no existir 
estos últimos puntos,' y, por lo tanto, Ja elección arbitraria de 
E. y F está acotada. 

De todo esto r,esulta que los 'qntes primitivos del lugar pro'­
puesto son cuatro puntos, E, F, G, H, lvértioes de un paralelogra­
mo, que produoen IDl punto P del lugar. Cada uno de estos cua­
tro puntos se muev,e sobr!e una línea; pero. este movimien.to sólo 
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser, pues, un área, 
en general. Los lados A B, A D del cuadrilátero dado, o mejor, los 
recintos acotados 'en lellos, son conjuntos-variables. 

Como vemos, no ·es necesario ,el paralelism~ de B D Y E F. 
Todo punto del lugar ha de ser -centro de dos segmentos' (dia­

gonales) . in.scritos uno 'en A B y C D (fig. 6) y otro en A D Y B G, 
luego ha de pertenecer a los paralelogramos Q MR Ny S M T N, 

Fig. 6 

superficies m,edias de ambos pares de lados opuestos. El lugar. es, 
por lo tanto, la parte -común a dichos par:alelogrlamos. Es fácil ver 
que esta parte común les otro para1elogr,amo M M' N N'. N y M. 
son centros, r'espectivamente, de las diagonales A C y B D del cua-
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,drilátero, y los lados del lugar son paralelos a "los kB y A D en~ 
volventes del cuadrilátero completo. 

Si el cuadriláter1,o dado es trapecio el lugar degenera en un 
'segmento, y si es paralelogramo, ,en un punto. 

4. - Lugar de los centros de los s,egmentos inscritos en una 
,circunferencia y una recta. - Es, pues, otra superficie media. 

Sea O la circunferencia y r la recta ( fig. 7) . Reconoceremos 
,cuándo un punto P es del lugar trazando l~ recta simétrica r' de r 

Fig. 7 

respecto de P (hágase la figura). Si r' tiene con la circunferencia O 
puntos· propios COlllunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario, 
puesto que si F y G son 'esos puntos COlllunes, uniéndolos con P y 
prolongando los segmentos hasta r, ambos segn"lentos, cumplen las 
·condiciones del enunciado. 

Las rectas M Q y NR, paralelas a la. r;donde M y N son, 
respectiv,an"lente, los centros ·de A H Y B H, limitan ,este lugar área, 
que 'es la franja rayada: las rectas simétrica;s de r r,especto de loS! 
puntos de dicha franja cortan o son tangentes a la circunfer,encia 
O; Y no la cortan las simétricas der respecto de los demás pun­
tos 'del plano. 

r y O son conjuntos-variables. El sistellla de lugares parcia­
les correspondi,ente a r lo constituyen todas las rectas de esta franja 
paralelas a r. Y el sistema de los correspondientes a O todas las 
·,circunfer'encias inscritas en dicha franja. 
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Si en v'ez de considerar la l~ecta l' se trata de un segmento 
e D, es claro que 'el lugar será la parte de la franja doblem'ente 
rayada, donde las circunferencias 01' O2 son las posiciones límites 
del lugar parcial correspondiente a O. 

5. - Lugar de los centros de los s,egm,entos inscritos en dos 

circun f.er,encias . 

Sean 01' O2 las circunferencias dadas, de radios 1'1' 1'2 respec­
tivamente. R,econoaer,emos si un punto P de su plano es o no del' 
lugar trazando la circunferencia O' l' simétrica de la 01' por ejem­
plo, respecto de P. Si 0'1 Y O2 tienen puntos comunes reales, S, 
T, Y son S', T', sus simétricos respecto de P, los segmentos S S', 
T T' están inscritos en 01 y 02' Y es P su centro. 
. eonstruyan}os las ·circunfel}encias concéntricas de centro ° 

(fig. 8), punto medio del s'egn~ento 01 02' cuyos radios son, res­
pectivam'ente, 1/2 (1'1+1'2) y 1/2 (1'1 -1'2)' Es \fácil probar que 
las citcunfe;r'encias simétricas de una de las dadas respecto de los 

Fig. 8 

puntos ,de la de radio 1/2 (1'1 + 1'2) son tan@en.tes exteriormente a 
la 'Otra; . y lo son interionnente si se toma como centros ,de sime­
tría los puntos de la circunfenencia de radio 1/2 (1'1 - r 2). Trace­
m'Os una recta cualqui,era 02D' que corte a ainhas circunf'erencia.s 
concétrica:s. Los puntos de intersección son A, B, 'e, D, y A';, B'" 
e', D' los simétricos de O2 respecto de aquéllos. En virtud de lo 
dicho, las circunferencias de radio 1'2 y centros D' y e' son, res-
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pectivam'eIite, tang,entes exterior e interiormenlle a la. 01' con lo 
cual los puntos del segmento D' C' - y, por igual razón, los de. 
B' A"- son centros de circunfelrencias ele radio 1'2 que tienen 'con 
la . 0 1 puntos comunes reales; y no los tienen las circunferencias 
de radio 1'2 cuyos centros no están en los segmentos D' C', B' A', 
para la recta genérica considerada 02D'. Por lo tanto, en dicha 
recta, sólo son puntos' del lugar los ele los segmentos A B 'y C D. 
Y, en definitiva, todo punto de la corona circular rayada :es, pueS!,,¡ 
del lugar, y no lo son los demás puntos del plano. El lugar pJ:lO­
puesto es esta corona. 

Considerando los segmlentos inscritos de extremos M, fijo en 
01' y X, variable en O2 ob-tenemos un lugar parcial que es la cir­
cunferencia de oentro G, inscrita en la corona, y que ,engendra el 
lugar total cuando M varía en 01' ,Del mismo modo, un :lugar par­
cial correspondiente a la circunf,erencia 0 1 J:lespecto de un punto 
fijo, N, de la 02' es la circlmf,erencia de centro H, (tangente len Q 
y R a las de la corona. 

6. - El l. g. de las polares de los puntos. de la cuerda A B de 
una cónica Cf' (fig. 9) respecto de Cf' ¡es la parte de haz ray;ada, 
donde P, vértioe del haz, es polo de A B. Este haz acotado de po­

,lares ,es un lugar de liectas, y también lo 'es de puntos. Basta, para 

Fig. 9 

verlo, enunciarlo así: «Dada una cónica Cf' y una ,cuerda A B, tó­
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, en unO de los dos arcos 
en que la cueJ:lda divide a la cónica, y otro, Y, en ,el otro arco. La 
recta X Y corta 'en V a la cuer:da A B. I Lug,ar de los conjugados ar-
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monlcos de los puntos V respecto de todos los pares (X, Y)>>. To­
do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser 

. V de la cuerda A B, dicha polar es del haz acotado. 
También puede v'ers,e que la condición necesaria y suficiente 

. para que un punto Q sea ,del lugar :es que su polar A' B' respecto 
de 'CjJ corte a la cuerda' A B, condición que cumplen solamente los 
puntos del recinto infinito rayado. 

Los puntos del lugar quedan unívocam'ente determinados eli­
'giendo una terna (X V Y); pero sólo es arbitraria ,la ,elección de 
X e Y; ,es deCir, ¡entre las tres líneas a que perteneoen, respecti­
v«mente, los puntos de la terna, sólo son conjunto-variables los 
;arcos A X B Y A Y Bde la cónica dada cr. 

7. - Lugar de los centros de las circunferencias que tienen 
puntos comunes con dos dadas. ' 

Los' plintos del l~gar quedan unívocamente" determinados eli­
giendo arbitrariam,ente tres: dos 'en una de las circunf'erencias dadas 
y otro en la otra. Ambas circunf,er,encias son, pues, conjuntos-va­
riables; pero como una de ¡ellas contiene dos puntos arbitrarios hay, 
en total, tres conjuntos-variables. Las coor,denadas de los puntos 

.,de 'este lugar son, por lo tanto, funciones de tres parámetros inde­
pendientes, y ha de haber forzosamenteentr,e los sistemas de lu­
gares parciales incidencia de dimensión 1, siendo 3 - 1 = 2 la di:" 
mensión del lugar. total. 

En la figura 10 son 0 1 y O2 los centros de las circunfe,ren­
das dadas, cuyos radios van a ser, respectivam¡ente, 1'1 y r2 • Va­
mos a proceder del modo siguiente: Entre todas las ¡ circunferencias 
que cortan o son tang,ente,s ,a las dadas, 01" O2, nos r¡eteriremos 
primero a aquellas cuyas cuerdas comunes con las 01' O2 con­
curren len un nrismo punto P del ¡eje radical P O de dichos círculos 
dados, y hallaremos lel lugar de sus oentros. Se comprende que, al 
oonsiderar todos los puntos del ej1e radical, este lugar restringido 
- no parcial - engmldra el lugar propuesto. 

Supongamos traz8¡das, desde P dos secantes a 0 1, O2 respecti­
va'mente y sean c1, c2 las cuer,das interceptadas. Es claro que las 
mediatrioesdec1 y C2 se cortan en un punto que es del lug,a;e. 
El 1. g. de ~os oentros de todas las cuerdas el es el arco F 0 1 E 
que perteneoe a la circunferencia de diámetro 0 1 P. Análogmnen­
te, el 1. g. de los oentros de las cuerdas c2 ,es 'el arco H O2 J que 
perteneoe a la circunferencia de diálnetri?02 P. Las m.ediatrices 
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de todas las cuerdas C1 se obti!enen, , pues, trazando las 'rectas que' 
pasan por el punto 01 y por todos y cad~ uno de los puntos der 
arco F 0 1 E, Y están contenidas, por lo tanto, 'en ~l ángulo' a¡_ Del 
m~smo modo, todas las mediatrices de las cuerdas C2 forman el 
ángulo ~_ La parte de plano común a ambos ángulos, que es el. 
cuadrilátero V S L T, constituy,e ,el lugar restringido ... 

Fig. 10 

Estudiemos. ahora las trayectorias de los puntos S, T, V, L 
cuando P recorI"e ,el ¡eje radical. Para ,ello hmnos de adVíertlr que~ 
por ser PE=PH y rectos los ángulos PES y PHS, es SE=: 
= 8 H.. De igual manera les también T F = T J. De ,aquí se obl..· 
tiene suoesiv,amlente: 

SOl- rl=802 +r2 ; 801-S02 =r1+r2 -

T01 +rl =T02-r2 ; T02 - T01 =r1 +r2-

¡" 

Esto prueba que los puntos 8 y T pertenecen a sendas ramas~ 
de la misma hipérbola cuyos focos son los puntos 01' O2 Y cuya: 
constante les r1 + r2-
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Escribiendo relaciones parecidas para L y V verem.os que am­
bos puntos se mueV'en sobrre sendas ramas de otra hipérbola, ho­
mofocal a la anterior, de constante 1'1 -r2, lo cual nos indica que 
dichas ramas de ,esta últü11a hipérbola quedan ,entre las de La pri­
mera. 

De. ,todo 'se deduoe que el lugar propuesto es la parte de plano 
oomprendida ientr,e las ramas sobrre las' cuales se encuentran S y 
T. El cuadrilátero V S L T se desplaza ren -ella variando de forma, 
cuando P recorre el eje radical. Si Pe\s el punto :impropio de dicho 
eje el cuadrilátero degenera en el segm:ento M N, cuyos> ,extremos 
son los centros de los segmrentos A C y B D respectivamente. 

La hip,érbola de constante 1'1 + r 2 ',es lugar' de los centros de 
las circunferencias tangentes a las dadas, quedando éstas en dis­
tinta región del plano I;,especto de aquéllas. La 'hipérbola de cons­
tante r 1 - 1'2 es lugar de los centros de las circunferencias tangen­
tes a las dadas, y éstas quedan en igual región del plano. 

Cuando una de las circunfer,encias dadas es un punto, el lugar 
de los oentros de las que pasan por dicho punto y cortan o son 
tangentes a la otra 'es, también la r,egión del plano no interior a 
una hipérbola cúyos focos son el puntooonocido y el centro del 
círculo dado, y cuya constante es el radio de este círculo. En este 
caso particular no existe, natu:mhnente, la hipérbola hOlllOfocal del 
problema g,eneral, puesto\ que aquí el lugar restringido es. un seg­
lnento r,ectilíneo y no un cuadrilátero. 

Es trivial el caso de ser puntos los dos círculos dados. El lu­
gar es, entonoes, la m'ediatriz del segmento que determinan, y el 
restringido es un punto genérico de esa mediatriz. 

8. - Lugar de los c~ntl'os de las circunferencias que tienen pun­
tos comunes con otra ci1~cunferencia y una recta. 

La recta dada es la M T ( fig. 1 1) , y la circ~mf.el~enciaes la 
que tiene O como oentro y a cuyo radio vamos a designar por r. 

Análogamente a C01110 hemos hecho ,en el ejemplo anterior con­
siderm110s primero todas las circunfer'encias que cortan o son tan­
.gentes al círculo y a la recta dados de modo que las cuerdas co­
munes con la circunf.erencia O concurran 'en un mismo punto P 
de la r·ecta M T que eS,en este caso, rel .eje radical del par dado. ' 
Hallaremos el lugar de los oentros de ,estas circunfer·encias. Este 
lugar restringido engendra el total cuando P recorre el eje radi­
cal M T. 
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Sea Cj una. circunferencia cuyo oentro Oj pertepece al lugar 
restringido corr.espondiente a P. Oj es la inter·sec.ción de las per,.. 
pendicular.esa la cuerda común U Y 'en su punto ul!edio /-1 - dicha 
perp~endicular pasa por O - Y a la y - x, también en su punto 

.-----.&;;----- ---~-f--- ----------- --------_---I.-~~~ 
1" 

Fig. 11 

r 

, 
/ 

/ 

medio /-1'. Para todas ·las circunfer,encias Cj cOÍT,espondientes a P 
el lugar de los puntos /-1 les ,el arco A O B de lac,ircunferencia de 
diálnetro O P. V.eamos el lugar de los puntos /-1', situados todos 
eilos 'en la recta dada M T. Estos puntos tienen la abscisa ± 1/2 
(x + y) respecto de P. Además se verifioa A p2 = P V . P U = x y ; 
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AP=± y;y. y se sabe que es r/2 (x+y) > lIxY. Lo que' 
nos ,dice qüe si Uévamos la longitud A P sobre la recta dada pOIr 
eI,lcima y por debajo de P obtendremos dos puntos, 1\1 y T, que' 
son mínimas absásas de los ¡..t'. El lugar geométrioo de éstos está:. 
constituído, pues, por las semirr,ectas de extremos M y T no con~ 
tinentes de P. 

El lugar restringido, que tratamos de encontrar será, por lo­
tanto., el conjunto de las intersecciones de las perpendiculares a 
est~ :semirrectas len todos sus puntos y de las rectas del ha~ apo-· 
tado o-a; es decir, las partes infinitas ratyadas en la figura. 

Cuando P recorre el lej,e radical, el lugar restringido se des­
plaza .asimismo sohre el plano y engendra, 'el total. Hallemos las, 
trayectorias ,de los vértioes S y R. 

Por 'ser rectos los' ángulos P T S Y P A S Y ser P A' P T" 
. es también A S = S T. ° sea, S T - S ° = r; luego S pertenece; 
a una parábola de foco ° y directriz E D. Análog~mente, el pun­
to R perteneoe a otra parábola. homofocal a la ,anterior 'de cons­
tante- r, es decir, de divectriz E' D'. Estas parábolas pasan, res­
pectivamente, por N y F. El lugar propuesto les, por lo tanto, la 

. región del plano no interior a la parábola de dir,ectriz E D. 
Ambas cónicas son 1. g. de los oentros de las circunferencias, 

tangentes a la dada y a la r·ecta M T. _ 
En el caso particular de ser un punto !el círculo dado, el lugar 

propuesto- les, naturalmlente, la r'~gión del plano no interior a la;. 
parábola que -tiene a dicho punto como foco y a la recta dada co­
mo ,directriz. 

9. - Lugar de los centros de las circunfel',encias que tienen pun­
tos comunes con tres dadas. 

Sean Cl , C2, Cs estas últimas circunferencias, cuyos centros. 
son 01' 02' Os' Y a cuyos radios designaremos por r1' r2, rs' res:­
pectivam'ente (fig. r 2 ). R,esolvamos el problema correspondiente al. 
número 7 para los par,es de ·circunfer.encias (C l , C2), (Cl , Cs), 
(C2, Cs), y obtendr,enlos así tres recintos del plano no interiores~ 

respectivamente, a las hipérbolas de constantes r l +r2, r l + rs" 
r 2 rs' cuyos focos son los pares de puntos (01, 02)' (01' Os)'" 
(02, Os). La parte común M a 'estos tres vecintosdel plano les el 
lugar propuesto. En 'efecto, todo punto, P, de M ha de ser centro 
de tres coronas ...... Circulares (11)2' (11,S' (12"S' de manera que cada co­
rona (1i,jestá formada por todas las circun:BerencÍas de centro P 



- 25-

que cortan y son tangentes a cada par (Ci , Cj). Si, por ¡ejemplo,. 
la circunferencia Cs no tuviese ningún punto en ,la corOl'ia (/.¡1,2 \110· 

podría haber tampoco \ ninguna circunferencia de centro P que 'tu_o 
viera puntos comunes reales con alguno de los pares (Cl' Cs), 
(C2, Cs), contra la hipótesis, puesto que (/.¡1,2 está limitada por 
circunferencias que han de· ser tangentes a alguna. de las Cl , C21 

Luego existe una corona circular de oentro P que es común a las. 
tres coron§.s (/.¡i,j.' De. igual modo, todo punto que no pertenece 3J. 

M no es centro de ninguna circunferencia que corta o es tangen­
te a la terna dada. 

\ 

e3 \ 

Fig. 12 

I 

I , 
, , 

Es curioso ver qué forma tiene ¡este lugar. Si todos los puntos 
de intersección son propios, las hipérbolas que limitan los' tres re­
cintos mencionados producen seis vértioes, A, B, C, D, E, F, y, pOIj' 
consiguiente, M ¡es una parte de plano comprendida entre seis ar­
cos de hipérbola. 

En el problema del número 7 vimos cómo, además de la hi"­
pérbola de constante r l -+ r 2, obteníamos también otra 'homofocal 
de constante Ti - r 2 • Pues bien, es ·elemental probar que por cada. 
vértice del exágono curvilíneo A BCD E F pasa una rama de hi­
pérbola de constante genérica ri - rj. Para 'el vértice A, por ej,em­
plo, se verifica: 
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y, restando, A 03 - A 02 =rg - 1'2' Puede verse también que en 
el lugar M hay dospuntos<G y H, comunes a tres ramas de estas 
hipérbolas hon~ofocales ,a las que limitan M. Naturalmente, estos 
puntos y los seis vértioes del exágono son las ocho soluciones del 
p'roblema de Apolonio relativo a tangencia. 

10. - El problema precedente puede originar nuev,e casos par­
ticulares, cuando tilla, dos o las tres circunfer'encias dadas degene­
ran en puntos y rectas. En todos ellos han de figurar las solucio~ 
nesdel problema de Apolonio com.o puntos notabLes de estos lu-. 
gares' áreas. 

En la figura 13 está representado ,el lugar correspondiente al 
caso de ser dos circunfermlcias 'Y l' 'Y 2 Y una r,ecta p la ten1;a. da­
da. Dicho lugar . consta de dos recintos infinitos del plano: Uno 

I 
~--t----- _L , 
I I \ 
I I \ 
t------ _~~h~~ 

I 

Fig. 13 

de ellos tiene como vértioes los puntos A, B Y e, y p.osee un pun­
to interior D común a tres curvas: una hipérbola y dos parábolas. 
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El O'trO' recinto tiene pO'r vértioes lO's puntO's A', B' Y C' (el A' falr 
ta en la figur:), y pO'see también un puntO' interiO'r D', cO'mún ,a' 

las mismas curvas que pasan pO'r D .. 
EstO's O'chO' puntO's sO'n las sO'luciones de ApO'lO'nio. 

11. - Lugar de Jos puntos cuya suma de distancias a dos ar­
bitrariamente deg'idos en sendas rectas es una constante k finita 
y no nula. 

Sean xe y las rectas dadas (fig. 14), y P una recta cual­
quiera ,del haz ,de vértioe O. SO'bl~e p sólO' existen dos ,puntO's P, P', 
sImétricos respectO' de 0, que cun1.plen la cO'ndición de ser k la 
suma de sus distancias respectivas a x e y. Cualquier puntO' de p 
exteriO'r al segmento P P' nO' puede ser del lugar prO'puestO', pO'r-

Fig. 14 

que la suma de sus distancias a lO's puntO's lnás próximO's ,a él, 
uno ,de x y O'trO' de y, es ya superiO'r a k. En cambio, lO's puntos 
del' 'segmentO' P P' sO'n del lugar, puesto que, si es Q, unO' 'genérico~ 
es siempre pO'sibl,e trazar desde Q sendas O'blicuas a xe y de lna:':' 
nera que :sea' k la suma de ellas. Se desprende asimismO' :que lascO'r­
denadas oblicuas (x, y,) de P varían linealmente con p. Finahnente, 
siendO' puna r,ecta genéric'a del haz de vértice 0, deducimO's de tO'­
do lO' expuestO': 1 0. El lugar es un ár'ea finita del plano; 2 0. La 
línea que limita esta área e.s pO'ligO'nal, y ° 'es iSucentro de silne,-, 
tría; 3°. Dicha línea ,es, a su vez, 1. g. de lO's puntos cuya suma 
.de distancias a las rectas dadas es la cO'nstante k propuesta. 

Para acabar de determinar el lugar hasta obs,~rv¡u que las rec-
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ta,s ,dadas pertenecen también al haz cO'nsideradO', y que llevandO', 
sO'bre cada una de ellas a partir de 0, a unO' y O'trO'Ilt ladO', distan-

cias iguales a _k_, lO's puntO'sextremO's A, B, C, D sO'n límites .. 
sen cp 

del lugar en dichas rectas, ya que, pO'rejemplO', es 

B B' = B Osen cp = k, 

y cO'mO' P se muev,e linealm:ente en el planO' en cada «cuadrante» ,de: 
los ejes (x, y), el lugar 'es, en definitiva, el rectángulO' A BCD. 

Una variación del ángulO' cp O' de la cO'nstante k a,carrearía tam- ' 
bién variación de perím'etrO' y área del rectángulO' halladO'; perO' la~ 

prO'piedad que sintetiza lO's puntO's del cO'ntO'rnO' subsistiría. 
Las ecuaciO'nes de lO's cuatrO' lados del r,ectángulO' sO'n 

k ±x±y= sencp [1]; 

\ 
perO', sin 'embargO', nO' tO'dos lO's puntos de ,estas rectas sO'n 'del lu-· 
gar. Es precisO' acO'tar las variab1es. 

Pues bien : así cO'mO' lO's puntO's del perím,etrO' A BCD, fO'r-· 
madO' pO'r cuatrO' segmentos, tienen una prO'piedad que lO's unifica,. 
debe :exiistir también una sO'1a expr.esión analítica que sólO' quede. 
v,erificada pO'r lO's puntO's del perímletrO'de ref,er,encia. Puede cO'n~ 

seguirse estO' intrO'duc~endO' valO'r'es mO'dulares de las variables. En 
efectO': la .apar,ente cO'ntradición [1] nae;e de nO' tener en cueiltat 
que" en nuestrO' prlOblenla, elcO'nceptO' de distancia es elemental" 
!independiente de la O'rientación, O' sea, es un valO'r absO'lutO', y qlle 
la, palabra suma tiene, pues, el significadO' primitivO' que excluye 
a, la ,suma algébr;i:ca. Es fácil prO'bar que, cO'mO' cO'nsecu~ncia de es~ 
tO', lO's valO'res absO'lutO's de x y de y han de ser ~guales O' infe-

riO'res a ~ (fra,cción siempre pO'sitiva). 
sen cp 

PO'r lO' tantO',cO'nsiderandO' las rectas x, y cO'mO' eJes O'blicuO's;.; 
la, suma de lO's módulO's de l3JS cO'O'rdenadas de un puntO' genél'i,co 
S delcO'ntO'rnO' ha, de ser igual a' la semidiagonal del rectángulO',. 
es decir, 

k 
Ixl + I y I = sen cp , 

ecuaqón que sólO' satisfaoen las cO'O'rdenada,s - pO'sitivas O' nega­
tivas - de lO's puntos del cO'ntO'rnO'. PóniéndO'la en fO'rma explí­
cita es 
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k 
I y I = sen cp - Ixl, 

1.0 cual expr,esa que 1a diflerencia del segundo miembro ha de ser. 

.siempre púsitiva, .o lo que es 1.0 mismo: Ixl < ~ . Y, ,con el 
sen e¡> 

fin de no ·excluir las coordenadas negativas, puede poners-e 

y=+ (~-Ixl). - sene¡> 

Por lo tanto,a cada valor, positivo .o negativo, de una de 
las variables corresponden dos opuestos de la otra. 

2 k2 
El área del flectángulo lugar, en función de k yq"~ es' 

. sen e¡> 
!(jomo fácilmente se deduoe. 

En el caso particular de ser cp = : ' la ¡ecuación .obtenida es¡ 

:1 x 1 + 1 y I = k, Y repflesenta los cuatr.os lados de un cuadrado cuya 
semidiag.onal es k. El área es 2 k2• 

El 1. g. de que estamos tratando tiene doble motivo para ser 
un lugar área: Por una parte, existen dos rectas, x e y, que sonJ 
.qonjuntos-vadables; por otra, a cada par de' puntos 'eLegidos ar­
bitrariamente, uno mI x y- .otro en y, corresponden todos los pun­
tos de una elipse cuy.os focos son X e Y y k la .constante. O sea, 
el problema matr,iz de leste lugar, referido sólo al par (X, Y) d:e 
entes primitivos produce ya un 1. g. unidimensional. Podemos sus­
tituir este problema matriz por otro ,en el que figur,e un ,ente pri-. 
~tivo más, de maner.a que su solución sea uno .o varios puntos, y 
que r,esolviéndolo fléiteradamente genere el lugar propuesto. Hasta 
para ello 'considerar como ,entes primitivos a los de la terna, (X, 
Y, p), y com.o cuestión encontrar los puntos Pi de p qu¡e cumplen¡ 
Pi X + Pi Y = k. Hacjendo después que estos entes pertenezcan, res­
pectivamente, a las rlectas x, y y al haz de recta,s d~ vértice O ob­
tend.remos .el I'lectángulo lugar. Se desprende, pues, que los sistemas. 
de lugares parciales inciden según líneas. 

Hen1:os dicho que a cada par de puntos X, Y tomados len x e 
y arbitrariamente corresponde una elipse f, cuyos puntos han de 
ser todos del rectángulo hallado. No siem.pre ocurre que fes tan­
gente a los lados del rectángulo, como se ve, por ejemplo, toman­
do X e Y de lnanera qu¡e s'ea X Y = le; pero existen 'elipses. que tie­
nen un punto límite S. Los focos de estas 'elipses tangentes al con­
torno se hallan t0l11ando en éste un punto S arbitrario - que. es el 
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de tangencja - y trazando las perpendicular,es S X, S Y a x e y. 
Los pies de dlas son dichos focos. 

Si X, Y coinciden en 0, la elipse degenera en la ,circunferencia 
de centro O y radio r/2 k, y ningún punto de ellélJ es límite, por­
que O no puede Sier' pie de dos perpendicular'es ,a x e y trazélJdas 
desde un mismo punto. 

Finalmente, si ,a uno ele los dos entes primitivos X, Y se le¡ 
considera fijo y el otro varía en su recta obtenemos un lugar par­
cial que es también un área, y que vamos a l~esolver a continuación. 

r 2. - Lugar de los puntoS' cuya suma de distancias a uno ji jo 
F y a ,otro vari,able sobre una r,ecta r es una constante k finita. 

La generación de ,este lugar puede hacerse así : Supongamos 
dos puntos", X y F Y una recta p que pasa por el último. Ahora 
cabe ,el probl.enla de hallar sobr,e p los puntos Pi taJes que Pi X'+ 

, .. + Pi F = k. El lugar propuesto queda generado asignando a los 
entes primitivos X y p sendos conjuntos~variabl:es: una r,ecta l' al 
pr,imero y ,el haz de r:edas de vértice F a la segunda. El 'Otro ,ein­
te primitivo F permanece fijo. Y siéndo lineales ambos conjuntos­
variables les claro que ;el lugar ha de ser una án~a. 

Dejando fijo X y considerando todas las rectas. del haz ten­
dremos un lugar parcial correspondiente a dich? haz, que es la elip­
se de focos X y F Y constante k~ Del mismo modo, un lugar par:­
cial correspondiente al conjunto-variabl:e l' es un segmento rectilí­
neo que contiene a F. La incidencia de ambos sistemas de lugare.~ 
parciales ,es forzosamente de dimensión cero. 

He 'aquí cómo puede obtenerse el lugar total: Tracemos las 
parábolas de foco común F (fig. r5), cuy.as directrioes d y d' 
distan k dé" la recta r. Se ven fácilmente dos cosas: r a. Estas pará­
bolas tienen comunes dos puntos reales M, N que perteneoen también 
a 1', y son simétricos, claro es, respecto del eje común a ambas 
curvas. 2 a . Los arcos M S N, M Q N de estas dos parábolas tienenl 
la propiedad de que la suma de las distancias de sus puntos a F, 
y a l' es k; luego tates arcos ,son del lugar propuJesto. 

Todo punto P del recinto M S N Q M ,es también del lugar, Yo 

los P', exteriores a él, no lo son. Basta, len efecto, observar que 'es 
P X + P F < k Y P' X + P' F > k. En el primer caso siempre ,exis­
:ten dos oblicuas' a 1', desde P cuy.as longitudes respectivas sumadas. 
a P F dan k. 
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NO' pue~e darse dcasü que estas üblicuascürten a r fuera, del 
segmentO' M N, puestO' que F M = F N = k. 

El recintO' citadO' es, pues, el lugar pedidO'. 
De las últimas igualdades se deduce además que la, ,elección ar­

bitraria de X ,está aCütada, ya que sólO' varía en el segn1!ento M N. 

:r 
á' d 

'. 
B~-~_--__ -_-_----.-------~~~----~--~~--~--~6 

-"'- .. 

~----.K 

I 
--_.-.-! 

A cada fücü X cürrespünde una ,elipse lugar parcial, que tiene 
düs puntüs de tang,encia P v P 2 cün la curva límite cümpuesta¡ 
M S N Q M. Esta curva es, pür lO' tantO', la envüly;ente de las elipsesi 

lugares parciales. Es fácil ver también que lüs puntüs P l' P 2 tier-: 
nen . igual O'rdenada. 

CuandO' el fücO' lnóvil X ,es cualquiera de lüs puntüs singulares: 
M, N las elipses deg1eneran enlüs segmentüs F M, F N. 

Puede prübarse fácilmente que las tangentes a lüs arcüs que 
fürnlan la curva límite ,en lüs par,es de puntos (P1' P 2) cüncurren! 
en la recta r. Sea b la O'rdenada de P 2 (y de P 1)' Y vamos ,a ha~ 
llar la ordenada de R, intersección de r y la tangente~en P 2 .al ar";' 
cü M Q N. De la semejanza de lüs triángulüs R X P2 Y F A B re:­
suIta: 

on-b k+c. OR=P
2
X k+

b 
e +b; 

~=--h-' 
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pero del triángulo P2 D F se deduce: 

v,alor que sustituído ,en 'el de O R nos da: 

k2 +b2 -c2 

OR= ?b' • 

Escribiendo' relaciones análogas deducidas de la semejanza de 
los triángulos R X P 1 Y G E F se obtiene el mismo valor último 
para la ordenada de la intersección de r y la t~gente ,en P 1 al 
arco MS N, C.s. q .. d. 

Los puntos de la curva M S N Q M tienen una propiedad que 
los sintetiza, y vamos a encontrar la ,expr,esión . analítica que re­
.presenta lesa propiedad. 

La abscisa x de un punto genérico de la "curva compuesta" 
,sumada al radio vector p de dicho punto, ha de da;r la constant~ 
prefijada k, teniendo len cuenta sólo el valor absoluto de x. Es, de¡-

,cir, Ixl+p=k. Pero p= Vy2+(C-x)2, donde y es la orde'­
nada del punto genérico. Obsérv'es:e que la x del radicando no está 
modulada. Sustituyendo y elevando al cuadra;do DesuIta 

[1 ], 

lecuaClOn que nos permite hallar la ordenada (positiva o negativa), 
,de un punto de abscisa ± x. , 

Comprobemos algunos valores: Desde luego, la ecuación [1] 
.indica simetría de la curva r'especto del eje x, como así 'es, 'en ef.ec-

too Si hacelnos x = o, es y = ± 11 k2 - c2, lo cual indica que el 
,radio vector de los puntos M yN es k, de acuerdo .con la figura., 
Haciendo y=o, ha ·de ser 2,k Ixl-2 cx=k2':"-c2. El primer 
,término es siempre positivo, y ¡el segundo será positivo cuando x 
.sea negativo, y r,ecíprocanl1ente. Por lo tanto, 2 x (k c) ~ k2 - c2;1 

x' = 1/2 (k + c) ; x" . - 1/2 (k - c), 

'valores que tiellten los segnlentos O S Y O Q respectivamente. 
Sustituyendo ,el valor x' en [1], y se anula. Si haoelnos x> r/2 

{k + e), como es siempre k> c, la dif.erencia 2 c X - 2 kl x I sería 
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entonces inf.erior c2 - k2, Y lel s,egundo miembro de la ,ecuación [r] 
se haría negativo. Análoganl:ente puede decirse cuando x < - r/2 
(k - ,c). Por consiguiente, la curva límite del lugar propuesto sólo 
está definida 'en lel intervalo 1/2 (k -c ) <x < 1/2 (k + c) . 

Por último, cuando es y>. JI k2 -c2, o y < - JI k2 c2 

resulta 2 c x - 2 k Ixl > 0, y no existen valores r,eales de x que ve-· 
rifican esta última desigualdad. La curva, queda, pues, definida, co-

mo ya sabíamos, sólo en el i~1tervalo - 11 k2 - c2 < Y < JI k2 - c2• 

Si en v,ez de ser una recta el conjunto-variable l' fuese un ,seg,., 
mento, ,el lugar ,estaría limitado por arcos de parábola y elipse. 

Cuando el punto' dado F perteneoe a la recta r, la curva lími,­
te tiene como centro de simetría dicho punto, y M Nes igual a 
2 k; los puntos de ordenada nula tendrían la abscisa ± 1/2 k. 

r3. --:: Lugar de los puntos cuya suma de distancias a otros 
dos arbitrariamente elegidos respectivamente en una circunferencia 
y una recta es una constante k. 

Este lugar ,es una generalización del correspondiente al núme­
ro 11, Y presenta tres casos, s:egún sea k ~ c r, donde c es. la 
distancia entre ,el' oentro del círculo y la recta dados, y r el radio 
de dicho círculo. 

ler. caso: k> c r. 
Tracemos las parábolas de foco común O (fig. 16) Y direc­

trices p', p", ambas paralelas a la r,ecta dada' py distantes de ella 
k + r. Se ve inmediatam!ente que los arcos D G F y D: E F tienen 
oomunes dos puntos reales D y F situ:ados en p y simétricos res...l 
pecto del ,eje común E G a ambas curvas. Cualquier punto ~ 
del arco D G F verífica: 

y otro punto N genérico d~l arco DE F v,erifica también: 

Por lo tanto, 
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luego los puntos de la curva cp compuesta de ambos arcos 'son del 
lugar, y tienen la propiedad de que la suma de sus distancias a la 
circunferencia y a la recta dadas es k. 

p" p' 

\ 

, 
1If-----K + 7" ---.....".:.'-.!4----- Jl+ l-----.; 

Fig. 16 

Del mismo modo como se hizo en el probLema anterior, puede 
probarse que todo punto del recinto de cpes también del lugar, y 
no lo son los puntos restantes del plano. El lugar, es, pues, dicho 
recinto ,con la curva cp. 

Como es k> c + r, todos los puntos de la circunf'erencia da­
da son del lugar, y ninguno de ellos pertenece a cp. 

2do.caso: k = c + r. 
Sabemos que es G R + G O = k + r -.:. C + 2 r; o sea, GO = r. 

En este caso la parábola de dirtectriz p" es, pues, tangente a la cir~ 
cunferencia, y, por consiguiente, RE = r. 

3er. caso: k>c-r, y k<c+r. 
Si hacemos la construcción como en los casos anteriores vere-

1110 S (fig. 17) que el arco e v D de la parábola de foco O y di-



- 35-

,rectriz d' ha de cortar forzosamente (o ser tangente ex~erioT cuanr­
do es k = e - r) a la circunfer,encia dada. Pues bien, la curva; 'C{il, 

compuesta que limita ·el lugar len este caso es .la misma . que 'en losl 
preoedentes, ¡excepto el arco E V F interceptado en la circunferencia. 
Basta ver que los puntos E y F distan k de p; y menos de k los 
de los arcos E e y F D. En cambio, los puntos del arco E V F tie­
nen abscisa superior a k, y no pueden ser ya del lugar. 

d' 

Fig. 17 

Sea M un punto genenco de cp entre E y F; trazando M A, 
'perpendicular a p, y el radio O B que pasa por M, ha de ser: 

r' , 

luego Mes de la parábola de foco O y dir,ectriz el" (par~lela a p 
y distante de ella k - r). 

La curva cp de los casos anteriores sufr,e ahora trua refracción 
,en el círculo dado. 
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Tratemos de hallar la ,ecuación polar del conjunto de arcos de 
cp, siendo O el polo, y a el ángulo fOrInado por ,el :eje polar OH 
Y el radio vector genérico f-t. La distancia & desde un punto de 
cp a la circunfer,encia dada sumada al módulo de la abscisa de di­
cho punto (en el sistema de ejes OH, p) ha de ser k. Es decir, 

&-t-IXI =k 

Si el punto de cp no pertenece al círculo daldo, ',es, & = f-t - r, y 
si perteneoe 'a leste círculo, & = r - ~t, con 10 cual es siempre 
& = I ~t - r l. El valor Ixl es la distancia del punto de cp a la recta 
dada p. Sea A la proyección de f-t sobr.e OH. Si el punto se, to­
ma en 'el arco CHD, ,es Ixl =A-e, y len"~ caso\·contmrio Ixl 
= c - A - obsérvese que si ,el punto 'ti,ene una abscisa ,1 xl> c, eo-

"\ 311: - 11: l' '. 1 I nlO es J\ = f-t cos a y, -. - .> a > -, e coseno les negatIvo, y x = 
2 2 

= C + A -. Para todos los puntos de cp r.esulta, pues Ixl = 1 c - Al 
= 1 c - f-tcos al. Sustituyendo en [1] estos valor,es tendremos: 

y, sucesivamente, 

Ic- f-tcos al =k-If-t- rl; 

e2 + f-t2 cos2a - 2 C f-t cos a = (k - I f-t - r I )2; 

e ± (k - 1 p. - r 1 ) oos a [3J, 

ecuaJéión que permite representar gráficam'ente ,el conjunto de arcos 
de parábola que limita ,al lugar con sólo dar valores la f-t; el valor 
máximo de f-t es k + r, pues si fuese 1 f-t - r 1 > k tenddamos 
le - f-t cos al < Q, como se deduoe de [2], lo cual ,es absurdo. 

El doble Isigno de [3J indica que eos a ha de tener dos valo­
res difeDentes para cada valor de f-t, cosa que no ,es cierta sino 
cUaJildo 1/2 (c+k+r) -Z f-t<:k+r. Y, en ,ef,ecto, si, ,en [3J da­

. mos la f-t valores más pequeños, uno de los dos de cos a resulta 
mayor que 1, y dehe despreciarse. 

. En la figura vemos que O L = 1/2 (r + c - k), y sustituído 
en [3] nos da para 'el coseno un valor igual a la unidad, y otro ma­
yor, que se despr.eyia. Para valores ~t < 1/2 (r + c - k) los dos 
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.(lel ooseno son mayor,es que la unidad, con lo cual la curva <p está 
,defi'nida en ,el intervalo r /2 (c + r - le).z ~t .z le + r. 

r 4. - Sien el problelna anterior consideramos fijo un punto 
'en la. recta. dada p y variable a .otro 'en la circunf.erencia, obtene,­
mos un lugar parcial, que es, a su vez, un ár,ea; y que yamos a de­
terminar. 

Sea r 'el radio de la circunf.erencia, O su centro y 'p el pun-

to fijo (fig. r8). Puede ocurrir tres casos: le ~ Oy + r. 
rer. caso: le>OP+r. 

Fíg. 18 

Los puntos de una elipse de constante le + r y focos O y P 
son del lugar, ,pues siM es lUlO g,enérico se tiene: 

Todo punto exterior a esta elipse no es del lugar, por ser M A 
la 'menor dista.ncia desde M a la circunf.er,encia. 

Tracemos otra elips,e de constante le - r homofocal a la' an­
terior.' Un punto N genérico de ella verifica: 

luego N es también del lugar propuesto, y no lo son los puntos 
interiores a lesta elipse, porque N B es la distancia máxima des­
,de Na la circunferencia. 
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Todo punto H de la corona' elíptica determinada por amba)S 
elipses 'es del lugar, pues 

k-r<HP+HO<k+r, 

es decir, siempr,e existen dos vectores desde H a Ola circunfevencia 
que sumados separadam,ente a P H dan k. 

El lugar es, por lo tanto, la corona elíptica dicha. 

2 o. caso: k = O P r. 

Las elipses que limitan la corona tienen, en este caso, por cons­
tantes k - r = O P Y k +r ' O P 2 r respectivamente. El lugar 
es, pues, toda ,el ár,ea no ,exterior a la elipse de constante k + r, 
ya que la otra deg,enera en el segmento O P. La ,elipse límite d.e 
este lugar ,es tang,ente en R a la circunferencia dada. 

3er., caso: k<OP.+r, y k>OP-r. 

La elipse de focos O y P y constante k + r corta entonces, 
forzosamente, a la' circunf,er,encia, y, lo mismo que en los casos 
anteriores, pertenece y limita al lugar, excepto oelarco M TH (fig. 
19) interceptado en la circunferencia: Basta ver, en efecto, que los 
puntos de este arco distan de P más de k. 

Fig. 19 

Tracemos con centro en P y radio k un arco de' circunféren­
cia M B H, Y sea P B un radio genérico de ,este ,arco. Sobre P B 
existe siempre un solo punto N tal que, trazando O N, 'es N B = N A;; 
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y este punto N es del lugar y corresponde a la curva que lo limi­
ta, por serNA la menor distancia desde N a la circunf'erencia. 

Se verifica: 

r-NO=k-NP; NP-NO=k-r. 

El lugar geOlnétrico de los puntos N 'es, pues, el arco M N H 
de la hipérbola de focos O~ P y constante k-r. 

Todo puntoD no exterÍor al recinto M N H R M . 'es del lugar 
propuesto, por ser 

y si unimos M y D será D M + D P > k, luego han de existir 
forzosamente 'en ¡el arco M C H de la circunferencia dada dospun...; 
tos, Xl' X2, para los cuales sea D X + D P = k. El lugar 'es, por 
lo tanto, la Isuperficie rayada en la figura. 

Cuando r = k, el arco M N Hdegenera en unlSegmento r,ec­
tilíneo, que palsa a ser ,eje I?-enor de la ,elipse, en tal caso de cons­
tante 2 k. 

Los puntos de la curva compuesta que limita al lugar están 
ligados por la p'ropiedad de ser k la suma de sus distancias a la 
circunferencia dada y ,a un punto P exterior a ella. A ,esta propie­
dad que los unifica corresponde una sola ¡expresión analítica con 
módulos, que podemos obtener ,en coordenadas polares: Hagamos 
O P = c, y sea O ,el polo. Desde él tracemos una secante' cualqui,era, 
que cortará a la curva límite en puntos S, E. 

Sabemos que 'es 

SC+SP=EC+EP=k, 

y llamando d a cualquiera de los radios v,ectores correspondientes 
a los pares de puntos S, E, la distancia de todo punto de la curva 
a la circunferencia quedará expresada siempr,e por Id - r l. La 
distancia de un punto genérico de la curva a P viene .dada por 

E P = JI d2 + c2 - 2dc cos ct, 

siendo en 'este caso d = O E. Para el punto, S sería d = O S, y la 
distancia, S P. La ,ecuación que traduoe ·la propiedad que sintetiza a 
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l0's punt0's de la cu~va c0'mpuesta t0'ma, pues, la f0'rma. 

y" ¡sucesivamente, 

yd2 + c2 - 2dcc0's ct =k - ,Id- 1'1, 
e2 - 1\.2 - r 2 + 2dr + 2k I el - r ¡ 

O0's ct = 2 ele 

A cada val0'r de d c0'rresp0'nden d0's 0'puest0's y admisibles de 
ct, con l0'~ual la curva es simétrica r'espect0' del eje p0'lar. En vir­
tud del términ0' 2 k 1 d - l' 1 'existen d0's val0'res para d, tales com0' 
l0's ,c0'rresp0'nmentes a l0's punt0's S y E, que verifican [1], para 
un mism0' ángul0'. 

De la figura se deduce que 'el radi0' vect0'rde R vale" 1/2 
(r +c + k); 'tSustituíd0' ,en [1],' y teniend0' ,en cuenta que la dife­
r,encia 1/2 (r+,c+ k) - l' 'es p0'sitiva, 0'bteueIn0's C0'S ct = 1. Un va-
10'1' may0'r de d n0's c0'n"duciría :a la desigualdad a0's ct > 1; p0'r ser 
k + l' > c. El radi0' vect0'r ha de cumplir de m0'nlent0' la limitación 
d ~ 1/2 (c+r+k). 

El' d 'c0'rresp0'ndiente a F, vale 1/2 (c + l' - k), y la diferen­
cia 1/2 (c + l' - k) - l' es negativa; per0' p0'dem0's cambiar 10's sig­
"¡jos, p0'r 'estar m0'dulada 'en [1], Y 'ent0'nces dicha expresión es 
OÜ'Sct=l. 

Un val0'r d <I /2 (r -f- c - k) aumentaría 'el módul0' 1 d -:- r I ' 

y, p0'r 10' tanto, C0'S ct, que lLegaría a valer lnás de la unidad. Lue­
g0' debe 's'er 

Dand0' a d val0'res que cunlplen, esta limitación, sustituid0's en 
[1], ,enc0'ntral~em0's ángul0's ± ct que permiten representar la CUI"­

va límite. 

1 5. - Lugar de los puntos cuya suma de distancias ,a dos ele­
gidos arbitr:ariamente ,en sendas circunt,el'encias es k. 

Sean O y O' l0's oentr0's de las circunferencias, y r y r' sus 
radi0's (fig. 20), sup0'ñiend0' r' >1'. 



- 41-

ler caso: k>OO' -1'+'1". 

Con focos O, O" tracemos dos elipses./ cp, cp' de constantes 
k + l' + 1',' Y k ---.: r - 1" respectivan'}ente. Es fácil ver que los pun­
tos P, de la prinlera, y M, de la segunda, son del lugar, y pertene­
cen también: P a la 'elipse de focos A, B Y constante' k, y M a 
la de focos F, H e igual constante. 

Fig. 20 

, Todo punto exterior a cp no es del lug.ar propuesto, conlO tam-
poco lo son los puntos interior,es a cp'. Todo punto Q de la corona 
linlitada por cp y cp' 'es del lugar, pues 

k + r + 1" > Q O + Q O' > k - r 1'" , 

luego siempre 'existen dos oblicuas a las circunfer,encias que suma­
das dan k. 

El lugar 'es dicha corona elíptica; y los círculos dados quec1an 
dentro, de cp . 

2 O. caso: k = O O' - l' + 1" • 

Sumando ambos radios ,a los llliembros ,de ,esta igualdad es 
k + l' + 1" = O O' + 2 T'. La 'elipse 'envolvente del lugares tan­
gente en N a la circunferencia de radio r'. Restando la suma de los 
radios 'es k - r - r' = O O' --.:.. 2 r, o sea, que 'el lugar es la elip­
.se cp y su r,ecinto. Cuando E N = k, cp' deg,enera 'en un segmento 
rectilíneo. Si es r = r' y le = O O', la ,elipse cp (en ,este caso cons­
tante k + 2 1') 'es tangen'te a ambas circunferencias ,en E y N. 
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3er. caso: k<bo' -r+r' y k>OO' - (r r'). 

En ,estas condiciones, la elipse cp ha de cortar por lo menos a 
, I 

la circunfer,encia de radio r' (cuando es O O' - r' r < k < O O' 
- r + r'), y corta a las dos circunferencias dadas si es k < O O' 
- r' + r. Supongamos que ocurre esto último. La ¡elipse cp limita, 
. Qomo ,en los casos anteriores, al lugar propuesto, excepto los arcos; 
D S G Y B TE' interoeptados en los círculos conocidos, como es 
fácil probar (fig. 2I). Se ve también fácilmente que .los puntos B 
y E de la ',elipse cp los son asimismo de una rama de hipérbola 

Fig. 21 

hOlnofocal a cp de constante k + r - r'; y que los puntos D y G 
perteneoen a una rama de otra hipérbola homofocal a cp, de cons­
tante k + r' - r. Los árcos :i3 e E y D M G de 'estas hipérbolas 
lnencionadas sustituyen, respecti"amente, a los B T E Y D S G de 
cp ;es decir, que la curva que limita al lugar es la B D M G E e B. 
Todo punto H del r,ecinto de esta curva es del lugar propuesto, cosa 
bien fácil de r'econocer. 

Si es r. r' la figura tiene dos ejes de siIlletría. 

I6. - TOlnemO& un segmento r,ectilíneo A Bde longitud k 
(fig. 22), Y con centroeJ? uno de sus extremos - B, por ej,emplo -
traoemos una circunf.er,encia genérica e del haz de las de radio x 
que Vierifica o.z x.z k, y centro B. Esta circunferencia corta en 
X alsegn1:ento A B. Hallemos ,el conjugado armónico' y de X res­
pecto de A B, Y desde Y traCelnos todas las secantes y tang,entes a 
C. Hallar el 1. g. de los centros Z de todas las cuerdas "( intercep-
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tadas por las secant~s y tangentes en todas las c.ircunferencias C 
del haz ll'l!encionado (*'). 

Para la circunfer,encia C considerada el lugar de los centros Z 
es 'el arco P B Q que pertenece a la circunferencia de diámetro 
BY. Vealllos cuál es el 1. g. de los puntos P y Q de tangencia 'en 
todos los círculos del haz. 

~, 

Fig. 22 

Es fácil observar que las tang,entes Y P, y Q lo son aSllllismo 
a la circunferencia fijaCk de diámetro A B. Por lo tanto, los pun­
tos Pi y Qi genéricos SOl~ pie§ de las perpendiculares trazadas des­
'de B a todas las tangentes a Ck' El lugar Pi y Qi es, pues, una 
podaria de Ck ; y por ser B de Ck dicha podaria es cardioide 

ae Ck' 
Tenemos así una figura constituída por la circunf'er,encia Cl~' y 

su cardioide respecto de B. Vamos a probar que el lugar propues'­
to es el áDea comprendida entre estas dos curvas. En efecto : reco­
noceremos que un punto S del plano es del lugar cuando unido con 
B, la perpendicular en S a B S no corta ~al seglnento A B, o lo 
corta en A. Mas no basta estq: 'es preciso, además, que dicha per­
pendicular tenga algún punto común con la circunferencia Ck. Tra- ' 
oelllOS por B una r,ecta arbitraria B N, Y dos perpendiculal~es a 
ella: una en M (punto de -intei.',sección con Ck) y otra en N (pun­
to de inter,sección con la cardioide). La primera perpendicular cor­
ta ,en A al ,s'eglnento A B, Y la otra les tangente a Ck. Luego len 

CII') Propuesto por Carlos R. de las Cuevas. 
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la semirrecta B N sólo son pu~1tos del lugar los del segmento M N 
interoeptado 'en el área dicha . 

..si, dada una circunfer,encia C, trazaínos además la que es tan­
gente 'exterior a ella de centro A, velnos que el punto Y ya aludido 
es -centro de semejanza directa de ambas circunf'erencias e, C'. 
Podemos considerar 'entonoes, no sólo las cuerdas I interceptadas 
en e por las secantes desde Y, sino también las l' correspondientes 
a e' sobre las mismas secantes, y. hallar el 1. g~ de los pares de 
puntos Z, Z', centros r,espectivos ele esas cuerdas cuando se traza 
todos los pares de circunferencias tangentes e, e'. Obtendríamos el 
ár,ea limitada por el y sus dos cardioides cp, cp~ simétricas r,e8-
pecto de O (fig: 23). 

Fig. 23 

Si ,en una función y = f (x), unifonne, continua, :etc., con 
puntos r,e~les 'en· el primer cuadtante, modulamos la variable x,. 
a· cada par de valores opuestos de x corresponderá uno mismo> 
para y. R,epr,es'entará, pues, una línea simétrica respecto del eje 
O Y: los valores negativos de x en la fWlción f (x) proporcionaban: 
puntos a la izeluierda de O Y, que, en general, no ,existirán des­
pués de introducir Ixl, a cambio de obtener otros simétricos de' 
los situados a la derecha. Cosa análoga aconteoe en la función 
x = cp (y). Si ,en la función F (x, y) = o nlodulamos ambas varia-o 
bIes desaparecerán todos los puntos no situados en el prÍlner cua­
drante, a cambio de los simétricos de éstos respecto de los ejes> 
coordenados y el origen. 
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La ecuación de la cardioide cp' referida a los ejes (X, Y 1) es 

siendo a ,el radio de la circunf.erencia Cl . Referida al sistema 
(X, Y) 'será xl = X + 2 a, y. se trasform.a 'en 

[(X+2 a)2+y2-2 a (x+2.a)2] =4a2 [(X+2 a)2+y2], 

(x2 + y2 + 2 a x)2 = 4. a2 [x2 + y2 + 4 a (a + x)]. 

Poniendo - x en v,ez de x se obtiene la ecuación de la cardioide cp:. 

(X2+y2_2 ax)2=4.a2 [x2+y2+4a (a-x)] 

y modulando x, la ,ecuación r,esultant-e representa ,el conjunto de los 
·cuatro arcos que limitan el lugar, de una parte: 

.simétrica respecto de los dos ,ejes. 
Es dar o que lo dicho de la modulación de las variabLes en una, 

función plana es aplicable al espacio ordinario Eg. 

He aquí algunos -enunciados de lugar,es de. puntos áreas 'en el 
'plano: 

Superficies l11:edias: 

De las ram.as de una hipérbola. 
De una circunf-er,encia y los lados de un cuadrado. Casos par-

ticulares. 

De la lemniscata. 

De la podaria de una curva. Etc., ,etc. 

Otros lugares: 

Sea V el punto bas,e de un haz de circunferencia Ci, todas tan­
.g,entes m1 V, cuyos diálnetros + x cmuplen la limitación o .z. x .z.k. 
Tracmnos todas las cuerdas V X de las ·C.i, y a partir de los extre­
mos X tomemos s-egm-entos X Pi de modo que sea V X + X Pi = k. 
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Los segmentos X Pi son exteriores a !Sus circunfer,encias Ci y s'e 
construyen de forma que las tangentes ,en los X a las e sean bi­
sectrioes de los ángulos, V X P,i. Hallar.el lugar de los puntos P. 
Es decir, las cuerdas quedan refractadas. 

Sean dos rectas r, r' que se cortan en O. Ton'lemos arbitraria-, 
mente Isendos puntos X, Y ,en esas rectas. Hallar ,el lugar de los 
barioentros y ortooentros de los triángulos O X Y. 

- -
Lugar de los puntos P tal'es que sea P X2 + P y2 ' k, siendo 

X e Y puntos arbitrarios de sendas r,ectas dadas. 
Lugar de los puntos P que cumplen P X + P y = k (X e Y 

son puntos arbitrarios de ,sendas ramas de una hipérbola y. Casos 
, particulaves. 

Lugar de Pcuando es P X . P y = k. X le Y puntos de sen­
das rectas. Casos particulares. 
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CORONA DE GRUPOS Y SUS SUBGRUPOS, CON 
UNA APLICACION A LOS DETERMINANTES 

por ROBERTO FRUCHT 

INTRODUCCION 

Varios autores (véas'e ,el br,eve resum,en histórico en el § 1) 
han· observado que eon dos grupos de permutaciones PI' Y H 
respectivamlente en r y s variables, s,e puede formar un nueViO 
grupo ele pern1utaciones en rs variables, la «corona» P'r [H J. 
Para la definición de leste grupo véase el § 2, para ejemplos 
de «coronas» el § 3.D,espués de haher indicado, en el § 4,· 
la fórmula general para el producto de dos permutaciones de 
una corona, y en el § 5 unas consecuencias de dicha fórmula, 
paso, en 'el § 6, a la consideración de ciertos subgrupos de una 
corona, que 'están en analogía con los subgrupos «meromorfos» 
considerados 'en d caso de ua producto dir'ecto. por R. Remak 
en Lit. 5) (*). 

Como a estos subgrupos da origen un subgrupo invariante 
J elel grupo H> los denoto por PI' [H,. JJ Tomando para PI' el 
grupo de orden 2, para. Hiel grupo simétrico 'en n cifras ~ 
para el subgrupo invariante J ,el grupo alternado en n cifras, 
obtengo (en el § 7) un grupo interesantísimo del orden (nl)2,. 
que sólo para ,]1, < 3. ,es isomorfo al producto de dos grupos si­
mélricosen n cifras. En el § 8 s'e demuestra además que dicho 
grupo es isomorfo al grupo de las permutaciones de los el'e;­
mentos ele un det,erminante del orden n, las que no alteran el 
valor del deterlninante. 

§ 1. Breve resumen histórico. 

Parece que :el prim,ero que haya considerado, en un caso 
particular, la ley de formación de coronas de grupos, haya 
sido A. Scholz en Lit. 8); él observó que con dos grupos 
abstractos S y T> r,espectivanl,ente de 'los órdenes () y T, s,e 
puede· formar un nuevo grupo abstracto del orden ()T

cJ , llamado 

(*) Con la palabra "Lit." me refiero siempl:,e a la lista de "Litel'atura 
citada" al final de este artículo. 
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por él S =1+ T; este grupo no es nada más que el caso parti­
cular de una corona de. :grupüs S [T }, cuando para S se tüma 
la representación del r,espeCtivo grupo abstractü p.or per:Q1uta­
'ciones r,egulares. El ej.emplo de grupüs cíclicos había sid.o con­
:siderado por Schülz ,en una publicación pr,ecedente' (Lit. 7)' 
hajo el nombre « Metabelsche Dispositionsgruppe». 

Otro cas.o particular, el de las cürünas del tipü Sn[H) (de­
signando p.or Sn siempre el grup.o simétric.o en n variabLes, del 
orden .nI), ha sido cünsiderado, casi simtiltáneam-ente, p.or B. 
Neumann (Lit. 3) Y W. Specht (Lit. 1.0). El prim1er.o c.on­
oentra su interés ml la generación de Sn[ H } - y en particular 
de Sn [Sm} - p.or p.ocoselem,entos,' :estableciendo entre ellos 
relaciones que definan el grupo; en cambiü Specht, siguiend.o 
un consejo de I. Schur, ha estudiadü ,'el problema de la r-epre-­
sentación de Sn[H} por matrices (sustitucione~ lineales homo­
géneas), y -el mismo pr.oblema también para ,el caso de la co­
rona más general P r[H },en una segunda publicación (Lit. 
11) {**). 

Más tarde, 'e independient,em'ente de las publicaciones ci­
tadas, G., Pólya llegó al c.oncept.o de las c.or.onas de grup.os, en 
una publicación (Lit. 4) igualmente interesante para quien ~e 

ocupe de grupos, t.op.ol.ogía combinatoria, te.oría de funciones 
-oomplejas >O química .orgánica. Pólya da una definición muy 
intuitiva de la cor.ona P r[H] y aplicaci.ones interesantísinlas a 
la topol.ogía combinatoria, observando que el grup.o de auto­
m.orfism.os de un « álbero» se puede obtener aplicando a cierto 
número de grupos simétricos 8m1 , Sm

2
, ••• 8mb un númer.o 

finito de v-eces, las d.os .operaciones: f.ormación del producto 
direct.o y de la c.orüna. 

C.on la traducción « cor.ona» del términ.o alemán « Kranz » , 

yo .quisiera s-eguir la terminol.ogía de Pólya, que me par,ece ser 
muy feliz. Pero observ.o' que en 1.0 que sigue n.o supongo el 
conocimiento del artícul.o de Pólya ni de las .otras publicaciones 
citadas más arriba, sino que desarrollaré cOlupletaluente el c.on­
cepto de la corona, -en la -f.orma nlás adecuada para el estudio de 
las cuestiones·a cuya solución quisiera contribuir c.on la pre­
sente publicación. 

(H) Cabe observar que. Neumann y Specht designan la corona por Su (H) 
resp. P r (H). La notación Pr{H] y la misma: palabra "corona" (en alemán 
"Kranz") se. ellcuentran por primera vez en la publicación de Pólya (Lif. 4). 
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§ 2. Definición de la corona P r[HJ. Desco.mposición en com­
ponentes. 

Dados dos grupos de permutaciones P r y H:1 rBspectiva­
mente. 'en r y s variables, consideramos en una sala r mesas. 
distintas; cada una sea rodeada de s sillas distintas ,en cierto 
orden bien determinado. Distribuimos ahora rs personas, nu­
meradas desde 1 hasta rs, sobr,e las sillas, de modo que cada 
silla sea ocupada exactamBrite por una persona. Sometiendo las. 
r nlesas (con sus sillas, sin alterar, :por ahora, 'el orden relativo 
(le estas últimas alrededor de cada mesa) a las permutaciones del 
grupo P r' Y sometiendo sucesivam,ente las sillas de cada mesa 
a permutaciones dél grupoH, las rs personas sufrirán ciertas 
permutaciones cuyo conj~nto formla un grupo depermutacio­
nes ,en rs variables . 

. Esta ~s una 'explicación intuitiva del conc~pto de la corona 
P r[ H J. U na definición exacta g.ería la siguiente: 

Dados, como antes, un grupo de permutaciones en r 
:variables Pp del orden 1[, y otro en s variabl,es, H, del orden 
1(, consideramos r «'ejemplar'es» de H, es decir l' grupos H(1), 

H(2), "', H(r), cada uno isornorfo (*) al grupo H, y con ellos 
formamos el producto dir,ecto H(l) X H(2) X ... X H(r), les decir, 
el grupo del orden flr en rs variabl,es, por ejemplo en las varia­
bles 

(1. )~ 

xs(r) 

que r,esulta cuando para cada p = 1, 2, ... , 1', las variables 
:V-1 (p), x2(p), ... , x(p)s son som,etidas a las permutaciones del 
grupo H(p). 

En otras palabras, si h1(1) es una permutación de H(1) 
(correspondiente, ,en base del isomorfismo H(l) f') H, a la per-

(*) Empleo las palabras "isomorfo" e "isomorfismo" siempre en el sen­
tido de una corresfondencia recíprocamente unívoca entre los elementos de dos 
grupos G y H , la que mantiene la ley de multiplicación, y denoto este 
isomorfismo abreviadamente por G"-1 H. 
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mutación h1 de H), h2(2) una de H(2) (correspondiente a la h2 
de H), etc., elel:emento h1(1) .h2(2) . . • h/r) de H(l) X H(2) x ... X 

H(r) es la permutación de las rB variables x~p) ,que se compone 

de la permutación h1 (1) de las variables X ó (1) que forman la pri­
mera fila del esquelna (l.), de la perlnutación h2(2) de las va­
riables x ó (2) de la segunda fila, etc. ' 

Ahora .bien, si el grupo 1\. tiene elorden rr = 1, definimos: 
P r[H j = H(l) X H(2) X ... X H(r); si el orden rr de P r ,es lnayor 
que 1, a cada pennutación' p de P r hacemos' corr,esponder la 

pennutación p( o) de las variables x ~p) que resulta cuando las . 

r filas horizontales elel esquelna (1.) son sOlnetidas a la per­
nlutación p (sin alterar el orden de las variabl'es en cada fila), 
y consideralnos las pernlutaciones 

de las variables x~p) del 'csqu81na (l.), es decir, aquellas, en 

donde prinleran1:ente las filas del esquema son sOlnetidas a una 
permutación de PI' y después las variables en las filas a per-
111utaciones que corresponden a las del grupo H. Estas rrr{ per­
nlutaciones del tipo p( o) . h1 (1) . h2(2). ... . h/r) fonnan la co­
rona P1'[H). 

Se ve fácihnente que la corona P 1'[H jes reahnente un 
grupo. Sin anticipar la fórnlula para el producto. de dos per­
lnutaciones de Pr.[H j, la que será indicada en el § 4,(y que 
sirvió a Specht como definiéión de la co.rona), se cOlnprende «a 
priori» que ,el r,esultado de dos permutaciones sucesivas del tiBo 
descrito es tanlbién una pennutación del lnislno tipo. (lo que 
es suficielüe para que un conjunto de pennutaciones forme 
un grupo). 

Cabe observar que es unívoca la r,epresentación de las per­
inutaciones de la coro.na P r[H j en la fonna 

,en donde p(O) 'es una pennutación de las filas (sin alterar ¡en ellas 

el orden r,elativo de las variables) y h~P) ,es una, permutación, de 

las variables de la p-ésirria fila del esquema (1.) (p = 1, 2, ... r). 
Dirmnos que p(O) 'es la c07nponente de la perülutación u respecto 
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de Pr y h~P) la c01npol~lente de u respecto de H(p) (p=1,2, 
... rj. Está claro cón10 hay que proceder para encontrar las 
component,es de una permutación u de las variables del esque­
ma (1.) la que pertenece a la corona P r[H 1: primeram'ente se 
considera sólo la permutación p que sufren las filas horizontales 
del esquema (sin ton1ar en cuenta, por ahora, lo que pasa con 
las variables n1Ísn1as en las filas); escribiendo ,dicha perlnuta-

ción de las filas COlno perlnutación de las variables x ~p), ob­

tenmnos la cOlnponente p(O) de u respecto de PI" Las otras 
con1ponentes se detern1inan después fácilmente como las per­
mutaciones' de las variables en cada fila que hay que agregar 
a p(O) para obtener u. 

Un ejmnplo de esta descomposición en componentes seguirá 
en el § 3. 

§ 3. Efelnplos' para coronas. 

a) Consider,emos un octa.edro regular (Fig. I) Y su grupo, 
es decir el grupo de los lnovünientos (rotaciones) que lo dejan 
invariante.COlno se sabe, lest'e grupo es isomorfo al grupo 
simétrico 8 4 en 4 variables, porque hay iSOlnorfirmoentre 
dichos n10vünientos y todas las pennutaciones de las ~. r,ectas 
que unen los centros de grav,edad de dos triángulos opuestos del 
octaedro. 

e 

A 
D 

¡:: 

Fig. 1 

Ahora pasalnos a la consideración del grupo que resulta 
cuando a los movimientos del octaedro agregmnos todavía las 
transformaciones colnpuestas de un movimiento y de la «re­
flexión al centro», la que reemplaza cada vértice del octaedro 

I . 
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por el dialnetralmente .opuesto (por ejemplo A por D~ B por E~ 
etc. ). La r,eHexión al centro forma, con la iaentidad, un grupo 
S2 del orden 2, Y les conmutable con cada movimiento; por 
consiguient'e, 'el nuevo grupo que estamos considerando, es iso­
morfo al producto 'directo S4 X S2 del orden 48. 

Por .otra parte, el mismo grup~ se puede interpretar tam­
bién COlno corona Sg[S2J, 'considerando como variables de 
permutar los 6 vértioes del octaedro; como los 6 vértioes se 
pueden dividir en 3 pares de 2 vértioes dianlletralmente opues­
tos: 

(II.)i ¡ A 

B 

C 

D 

E 

,F, 

y como 'el ,grupo considerado comprlende todas las permutacio­
nes de las filas delesquem,a (II.) - grupo: Sg - con suce­
sivas permutaciones, según 82, :en las filas, r,esulta, por defini­
ción, la corona Sg[S2J. 

Así el «grupo amplificado del octaedro »enseña la exis­
tencia d;e un isomorfismo lentre el producto directo S4 X S2 y la 
cor.ona Sg[S2J (*) y vemos 'en leste caso que una corona, con­
siderada como grupo abstracto, puede ser isomorfa a un pro­
ducto directo. 

Aprovechem.os leste prim1er ejemplo «concr,eto» de una co­
rona para ilustrar, en un ejemplo, la descomposición en com­
ponentes de una permutación de la corona. Sea u una rotación 
del octaedro alrededor del eje «vlertical» CF por el ángulo 90°, 
seguida por la sustitución de cada vértice ,por el diam'etralmente 
opuesto: 

(
ABCDEF) 

u= EAFBDC . 

¿ Cuáles son las componentes de u? Como u permuta A 
y D~ las «variables» de la primlera fila, en B y E, las de la 

(*) La existencia de esté isomorfismo explica porqué en una publicación 
mía anterior (Lit. 1), el grupo considerado ahora, aparece sólo en la f~rma 
del producto directo 84 X 82, mientras Pólya, en la pág. 214 de la publicación 
ya citada (Lit. 4!, da la preferencia a la interpretación como corona 83[82], 



segunda, ,etc., v,emos que la permutación de las tr,es filas es la 
siguiente: 

(
123) 

p= 21'3 

y por eso: 

o _ (AD) (BE) (CF)_ (ABCDEF) 
p( ) - BE· A D . C F - B A C E D F . 

p(O) no es todavía igual a u, sino que es neoesario hacer seguir 
a p(O) las siguientes permutaciones en las 'distintas filas para 
llegar a u: 

,en la prim,era: ninguna (t,enemos B -+ A Y E -+ D 'en p(o) 
como ,en u) 

,en la segunda: permutacÍón de B en E y viceversa 
en la t,eroera: permutación de C en R y vioeversa. 
Por eso, las componentes de u r'especto de H(l), H(2) if 

H(3) son, respectivalnente, la identidad, h2(2) =(~ ~)y h3(3)=(~;). 
b) Introduciendo todavía un sistema de coordenadas car­

tesianas, con el oentro del octaedro r,egular como origen O y 
-+ -+ -+ 

con OA, OB, OC, como ejes positivos de las Xv x 2, x 3 ; vemos 
que ,el grupo S3[S21 s'e puede representar tal11bién como grupo 
de translorma"Ciones de coordenadas del tipo: 

en donde ( 8(;1) 
a~'Y es una pefl11utación cualquiera y 81

2 ~ 8 2
2 = 

=83
2 = 1. 
De un modo general, todas las transformaciones en m va­

riables: 

(r= 1, 2, ... , m), 

siendo (1 2 ... m ). una penllutación cualquiera ;en In cifras y 
al a 2 ... am 

Br2 = 1 (r = 1, 2, ... , m), forman un grupo del orden 2m • mI, 
el grupo «hiperoctaedral», que se puede interpretar C01110 corona 
Sm[S21 (véaseSpecht, Lit. 10). Eli este caso, las 2m variables 
de permutar son los puntos del espacio de m dimensiones los 
que tienen todas sus coordenadas iguales a cero, con excepción 
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<;le una que es ig~al a 1 o a - 1; las componentes de las 
'permutaciones ele dichos puntos respecto de Sm son las perl1llÍ­
taciones ele los m ejes de coordenadas sin tomar en cuenta su 
sentido positivo o negativo. 

Las permutaciones ele la corona -Sm[S2J se pueden tmTI­
bién caracterizar como las permutaciones el~ las variables 
Xl' X 2, ... , X2m, que dejan invariante el polinon1Ío: 

o et otro (( dual» al prÍlnero) (*) : 

En el caso' particular . de m = 2 obt,enemos un grupp 
S2[S2J del orden 8, que ,es isomorfo al grupo diédrico del 
mismo orden (= grupo de movimientos de un cuadrado en el 
espacio ). 

c) Las coronas Sm[S2J que acabamos de considerar repre­
sentan sólo un caso particular (n = 2) de las coronas Sm[SnJ 
del orden 'mI (nI )m. Evidentem,ente, Sm[SnJ se puede obtener 
como grupo de las perlTIutaciones de mn' variables Xv x2' ••• 

xmn que no aheranel valor del polinomio: 

(Xl +X2 +X3 + ... + Xn) (Xn+1 + Xn+2 + ... +X2n) 

(X2n-l-1 + ... + X3n). ... . (X(m-t)n+l + ... + Xmn) 

o del otro (( dual» al primero): 

En otras palabras, se trata de todas las permutaciones qué per­
mutan entre sí' las filas horizontal,es del e~quema: 

(*) Hay aquí un principio de dualidad análogo al que rige, en la lógica 
formalística, para las operaciones "9"" y "v". 
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(III.) , 

de cualquier manera, pernlutando, además, las variables de 
c'ada fila de todos los nl0dos posibles. Por eso, Specht llama 
Sm[Sn] el grupo imprimitivo cOlIlpleto· del tipo (ln~ n). 

d) El grupo «hiperoctaedral» Sm [S2] se puede considerar 
también como caso particular de la corona Sm[ Gn ] del orden 
m! nm, designando por Gn el grupo cíclico del orden n. Sm[GnJ 
se puede caracterizar, en el grupo simétrico Smn' (que com­
pr,ende todas las permutaciones de las cifras 1,2,3, ... mrn-1, 
mn), comO el subgrupo de las permutaciones conmutabl'es con 
un producto de ni, ciclos de a n cifras, por lej'emplo con: 

(1,2,3, .... m) (n+1, n+2, n+3, ... , 2n) 

(2n + 1, 2n + 2, ... , 3n). ... . (( 1'n - 1) ,n + 1, ... , mn). 

Consideremos todavía el caso particular de que n + 1 = P 
. sea un nÚlnero primo. En 'este caso, Sm[Gn ] =Sm[Gp_ 1] se pue­
de interpr,etar también como el grupo de ciertos automorfismos 
de un grupo abeliano del orden pm que es el producto directo de In 

grupos cíclicos del orden p. Sean av ,a2 , ••• , am m elementos 
del orden p q-q.e :engendran dicho grupo abeliano (o, en otras 
palabras, que forman una base del grupo aheliano). Entre todos 
los automorfismos del grupo abeliano, habrá ciertos que permu­
tan cada elem'ento a ¡..t. (/J- = 1, 2, ... , m) en un elemento Ur 
o ,en una potencia al de un ¡elemento ar (r =i= /J- o r = /J-). Evi­
dent,em,ente, ,estos automorfismos forman urifcl corona Sm[Gp- 1]? 
del orden m/( p - 1 )m, y tratándose de un subgrupo del grupo 
de todos los automorfismos· del grupo aheliano considerado? 
resulta que ln/(p-1)m debe ser un divisor del orden de este 
último grupo, es decir de 

(pm _ 1) (pm _ p) ( pm _ p2). ... . (pm _ pm-l ) 

= pI+2+3 ... +m-I.(p-1)(p2_1)(p3_1).~ ... (pm-l-1)(pm.-1) 
mfm-l' 

= P-2 -. (p -1)m. (1 + p) (1 + p+ p2) 

(1 + p + p2 + p3) . .... (1 p+ p2+ ... + pm-l) 
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Simplificando aún por 'el factor común (p - 1 )m, obtenemos 
así un teorema de la teoría de los números: 

Par,a cada ,número entero positivo In y cada número primo 
p el producto 

m(m-t) ~ 
p,-2-. (1 + p) (1+ p,+ p2) 

(1 + p + p2 + p3) . .... (1 + p + p2 + p3 + . . . pm-l) 

es ¡divisible por In! 

Cabe observar que este teorlema resulta también como con­
secuencia imnediata de la siguiente fórmula demostrada por I. 
Schur (Lit. 9): Con las notaciones abreviadas 

s¡.t =1+x+x2+ ... xfL, 

y 

l
m]= (xm_l)(xm-l 1)(xm-2 -1) ..... (xm-¡.t+l-1) 

¡.t. (x - 1) (X2 - 1) (x3 - 1). ... . (X~L - 1) 

para 0< fJ- ::s; m es 

m-l 
x

nl

(/;-l
J
• Si S2S3' .... Sm-l =,m!. L. (-1)¡.t [; ].xf.t(/~-1) (Sm:;:-l) 

¡.t=o 

Esta fórnlula ,enseña que para cualquier núm.ero entero,x (y no 
sólo un número priIno p) el producto 

m(m-l) m(m-l) 

X-2-. Si S2S3' .... Sm-l =X-2-. (1 +x) (1 x +x2) 

(1-!--x+x2 +x3) . .... (1 +x+ x2 ... +xm-l) 

es divisible por mI 
,e) Un subgrupo del grupo SmtCnJ 'es la corona CmtCn] 

del orden ,m nffi (siendo, . por supuesto, Cm 'el grupo cíclico del 
orden m). Para CmtCn] se puede dar la siguiente interpretación 
« cinenlática» (variando lig'eram,ent'e un 'ejmnplo indicado por 
Pólya) : 



-13 -

Cada uno de los m vértices de un polígono regular que 
pueda girar ,en su plano alrededor de su centro, sea reemplazado 
por una circunferencia del pequeño radio r~ situada en el mismo 
plano y que pueda girar alr,ededor ele su centro. Sobre cada 
circunf,erencia márquense todavía n puntos equidistantes. (Una 
ilustración del caso: m~5, n=!¡., se encuentra 'en la Fig. 2). 
Fijando cierta posición prÍ1ni~iva del polígono y de las «rue­
das» , consideramos ahora todos los movimientos planos de 
ellos que conduzcan a una posición que difiera de la primitiva 
sólo por una permutación de los m n puntos marcados sobre 
las ,n circunferencias (( ruedas» ). Dichas permutaciones for­
man un grupo isomorfo a Cm! Cn}, considerando como variables 
de permutar los 7n ,n puntos marcados; más exactam1ente dicho: 
los de una circunf'erencia forman siempre las variables de una 
fila del 'esquema (111.) .. 

Fig. 2 

En lugar de las permutaciones de las m n variables, po­
demos considerar también las sustituciones monomiales en m 
variables Zv Z2' ••• , Zm que corr,espondan a las m ruedas, dis­
tingui,endo los n puntos de una rueda sólo por factores 1, 8, 

8 2, ... , 8n'-1, en donde 8 'es una primitiva raíz n-ésima de la 
unidad. 

Así, . el grupo Cm!Cn} se podría 'engendrar por las dos 
sustituciones monomial'es: 

(
Zl Z2 Zg • •• zm_; Zm) 
Z2 Zg Z4 ••• Zm Zl 
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y 

f) De un modo más general, cada corona del tipo P r[C11] 

se pu:ede ,escribir como el grupo de sustituciones monomiales 
en l' variables que se obtiene cuando a cada permutación de Pl'~ 
,escrita ,en l' variables Zv Z2'" ••• , Zr: 

haoemos corresponder las nI' sustituciones monomiales: 

'con sp 11 = 1 (p = 1, 2, ... 1'). 
Recíprocamm1te, cada grupo de sustituciones nlonomiales 

,en l' variables, cuyos « factor,es» s p son raíces n-ésiluas de la 
unidad, es un subgrupo de la corona Sr[Cn) del ordel} 1'lnr (*). 

§ 4. La ley de lnultiplicación en P r[HJ. 

Volvmuos ahora al caso general de una corona cualquiera 
Pr[H}, fornlada con dos grupos depenuutaciones PI' y H, 
respectivam'ente 'en l' y s variables, y pr,eguntamos: ¿ cuál es el­
producto de dos pernlutaciones de PI' [H}, por ejenlplo el pro­
,ducto 

:siendo h~p) Y k~p) dosp:enuutaciones de H(p) (**) (p=1,2, ... ,1') 

(*) Para los que conocen la teoría de' los "graphs", añado que la corona 
Sr[H J se puede intel'pretar como el grupo de automorfismos del "grapli" 
formado por l' "ejemplares" de r ,cuando H es el grupo de automorfismos de 
un "graph conexo" r. En una publicación anterior (Lit. 2), he demostrado 
que púa cada grupo abshacto H existe una infinidad de estos "graphs" que 
tengan un grupo de automorfismos isomorfos a H. 

(**) Que cOl'l'espondan a las permutaciones hp y 7!ip ele H en vi1'tud del iso-

morfismo H(P) ~ H, 



-15 -

y p(o) y q(O) las permutaciones de las variables x~p) que resul­

tan cuando aplicalllos dos permutaciones p y q de P r a las r 
filas horizonta}es del esquema (l.)? (En otras palabras, quere-' 
mos determinar ,el producto de las permutaciones con las com:... 
ponentes pCo), h/1), h2(2), ••• , h/r) y qCo), k/1),k2(2), ••• , k/r)). 

, Supongamos que q sea la permutación' que transforllla la 
cifra p en ~P (p=1, 2, ... , r): 

.(IV.) 

En este caso, q(O) será la misma permutación, pero aplicada a 
las r filas del esqUeIlla(I.), y por consiguiente, transformará 
x~p) en x~~p) (p = 1, 2, ... , r; () = 1, 2, ... , s). 

En priIner lugar deterIllinaciones la ,.perIllutación (q(O)--'l 

h1 (1) q(O), 'es decir la trál~sformada de la permutación h/1) , 

por la perlllutación qCO). h1Cl) permuta sólo las variables x~1) 
de la primera fila de (l.); pero, a raíz de la permutaciónpre-, 
cedente (q(O) )-1 se lencuentran allí las' variabl,es que pertene­
cíal1' primitivamente a la fila ~1; Y por la sucesiva aplicación 
de qCO), dichas variabl'es vuelv,e.n a ocupar la fila ~v después 
de haber sufrido la permutación h1 (1) en la primiera fila.' En­
tonces, el ·efecto de la/permutación (q(O)~l h1(1) qCO) será el '::§i­
guiente: las variabl'es Xl (~1), X/~l), ••• , Xs (~l)de la fila ~1 son 
permutadas entre sí, como si hubiéranlos aplicado· a ellas la 
permutación h/~l) (es decir la perIllutación que corresponde a 
la permutación h1 de H, en virtud del iSOlllorfismo H(~l)C'oJ H); 
las variables de todas las' otras filas no sufr,en ning~na permu-
tacióIi. Así velllOS que es: ' 

De lllanera análoga siguen las r,elaciones 

(q (O) )~1 h(p) q(O) = h(~p) 
~ p . p , 

y lllultiplicando todas ,éstas, para p = 1, 2, ... , r, obtenemos 
el r:esultado 
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Introduciendo todavía la permutaCión q-l, inversa a la 
(IV.) : 

(IV'.) q-l = (1 2 3 ... r) 
Yl Y2 Ys ... YII ' 

obtenemos la siguiente fórmula j para la transformación de 
h1 (1) h 2(2) ••••• hr(~) con q(O): 

Esta fórmula permite ahora el cálculo del producto de 
dos permutaciones 

y 

u v = p(O) h 1 (1) h 2(2) ~ ., •• : h/r) q(O) k 1 (1) k 2(2) ' .••.• k/r ) 

= p(O) q(O), (q(O) )-1 . (hl (1)h2(2). , .. • h/r») . q(O).k1 (1)k2(2) . .. , .k/r) 

= p(O) q(O) . h Y1 (1) hY2 (2). ... . hyr. (r), k 1 (1) k 2(2). ... . k/r) 

-:- p(O) q(O) , hy/l) k 1(1). hy/2) ki2) , .... hy,..(r) kr(r). 

Observando que es 

p(O) q(O) = (pq)C0) 

y escribiendo más. brevemente (hyp k p ) (p) para la permuta­
ción h~) k ~P)· de H(p) que oorr,esponde a la' hyp !cp de H 
(en virtud del isomorfismo H(p) ro..; H):, sigue la ley de multi­
pliCtución en P r[H] : 

. (VI.). (p(O) h 1 (1) h 2(2). .,. . h/r») (q(O) k 1 (1) k 2(2). '" . k/r ») = 

(p q)C0) (hYl k1)Cl) (h y2 k2Y2) . .... (hyrkr)Cr). 

Esta fórmula :ens1eña que len la multiplicación de dos per­
mutaciones de P r[H}, las componentes respecto de P r se m.ul-
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tiplican, pero no las otras componentes, sino que la cmnpo­
nente del producto ~especto de H(p) , ¡es igual a (hyp k p ) (p), es 
decir a la perITIutación corr,espond~ente al producto de hyp 

(y no de hp ) por k p , en donde ,,(pes la cifra en que la per­
mutación q-l perlTIuta la cifra p (*). 

§ 5. Observaciones g,~rl;erales sobre coronas. 

a) La fórn1ula (VI.) aplicada al caso 

permite comprobar la exactitud de un teor'ema que ha sido 
establ,ecido por Specht: 

I4as permutaciones ,de P r [HJ cuya compone,nte respecto de 
P r es iglJ¡al a ~a identidad (o en otras palabr,as, las permutacio:­
nes que· per,mut,an sólo lentr.e sí las variables de la primera fila, 
las de la s,egun'da fila, etc., sin que haya una permutación de 
las filas del esgu;emJa (l.) entre sí) forman u:n subgrupo'inva­
riante Er[H] 'de P r[H], del orden 'lf, e isomorfo al producto 
directo H(1) X H(2) X ... X H(r). 

Además ,rige el isomorfismo 

y por 'eso podemos enunciar 'el sig~iente teorlema más general: 
Si Pr posee un subgrllpo P'r, del orden n' y del índice 

:'" también P r[H] posee un subgrupo P' r[H] 'del mismo índice 

:' (o del orden n'. 11r ). Si P' r es un subgrllpo invariante de 

P p tam,bién la corona P' r[H] es un subgrupo invariante de la 
corona P r[HJ. 

(*) Ahí está la diferencia entre la corona Pr[H] y el producto directo 

P r XHWXH(2)X ... xH(r); 

pues. en el caso de un producto directo, se multiplicarían 110 sólo las componen­
tes respecto de Pr , sino también las Qtras. 
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Ejemplo: ' El grupo simétrico Sm posee 'en .el grupo alter­
nado Am un subgrupo invariante del índice 2; por eso, también 
la corona Sm[Snj (considerada en § 3, c) pose'e un subgrupo 
invariante del índice 2 len Am[SnJ. Est«~ últin10 grupO' se puede 
caracterizar como el conjunto de las perInutaciones de Xv X2, 

... , xmn' que dejan invariante el polin01n.io 

( Xl X 2 ••• Xn - Xn+l Xn+2 · •... X2n) 

(Xl X2' .... Xn - X2n+l X2n+2 · •.•. X3n) . 

(X(m-2)n+t X(m-2)n+2' ... . X(m-t)n - X(m-t)n+t X(m-t)n+2' ... . Xmn). 

b) Hasta ahora hen10s considerado las coronas P r[ H j con10 
grupos de pern1utaciones, por ejelnplo de las variables del 
esquema (l.); pero, ahora la fórmula (VI.) nos d~ también la 
posibilidad de cOlnparar dif'erent-es coronas y, ev.entualn1ente, 
constatar su isomorfismo como grupos abstractos. 

Por ejmnpl6, si conocmnos un grupo de pe~lnutaciones H' 
en 's' variables que sea iSOlnorfo al grupo de perInutaciones H 
en s variabl'es (pero s' -::-/= s), poden10s formar, con un grupo de 
perlnutaciones P r en r variables, las coronas Pr[Hj y Pr[H'j, 
que serán diferlentes C01no grupos ele' pern~utaciones (lo serán ya 
en virtud del distinto nÚlnero de variables de permutar que es 

'respectivmnente igual a 1's y rs'). Pero la fórmula (VI.) , en 

que no 'entra por' nada la cuestión, si las c0111ponentes h~) 
y k~) sean perI11utaciones el1 s o s' ~ariables, enseña que hay 
iS01norfisl110, entre Pr[H} yPr[H'j, considerando las dos co­
ronas' como grupos abstractos: 

, , 
P r[H} ('-J Pr[H'], cuando Ii ('-J Ii'. 

, EJemplo: ' Designmnos por RiSa) la representación del gru­
po Ss 'por perl11utaciones «regularles »en 6 variables (*); ~aco­
ron a S2[R/Sa)} será un grupo de permutaciones del oiden 72 

(*) Quiere decir que representamos dos elementos (de órdenes 2 y 3 respec~­
tivamente) que engendran el grupo abstracto 8 3, por las siguientes permutacio-
nes en 6 cifras: 

respecti vamen te 
(
123456) (123456) 
465132 231564 
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en 12 variables, pero,' como grupo abstracto, isomorfo a la 
corona 82[83J, grupo de permutaciones en 6 variables. 

c) En caIubio, si r t y 11 (= orden de H) > 1, no hay' 
nunca isomorfislno entre las coronas P r[H] y Qt[H], aunque P r 
y Qt sean :dos grupos de permutaciones (respectivmnente en r 
y t variables) isomorfos entre sí. 

De,¡nostración: N? puede haher isomorfismo, porque el 
orden de Qt[H J, TI 11t~ HS distinto del orden de Pl'[H}, TI 11" (por 
ser r -=/= t Y 11 > 1). 

Ejemplo: RiS3)[82J del orden 6.26 =384 no es isomor~ 
fo a 83[82J, grupo del orden 6.23 = 48. 

d) El teorema que acabamos de den10strar enseña que el 
conoepto de corona no :es un concepto de la teoría abstracta de 
grupos, como lo sería, por leJemplo, el de productO' directo 
{siendo> 

GXH f'.J G' X H', 
-cuando 

G f'.J G' Y H f'.J H'). 

Así, con dos. grupos abstractos G y H se pueden formar 
dif,ert8llÍ'es (y no isomorfas) coronas: G"l [H J, Grj! [H J, 
Gr3 [H J, ... , tQmando varias repr'esentaciones del luisn10 gru­
po abstracto G por perluutaciones (distintas por el núm,ero 
de las variables de permutar) (**). Si se deseara conseguir que 
hubies'e solaluente una corolia G[H} para dos grupos abs­
tractos Gy H~ sería m-enester elegir una representación de G· 
po.r per111utaciones, entre todas posibles; t0111anclo, por ejmuplo, 
la r;epr,eSle11tación de G por permutaciones regulal"ieS, llegaría-
1110S (COlUO ya observé en 'el - § 1), al « producto» G +t H de 
Scholz (Lit. 8). D,e lo' contrario, !el concepto de corona ~s 
sólo un concepto « s'mui-abstracto », perteneciendo por la mitad 
al calupo de los grupos de penuutaciones. Según 111Í opinión, en 
leso hay que ver una ventaja; pues, dé esta luanera dos repre-

C'*) Naturalmente, se podrían formar también coronas del tipo H Si [G], 
H S2 [G], ... Cabe observar qu~ para 'coronas no vale una "ley conmutativa" 
(como para productos directos: G X H~H X G ); por lo general,las dos co­

Tonas Gr [Hs ] y H s [Gr ] serán grupos distintos (y no isomorfos). 
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sentaciones Gr1 y Gr2 del' mismo g'rupo abstracto G· por 
permutaciones conducen, por lo g.eneral, a dos coronas Gr1 [H J 
y Gr2 [H] diferentes (es decir no iSOlnorfas entre sí). 

,e) Sin mnbargo, se obtienen casos int-eresantes de coronas 
sólo cuando -estas últimas resultan ser grupos transitivos de 
permutaciones. A leste respecto~ se podría fácilm'ente demos­
trar el siguiente t'eorelna: 

Para que el grupo de permutaciones Pr[H] sea transitiV'o. 
en sus rs variables es necesario y suficiente que los dos 
grupos de permutacio7ws P r Y H sean transitivos en sus r 
(resp. s) variables. 

f) Está claro que el, grupo d\~ pernlutaciones Pr[H] es 
si,empve ÍlnprÍlnitivo; los calnpos de imprimitividad son for­
mados por las filas horizontales del esquema (l.). 

§ 6. Subgrupos P r[H; J] .de una corona. 

Pasalnos ahora a la consideración de ciertos s?bgrupos 
interesantes de una corona ·Pr[H). 

Ya ,en § 5 a) ,hemos c<;>nocido los subgrupos P,.' [H ], que 
corresponden unÍvOCaluente a los subgrupos P,.' de PI" 

Otros subgrupos de Pr[H ]se obti,enenadmitiendo, _ para 
las componentes rlespecto de H(l), H(2), ... , H(rj, sólo lpermu­
taciones que (en los. isomorfismos H(p) ('-.J H) corresponden a 
un subgrupo H' de ,H (*). 

Combinando los dos métodos indicados para la fornlación de 
subgrupos, ·obt'endr·emos coronas del tipo P'r[H'] como sub­
grupos de Pr[H] (con P,.' subgrupo de PI' y H' subgrupo 
de H). 

P,ero, así COlno en el caso de un producto dir-ecto, los sub­
grupos más interesantes son! los que no son más productos di­
r,ectos (**), también Zas coronas poseen cier'ta clase más inte­
resa,nte de subgrupo.s que (por lo general) no son má~ coronas 
(y que están ,en cierta analogía a los « próductos subdirectos» 
estudiados por Remaken ,el caso de productos dir,ectos (**). 

(*) Tomando para H' el subgrupo E del orden 1, obtendremos P r [E], 
el subgrupo (del orden 1t) de las permutaciones de P r [H] cuyas componen­
tes - con excepción de la respecto de P r ,son todas iguales a la identidad. 

(**) Véanse a este respecto las publicaciones de R. Remak sobre produc­
tos directos y sus subgrupos (Lit. 5 & 6). 
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Supongamos que Bl grupo H (del orden 11) posea un sub­

grupo invariante J del ord,en e (y del índice ,= : ). Dividi­

mos los elementos de H en , conjuntos de lnód. e elem,entos, 
reuniendo en un conjunto los ,elementos que son entre sí con­
gruentes modo J (*). Eligiendo 'en cada conjunto un repr,e­
sentante hp. (tt = 1, 2, ... ~ ,), obtenemos la siguiente des­
composición de los ellem'e11tos deH' en los , conjuntos: 

(VII.) 

En 'est'e desarrollo, siendo r un subgrupo invariante de H, 
se puede definir una multiplicación de los conjuntos mis­
mos (**) : 

(VIII.) (Jha ). (Jh[3 ) = Jh p(a,[3) 

porque todos los productos de un ,el'eInento cualquiera de 'un 
deterlllinado conjunto Jha con un lelem'ento cualquiera de un 
conjunto Jh[3 perteneoen a un mismo conjunto, cuyo « núme­
ro}) depende sólo de los núm,eros a y ~; 

Ahora construir1elllos ~enPr[H] un subgrupo P,IH;Jj de 
la sigui,elüe nlanera: Si u = q(O) k1 (1) k2(2) ... k"c") 'es una per-
mutación de P,IH j y si a k 1 (1) (la cOlnponente de u respecto 

de H( 1)) corresponde (en virtud del iSOlllorfislno H(l) 1"'-1 H) la 
permutación k1 de H, determinamos el conjunto Jhk en (VII.) 
al que pert:enece dicho eleIüento kL ; u haga parte de P ,,[H ; J j 
sólo si pert1ell'eoen al lnismo conjunto Jhk tmnbién todas las 
otras pernlutaciones k 2 , k 3 , ••• , k/, ele H, que corresponden (en 
virtud de los iSOlnorfismos H(2)I"'-IH, H(3)I"'-IH, •.. , H(")I"'-IH) 

a las perlllutaciones k2(2), l-f3(3), .•. , k/") (que son las com­
ponentes de u r,especto de H(2), H(3), .. ", H(!')). 

En otras palabras, Pl'[H; J] comprénde; por definición, 
sólo las perlnut'aciones de P,IH j cuya,SCol~lponentes respecto 
de H(l), H(2), ... , H(") corr,espon¿léín' él ,ellem,entos kv k 2, ••• , 

k" de H que per.t,enezcan tOdos a un misnw conjunto Jhk (o 
todos a Jhv o todos a Jh2, etc.). 

(*) Dos elementos h y le de H se llaman congruentes mód: J, cuando 
h le -1 (el producto de h por el inverso de le) pertenece al subgrupo invariante J. 

(**) Es la misma que da origen al grupo !i . 
J 
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El nínnero de las perlnutaciones del tipo considerado es 
igual a 

nV'el'=n11 e1'-l=n~ . 
I 'l yr-1 ' 

hay que delnostrar aún que elÍas fOrlnan un grupo. Para eso, 
escribimos la ley de multiplicación (VI.) en Pr[H} en la 
forma 

(VI.') (p(O) k1 (1) k2(2). ... . k/1')) ( q(O) t1 (1) [2(2). ... . [/1')) 

= (pq)(O) (k Y1 (1)(1) (k y? l2)(2) . .... (kyT' l1' )Cr), 

con 

(IV.') q-1 =(1 2 3 '" 1') 
Y1 Y2 Y3 "''(1' 

en donde se tratará, ahóra, de dos permutaciones del tipo parti­
cular que lestamos considerando: para los elem,entos kv k 2, ••• , 

kr de H, que corresponden a las component1es /1.1(1), 

11.2(2), ... , k/r), lexist'e un conjunto Jha a que todos ellos per­
t'eneoen, y hay un conjunto Jhf3 al que pertenecen todos los 
el'em'entos ll' l2' ... , lr de H, que corr1esponden a las compo-
nentes ll(l), l2(2), ... , l,.(1'). La fórmula (VI.') ,ens1eña que el 
producto de nuestras dos permutaciones tiene, respecto de H(l), 
H(2), ... ,H(1'), las componentes (k yl I1)C1),(kY2 l2)(2), ... ,(If:Yr l ,}1'J. 
Los el'em'entos corr.espondientes de H son los productos kYl.l1~ 
k Y2 12, ••• , ky1' lr, y como cada kyp perteneoe al conjunto Jha , 
y cada lp al conjunto Jhf3 , todos esos productos k Y1 lv k Y2 l2' 
... , kYr1r perteneoen a un lnism.o conjunto Jh p(a,f3J' definido 
por (VIII.). Así hemos demostrado que ¡el producto de dos 
permutaciones de P1'[H; J) tiene la misma propiedad que ca­
racteriza P1'[H;J}, o que Pr[H;J} les un grupo: 

Ga'da subgrupo invariante J de H, del índice y = ~, da 

origen a un. subgrupo P r[H; J] 'de la corona Pr[H], que es del 
orden nyer= nyer- 1 y co.mprende la.s permutaciones de P r[H] 
cuy,as compone,ntes respecto de H(l), H(2), ... , H(r) corresponden 
a r é'lenwntos de H que son congruentes entre sí mód. J. 

Efen¡;plo: Si d es un divisor de n, en la corona Cm[Cn} del 
orden 7nnm podemos formar lel subgrupo Cm[Cn; Cd} del orden 
mndm- 1• Por lejemplo, el grupo C5[C4} del orden 5 . 45 = 5120 
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_ (véase Fig.2) posee el subgrupo C5[C4 ; C2] del orden 5 .l¡.. 24= 
320, cuyos 'elementos son rotaciones cualesquiera del pentágono, 
con suoesivas rotaciones de las 5 «ruedas)} con ángulos que, 
simultáneamente para las 5 ruedas, son o un múltiplo par o 
un 111Últiplo ilnpar de 90°. -

Si H pos'B'e v~rios subgrupos invariant,es J~ J', ... ) podemos 
por supuesto, formar varios subgrupos Pr[H;J], Pl'[H;J'], ;etc. 
de Pl'[HJ. Se demuestra fácilment,e que Pr[H;J'] será un 
subgrupo de Pr[H; J], si J' I8S un subgrupo de J. 

Dos casos ,extrel110S s'e pueden pr,esentar para Pl'[H; J]: que 
J les igual al ent'ero grupo H~ y que J = E (=.subgrupo del 
orden 1) compl'1ende sólo la identidad H. Evidentemente es 
Pl'[H; H] =Pl'[H]. Más interesante es el otro caso: Pr[H; E] 
es del orden ít11 y con~prende~ por definición~ las permutaciones 
(le P r [H] que tienen la fOrIna q(o)k(1) k(2) ... k(r), en idonlde las 
componentes k(l), k(2), ... , k(r) respecto :de H(l), H(2),. ... , H(r) 

cOl'respon'den todos a un ,nismoelemento k de H. 
,Formando ,el producto de dos perll1utaciones de dicho sub­

grupo Pl'[H;E], la ley de multiplicación (VI.') 'enseña que 
en !est'e caso particular (kl = k2 = .-.. = kr = k; II = 12=.' .. = 
lr = 1), se multiplican no sólo las componentes respecto de P~, 
sino también las respecto de H(l), H(2), ... , H(r): 

(p(O) k~l) k(2). ... . k(r)) . (q(O)[(l) l(2). ... . l(r)) = 

(pq)(O) (kl )(1) (kl )(2) ..... (kllr). 

Además enseña 'esta fórmula (o también la fórmula . (V. ) 
del § 4) que los elemlentos q( o) del subgrupo P r [E] son conmu­
tabl,es con losel,ementos del tipo k(1)k(2) . .... Mr) (los que tienen 
la componente respecto de P r igual a la identidad y las otras 
corr,espondient'es ~ un mismo ,elemento de H). Como estos ele­
méntos forman un subgrupo del orden 11, isomorfo a H, el 
subgrupo Pl'[H;E] ,es isomorfo al producto directo de Pl'[E] 
(o Pr)Y H: 

(IX.) Pr[H;E]rvPrXH. 

Ejemplo: En 8 3 [82] - que ,es, según § 3, a), el grupo am­
plificado del octaledro ~ :el subgrupo 8 3 [82 ; E] será isomorfo 
al producto dir,ecto 8 3 X 8 2, En la Fig. 1, este subgrupo es el 
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que deja invariante la recta que une el oentro. del triángulo 
ABe con el del triángulo DEF. 

Tomando Pr=S2 (con r=2, n=2), H=SI¡" (con rt=nl) 
n' y J = An (el grupo. alt~ernado, con e = i y 1= 2), C01110 sub~ 

grupo P r [H ; J J de la corona P r [H J obt'enemos el subgrupo 
82 [SIra; AnJ de S2 [SnJ, que se puede caract,erizar co.mo el con­
junto de "'las perI11utaciones en 2n variables Xv X 2, ••• , X2n que 
dejan invariant'e lel polinomio: 

II (Xlc ~ XA ). II (x n+k - xn+A) . ( 1 < lf < A. < n) 
k<A lc<A 

Este grupo S2 [8,,,,,; AnJ ofr'eoe un interés particular por tener 
el mismo.. orden (nl)2 C0111o. un producto directo. de dos grupos 
simétricos en n ..yariabl'es. Por leso se podría cre,er que S2 [Sn; AnJ 
fuera iS0111orfo a un producto directo del tipo T X U con 
T f"',J U f"',J Sn. Pero, con10 delllostrar:el11os en ,este párrafo, hay 
isomorfismo sólo para n = 2 Y n = 3; ya para, n = 4, el grupo 
S2 [Sn; An] no es isomorfo a Sn X Sn' sino de distinta estruc-
tura. I 

En 'el caso de n = 2, siendo. A2 = E del orden 1, se trata 
del grupo S2 [S2; E J que, en virtud de la fórmula (IX.) del § 

6, ,es iS0111,o.rfo al producto directo S2 X 82 • 

Para de1110strar también el isomorfismo: 

(X.) 

conviene considerar los dos grupos como subgrupos de S6' deno­
tando. las variabl'es de permutar brev!emente por las cifras de 
1 a 6; bastará ,indicar un automorfismo A del grupo 8 6 q:ue 
tenga la sigutente propiedad: A. deja invariante la perlllutación 

a~(l, 2) (4, 5), / 

pero transforma 

b=(l, 5, 2, 6; 3, 4)=(1,4)(2,5)(3,6). (4,5,6) 

en 

e = (2, 3) (4,5,6) 
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y, por consiguient'e, transforma el subgrupo S2 [S3; Ag1, engen­
drado por a y b, en el sub grupo S3 X Sg, ;engendrado por ay 
c. Como dos subgrupos que son transformables por un auto- ' 
morfi~mo" so'n isomorfos entre sÍ, con la indicación del auto­
morfismo A habr,emos demostrado la fórmula (X. ). 

Pues bien, 'un automorfismo A de S6 que tiene las pro­
pi'edades indicadas ,es el que transforma las permutaciones (*) : 

b=(1, 5, 2,6,3,4) 

Y id=(1,5) 

en 

b' = (2,3) (4,5,6) = e 

y d'=(1,3) (2,6) (4,5);' 

con leso (**) queda demostrada la fórmula (X,)" 
Pasando ,al próximo caso: n 1 4, demostraremos que 

S2 [S4; A41 no les isomorfo al producto directo S4 X S4' aunque 
el orden de los dos grupos sea el mismo: (111)2 = 576. D,enota­
remos las variables de S2 [S4.; A41 por' las cifras de 1 a 8; 
las permutaciones ,de S2 [S4; A'41 tendrán lentonces la forma 
p(O) k1 (1) k2(2) , len donde k1 (1) Y k2(2) son, r,espectivamente, per­
mutaciones de 1, 2, 3, 4 Y 5, 6, 7, 8, ambas pares o ambas 
impares; p(O) te), o la identidad o la permutación (1,5) (2,6) 
(3,7) (4,8). 

¿ Cuántas permutaciones de S2 [S4; A41 tienen el orden 3? 
Como las componentes de las permutaciones de S2 [S41 respecto 
de PI' = 82 se multiplican en la multiplicación - véase la fór­
mula (VI.) - para un elem'ento de S2 [S4; A41 que tenga el 
orden 3, la componente respecto de Pr = S2 no puede tener el 
orden 2 y por eso, debe ser la identidad. Así vemos que los 
elemlentos del orden 3 son: 

,(*) las que engendran ya todo el grupo simétrico 8 6, de modo que A es, 
,completamente definido por la· indicación de las permutaciones b' y d' que co­
rresponden a b y d. 

(**) Siendo e = b' por' definición, basta demostrar que A deja invarian­
te l~ permutación a = (1, 2) (4, 5), lo que se puede averiguar por cálculo di­
recto del elemento ('Q'-1 d'b')-1 d' (b'-1 d'b'). (b'd'b'-1)-t d' 
(b' d' b'-1) que corresponde (en ,virtud del automorfismo A) a 

a = (b-1 d b)-1 d (b-1. d b) '. (b d b-t )-1 d (b d b-1) • 



- 26-

los 8 ciclos elel orden 3 en las prüneras 4 variables: (1, 2, 3), 
(1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4),(1,4,3), (2,3,4),(2,4,3); 
los en las otras 4 variabl'es: (5,6,7), (5,7,6), (5,6,8), (5,8,6), 
(5,7,8), (5,8,7), (6,7,8), (6,8,7); 
Y además, los 64 productos de uno ele los prinleros 8 ciclos 
con uno de los segundos 8 ciclos; no hay otros elementos del 
OlHen 3 en 82 [84 ; A4]. 

Todos ,estos son taInbién los 'elelnentos del orden 3 en el 
grupo S4 X S4' fOfInado por los productos de peflnutaciones 
cual'esqui'era ,en las cifras 1, 2, 3, 4 con pernlutaciones cuales­
qui'era ele 5, 6, 7, 8. 

¿ Cónlo se distribuyen estos 80 el.elllentos del orden 3 en 
clas'es ele elmnentos conjugados (*), sea en S2 [S4; A4}' sea en 
S4 X S4? En S4 X S4 t'8lreInos 3 clases deeleIllJentos conjugados: 
una forlnada por los 8 ciclos: (1,2,3), (1,3,29, (1,3,4), etc. 
otra fOfInada por los 8 ciclos: (5,6,7), (5,7,6), (5,7,8), etc. 
y una tercera fOfInada por los 6lJ productos: (1,2,3) (5,6,7), 
(1,2,3)(5,7,6), (1,3,2)(5,6,7) etc. 

P,ero, en 82 [84 ; A4J los r6 ciclos del orden 3 forn~an una 
única clase ele. 'elelnentos conjugados; por ej lenlplo es: 

(1,2,4)=[(3,4)(5,6)}-1.(1,2,3). [(3,4)(5,6)] o (5,6,7)= 
[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)}-1.(1,2,3).[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)}, 
endonele (3,4) (5, 6) Y (1,5) (2, 6) (3,7) (4, 8) son pefInuta­

ciones ele S2 [S4; A4}. 

Así venlOS que 'en S2[S4; A4]existe una clase 'c~m 16 ele­
lnentos conjugados del orden 3, hecho que no se pr1es'enta >811 el 
grupo S4 X.s4 , ~an donde las clases fornladas por el,eInentos ¡ele 
ordeli 3, tienen o 8 o 64 eleIllentos. Por eso, los dos grupos 
Üell'en una 'estructura diferente y no puede haber iSOlnorfislno 
e.ntre ellos. 

D,e un Inodo Inás general, se puede denlostrar que para 
ningún valor de n > 4 hay isomorfisn~o entre 82 [80¡; AnJ y 

8n X 8n ; pues, 'en 82 [Sn; An} todos los 4 (;) ciclos del orelen -

3 forman una única clase ele elmnentos conjugados, mientras en 

(*) Dos elementos ~& y v de un grupo se llaman conjugados. si en el mismo 
grupo hay un elemento z tal que z,-l ~¿z = v. 
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Sen X Sn no hay, entre los elelnentos del orden 3, nInguna clase 

con lt (~) 'elelnentos conjugados. 

§' 8. Las permutacioTlJes que no alteran el valor de un deter­
n~i,nante~ 

Sea 

el det:erl11inante fOrl11ado con n2 variables independientes a1V 

012' ... , am1" ¿A cuál,es permutaciones se pueden someter las 
variables .ah"- sin' aherar el valor del polinOl11io Dn (a 11' a12 , 

.... , ann)? 
Paran = 2, por ,ej:emplo, V'81110S que las lt pernlutaciones: 

y no hay 111ás ques estas lt perl11utacíones con la propiedad bus­
cada; ,eIlas fornlan un grupo ab:~liano, producto directo de dos 
grupos cíclicos del orden 2. 

Tal11bién para n> 2; las perl11utaciones de las n2 variables 
a leA que ,cl~jan invariant,e el cleterl11inante Dn (aH' ia12, ... , ílnn), 
evidelÜ81nelÜe fOrl1lan un grupo; elel11ostrarel1l0S que este gru­
po 'es, del orden (n1)2 e iS0l1l0rfo al grupo S2 [Sn:' Anl conside­
rado ,mlel § 7. 

Demostración: Cuando dos variabl'es aa¡3 y ayb no perte­
neoen i ~ una l1lisl11a fila (3ienc1o a 'Y) ni a una l11isl1la colum­
na (siendo, adenlás, ~ ()) ele 1 deternlinante, en el desarroUp 
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del determinante en una suma (y r,esta) de nI productos, -exis­
te por lo mlenos un producto que conlprenda los dos factores a aj3 

y ayb ;en cambio, cuando es a = 'Y O ~ = b, ningluno de dichos 
nI productos les divisibl1e' por lel producto aaj3 ayb. Una .pernluta­
ción p de las variabl1es akJ... que no altera el valor de su deter­
nlinant'e, puede permutar esos nI productQs sólo entr,e sÍ, y por 
consiguiente, la propiedad de dos variables de pertenecer a una 
misma línea (*) er invariantefrlente a la permutación p, o en otras, 
palabras, cuando dos variabl'es pertenecen a una misma fila o 
columna, también después del haber sometido a la permutación 
p, se encontrarán en una misma fila o columna. 

Este razonamiento se puede fácilm,ente extender a 3, 4, 
... , n variablles de una línea (fila o columna), demostrando que 
variables de una misma línea quedan variables de una línea (de 
la misma u otra). En otras palabras, una permutación p de las 
variables ak). que no altera su determinante D!n, (a\l' a12' ... , annl), 
pr;odp,ce u:11Ja permutación de las 2n líneas del detenninante 
entre ,sí, y ,más exactamente, una permutación (<<imprilnitiva») 
o de las filas entre sí y de las columnas entre sí, o bien cam­
biánidosle,las filas por columnas y éstas por, aquéllas. 

Aun "más, como cada elemento de un determinante está 
caracterizado . unÍvocam1ente por el número d~ su fila y el de 
su columna, bastará indicar la· descrita permutación de las. 
líneas :,(filas y columnas) producida por p, para caracterizar 
compl,etament,e la permutación p misma. Así v,emos que el' 
grupo de las permutaciones de las variables' akJ... que deja inva­
riante su determinante, es isomorfo a un subgrupo del gruPQ 
de todas las permutaciones de las filas entre sí y de las colum­
nas ,'entre sí o de los cambios de filas por columnas y recípro­
cam'ente. Este grupb es una- corona S2 [S¡iJ, consi¡derando las 
filas y las columnas del determinante como las 2n variabl~s 
de ,permutar. 

Nuestro grupo :es un subgrupo de este grupo $2 [SnJ (y 
no ya 'el grupo :entero); pues, no todas las permutaciones des­
critas de filas y columnas dejan invariante el determinante, 
sino ¡que hay unas que caInbian el signo del determinante~ 
dejando invariante sólo el. cuadrado, de Dn (a11, a12 , ••• , ann). , 
Como cada permutación impar de las filas o columnas cambia 

(*) La palabra "línea" designa indistintamente una fila o una columna. 
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el :signo del determinante, para ,evitar un cambio del signo de 
Dh 0all' a12 , ••• , iClnn), o hay que limitarse a permutaciones pares 
de filas y columnas, o hay que combinar una permutadón 
impar, de las filas con una' permutación impar de las columnas, 
y ;en ambos casos se puede hacer preceder un cambio de las 
filas por las columnas y de éstas por aquéllas (sin alterar su 
orden relativo). Pero, 'el conjunto de ,estas permutaciones for­
ma justam,ente ,el subgrupo 8 2 [8n ; AnJ de 8 2 [8:",]. 

En r;esumen: Las permutaciones de las n2 variables ak'A. 

que' no alteran su d,eter.minante 

an1 ••• ~n 

form,a,niun grupo del orden (nI )2, isomorfo a S2 [Sh; A~J (pero, 
par.a n > 4, no, isomorfo a Slrl X Sn)' Las permutaciones que 
de}an invariante el cuadrado 1 D!n (a11, a12 , ..• , ann) ~2, forman 
un grupo del orden 2(nl )2, iso,morfo a la corona S2 [S\I1J. El iso­
morfismo resulta consVderando Zas permutaciones de las filas y 
coZum,nas de Dn ( alV a12, ••. , ann). 

Por fin, se puede observar que las permutaciones de las n 2 

variables aH que dejan invariante no sólo su determinante, 
sino también~¡ 'el producto .a11 a22 a gg ••••• ann de 103 elementos 
de la diagonal principal, forman 181 subgrupo 8 2 [8n ; E J que, es 
(en ,virtud de la fórmula (IX.) del § 6) isomorfo al producto 
dir,ecto !82 X 8n . 
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Al unir los puntos n1ec1ios A', B', C' de los lados del 
triángulo A B C se obtiene el triángulo Ji' B' C' dentro elel 
cual debe estar 1 para que con los seg1nentos x, y, z se pueda 
fOTl11 al' un triángulo, pues solalnente en ese caso se verifica 
que: x<y+z, y<x+z y z<x+y. 

El punto 1 r,epresenta al par de puntos interiores al seg-
11lento ,dado y que lo dividen arbitrarialuente en tres seg111entos 
con los cual'es se puede forn1ar SieI11pre un triángulo. 

2 0. Study representa (en Abh. d. 111ath. phys. K1. d. Kgl. 
sachs. g,es. d. Wiss'ensch. Leipzig r893) cada triángulo por el 
punto de E3 cuyas coordenadas son los tr,es lados' del 111is1110. 

Est'e es el 111étodo seguido por VVolff en el « J ournal für 
die reine und angewandte MatheI]latilu) Band t 53 s. 66. 

30 • Utilizando un interesante teor,eI11a de POl11peiu (1) nos 
prop ouemos representar cada triángulo por un punto del plano 
de la 111a11'era siguiente :i' 

Sea lel triángulo A B C equilátero e 1 un punto cualquiera 
del plano (Fig. 2); si unÜ110S 1 con los vértices del triángulo 
dado obte11'e1110s, 10s tres seg1uentos 1 Ji, 1 B, 1 C con los cuales 
podeI11oS s:Í:8111pr,e fOrl11ar un triángulo. 

Obj'etode lesta nota es el ,estudio de estos 111étodos de re­
pr:esentación y su cOl11paración entre sÍ, aplicando todos ellos 
al, probl'eI11a concr'eto de calcular la probabilidad' de que un 
triángulo del cual se dan arbitrarialuente los tres lados, sea 
acutángulo u obtusángulo (2). 

2. - Problei11a i pr1evio ,es el siguieilte :rO . El1 caela uno 
de los tres 111étodos citados ¿ apareoen todos los triángulos? 
2°. ¿Apal'"ieOe cada uno n1ás de una vez? 

hnnediatalnent'e se observa que en el 111étodo usado por 
Poincaré solalnente se obtienen los triángulos de perímetro 
pr,efijado y cada uno de ellos una sola vez si se tiene en cuenta 
el orden de)os lados, 'O bien seis V1eces si se pr,escinde de él~ tres 
SI ,es isósoeles, una si es equilátero. 

Como cualquier triángulo ,es sel11ejante a alguno de éstos, 
la fan1ilia de todos dIos queda nor111alizada por esta condi-

(l) "Bulletin de Mat. et de Ph. pures et appl. 1935. 
(2) Este problema, para el primer método de representación, se encuentra 

ya resuelto por E. LEMOINE, Q1¿elques q1testions cte probabilités resol1.tes géo-, 
mét1'iq1.¿el11,ent. Bull. Soco Math. France t. 11. 
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clOnde perünetro prefijado, que pern1Íte repr,esentar todos los 
s'elnejmües entre sí por un lnislno punto. 

En~el lnétodo de Study, por el contrario., triángulos sem,e­
jallÍles están representados por puntos de una senlirrecta de. 
origlen O y se logra nonnalización análoga considerando como en 
el n1étodo de Poincaré los triángulos de perÍlnetro a b + c = 1 
los cual'es !están rlepreslentados por la superficie del octaedro 
cuyos s'ellliej,es x, y, z; valen 1 (noTlllalización octaédrica). 

Otro n10do de nonnalización sería éste: sustituir cada 
triángulo por otro triángulo sen1ejante que cumple la condición 
a2 + b2 + c2 = 1, es decir, basta dividir los lados a, b, c, de cual-

q~lier triángulo por Va2+b2+c2 ; claramente se v,e que los puntos 
r,eprles'811tativos forn1an len ,este caso la superficie esférica de 
centro O y radio 1 (norn1alización esférica). 

Tan1bién con este nlétodo se obtiene cada triángulo una 
sola vez si se Hene len cuenta el orden de los lados o bien seis 
veoes si se pr,escinde de él. 

En ~el 111étodo ~lue proponemos, basado en el teor,8111a de 
Pompeiu; se observa desde Iluego que los triángulos nluy peqUe­
ños no ,están r1eprlesentados; (basta obs'8l'var en ef'ecto que en un 
triángulo equilátero leloentro tiene la propiedad de hacer mínima 
la . suma de distancias a los tres vértices. ~n efecto, recordmnos 
que !el punto de F'ermat (o de Steiner) de cualqllÍ<er triángulo, 
esto es, aquel ctiya suma de distancias a los vértices es lnÍ­
nin1a, les !el punto desde 'el cual se yen sus tres lados bajo ángulo 
de 1200 y est'e punto coincide con el ·centro, si el triángulo es 
equilátero. 

No hay, 'en cambio, cota superior para las dünensiones de 
los triángulos definidos con este método, puesto que existen 
puntos en el plano cuyas distancias a los tres vértices del 
triángulo ,equilátero superan a cualquier nlllllero. 

Tanlbién sle ve imuediatamente que cada triángulo tiene en 
la l',epl'leslentación que estuc1ianlos dos selnejantes; en efecto: 

para obtener un punto P que clunpla las condiciones P: = 

PE pe b . 1 el 1 l' ',. 1 f' 'd T=-Y asta construIr c os ,le os ugares g,eometncos ce 1111 os 

por dos de estas igualdades; considerando, por ejelnplo·, la pri­
m,era: rlesl,llta una circunf'erencia cuyo diállletro está situado 
'811 la rlecta A B y sep~ra arlllónicmnente al par A B. Análoga-
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"d d 1 d PB pe 1 . m,ente conSI ,eran o a segun a: T= y resu ta una CIrcun-

ferencia ,cuyo diámetro está situado en B C y separa al par B C. 
Hay, 'por tanto, a lo sunlO dos puntos P l' P 2 intersecciones de 
.aulbas circunferencias, que representan dos triángulos. seme­
jant,es al de lados a,~, "(; si las circunferencias son tangentes, 
los puntos ~on coincidentes; si no ,se cortan, no hay solución. 

~eamos len qué condicioües se v,erifican cada una de estas 
,soluciones. Para ¡ello rlesolvanlos el siguiente problema: 

Dadas tres circunfe-r,encias concéntricas de radios a < ~< "( 
(construir un triánguio ,equilátero cuyos vértices estén en ellas 
(Fig. 3). 

Fíg. 3 

El,egiInos un punto cualquiera en la circunferencia de ra­
dIo "( conlO vértice C; con centro en dicho punto hao.enl0s gi­
rar 600 la circunf,erencia de radio a la cual puede cortar a la 
circun:5er:encia de radio ~. en dos puntos B y B'. Construyendo 
sobr.e B C (o B' C) un triángulo 'equil*tero tenenl0S el trián­
gulo pedido. 

Según s'ea 

es decir, 

habrá r,espectivmnente dos :soluciones distintas, dos coincidentes 
o ninguna, por tanto sielnpre que sea ~ - a. < "(:::.:: ~ + a ,es decir, 
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siempre que los segmentos dados forlnen triángulo, habrá dos 
puntos distintos cuyas distancias a los vértioes de un trián­
gulo ,equilátero son proporcionales a ct p [:3, 1; cuando s'ea 1 = ct+[:3 . 

(pudi'endo ser o no ct = O) es decir, los segnientos dados for­
man un triángulo degenerado, habrá dos soluciones coincidentes . 
y finalmente cuando sea 1> ct + [:3, o se-a, cuando los segInentos 
no forman triángulo no habrá ninguna solución. 

Hemos cOlllProbado que hay dos puntos que repr,esentan, 
triángu·los smllejantes al de lados ct, [:3, 1, pero, ¿eóIllo 'est~n 
situados respecto de la circunfer,encia circunscripta .al triángulo 
equilátero? Consideren10s uno de ellos y su inv,erso respecto de 
la circunf,erencia circunscripta; estos dos puntos defi,nen triá~­
gulos seInejantes, según la conocida propiedad: «Dos puntos 
inv,ersos respecto ~le la circuriferencia circunscripta al triángulo 
equilát'ero definen triángulos sem,ejantes» (1), luego el segundo 
punto buscado debe coincidir con el inverso del primero. 

Por tanto, COlllO todos los puntos interiores a la circunfe­
r,encia tienen sus inversos fuera de ella, los triángulos que 
definen los puntos interiores son sen1ejantes a los que definen 
los lexterior,es. 

I 

En ,este méfodo de Pompeiu cada triángulo propiamente 
dicho y todos sus sem'ejant,es ,est.án representados en el plano 
por seis puntos Y' sus s'eis inversos respecto de la circunf'erencia 

e) Dos puntos inversos respecto de la circunferencia circunscrita al tri­
ángulo equilátero definen triángulos. se­
mejantes (fig. 4). 

Los puntos M y N por el teorema de 
Pompeiu definen triángulos, y tam­
bién dividen armónicamente al diá-

SI----IL-_~--:-4:____fR-'---:~~- metro RO S pues se tiene: 
----~-~-~---;.--M OM. ON = OR 2 

Fig. 4 

luego, la circunferencia de centro O es, 
el lugar de los puntos: 

A 111 AlR BA! CAl - Oteo 
AN RN BN CN-

por tanto, los triángulos definidos por 
dos puntos inversos son semejantes. 

Nota: Si el triángulo ABO no es equilátero pueden los dos inversos no deter­
minar triángulo, pero si uno lo determina, también su inverso, y los triángulos, 
obtenidos son semejantes. . 
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circunscripta al triángulO', nlllUerO' que se reduce a tres SI el 
triángulo dadO' les isósceles y a uno si es equilátero. 

3. Calculmnos. ahora la probabilidad de los triángulos 
acutángulos y obtusángulos ml cada uno de los lnétodos citados. 

10. ivI étodo de P oirwaré. Solan1ente los puntos interiO'res 
al triángulO' cUyO's vértices son los puntos n1edios del triángulo 
equilátm'O' y cuya altura ,es el perín1etro dado, detenninan 
triángulos; lüs puntos de los lados de dicho triángulo - deter­
minan triángulO'sünprO'pios, pues :e11üs tienen un lado igual a la 
~;Ulna de los otros dos. 

Para encüntrar ¡el lugar de los puntos que detenninan 
triángulos' r,ectángulüs, acutángulos y obtusángulos, consider,e-

Fig. 5 

lnos lüs le jes r,ectángulares O A y O e y busquelnos las dis­
tancias de un punto 1 (xy)' a los lados a, b, c (Fig. 5), un 
,cálculo fácil conduoe a este resultado: Los triángulos serán 
acutángulos, rectángulos u obtusángulos según que se verifique: 

[¡i
2 
-'- !!.- 2 --C... ~ ,2 1 2: 

l2 . 312 Y l V"3 y + <: O 

o .sea 
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En forlna análoga prooedenl0s con los otros dos lados y 
encontranlOS' que los puntos que deterIninan triángulos rec­
tángulos se hallan' sobre' una de las ramas de cada' una de las 
tr,es hipérbolas cuyos centros ,están en las alturas corr,espon­
dimües al lado considerado conlO eje de las x, y que pasan 
por los vértioes del triángulo interior al de altura pr,efijad:a; 
los puntos que deterIninan triángulos obtusángulos y acután­
gulos son los interiores y ,exterior,es r,espectivaInente a las 
hipérbolas a¡üeriorles. 

El área del recinto cuyos puntos deterlninan triángulos 
es: 

Para hallar el área del r,ecinto cuyos puntos deterlninan 
triángulos obtusángulos se calcula una integral doble que se 
r,eduoe a la integral sünpl,e ele. una expr,esión irracional cuadrá­
tica y r,esulta fiúahlliente 

Aob 1 (3 ) 
-=-=. - --lg2 =003282 

3 V3 4 . ' 

ü sea 

Finalnlente, el ár'ea del r,ecinto cuyos puntos definen trián­
gulos acutángulos la obtenell1os por dif'erencia' entre las dos 
halladas ,y es: 

A'a~ = V~ (3lg 2 - 2) =0,04588 

Luego, la probabilidad de los triángulos obtusángulos en él 
triángulo parcial les: 

P - 0,09846 _ O 689 ob - 014434 - " ,,"' , 

la·.de los acutángulos: 

0,0/1588 
P ac = 0,14434 = 0,318 
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Si consideramos el triángulo total tenemos: 

9 
Pob= ¡¡ -lg 2=0,17055 

Pac = 3[g 2 - 2 = 0,07945. 

La probabilidad de formar triángulo con los tres seglnentos, 
obtenidos se sabe que es 1/4, si consideranl0s el triángulo total,. 
o bien 1 si consideramos el triángulo central A' B' C' . 

20. Método de Study 

a) N or.n~alizació.n octaédrioa (Fig. 6) . 

A 
x 

F~g. 6 

Con ,est'e método, si desemnos triángulos de lados positivos,. 
debemos considerar la cara a + b + c = 1 del octaedro, yen 
dicha cara los puntos interiolles al triángulo A' B' C' cuyos la­
dos son .l~s intersecciones del plano a + b + c = 1 con, los' 
a+b-c=O, a-b+c=O, -a+b-+c=O, son los únicos. 
que determinan triángulo; los puntos situados en los lados de 
dicho triángulo dan triángulos impropios; los triángulos r,ectán­
gulos ,están determinados por los puntos situados en las inter­
s'ecciol1les del pl~no a + b + c = 1 con los conos c2 = a2 + b2, 

b2 = a2 + c2, a2 = b2 + c2 ; los puntos compr'endidosentre, di-
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9has intersecciones y los lados del triángulo A' B' C' dan 'trián­
gulos obtusángulos y los r'estantes puntos determinan triángulos. 
a·cutángulos. 

Como lel área, de la cara A B e del octaedro es: 

~i V~ ,-
A = --=- = 08660') por ser l = 1/2 lt 2 ' "'-', r , 

y la del triángulo donde se encuentran los puntos que determi­
nan triángulos les un cuarto de la del total, es decir 0,21650, la 
probabilidad de' que ,exista triángulo dentro del triángulo ,ti B G 
es 1/4, y 'en ,el triángulo central es 1 

B 
1 y 

!ig. 7 

Calcul,emos ¡el área de la, superficie cuyos puntos deter­
minan triángulos obtusángulos; para ello hallamos el á~ea 
de la proyección de dicha superfici,e calculando la integral 
corr,espondient,e y obtenenlos: 

Ap = 9/8 - 3lg 2/2 = 0,08526, 

luego lel ár,ea buscada es: 

V3 [' 9 ] _ 0,08526 
Aob=T 71- 3lg 2 - 1/V3 =0,14766: 

r,estando 0,14766 de 0,21650, obt,enemos lel ár,ea del recinto 
cuyos puntos determinan triángulos acutángulos que es: 

Vi Aac = T [3lg2-2}=0,06884, 
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por tanto, la probabilidad de obtener triángulos obtusángulos 
en 'el triángulo oentral es: 

y la de los acutángulos es: 

0,0688lt 
Pac = 0,21650 ,=0,318; 

SI consideralllos ¡el triángulo total r,esulta: 

Pob = 9/4 - 3lg 2 = 0, 1705fj 

Pae=3lg 2 - 2 =0,07945 " 

b) Normalización, esférica (Fig. 8). 

Fig. 8 

Considerl8lllos lel octal1Í<e de la ,esfera X2 + y2 + z2 = 1 donde 
sle encuentran los puntos que aetern1inan triángulos de lados 
positivos; de todos los puntos del . octante sólo los interiores 
al triángulo ,esférico A' B' C' cuyos lados son las .jnte,rsecéiones . 
de la !esflera con los planos a + b -c = O,. a - b + c = 0, 
- a + b + c = 0, det'erlllinan triángulos; los situados sobre los 
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lados' de dicho triángulo claíl triángulos lÍlnites; los que. deter­
minan triángulos rectángulos ,están situados en las intersecci():­
nes de la 'esfei'a a2 b2 .+ c2 = 1 con los conos c2 = a2 + b2, 

b2 = 1([2 + c2, ,a2 = b2 + c2 ; los triángulos obtusángulos estáil 
det:el'lninaclos po.r los puntos con1pnendidos entre dichas inter­
secciones y ·los arcos de círculo. máxin10 cuyos puntos' clan los 
tr~á}lgulos lÍlnites, y lo.s restant,es definen los triángulos acu­
tángulos. 

El área elel octante de la esf.era X2 + y2 Z2 = 1 es: 

A = ~ =-= 1 57079 
2 ' 

HaHeUlOsel ár,ea del triángulo esférico A' B' C' cuyos pun­
to.s detel'lninan triánguios; para ,ello calculmno.s :el área de los 
tr'es triángulos :esféricos r,estantes cuyos puntos no clan' trián­
gulos y tenen10S: 

cos c' = cos al2 . cos b 1'2 = cos 450 • cos 45 0 = 112 

cos A' = ig b/2 . coi c' = 0,57735. 

A' = B' = 540 43' 56" 

E = C' + A' B' - 1800 = (900 + 2.540 43' 56" -1BOO) = 

= 190 27' 52" = 70072" 

S =Er =0,33972, 

luego el ár,ea de lo.s tres triángulos es. 1,01916, Y la de la 
superficie buscada ,es: 

1,57079 -1,01916 =O,551~3. 

Por tanto la probabilidad de que exista triángulo c1ent1'o 
del triángulo A' B' C' 'es 1 y si consideran10s el triángulo 
total . resulta: 

055163 
PfJ= 1:57079' 0,351. 

El áréa de la superficie cuyos puntos determinan trián­
gulos acutángulos la obtenemos calculando el área de los tres 
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cuartos de casquete de altura 2 -; V:2 que es ~ [ 2 1t (2 -; V2)] = 
~; (2 - (2) = 0,46008 Y r'estándola del ár,ea del octante: 

Aae=; _~1t (2-(2)= ~. (2(2-4)=0,19054. 

Si al área ele los tres cuartos de casquete le restamos la 
de los tres triángulos cuyos puntos no dan triángulos, obtene­
mos lel área del recinto donde se encuentran los puntos que 
deterlninan triángulos obtusángulos que es: 

Aob = 1,38025 -1,01916 =0,36109, 

luego, la probabilidad .de obtener triángulo acptángulo en el 
triángulo A' B' C' les: 

0,36109 
Pac = 0,55163 = 0,345 

. y la de obtener triángulo obtusángulo es: 

. 036109 
Pob = 0:55163 = 0,654, 

pero SI consideramos el octante A B e resulta: 

Pob=0,230 

3°. Método basddo en, .el teorelna de Pompeia. A cualquier 
punto del planO. corresp'onde siempr,e un triángulo; v-eamos 
ahora qué clases ¡de triángulos se obtienen con los distintos pun­
tos del plano. , . 

Los puntos de la circunferencia circunscripta dan triángu­
los límites, es decir, que tienen un lado igual a la suma de los 
otros dos como lo demuestra M. N. Obr.echkoffen el «Bulletin 
de Mat. ,et ele Ph. pures ,et áppl.» Bucarest (I935 - 36 p. 4). 

Busquemos :el lugar ele los puntos I que determinan trián­
gulos rectángulos, acutángulos' y obtusángulos. 
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Si consideramos los ejes rectangulares 01 B Y 01 A, las coor­

denadas de los yértioes son: A (1/2,0), B (O, 1V3;2 ),C (-1/2,0). 

acutánguios 

Fig. 9 

Según sean los triángulos acutángulos, r,ectángulos u ob­
iusángulos, debe v,erificarsre que: 

(x -lj2.Y+ y2 -t( x + [/2)2 + y2 ~ x2 + ( y - l·V; ) 2 

x2 + ( y + 1 ~3 ) .,_ [2 ~ O. 

Análogmnente con los otros dos lados. Encontranlos así 
que los puntos que deternlinan triángulos r,ectángulos se hallan 
-sobre las circunfe·rmlcias de radio l con centro sobre las media-· 
trioes de cada lado y que pasan por los vértices respectivos; 
los puntos que detenuinan triángulos obtusángulos y acután-
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gulos son los interior,es y :exteriorles r'espectivanlente a las 
circunferencias anterior,es. 

COlll0 con este 111étodo a cualquier punto del plano corres­
ponde Sielllpr,e un triángulo, r'esulta que si consic1eralllos los 

puntos d,elcír~ulo de área TI (l/3 . v3)2 = ; l2 = l2 . 1,0472, la 

probabilidad, ele obtener triángulo es: 1. 
El ár,ea del r'ecinto a cuyos puntos corr,esponden triángu­

los obtusángulos, la obteneUl0s calculando ,el área de los tres 
segm:entos circular,es de amplitud' 600 Y radio l, y la ele los 

tres seglllentos de alllplitucl 1200 y radio ~ lB; luego, el área 

buscada es: 

[2 -
fiob = 12(10TI-12 13)=l2.0,8859. 

\ 

La diferencia ,entre el ár,ea del círculo de radio ~ {3 y la 

r,ecién calculada, nos da e! 4r,ea del r,ecinto cuyos puntos repre­
sentan triángulos acutángulos, y es: 

1 
[2 Te [2 . - l2 - ' 

f ac = 3 - 6 (5 re - 6 1/3) = (; (61/3 - 3 re) = l2 . 0,1613 

Por tanto, la prohabilidad de los triángulos obtusángulos 
es: 

0,8859 
P ob = 1,Ol172 = 0,846 

y la de los acutángulos: 

Si ,en vez de considerar los puntos interior'es a la circunfe­
r,encia ,circunscripta, conside:ramos los exterior,es que determi­
nan triángulos smnejantes a los ya considerados, las probabili­
dades resultan: 

Pt =1 
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Las probabilidades obtenidas con los div1ersos ll1étodos son: 

1 0. Poincaré 

Ll A' B' e' 
Pt =1 
Pac =0,318 
Pob =0,682 

2°. Study 

a) NOrlTIalización octaédrica 

Pt =1 
Pac =0,318 
Pob =0,682 

b) Normalización esférica 

Pt =1 
Pac =0,345 

Pob =0,655 

3°. Pompeiu 

P. int. circunf. 

Pt =1 
Pac =0,154 

Pob =0,846 

Ll ABe 

Pt =0,250 

Pac -:- 0,079 

P.~=0,171 
f~ 

Pt ·0,250 

Pac =O,079 
Pob =0,171 

Pt =0,351 
Pac = 0,121 

Pob =O,230 

P. lext. circunf. 

Pt =1 

Pac=1 
Pob=O 

La cqincidencia de los resultados obtenidos I al calcular 
la probabilidad ·de los triángulos acutángulos y obtusángulos 
con 'el niétodo de P.oincaré y con el ele Study cuando se nornla­
liza con la condición x + y z = 1, s'e debe a que all1bos ll1é­
todos son lequival;entes, pues si bien en el prin1ero se fqrn1an 
los triángulos con las distancias de un punto interior al trián- .. 
gulo equilátero a los lados del miSlTIO, y en el segundo con las 
coordenadas ele un punto del plano x + y + z = 1, dichos seg­
mlentos \80n respectivanlente proporcionales, luego las áreas de 
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los triángulos obt'enidos deben ser también proporcionales y 
por tanto las probabilidades son iguales. 

Fig. 10 Fig. 11 

En ¡efecto, si consideramos' como triánguto de Poincaré la 
cara' x + y + z = 1 d.el octaedro y llanlamos ~, 11, Z:, las dis­
tancias de P a los lados,y X 3 y, Z3 las coordenadas del nÜSlllO 
punt03 d'e la semejanza de los tr,es triángulos rectángulos SIe 

deduoe: ' 

'x y z V2 
-=-= - =sena=-= 
~ 11 ~ V3' 

',por tanto, los seglnentos son r,espectivam,ente proporcionales. 


