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ZUR GEOMETRIE AUF EINER FLAECHE MIT
INDEFINITER METRIK

Von Dr. ROBERT FRUCHT

EINLEITUNG

Wenn man die elementare Flichentheorie, d. h. die Geometrie
der Flichen im dreidimensionalen euklidischen Raum entwic-
kelt, so zeigt sich, dass die geometrischen Eigenschaften einer
solchen Flache durch zwei invariante quadratische Differen-
tialformen bestimmt -werden. Ein besonders wichtiges Kapitel
der Fldchentheorie ist aber die (durch Gauss begonnene) Un-
tersuchung der “inneren” KEigenschaften einer Fléche, - die
nur von den Massverhédltnissen auf der Fliche selbst, nicht
aber von denen des umgebenden Raumes abhingen. Da die
Massverhéltnisse auf der Fliache selbst vollkommen durch die
erste der beiden soeben genannten quadratischen Differential-
formen festgelegt sind, indem diese das Quadrat des ‘“Bogen-
elements” (d. h. der Entfernung zweier “unendlich” benach-
barter Punkte) darstellt, lduft also die Untersuchung der “in-
neren” Eigenschaften einer Fliche darauf hinaus, diejenigen
Eigenschaften der Fliche festzustellen, bei denen nur eine ein-
zige quadratische Differentialform auftritt. Hierher gehoren
z. B. der Gauss’sche Satz von der Invarianz des Kriimmungs-
masses (“theorema egregium”), die geoddtische Kriimmung
von Kurven auf der Fliche und die Gauss-Bonnetsche Integral-
formel; auch die sich fiir » — 2 ergebende Spezialisierung der
allgemeineren Riemannschen Geometrie, die eihe invariante
quadratische Differentialform in »n Veridnderlichen zu Grunde
legt, wiirde hierher gehdoren.

Entsprechend ihrer Herleitung als Quadrat des Bogenele-
ments:

[1] ds? = E du? + 2 F du dv + G dv?

ist diese erste Grundform der Flichentheorie positiv definit,
d. h.

121 E>0, EG—F>>0.

Bei einigen Sidtzen und Begriffsbildungen der “inneren” Geo-
metrie einer Fliche ist diese Voraussetzung aber gar nicht we-
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sentlich; z. B. lasst sich das Kriimmungsmass einer solchen
quadratischen Differentialform

1 < *—'%Guu+Fuv_1/2Evv; ]/EEH; F:t“‘l/zE’v

8] K= 77 755 Fo—-loG, E F -
(EG—F?) 2 oG, F G
0 KBE, %G,
— |%%E, E F
%G, F @G

(wobei die angehingten Indices partielle Ableitungen bedeu-
ten) ebenso gut durch dieselbe Formel auch bei einer indefini-
ten Form definieren, sofern nur EG — F? <=0 ist. Hingegen
wird schon die Bogenlinge

[1a] ds =) B quz + 2 F du dv + G dv®

selbst nicht immer reel ausfallen, sondern fiir einige Richtun-
gen auch imaginir (diese Tatsache ist aus der speziellen Rela-
tivitdtstheorie der “Ereignisse auf einer Geraden” durchaus
geldufig, wo es “raumartige und “zeitartige” Richtungen gibt;
dieser spezielle Fall ergibt sich, wenn man z. B. » als rdum-
liche, v als zeitliche Variable deutet und £ — 1, FF = O und
G = c?* setzt!), sofern man diese Schwierigkeiten nicht ein-
fach dadurch umgeht, dass man 1la) durch die Definition

[1Db] d3=‘[/]Edu2+2F’dudv+édv2|

ersetzt. Eine #dhnliche Schwierigkeit ergibt sich bei der Defi-
nition der geoditischen Krimmung auf Grund einer indefini-
ten Differentialform.

Wegen dieser Schwierigkeiten mag es also auf den ersten
Blick nicht geraten erscheinen, sich etwas von einer Geometrie
mit einer ‘ndefiniten bindren quadratischen Differentialform
zu versprechen, und dies mag auch der Grund sein, warum
eine solche meines Wissens bisher nicht ausgebaut worden ist,
zumal da wohl ein zwingender geometrischer Anstoss zur Ent-
wicklung einer solchen Theorie fehlte, Andererseits zeigt sich
jedoch, dass die Geometrie einer indefiniten Form viel anschau-
licher ist als die iibliche Geometrie auf einer Flache mit definiter
Metrik, und zwar aus dem folgenden einfachen Grunde:

Die Nullrichtungen der Form (1), d. h. diejenigen Richtun-
gen du : dv, fiir welche ds? — 0 ist, sind unter der Vorausset-
zung (2) imaginir, so dass man sie zwar zur Herleitung geo-
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metrisch anschaulicher Ergebnisse tndirekt verwenden kann,
ihnen aber ein direkter geometrisch anschaulicher Inhalt im
reellen Gebiet fehlt. Ist hingegen

[4] EG—F2<0,

so gehen durch jeden Punkt der Flidche zwei verschiedene reelle
Nullrichtungen, und diese schliessen sich zu zwei reellen Kur-
venscharen zusammen. Auch diese Tatsache ist aus der Fli-
chenthecrie wohl bekannt und zwar nicht von der definiten
ersten Grundform, die wir bisher betrachtet haben, sondern
von der sogenannten zweiten Grundform

[5] —dodt — L du? - 2 M du dv - N dv?,

die bei hyperbolisch gekriimmten Flichen (LN — M? < 0) in-
definit ist. In diesem Falle bezeichnet man die Nullrichtungen
als Asymptotenrichtungen und die beiden erwihnten Kurven-
scharen als die Asymptotenlinien der Fléche.

Die Existenz solcher reellen Kurvenscharen erméglicht nun
durch die Betrachtung des Flacheninhalts der von ihnen gebil-
deten Vierecke die den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bil-
dende anschauliche Deutung des Gauss’schen Kriimmungsmas-
ses) (98 1 & 2) und der geoditischen Kriimmung einer Kurve
(§ 3), sowie eine Husserst elementare Herleitung des Gauss-
Boennetschen Integralsatzes (8 4) — alles natiirlich nur fiir den
Fall einer indefiniten quadratischen Differentialform, fiir wel-
che (4) erfiilllt ist. Diese letztere Einschrinkung scheint den
geometrischen Wert dieser Ergebnisse etwas herabzumindern,
wenn man nur an die elementare Flichentheorie denkt, wo die
erste Differentialform (1) die Voraussetzung (4) ja nicht er-
fiillt, sondern nut unter Umstinden die zweite, die aber allein
(ohne die erste) in geometrischen Fragestellungen eigent-
lich niemals auftritt.

Anders wird die Sache aber, wenn wir und der affinen Dif-
ferentialgeometrie der Flidchen zuwenden, denn dort tritt die
zweite Grundform der elementaren Flidchentheorie in anderer
Normierung gerade als erste Grundform auf. Bezeichnen wir
die Koeffizienten dieser ersten Grundform der affinen Flachen-
theorie nach dem Vorgang von Herrn Blaschke wieder mit
E, 2F, G, so ist fir hyperbolisch gekriimmte Flachen (4) er-
fillt und die Asymptotenlinien sind reell.

Wir wérden also unsere Ergebnisse auch als Aussagen der
affinen Differentialgeometrie hyperbolisch gekriimmter Fli-
chen deuten konnen — die in der affinen Flichentheorie aus-
serdem noch auftretende kubische Grundform kommt natiirlich
in unseren Untersuchungen nicht vor — und der Bequemlich-
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keit halber werden wir uns auch der Sprache der affinen Fli-
chentheorie bedienen, also z. B. Nullrichtungen von (1) als
Asymptotenrichtungen bezeichnen oder das invariante Doppel-
integral

6] Q=/‘/],//f’2—~E—G du v

als Affinoberfliche, usw. Doch gelten die abgeleiteten Ergeb-
nisse ebenso gut fiir andere Gebiete der Geometrie, wo eine in-
variante quadratische Differentialform (1) auftritt, fir wel-
che die Vorausssetzung (4) erfillt ist.

¢ 1. Die Konstruktion des vierten Asymptotenvierecks und die
darauf beruhende anschauliche Deutung der Gauss’schen
Krimmung.

Den folgenden Betrachtungen legen wir eine in einemm ge-
wissen Bereich der Parameter # und » definierte quadratische
Differentialform (1) zu Grunde, deren Koeffizienten E, 2F
und G gentigend oft differenzierbare (oder noch einfacher ana-
lytische) Funktionen von % und v sein und der Bedingung (4)
geniigen mogen. Wie schon in der Einleitung hervorgehoben,
gibt es dann zwei getrennte Scharen von Asymptotenlinien
(Nullinien der Form) derart, dass durch jeden Punkt je eine
Kurve aus beiden Scharen geht. Fiithren wir diese Asymptoten-
linien als Parameterlinien eines neuen Koordinatensystem ein
(tiber dessen Anfangspunkt wir noch spiter zweckméssig ver-
fligen werden), so wird in diesen neuen Parametern, die wir
wieder mit # und v bezeichnen, £ und G verschwinden und die
Form (1) nimmt daher die einfachere Gestalt

[7] ds* =2 F (u,v) du dv
an, wobeil wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
[8] F(u,v) >0

annehmen konnen. Fiir die Affinoberfldche ergibt sich daher
aus (6) der einfache Ausdruck

[9] Q=/deudv.

Wir konstruieren nun das folgende Asymptotenviereck (Fig.
1): Von einem Punkte Pi; unseres Bereiches ausgehend schrei-
ten wir lings der positiven u-Richtung solange fort, bis der
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Parameter # um den Wert A zugenommen hat; hierbei sei &
eine bereits so klein vorgegebene positive Zahl, dass alle wei-
ter unten durchgefiihrten Reihenentwicklungen zulidssig sind.
(Wir werden spater natiirlich den Grenziibergang 2 — 0 aus-
fiithren). So gelange man zum Punkt P,,. Ferner trage man
abermals von P,;, aber diesmal in der positiven v-Richtung ein

v

I R f

solches Stiick ab, dass der Parameter v um die Grésse k& wachse,.
wo auch k eine geniigend klein vorgegebene positive Zahl sei;
so entstehe der Punkt P,,. Der Schnittpunkt der durch P,, ge-
henden #-Linie und der durch P,, gehenden v-Linie heisse P,,.
Wéhlen wir P,, zum Anfangspunkt unserer u-v-Koordinaten,
80 haben die bisher betrachteten Punkte also die Koordinaten:

(9] Pre— ;——h,—k : P12=§0,*k g; P21=§—h,o L P22=g 0,0

b

und das “Asymptotenviereck” P,, P;; P, P,; hat nach (9) die
Affinoberfliche

[10] mzf) fOF (u, v du'dw .

Uu=-—h =1k B

Angrenzend an dieses Asymptotenviereck wollen wir zwei
weitere solche Vierecke mit der gleichen Affinoberfliche «
konstruieren und zwar auf die folgende Weise: Wir verldngern
zunichst die #-Linien P,, P,, iiber P,, hinaus und P,, P,, iiber Py,
hinaus um je ein solches Stiick 2’ bis zu den Punkten P,; bezw.
P,;, dass das neu entstehende Asymptotenviereck P, P,g Pys Py,
gerade die Affinoberfliche w habe. Entsprechend verldngern wir
die »-Linien P,; P,, iiber P,, hinaus und P,, P,, iiber P,, hin-
aus um ein solches Stiick %', dass das entstehende Asymptoten-
viereck P,, Py, P, P;; wieder die Affinoberfliche (10) hat.



— 88—

Durch die drei Asymptotenvierecke P, P, Py Poyy Py Pog
Pys Pyy und Py, Py Pyy P;, die alle drei die gleiche Affinober-
fliche w haben, ist nun aber ein viertes Asymptotenviereck vol-
lig mitbestimmt, nidmlich das Asymptotenviereck Pj, P,; Pg;
Pj,, wo Pyy der Schnittpunkt der w-Linie durch P;, mit der v-
Linie durch P,; ist. Die Affinoberfliche dieses vierten Asymp-
totenvierecks, die wir mit o’ bezeichnen wollen, wird im all-
gemeinen von w verschieden sein.

Man wird ohne weiteres vermuten, dass die Differenz o—w’
in Zusammenhang mit der Gauss’schen Kriimmung K im Punkt
P,, steht, die fiir spezielle Form (7) der ersten Grundform
nach (3) den einfachen Wert

1 22log F
F 2uv

[11] K——

¥

annimmt. In der Tat zeigt die Rechnung, die wir im § 2 durch-
fiilhren werden, dass

[12] o =0—Kw>+ ...

ist, wo die Punkte auf Glieder hindeuten, die in 2 und % von
mindestens fiinfter Ordnung sind.

Fiir die Gauss’sche Kriimmung K im Punkt P,, ergibt sich
hieraus
[13] K— lim ©—%

-0 w?
k—0

Wir haben also folgende anschauliche Deutung der Gauss-
schen Kriimmung einer indefiniten Metrik erhalten:

Konstruiert man zu drei Asymptotenvierecken der gleichen
Affinoberfliche w und in der gegenseitigen Lage der Fig. 1 das
zugehorige vierte Asymptotenviereck, dessen Affinoberfliche

. . w—w’
o set, so strebt der Quotient — beim Zusammenschrump-

fen der Vierecke gegen den Wert der Gauss’schen Kriimmung
K im gemeinsamen Beriihrungspunkt der vier Vierecke.

§ 2. Beweis der Formel (12) fiir die Gauss’sche Kriimmung.

Entwickeln wir in (10) die Funktion F (u, v) unter dem In-
tegralzeichen in eine Potenzreihe nach % und v und fithren die
Integration gliedweise durch, so erhalten wir

19F, 10F
[14]0»—th-~€rh fﬁévhkt+
1 O%F

6 2v?

1 a"F ot - 1 2°F
6 Ju? 4 auav

ke

k.
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Hierbei sind die Werte der Funktion F und ihrer partiellen
Abteilungen (ebenso wie im folgenden) im Punkte Poz, d. h.
fiir ¥ = v — 0 zu nehmen.

Analog errechnet man fiir das Asymptotenviereck P,, P
Py, Py, die Affinober‘flé.che

[15] W= / fF (u, v) du dv —Ph’k+ 1 th’?'lc

1#=0 v=-—"F
1 aF 27,2 E aqF
2 v Wi+ g

53 1 a °F 72,2 ]_QOF
6 ou? Wk 4 @avh +

Wk ...,

und wenn man hierin etwa 2’ = h 4 n eintrigt und nur die
Glieder bis zur dritten Ordnung beriicksichtigt, so dass man
- % vernachldssigen kann, so erhilt man durch Vergleich ven
(14) und (15) eine lineare Gleichung fiir v, deren Auflésung
fiir 2’ den Wert ergibt:

s OlogF , alogF 2%log F'
[16] H—h— 0252 h—l—( = )%+2 L Wk

Ebenso ergibt sich aus der Bedingung, dass das Asympto-
tenviereck P,, P,, P;, P;, die Affinoberflidche [ haben soll:

bgs 5. Ologh o* log I 9 log F \?,
(7] g k—h— OS5 ey 2 o +( = )k+
Die Affinoberfliche des vierten Vierecks P,, Py; P;; Py,
A 4
(18] o — / / Fo(u,v)dudv —FRk -+ i aF W2l
u=0 o¢=0
}_ aF 3709 .;1 ar)F )3 ' 1 agﬁ-' )2 1o a J )3
Zavhl+6‘au~hk+4auav ]+6a WE ...

kann jetzt durch Einsetzen von (16) und (17) berechnet wer-
den; es ergibt sich fiir o ein etwas Idnglicher Ausdruck, von
dem aber die meisten Glieder wegfallen, wenn wir die Diffe-
renz o —u bilden, und zwar wird diese letztere

. ’ { a2F 1 aF aF 202
[19] o "‘“2<auav o5 )h fe2—

2
olosF,

=F. U

2
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wo die durch Punkte angedeuteten hoheren Glieder von min-
destens fiinfter Ordnung sind, oder (20) wegen (14)

gl Dl F
[20] W= Su o0 w? ...

Wegen (11) ist hiermit aber die Formel (12) bewiesen.

§ 3. Emmfiihrung der geodatischen Linien und des geoditischen
Krimmungsdifferentials.

Die im § 2 abgeleiteten Formeln (16) und (17) fiir die “Sei-
tenldngen” %’ und % des vierten Asymptotenvierecks liefern
aber nicht nur die sceben angegebene Deutung der Gauss’schen
Kriimung, sondern auch eine anschauliche Definition der geo-
détischen Linien, die zur indefiniten Metrik (7) gehoren. Wir
betrachten dazu einfach den “Streckenzug” P., P, Pj;, der sich
also durch Anfiigung der “Diagonale” des vierten an die des
ersten Asymptotenvierecks ergibt; im *Grenzfall zusammen-
schrumpfender Vierecke erhalten wir so ein “Stiick” einer geodi-
tischen Linie.

In der Tat ! Setzen wir in (16) und (17) im Grenzfall
h—du, k = dv, ¥ = du - d*u und ¥’ = dv 4+ d*v ein, so er-
halten wir bei Division durch df? die Differentialgleichungen
der geoditischen Linien

du plogF [ du\?
ae "Mﬁélzﬁ'(?u)
21
] @0 ologF v
e v dt>

Die Bezeichnung “gecdéitische Linien” rechtfertigt sich hier-
bei durch die Tatsache, dass die iiblichen Differentialgleichun-
gen der geoditischen Linien in einem beliebigen Koordinaten-

A2yt du, du,

aE —ETSI‘%,S s W) gerade in (21) tiber-

system [u;, u;] (

gehen, wenn mann berlicksichtigt, dass fir die Form (7) von
den Dreiindicessymbolen I'%, ; alle verschwinden mit Ausnahme

von Iy — E_ZBQ.E_ und 2y — _a,l_o,g, F
22 5 2 .

X
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Die soeben angedeutete anschauliche Einfiihrung der geodi-
tischen Linien #) legt es nahe, fiir eine Kurve, die nicht geo-
déatische Linie ist, in der folgenden Weise eine anschauliche
Definition einer “geoditischen Kriimmung” vorzunehmen. Ha-

A
P k B /3 B
£ ) K @ > K

P I I " B S
k @ K ® k
l?; h R " B

—

ben die Punkte P8 dieselbe Bedeutung wie in § 1 und 2 und
in Fig. 1, so sei (siehe Fig. 2) eine durch P, und P,, gehende
Kurve v = v(u) gegeben, fiir die wir annehmen wollen, dass
Z—E— > 0 sei. Bei Verfolgung der Kurve iiber P,, hinaus wird
sich zeigen, dass sie die v-Linie durch P,; P,.P;,;, d. h. die
Asymptotenlinie % = &’, im allgemeinen in einem von Py, ver-
schiedenen Punkt R schneiden wird. (In der Fig. 2 ist ange-
nommen, dass R ausserhalb von P,; P;; liegt, doch #ndert sich
an den folgenden Betrachtungen nichts, wenn R innerhalb von
P,y Py, liegt). Wir ziehen noch die durch R gehende u-Linie und
erhalten sc ein Asymptotenviereck P,, P.,; R@), dessen Affin-
oberfliche w” nur dann gleich der Affinoberfliche »’ von P,,
Py P3; Pg, sein wird, wenn B = Py, also im Grenzfall, wenn
die betrachtete Kurve eine geoditische Linie ist. Daher wird
die Differenz o’—o’ als ein Mass fiir die Abweichung unserer
Kurve von einer geoditischen Linie,zu brauchen sein.

Die Durchrechnung dieses Gedankengangs verlduft folgen-
dermassen: Wenn wir die ‘Ordinate von R mit & Dbezeichnen
(die Abszisse ist ja gleich #’), so wird wegen (18) .

[22] o0 =F K (k —F)+ ...,
(*) Man kdnnte in weiterer Verfolgung dieses Gedankengangs auch den

Parallelismus von Levi-Civita auf anschaulichen Wege einfiihren, doch
wollen wir hierauf nicht n#her eingehen.
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wo der Wert von F an der Stelle Ps,, d. h. fiir 4 = v = 0 zu neh-
men ist, und hierbei ist

o s 1 d*
[23] I»R——v(h)m—h —}—72—~ v

R4,

wo die Werte von 5?) und g v hier und im folgenden ebenfalls

im Punkte P, zu nehmen sind, oder wegen (16):

dw 1 d dlogF  dw \
24 E ———h » - B2
[24] R du +< 2  du? U du ) T

Andererseits folgt wegen

[25] lc:év(—h)=%h——;' %:i B2 4

aus (17)

26] B—-p L @ 3109F(,ﬂ1>2(h2 n
du | 2 du? v du g b

Setzen wir (24) un\d (26) in (22) ein, so ergibt sich

[27] @’—w'—FW.

(d*>v  QlogF dv | QlogF ( dv \¥,,
W o aw ar(du)gh +e

oder mit Riicksicht auf (16) und (25):

d2v alogF
b2 1 2 auT au _@}g
[28] o’—o' =Fhk>. *QT 5 d’U j dw I
l( du ) du
3 d2v dlogh
- du? ou . OlogF
— F (Bk) ‘/ﬁl”_ —~ - - +
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und daher endlich wegen (14)"

' 1 d?v
@ 1 J a_ﬂw locF alO F l
[29] 5 T e LA .?__Qg,__ dau gr d
wij ],/ F du dv l{ dv U + v v J +
du ’

Einen in % und v (abgesehen vom Vorzeichen) symmetri-
schen Ausdruck erhélt man, wenn man unsere Kurve v — v(u)

lieber in Parameterdarstellung » = wu(t), v — v(t) schreibt
und )

dv % @ 1law
129°) e = v

% 0, " ) ‘ ,

eintridgt (die aufgesetzten Punkte bedeuten Ableitiingen nach
1) ; man erhilt so die Grenzwertformel fiir zusammenschrum-

pfende Asymptotenvierecke: .
oo Ui av  ologF . | ologF . |

[30] lili% i - A - —_ - 'l/lr']— S
oo O 2 V Fuv l uw U ov l

Hierin unterscheidet sich die rechte Seite nur um einen (ima-
gindren) Zahlenfaktor von der in der iiblichen Weise definier-
ten geodatischen Kriimmung einer Kurve in einer definiten Me-
trik; in der Tat liefert die bekannte Formel fiir die geoddtische

hY 1 . . . - . .
Kriimmung ——— in beliebigen Koordinaten, die man in den
0,4
-Lehrbiichern der Differentialgeometrie nachschlagen kann, fir

den Fall E =G =0 (i=+/—1):

H

UV—UY aloth -+ M .

[31] L : ! U }
wi. T -~
O ale Y \w ou o

s

Die hierbei auftretenden Vorzeichen- bezw. Reellitdtsschwie-
rigkeiten fiir den uns interessierenden Fall einer indefiniten
Grundform werden umgangen, wenn man im Sinne der oben
gegebenen Herleitung, statt die geoditische Kriimmung selbst
zu definieren, sich auf den aus (29) folgenden Differentialaus-
druck

(32] ds 1 ] du? ologF ) . ologF dvl
0 2 l dv_ du v ]
du
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beschrankt, den man etwa als “geodditisches Kriimmungsdiffe-
rential”’ bezeichnen kénnte. Mit seinem Integral lings eines
endlichen Kurvenbogens werden wir uns im § 4 beschiiftigen
und so das “indefinite Analogon” zum' Gauss-Bonnetschen Satz
der Flichentheorie erhalten.

= I
. § 4, Das Integral des geoditischen Kriimmungsdifferentials und
der Gauss-Bonnetsche Satz fiir das Kurvenzweieck.

Wir betrachten das Stiick einer Kurve C:v=v(u) zwischen
zwei Punkten P, = [u,, v,] und P, — [u,, v,]; der Einfachheit
halber wollen wir voraussetzen, dass auf diesem Kurvenstiick

> <

L P

u

durchwegsg;)— > 0 ist (siehe Fig. 3). Integrieren wir das oben

eingefithrte “geodétische Kriimmungsdifferential” (32) ldngs
C von P, bis P,, so erhalten wir das Kurvenintegral

] du
ds 1 ) angF OlogH
m3) [ 2t du /( __ DlogF )
Qg 2 dv v \
Tdu

Von den beiden rechts auftretenden Kurvenintegralen lasst
sich aber das erste auch als gewthnliches Integral auswerten:

d*v
34] l du~ du—e * P (u) L log _v’(ug_?_
2. v(u) 2 v’ (1)
¢
mit
dv o d*v
?} u ———l———"* —_— -
) du ) = du?
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Ferner ist
log 1 [ Uo Vs
[85] /< ologF du-- olog# dq;) — / d(\logF)zlog F(t,02)
) ou ov d F(u1,v1)
daher
36] 1 alogF i log = F(uo,v) i alogFﬂ .
2 2 F(ul,vl) 2 u
C

Tragen wir (34) und (36) in (38) ein, so ergibt sich

s - N du.
J 04 2 " (U1) 2 F(u,v1) . QU

[37] /‘ds —llog ' (Us) 71d10. F(usyvs) [ 0logH

Wir betrachten nun eine zweite Kurve ¢ : v — w(u), die
“oberhalb” von ¢ gleichfalls von P, nach P, laufen mége (d. h.
w(w) = vw), wlu) = v, w(us) = v,), und bilden auch fiir
diese  das Integral ihres geoditischen Kriimmungsdifferentials
von P, bis P,. Fiir die Differenz dieser Integrale lings C und
lings C folgt dann aus (37):

[38] ds v (uo) —ilo W (Us)
v (ul) 2 W’ (1)
ologH dut- _OlogF' ”
DU . ou
v C c

Die beiden letzten Kurvenintegrale auf der rechten Seite las-
sen sich aber als ein Doppelintegral der negativen Gauss’schen
Kriimmung liber die Affinoberfliche des zwischen den Kurven
C und C gelegenen u-v-Bereiches, den wir mit B bezeichnen und
als einfach zusammenhingend voraussetzen, auffassen, denn
nach (9) und (11) ldsst sich in diesem Doppelintegral eine

Integration ausfiithren:
wlu)

39] —f[KdQ // o?logh" /du f"‘“ (alogp) dv
DU DV v ou

v(uy

_/'? OlogF (w,w(u)) DlogF (u,v(u)) $ i
| U B U
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und so ergibt sich tatsichlich

[40] _ f / Kdo— [ O98F 4. / _OlogF .~
c ¢

/" ou u

C

Tragen wir dies in (38) ein, so erhalten wir fiir unsere in-
definite Metrik den Gauss-Bonnetschen Integralsatz fiir das
Kurvenzweieck in der Form:

a1 [ [ Kaoq [2— [0 2 Tl
: Oy Qg 2 V' (U1) W (Us)
¢ c T

Hierbei kan man die rechte Seite noch folgendermassen deu-
ten: Bezeichnen wir das Doppelverhéltnis, welches im Punkt P;

die Tangenten von C und C (in dieser Reihenfolge) mit den bei-

den Asymptotenrichtungen bilden, mit D, (C,C) (i=1, 2), so
ist z. B

l 1 du % [0 ‘clu

0-d 1 dw »

[42] Dl<C’ C) _ —_‘ ) av |1 1 o v ’<"Ml)
1du |y 0 du w’ ()

‘ 0 dw |y \ 1do |,

und daher

) [ [maer [ 8 Ly DGO
Qy J Qg 2 D.(C, C)

c ¢ G .

In dieser Formulierung steht die Formel (43) fiir eine in-
definite Metrik in vollkommener Analogie zum gewdhunlichen
Gauss-Bonnetschen Satz fiir eine positiv definitive Grundform,
wenn man ihn fiir ein Kurvenzweieck ausspricht; denn in die-
sem letzteren Falle wiirden auf der rechten Seite statt der von
uns gefundenen Logarithmen von Doppelverhiltnissen die Win-

kel zwischen C und C in P; bezw. P, auftreten. Der Winkel
zweier Richtungen ergibt sich aber bekanntlich aus dem Loga-
rithmus des Doppelverhiltnisses dieser Richtungen und der bie-
den isotropen Richtungen (Nullrichtungen der Grundform)
durch Multiplikation mit ¢/2. Der Unterschied zum definiten
Fall liegt also nur in dem Faktor 7 auf der rechten Seite, der
aber auch auf der linken Seite von (43) implizit in */g, und
dQ auftritt. (Vgl. hierzu (31) mit (30) und (6) mit der im
definiten Fall geltenden Definition der Oberfliche: \/EG—F*
du dv).



SOBRE LA GEOMETRIA EN UNA SUPERFICIE
CON METRICA INDEFINIDA

Por ROBERTO FRUCHT

INTRODUCCION

Al desarrollar la teoria elemental de superficies, esto és, la geometria
de las superficies en el espacio euclideo tridimensional, se demuestra que
las propiedades de dichas superficies estdn determinadas por las dos for-
mas diferenciales cuadraticas invariantes. Un capitulo particularmente in-
teresaute de esta teoria de superficies, es el estudio (que ya fué iniciado
por Gauss) de las propiedades “intrinsecas” de una superficie, las cuales
dependen unicamente de la superficie misma, pero no del espacio en que
estd definida. Puesto qu las propiedades métricas de una superficie se de-
rivan de la primera de las mencionadas formas diferenciales cuadraticas,
la cual expresa el cuadrado del “elemento de arco” (esto es la distancia
entre dos puntos “infinitamente” préximos), las propiedades “intrinsecas”
de una superficie se refieren a las propiedades en las cuales interviene
tnicamente esa forma diferencial cuadratica. A esto se refiere por ejem-
plo el teorema de Gauss sobre la invariancia de la curvatura total (‘“theo-
rema egregium”), la curvatura geodésica de las curvas de una superficie
vy la férmula integral de Gauss-Bonnet; se puede incluso considerar como
perteneciente a esta teoria, el caso particular para n = 2 de la geometria
general de Riemann derivada de una forma diferencial cuadratica de =
variables.

Por tratarse del cuadrado del elemento de arco la primera forma di-
ferencial cuadratica de la teoria de superficies [1], es positiva definida,
esto es, se verifica [21.

Para algunos teoremas y propiedades de la geometria “intrinseca” de
una superficie, estas hipétesis no son necesarias; por ejemplo, la curva-
tura total de una de estas formas diferenciales cuadraticas [3] (los sub-
indices representando- derivadas parciales), se puede igualmente expre-
sar por esta misma férmula, en el caso de una forma diferencial cuadra-
tica con la sola condicién de ser E G — F2 distinto de cero. Segtn esto el
elemento de arco [1a] no serd siempre real sino que en algunas direc-
ciones podri ser imaginario (esto es corriente en la teoria de la relativi-
dad en lo referente a “sucesos sobre una recta” en donde intervengan
“direcciones de espacio” y “direcciones de tiempo”; esto ocurre p. ej.
cuando # es la variable de espacio, v la variable de tiempo, ¥ =1, F =0
y G = —C2), pero se puede sencillamente resolver esta dificultad po-
niendo, por definicién [1b] en lugar de [la].

Una dificultad de este tipo aparece en la definicién de curvatura geo-
désica a partir de una forma diferencial indefinida.

A causa de estas dificultades, no parece a primera vista muy reco-
mendable ocuparse de una geometria con una forma diferencial cuadra-
tica binaria indefinida, y esta debe ser la causa, de que, al menos que
nosotros sepamos, no se haya construido dicha geometria, si bien quizas
haga falta para la edificacién de tal teoria un méas profundo desarrollo
geométrico. Se observa sin embargo que la geometria de una forma inde-
finida es mds intuitiva que la geometria ordinaria de una superficie o
con métrica definida, a causa de los siguientes razonamientos simples:
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Las direcciones nulas de la forma [1], esto es, aquellas direcciones
du :dv para las cuales ds2 =0, son con las hipétesis’ [2] imaginarias,
se pueden por tanto aplicar solo indirectamente a la interpretacién de
resultados geométricos intuitivos, pero en cambio falta un contenido di-
recto geométrico e intuitivo en el campo real. Si es [4] en cada punto
de la superficie hay dos direcciones reales nulas distintas, que constitu-
yen dos haces de curvas reales. Esto es bien conocido en la teoria de su-
perficies, si bien no para la primera forma fundamental sino para la lla-
mada segunda forma fundamental [5] la cual para superficies con cur-
vatura hiperbdlica (L N — M2 « 0) es indefinida. En este caso las i-
recciones nulas se llaman direcciones asintéticas y los mencionados haces
de curvas, lineas asintéticas de la superficie.

La existencia de estos haces de curvas reales facilita, mediante la
consideracién del cuadrildtero que forman, el estudio del tema de este
trabajo, que versa sobre la significacién intuitiva, de la curvatura de
Gauss (§9 1y 2), de la curvatura geodésica de una curva (§ 3), y tam-
bién una obtencion muy elemental de la férmula integral de Gauss-
Bonnet (§ 4), todo ¢llo naturalmente, solo para el caso de una .forma
diferencial cuadratica indefinida que cumpla [4]. Esta dltima limita-
cion parece disminuir el valor geométrico de estos resultados pues si nos
referimos a la teoria elemental de superficies, la primera forma diferen-
cial cuadréatica no cumple la condicion [4] que es cumplida Wnicamente
por la segunda, pero esta no aparece nunca en las consideraciones geomé-
tricas sin ir acompafada de la primera. -

El caso es distinto si consideramos la geometria diferencial afin de
superficies, ya que en ella la segunda forma fundamental aparece, de
una manera algo distinta, como la primera forma fundamental. Indique-
mos los coeficientes de esta primera forma fundamental de la teoria afin
de superficies segtin Blaschke (*) con E, 2 F, G, con lo cual para super-
ficies de curvatura hiperbélica se cumple-[4] y las lineas asintéticas son
reales.

Podremos asi generalizar nuestros resultados a la geometria diferen-

cial hiperbélica de superficies curvas — la forma fundamental ecibica
de la geométrica afin de superficies, no interviene naturalmente en estas
consideraciones — y para mayor comodidad utilizaremos el lenguaje

de la geometria afin de superficies, asi por ejemplo las direcciones nulas
de [1] se llamaran direcciones asintéticas y el invariante integral do-
ble [6] area afine.

Ademds los resultados que se obtienen son validos también para otros
capitulos de la geometria en los que interviene la forma diferencial cua-
dratica invariante que satisface la hipdtesis [4].

" § 1. CONSTRUCCION DE LOS CUATRO CUADRILATEROS DE
ASINTOTAS Y SIGNIFICACION INTUITIVA DE LA CURVATURA
DE GAUSS QUE DE ELLA SE DERIVA

Las consideraciones que van a seguir se referirdn siempre a una forma
diferencial cuadratica del tipo [1], definida en un cierto dominio de
u y v; sus coeficientes E, 2 F' y G serdn generalmente funciones diferen-
ciables, (o més sencillamente analiticas) de u y v que verifican la eon-

#) Wilhelm Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. II: Af-
fine Differentidlgeometrie. (Bearbeitet von Kurt Reidemesteir.) Berlin,
1923. — La curvatura de Gauss de esta forma fundamental estd alli indi-

cada con la letra S, p. ej. § 49, (5).
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dicién [4]. Como ya dijimos en la introduccién existen entonces, dos
haces distintos de lineas asintbticas, (lineas nulas de la forma), tales
que por cada punto pasa una curva de cada haz. Tomando estas lineas
asintéticas como lineas paramétricas de un nuevo sistema de coordena-
das, (cuyo arigen lo clegiremos més tarde en donde nos convenga), con
estos nuevos parametros, que seguiremos representando por u y v, E y G
desaparecen, y la forma [1] toma la simpre expresién [7], en la cual
sin limitar la generalidad.podemos suponer [8].

Para el area afine [9], teniendo en cuenta [6] deduciremos la senci-
lla expresién [9].

Construyamos ahora el siguiente cuadrilitero de asintotas (fig. 1):
desde un punto P,; de nuestro dominio sigamos a lo largo de la direc-
cién positiva de las u, hasta que este parametro tome el valor h; A tiene
que ser un namero positivo suficientemente pequefio para que todos los
desarrollos en serie que ejecutemos sean vélidos. (M4as tarde efectuaremos
naturalmente el paso al limite 2—0). Asi obtendremos el punto P, Ana-
logamente desde P;; en la direccién positiva de las v sigamos hasta el
valor k& de v, donde % es un ntimero positivo suficientemente pequefio, asi
obtendremds le punto/P,;. Obtendremos P,, por la interseccién de la
u-linea que pasa por P,, con la v-linea que pasa por P,,. Este punto P,,
lo tomaremos con el origen de nuestro sistema de coordenadas, con lo
cual los otros puntos tendran las coordenadas (9’), y el “cuadrildtero de
asintotas” Py Py, Py, P,y tiene como 4rea afine [10].

Lindando con este cuadrilatero de asintotas, construiremos de la si-
guiente forma, otros dos cuadrilateros de la misma area afine w: para
ello prolonguemos primero la « linea P;; P, del lado de P, y la P, P,,
del lado de P,, un segmento A’ hasta obtener los puntos P,; y P,y res-
pectivamente, de manera que el adrea afine del cuadrilatero de asintotas
P,y P, P,y P,, sea igual a ©. De la misma manera prolongamos las
v-lineas Py; Po; ¥y Pyy Py, del lado de P,y y P,y respectivamente, un
sgmento &’ tal que el cuadrildtero de asintotas P,y P,y Pgo Py tenga
igualmente o como area afine.

Estos tres cuadrildteros Py; Pio Py Piy, Pio Pyg Pog Pyo, v Py Py
P,, P, de igual 4rea afine o determinan un cuarto cuadrildtero de asin-
totas, Pyy Pog Pyy Py, donde Pgy es la interseccién de la u-linea que pasa
por Py, con la v-linéa que pasa por P,;. El drea afin de este cuarto cua-
drildtero de asintotas, la indicaremos con o’ y serd en general distinta
de o.

Se puede presumir que la diferencia w — o’ estd en dependencia con ia
curvatura de Gauss K en P,, la cual para el caso de la forma espe-
cial [7] de la primera forma fundamental toma, teniende en cuenta
[3], el sencillo valor [11].

En efecto, el caleulo,que hacemos en el § 2 prueba [12] donde los pun-
tos significan términos de al menos quinto grado en & ¥ k.

Para la cuadratura de Gauss en el punto P,, se tiene por tanto [13],
es decir: )

Se construye sobre tres cuadrildteros de asintotas de tgual drea afine
oy en lo posicién indicada en la figura 1 el correspondiente cuarto cuc-

o —

o

drilétero de asintotas cuya drea afine es o', entonces el cociente

tiende hacia el valor de la curvatura de Gauss K en el punto comin a los
. cuatro cuadriliteros cuando éstos tienden todos a reducirse a dicho punto.

{



— 20 —

§ 2. DEMOSTRACION DE LA FORMULA [12] PARA LA
CURVATURA DE GAUSS

Desar‘rollemos en [10] la funcién F (u,v) bajo el signo integral en
una serie de potencias de u y v e integremos término a término, asi ten-
dremos [14].

En esta formula (asi como en las siguientes) los valores de la fun-

cién F y de sus derivadas parciales se toman en el punto P,, esto es
para u = v — 0.

Anidlogamente se calcula el drea afine [15] del cuadrilatero de asinto-
tas Piy Pig Pyy P,

Poniendo A’ =k + 1 y considerando solo los términos hasta el tercer
orden, puesto que 12 se puede despreciar, se obtiene comparando [14] y
[15] una ecuacibén lineal en n cuya solucién para A nos da [16].

Asimismo la condicién de tener el cuadrildtero de asintotas P,, P,,
Py, Py el area afine o da [17].

El 4rea afine [18] del cuarto cuadrildtero P,, P,y Py5 Py, puede ya
calcularse teniendo en cuenta [16] y [17]. Se obtiene asi para o’ una
expresién bastante larga, pero la mayoria de los términos desaparecen
al formar la diferencia « — w obteniéndose [19], donde los puntos in-
dican términos de al menos quinto orden y teniendo en cuenta [14],
se obtiene [20].

Teniendn en cuenta [11] queda asi demostrada la férmula [12].

kS

§ 3. INTRODUCCION DE LAS LINEAS GEODESICAS
Y DE LA CURVATURA DIFERENCIAL GEODESICA

I Las féormulas [16] y [17], oktenidas en el § 2 para las longitudes
Ry k' de los lados del cuarto cuadrilatero de asintotas nos dan no sola-
mente la significacion de la curvatura de Gauss, anteriormente expuesta,
sino también una definicién intuitiva de las lineas geodésicas para el
caso ‘de la métrica indefinida [7]. Consideremos para. esto el camino
P, Pay Py que se obtiene afiadiendo la diagonal del cuarto cuadrildtero
de asintotas a la del primero; al pasar al limite y reducirse todos los
cuadrilateros a un punto este camino tiende a un elemento de geodésica.

En efecto: reemplacemos en [16] y [17] al efectuar el paso al li-
mite h=du, k=dv, ¥ =du+du’y ¥ =dv + dv? y dividiendo por
d t2 obtendremos [21] que son las ecuaciones de las lineas geodésicas.

Se prueba que efectivamente estas ecuaciones son las de las lineas geo-
désicas, recordando que éstas son [21’] en un sistema de coordenadas
generales (uq, %), las cuales se reducen a [21] observando que para la
forma [7] los simbolos de tres indices I'i,; se anulan a excepcién de
iy I

Esta interpretacion intuitiva de las linea geodésicas (*) mnos permite

para una linea que no sea geodésica dar una definicién intuitiva de la
curvatura geodésica. Para ello supongamos los puntos Pgg con la mis-

(*) Por este mismo camino podria obtenerse igualmente el paralelismo
de Levi-Civita, pero por ahora, no entraremos en ello.
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ma significacién que en los § § 1y 2 y figura 1 y consideremos (figura 2)
una curva v — v (4) que pasa por }os puntos P;; y Py, y para la cual

se tenga éi > 0. Prolongando esta curva por P,, se demuestra que corta
u .

en general a la v-linea que pasa por P;; Pyy P;, (es decir la linea asin-
tética u = 2’), en un puntc R distintorde Pz, (En la figura 2 se ha to-
mado R exterior a P,; P,4 pero las consideraciones que siguen son vali-
das aunque dicho punto sea interior a P,3 Pg3). Tracemos la u-linea pdr
el punto R hasta obtener un cuadrildtero de asintotas Py, P,y B @, cuya
irea afine o” sea solamente igual al drea afine o’ de P,y Poy Pgq Py,
cuando B = P,,, esto es en el caso limite de ser la linea considerada una
geodésica. De este modo la diferencia ®” — ' se puede considerar como
una medida de la separacién entre nuestra linea y una geodésica.

El célculo de todo lo que acabamos de exponer es el siguiente:

Si la ordenada de R la indicamos con k, (la abscisa es h’), teniendo
en cuenta [18] resulta [22], donde el valor de F se refiere al punto Py,

es decir para v =wv=0. De aqui se tiene [23], donde los valores
fl% y —;l; los tomamos (e igualmente hacemos en lo sucesivo) en el

punto P,,. Ahora bien, segin [16] resulta [24]. Adem&s teniendo en
cuenta [15] deducimos [26] de [17].

Reemplazando [24] y [26] en [22] se obtiene [27].

Volviendo a tener en cuenta [16] y [25] deducimos [28], y de aqui
finalmente a causa de [14] tenemos [29].

Expresando la curva v=v(u) en forma paramétrica u=uét), v=v(t)
y poniendo [29’], se obtiene una expresién simétrica (a excepcién del sig-
no) en u 'y v la cual nos da para el caso limite de reducirse el cuadrildte-
ro .de asintotas a un punto, la férmula [30].

El segundo miembro de esta expresiéon se diferencia tinicamente en
un factor imaginario de la curvatura geodésica ordinaria de una curva
en el caso de una métrica definida. En efecto, la conocida férmula para'
la curvatura geodésica en cualquier sistema de coordenadas (véase cual-
qu1e1 }exto de geometria diferencial) es [31]. para el caso E=G=0,

=\/—1).

Las dificultades de SIgno y realidad, para el caso que nos interesa de
una métrica indéfinida, desaparecen si en lugar de la curvatura geodé-
sica nos limitamos a la expresiéon diferencial invariante [32] deducida
de [29] y que se podra llamar “curvatura diferencial geodésica”. En €l
§ 4 nos ocuparemos de la integral [32] a lo largo de un arco de curva
finita obteniendo asi el andlogo del teorema de Gauss-Bonnet para una
métrica indefinida.

§ 4. LA INTEGRAL DE LA CURVATURA DIFERENCIAL GEODESICA
Y EL TEOREMA DE GAUSS-BONNET PARA HUSOS CURVOS

Consideremos el segmento de curva g: (v = v(u)) entre dos puntos

Py (uyvy) v P, (29 v,). Para simplificar supondremos que en toda esta
curva es dv/du > 0 (ver figura 3). Integrando la curvatura diferencial
geodésica, introducida en [32], a lo largo de C desde P; a P, obtenemos
la integral de linea [33].

La primera de las dos integrales curvilinea del 22 miembro se puede cal-
cular como una integral ordinaria [34].



— 22—

Ademas tenemos [35] de donde deducimos [36] y substituyendo [34]
v [36] en [33] se obtiene [37].

Consideremos ahora una segunda curva C (v = w () que vaya asi-
mismo de P; a P, pero por encima de C (esto es: w (u) S v(u),
w (uy) =vy, w (Uy) =v,), y formemos para ella la integral de su cur-
vatura diferencial geodésica desde P, hasta P,. La diferencia de estos dos

integrales a lo largo de C y C es [38] en virtud de [87].

Las dos tltimas integrales curvilineas del segundo miembro de la igual-
dad anterior se pueden expresar como la integral doble de la curvatura
de Gauss negativa, sobre la superficie afin del recinto comprendido entre
las curvas C y C que designaremos por B y que supondremos simplemen-
te conexo. Teniendo en cuenta [9] ¥y [11] podemos integrar parte de
. esta integral doble quedando [39] y asi obtenemos efectivamente [40].

Substituyendo en [38] obtenemos para nuestra métrica indefinida, la
féormula integral de Gauss-Bonnet para husos curvos, en la forma [41].
Al segundo mlembro podemos darle la siguiente interpretacién: for-
memos la razén doble entre las direccién de las tangentes P; a C y c,

y las dos direcciones asintéticas y representémosla por D, (C, ), (i=1, 2),
por ejemplo [42] v de aqui [43].

De esta manera la férmula [43] es completamente andloga para el
caso de una métrica indefinida, a la férmula de Gauss-Bonnet para una
forma positiva definida al referirse a un huso cyrvo; pues en este dl-
timo caso en el segundo miembro aparece en 1ugar de los logaritmos de
las razones dobles, los angulos entre C y C en P, y P, respectivamente.
El 4ngulo de dos direcciones viene dado como es sabido por el logaritmo
de la razén doble de estas dos direcciones y de las direcciones is6étropas
(direcciones nulas de la forma fundamental) multiplicadas por i/2. La
diferencia con el caso definido estd Unicamente en el factor ¢ del segun-
do. miembro, el cual aparece sin embargo de una manera implicita 1/ Qg
v d (). (Compérese, para ello [31] con [30] y [6] con la definicién de
area \/ E G—F2dudw, vilida para la métrica definida).

Buenos Aires, 1939.
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SOBRE UNA MEMORIA DEL Prof. J. C. VIGNAUX
por ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ

Nos proponemos en esta nota hacer un analisis objetivo, y completo de la
memoria siguiente:

J. C. VIGNAUX.—E'xtensién del teorema de Abel-Stolz, y sobre algunas trans-
formaciones funcionales lineales (eontinuacién); Anales de la Sociedad
Cientifica Argentina, Tomo CXXVI, entrega VI, 1938, pp. 401-428).
He aqui todo el contenido de la memoria, p4dgina por pagina, y parrafo

por parrafo, sin omitir nada:

Parrafo 1 (pag. 401):

“En la presente memoria —dice el autor— nos proponemos exponer
“varios resultados nuevos [1]1 relativos a la transformacién limitada de
“ Laplace”, definida por la relacién,

1
[1] f (@) :f et (v) dw;
0

“de la transformacién de Le Roy
1

g (2) :fb——(p (#) 4
1—xz

0

“y de la transformacién de Heine:
1 .
x) dx 7
h(z):/_—_(p(m)
x—2z D
0
Pdrrafo 2 (pags. 402-404) :
Introduccién histérica y resumen de la memoria.

Pdrrafo 8 (pigs. 404-405) :

Define lo que entiende por “transformacién limitada de Laplace”, en los
siguientes términos: ‘“dada una funcién ¢ (%), acotada e integrable Lebes-
“ gue en el intervalo (0, 1), la integral definida

1

7 (=) ——‘/G“tzm (t)ydt

0
“ define en todo el plano de la variable compleja z = x 4 iy, una funcién
“ compleja de z, que llamaremos transformada limitada de Laplace de la
“funcién @ (t), o, simplemente, transformada limitada (L,), e indicare-
“mos con la notacién f (2) = Ly [¢ (x)].
“A las funciones ¢ () y f () las denominaremos funcién generatriz
“L, y funcién determinante L;, respectivamente.”

(*) La Dbastardilla es nuestra,
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Enuncia y demuestra a continuacién el siguiente teorema:

“La funcién f (z) es holomorfa en todo el plano”; luego da su desarrolio
de Taylor y deduce que la funcién f (z) es de tipo exponencial.

Estos nuevos teoremas, que demuestra el autor con lujo de detalles, para
lo cual necesita dos paginas, 405-406, figuran hace largos afios en texios
elementales, por ejemplo, en el conocido manual de Pincherle, “Gli Elementi
della Teoria delle Funzioni Analitiche”, Bologna, Zanichelli, 1923, donds
en las 6 primeras lineas de la pagina 314 demuestra mucho més; y Bochuer
le gana en concisién a Pincherle, pues liquida el tema en 3 lineas (Nos. 12.
14, 15 de pag. 145; y Titchmarsh se limita a desdefiarlo por trivial y ce-
nocido. En cambio, el Prof. Vignaux considera la primicia digna de ocupar
tamaho espacio (pags. 405-406) no ya en un libro didactico, sine en una
memoria de tan altas pretensiones.

Pdarrafos 4 y 5 (pags. 405-411):

Definicién de lo que el autor entiende por problema de los momentos de
“Le Roy Haussdorf”, a saber:
“determinar una funcién wnica que satisfaga a la condicién

1
a.,,y:—/‘ccnq;(m)dm . n=0,1,2,...0n...)"
0 %
El autor no dice a qué categoria debe pertenecer la funcién ¢ (x), in-
coégnita. Suponemos que exige que ¢ (x) sea acotada e integrable, segiin
ha supuesto antes. Este problema, tal como lo entiende el Sr. Vignaux,

es insoluble, como se deduce de las primeras propiedades de la integral de
Riemann, o aun de Cauchy.

Pdagina 408:

_ Demuestra el teorema: Si se verifica la (1), se verifica también:

K4

1

1 - 1 e o? (o .

fe) = [m D) e () | 4 [ o= @ (2) du.

0

Exactisimo. No hay més que integrar por partes. Igualmente, derivando
n veces, llega a una férmula donde -en el segundo miembro aparece, Lianjo
el signo de integral, la derivada enésima de ¢ (x). Estos ‘‘teoremas”, eran
ya conocidos en los tiempos de Laplace (siglo XVIII), y quizds aun antes.
Otro “teorema” (pdg. 409, linea 5, empezando por arriba): Si se ve-

vifica: 1 1
f (z) :/e-d«': @ (v) dw, g (?) :/ew: Wy () dx,

0 0

se verifica también:
1

f (&) =9 () :fe‘-"ﬁ (p(x) = v (2))dw.”

)}
Huelgan los comentarios,
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El teorema que demuestra, de manera no rigurosa, es un caso muy pat-
ticular del conocidisimo teorema sobre la “Faltung”, de integrales de Lapla-
ce, que figura en libros bien conocidos, incluso para el intervalo (—, 0, w0 ),
y funciones meramente sumables (y no sumables y acotadas, como supo-
ne Vignaux). Suponiendo las funciones nulas para (—w, 0), ¥y (1, =),
se obtienen los teoremas del autor, sin necesidad de los largos cilculos
(puramente formales), que él utiliza.

Pdaginas 410-411:

Con motivo del “cociente” de transformadas (que define de manera ex-
clusivamente formal, al estilo del siglo XVIII, pues para conocer ese co-
ciente hay que resolver una ecuaciéon integral de primera especie, y el
autor no da condiciones ni siquiera para que esa ecuacién admita solucién),
comete un grueso error de concepto. Dice, en efecto (pag. 411):

“Haciendo el producto del segundo miembro, la relacién anterior se puede
111 Tt
escribir:

« /e—.l':m (x5 dx :/e—a‘: [%/‘rq: (x—9y) o (y) dy] dx,
’ 0

“ de donde rsulta, segin un conocido teorema de Lerch-Vitali

2 ¢ (x) :/w (z—y)o (y)dx.”

i

La conclusién a que llega el autor es lamentablemente equivocada. Su- '
poniendo que la funcién o (z) exista, para lo cual el autor no da ningun
criterio, la igualdad’ anterior puede no verificarse. Consulte el autor cual-
quier libro moderno de Céilculo.

Pdrrafo 6 (pag. 411):

Incompleta y confusa noticia sobre el problema de la inversidn.

‘.

Pdrrafo 7 (pags. 412-415):

Demuestra que'la integral doble

f (z,w) :1// ey g (x,y) dedy

(¢ (»,y) acotada e integrable Lebesgue), es funcién holomorfa de z y w,
escribe su desarrollo de Taylor, y afirma que sus dervivadas parcialss se
obtienen derivando bajo el signo de integral.

Todo esto es tan trivial y conocido como en el caso de una variable, ¥
con idéntica facilidad se demuestra, por ejemplo, para una funcién de
10.000 variables.



Pdrrafo 9 (pagina 414-415)
Plantea el siguiente problema:

“Dada la sucesién doble a,,,, determinar una funcién “dénica”, ¢ (=, %),

“de las variables x, y, tal que

a,, = | xnyro (x,y)dedy . (mn=01...)."

nmn

Le aconsejamos al Prof. Vignaux que deje las cosas donde estdn, v no
trate de resolver el problema, tan incorrectamente enunciado, el cual si
tiene una solucidn, tiene infinitas; vea cualquier libro moderno de Célcuio
Infinitesimal. El autor no tiene noticia, por lo visto, de que el problems,
bien planteado, ha sido objeto de multiples investigaciones, por Schoenberg,
Hildebrandt, Haviland,... incluso para intervalo infinito, y = variables.
Ponemos la bibliografia completa a su disposicién, si asi lo desea.

Pdrrafo 10 (pag. 415-416):

He aqui un teorema caracteristico del Prof. Vignaux, que ya conocian
perfectamente los alumnos de los cursos elementales: la integral de
una suma es igual a la suma de las integrales.

El caso del producto (pp. 415-416) no es tan trivial, y se siente orgu-
lloso de haberlo resuelto. en 1938 para dos variables (An. Soc. Cient. Arg.
T. CXXVI, 1938, pig. 14). Podia haberse ahorrado el esfuerzo de demos-
trar malamente esta regla de Céileculo; pues aun sin molestarse en leer
memorias, pudo haber aprendido en libros diddcticos (“Lehrbiicher”), :ue
ponemos a su disposicién, la demostracién perfecta, no para dos, sino para
n variables; y no sélo para el modestisimo intervalo (0,1), sino para
(—co, o) ; ¥ para funciones meramente sumables, y no sumables y arn-
tadas, como supone cémodamente Vignaux.

Pdrrafos 11-12 (pags. 416-422):

Extiende los teoremas anteriores sobre suma y producto de intezrales
de Laplace ordinarias a las integrales de Laplace de variable compleja
dual. Como estas integrales se reducen inmediatamente (segin el mismo
. autor no puede menos de observar en la pagina 417), a un par de integrales
de Laplace ordinarias, todos los teoremas que para ellas demuestra son
tan triviales como los precedentemente resefiados. [*].

Parrafo 13 (pags. 422-423) :

Propiedades de la integral doble de Laplace de variable compleja dual.
Por la misma razén que los anteriores (reduccién inmediata a integrales

(*) Por la sencillez del tema fué propuesto como ejercicio en el curso pasado a los
alumnos del Seminario Matemdtico de la Tacultad de Buenos Aires y algunos de ellos,
dejando de lado las propiedades triviales, que son las mismas ya sabidas, encontraion
algunas pequefias novedades dignas de nota respecto del campo ordinario, Ninguna de
estas propiedades se encuentra sin embargo en este capitulo, en el cual se aplican
con asombroso coraje los cldsicos teoremas de integracién precisamente en los casos
en que su uso estd prohihido sin las precauciones que ensefian los textos. Lo muy poco
ue serfa preciso demostrar no lo demuestra, admitiendo ciertas propiedades, como una
gratuitamente atribuida a la Srta. Cibrario.

Sobre la exactitud de las citas y su ortografia podria escribirse otro folleto.
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de Laplace ordinarias), estos teoremas son completamente triviales. Mencs
mal que’'el autor, en un arranque de sinceridad, lo confiesa (pAgina 425):
“Las propiedades de esta integral doble se deducen a partir de la cxpre-
“sién (2), v razonando- como en el caso de -una variable”,

Pdrrafo 14 (pags. 423-495) :

Pintoresca noticia histérica (incluso por la ortografia) sobre el problema
de los momentos. ’

Pdrrafo 15:
No existe.
Pdarrafo 16 (pags. 425:426) :

Menciona el problema de los momentos de Cauchy, y aun cuando dice
con mucha razén (nos place consignar que la memoria contiene esta afir-
macién rigurosa) que “cuando la curva c es cerrada, la solucién es inme-
“diata, y ella estd contenida en los resultados fundamentales de Cauchy
“sobre las series de potencias”, después invierte dos largas paginas en
reproducir cosas conocidas hace mas de un siglo.

Pdrrafo 17 (pags. 426-428):

El problema que llama de los “momentos factoriales”, sobre una curva
cerrada, cuya solucién ha anunciado alborozadamente en la pigina 425,
no es tal problema. Esperemos que el autor se dé cuenta de su equivalen-
cia con el de Cauchy leyendo el final de esta resefia.

Las férmulas que figuran en la mitad superior de la pagina 427 tienen
un parecido comprometedor con las de una cldsica memoria de Frobenius
(Crelle, vol. 73, 1871, pp. 1-30); parecido que se trasmuta en identidad si
en las férmulas de Frobenius de las paginas 5 y 6, se reemplaza la sucesion
Uy, Qqy Qo Oy ooy Gy .., que en ellas aparece, por la sucesién particular
0,1,2,3,... iAdmif’able retroceso al caho de 67 afios!

Pdagina 428:

Las novedosisimas consideraciones anteriores culminan en el descubri-
miento del siguiente teorema: “Dada una funcién holomorfa en el exterior
del contorno cerrado ¢, y continua sobre ¢, su desarrollo en serie de facultud
convergente queda perfectamente determinado”. (*).

Las férmulas anteriores tenian un peligroso parecido con las de Frobe-
nius. El presente teorema, que data de los lejanos tiempos de la guerra
franco - prusiana (1871), se llama también de Frobenius. Pa-
ra mayor desgracia figura incluso en textos elementales, por ejemplo en
el archiconocido de Pincherle, “Gli Elementi della Teoria delle IMunzioni
Analitiche”, Bologna, Zanichelli, donde puede leerse, en la pagina 329:
“ ogni funzioni analitica regolare per ©—s o é sviluppabile in serie di fatto-
“riali”. El Prof. Vignaux, quién sabe con qué propdsito, hizo el agregado,
arbitrario e inutilmente restrictivo: “y continua sobre ¢”, con tan mala
fortuna que ha estropeado el teorema y no ha despistado a nadie.

(k) Subrayado por el autor. Sin duda ha querido decir serie de facultades,
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Pirrafo final NO 18 (pag. 428):

El autor cierra dignamente esta segunds parte de la meéemoria con el
siguiente parrafo que abre un horizonte de vastas proyecciones: “Por
“ ahora nos limitaremos a estas consideraciones, y dejamos planteada la
“ cuestion de los momentos factoriales sobre una curva abierta y el de los
momentos factoriales de tipo Stieltjes, o del tipo Le Roy-Hausdorff o del
“tipo Hamburger'

“ Se puede generalizar también este problema considerando integrales de
 Stieltjes”. (*).

Este es el dificilisimo problema que el autor, tras intiles esfuerzos para
resolverlo se limita a enunciar, en la esperanza de que algun ilustre ma-
temadtico le dedique sus desvelos y con su solucién se inmortalice, inmorta-
lizando de paso-al que lo propuso.

Consideramos que vale la pena detenerse sobre este punto, pues ello va
a permitirle al mas profano apreciar cabalmente la extraordinaria origi-
nalidad de este problema, y la de su creador.

Un lector que sélo conozca las cuatro reglas y posea el concepto més
elemental de integral puede comprender perfectamente lo que sigue.

El problema clésico de los momentos consiste en establecer las condicio-
nes necesarias y suficientes que debe cumplir una sucesién dada ée nii-
meros reales my, Mm,, My, My,... M,..., para que exista una funcién f (z},
perteneciente a una dada categoria, tal que se cumplan las infinitas igual-

dades:
mO:/f (x) 20d x

my= [ fix)alde
1n2:ff(m)w2dx
m, = [ f(x)endsx

entendiéndose que los limites de integracién son ¢ y b. (¥)

El nuevo problema de los momentos factoriales, que plantea, orgulloso,
el Prof Vignaux, consiste en averiguar las condiciones necesarias y sufi-
cientes que debe cumplir una sucesién dada de ntimeros reales ¢y, ¢y, €, - - -

T

(*) El autor le asigna a este resultado, con el cual corona su obra, especialisima im-
portancia. Recalca, en efecto, en la pédgina 404 (final del parrafo 2): “Finalmente, en
*la tercera parte se estudia una nueva cuestion: la de los momentos factoriales”. Y en
su ansia muy loable de inmortalidad, firmemente empefiado en gque su problema ‘el
problema de Vignaux’, sea bien conocido, lo antes posible, por todos los matematicos
del orbe, les lanza nuevamente su cartel de desafio, cual despiadada esfinge rediviva,
record4dndoles en otra publicacion posterior (Anales de la Soc, Cient, Arg., marzo 1939,
pag. 185), la deuda de honor que tiemen contraida al no atacar la magna cuestién
“gque hemos denominado problema de los momentos factoriales’.

(*) Si a y b son finitos, es ¢l caso de Hausdorff; si b= 4w el de Stieltjes: si
a——ow, b= 4w, el de Hamburger.
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para que exista una funcién f (x) tal que se verifiquen las infinitas ecua-
ciones

/f(x)dm:co, fwf(m)dw:cl, /;v(:v—{—l)j’_(a:)dw:czr"

Ahora bien: todo alumno de quinto grado de la escuela primaria enten-
derd las siguientes igualdades:
1=1 "
=2
2=w(x+1) —=z
=@+ 1)(@+2) —8a(w+1) +a;
y cualquier estudiante de arquitectura podra multiplicar ambos miembros

de estas igualdades por f (9,) e integrar luego sin mayor esfuerzo, obte-
niendo:

/f(&‘)dw:/f(m)dw )

zf(z)de= [ zf(x)de ,

/ c2f (x) dx f@(ﬂc—{—l)f(m)dm—/o:f(-x)dm s
/ 3j(m)dm_/m(w+1) (m+2)f(:c)da:—3fa;(w-}—l)f(w)qu—fa:f(a:)do:;

0 sea My =c,
5 My =Cq,
5 Mg==Co—0Cq
s 1713:03—30:,—r—cl,

y asi sucesivalﬁente. (*).

Las sencillisimas restas que anteceden, demuestran de modo irrefutable
que, si la funcién f (x) es solucién del problema de “momentos factoriales”
de Vignaux para la sucesién (c,), es también solucién del problema clésico

de momentos para la nueva sucesién (m,) y reciprocamente.

Ergo, el “problema de Vignaux” es el mismo problema de Hausdorff, de
Stieltjes o de Hamburger.

He aqui, pues, descifrado por un Edipo cualquiera, con una sencillisinia
operacién de resta, el pavoroso enigma que el Prof. Vignaux, con religioso
temor, no ha osado siquiera abordar.

Poincaré ha dicho en alguna parte que no era capaz de hacer una suma
sin equivocarse. Bien podemos disculpar a su émulo platense que se haya
atrancado en una resta.

(*) Es hien sabido como se llega a la expresiéon geuneral de m mediante los famosos
numeros de Stirling, conoudos hace mas de 200 afios,



8

J. C. VIGNAUX: “Euxtensiones del teorema de Abel-Stolz y sobre algunas
transformaciones funcionales lineales” (conclusién); Anales de la Socie-
dad Cientifica Argentina, Tomo CXXVII, marzo de 1939, pp. 161-185).

Merece esta memoria por multiples razones. (tantas como teoremas), estudio
aparte, que aparecerd en el préximo nimero del Suplemento. Con todo, no
podemos resistir a la tentacién de dar a conocer a nuestros lectores, para
muestra, siquiera uno de los revolucionarios teoremas que contiene.

El Prof. Vignaux considera integrales del tipo siguiente, que llama ce

Le Roy: 1 ) -

A) F(e) = / RACLLEY

1—x2
0

donde @ (%) es real, acotada e integrable Lebesgue en el intervalo (0,1),

¥ #z es un nfimero complejo arbitrario, no perteneciente al intervalo (1, oz ) ;

y considera los “momentos” sucesivos de o (2):

1

1) a, :/w”w (x)de (n=0,1,2, ..... ).

0 +

En la pagina 172 de la memoria figura el siguiente notabilisimo teorema
con su demostracién, no menos notable: “Si se da una funcién definida
por su desarrollo de Taylor
. ) @

2) f@ =2 a,z"

n=

“cuyo radio de convergencia se supone igual a la unidad, y sus puntos sin-
“ gulares estén en el intervalo. (1, o) ; entonces la f (2) puede expresarse
““en toda su estrella rectilinea por una integral de Le Roy. En efecto, dada
“la sucesién a, se puede determinar una funcién ¢ (x) solucién de la (1).”
Después de -este catastréfico descarrilamiento en la estacion de salida, es
inutil seguir copiando. :

Basta aplicar, por via de ejemplo, el teorema anterior a la sencillisima
serie geométrica: f () = 2 zn,

Esta satisface a todas las condiciones impuestas en el teorema, pues su
radio de convergencia es 1, y su tnico punto singular es también el punto 1,
perteneciente al semirayo (1, «c), segun exige el teorema.

Como en este caso sencillisimo todos los n, son iguales a 1, la correspon-
diente funcién ¢ («), deberd satisfacer, de acuerdo con la férmula (1) del
Prof. Vignaux, a la siguiente relacién:

1

1:-/(;- (¥)wndxr (=012 ..... ).

. 0
Pero por las propiedades bien sabidas de las integrales, el limite del &9
miembro para n—soo es 0, luego resulta la estupefaciente igualdad
1=0. S

He aqui una de las consecuencias menos sorprendentes del teorema del

of. Vi . .
Pro lghaux (Continuard),
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Después de visto y admirado el mas valioso resultado original a que
llega la memoria, procederemos al examen detenido de esta desconcertante
produceiéon. La cual comienza asi:

“Aqui nos vamos a ocupar —dice el autor— del estudio de la corres-
“ pondencia funcional que establece la integral de Le-Roy

f(z) = f_“’(_”l_m [

1l—zxz
C

“ entre una funcién dada o (%) y la funcién f (2) definida por la inte-
“gral [1]. Luego propondremos algunas generalizaciones de la misma”.

Hemos repasado cuidadosamente las 25 paginas de la memoria y en
ellas no aparece el estudio de la integral curvilinea, ni mucho menos sus
prometidas generalizaciones (*); y ésto a pesar de su anuncio:

“Trataremos primeramente el caso en que la [1] esté tomada sobre el
‘“intervalo real (0,1)”.

Y no cabe esperarlas en otro capitulo, que quizds podria aparecer en
un préximo ndmero de los “Anales”; pues éste ostenta el bien visible rétu-
lo “Conclusién”; y no por error de imprenta, ya que en los sucesivos nume-
ros cambia de tema.

Es muy posible que se trate de una de las tantas incumplidas promesas
con que el autor matiza sus memorias; pero méas favorable es otra expli-
cacién que surge al comparar amtos capitulos. El ecapitulo II trata, como
ya hemos dicho, de la transformacién

1
@ (t) dt-
=f — v
flo) = -5 (]
0
. w‘ I
que el sefior Vignaux llama de Le Roy y en el capitulo II trata de la

transformacion

1
r)da
fo= [0 (1]
e

que Pincherle estudié en fecha remota (*%), llamandola de Heine.

Una y otra son en el fondo una y misma transformacién perfectamente
conocida, y el lector notard inmediatamente que de una a otra se pdsa por
un simplicisimo cambio de la variable z; y que las conclusiones obtenidas
para una se aplican a la otra mutatis mutandis. Algunos autores, como
Bernstein, Hausdorff, Féjer,... prefieren la forma [’] mientras que

(*) Para ser exactos, declaremos haber encontrado cuatro lineas (nu-
meros 1, 2, 3, 4, de pagina 173) en que se hmlta a decir que los resultados
anteriores se puedeoz extender.

(*#*) La cita que hace el autor es, como de costumbre, inexacta. El libro
que cita: Funzione analitiche, no dice lo que afirma el Sr. Vignaux,
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‘otr_os,-ccjmoStieltj,e,s», Pincherle, Borel, Perron, Wintner, Titchmarsh. .. eli-
gen-por- el contrario-la forma [1”]. Lo nunca visto es tratarlas a.la:paf
como cosas esencialmente distintas y hasta con diferentes nombres de pila.

Siendo inverosimil que el autor no se haya dado cuenta de la identidad
de esencia, es probableque después de desarrollar la teoria por ambos
métodos, para elegir el mejor, un disculpable lapsus en la ordenacién de
originales, haya producide esta lamentable repeticién, agravada con la no
menos lamentable omisién de las dos promesas exactamente iguales en uno
y otro capitulo. En efecto, dice asi en pag. 157:

“Pincherle considera la integral

— t
’ f(z):f(p()dt-
v d" .

“ sobre una. curva.C abierta o cerrada del plano, siendo ¢ (t), una funcién
“de la variable ¢ sobre C. En este capitulo vamos a estudiar esta corres-
“ pondencia funcional, dando algunas propiedades nuevas y estableciendo
“gsu relacién con el problema de la prolongacién analitica. Finalmente pro-
“ ponemos algunas generalizaciones”.

La frase subrayada es, como se ve, idéntica a la antes reproducida,
salvo el cambio de adverbio; y el incumplimiento es también idéntico.
) En efecto, ni da propiedades nuevas, ni establece su relacion con el
problema de la prolongacion analitica (v. nuestro ejemplo de pag. 8) ni
propone yeneralizaciones. .

Siquiera en el capitulo II proponia una generalizacién, si no de la
integral curvilinea, que olvida desde la primera pigina, al menos de la
rectilinea; y hasta llegaba a inventar la nueva transformacién:

3

_ o (v) dz
i(z) =J U—w2a

0

la ¢ual; en uso del legitimo derecho que asiste a todo progenitor, bautiza-
ba con el sonoro nombre de “transformacién (R) de orden o’.

Lo malo es que la neéfita tenia yz‘i dos siglos de vida y todo el mun-
do la conocia bajo el nombre de “transformacién de Euler”. Y peor toda-
via es que el Unico teorema (de tr1v1a11dad desconsoladora) descubierto
por su padre adoptivo, era ya sabido en el S. XVIIIL.

Para reducir -4 la mitad el trabajo de algtin problemético lector de la
memoria que comentamos; damos una tabla de equivalencias entre los ca-
pitulos II y III, cuya identidad casi completa hemos explicado suficien-
temente:

Notese que al final deja de ser exacta la coincidencia entre ambos
. capitulos, y ello es debido a la dualidad de fuentes en que se ha inspi-
rado. Pero tanto los teoremas comunes como los no comunes a los dos
capitulos, eran. ya bien conocidos.de todos los profesionales, y hasta fi-
guran.en libros de texto. Repetlrlos déndolos como nuevos es ya. un hecho
insélito; pero repetirlos por duplicado en una misma memoria inutilizando
la:.demostracién original ajena con desdichados retoques propios, es ejemplo
tnico en la literatura matemaética,
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La repeticién de cada teorema, dando I’IOD’lbIeS d1st1ntos a la variable,
salta a la vista de cualquier lector, qulen podra co1np10bar el anterior
cuadro de equivalencias. Que los dos ejemplares de cada teorema mno: son
sino trascripciones desfiguradas de teoremas ajenos, resultara del analisis
minucioso que haremos a continuacién. Hay, sin embargo, alguna excep-
cién: cuando se trata de propiedades tan triviales o archisabidas que los
textos las dan por evidentes o ya conocidas de todos, mientras el Sr. Vig-
naux se complace en acupar con éllas paginas y péginas.

Por eJemplo el teorema del Cap. II pég. 162:

La jwwwn f (z) es holomorfa en todo el plano con la cortadura
(+1, 4+ o) o su equivalente. de pag. 178 en el Cap. III, son casos par-
ticularisimos e insignificantes. del bien conocido teorema de Stieltjes que
data nada menos que de 1894, el cual es mucho mas general, por ser
infinito el intervalo y por la clase de intégral; teorema ‘que figura‘en textos
‘tan conocidos como el de Perron sobre fracciones continuas (22 ed., Leip-
zig, 1929, pag. 369, 0 el de Wintner $ob1‘e matrices” (Leipzig, 1929,
pag. 91); teorema que durante casi medio siglo ha sido utilizado frecuen-
temente por los matemdticos, sin molestarse siquiera en dar su demos-
tracién, por suponerla conocida de todos los lectores. Asi por ej. Borel
(Lecons sur les Séries Divergentes, 112 ed., 1928, 'pag 67) dice: “L’inté-
grale J defuut ‘manifestement une fonction holomorphe dans tout le plan
sauf sur la part1e négative de Taxe réel, qu1 est une coupure

Y esto a pesar de que Borel considera intervalo infinito, para el cual
la demostracién no es trivial; y todavia es mads general el caso tratado
por Stieltjes.

Aunque lo expuesto es suficiente para gue. el -lector forme juicio
de la memioria, vamos a analizar parrafo por -pdrrafo, todo su contenido:
‘Pdrrdafo 19, pdg. 163.—Afirma que las derlvadas de la func1on f (z)
se calculan derivando bajo el signo integral; la plopledad es, clerta en
este caso, pero el autor no se prebcupa de averiguar si se cumplen las
.condlcmnes requeridas; en cambio ocupa amplisimo espacio para eseribir
la funcién, su derivada primera, su derivada 2%, su- derivadarehés»i-ma,f‘ y
el valor de la derivada enésima para z=0, llenando asi media pigina. -
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Pdarrafo 20, pig. 163.—Llegamos, por fin, a un resultado novedoso,
que en esta memoria nos sorprende, pues tiene verdadero interés: “pro-
“ baremos ahora —anuncia el autor— que el producto de dos transforma-
“das (R) es una transformada (R)”.

El autor entiende por transformada (R) la definida por la integral

1
t) dx
fo = fods
0

“donde @ (t) es una funcién integrable y acotada en (0,1)”. Asila define
el Sr. Vignaux, quien anuncia, en nota al pie, que seguird un razona-
miento andlogo al de Borel (loe. cit., padg. 7T8) y este anuncio estimula
nuestro interés, puesto que Borel supone las funciones derivables.

Desgraciadamente, esta esperanza se desvanece al cotejar la memoria
del autor con el libro de Borel. En efecto, cualquier lector que sepa leer
las férmulas mateméticas, formard inmediatamente el siguiente cuadro
de identidades:

Sr. Vignaux - ‘M. Borel
. 3 Lecons sur les séries
Capitulo 11 ’ Capitulo III 5 divergentes
Pagina Linea || Pagina Linea Pigina Linea
163 121 179 1117 77 16-18
179 18-20
163 22-25 { 180 g 79 12-13
164 1-3 180 4-6 79 16-18
-164 4-8 180 7-9 80 13-17
164 9-11 180 18-20 80 18-21
164 12-21 180 10-17 81 1-6 (%)
180 21-23 81 3-23
165.166 1-12 {131 1 { 5 -2

{Cémo es posible entonces que por una simple transeripeién tan fiel de
las paginas del conocido libro, con meras modificaciones de forma ( todas
infortunadas) logre demostrar un teorema mucho mas amplio que el de
Borel? (**). ;Por qué arte mégico dos demostraciones esencialmente idén-
ticas pueden dar teoremas tan distintos? .

(*) Si el lector compara las férmulas de Borel con las reproducidas
por el autor, notard que en éstas falta excluir el intervalo (v'—¢g, v + &)
en las integrales simples; pero esta simplificacion, que disimula la fuente
de sus célculos, es inadmisible, como arriba se ha explicado, careciendo por
tanto de sentido las férmulas que no son idénticas a las de Borel.

Tampoco vale para las integrales simples la disculpa de que el autor
sobreentiende que se tome el valor principal, pues como demuestra el
ejemplo que arriba aducimos, tal valor principal no existe dentro de las
hipétesis del Sr. Vignaux.

(**) Haciendo honor a la justicia, la transcripcién no es completamente
literal, pues hay algunas pequefias modificaciones, desgraciadamente todas
desafortunadas. En efecto, como dice muy exactamente Borel, (pag. 79)
“Iintégrale J a un sens, malgré la présence du facteur v—u en dénomina-
“teur, puisque ce facteur se retrouverait en numératur dans la paren-

i
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La contestacién estdi en una nota al pie de pag. 166, donde dice:
“se ha supuesto que las funciones generatrices ¢ () y v (x) sean deriva-
bles, a fin de simplificar los cdlculos”.

No deja de ser extrafio que al ilustre profesor ‘de la Sorbona se le
haya escapado el hecho de que su teorema es valido sin necesidad de exigir
que las generatrices sean derivables, mientras que lo ha visto, con aguda
perspicacia, el distinguido profesor argentino. Pero este nuevo lauro de
nuestro fecundo analista se desvanece inmediatamente apenas se piensa
‘en cualquier funcién discontinua. He aqui la mas sencilla de todas:

P (v) =1 para 0=v < u,
, P (v) = 0 para u<.v§1.
Para esta funcién la integral del Sr. Vignaux:

1
f Y (v) do T ()

U—7r
0

(férmula 42 empezando por abajo, de la pag. 164), se reduce a la siguiente:

1
g d . dv
T(u):J v (v)dv :f
U—1 U—"
0
y la primera férmula de pg. 165 del Sr. Vignaux:
3-8 1
T (u) = lim f_(p_(v) dv 4 'i(l”_‘“’,
50 |« Uu—7v U— v
° -8

nos da, para esta sencillisima funcién, integrable y acotadae, segin ha su-
puesto el mismoy

-8

T () tim (%" = tim legﬁ—logu ]:_w.
d—0 U—"7 0—0
0

Resulta, pues, que la integral carece de valor principal, mientras que el
seflor Vignaux afirma rotundamente en la pag. 164: “existe el valor prin-
cipal en el sentido de Cauchy”.
. Nos quedaba todavia la esperanza de que el autor estuviera en posesién
de algiin método para demostrar ese anunciado teorema, mucho més general
" que el de Borel, a pesar de haberse limitado a reproducir el de éste,
pero como ve el lector, lasciate ogni speranza. Bl teorema es irremediable-
mente falso.

“thése. Mais il n’en serait plus de méme si l'on décomposait ’intégrale J
“en deux autres, en séparant les deux termes de la parenthése. Chacune de
“ces intégrales serait dépourvue de sens”. R

El sefior Vignaux se cree autorizado a calcular esta integral doble por
medio de dos integraciones sucesivas, sin darse cuenta de que las férmulas
que escribe carecen totalmente de sentido. .

\
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Es muy probable que suceda lo mismo con aquellos teoremas giie anun-
cib. el ano 1932 asegurando estar en posesion de su demostracion. Confian-
do en su formal aseveracién: “Nous avons démontré les théorémes sui-
vants”, fueron publicados sus enunciados en los Comptes rendus (*), como
es cosftllnbre hacer con todo profesor universitario que hace bajo su pala-
bra tal afirmacion, a reserva de justificarla posteriormente; pero hasta la
fecha seguimos esperando que pruebe la verdad de lo afirmado tan solem-
nemente.

En cuanto a la eomodidad a que alude en su nota al pie de pég. 163,
¥y que los lectores ingenuos le habrin agradecido, entiéndase que la como-
didad es para el autor. Si el teorema lanzado a la ventura hubiese resulta-
do providencialmente cierto, ;quién habria osado discutirle su paternidad?

Es muy cémodo indudablemente enunciar teoremas al acaso, por si les
favorece el azar, omitiendo por comodidad su demostracién; pero este mé-
todo aleatorio no estd exento de peligros (*¥).

Pdag. 166-167. Los dos teoremas que demuestra en ellas son de Pin-
cherle, salvo el cambio 1/2; véase, en efecto, su conocida nota en los Ren-
.diconti Accad. Lincei, que el autor ha olvidado de citar.

Parrafo 21, pdg. 168.—O0tro olvido de citas. El desarrollo en serie de
Taylor de la intggral [1’] de Cap. II, o su equivalente de Cap. III,
N© 28, pag. 181, figura en textos tan conocidos como el de Wintner (loc.
cit. pag. 101) y el de Pincherle (loc. cit. pag...), asi como también las
observaciones que hace a continuacién (Wintner loc. cit. pag. 99).

Pdrrafo 22, pdg. 168-169.—Cita el libro de Borel (sin decir la pagi-
na) y sigue exactamente su mismo razonamiento.

Pdrrafo 23, pdg. 170—El autor representa la integral [1’] por me-
dio de 'una integral de Borel, cosa ya sabida, incluso para el caso extra-
ordinariamente méas general de intervalo infinito y de integral de Stieltjes.
Véase por ejeinplo la memoria de S. Bernstein. (Acta math. tomo 32
(1929) pag. 58) donde figura férmula idéntica a.la [3] del sefior Vighaux
y también observaciones idénticas a las del mismo Vignaux. Igualmente
sabido es el teorema analogo- de cap. III., parrafo 29, pidg. 182 para la
integral de Heine.

Pdrrafo 23, pdg. 171.—El Dr. Vignaux insiste, como ya viene ha-
ciendo desde hace mucho tiempo, en atribuirse la paternidad de la pro-
longacién de la estrella de Borel, que dice haber logrado en 1924; “en el
casa que la funcién definida por su desarrollo de Taylor, tiene uno o dos
puntos singulares”.

[

(¥*) Sur la. méthode de sommation de Riemann. Vol. 195, pag. 750
y 751, LL

(**) En el teorema idéntico de cap. III supone derivable la genera-
triz, siguiendo paso a paso el libro de Borel. ;Cabe quizis atribuir a olvi-
do disculpable la omisién de tan indispensable condicién en pag. 163?
Desgraciadamente para su salvaciém, el mismo autor ha cerrado esta
puerta de escape, atracandola con su nota ya citada de pag. 166; y por si
esto fuera poco, agrega una explicita declaracién en pag. 167 cuando al
pasar a un nuevo teorema (que por cierto es de Pincherle y no del autor)
dice: “consideremos nuevamente la relacién [1] y supongamos ' ademds
© “que la generatriz ¢ (x) sea derivable”.
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La verdad es otra. El-Sr. Vignaux en una larga memoria en la Re-
vista Matematica (Nos. 21, 22, 23) se limité a comprobar para las mas
sencillas funciones elementales (logaritmo, progresién geométrica, ...}
la prolongacién del campo, sin atreverse siquiera con la modesta serie bi-
némica. ' -

“En la memoria citada anuncia que abordard “en una préxima publi-
cacién” él caso de las funciones con “uno o dos puntos singulares situados
sobre un didmetro del .circulo de convergencia” sin atreverse ni aun a
tocar el caso en que estos dos puntos son cualesquiera. Ahora, en cambio,
lo da ya por resuelto con aquellos elementales ejercicios de caleulo. ;Creera
acaso el Sr. Vignaux que las precitadas funciones elementales son las
tnicas funciones analiticas con, uno o dos puntos singulares?

No le conviene volver sobre este punto, pues demasiado sabe a estas
horas que ese modesto caso de dos puntos singulares es insignificante
dentro del caso general, que ‘estd completamente resuelto muchos afios
antes de que él se ocupara de tales asuntos. Hoy no repetiria la frase final
de su memoria: : '

“Tl problema general, sin duda de gran importancia para la teoria,
ofrece grandes dificultades.”

En efecto, tal problema, ni tiene gran importancia ni ofrece dificul-
tades, grandes ni medianas. Es un sencillo ejercicio de cambio de variable.

Pdrrafo 24, pdg. 172.—E]1 método de prolongacién analitica que propo-
ne el autor para extender el campo de convergencia de una serie de
Taylor de radio 1, expresion de una funcién cuyos puntos singulares estan
en el intervalo (1, o), es completamente ilusorio, como lo demuestra irre-
futablemente el caso de la simplicisima serie geométrica

fy=2XZzn

que cumple todas las condiciones impuestas por el profesor Vignaux. Véase
la prueba’ contundente de nuestra asercién en la pagina 8 de este trabajo.
" El lector quedard maravillado de la eficacia de un método que ya fra-
casa en la mas simple de todas las series, y conduce al revolucionario
resultado:
1=0.

Pdrrafo 25, pdg. 178.—Ya hemos dicho ‘antes a-lo que ha gquedado
reducida su anunciada generalizacién de la integral de Le Roy. Menos mal
que compensa esta trivialidad con el planteo de una nueva teoria. Se trata,
en efecto, con sus propias palabras, del estudio de “la transformada de
“Le Roy, adoptando integrales en el sentido de Stieltjes, es decir::

) e .
do (%) ‘
fo = [
) 1l—xz _
O i

“ que, llamaremos transformacion de Le Roy-Stieltjes. Nos limitaremos
‘“aqui a sefialar estas nuevas cuestiones, que serd tema de estudios pos-
“ teriores” (¥).

(*) El subrayado es nuestro; la concordancia de sujeto y verko es del
autor, :
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Estas nuevas cuestiones, tienen ya medio siglo de vida. Conviene que
el autor lea la famosisima memoria de Stieltjes (Ann. de Toulouse, 189D,
pag. 1-122, Obras Completas, vol. II, pag. 125) donde hay todo un ex-
tenso eapitulo, que se ha hecho célebre, consagrado al estudio que el sefior
Vignaux propone como nuevo en 1939. Con la agravante de que los proble-
mas que desvelan al laureado analista argentino, estin resueltos, no sola-
mente para el mintsculo intervalo (0,1), objeto de sus afanes, sino tam-
bién para (0, <o), donde ya aparecen serias dificultades.

Por si esto fuera poco, el sencillo caso del intervalo (0,1), que nuestro
autor no ha resuelto todavia, figura ya en el conocido texto antes citado
de Wintner, pag. 101, y siguientes:

Pdarrafo 26, pdg. 174-176.—Las consideraciones que hace sobre las
transformadas dobles de Le Roy, son completamente triviales y valen lo
mismo para cualquier nimero de variables. Véase lo ya dicho en la pagi-
na 3 de nuestro trabajo.

Termina el capitulo proponiendo este problema:

* es necesario resolver el siguiente problema, que llamaremos de los mo-
“mentos dobles de Le-Roy-Hausdorff: dada la sucesion doble a,, , deter-
“Cminar une funcion dnica ¢ (X,y) de dos variables reales, tal que

LY

11
= f oy ) dudy (myn = 01,...)",
0o 0

Este problema, tal como lo enuncia el autor, es insoluble; pero bien
planteado ha sido ya resuelto hace tiempo. De la copiosa bibliografia, baste
recomendar las memorias de Hallenbach, Schénberg, Haviland, Hilde-
brandt,

Aqui termina en realidad la memoria, aunque todavia siguen nueve
paginas mds, que componen el capitulo III; pero su contenido lo hemos
ido analizando a la par del II puesto que la integral [1”] es la misma
[1’] tratada en el capitulo II, cambiando el nombre de la variable.

No uno sino infinitos capitulos podria haber agregado el autor a su
memoria, sin por ello haberla dotado de contenido apreciable; y asi como
ha fabricado el capitulo III'sin més que cambiar el nombre de la varia-
ble 2z, podria haber fabricado infinitos otros, con otros tantos intrascen-
dentes cambios. Y eso, sin tocar el intervalo de integracién; pues asi como
ha embutido en su capitulo II la memoria de Pincherle, que considera el
intervalo (1, w0 ), cambiando meramente x por 1/w, calcilese cuantos
nuevos capitulos podrian fabricarse con otros tantos intervalos. Con tales
hinchazones, solamente se logra rebajar méas y més el peso especifico de
la ya ingravida memoria, cuyas 76 paginas, trabajosamente henchidas
con mnobles materiales ajenos burdamente desfigurados, agravian al lec-
tor sin lograr en cambio disimular la miseranda orfandad de ideas.

(Recibido el original en Agosto de¢ 1939),
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SOBRE LAS SINGULARIDADES
DE LAS CURVAS DE JORDAN
Por FAUSTO 1. TORANZOS

Concepto de tangente.—No existe uniformidad de criterios
respecto al concepto de tangente a una curva real, por lo que
se hace necesario especificar la definicién de tangente que se
utiliza. Nosotros usaremos algunas veces el concepto de tail-
gente a una curva de Jordan en el sentido dado por Rosen-
thal (*) y otras en el dado por Severi (*#), por lo cual es ne-
cesario probar su equivalencia. El concepto de semitangente
a una curva en el sentido dado por Rosenthal y aplicado a las
curvas de Jordan es el siguiente:.sea P, una sucesiéon de puntos
sobre una curva de Jordan, tales que, siendo ¢ el parametro se
verifique:

by <ta <ty < ... <ty <oy lim 2, =1,

n—>c0

Consideremos el haz de semirrectas P, P,. Si existe una
semirrecta limite. del haz, diremos que es una semitangente a
la izquierda en P, a la curva. Anadlogamente se define la semitan-
gente a la derecha.

El concepto de tangente de Severi es el siguiente: “Sea P
un punto de una linea I de Jordan plana (estc se extiende ana-
logamente al S,) y tomemos un entorno suyo, contorno incluso,
en el cual habra un conjunto de puntos de I, que es finito y li-
mitado. Consideremos de todas las semirrectas de origen P que
proyectan los puntos de [ contenidos en el entorno, que tam-
bién es finito y limitado. Hagamos decrecer el radio del en-
torno, de modo que tienda a cero. Cada entorno, hemos dicho,
determina un conjunto de semirrectas finito y limitado, y como
el conjunto de todos estos conjuntos limitados de semirrectas
es finito (por pertenecer a un haz), en virtud del teorema de
Bolzano generalizado, existe por lo menos una semirrecta de
acumulacién, que llamaremos semirrecta tangente a [ en P.
Toda recta que contiene la semirrecta tangente en P, se llama
recta tangente.”

(*) ROSENTHAL.—Uber die Singularititen der reellen ebenen Kuv-
ven. Mathematische Annalen-Band 73. :
(*#*) SEVERI F.—Topologia—Buenos Aires, 1931, pag. 21.
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Probaremos que si hay tangente en el sentido de Rosen-
thal, ésta lo serd también en el de Severi; en efecto, basta elegir
como radios de los entornos usados por Severi, las distan-
cias Py P;. '

Reciprocamente probaremos que si hay tangente en el sen-
tido de Severi, ésta lo es en el de Rosenthal; en efecto, elegi-
mos como punto P; de Rosenthal, aquel de los puntos de la
curva pertenecientes al entorno de orden 7 de Severi, tal que
el ¢; correspondiente sea el extremo superior de los ¢ del en-
torno.

Severi-demuestra que una curva simple de Jordan tiene
por lo menos una semi-tangente en cada punto. Recta tangente
es toda recta que contenga una semi-tangente.

La funeion w(t).—Sea P, un punto de una curva simple
de Jordan que tomaremocs como origen de coordenadas polares,
y sea w (¢) el argumento de las cuerdas que pasan por P, y por
un punto de la curva. Consideremos un intervalo del parametrc
thh=t=ty (i corresponde al punto P;). Probaremos el si-

guiente: .

Teorema: o (t) es continua en todo punto del intervale
distinto de t,.

En efecto, sea ¢ un valor del intervalo y P el punto corres-
pondiente, elegimos en el intervalo £, £ un valor del parametro
t, . Consideremos los triangulos P., Py, P1 y sea o el angulo for-
mado por P, P, o= () — o (t2) |

Habremos probado la continuidad de w (¢) en ¢ cuando pa-
ra cada ¢ encontremos un ¢, tal que o < &.

Para eso trazaremos por P, y a ambos lados de P, P, rec-
tas que formen con ella angulos o < g por la continuidad del
arco Py, Py una por lo menos de las rectas trazadas cortara a
este arco en un punto P’; tomaremos ¢, — ¢’ con lo que tendre-
mos o < &, lo que prueba la continuidad de w (2) .

Diremos que una reecta que pasa por un punto P de una
curva simple de Jordan es infinitosecante en este punto si ei
conjunto de los puntos de interseccién de la recta con la curva
tiene al punto P como punto de acumulacién. Segin la defini-
cién de tangente toda infinitosecante es una tangente.

Hemos visto que la funcién o (¢) estudiada en un interva-
lo ty=<t=1t, es continua para todo ¢ < ?%;,; en el punto
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t — to, no es necesariamente continua ni finita, pueden ocurrir
los siguientes casos:

a) P punto aisladol
del conjunto de {er. caso
las interseccio-l :
nes.
b) P punto de acu-
t - L. mulacién de in-
@ (1) con- 1, (to— 0) finita. Hay tersecciones, es
tinua a la . ) . ‘ . ’ 20
. ords semitangente unica- decir la tangente ”
1ZAUIEras | ente a la izquierda. es infinitosecan-
ent. te.
® (to — 0) infinita. }3er_ )
Lg0
& () discontinua de *=2m . 14' ”
segunda especie, de ° finii 1
. LT 1N1T0 FO
amplitud «, a la iz- a>‘ ™ ( ) [ »
quierda en %o . «  (infinito) 169
J i3]

Clasificacion de los puntos de una curvae de Jordan.—Adop-
taremos como criteric el comportamiento de la funcién,m (%),
siendo sosten del haz el punto que se estudia. Damos conjunta-
mente la interpretacién geométrica de cada caso. Resultan los
siguientes tipos de puntps:

Tipc I-w (¢) caso 1°.—Son los Uinicos que pueden pertene
cer a curvas de orden finito, tienen
una sola semitangente a la izquier-

. da no infinitosecante.

Tipo II-w (t) caso 2% —Llamaremos a estos puntos sinuosos
de amplitud cero; tienen una sola se-
mitangente a la izquierda, que es
infinitosecante.

Tipo III-w (¢) caso 4°.—Llamaremos a estos puntos sinuosos
de amplitud a; en cada uno existe un
angulo o = 2+ de semitangentes 2
la izquierda del punto.

Tipc IV -w () casos 39 52 y 6°—Llamaremos a estos puntos
espirales. Se caracterizan porque to-
da semirrecta que tieme como origen
el punto es infinitosecante y por lo
tanto es semitangente.
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Daremos ahora algunos tecremas referentes al conjunto
de singularidades de una curva de Jordan:

TEOREMA I.—FEn toda curva j de Jordan hay puntos que
no son espirales.

En efecto, sea Py, un punto del plano que nc pertenezca a
la curva.7; si recorremos el segmento P, P; en el sentido P,, P,
por ser 7 un conjunto cerrado habré un primer punto de inter-
seccién P’ con 7, el cual noe puede ser espiral por definicién.
puesto que la semirrecta P, P’ no es una infinitosecante.

TEOREMA Il.—En una curva de Jordan el conjunto A de
valores del pardmetro t para los puntos correspondientes no
son espirales, es denso en cualquier intervalo.

Demostraremos el teorema probando que en todo intervale
dl pardametro ¢ hay algin puntc del conjunto A. Sea ¢y, ¢, un
intervalo del parametro ¢ que tenga a ¢, como punto interior.
Sea ademas ¢ un entorno circular suficientemente pequefio para
que no contenga puntcs de 7 que no sean del intervalo P (%),
P (t,). Sea M un punto de o no perteneciente a j. [l segmen-
to M P, recorrido en el sentido M, P, encontrard la curva en
un primer punto @ que pertenece al entorno £, %, y al conjun-
to A con lo que queda demostrado el teorema.

"OBSERVACION 12.—Hay curvas de Jordan tales que to-
dos sus puntos sean del tipo III.

Ejemplo: la curva de Koch se construye de la siguiente
manera: se divide un segmento a—JMN en tres partes, sobre la se-
gunda de ellas se construye un tridngulo equilatero, suprimién-
dose ese segmento, sobre cada unc de los restantes segmentos
y sobre los otros dos lados del triangulo se repite la construec-
cién, y asi sucesivamente. Los vértices de angulos formados
con esta construccién son puntos definitivos. Tomemos uno de
ellos, por ejemplo, el A vértice del primer tridngulo construido.
El angule NAM es de semitangentes; por lo tanto es un punto
sinuoso de amplitud: a = 30°.

OBSERVACION 22 —Hay curvas de Jordan en las que el
conjunto de puntos espirales es denso en cualquier intervalo.

. . . 1 1 1
Ejemplo: Consideremos la serie 0 + 1-- 9 +-2A, — 5
Sean o, @1y + ..y Gy ... los términos de esa serie y
S0y 81y + -+ +s Spy ... la sucesién de sumas de los n 4 1 rimeros

términos.



Consideremos los puntos:

r=--S;, Y :—75-~ o para n =21
6 9
AH = 5
5 ' .
T = e Sii, Y=—9 a; para n—271—1,
v los puntos:
w:l—isi, Y:———f-l—a,i para n=21
B 3 9
i . ? 4
p—1— "8, — - q p —27—
r=1 3 Sia, Y 9 a; para n 1—1,

las dos sucesiones tienen como limite el punto: M (7/y, 0);

. 2 .
en efecto: lim S;=—, lim a; — 0 y reemplazando resulta

o0 3
lo que se queria demostrar.

Uniendo los puntos A; ordenadamente por una poligona!
lo mismo que los B;, resulta un arco de Jordan que tiene el pun-
to M como punto espiral y los mismos extremos 4, y B, que el
segmentoc A, By . .

Aplicar la operacién E a un segmento a, es reemplazar el
segmento por una construccién semejante a la dada, en la que
los extremos del segmento sean los homdlogos de A, v B,. Apli-
car la operacién E’ a un segmento b es reemplazar este seg-
mento por una construceién semejante a la indicada en la cual
los extremos de b son homélogos, uno de M y otro de 4, o
de B() . §

Dividamos el segmento A; A, de la construceién en
9 p. + 8 partes; con las 4 primeras y las. 4 tltimas se forman
dos segmentos ¢’ y con cada 9 de los restantes otros p segmen-
tos a. Apliquemos a los @’ la operacién E’ y a los a la opera-
cion E. Queda asi el segmento A, A, reemplazado por p -+ 2
arcos de Jordan, cada uno con un punto del tipo IV, que estara
seguramente sobre el segmento A; A.. Repitamos esta opera-

“

1l— Ay By y llamaremos

operacién = (*). Apliquemos nuevamente la operacién ~ a to-

¢ion en todos los segmentos A4; A, >

luego a los mayores que

. 1
dos los segmentcs mayores que qTor

(*) Sélo habrid una pequeifla variante en los segmentos como el
A, A, en los cuales la divisién deberd hacerse en 9 p + 12 partes.
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1 Co o
o7 7 ast siguiendo obtenemos una sucesion de curvas. Demos-
tremos que el limite es una curva de Jordan.

Constrvecion E -

Para asegurarse de que las construcciones 4, A; por ejemplo
no van a superponerse con las By B. que es el inmediato proxi-
mo, basta elegir p de manera que satisfaga a la desigualdad

como es inmediato demostrarlo.

9+ 16
Para demostrar el teorema habra que probar que se puede

elegir el parametro de manera que el conjuntc de valores co-
rrespondientes a puntos como el M es denso.

Para probarlo establecemos el siguiente homeomorfismo:
o
Sea la sucesion Sy =0, S; 2721%’”—”—

Hagamos corresponder a los punt_os A; los valores t¢==S,
vy a los puntos By, t; = 1-—-S;, a los segmentos A; 4,.; el in-
tervalo ¢; £;,1. Si para cada segmento de la construceién = repe-
timos este homeomorfismo, tendremos el homeomorfismo de
todas las curvas. Se ve inmediatamente que el conjunto de pun-

tos extremos de segmentog es denso.

(Original recibido en agosto de 1939).
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FORMULAS INTEGRALES DE LA INTERSECCION
DE CONJUNTOS

Por MANUEL BALANZAT -

Consideremos un conjunto de puntos C;, medible en el sentido
de Lebesgue y fijo. Supongamos ademéas otro conjunto Cs mévil
. en el mismo espacio de una manera rigida, es decir, sin que se
pueda deformar. En algunos casos uno de estos conjuntos se
puede reducir a un conjunto de un nimero finito de puntos.

La posicion del conjunto mévil, vendra determinada por un
cierto nlimero de parametros, ¢, ¢s, £3, ... ¢, (a lo sumo serdn

1 . . . :
»————p(p;_ ) , siendo p el nimero de dimensiones perc pueden ser

menos si se trata de un conjunto infinito que admita desplaza-
mientos que lo dejen invariable, como son las bandas de plano
limitadas por rectas paralelas, las bandas de espacio limitadas
por planos paralelos, la parte de espacic interior a un cilindro,
etc...). Para cada posicién del conjunto mévil C; su intersec-
¢idm con el fijo'C, serd otro conjunto, medible Lebesgue y cuya
medida que representaremos por m (C;, C») serd una funcién de
la posicién de C. o sea de iy, ., ts, ... t.. Eligiendo conveniente-
mente estos parametros la integral

f m (Cr, Co) dty dtsdty ... dt,

se puede calcular en funcién de las medidag de Cy y C..

El objeto de este trabajo es la generalizacién para conjuntos
cualesquiera de estas férmulas integrales que, para casos mas
simples, han sido demostradas en diversos trabajos de Geometria
Integral. Nosotros necesitaremos Gnicamente suponerlas conoci-
das para segmentos, cuadrados o cubos y de ahi pasaremos-al
caso general de ser conjuntos medibles cualesquiera.



I. PROBLEMAS SOBRE LA RECTA

1) Consideremos un conjunto de puntos L, fijo sobre la rec-
ta y otro L. mévil, ambos medibles Lebesgue y de medida fi-
nita. La posicién del segundo queda determinada por la abs-
cisa x de uno cualquiera de sus puntos; para cada valor de =z
consideremos la medida del conjunto interseccién de L; y Lo.
Representémosla por m, (L, L.), es evidentemente una funcion
de z y vamos a demostrar que

(1] ﬁﬁl (Ly, Ls) d & — my (Ly) . my (Ly). ‘

En efecto, consideremos primeramente el casc en que ambos
conjuntos sean acotados, en este caso si I’ y I” son los didmetros,
bastari considerar la integral en un intervalo finito (a,.b) de
longitud a lo més igual a I” 4 I, ya que fuera de él m, (L;, Ls)
serd siempre cero. La féormula [1] se reduce a:

[21 j‘b'}')’lzl (L]_, Lg) dr—=— M (L1> '. ma (Lg).

Para el caso en que L, y L. se reduzcan a dcs segmentos la
demostraciéon se hace directamente sin dificultad:

En efecto, sean I; y I. las longitudes de los segmentos y su-
pongamos por ejemplo i = 1. Si a es el origen del segmento
fijo, su otro extremo serd o -} Il; y si el segmento moévil tiene
por extremos z y « -+ I, la integral buscada serd: ’

a+l1—l2

a ch'-ll
J @rrwdat frdot [ (atho)do—l L.
a-1

a arl1~l2

Consideremos ahora el casoc en que L; sea un segmento y L.,
uii conjunto cualguiera medible. Entonces existe un conjunto
abierto O que contiene a L y cuya medida difiere de la de éste
en menos de &.

Como todo conjuntc abierto es igual a una suma X E; de seg-
mentos sin parte comuin, se puede poner:

G (Ll,' L_’,) = ml(Ll, O — E)=m1(L1 O)— mMq (Ll E‘):
= ml(Ll, > E',-_)—ml(Ll E)Z X 7n1(L1 El)— "n](Ll E),
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donde los E; son segmentos sin parte comin y E es un conjunto
de medida menor que e.

Tenemos por tantec:

(/2 b
j’ml(Ll, Lg)d%:ﬂ-( f [Eml(Ll, E’i‘)—ml (_Lp E) ] dr=—

b
= bml (L‘l’ E'L)d.%‘— bml(Ll! E)dx .
2 J

Como la férmula [2] es valida para el caso de dos segmentos
tenemos : '

Wb
E j ma (L, By)dz—=Sm; (L) .may (By)—ma(Ly) -m, (0)—

=M1 (L1) .y (L) +my (L), ma(E) .
y por tanto,

b ' b
fml(Ll, Ly)dz—my(Ly) .my(Ls)-+mq (L) ., (B)— f ms (L, E)dz

a

Ahora bien, como m; (E) <& y con 1gua] razén lo serd
My (LJ,E) tendremos

my (L) my () <e ml‘ (L)

b
fﬁh (L, Eydx <e(b—a),

@
.y haciendo tender ¢ a cero deducimos:

b
j‘ml (_Ll, Lg) dxr—= ma (Ll) M1 (Lz)

para el caso en que L; es un segmento y L. es un conJunto cual-
quiera medible Lebesgue.

El paso de esta férmula al caso general en que L, y L. son
dos conjuntos cualesquiera, se hace anilogamente, descompo-
niendo L; en la forma L, = 2 E; — E donde los E; son segmen-
tos sin puntos comunes y la medida E es menor que &.

Siguiendo el mismo procedimiento anterior establecemos que

b ] b
g‘ml (Ll, L_)) dr=2X )(m] (E,LLZ) dx—: §m1 (E]_Lg) dzx
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y teniendo en cuenta la férmula [3] deducimos igualmente

a b
L5‘?’”’1(_L]_, ng)dSU:ml(Ll) ’m](L_)) —I—?’)’Ll(E) . WLQ(IIQ)** ‘fml(E, L_,)dx .

b [

Haciendo tender ¢ a cero se deduce

.f mq (_Ll, IJg) dx— M1 (Ll) o (L_g)
b

que puede ponerse en la forma

(4] f:;“ (Ly, L) d x — my (Ly) ma (Ls)

-0

yva que my (L1, L») es nula en el exterior.de (a, b) .

Hemos demostrado por consiguiente la férmula para el caso
en que los dos conjuntos son medibles y acotados, pasemos aho-
ra al caso general en que pueden ser no acotados, aunque siem-
pre de medida finita. ’

Podemos efectuar la descomposiciéon de L; v Lo en una infini-
dad numerable de conjuntos acotados y disjuntos E; y F';, tales
que L, =X E; y Ly — X F; y por tanto :

M, (Ll) =2 m1 (E,) m1 (Lg) = mq (Fj)
" de donde

fmi(Ly, Layda— (S (B, F)ds—3 fm(®, Fyyda
- LE RN

ot 1]
-0

y teniendo en cuenta lo establecido en [4]:
f?’;jl(_Ll, L_g)dx=2’l'ﬂ1(E1) .ml(F,-) =Em1(El)Em1(F,)
0] i i

-0

=M1 (Ll)Tﬂ] (Lg)

como queriamos demostrar.

'2) Caso en que uno de los conjuntos se reduce o un nimero
finito de puntos.

Consideremos ahora el caso de un conjunto L medible Lebes-
gue, fijo sobre la recta y un conjunto mévil N compuesto de un
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numero finito de puntos n. Consideremos para cada posicién
de L el nimero de puntos comunes a N y L. Representémosle
por mg (N, L); vamos a demostrar que

J‘;;;O (N,L)dx=mnm, (L)

donde m, (L) es la medida de Lebesgue de L.

En efecto consideremos primeramente el caso en que el con-
junto N se reduzea a un solo punto, entonces m, (N, L) es la
funcién caracteristica del conjunto L y como sabemos que la
integral de la funcién caracteristica de un conjunto es la me-
dida de éste, el teorema esti demostrado.

Si el conjunto N se compone de un numerc finito de puntos =,
consideremos las funciones my (N, L)(1=1==1n) correspon-
dientes a cada uno de los puntos del conjunto, tendremos

my (N, L) = S my (N, L)
1

y teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para
el caso de un punto Gnico deduciremos:

fmo (N,Lydx =3 fcp,,:d xr=mnm; (L)
—o0 1 ~c0

que es lo que queriamos demostrar.

3) Problemas anilogos pueden estudiarse para conjuntos de
puntes situados sobre la circunferencia (curva plana de cur-
vatura constante) y la hélice (curva alabeada de torsién y cur-
vatura constantes) sobre las-que puede desplazarse un conjun-
to sin sufrir deformacién alguna; para ello basta observar que
tomando como equivalentes a los segmentos lineales, los arcos
de circunferencia o hélice, puede construirse, para los conjun-
tos arbitrarios de puntos situados sobre dichas curvas una teo-
ria de la medida lineal de Lebesgue; deduciéndose por consi-
guiente, proposiciones anilogas a las anteriores sin mas que
cambiar en los enunciados la palabra conjunto lineal por la
de conjunto sobre la circunferencia o sobre la hélice.
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II. PROBLEMAS EN EL PLANO

1) Consideremos en el plano dos conjuntos A4; y A, medibles-
Lebesgue y de medida finita. Supongamos uno de ellos 4, fijo
y el otro A, moévil; la posicién de este Ultimo vendra determina-
da por las coordenadas, z, ¥, de uno de sus puntos y una rota-
cién ¢ alrededor del mismo.

Para cada sistema de valores de estos parametros determi--
nemos la medida del conjunto interseccién de los dos dados,
sea ms (A, As), esta medida, es evidentemente una funcién de:
Z, ¥, ¢; consideremos la integral

j‘mg. (A4, 45) d K

a pesar de tratarse de una integral triple empleamos por bre--
vedad un solo signo integral, y d K en lugar de dzdy d¢; d K
es la llamada densidad cinemdtica en Geometria Integral (1).

Vamos a demostrar que

kS

[1:‘ f’}ng(Al, Ag)dK=27T1’)’L2(A1) .mQ(AQ)

En efecto, para el caso en que los conjuntos A; y A, sean dos.
cuadrados el teorema ha sido demostrado (2). Supongamos aho-
ra que los dos conjuntos sean cualesquiera pero medibles y aco-
tados; en ese caso podemos descomponerlos en la forma.
A, —=0,—FK, A, —0O,—F donde O; y O, son dos conjuntos.
abiertos, y E y F son dos conjuntos de medida menor que .

Por consiguiente tendremos
O01=A;-+E, Os=A>+E y O, X0s=A; X As+A i XF+ A XE+EXF
representado por el signo X la interseccién de los conjuntos. De
aqui deducimos:
[2] fm_;(Al,Ag)dK: j‘m_)(ol,o_))dK—fﬂ'Lg(Al,F) dK—
f ms(E ,Ay)dK— f ms(E,F)dK

(1) Ver W. Blaschke “Vorlesungen iiber Integralgeometrie I’, Ham-
burger Mathematische Einzelschriften. 1936. pag. 20.

(2) Ver Blaschke, loec. cit. o L. A. Santalé “Geometria Integral 4. So-
bre la medida cinemdtica en el plano”. Hamburg. Abhandlungen, 11.
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‘pero por ser O; y O, conjuntos abiertos se pueden descomponer
en la forma 0,—3FE;,0,-—3F; donde los E; y F; son respectiva-
mente cuadrades rampantes. Por tanto y teniendo en cuenta que
la férmula [1] es valida para cuadrados, y que las fronteras co-
munes de éstos no influyen en m.,

(3] fmg (0,,0:) dK :fzmg (B;, F)) dK —

me (B, Fj) dK — 25 my (B).ms (Fy) — 27 ms (Oy) .ms (Os)

y teniendo en cuenta que
Mo (01) = M2 (Al) + m- (E) Yy ms (Og) = M (Ag) +.m2 (F)
obtenemos

M (01) . Ma(02)=ma( A1) . Ma2(A2)+
Ma(E) .Mz (A2) +Mo(Ar) .o (F)+ms(E) .1 (F)

y teniendo en cuentd [2] y [3]:
f Ma(A1,A2) K —2mma(Ay) . ms(As) +2rma(E) .ma(Az)+
F2rms(Ay) o (F) +-20ms (B s (F)— f ma(A,, F)dK—

— fma(B AdE— [‘mu(EF)dK

Ahora bien, los términos segundo, tercero y cuarto del se-
gundo miembro de la igualdad anterior son, respectivamente,
mencres que

27 ms (As)e, 27me (A1) e y 2me2.

Por otra parte, como los conjuntos 4, y A, son acotados
‘para valores de z e ¥ mayores que dos nimercs fijos ¢ y b
la interseccién de ambos serd un conjunto nulo, luego pode-
mos limitar la integracién al dominio de las variables z,y, ¢
O=2x=a0=y=0>, 0= ¢ = 27) de volumen finito 2rab;
en este caso como las funciones que se integran en el quinte,
sexto y séptimo términos, del segundo miembro de la igualdad
anterior, son menores que g, estos términos, por el teorema del
wvalor medio serdn menocres que £.2 7 a.b. '
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Por consiguiente haciéndo tender ¢ a cero deducimos que
fmz (A As) A K =2 7my (Ay) .ma (As)

quedando por tanto, demostrada la férmula para conjuntos aco-
tados.

Para conjuntos no acotados descompongamos 4; y A, en una
suma numerable de conjuntos acotados, disjuntos y medibles,
cosa siempre posible pues basta tomar M,; y N; como interseccio-
nes, de los conjuntos 4, y A., respectivamente con la corona cir-
cular de radios n y n — 1, y tendremos

fmz (Ap As) dK =f2m: (M, N,) dK
ij

y como la fé6rmula [1] la hemos demostrado para conjuntos aco-
tados tendremos

f Mo( Ay, As) AK—27 S ma(M ) .ma(N ) AE—2rms (Ay) . ma(Ag)
(%)

que es lo que queriamos demostrar.

2) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a un nimero
finito de puntos.

Consideremos ahora un conjunto plano medible Lebesgue A4,
fijo, y un conjunto mévil N, compuesto de un nimero finito de
puntos; la posicién de este ultimo quedard como en el caso
anterior determinada por los tres pardmetres z, ¥, ¢; a cada
sistema de valores de estos parametros podemos hacer corres-
ponder el nimero de puntos de N que son también puntcs del
conjunto A, representemos esta funcién de z, ¥, ¢ por m, (N, 4)
y vamos a demostrar que

[4] fmo (NJA)dK =27nmy (A) .

Fn efectp consideremos primeramente el caso en que el con-
junto N se reduce a un solo punto, en ese caso m, (N, A) no de-
pende de ¢ y podemos poner, por tanto,

jffmo (N,\A)‘ dedydo=— J‘grpffmo (N., Aydzdy
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perc como m, (N, A) es en este caso la funcién caracteristica
del conjunto A, se tendri

B ffmo (N,Aydaz dy = ma (A)

y por tanto

5

Sdo [ fm N, aydudy [ (4)dg=27m(a)

0 0

que es lo que queriamos demostrar.

Para el caso en que el conjunto se componga de » puntos ten-
dremos considerando las funciones my¢ (N, A) correspondientes
a cada uno de los puntos del conjunto

me (N, A) = 2 my* (N, A)
. N 1
v teniendo en cuenta que el teorema ha sido demostrado para el
caso de un solo punte deduciremos:

fmo (N, A) dK:ﬁf Myt (N, Ay A K — 2 7 nms (A)
: 1

que es lo que queriamos demostrar.

(3) Caso en que uno de los conjuntos es de extension infinita.

Hasta ahora hemos considerado figuras acotadas o no acota-
das, pero de medida finita; vamos ahora a estudiar algunas
féormulas integrales en las que intervienen figuras de extensién
infinita.

Sea, por ejemplo, un par de rectas paralelas situadas a una
distancia constante I, supongamos esta figura mévil en el plano;
su posicién queda determinada conociendo la de la paralela que
equidista de las dos dadas; la posicién de esta queda determina-
da por los pardmetros ¢ y 6 siendo ¢ la distancia a la recta desde
un origen fijo y 6 el angulo que forma la normal a la recta con
una direccién fija.

Si A es un conjunto plano fijo, de medida finita m. (A) y
acotado, para cada posiciéon de la banda determinemos la me-
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dida del conjunto interseccién de A y la banda de plano limi-
tada por las dos paralelas; llamemos m. (B, A) dicha medida y
vamos a demostrar que ’

(5] fm (B, A)dB —nlms(A)

esta formula, en la que es d B = d o d 0 la densidad cinemdtica
para bandas paralelas, es valida para el caso de ser A un cuadra-
do. (3).

Descompongamos, de una manera analoga a lo hecho anterior-
mente, el conjuntc 4 en la forma A — O -—FE = X E,— FE donde
los E; son cuadrados no rampantes (aunque pueden tener fron-
teras comunes) y E es un conjunto de medida menor que e.

Tenemos por consiguiente, ya que podemos considerar, para la
medida superficial, los conjuntes F; que tienen comunes partes
lineales .como si fueran conjuntos desunidos,

%

fmz (B,A)dB—X [‘m: (B B) dBﬁfmg (B,E) d B
pero como la férmula [5] es valida. para cuadrados tenemos

Efmg (B,E) dB — 13 my (E:) — n Ll ms (0) —
=xlms (E) +=lms (4).
donde mlms (B) <wle .
Por otra parte, si el conjunto es acotado, a partir de un cierto

valor 9, de ¢ las bandas no cortan a A, luego podemos integrar
entre cero y g, para ¢ y entre cero y 2~ para 6 y por tanto

fm (B,EYdB < 2 oo¢
v haciendo tender & a cero, deducimos
fmz_(B,A) dB=rlms (A)

(3) Ver L. A. Santald, Geometria Integral 7. Nuevas aplicaciones del
concepto de medida cinemdtica en el plano”. Rev. Ac. Ciencias de Ma-
drid, 1936.



quedandc por tanto demostrada la férmula para conjuntos
acotados.

Para los no acotados, aplicaremos el procedimiento anterior
-descomponiendo a 4 en una suma de una infinidad numerable
de conjuntos acotados y disjuntos obteniendo asi el resultado.

Si en lugar de considerar la banda consideramos un conjunto
de rectas paralelas, cuya seccion nermal sea un conjunto de
medida lineal I, descomponiendo anilogamente dicho conjunto
en un# serie de bandas paralelas menos un conjunto de seccién

arbitrariamente pequefia, se demuestra la validez de la f6rmu-
la [5] para este caso mas general.

- 4) Caso en que uno de los conjuntos se reduce o una recta.

Consideremos ahora una recta moévil en el plano y un conjunto
de puntos A medible en el plano. La posicién de la recta queda
determinada por dos parametros, ¢ que es la distancia a un
punto fijo ¥ 4, el angulo que forma con una direccién fija.

Para cada posicién de la recta determinemos la medida lineal

de su interseccién con A4; sea my (R, A) esta medida. Vamos a
demostrar que: :

[6] jm] (R, A) d G —nms (4)

donde d G — d ¢ d 4, es la densidad para conjuntes de rectas en
¢l plano. \

La férmula [6] ha sido demostrada para-el caso en que A es
un cuadrado (*), vamos a probarla ahora para un conjunto
abierto 0; este.puede en efecto descomponerse en una suma = I,
de una infinidad numerable de cuadrados que pueden tener fron-
teras comunes ; éstas serdn también numerables, luego excluyen-
do del dominio de integracién el conjunto numerable de puntos
(0,-8) que corresponde a las fronteras comunes tendremos

((ma(R, 0)dG— [Smu(R, B)AG=3 [mu(B B)dG—rZma(E;)—
=T mg (0) .

Descompongamos ahora el conjunto A en la forma A—O—F,

(4) Ver Deltheil, “Probabilités géométriques”.
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donde O es un conjunto abierto cuya medida difiere de la de A
en menos de &. Por tanto

(7] f my(R, A)dG— f mi(R, 0)dG— f m1 (R, E)dG—rms(0)—
j "ms(R, EYdG

para acotar el segundo miembro no podemos, como en los casos
anteriores, acotar el valor de la funcién que se integra, ya que
de que F sea de medida superficial menor que ¢ no se deduce que
lo sea m; (R, E') que puede incluso ser infinita.

Pero cbservando que si E es medible existe un conjunto abier-
to O tal que m (0) <2¢ y O >FE tendremos que como
RBRXO0O>RXE,

’ my (R X 0)=m; (R, F)
y por tanto

fml (R, B dP§j‘m1 (R, Oj AP =mms(0) =2x¢

luego haciendo tender ¢ a cero en la férmula [7] queda demostra-
da la proposicién.

III. PROBLEMAS EN EL ESPACIO

1) Consideremos en el espacio dos conjuntos V; y V. mévil el
primero y fijo el segundo. La posicién de aquél queda determi-
nada por seis parametros, a saber: las tres coordenadas z, v, 2
de uno de sus puntos, més las coordenadas esféricas 6 y ¢ .de
una direccién por este punto, mas una rotacién v alrededor de
esta direccién; si para cada posicién determinamos la medida
del conjunto de interseccién de V; y V., esta medida serd una
funcién de los seis parametros y vamos a demostrar que

(1] j‘mg (Vi, Vo) A K =8 w2 my (V) my (V)

donde se ha puesto d K =senddddopdrxdydzdt expresion
diferencial que es la llamada densidad cinemdtica del espacio en
Geometria Integral. Es sabido que esta férmula es valida para
el caso de ser los conjuntos dos cubos (7).

Para estudiar el caso general supongamos que los conjuntos
sean acotados, ya que la generalizaciéon para los no acotados

(5) Blaschke: loc. cit. IT, pag. 103.
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seria analoga a la que se hizo en el caso del plano. Por ser los
conjuntos acotados la integracién puede limitarse a un dominio
determinado por las condiciones

¥=x=g", Y =y=y", <=2, 0=, 0=p=2r, 0==1=2~,

y por tanto su volumen en el espacio de seis dimensiones es
igual a 4+% (2”7 — ") X (¥ — ¥ ) X (2’ —2"), igual a un numero
finito H.

Como la férmula [1] es valida para el caso en que los dos
conjuntos sean cubos, nosotros vamos a considerar primeramen-
te el caso en que uno de ellos V; sea un cubo v el otro un conjun-
to medible acotado cualquiera. En ese caso descompongamos V.
en la forma V—0—FE-=3E,—FE donde 0 es un conjunto abierto
vy por tanto los E': son cubos no rampantes, con fronteras comu-
nes o no. Por tanto obtendremos

fms (V, V) d K = Vj my (Vi, Ey) dK-fm;i (Vy,E)d K

Ahora bien, como la férmula ha sido demostrada para el caso
de dos cubos, tendremos:

E f (V1 B AR =387y (V) my (B —8m*ms(V1) . ms(0)
:87r2m3< V] ) M3 ( Vg)—ngmg ( Vl) .My (E)

y por tanto

f (Vo V2) AR —8r2m (V) 1 ( Vo) —8e?my (V1) 1 (B)
— {my(v,B)dK
y como

Ry (Vo) ma () <82y (Vi)e, | my(Ve,B)AK=eH

haciendo tender ¢ a cero quedari demostrada la férmula [1]
para el caso en que uno de los conjuntos sea un cubo.

En el casoc general en que V; y V., son conjuntos cualesquiera,
descomponiendo V; en la forma X E; — E tendremos:

fma (i, Vo) aK =Efm3 (Vo E) dK — fm{ (Vi E) d K
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¥ como la férmula [1] acabamos de demostrarla para el caso
de un conjunto cualquiera y un cubo, tendremos:

fmy (Vi v2) K — D 8t my (Vi) .my (B)— [ ma(VA Ey d K

=8 x2my (Vi) 1y (Vo) 48 w2 my (Vo) .y (B)— | my (Vi B) d K

y haciendo tender & a cero, como el segundo y tercer
miembro del ultimo término son respectivamente menores

que 8 72 my (V1) ¢ y ¢ H tendremos demostrada la férmula [1]
para el caso general.

2) Caso en que uno de los conj’@mtos se reduce a Un numero
finito de puntos.

Congideremos ahora un conjunto V medible Lebesgue fijo, y
un conjunto mévil N compuesto de un nimero finito de puntos;
la posicién de este ultimo quedarad como en el caso anterior de-
terminada por los seis parérﬁetros x, ¥, %, 6, @, T; si para cada
sistema de valores de estos parametros, esto es para cada po-
sicién del conjuntc N, determinamos el nimero de puntos del
conjunto A que son también puntos de N, obtenemos una fun-
cién de los seis parametros, representémosla por m, (IV, V) y va-

‘mos a demostrar que

(2] fmn (N, V)dK —8=2nms (V)

En efecto: consideremos primeramente, el caso en que el conjunto
N se reduce a un solo punto, en ese caso m, (N, V) no depende
de 0, ¢, T y podemos poner por tanto

jf fff fmo(N V)send.dx.dy.dz.df.de.di=
ff mo(N,V)dx.dy .dz fsene .dé fdcp J‘dr
0 0 3

pero como 7, (N, V) es en este caso la funcién caracteristica del
conjunto V se tendrj:

fffmo (NVydzdydz=ms (V)

v por tanto

fmo (NV)dK —f;ene de frdq; fdr.ms (V)=8r*my(V)
0 0 0

que es lo que queriamos demostrar.
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Si el conjunto N se compone de un nimero n de puntcs en-
tonces mo (N, V) es'la suma de las funciones m,i que se obten-
drian considerando aisladamente cada uno de los puntos del
conjunto N, y por tanto obtendriamaos

Jmo(NVyaIE— 3 ot (N, V) AK =8y (V)
que es lo que queriamos demostrar.

3) Caso en que uno de los conjuntos es de extensiom infinita.

Del mismo modo que consideramos en el plano una banda for-
mada por dos rectas paralelas, podemos considerar ahora una
banda formada por dos planos paralelos; la posicién de ésta,
supuesta mévil, queda determinada por la posicién del plano
paralelo a las bases y equidistante de ambas. Esta posicién
queda determinada por los tres parametros o, 4, ¢ siendo ¢ su
distancis a un punto fijo y 4, ¢ las coordenadas esféricas de su
normal. Sea V un conjunto medible y fijo y determinemos para
cada posiciéon de la banda la interseccién de ésta con V; sea
my (B, V) dicha medida, vamos a demostrar que

(4] f'm,* (BV)d.B—2nlms (V)

donde d B—send d6dogdg es la llamada densidad cinemdtica

para franjas de planos paralelos, y ! es la distancia entre las
bases.

Esta férmila ha sido demostrada para el caso en que V es un
cubo (¢). En el caso general descomponiendo V en la forma
V—=0—F—=3F;—FE donde los E; son cubos no rampantes y

E es de medida menor que &; de igual manera que en el casc
anterior tendremos:

f mg(BV)dB:E [ ma(BE;)dB— f my(B,E)dB—
—2 315 () — [ ma(B,E)dB—2mlma(0)— f'my(BE)B .
El primer término del segundo miembro, al tender & a cero

tiende a 2« I m; (V) y el segundo, si V es acotado, es menor
que ¢ H siendo H un ntmero finito igual al volumen del dominio

(6) Ver L. A. Santalvé, loc. cit.
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de integracién que por ser V acctado lo podemos tomar de di-
mensiones finitas; como el primer miembro no depende de ¢
se deduce

fom, (B,V)dIB=O

como queriamos demostrar.

La generalizacién para conjuntos no acotados se hace idénti-
camente que en los casos anteriores.

Si consideramos el conjunto de plancs paralelos tales que su
seccién por una recta normal sea un conjunto de medida I, un
razonamiento anélogo al hecho en el caso de las bandas planas,
nos demostraria la validez de la féormula [4] en esta hipétesis.

4) Podemos, en el espacic, considerar otra figura de extensiéon
ilimitada, el cilindro; suponiéndolo moévil su posicién queda
determinada por los cinco parametros z, ¥, 6, ¢, T que son: z e y
las coordenadas planas de la interseccién de una generatriz con
un plano normal, 4, ¢ las coordenadas esféricas de la direccién
de la generatrices y T un giro alrededor de la misma. Conside-
remos un conjunto medible V, que podemos suponerlo acotado
va que la generalizacidon para los no acotadcs se obtendra de
manera idéntica a los casos anteriores. Determinemos la me-
dida de la interseccion del cilindro con. V'; sea m (C, V) la medida
de esta interseccién vamos a demostrar que:

~

[5] J my (C,V)dC =8=>Smy (V)

donde S es el area de la seccién recta del cilindro y dC = .
senfdddodxdydt es la densidad para conjuntos de cilin-
dros (7). i

La demostracién, por ser la férmula cierta para el casc de
ser V un cubo, es analoga a la del caso anterior; descomponien-
do V en la forma O — E — Z E, — F tendremos de igual ma-
nera que en el caso anterior:

fmycvyac=3% [ ma(C.EyaC— fmoc.B)dC —
— 825 Zma(B)— [ m(C,B)AC—82Sms(0)— [ my(C,E)dC .

(7) Ver L. A. Santalé, “Integralgeometrie 5. Uber das kinematische
Mass in Rawm”. Paris, 1935. (Coleccién “Actualités scientifiques et in-
dustrielles’). :
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Haciendo tender ¢ a cero el primer término del segundo miem-
bro tiende a 8 »* S my (V).

Por ser V acotado podemos limitar la integracién a un domi-
nio determinado por las condiciones

B

v=r=x’, v=sy=sy”, 0=9=2r 0=0=r O0=1=2r.

Su volumen en el espacio de cinco dimensiones sera
A=47 (2” —2") (¥ —1"), y por tanto tendremos

fm. (C,B)ydC=Ac

luego esta integral tiende a cero al tender ¢ a cero.
Por tanto, deducimos:

g‘ﬂlg (C,V)dC =8=>S my (V)

que es lo que queriamos demostrar.

El cilindro considerado aqui puede estar determinado por un
conjunto plano medible cualquiera y por consiguiente estara for-
mado por el conjunto de rectas paralelas a una direccién dada que
pasan por los puntos de dicho conjunto plano. La generalizacién
del resultado anterior para este caso se obtendria descompo-
niendo el conjunto planc en la misma forma que lo hicimos ante-
riormente, quedando el cilindro descompuesto en prismas cua-
drangulares, menos un cilindro tal que la medida de su seccién
sea arbitrariamente pequefa; la repeticién del razonamiento
empleado para el caso anterior nos daria el resultado.

5) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a un plano.

Supongamos ahora un plano mévil; su posicién quedara de-
terminada por tres paridmetros: ¢ distancia a un punto fijo y 6
v o coordenadas esféricas de su normal. Consideremos un con-
junto medible V' y para cada posicién del planc mévil determi-
nemos la medida plana de su interseccion con V; sea ma (P, V)
esta medida, vamos a demostrar que

6] [ma (P,V)dE—27m, (V)

donde d E —sen b d6d pdo es la densidad para conjuntos de
planos.
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En efecto, esta férmula es valida para ¢uadrados (%), y vamos.
a demostrarla ahora para conjuntos abiertos; para ello basta
tener en cuenta que con un razonamiento analogo al empleado
en el caso de la recta y un conjunto plano, podemos despreciar-
las fronteras comunes a los cubos en que podemos descompo-
ner O, haciendo luego un razonamiento anilogo se cbtiene la de-

mostracion. Ahora bien, poniendo V en la forma O — E tendre--
mos:

_ { 7n2(P,V)dE=fm2(P,0)dE — f Mo (P E) dE =2y (V)—
' [mo(PE)AE .

Puesto que E es medible podemos encontrar un conjunto abier-
to O’ tal que O’>E'y ms(0’) <2¢ y por tanto ms(P,E)<m.(P,0’),
luego

fme (P, B)dE = my(P,0)dE=4ne

y haciendo tender ¢ a cero deducimos

fms (P V) AE =27 my (V)

como queriamos demostrar.

6) Caso en que uno de los conjuntos se reduce a una recta.

Si en lugar de un plano tomamos una recta mévil y conside-
ramos la medida lineal m. (R, V) de su interseccién con un con-
junto medible en el espacio, V tendremos que se verifica tam-
bién: :

(7] J’ml (R,V)dG==2xms (V)

donde d G =senfdddepdxdy esla densidad para conjuntos de
rectas en el espacio (las rectas vienen determinadas por las.
coordenadas z, ¥ de su interseccién por un plano normal y por
sus coordenadas esféricas 6 y ).

La férmula es valida para cubos (°); consideremos un con-
junto abierto O, éste puede descomponerse en la forma 3 E; don-

(8) Ver Deltheil, “Probabilités Géometriques”.
(9) Ver Deltheil, “Probabilités Géometriques”.
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de los E; son cubos que pueden tener fronteras comunes, pero la’
integral de la férmula.[7] es nula para el caso en que V sea un
cuadrado, luego como el conjunto numerable de los cuadrados
(o partes de cuadrados) que forman las fronteras comunes no
interviene en la integral, tendremos por tanto:

§ mi(R,0)aE— fzm (R,E)AE—= Y fmy (R.E:) dE—2nZms(Ey) =
=2m(0). ‘

Para pasar de este caso al caso de un conjunto cualquiera V
se hace el mismo razonamiento que en el caso anterior obteniendo
la férmula [7]. '

Todos los resultados obtenidos en este trabajo no varian al
invertir el movimiento, esto es al tomar como fijo el conjunto
mévil e inversamente el mévil como fijo, con la condicién de que
las posiciones de ambos conjuntos vengan determinadas por los
mismos pardmetros, asi, por ejemplo, se puede invertir el movi-
miento en e] caso de un conjunto medible y de un conjunto de
un namero finito de puntos y no se puede invertir al considerar
bandas o cilindros y econjuntos. Si en lugar de considerar con-
juntos totalmente moéviles consideramos conjuntos que estén solo
sujetos a traslaciones, las férmulas que hemos obtenido se si-
guen verificando, sin méas diferencia que en el segundo miembro
desaparecen los coeficientes por ser todos iguales a la uni-
dad; asi en el caso de dos conjuntos planos se obtiene
ma (A1) X m2 (As), en el easo de una recta y un conjunto se
obtiene m. (A) ete.. ..
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EL PROBLEMA DE VARIOS ELECTRONES EN LA
MECANICA CUANTISTA

por GuiLLerMo KNIE

El problema del 4tomo pesado que implica la presencia de
varios electrones, es demasiado complicado para ser resuelto exac-
tamente.

Por eso, desde los principios de la mecanica cuantista, para su
soluci6ri se han desarrollado métodos de aproximacién. En lo: que
‘sigue ¢ xaminaremos varios de estos y su fundamentacién teérica, lo
,que servira para aclarar las relaciones que existen entre dos de ellos.
El primero y mas conocido de todos es el del self consistent field
de Hartree (1). Consiste en someter cada electrén separadamente a
una ecuacién ondulatoria, suponiendo que 4l se mueva independiente-
mente de los otros en un campo que es el mismo para todos y para
el cual, es caracteristico la supresion del efecto que el electron ejerce.
sobre si mismo. El pardmetro de energia en esta ecuacién no es la
energia total, sino que hay que restar de ésta, la energia debida al
potencial de un electron con respecto a otro tomada para todos los
pares de -electrones que se pueden formar exceptuando el uno del
cual se trata. El ejemplo més sencillo estd representado por el
atomo de helio en el estado fundamental. Segan Hartree tenemos
la ecuaciéon (en unidades atémicas e=m=h=1)

(- 1 1 b (x5)]2 dx L
o /o

(r)
Z{E_ fo (%) Hy ¥ (x,) dxg}(P (x4)-

Aqui H, representa el operador de energia del segundo elec-
trén : —% Az—%. /\; es el operador de Laplace aplicado a las

coordenadas del primer electrén, r, la distancia del primer electrén
al nacleo, A\, y ry las mismas cantidades para el segundo electrén.
Como en el estado fundamental del helio ambos electrones tienen la
misma funcién ondulatoria, la ecuaciéon que resulta de cambiar los
indices 1 y 2 serd la misma. La idea de Hartree era un "acierto.
Esto se ha visto més tarde cuando se traté de ponerla sobre una base
teérica. Schrodinger habja deducido su ecuaciéon por medio de un

(*) HARTREE, Proe. Cambr. Phil. Soe. vol. 24, p. 111 (1927).
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principio de variacion. Fock demostré en el afio 1930 (2) que el
mismo principio de variacién usado por Schrodinger dia automa-
ticamente las ecuaciones de Hartree, si se supone que la funcién
ondulatoria del sistema se puede escribir como un producto de fun-
ciones de las cuales cada una contiene solamente las coordenadas de
un solo electron. Con esta restriccién queda comprobado, pues, que
el método de Hartree representa la mejor solucién que se puede
encontrar bajo la condicién mencionada.

Veremos ahora en el ejemplo del dtomo de helio como del
principio de variacién resultan las ecuaciones de Hartree. Poniendo

I I I
el =y T A
nuestro problema es L=H, | H, —}—T—I Si la funcién ondulatoria

12

total es ¥, tenemos: ﬂ d¢p (L —E) ¢ dx, dx,=o0 (hay que variar
la parte real de ¥ y la parte imaginaria o, lo que es lo mismo,
y  independientemente). Si ponemos =1 (x,) ¥ (x,), obtene-
mos /dx; 59 (x;) /B (xy) (Hy + =+ Hy —E) ¥ (x1) b (x5) dxy =o.

(Por la simetria completa del problema basta variar una de
las funciones)

;IZ_:HZ el operador de energia de

by 55, [H, /LGl
/[ (x) Hy () iy — B] b (xy) =0

Como esto es valido para variaciones arbitrarias de ¥ (x;), se
obtiene

{Hy B0 LG ) Hy b (x,) dxy — B0 (5) =0 (2)
Aqui la primera integral depende de las coordenadas del primer
electron y representa evidentemente la energia potencial mutua de
los dos electrones. La segunda integral es una constante y debe entrar
en el parametro de energia. Se vé que (2) es idéntico a (x). El
caso considerado es aquel en el cual el método del self consistent
field da en cierto sentido su maximo de aproximacién a la realidad.
Esto se debe a la circunstancia de que la funcién ondulatoria del
helio en su estado fundamental ® (x;).® (x,) ya es simétrica en

(®) Fock, Zeitschr. fiir Phys. vol. 61, 126.
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las coordenadas de los dos electrones. Si esto no es el caso, la ver-
dadera funcién ondulatoria no puede ser un simple producto de fun-
ciones sino una suma de tales productos. En cuanto Hartree ‘trabaja
con funciones no simétricas, su método es defectuoso. El error come-
tido asi consiste en no tomar en cuenta lag fuerzas de intercambio.

Si el ndmero de electrones es tres, se forman tres nuevos

3)|2 3
términos. A la energia potencial hay que agregar / N’(k)' a2 -y al

pardmetro de enertna/l[) (xg) Hy ¥ (x5) dx3 y [/W () 2} lbr(l

23
y asi sucesivamente. Ademas las funciones no pueden ser mas todas

iguales.

Si el namero de electrones de un &tomo es muy grande, el
método del self consistent field resulta también pesado, entonces es
més recomendable un procedimiento estadistico dado por Fermi (1).
Consiste en una combinaciéon de la ecuacion del potencial con una
relacion entre la densidad de uu gas de electrones y el potencial,
obtenida por la aplicacién del principio de Pauli a la estadistica del
gas de electrones. Si v es el potencial y n la densidad de los elec-
trones, tenemos la ecuacién de Poisson Av—={/nne y

2 dx, dxg

G 3 3 3
22 m?2 e2 v2
n= 58 lo cual en el caso de simetria esférica da:
13 3 i 3
d2v 2 dv 22 712 m2 62 v2
L= 3)
d r2 r dr 3 h3

Esta ecuacién junto con las condiciones en los limites determina
completamente el potencial y el conocimiento del potencial como
funcion de la distancia al nuacleo es suficiente para calcular cualquier
magnitud relacionada con el estado estacionario del &tomo.

El método de mas vasto alcance — en cuanto toma en cuenta
también las fuerzas de intercambio — es el de Dirac (%) que se
basa sobre el empleo de la matriz de densidad. Como pensamos
comparar este método con el de Fermi conviene describirlo breve-
mente. El forma a la vez un ejemplo excelente para los calculos
semi-clasicos que’ deben substituir frecuentemente el procedimiento
riguroso cuantico que muy a menudo no puede llevarse a cabo por

(*) Zeitschr. f. Phys. tomo 48 p. 73 (1928).
(*) Proe. Cambr. Phil. Soc. tomo 26, p. 376 (1930).
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la gran complejidad de los célculos. Sean v (x,), by (x,)... las
funciones ondulatorias del electrén 1, 2, ... Entonces ¥, (%) . (x1),
P g (%5) . (x5) ... son las densidades respectivas. La densidad total
~serd: X0, (x.) ¥ (x,). Dirac considera esta suma como elemento

diagonal de una matriz. Todos los elementos de esta matriz se ob-
tienen sustituyendo por ¥, y ¥ (r) todas las funciones de un sistema
ortogonal y completo que satisface las ecuaciones del «self consistent
field» del atomo de que se trata. Si designamos la densidad con la
letra p, esta matriz en la manera de escribir de Dirac es (q°/p/q").

Ahora Dirac forma 1h—(q /p/q’) y obtiene al efectuar esta ope-
racién una ecuacién que formalmente ,es idéntica a la ecuaciéon fun-
damental de la mecdnica cuantista: hT é):Hp.—p H.

Esto le permite identificar H con el operador de la energia del

sistema. En el estado estacionario p = o, tenemos pues: Hp—pH=o0.
5H dp ®H dp .. .

El andlogo clasico de esto es: - Sp op 5, =0 (%) siendo p

el impulso conjugado a r y todas las cantidades conmutables. En

el estado fundamental del atomo para cualquier valor de r el espacio

estd saturado en una regién para la cual el momento p es menor

que cierto valor P. En el punto p=P p salta de repente de un va-

o0
=0 y — muy grande

.. p
lor finito a O. Resulta pues que ' 5p

.. O H
para p=P. Por consiguiente debe ser (;—)=o. Esto nos da
inmediatamente la relac1on siguiente entre P — el momento méximo
2 2
electrénico — y r: (r2 Y A ))_% r2 P3 (&) (®).

dr ‘am
Debo observar todav1a que en el transcurso del calculo Dirac ha

conseguido hacer invariante la ecuacién para transformaciones orto-
gonales de las funciones ondulatorias del sistema. Como la simetri-
zacion de la funcién ondulatoria es una transformacion ortogonal,
esto significa la introduccién de las fuerzas de intercambio. Estas
estin representadas por el término lineal en P. Queremos demostrar
ahora que si prescindimos de este término, el resultado de Dirac es

equivalente al de Fermi. Se trata, pues, de demostrar la identidad de
(3) con %@2%9:_2)%201;1 12 P3, Por de pronto el h de Dirac
es la constante de Planck dividida por 27, lo que nos did en el

(*) Ver DirAc: Die Prinz. der Quantenmechanik, pr. E. p. 98.
(*) En el citado trabajo de DirAc h tiene por error el exponente 2.
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numerador un factor 873, asi que ahora tenemos — (r2——)=.
dr dr

12

22 2 n%m 1 q - d dv
AT emATmre | ) N T Lo A W
3he P3. Por otra parte (3) puede escribirseasi: — (r?7 )=
13 3 5 3
22m2m?2 e% v2r2 . e ., .
EyY) . La identificacién completa la conseguimos ahora

por un teorema que se encuentra en una forma primitiva en el pri-
mer trabajo de Bohr (). Cuando un electron se mueve en una
orbita circular en un campo central de fuerza de atraccién inversa-

menic proporcional a r® con una velocidad pequefia en comparacién
n—--I

con la velocidad de la luz, se tiene la relacion Eg,= Epot.

Si la ¢rbita no es circular, la relacion es valida todavia para los

valores medios Eci, y Epot. (para la generalizacion de este teo-
rema vea Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien 4. ed. p. 771).
En nuestro caso el electron con el momento miximo P se mueve
todavia con una velocidad bastante inferior con respecto a la de la
luz (en la primera 6rbita de Bohr del atomo de hidrégeno la velo-
cidad es 3.107 cm) y las condiciones para la aplicaciéon del teorema

P2 n 1

2

son dadas. Tenemos pues: >— = ve. Como n es siempre

2m

negativo, para |n|>>1 podemos_ escribir en lugar de éso: P2—
1 ,

L-f1jvem 6 P=(n4-1|vem)? . Si substituimos este valor
en la ecuacion de Dirac, obtenemos una concordancia perfecta de las
dos férmulas si tomamos n——3. El significado fisico de ésto es
que el resto del_atomo tiene sobre el electrén de momento maximo
el efecto de un dipolo la fuerza del cual como se sabe decrece con
la tercera potencia de la distancia.

En cuanto a la magnitud del efecto de intercambio, se vé que

, .. . . e2m
la razén del coeficiente de P al coeficiente de P2 es ~ —— lo que

tiene la dimension de un momento. Si se considera que para la pri-

mera Orbita de Bohr en el dtomo de hidrégeno se tiene: pr=h y
P lesulta que °*m
r2 mr h

primera 6rbita de Bohr. Como esta cantidad ~ 3.1072! resulta que
el efecto de intercambio no es muy importante en un atomo pesado

en €l cual P es grande.

representa el momento de un electrén de la

(*) Phil. Mag. vol. 26, p. 24 (1913).
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SOBRE LA EXISTENCIA DE SUPERFICIES CUYAS

LINEAS PRINCIPALES SON DADAS

por ALEJANDRO TERRACINI

Las lineas més importantes trazadas sobre una superficie S del
espacio proyectivo de cinco dimensiones Sy son sin duda sus lineas
principales V. De estas 1ineas pueden darse varias definiciones, en-
tre las cuales recordamos las siguientes: '

@) Hay’ ! hiperplanos que cortan la superficie S seglin una
linea que tiene un punto cuspidal en un punto dado z de la super-
ficie; hay generalmente cinco de estos ! hiperplanos para cada uno
de los cuales el punto z viene a ser un tacnodo. Las correspondientes
rectas tangentes en el punto z son las cinco tengentes principales.
Estas tangentes principales envuelven sobre la superficie S los
cinco sistemas de curvas principeles .

b) Las. tangentes principales en el punto z pueden definirse
como las que pertenecen a aquellas curvas de la superficie S que
pasan por el punto z de tal manera que sus S3 osculadores en el
mismo punto & coincidan -icon los S3 que son 2-tangentes a la‘su-
perficie en el punto = segtiin la direccién de las mismas curvas .

¢) A lo largo, de mna curva principal dos planos tangentes con-
secutivos resultan incidentes segin un orden de aproximacién o
més grande que 2 (que es el valor ordinario de ¢ para dos planos
tangentes consecutivos de una superficie de S5) y por consiguiente

=4 @
S4®,

(1) Para poder admitir también lineas principales imaginarias- (como lo sobre-
entenderemos en lo sucesivo de esta Memoria) suponemos que lafsuperficie
§ sea andlitieca aunque esta hipétesis no es siempre necesaria. ’

(2) CorrADO SEGRE: Preliminari di una teorta delle varietd luoghi di spazi,
Rend. del Cire. Matem. di Palermo, t. XXX, 1910, Ntm. 24.

(3) E. BoMmPIANI: Sopra alcune estensioni dei teorem? di Meusnier ¢ di Eulero,
Atti della R. Acc. delle Scienze di Torino, vol. XLVIIIL, 1913,

(4) A. TERRACINI: Sull’incidensa di spazi infinttamente vicind (Scritti matema-
tici offerti a Luigi Berzolari, Pavia, 1936). V. también CORRADO SEGRE: Sul-
le linee principali di una superficie di S5 ¢ una proprietd caratieristica del-
la superficic di Veronese, Rend. della R. Ace. dei Lincei, (5) , vol; XXX,
1921.
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Tomé dltimamente nuevo interés el estudio de las curvas prin-
cipales, después que BrascHRE @ acudif a ellas en unas investi-
gaciones de cardcter topolégicéd, en cuanto coordené unas parti-
cularidades topolégicas de un 5-fejido (5-Gewebe) @ de lineas
planas’ con unas circunstancias especiales que pueden afectar las
curvas principales de una superficie. ‘

Pero, a pesar del hecho que la primera aparicion de las cur-
vas principales se remonta a treinta aflos atrds, pocas cosas §on
" conocidas sobre ellas.

Por ejemplo, no se sabe todavia si, dada a priori arbitrariamen-
te la ecuacién diferencial de las lineas principales, puede afir-
marse la existencia de una superficie que tenga efectivamente esas
lineas mprincipales. Hita laguna ha sido indicada también por W.
BLASCHKE v G. BoL en su nuevo libro: Geometrie der Gewebe (Ber-
lin, 1938).

Yo logro en este trabajo llenar esa laguna, probando que puede
contestarse afirmativamente a la pregunta. Ya i‘egumi los resulta-
dos de mis investigaciones en una breve comunicacién a la Acadé-
mie des Sciences de Paris @, y doy ahora una relacién més de-
tallada de ellas.

Del siguiente tratamiento del argumento resultard también que,
dada la ecuacién de las eurvas principales, hay todavia un cierto
grado de indeterminacién en las superficies que tienen esas curvas
principales. Por consiguiente, las propiedades proyectivas de las
superficies pueden reflejar particularidades topoldgicas de sus
curvas principales sélo en un grado limitado. Por lo tanto, el lazo
descubierto por BLASCHKE, aunque se refiere a un caso especial,
parece particularmente notable. Pero por la misma razén no pa-
réce prdba)ble que puedan esperarse muchas otras ulteriores rela-
ciones de este género. ‘

1—Sean z; (1 =1,2,...,6) coordenadas proyectivas homogé-
neas de los puntos # de un espacio de cineo dimensiones S;. Las

(1) Uber die tangcn-ten einer ebenen Hurve finfter Klasse, Abh. d. mathem.
Sem. der Hamburger Universitit, vol. 9, 1933.

(2) Un 5-tejido estd constituido por cinco familias col de curvas tales que todas
estas familias cubran simplemente una misma regién. Las particularidades
mencionadas son: I) refiriéndonos a un 5-tejido, que su rango sea miximo;
IT) refiriéndonos a una superficié, que a lo largo de cada curva de cada
sistema de lineas principales los planos tangentes estén en un hiperplano.

(3) A. TErRrACINI: Sur [’existence de surfaces ayant des lignes principales don-
nées, Comptes rendus de 1’Acad. 'des Sciences:de Paris, 1939.
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consideraremos como funciones de dos parametros independien-
tes u, v, o mejor, mas brevemente, consideraremos al punto z co-
mo una funcién de los mismos parametros. Hseribiré z, para
o%/du, ete. '

Es bien sabido que la ecuacién diferencial de lag curvas princi-
pales es:

(1 1) l Ty Ty Ty Lo AU + Tup AV, Zypdu + Xy dv,
Tyun AUB 4+ 3 Tuw du? dv + 3 Ty du dVZ + Tpwy du? ] =0,

donde con la notacién usada en el primer miembro entendemos
indicar el determinante obtenido substituyendo z por las seis
coordenadas del mismo punto. Indicaremos el mismo determinante
también eon. Q.

Con notaciones analogas si ponemos:

| Ty Ty Lvy Tuny Tuvy Luun l =h,
a) " —
8 | @, Tuy Tu, Tuuy Luvs Tuww | - | €5 Tu Toy Tuny Tovy Twwa | = 1,

ete., la ecuacion (1.1) puede escribirse:
(1.2) h duP++1dut dv+m du dv?+-n du? dvi-+ p du dvi4-k dv®=0.

Como la dimensidon del espacio es 5, hay seis puntos, entre el
punto z y sus derivados sucesivos, que son linealmente indepen-
dientes; cada uno de los restantes puntos derivados puede expre-
sarse como combinacién lineal de ellos. Asi, si los puntos ,

L, Ty Tuu, Tuv, Top SON linealmente independientes, es decir si la su-

perficie S no representa ninguna ecuacién de Laplace, obtenemos el

sistema de ecuaciones fundamentales de la superficie S:

Ly =0P DD 2y 2y 0Zyut BTuvt-TLow
) Ty =8P 2LD® 2P 2y yXyu—1-0Typt-ETup,
{1-3) )-’vmza<3’x+b‘3)xu+ B ZTy4M Tyn-+Rup—+-Uoo,

| Loop=0 P20 B xy - DTy 0Tuud-VTus +-0Zw,

donde los 24 coeficientes son funciones de las coordenadas curvi-
lineas %, v. El sistema (1.3) representa una clase de superficies
S proyectivamente equivalentes. Poniendo:

(14) ] T, Tu, x,,. Lyus Tuvy Tov I =A
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(A=i=0), la ecuacién (1.2) puede dividirse por A y escribirse en la
forma:

(1.5) Hdww+Ldutdv+Mduide? +Ndudvd-+ Pdudvt4-Kdv®=0,
donde

h l m

= =1 L=-— =3 f- = —o—3043u -

- H A t; L A 3e—pB; M A a—>30-4-3p;
1.

N= ——=o 3\+3y; P= —L—=sn—v; K= L =o.

Todo esto, hasta este punto, es bien sabido. Pero, por lo que sé,
mé parece que la observacién siguiente no ha sido todavia efec-
tuada. Una transformacién de la forma.

(1.7) z=% (uv) X

lleva los primeros miembfos de cada una de las ecuaciones (1.1) y
(1.4) a las expresiones andlogas formadas empleando X en lugar
de z, a menos del factor 9. Por lo tanto las expresiones H, L, M, N,
P, K, son invariantes por la transformacién (1.7).

Ademds, transformemos las coordenadas curvilineas de manera
de eonservar cada uno de los sistemas de lineas paramétricas, po-
niendo:

(1.8) U=mu (#1), v=wv(vy).

Se controla ficilmente que la forma diferencial fraccionaria:

Hduwd++ Ldu*dv4+Mduddv? 4+ N durdvs +Pdudvt K dvd
(1.8) — 3 du?® dv? '

queda invariada después de la transformacién (1.8). Por consi-
guiente la forma diferencial fraccionaria (1.9) ligada con una su-
perficie del espacio S5 (que no representa ninguna ecuacién de La-
place) depende Unicamente de la superficie y de la eleccion de las
lineas paramétricas.

Podemos lamar a la forma (1.9) forma diferencial fundaomen-
tal de la superficie S, a pesar del hecho que depende de las cur.
vas paramétricas. -

2.__De la precedente observaciéu sobre la forma diferencial fun-
damental (1.9) sigue que debe ser posible encontrar wuna signi-
ficacién geométrica de ella.
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Para hallar tal significacién, consideremos un punto z=z(u v)
sobre la superficie, una direccién © por este punto —que es dada
como razén de las diferenciales du, dv— y el hiperplano E que es
2-tangente a :la superficie S en el punto z segln la direccién dada,
es decir el hiperplano que contiene los planos tangentes en cada uno
de los puntos z y = (ut-du, v4dv). Si C es una curva de la super-
ficie que pasa) por el punto x en esta direccién, y z es otro punto de
la linea C que esté en proximidad del punto z, cada una de las lineas
paramétricas que pasan por el punto z corta la curva paramétrica
del otro sistema que pasa por el punto z en un punto. Sean zy y 2
los puntos asi logrados, donde p. e. z; pertenece a la curva % (es
decir v=const.) ‘que pasa por z. La recta xx; corta el hiperplano &
en un punto X;. Finalmente sea m un punto arbitrario de la misma
recta z2; que no se acerca, indefinidamente al punto x cuando z—>z.

Ei término principal de la razén anarménica:

(2.1) (z &y Xy m)
cuando x—x coincide con la forma diferencial fundamental (1.9) @,

Si substituimos la recta zz; con zza v los puntos Xi, m con Xz, n
definidos de manera anédloga, también el término principal de lo ra-
20n anarmoinica,:

(2.2) (z z2 X2 n)
coincide con la misma forme diferenciol fundamental.

Podemos observar que cada una de las razones anarmoénicas con-
sideradas no es simétrica respecto a los sistemas de lineas paramé-
tricas; pero, a pesar de eso, ambas razones anarmoénicas llevan a la
misma forma diferencial. ’

Para demostrar el teorema, observo que el Sy £ es determinado por
los puntos:

X, Tyy Ty Lyu AU~ Byp AV, Ty AU+ Ty U .

(1) Suponemos que esta direccién es distinta de las de ambas lineas paramé-
tricas que pasan por el punto .

(2) Esta propiedad muestra cierta analogia con la definicién de las llamadas.
formas elementales de una superficie en el espacio ordinario dada por
E. BoMPIANI: Le forme elementari ¢ la teoria proiettiva delle superficie,
‘Boll. dell’Un. mat. italiana, 1926.
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Razonaré sobre la razén anarménica (2.1); pero lo mismo podria
hacerse sobre la razén anarménica (2.2). Expresemos los puntos de

la recta zz; como combinaciones lineales Az + Bz, de los puntos
z, z,. Ahora:
— 1 1 =
(2.3) x:a:—!—dx—}——zdzx—l— —G—dgm—l— -
y:
(2.4) zy=ztzydutt/s (2, dPut Ty du®) +
+1/6 (2u@PU~-32y AUPUA- Truudu®) . ..

El valor de la razén B/A en el punto X, estd determinado por la

ecuacion :

(2.5) |%,%u0%0o Tuu IU—-TupdV, Tyt Ty, A(L/ 20?241/ d? ... ) -
+1/,B (L2 Ty dudPu-2 /3 Loy @+ Tuypdudv+ Tupdudo®-+
1/ s TP -...) | =0.

Por consiguiente tenemos como término prineipal

P S T
B o Q

con tal que el determinante escrito en el denominador no sea cero,

lo que puede suponerse si la superficie S no representa ninguna

ecuacién de Laplace. En este caso, substituyendo Zyuu Zuwwy Tuvo,

Zyop Segln las ecuaciones fundamentales (1.3) obtenemos:

Hdus -+ Ldutdv - -Mduddv?4-Ndu2dvd +Pdudvtt-Kduv®
o 3 dudv?

B
2.71)—=

Para el punto m, el limite de B/A cuando z—>z tiene que ser —1
para que sean eliminados los términos de (2.3) v (2.4) que no de-
penden de lag diferenciales. Por lo tanto el término principal de la ‘
razon anarménica (2.1) es el mismo que el de la razén anarmdnica
formada por «, 0, _1 y el valor de B/A expresado por (2.7), es
decir coincide con (1.9).

3.—Aunque nos interesen principalmente las superficies que no
representan ninguna ecuacién de LAPLACE, vale la pena hallar qué
vienen a ser los términos principales de las razomes anarmdnicas
(2.1) y (2.2) cuando la superficie representa una ecuacién de
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LapLAcE. En este caso los seis puntos &, Ty, Ly, Luw, Luv, Ty SON liga-
dos por mna ecuacidén lineal homogénea de tipo no parabdlico o para-
bélico. Supongo que los S; osculadores de lag curvas »aramétricas no
sean contenidos en log correspondientes S, osculadores de la super-
ficie . También ahora considero p. e. (2.1). Tl tratamiento del
n.2 puede aplicarse también ahora hasta la fé6rmula (2.5) ineluida.
De esta férmula, en las eirqunstancias actuales, sigue

3.1 B Q
A Ty Ly Loy Ty DU Lo OV, o U~ L0 L g | A3

Por consigmiente, usando este valor de B/A en lugar del valor
dado por (2.7), nos encontramos en condicién de concluir que si
la superficie representa muna wecuacién de Laplace, el término

principal de la razén anarménica (2.1) cuando z — z, coincide con
la forma diferencial escrita en el segundo miembro de (3.1), con
el signo eambiado.

Es importante observar que en el caso actual:

1) La estructura de la nueva forma diferencial es completamen-
te distinta de la del caso precedente. Ahora, por ejemplo, el nu-
merador y el denominador resultan del mismo grado. Més precisa-
mente en el caso actual —como sze averigua facilmente —_ numera-
dor y denominador de dicho término principal admiten un divisor
comin de segundo, grado (que igualado a cero representa el doble
sistema de las caracteristicas). Por lo tanto numerador y denomi-
nador pueden reducirse a formas de tercer grado. La segunda, evi-
dentemente, es proporcional a du3, mientras que la primera, si la
igualamos a cero, representa los tres sistemas ulteriores de lineas
principales (v. la Gltima citacién hecha al fin de esta Memoria).
Cuando la ecuacién de LAPLACE es de tipo parabélico, caben ulte-

riores reduceiones.

" (1) Esta hipétesis no seria nunca realizada si el S, osculador a la superficie en
el punto & contuviese el S, osculador en el mismo punto a cada curva traza-
da sobre la superficie que pasa por el punto #. Pero en este caso la super-
ficie estaria en un espacio §,. Observamos también que el contenido del n. 3
se aplica al caso expresamente enunciado en el texto, en que la super-
ficie representa sélo una ecuaciéon det LAPLACE; si representase dos de ellas,
seria una superficie desarrollable, y entonces numerador y denominador de
la fraecién eserita en el segundo miembro de (3.1) serian ambos idénti-
camente nulos.
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2) Las dos razones anarménicas (2.1) y (2.2) no llevan ya a '
la. misma forma diferencial.

4._ Volvamos ahora al caso general, y consideremos los proble-
mas siguientes:.

ProBLEMA A.—; Stendo dada arbitrariamente la ecuacidn diferen-
cial (1.5), existe una superficie tal que la ecuacion de sus lineas
princrpales coincida con (1.5)°?

ProBuEMA B.—;Siendo dada arbitrariamente la forma diferen-
cial fraccionaria (1.9) existe una superficie tal que su forma dife-
rencial fundamental coincida con (1.9)9¢

Las superficies que eventualmente satisfagan a la condicién
enunciada en el problema’ B) tienen que ser buscadas entre las
superficies que no representan ninguna ecuacién de LAPLACE, como
es iclaro. IEn cuanto al problema A), esto no es ya mnecesario; pero
veremos que la pregunta que constituye el contenido del problema
A) siempre se contesta afirmativamente, aun no considerando las
eventuales soluciones que pueden ser suministradas por superficies
que representan ecuaciones de LAPLACE. Por lo tanto nos limitare-
mos, en ambos casos, a estudiar superficies que no representan nin-
guna ecuacién-de [:APLACE.

Una tal superficie serd representada por un sistema de ecuacio-
1es fundamentales del tipo (1.3). Ella estd ‘determinada de ma-
nera finica, a menos de una transformacién homogrifica, cuando
las 24 funciones que aparecen como coeficientes en aquellas ecua-
ciones son efectivamente conocidas. Por lo tanto consideraremos co-
mo incbgnitas, en lugar de la superficie S, a las 24 funciones men-
cionadas. '

De cualquier manera wque se encare la cuestién, es imposible
cvitar una cierta complicacién, que es inherente a la complejidad
intrinseca del argumento. Sélo podemos tratar de reducir la com-
plicacién en lo posible. Esta consideracién justifica un examen pre-
vio de la manera még conveniente de dirigir el tratamiento.

Si el segundo problema.admitiese una respuesta afirmativa, ésta
va contendria en si, al mismo tiempo, una andloga contestacién
afirmativa al primer problema. Por eso, pareceria conveniente en-
carar directamente el problema B). Ahora .bien, al examinar su-
perficialmente este problema, podriamos sentirnos inducidos a tra-
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tar de comprobar que siempre es resoluble, debido a la circuns-
tancia que las 24 funciones incgnitas estdn sujetas a:

1) las condiciones de integrabilidad del sistema (1.3), que son
en numero de 18 (esas condiciones se encuentran escritas explicita-
mente mas adelante) :

2) las ecuaciones que traducen las condiciones efectivamente im-
q

plicadas por el problema B): estas condiciones llevan a 6 ecuacio-

nes ulteriores en las 24 funciones incégnitas.

En: consecuencia el problema B) lleva a un sistema de 24 ecuacio-
nes en 24 funciones incognitas. Sin embargo, considerando la ob-
servacion del n.1, parece menos probable ‘que tal sistema sea com-
patible. En efecto, si exiSte un conjunto de 24 funciones que satis-
facen a ese sistema, éste tiene que ser todavia satisfecho cuando
aquellas funciones son reemplazadas por las nuevas 24 funciones
en que aquéllas se transforman cuando las coordenadas homogéneas
de los puntos se multiplican por una funcién arbitraria. Con pala-
bras poco diferentes, esto equivale a decir que mediante la trans-

formacién (1.7) la funcién p se transforma en otra funcién p tal
que: M -

By

el

y por consiguiente siempre es posible escoger la funcién & (u, v) de
manera que el huevo valor de la funcién p resulte idénticamente
nulo. Lmego el conjunto de las 24 ecuaciones de condicién realmente
implica sdlo 23 funciones incognitas.

(4.1) ni=p 4

En estas condiciones he preferido estudiar el problema A) en lu-
gar del problema B). El tratamiento efectivo de este problema en-
sefiard que la respuesta es afirmativa, como ya lo hemos mencio-
nado. Al mismo tiempo resultari confirmado que, por lo contra-
rio, generalmente el problema B) no admite soluciones.

Naturalmente las condiciones de integrabilidad del sistema de
ecuaciones fundamentales (1.3) desempefian un papel notable.
_Ocurre, como lo veremos, que ellas pueden resolverse en términos

(1) Las funciones (3, ©, & 7, ®, v quedan invariadas, mientras:

v v

— 5 ’a‘u -_ ’ﬁv . -l ’&'LL R o s . a
o=o043 K Yy=v+ = 6=06-+2 5 A=A+2 o 5 e=e+d -
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finitos respecto a 12 de las funeiones incognitas, y precisamente a
las que aparecen como coeficientes de T, Ty, Ty Sigue que es posi-
ble volver a escribirlas iconservando corno funciones incégnitas sola-
mente: ‘

(4.2) a B T, Y, O, & M, A U, v, 0, @.

Existe el inconveniente gque de esta manera aquellas copdiciones
vienen a ser extremadamente engorrosas. Traté de disminuir. este
inconveniente teniendo en cuenta solamente los términos que sir-
ven efectivamente para establecer el teorema de existencia.

5—Como es obvio, las condiciones de integrabilidad del sistema
de ecuaciones fundamentales (1.3) se escriben confrontando los va-
lores de Zyyuy lograldos mediante la primerg v la segunda ecuacién,
los valores de Zyuww logrados mediante la segunda y la tercera, los
valores de Zuwy logrados mediante la tercera y la enarta. Siempre se
tiene que eseribir que los coeficientes de z, Ty, Zv, Tuw, Tuv, Xop lOgTa-
dos de las dos maneras, coinciden ordenadamente entre si. De esta
manera se obtienen 18 condiciones. Indicaré p. e. con (12z) la con-
dicién obtenida confrontando los coeficientes de z implicados en la
ecuacién lograda al derivar!la primera y la segunda de las ecuacio-
nes fundamentales, ..... , con (34 z,,) la condicién obtenida con-
frontando los coeficientes de z,, implicados en la ecuacién lograda al
derivar la tercera yila cuarta. ’

Es conveniente empezar a escribir las condiciones siguientes, que
ofrecen la ventaja de dar emseguida seis de las funciones incégnitas
expresadas por medio de las funciones (4.2):

{(12240) @ =oy—yu-+Bn-Fro—yd—en,

(23%4) B® =vyy—Mu+v> 401 f-e0—ma—hy—un ,
(34zuu) OO =np—w,+ny4Ant UO—0W—Vy—01 ,
(12z4) oV =g—Tpt+y1-+8etep—ae—pBu—rg,
(23%p) ¢ =py—=ep-F-NT-FAe+n2—ye-—du—so ,
(34%pe) €3 == Qy—ptWTVE—ET—A .

Escribamos ahora las condiciones (12z,) y (84%yy). Teniendo en
cuenta log valores de ¢‘® y b® que ya han sido determinados, ellas
dan también los valores de las restantes b y ¢, expresados por medio
de las mismas funeiones (4.2), es decir:

(1224y) DD =py—es+-du—pot-nr4-u>—ve—du—e0Q
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4B 4-2eh—ad—pLh—1v,
(3dyy) e = vyl vy--yH-s0—na-—iy—un--219
A2 puv—af—yv—-gh .

Cada una de las expresiones logradas para las b y las ¢ contiene,
ademds de las funciones (4.2) s6lo sus primeras derivadas, y re-
sulta lineal respecto a estas derivadas.

También cada una de las ¢ puede ahora expresarse de manera
andloga :

(122,) @D =c, P ¢,' Jye® 1 (3—a) ¢4 (e—B8)c™ —1c®
(12z,) a® =0,V —b,P—yb D+ (a—D) b J-(B—e)b® J1b@ |
(342,) a®=c,® —c,® fe® 4 (v—n) 2@ 4 (g—A)c® —uc®

(34x,) @ =0, —b,H— @bV i (1—v) b4 (h—p)b® b |

Cada una de las expresiones logradas para las « contiene, ade-
més de las funciones (4.2), sus derivadas primeras y segundas, y
es lineal respecto a las derivadas segundas.

En los segundos miembros de estas ecuaciones no substituimos
materialmente las b y las ¢ seglin sus expresiones que encontramos
anteriormente. Pero ya es claro que de esta manera también las a
pueden expresarse por medio de las funciones (4.2).

Finalmente tenemos seis condiciones més de integrabilidad, a
saber:

(122) v (—a)a® 4 (e—f) aP—1a™ 41, P—a, P =0,
(34z) —wa® 4 (n—v)a® +(h—0)a® 4pa® +a,®—a, D=0,
(232) —Me® - (y—Rr)a? - (d—pn) a® +ea® -0, —q,® =0,
(23u0)  Yut0u +h= o t-Dot-lo )

(28zy)  bpy®P—b;® =¥ bV (A—y) 0P 4 (u—0) 0P —eb@®,
(237, ) cu®—,® =a@ e L (y—_) e® 4 (d—p) c® Jec® .

Podemos considerar estas seis tltimas condiciones como las tini-
cas condiciones de integrabilidad, con tal que las a, b, ¢ sean subs-
tituidas segtn las 12 eondiciones precedentes. Indicaremos esas seis
ecuaciones, segin la forma que tomarian después de la substitucién
efectiva, como ecuaciones (I), (II), ...., (VI), sin escribirlas de
nuevo completamente. Por el momento, sélo observamos que cada
una de ellas es lineal respecto a las derivadas de orden maximo



— 14 —

implicadas en la misma. Sin embargo es conveniente poner en evi-
deneia log términos que contienen esas derivadas de ordén- méiximo,
para tenmer una guia en cuanto a la manera méas iconveniente de
aprovechar las mismas ecuaciones. Ellos son:

(1) —duwr—"Pavo +Yuun ~Fduuvt-Euwe —Twort. .. =0,

(I1)  —Quer—Vaww +Morw ~-Rupe=-"Nws — et . - =0,

(ITT) —Cypvt-Ouuw —Bovs—Yuuu ~+Suvr—huwr —€eor—FNunu=-. . . =0,
(IV)  vat-outhy—0,—0—u, =0 '

(V) 2Muy, 4-Varr—3Yuw —Mw+Quv —-Olwow —Mop—t-. . .=0,

(VI) 2€4p "l‘-va—"guq‘m —5uu+auv +Quu ""Yuu‘l“- ..=0.

6.—Emprendamos ahora la discusién de las condiciones ulterio-
res impuestas por el problema A). Siendo dada a priori la ecua-
cién diferencial (1.5), H, L, M, N, P, K son 6 funciones dadas
de u, v. Por eso, segin las férmulas (1.6), las, doece funeiones
(4.2) son sujetas a las seis nuevas condiciones:

1=0H; 3e—B=0L; a—30-13u —=0oM;

6.1
(6.1) 0—3A+3y=0olN; 3n—v=0P; o=0cK;

donde 6=¢ (u, v) indica una nueva funcién incdgnita.-

Resumiendo, tenemos ahora trece funciones incdgnitas, es decir
la funcién o (w,v) y las doce funciones (4.2) : ellas son ligadas por

las seis ecuaciones a derivadas parciales (I), (II), ..., (VI) y por
las seis ecuacioney en términos finitos (6.1).

Como es natural, eliminamos seis de las funciones incégnitas por
medio de las ecuaciones (6.1). Por ejemplo podemos despejar de
éstas o, B, T, ®, v, 0 vy logramos:

6.2 a=-—3u-++3d-+Mo; f=3e—Lo;1=Ho;
(6.2) w=Ko; v=33w—Po; 0=—3y-+3L+No.

Substituyendo en las ecuaciones (I), (II), ..., (VI), éstas
contendran sélo las siete funciones incégnitas:
(6.3) Y, 0,6 m A 0.

Nuestro problema A) queda asi esquematizado por el sistema
constituido por las ecuaciones (I), (II), ..., (VI) después de la

substitucién. Desde ahora pues la cuestiébn queda reducida al es-
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tudio de este sistema de seis ecuaciones a derivadas parciales en
las siete funciones inedégnitas (6.3). Llamaremos (X) a este sistema.

Pero, antes de transformar dichas ecuaciones, conviene .6bservar
que su forma sugiere eliminar las derivadas terceras de las dos
funciones inebgnitas &, v en las tres primeras ecuaciones por medio

de (V) y (VI). Por esta razén substituimos las ecuaciones (I), (II),
(IIT) por las nuevas ecuaciones:

(I)=51)+2(VID)a; () =5(11) +2(V)y;

(III?) =5(II1)—4 (V) y+4 (VI)o,

donde por ejemplo 5(I)4-2(VI), indica la combinacién lineal de la
ecuacién! (I) y de la.obtenida derivando (VI) respecto a u, siendo
5 v 2 los coeficientes de la combinacién lineal. El sistema () es
representado por las ecuaciones (I’), (I17), (IIT’), (IV), (V) (VI)
asi como lo era por las ecuaciones originales (I), (II), (III), (IV),
V), (VI)..

Considerando todo esto, el sistema () puede escribirse:

(1) 6luune —3Vaun 3o —68uuw 2N Gy —3M 63D 6pww
—5H 6ypy4-...=0,

(I17)  —Bhyow - 3Vaor —3ors —+-6dup—bD K 6uuy 8P 0 1u—38N Gupw
+2Moypppt-...=0,-

(I11°)  14hasso — T Vo7 Maws —14d 000 —P0usut-5N Guuo—0MGrov--
Loywp+-...=0, -

(IVy  4h—2vu+-2u —4dy+Now—Mopt (Nuo—M,) 6=0 ,

(V) M6V ur=-2h 1—Hop+-38 o—P s~ Ny -+Mopp-... =0,
(VI)  Bew—bttw -+20ur—4vuu +3hint-N cuut-Moyw —Lopwt-...=0.

Ahora una wulterior transformacién es sugerida por el examen de
estas ecuaciones. Las derivadas terceras de las funciones incégni-
tas ¥79, A, u se eliminan si substituimos las ecuaciones (I’), (II’),
(1IT’) por las ecuaciones:

A=) —=*/2(IV)au; (I177) = (A1) +3/2(IV ) ve;
(HI“) :'(III’))—’I/E(IV)M, .

Logramos asi:

(r ") l/ZNGuuu_“S/Z Mouuw +3L6uw -“5H0'1mv+ ...=0,
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(I1’) —5Kouuu +3P0uuv—2/2Nouww +/2M G+ . . =0,
(TIT17) — POt/ Nouur—?/oMouwo +Lowot-. . .=0.

Inicialmente €l sistema (X) estaba constituido por las ecuacio-
nes (I), (II), ..., (VI) que ya substituimos por las ecuaciones
(I7), (II’), (III’), (IV), (V), (VI); a su vez éstas pueden subs-
tituirse por las ecuaciones (I’’), (II’?), (III’’), (IV), (V), (VI),
siendo el conjunto de las mismas equivalente al primero. Desde
ahora -consideraremos el sistema (Z) como formado por estas Glti-
mas ecuaciones.

Desgraciadamente vemos que los términos que contienen las deri-
vadas de orden miéximo, que han sido los finicos tenidos en cuen-
ta hasta ahora, no nos permiten llegar a una conclusién acerca de
la existencia de un sistema de integrales del sistema (X), porque
en las tres primeras ecuaciones esos términos contienen sélo lalfun-
cién inedgnita ¢, mientras que las Gltimas contienen}“todas las siete
funleiones inedgnitas (6.3).

Por lo tanto formemos de nuevo las seis ecuaciones (I’’), (II'7),

., (VI) teniendo en cuenta también las derivadas segundas en
las tres primeras de ellas, excepto para la funcién o, para la cual
va serdn suficientes las derivadas terceras. Por este medio podre-
mog llegar a nuestro ohjeto.

Més precisamente trataremos estas ecuaciones de manera que pue-
dam resolverse respecto a unas derivadas de las funciones incbdgnitas,
cuyos indices de derivacién sean todos u. Ahora la ecuacién (IV) da
el valor dg v., y las derivadas de vy cuyos indices comprenden al me-
nos tna %, pueden deducirse de ella. Las ecuaciones (V) v (VI) dan
respectivamente los valores de Muw ¥ Auy. IHntonces, des-pﬁés de
calculos y reduceiones bastante engorrosas, se logra escribir el sis-
tema (Z) en la forma siguiente:

(L) 6[20H Yy, —16L3yy—2Ptyy+4Ney, —6Mep,—20H1,, +8LAyy
—10H Ay, +16L pyo] +1/oN6yui—3/2 Muuy—+8Loww —H 6pppt-...=0,
(I1’”)  6[—10Ad,y~8P3:y 18Ny, —20/ g, 16 Pty
+4AMN—2 LMy —12N Ao+ 20K 1y —1 6Py —12N iy, ]

—b5K0uuu—3 PGyu—= /N 6yopt1/oM6ppp4-...=0,

(III”’) o[—2LYpr—L8uu~+-2N0,0 —I’—13M51;u+5KEm,—‘6PEw—|—7N Eov1
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-6 IM 5 H1)yo—8 Mho--Low-2P o — AN tso—10M i
—P6u1m+3/21VGmw’_:s/z—M'O‘u;w +L6mm+-~- =0,
M No—M,

2 a 2 0=0,
(V) Nuw=2hy 200 —38p0+/5 (PCuy+-2N0yy —4M06p5) 4-...=0,
(VI) Ay =Eor—2Mup +-284—2/5 (Néyyy —3M6ypt+L6yy) 4...=0.

Ahora de las tres primeras de estas ecuaciones pueden despe-
jarse Guuu, Ouu, Euu, con tal que el determinante:

N
(IV) =200 50—

1N 0 — 9P
—bHK —10Kco 0
P - - —Po 5K¢

sea diferente de cero, es decir con tal que sea:
(7.1) K(2P>—5KN)==0.

8.—Por el momento, supongamos que la desigualdad (7.1) sea -
satisfecha, postergando hasta el n*9 el examen del significado
geométrico de esta hipétesis.

Podemos suponer sin restriccién que p sea idénticamente nulo
(v. (4.1)); asi tenemos solamente seis funciones inedgnitas, es.
decir v, 8, & m, A, o. Del sistema (X) podemos despejar cada
una de las derivadas:

N Ouyus 61“1, Euus Yaus Tuu, Lm .
Para ellas resultan expresiones del tipo:

61tuu:q7(1) ('Y,'Yu;'Ym;, 0,01,00,8u0, O00,E,EuE0, EunsEvu,
NNuMos NuvsNooshyhus Aoshuvy Ao9,0,0,00 ,
Oure;Ouvs Ovvy  GravvyGuvwy Ovww) s

duw =@ (...), V

gun =@ (...),

Yu :(P“) (607}\1476; G’IMG'D))

Nuu :q)(ﬁ) (y,y”,ﬁ,&u,t‘)v, ‘B‘Dﬂysasmsvmmm "]W}‘:)W:}"D,
Mit,0,0u,0y.  OunsOuvyOuo) 5

Miw =@ (V,v0,0, 81,80,0u0,8,8u, Ev,E00,MN My Mo,
AN iyAwy 0,01,60, GuuyGup, Ovs) 5

(8.1)

donde @@ y @® dependen de las mismas funcicnes y derivadas



de las cuales depende @Y. No es necesaric. esrecificar la forma
de las funciones ¢, “

Por consiguiente las ecuaciones (8.1) constituyen un siste-
ma de un tipo un poco més general que el de Soria KOWALEWSKL
El teorema de completa integrabilidad subsiste también en estas
condiciones més generales .

Por lo tanto podemos afirmar la existencia de un sistema
de integrales que corresponden a un grupo conveniente de con-
diciones iniciales como lo haremos en el teorema del n®10.

9.—Pero, antes .de enunciar nuestro resultado acerca del pro-
blema A), es preciso que establezcamos hasta qué punto la hipd-
tesis (7.1) es realmente inevitable.

Esta hipétesis rige cierta‘mente excepto en el caso donde:

(9.1) K=0,
0 bien: N
(9.2) 2P2—5KN=0.

Luego tenemos un primer caso de excepeién si-las lineas paramé-
tricas v (o sea w=const.) son curvas principales. Si este caso
particular tuviese lugar, cambiariamos las lineas paramétricas de
tal manera que el nuevo valor de K no fuese ya idénticamente
cero, y entonces nos reducirfamos al caso general. Hay sélo un
caso en el cual, aun cambiando las lineas paramétricas, es impo-
sible evitar la excepeién presentada por (9.1): este caso se pre-
senta cuando la "ecuacién diferencial dada (1.5) de las lineas
principales se reduce a una identidad, lo que ocurre cuando la
superficie S buscada debe tener ecurvas principales indetermina-
das. Pero en este caso podemos acudir a un teorema bien conoci-
do de CorrADO SEGRE® : una superfieie que tenga curvas princi-
pales indeterminadas es necesariamente una desarrollable, o wna
superficie de VBRONESE. Aun dejando aparte esta efectiva enume-
racion de las superficies que tienen lineas principales indetermi-
nadas, lo que realmente tiene interés para nosotros en este mo-

(1) C. RiQuiEr: Les systemes d’equamons aus defrwees partielles, Paris, 1910,
v. p. 472.

(2) Le linee principali di una superficie di S, € una propietd caratieristica della '
superficie du Veronese, Nota II, Rend. della R. Acc. dei Lincei, (5), vol.
XXX, 1921.
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mento —relativamente a nuestro teorema de existencia— es que
cuando la hipétesis (9.1) es invariante respecto a las transforma-
ciones de las coordenadas curvilineas, la existencia de la superfi-
cie buscada puede considerarse como cierta a priori.

Discutamog ahora (9.2). También en este caso, si se averigua
la hipétesis particular considerada, se puede tratar de acudir a
una transformacién de las coordenadas .curvilineas tal que no
deje subsistir aquella férmula. También ahora debemos tnica-
mente interesarnos por la manera segiin la cual podemos evitar
la dificultad: cuando esa férmula resulta invariante respecto a
cualquier transformacién de las coordenadas curvilineas.

Entre tanto debemos preguntarnos cuindo ocurre que una for-
ma quintica binaria en las dos variables ys, v1: '

Q= Hy*+ Ly *ya-+My: 2y +Ny12yo® +Pyiys* 4Ky
presenta y econserva la particularidad (9.2) cualquiera que sea .
la transformacién lineal homogénea a la cual se sometan las va-
riables homogéneas yi, 2. Se ve facilmente que la condicién ne-
cesaria y suficiente es 'que la forma ® sea la quinta potencia de
una forma lineal.

In efecto, podemos suponer H<=0. 1Bl significado geométrico de
la hipétesis (9.2) esjque el grupo de cinco puntos que (en coorde-
nadas proyectivas homogéneas y1, ¥2) es representado por la ecua-
cién ® = 0 goza de la propiedad que el punto 4 (y1 =0, yo=1)
tiene su tercer, grupo polar reducido a un punto doble B. Ademés
esta propiedad tiene que ser conservada cuando el punto A queda
fijo y @ se transforma por medio de una substitucién lineal arbitra-
ria en las variables yi, ¥2. Ahora bien, elegimos inicialmente las co-
ordenadas proyectivas ¥;, ¥» de manera que en el punto B® re-
sulte y;3 = 1, y» = 0, de donde sigue P = N = 0. Entonces, impo-
niendo 'que la condicién (9.2) sea conservada por la transforma-
cién particular:

| Y1 =Y Faye’, y2=y’s
donde @ es una cantidad arbitraria, se concluye de inmediato
que M = L= H = 0. Luego ® = Ky,*; y volviendo a un sistema
arbitrario de coordenadas proyectivas 11, 1» sigue subsistiendo la
cirecunstancias que @ es la quinta potencia de una forma lineal.

Por consiguiente, si la hipédtesis (9.2) no puede evitarse me-

(1) Que es necesariamente distinto del punto 4 porque K=<0. °

1



— 20 —

diante un cambio de las coordenadas curvilineas, esto significa
que el primer miembre de la ecuacién (1.5) es la quinta po-
tencia de una forma diferencial lineal. Entonces la cuestién a
que tenemos que contestar es: jexiste alguna superficie euyos
cinco sistemas de lineas principales se reducen a un solo sistema
contado cinco veces? Sin ocuparnos aqui de las superficies més
generales que gozan de esta propiedad, para nosotros es sufi-
ciente observar que la existencia de superficies que se hallan en
estas condiciones puede conecluirse acudiendo a ejemplos particu-
lares. Ahora hien, en una Memoria precedente ’ he determinado
toda la clase de las superficies del espacio Sz que poseen un sistema
quintuple de lineas principales planas .

10.—FEstamos ahora en condicién de contestar a (la pregunta
formulada en el problema A) por medio del siguiente teorema
general : , -

Stendo dada arbitrariamente la ecuacidon diferencial de las cur-
vas principales, siempre cxisten superficies que, poseen esas cur-
vas principales. Mds precisamente, sea prefijade arbitrariamente
la ecuaciin :

(10.1) Hdw3-Ldu*dv-+Mduddv?-+Ndu dv? 4-Pdudvt -+ Kdv5=0,

donde :

(10.2) K40
Y:
(10.3) ' 2P2—5KN-0.

Para obtener una superficie S que no represente ninguna ecua-
cton de Laplace, cuyas curvas principales son dadas por la ecua-
cidn diferencial (10.1), esto es, para obtener el sistema de ecua.
ciones fundamentales (1.3) de la superficie S, podemos dar ar-
bitrariamente, ademds de la condicion p =0 {(que concierne so-
lamente al factor de proporcionalidad & de las coordenadas homo-
gémeas del punto que describe la superficie S), las funciones de la
sola varigble v a la cual liene que reducirse cada una de las fun-
clones :

(1) A. TERRACINI; Sui sistemi semplicemente infiniti di piani nello spazio a cin-
que dimensiont. Atti delle Scienze di Torino, vol. 73, 1938.

(2) Ellas (si no representan ninguna ecuacién de LAPLACE) se logran como lu-
gares de las ““cdénicas focales’’ de los planos que pertenecen a uma familia
ool tal que dos planos consecutivos siempre se corten en un mismo punto
segn un orden de aproximaecién ¢36.
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' ) 6, 64L,. €, Euy My Muy Ay Aay 0, Ou; Oyy

pare un valor inicial w = ue V, Mediante estas condiciones imicia-
les todas las fumciones que aparecen como coeficientes en el siste-
ma. de ecuactones fundamentales (1.3) quedan univocamente de-
terminadas.

Si no se cumple una de las destgualdades (10.2) o (10.3), po-
demos reducirnos al caso precedente mediante une transforma-
eion de las coordenadas curvilineas u, v, excepto en el caso en gue
el primer miembro de la ecuacién (10.1) se reduce idénticamen-
te @ cero o es la quinta potencia de una forma diferencial lineal.
Pero en estos dos casos excepcionales la existencia de la super-
ficie busceda queda asegurada yo por otros medios.

11.—Hasta ahora nos ocupamos Gnicamente del problema A4).

Alhora tenemos que considerar de nuevo el problema B). Pero es
claro gue en wgeneral, a la pregunta formulada en este problema

tenemos que contestar negativamentg, ‘porque, de otra manera,
seria necesario que el precedente sistema (X) —en el cual todavia
podemos suponer u = 0— admitiera una solucién donde la funcién
ineégnita ¢ fuera una funcién arbitraria de las dos variables u, v.
Por lo contrario, la solucion de este sistema depende tnicamente
de las funciones arbitrarias de la sola variable v que han sido
indicadas en el n.10.

12.—Volviendo al problema 4), la forma de la cual hemos for-
mulado su resolucién lleva a la conclusién que, dada una super-
ficie cualquiera ‘en el espacio Sj siempre existen muchas otras
superficies S’ que pueden representarse sobre S de manera que se
correspondan todos los sistemas de lineas principales. De aqui
sigue la observacién hecha al fin de la introduccién de esta Me-
moria. Sin ocuparnos ahora de desarrollar ulteriormente este asun-
to, nos limitamos a dar el ejemplo siguiente de una tal repre-
sentacién, donde las superficies S y S’ pertenecen a tipos comple-
tamente distintos. Bs bien sabido® que si la superficie § repre-

(1) El prefijay la funeién de la variable v a la cual tiene que reducirse y para

U="1b, tiene como consecuencia (junto con la condicién w=0) fijar el factor

de las coordenadas homogéneas, como se ve observando la férmula (4.1) y
las deméas férmulas contenidas en la nota del n. 4. .

(@8] CORRADO SEGRE: Le linee principali di una superficie di S; e una proprietd
caratieristica della superficie di Veronese, Nota I, Ren. della R. Ace. dei
Lineei, (g), vol. XXX, 1921. -
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senta una ecuacién de LAPLACE no parabélica, dos de sus sistemas
de lineas principales son dados por las caracteristicas, mientras
que los tres sistemas restantes son envueltos sobre la superficie
por una terna bien determinada de tangentes cuya Hessiana coin-
cide con el par de tangentes a las caracteristicas. Ahora bien, si
partimos de una tal superficie 'S y formambos la ecuacién diferen-
cial de sus eurvas principales, podemos adoptar esta eecuacién co-
mo ecuacién (10.1) y asi, seglin nuestro teorema general, logra-
mos varias superficies S’ que no representan ninguna ecuacién de
Laroace. Como es claro, cada una de ellas corresponde a la super-
ficie S con conservacién de los cinco sistemas de lineas principa-
les, aunque las estructuras proyectivas de § y S’ son tan profun-
damente distintas entre si, que S representa una ecuacién de La-
place, y 8’ ninguna. ’

Alejandro Terracini

Tueuméin, 25 de Junio de 1940. N
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VALOR MEDIO DEL NUMERO DE PARTES EN QUE
UNA FIGURA CONVEXA ES DIVIDIDA
POR n RECTAS ARBITRARIAS

por L. A. SanTand

Sea una figura convexa K de area F y perimetro L. Su-
poniendo trazadas n rectas que cortan a K, el ntmero de
regiones en que queda dividida depende de la posicion de las
rectas. Por ejemplo, para n=1/,, en la fig. 1 el ntmero N de
regiones es 9 y en la fig. 2 es 7. Queremos hallar el valor
medic del ntimero de estas regiones para todas las posiciones
posibles de las n rectas. Este namero N veremos que estd rela-
cionado muy simplemente con el nimero N° de puntos de
interseccion de las rectas entre si que son interiores a K; asf
en la fig. 1 es N'=4 y en la fig. 2 es N'=2. Empezaremos
para hallar el valor medio de este ultimo ntmero N’ para
pasar luego al buscado.

Tig. 1 Tig. 2

1. Recordemos que como medida de un conjunto de rec-
tas se entiende simplemente el valor de la integral doble, ex-
tendida al conjunto considerado, de la expresion dG=dp d©
siendo p la distancia de la recta a un origen fijo y © el angulo
de lo normal a la recta con una direccién también fija (fig. 3).
Solamente habra lugar, en esta nota, a considerar conjuntos de
rectas para los que la integral anterior existe. Por ejemplo la
medida de las rectas que cortan a un segmento de longitud !



Fig. 3
se puede calcular directamente: si se supone que la posicion

del segmento es la O,1 de la fig. 3, llamando = a la abscisa
del punto de interseccion sera

cos © d®=2l (1)

:“———:wl;l

1
J'dp de = jdx
0

Se puede ver que este valor es independiente de la posi-
cién del segmento en el plano.

En general si hay m segmentos de longitudes [, llamando
v al nimero de ellos que son cortados por una recta G en cada
posicién de la misma, sumando las integrales (1) correspon-
dientes a cada segmento, se obtiene '

PﬂGzzgh : (2)

i—1

extendida la integracién a todas las posiciones de la recta.

Para el problema que nos ocupa debemos también recor-
dar que la medida de las rectas que cortan a una figura con-
vexa K es igual a su longitud, o sea

fdG:L (3)
G.K-/-o



indicando por G.K=/~O que la integracién estd extendida a
todas las rectas que cortan a K o sea, cuya interseccion con K
es distinta de cero.

Llamando s a la longitud de la cuerda que la recta G
determina en la figura convexa K también debemos recordar la
formula casi inmediata

JsdG:nF (%)

facil de obtener integrando primero sdp (lo que da el area F)
y luego haciendo variar ® de O a =

2. Por valor medio del ntimero de puntos N’ de intersec-
cién de las n rectas que son interiores a K se entiende lo si-
guiente. El ndmero N’ es una funcion de las n rectas Gj, o
sea de sus 2n coordenadas p;, ©; (i=1, 2, ..., n); si se sabe
calcular la integral

J’:JN’ dG, dG, dG, ... dGy ()

exlendida a todas las posiciones de las n rectas en las cuales
cortan a K, como ademdis la medida de todas estas posiciones
posibles segun (3) vale

.

dG, dG, Gy ... dGy=1Ln o (6)
G;.K-/o

el valor medio de N’ sera, por definicion, el cociente entre (9).

y (6).

3. Hay pues que calcular J°. Llamando N’; a una fun-
cion de G; y &; (o sea de p;, @i, p;, ©;) tal que valga uno si
G; y G; sc cortan dentro de K y cero si se cortan fuera (por
uniformidad pondremos también N’;=0). Por cada posicién
de las N rectas es

N — 3N,

i

%
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y el numero de las N’;; es igual al de combinaciones de las n
n
rectas tomadas 2 a 2 o sea (2)

Llamando s; a la longitud de la cuerda que G; determina
en K, segn (1) y (4) se tiene

JN’H dGi dG;=2 Jsi dG;=2nF

Gi.K/o
Luego

J’_JN’ dG, dG, ...danz[N’ﬁ dG; dG, ... dGy=

ij

=(;) 2=FL (7)

Dividiendo (7) por (6) se obtendrad por tahto, como valor
medio de puntos de interseccién N’ que son interiores a K

=

s (n)an (8)

2 L2

4. Para pasar de N’ al niimero N de regiones en que las n
rectas dividen a K se observa en primer lugar que las posicio-
nes de las rectas en las cuales pasan mas de 2 por un mismo
punto son posiciones especiales de medida cero, es decir, sin
influencia en las integrales (5) o (6) ni por tanto en los valores
medios. Para las demés posiciones vamos a demostrar que se
cumple la relacion

N=N -4n+1 (9)

Por ejemplo en la figura 1 es N'=4, n=4, N=g y en
la fig. 2 es n=4, N=2, N=+.

Para demostrar (g9) consideremos la red formada por las
n rectas y el contorno de K. El ntmero de vértices es igual a
N’ més los 2 n puntos que las rectas determinan en el contorno
de K. El ntimero de regiones es por definicién N. Para el nu-
merc de lados se observa que por cada uno de los N° vértices
interiores pasan 4 y por cada uno de los vértices del contorno

!



pasan 3; como cada lado pertenece a 2 vértices el ntimero de ellos
serd por tanto.1/2 (4 N'-6n)=2N -+ 3n. Pero el teoremade
EviLEr para superficies abiertas dice que el nimero de regio-
nes mas el de vértices es igual al de lados mas uno, luego

N+N-+-2n=2N +3nt1

de donde resulta la igualdad (g9) que queriamos demostrar.
El walor medio del ntmero de regiones N, teniendo en
cuenta (8) y (9) sera por tanio

T .,I.F
N— (2) 228 o

5. El ntmero total de lados de la red formada por el
contorno de K mas las cuerdas que las rectas G; determinan
en esta figura convexa hemos visto que era 2 N'--3n. El na-
mero de lados del contorno es 2n, luego el nimero de lados
interiores serd 2N’ -+ n. Llamando X\; al ntmero de lados
de la region C;, al sumar las \; para todas las regiones se ob-
serva que cada lado interior aparece comtado dos veces y cada
lado del contorno una sola vez, por tanto

N
'Z‘Xizz(zN’—}—n)—f—fzn»—:ﬁN’+An.

1—I

De aqui que el wvalor medio del ntmero de lados de las
regiones en que una figura convexa K queda dividida por n
rectas arbitrarias que la cortan es

Y AN44n _ 4N 4bn

N TN “-n-t1 <4k

N’ estd dado por (8).
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ON THE ITERATION OF DISTRIBUTION F'UNCTIONS
IN THE CALCULUS OF PROBABILITY

by AUREL WINTNER
(Baltimore, Maryland, U. 8. A.)

Starting with a distribution function §(x), — oo < x <7+ o,
define a sequence of distribution functions @, (x) = 0 (x),
O, (x),...by placing ¢, (x) =9 (n"2x), where ¢n(x) denotes
the distribution function which is recursively defined as the
convolution of ¢n—1(x) and P* (x) =% (x). It is understood that
by a distribution function @ (x) is meant a monotone function
satisfying the boundary conditions ¢ (—o)=0, ¢ (4 ) =1,
and that the konvolution of two distributions functions
¢, (x), Oy (x) is the distribution function whose Fourier-Stieltjes
transform L is the product of L (u; ¢;) and L (u; $y;), where

oo
(1) L (u;(l))—"-exp (iux) db (x); —ooLu<+-00.

Thus, the sequence {P, (x) | belonging to a given ¢ (x) may also
be defined by
%

(2) L (s 0s) = (L (n =5 u; O))n.

The distribution functions 9, (x) belonging to a given
® (x) form the sequence which occurs in a fundamental limit
theorem in calculus of probability. In fact, this theorem ()
implies that if ¢ has a finite second moment

oo
(J) . by (P) = J' x2d9 (x),

—Q0
then, as n — 4-oc, the distribution function ¢, (x) either tends

(*) Cf. P. Levy, Bull. Soec. Math. de France, vol. 52 (1924), pp. 49-6G8.
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to a symmetric normal distribution function or to no limit dis-
tribution function at all; the alternative being decided by whether
or not the first moment

+oo

() 4 ()= [ 50 (x)

—Q0

vanishes. In the first case, the numerical value of the preci-
sion of the limiting distribution (which then is normal and
symmelric) is known to be determined by the standard devia-
tion of 9, i. e., by the non-negative square root of the number
+oo
d ((P):J (x — py (9))2dP (x).
. —Co

It is understood that d (¢)=0 only when ®{x)=1/,--1/,sgn
(x —c) for some c—const., in which case () vanishes if
and only if c¢=0. Correspondingly, the Dirac distribution
function 1/,--1/,sgnx must be considered as representing a
(symmetric) normal distribution of infinitely high precision.

This enumeration of all possibilities as to the behavior of
the sequence {"J‘n (x) } for n— - oo assumes that the proba-
bility distribution represented by the initial distribution funcion
¢ (x) is dispersed only in such a way that the second moment
(3) is finite. The literature of the subject does not seem to
contain a corresponding general (reatment of the remaining
case (2), where p, (9)=--co. The objéct of the present note
is to deal with this singular case. The result may roughly be
described by saying that, if py (¢) =00, the behavior of the
distribution function ¢, (x) for large n is such as to correspoud
to a (normal) distribution of infinitely low precision.

In order to formulate the result in a precise form, let a
sequence of distribution functions B(1) (x), ..., p(n) (x), ... be
called flat if the probability distribution represented hy B(n) (x)
is swept into infinity as n— oo, i. e., if there exists for
every >0 and every R>0 an N=N (g, R) in such a way that

(*) M. Kac and A. Khintchine have considered this case under the assump-
tion that the first moment (4) exists as an absolutely convergent integral; cf.
Comptes Rendus, vol. 202 (1936), pp. 1963-1965.



the total variation of the monotone function B®)(x) on the
interval -—— R <x<<R is less than ¢ for every n>N. In order
.that such be the case, it is sufficient, though not necessary, that

(5) L (u; B)) — 0 for every u=/=0, as n— -+ oo.

That (5) is not a necessary condition, is illustrated by the
flat sequence which is defined by p®) (x) =1/,--1/,sgn (x—n),
since for this sequence |L (u; p(n))] =1, by (1). On the other
hand. a known proof of the continuity theorem of Fourier-
Stieltjes transforms (3), when adapted in an obvious manner
to the case at hand, makes it evident that (5) is a sufficient con-
dition for the flatness of |3(») (x) |-

The theorem to be proved states that {‘I’n (x) } is a
flat sequence whenever p2 () = -+-occ. Consequently, if p2 ($)=-
oo, then, as n— --co, the distribution function 9y (x) either
does not tend to a limit function, or, if it does, lim @, (x) is a
constant, instead of being a distribution function.

According to (5) and (2), it will be sufficient to show
that if u?(9)=-1oco, then

(6) ) (L (11—1/2 u; ‘([)))n_; 0 for every u =0, as 1 — oo,

For a given distribution function P (x), for which
Uy () = - oco may but need not hold, let ® (x) denote the dis-
tribution function 1 —® (—x). Thus, (1) shows that L (u; )
and L (u; §) are complex conjugate for every u. Accordingly; if
®’ (x) denotes the convolution of ¢ (x) and ¢ (x), then L (u; ¢’)
=|L (u;0)|2. Hence, the assertion (6) is equivalent to the
relation which one obtains by writing ¢’ for ¢ in (6). On the
other hand, (3) shows that u, () = u, (9). It follows, therefore,
from standard relations for the momenta of convolutions (%),
that also the assumption w, (9) = co of (6) remains uchanged
if one writes ¢’ for ?. But L (u; ") =|L (u;®)|? is real; so
that, on writing ® for €, one has

(*) Cf. E. XK. HavipanND, Amer. Journ. of Math., vol. 57 (1935), pp. 382-38S.
(*) Cf. B. JessEN and A. WINTNER, Trans. of. Amer.. Math. Soc., vol. 38
(1935), pp. 54-55.



+oo
(7) L(u; ) = j cos (ux) d (x),
by (1). Consequently, it is sufficient to prove that the assump-
tion p, (@) =} oo implies the assertion (6) in the particular

case (7).
Since @ (x) is a distribution function, (7) implies that

) —+o
L(u; 9)—1 =j (cosux — 1) dP (x)=— 2 Jsin‘=’ (1/5ux) dP (x).

Hence, the assertion (6) may be written in the form
(8) (1 —2¢a/n)r—0, (n——o0),
where chp=c, (u) denotes, for every fixed u<=/-0, the number

—+oo
(9) cn:nj sin? (n—"2 ux) d® (x).

—Q0

But (8) is certainly true if ¢, — 4-ocoas n— +-co. Hence, it
is sufficient to show that if {1, () =~ oo, then the expres-
sion (9) tends with n to oo for every fixed u=/=0.

Now, if R>0 is arbitrary, then

R
c,=n j sin? (n="/2 ux) d® (x).
—R
Hence,
R R
lim inf ¢, = u? I x2d® (x); while lim j x2dd (x) = py (.q)),
e -1 Ty

by (3). Since uz/=0 and p, (P)=- oo, it follows that ¢, —
~+ oo as n— -} co; so that the proof es complete.



There arises the question whether in the flat case the n g
distribution function must tend to a constant as n—oo, or
that it is possible that the nth distribution function flattens out
in such a way as to tend to no limiting position. The discussion
of this question seems to require more detailed considera-
tions (?) than the summary Fourier analysis applied above.
In addition one can ask whether, in case the constant limit
exists, the constant can or cannot have a value distinct from
one of the three values 0, 1/,, 1, which are trivially possible.

The Johns Hopkin‘s University.

(®*) E. R. vAN KAMPEN AND AUREL WINTNER, American Journal of Mathe-
maties, vol. 50 (1937), pp. 635-654.






_ SOBRE LA ITERACION DE FUNCIONES DE
DISTRIBUCION EN EL CALCULO DE PROBABILIDADES

por AUREL WINTNER
(Baltimore, leryland, U. 8. A)

Partiendo de una funcién de distribucién P (x), — o< x < oo,
se puede definir una sucesion de funciones de distribucion @, (x) =
O (x), Oy (x), ... poniendo @, (x) = ¢n (n'> x), donde ¢n(x) indica
la funcién de distribucién definida por recurrencia como la convo-
lucién (en aleman «faltung») de $n—1 (x) y Ot (x) = @ (x). Por fun-
cion de distribucion @ (x) se entiende una funcién monodtona que
satisface las condiciones limites ¢ (— o) =0, ¢ (4 o) =1y por
convolucién de dos funciones de distribucion @; (x), @ (x) indica-
mos la funcién de distribucién cuya transformada L de Fourier-
Stieltjes es el producto de L (a; @) y L (u; ¢y), siendo

~+co
(1) L(u; 9)= J exp (iux) d (x) —oolu< oo

Por tanto, la sucesion : O, (x) } perteneciente a una ¢ (x) dada
puede ser delinida por

(2) L(ua; ¢,)) = (L (n—"2u; §))n

Las funciones de distribucién ¢ (x) pertenecientes a una ¢ (x)
dada forman la sucesion que aparece en un teorema limite funda-
mental del calculo de probabilidades. En efecto, este teorema (1) im-
plica que si ¢ (x) tiene un momento segundo finito

-+co

) b (0)=| 200 (x),

—&0
entonces, para n— oo, las funciones de distribucién ¢, (x) o hien
tienden a una funcidén de distribuciéon normal y simétrica o bien no
tienden a ninguna funcién de distribucion; la alternativa se decide
segin que sea nulo o no el primer momento

oo

(%) 1 ()= x40 (9

—0

(*) P. Levy, Bull. Soe. Math. de France, vol. 52 (1924), pag. 49-68.
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En el primer caso, el valor numeérico de la precisién de la dis-
tribucién limite (la cual es entonces normal y simétrica) se sabe .que
estd determinado por la desviacién tipo de @, es decir, por la raiz
cuadrada no negativa del nimero

o0

b (0) = j[x — iy (9)]2 4 (x)

—Q0

. Evidentemente que d () =0 solamente cuando ® (x)=1/,-}
~1/,sgn (x —c) para alguna c=constante. en cuyo caso (/) se
anula cuando y solamente cuando ¢=0. Anilogamente, la funcién
de distribucién de Dirac 1/, 1/,sgn.x puede ser considerada co-
mo representacion de una distribuciénn normal y simétrica de preci-
si6n infinitamente elevada. ‘

Esta enumeracién de todas las posibilidades sobre el compor-
tamiento de la sucesion {t[)n (x)} para n —c° lleva consigo que la
distribucién de probabilidad representada por la funcién de distribu-
cién inicial ¢ (x) es dispersa solo en el caso en que el segundo mo-
mento (3) es finito. La literatura sobre esta cuestion no paréce con-
tener un tratamiento general anilogo del caso restante (2), cuando
Ho (§) =+ o

El obJeto de la presente nota es estudiar este caso singular. El
resultado puede ser enunciado groseramente diciendo que, si py () =
=-}o0, el comportamiento de la funcién de distribuciéon ¢, (x)
para grandes n es el que corresponde a una distribucion normal
de precisi6n infinitamente baja.

Para formular este resultado en una forma precisa, llamemos
lisa a una sucesién de funciones de distribucién B() (x), B3 (x), . .

Bm) (x),..., tal que la distribucién de probabilidad 1ep1esentac1a por
B(n) (x) es barrida al infinito para n— o, es decir, si existe para cada

8\0 y para cada R>0 un N=N (e, R) tal que la variacion total
de la funcibn monétona B(n) (x) en el mtervalo —R<x<<R sea
menor que & para cada n>N. Para que esto suceda es suficiente,
aunque no necesario que

(5) L (u;B®)—0 para cada u:/=0,-cuando n— -} oo,

Que (b) no es condicién necesaria se complu-eba considerando la
sucesién lisa definida por f(n)(x) fl/g—}—l sgn (x—n), puesto
que segin (1) para esta Tuncion es |L (u; P 11))\— 1. Por otra parte,
una conocida demostracion del teorema de continuidad de la trans-
formada de Stieltjes-Fourier (3), adaptada a este caso particular dd

(*y M. Kac y A. KaHINTCHINE han considerado este caso bajo la hipdtesis
de que el primer momento (4) existe y es una integral absolutamente conver-
gente. Comptes Rendus, vol. 202 (1936) pag. 1963-1965.

(*) E. K. HAviLAND, Amer. Journ. of Math.,, vol. 57 (1935), pag. 382-388.
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de manera inmediata que (5) es una condicién suficiente para que
{B(n) (x) ‘l sea lisa.

El teorema que queremos demostrar prueba que { O, (x) }
es una sucesién lisa siempre que p, (¢p) =-1-c0. En consecuencia st
Po () =— o, para n-— o la funcion de distribucion ¢, (x)
o bien no debe tender a ninguna funcién limite o bien el lim ¢, (x)
es una constante en lugar de ser una funcién de distribucion.

Teniendo en cuenta (5) y (7) serd suficiente probar que si
By =—oc, entonces

- /9 ; A * K =/=
(6) (L(n—" u;@))n— 0 para todo u-/=0, cuando n-— 0o,

Para una funcién de disiribucién dada ¢ (x) para la cual
puede 'o mno verificarse que u, (§) = o, representaremos
por O (x) la funcion de distribucion 1 — @ (x). Asi (1)
prueba que L (u;0) y L(u; ¢) son complejos conjugados
para cada u. Segun esto, si ¢ (x) indica la convolucion de
® (x) y O (x), entonces L (u; ¢’)=|L (u; ¢) |2 Por tanto la
condiciéon (6) es equivalente a la relacién que se obtiene escribiendo ¢’
en lugar de ¢ en (6). Por otra parte (3) prucha que p, () = py ().
En consecuencia, por relaciones conocidas entre los momentos de las
convoluciones (¢) se ve que también la hipétesis [, (¢p) =—F- de
(6) subsiste si se escribe ¢’ en lugar de @. Pero L (u; ¢')=
=|L {(u; 0)|% es real, de manera que escribiendo ¢ en lugar de
¢’, se tiene, por (1)

o0
(7) L (u; 0) = J‘ cos (ux) df (x)

En consecuencia es suficiente demostrar que la hipotesis p, (¢) =
=+ oo implica la afirmacién (6) en el caso particular (7).
Puesto que ¢ (x) es una funcion de distribucién, (7) implica que

ot too
L{u; ) —1= J (cosux —1)df (x) =— 2‘{ sen? (/5 ux) d (x).

De aqui, que la igualdad (6) puede ser escrita en la forma
(8) (1= 2Z2p—0, (n—)

donde ¢, =rcp (u) indica para cada valor fijo de u=/=0, el nimero

(*) B. JESSEN y A. WINTNER, Trans. of Amer. Math. Soec. vol. 38 (1935,

pags. 54-55.

/
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“+co
(9) Cp=1 J-senE (m—/z ux) do (x).

' —ao

Pero (8) es seguramente cierto si ¢y — % para n — -2, De
aqui que sea suficiente probar quesi p, (¢) = -} o, entonces la expre-
sion () tiende a infinito con m para cada valor fijo de u=/=0.

Ahora bien, si R >0 es arbitrario, entonces

+R
. ch=>1n J sen® (n =" ux)d} (x).
r
De aqui, por (3)
LR R
lim inf ¢, = u? }' x?d® (x); pues lim J x2d (x) = py ().
n—s-- oo A R—r-- oo‘ .

&

Puesto que u=/=0 y po (@) =-Fo se deduce que cp—>
para n —-—}oc, con lo cual la demostraciéon estd terminada.

Queda en pie la cuestion de si para sucesion lisa la n2 funcion de
distribucién debe tender a una constante para n— w, o bien si es
posible que la n2 funcién de distribucién se haga lisa de tal manera
que no tienda a ninguna posicion limite. El estadio de esta cues-
t1én parece requerir consideraciones maés precisas (5) que el simple
andlisis de Fourier aplicado anteriormente. '

Por altimo se puede preguntar si en el caso que exista la.constante
limite, ésta puede o no tener un valor distinto de los tres valoves
0, 1/5, 1, los cuales son evidentemente posibles.

The Johns Hopkins University. ‘

(Original recibido en Enero de 1940).

(*) E. R. vaN KAMPEN y AUREL WINTNER, American Jowrnal of Mathema-
ties, vol. 59 (1937), pags. 635-654.
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SOBRE LA PARADOJA DE BERTRAND

por EsTHER FERRART

Muy conocido es el siguiente problema de Bertrand:

«On trace au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la
probabilité pour qu’elle soit plus grande que le c6té du triangle équi-
latéral inscrit?».

Teniendo en cuenta que si un tridugulo equilatero estd inscripto
en una circunferencia de radio R, la distancia de sus lados al centro
es R/2; el problema se puede énunciar asi:

Dados dos circulos concéntricos de radios R y R/2, si se traza
al azar una cuerda en el circulo de radio R ¢cudl es la probabilidad
de que la cuerda corte también al otro circulo?

Bertrand d4 tres soluciones de este problema, que conducen a
tres resultados 'diferentes, expuestos en casi todos los tratados de
probabilidades. La cuestion parecia agotada, pero no hace mucho
apareci6 en la revista de la Academia de Ciencias de Estocolmo una
memoria de prestigioso autor (1), cuyas conclusiones son muy discu-
tibles. . La critica de este trabajo y el claro planteamiento del pro-
blema constituyen el objeto de este trabajo de seminario, realizado
como alumna del Instituto Matemético de la Universidad de Bue-
nos Aires. y

Como Bertrand utiliza ciertos principios de simetria que ocultan
el concepto, vamos a puntualizar la esencia de su razonamiento,
poniendo de manifiesto el significado de probabilidad que es el de
medida de un conjunto parcial de elementos, respecto de un conjunto
total. La medida es, como se sabe, una funcién aditiva de conjunto,
no siendo necesario en este problema postular la aditividad infinita.
Segun sea el sistema de coordenadas adoptado serd distinta la expre-
sion de la medida, la cual tiene, como se sabe (2), la forma

Jremazan,

A

donde f (€,7) es una funcién positiva arbitraria.

(*) -Henrik PreTrINI, Le paradoxe de Bertrand. Arkiv for matematik, astro-
nomi och fysik. Band 25 A. N ¢ 16. 1936.
() H. PomNcarg. Caleul des probabilités, 2* edicién, pig. 120.
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Refiriéndose a la indeterminacién originada por esta funcién ar-
bitraria dice Deltheil: «Para una clase extensa de problemas esta
indeterminacién desaparece imponiendo la condicién siguiente: el
resultado del céalculo debe ser invariante para un desplazamiento de
conjunto de la figura. Este punto de vista liga las probabilidades
geométricas a la teoria de la medida de los conjuntos.

Consideremos el circulo de radio R=1 y la cuerda AB:

Fig. 1

1.2 Solucién: Dice Bertrand (3):

“48i l’une des extrémités de la corde est connue, ce renseignement ne chan-
ge pas'lé. probabilité; la symétrie du cercle ne permet d’y attacher aucune in-
fluence, favorable ou défavorable i 1’arrivée de 1’6vénement demandée.

L ’une des extremités de la corde étant connue, la direction doit &tre 1'ég1'ée par
le hasard. Si 1’on trace les deux cbtés du triangle équilatéral ayant pour sommet
le point donné, ils forment entre eux et avec la tangente trois angles de 60°.

La corde pour &tre plus grande que le c¢6té du triangle équilatéral,. doit se
trouver dans celui des trois angles qui est compris entre les deux autres. La
probabilité pour que le hasard entre trois angles égaux qui peuvent le rece-
voir le iiii‘ige dans celui-1a semble par définition égale 1/37°. )

Este razonamiento de Bertrand equivale a esto:

) Comb coordenadas de la cuerda se toman los dngulos polares
o y B; y se toma como probabilidad elemental da.df. El parrafo
transcrito, traducido en el lenguaje del calculo integral, equivale a
esto: El punto A puede encontrarse en cualquier punto de la circun-
ferencia. Luego o puede tomar todos los valores comprendidos en-
tre 0y 2m. ‘

Fijo A, si AB es el lado del tridngulo equilatero inscripto

ﬁ=a+ 1200 .

(*) J. BurrraAND. Caloul des Probabilités. Paris, 1889; pég. 4. o
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La probabilidad P de las cuerdas mayores que el lado del trién-
gulo equilatero inscripto, es por consiguiente:

e  hn/3
J’"da JdB

1
27 27 3

Jda JdB

(o] (o}
2.2 Solucién. — Dice Bertrand:

“¢8i l’on counait la direction de la corde, ce renseignement ne change pas
la probabilité; la symétrie du cercle ne permet d’y attacher aucune influence
favorable ou défavorable a 1’arrivée de 1’événement demandé.

La direction de la corde étant donnée, elle doit, pour &tre plus grande que
le ¢bté du triangle équilatéral, couper 1’un ou l’autre des rayons qui compo-
sent le diamétre perpendiculaire, dans la moitié la plus ‘voisine du centre. La
probabilité pour qu’il en soit ainsi semble, par définition égale & 15,

Este breve razonamiento equivale a esto:

Como coordenadas de la cuerda tomamos las de la recta, o sea
la distancia p(o<p<1)y el dngulo ® (0 <©<2m), y como
probabilidad elemental se adopta dp d©.

Si OM esti comprendido entre o y 1/2, la cuerda es mayor
que el lado del tridngulo equildtero inscripto, luego

27 1/2
jd@ Jdp \
o o I

P ==
Jd@jdp
.0 o

Hemos procurado interpretar rigurosamente los do$ razonamien-
tos de Bertrand, dando expresion analitica a la idea intuitiva ence-
rrada en la frase repetida en ambos: «la symétrie du cercle ne permet
d’y attacher aucune influence favorable ou défavorable a larrivée de
Iévénement demandé». Esta frase tiene el siguiente significado ama-
litico: la simetria del circulo reduce el cilculo de la probabilidad de

8



un conjunto definido por dos variables a la de un conjunto definido
por una sola variable. El significado estricto de tal razonamiento para
todos:los casos anélogos es éste: Si al fijar una variable resulta cons-
tante la medida del conjunto simplemente infinito asi definido, la
probabilidad buscada es la misma de este conjunto. En efecto, la
segunda Integracion equivale en tal caso a multiplicar numerador y
denominador por un mismo factor constante y esto no modifica el
cociente. En las dos soluciones de Bertrand es$ aplicable este criterio,
pues la primera integral resulta constante en ambos casos y la se-
gunda integracién alrededor de la circunferencia equivale, por tanto,
a multiplicar numerador y denominador por el factor 2 m.

3.2 Solucién. — El razonamiento de Bertrand es éste:

¢¢Choisir une corde au hasard, c¢’est en choisir au hasard le point milieu.
Pour que la corde soit plus grande que le ¢6té du triagle équilatéral, il faut et
il suffit que le point milieu soit & ume distance du centre plus petite que la
moitié du rayon, c’est i diré 4 D’intérieur d’ un cercle quatre fois plus petit
en surface. Lie nombre des points situés dans 1’intérieur d’une surface quatre
fois moindre est quatre fois moindre. La probabilité pour que la corde dont
le milieu est choisi au hasard soit plus grande que le ¢6té du triangle équila-
téral semble par définition égale & 24°°.

Traducido en coordenadas equivale a esto: adoptamos como
coordenadas, las de su punto medio: radio p y angulo ©. Con estas
coordenadas adoptamos como medida de un conjunfo de cuerdas cu-
yos puntos medios forman un recinto al &rea de éste. Por consi-
guiente la probabilidad elemental es el elemento de area: pd pd@
y la probabilidad pedida es ésta:

1/2 27
dep jd@

(o] o I
P=r— =4
dep Jd@

o o

Deltheil, en su libro sobre probabilidades geométricas, dice: «Si
se pregunia cudl de las tres soluciones de Bertrand es la buena, la
respuesta es que las tres son logicas, pero que en realidad se refie-
ren a ires problemas diferentes, o mas exactamente a tres mecanis-
mos diferentes de intervencion del azar»s.
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Er el primer caso, el azar interviene en la direccion de la cuerda,
en el segundo caso en la distancia de la cuerda al centro de la circun-
ferencia y en el tercero en la posicién del punto medio.

Justo es reconocer que el propio Bertrand se coloca en un punto
de vista analogo cuando dice:

«Entre ces trois réponses; quelle est la véritable?

Aucune des trois n’est fausse, aucune n‘est exacte, la question
est mal posée».

Hemos llegado a las tres soluciones de Bertrand considerando ca-
sos particulares de las probabilidades elementales correspondientes.
Ya hemos visto que en la expresion general de la probabilidad ele-
mental aparece una funcién positiva arbitraria de las variables que se
adoptan, la cual se determina mediante el grupo de transformaciones
que se adopte como basico.

Es asi que en el problema de Bertrand, el resultado P=1/2 de
la segunda solucién se impone (como dice Deltheil) desde el punto
de vista de. la medida de las rectas, y la solucién P=1/4 esta
impuesta por el grupo de los movimientos de los puntos del plano,
al sustituir cada cuerda por su punto medio. '

En efecto, se ha llegado analiticamente a la 2.2 solucién toman-
do como coordenadas de las cuerdas, las de sus rectas basicas que son
invariantes respecto de los movimientos de dichas rectas (*); y a la
tercera solucion se ha llegado tomando las coordenadas de los
puntos medios.

Ahora bien; siendo la cuerda un elemento geométrico distinto
de la recta basica, se ve claramente por qué la segunda solucién de
Bertrand que Deltheil justifica desde el punto de vista de la recta,
no debe considerarse como solucién estricta del problema de Ber-
trand, tal como éste lo enunci6. Note el lector que Bertrand habla de
conjuntos de cuerdas y no de rectas. Dicha solucién corresponde en
realidad al siguiente problema: Dados dos circulos concéntricos de
radios R y /2, si se traza al azar una recta, entre todas las que
cortan al circulo de radio R ¢cual es la probabilidad del conjunto de
rectas que también cortan al 2.0 circulo?

Es muy cierto que cada cuerda estd determinada por su recta
base, de igual modo que~estd determinada por su punto medio y
también puede determinarse de infinitos otros modos, pero el con-

() R. DrvrHEIL, Probabilités géometriques, 1926, pig. 14.
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cepto geométrico de medida, o sea de probabilidad, es independiente
del concepto aritmético de correspondencia biunivoca.

En efecto, si se adopta el punto medio de cada cuerda como
representante de ésta, figuras iguales consideradas como conjuntos de
puntos no corresponden a conjuntos iguales de cuerdas, mi a con-
juntos iguales de rectas. Asi por ejemplo, los conjuntos de rectas que
cortan a uno u otro de dos segmentos iguales son congruentes y por
tanto tienen probabilidades iguales respecto del grupo de los movi-

Fig. 2

mientos del plano. En cambio, los puntos medios de las cuerdas que
determinan esas rectas forman conjuntos de area distinta. En la figura
se han dibujado las superficies cubiertas por tales conjuntos de pun-
tos medios de las cuerdas que cortan a los segmentos iguales OA y
AB; y las 4reas de esos recintos no son iguales, sino que una es triple
de la otra, a pesar de que los correspondientes conjuntos de rectas
son iguales.

Esto bastaria si no existiesen otras razones, para afirmar que
la tnica solucion aceptada por H. Petrini, que es la tercera de
Bertrand, no es legitima.

Es preciso, pues, adoptar coordenadas especiales que no sean de
punto ni de recta, sino de la cuerda. Sobre esto y el anilisis de
la memoria citada, versard nuestra nota préxima.



-

En la comunicacién de H. Petrini a la Academia de Cien-
cias de Estocolmo, presentada el 22 de Enero de 1936 por T.
Carleman y F. Carlson (*), se afirma que de las tres soluciones

dadas por Bertrand la tercera (o sea el valor —Z—) es la dnica

que debe considerarse como exacta. Petrini modifica la defi-
nicion clasica de probabilidad discreta para aplicarla a los pro-

—

blemas de probabilidad geométrica de este modo: ~

‘¢ Modification. — Dang le caleul de la probabilité géométrique on considére
les points, les lignes et les surfaces comme des limites de grandeurs géométri-
ques, qui ont une ou plusieurs dimensions de plus. Par exemple, s’il s’agit des
points sur une surface, on s’imagine la surface partagée en un grand nombre
fini d’éléments égals, chacun représentant un seul point. Une direction est re-
présentée par un petit angle. De cette maniére les cas favorables seront réduits
en un nombre fini, et on peut appliquer la définition donnée pour la recherche
d’une probabilité approximée. La vraie probabilité est définie comme la limite
de cette probabilité a,pproxilﬁée, lorsque les éléments considérés deviennent
infinement petits. Cette méthode est le plus souvent acceptée, et nous 1’emploie-
rons dans la suite’’.

Esta modificacion es legitima para conjuntos de puntos
situados en una superficie, la cual se divide en elementos

A

Fig. 1

iguales; pero cuando se trate de rectas, los elementos iguales
ya no son trozos de superficie, sino conjuntos de rectas.

(*) Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik. Band 25 A. N¢ 16.
La primera parte de nuestro trabajo aparecié en el Nim. 1 de este mis-
mo vol. VII de la U. M. A.
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Habiendo aceptado Petrini la solucién prob= % trata de

hallar las faltas de la primera y de la segunda solucién de
Bertrand y dice asi: -

Premiére solution. — Maintenant nous chercherons la faute de la premidre
solution. Soit le rayon OA du cercle donné partagé par portions dr, égales
entre elles. Nous considérons le faisceau des cordes qui sont tirées perpendicu-
lairement & OA, de maniére qu’une corde passe par chaque élément dr, En
passant 3 la limite 3 r =0 on aura le faisceau complet qui est perpendiculaire
3 OA. Puis nous répéterons la méme procédé pour un rayon OB, qui fait le
petit angle 5% avec le rayom OA ete. pour tous les petits angles % et

chaque fois nous trouverons la probabilité cherchée — ;— . En passant 3 la limi-

te nous avons consideré toutes les directions de tous les faiséeaux complets-et
N

la probabilité reste toujours h% C’est le sens dans lequel on aura i com-

prendre les mots ‘‘pour des raisons de symétrie’’

Antes de seguir copiando, observemos que'el sentido dado
por Petrini a la frase clasica «por razones' de simetria» no es
en nuestra opinién correcto. En realidad, lo que segun los
autores clasicos de probabilidades expresaba este término (co-
mo ya hemos visto en la nota enterior) era esto:

Si es
/'f(x,y).dx.dy /dx /f (x,y) dy

prob = =7
/ F(xy) . dx . dy fdx ff (x,y) dy

[E(xy) dy parael conjunto de casos favorableses constante = A,
» ! » » » ooy posibles =~ » » =B,

la probabilidad es igual a , prescindiendo de la segunda inte-

er aquel A.a_é
gracién, ya quel p—=g.

Prosigue asi el articulo que comentamos:

¢‘Mais ol est la faute de ce raisonnement? En passant du premier faisceau,
qui est perpendiculaire au rayon OA, au second faisceau nous avons omis tous
les faisceaux intermédiaires, qui consistent en cordes, dont le nombre est pro-
portionnel 3 1’aire du secteur AOB, d’aprés ce que nous venons de démontrer
3 propos de la troisiéme solution. Le nombre des cordes omises est done infini-
" ment plus grand que celui des cordes retenues. Sous cettes circonstances il n’est
pas surprenant, qu’en passant & la limite on ne trouvera pas le méme résultat
que si dés le début on avait considéré les cordes du secteur AOB.
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Vemos aqui que cuando Petrini se propone contar las
cuerdas, lo hace contando los puntos medios y no las rectas
que determinan las cuerdas, como hace Bertrand en este caso.
Esto no es correcto, pues ya hemos visto que figuras iguales
consideradas como conjuntos de puntos no corresponden a con-
juntos iguales de rectas.

Por ultimo dice Petrini:

“‘La faute est précisément la méme que si on avait voulu chercher le rap-
port des aires des deux cercles concentriques en raisonnant comme ¢a: ‘‘pour
des raisons de symétrie il suffit de considérer les éléments de surface, qui se
trouvent le long du rayon OA, dome le rapport est =1—”.

Ni Bertrand, ni ningtn autor cldsico, hubiera aplicado tal
razonamiento puesto que en este caso la integral respecto de

y para cada x es funcién de x, no constante.

Al tratar de hallar la falta de la segunda solucién sigue
Petrini utilizando los mismos conceptos; pero como figuras
iguales consideradas como conjuntos de puntos no corresponden
a conjuntos iguales de cuerdas, segin hemos visto repetidas
veces, y él sustituye las cuerdas por sus puntos medios, no es
extraio que también en este caso Petrini llegue a una econ-
clusién diferente a la que llegd Bertrand. Aun a riesgo de in-
currir en excesivas repeticiones, y en vista de la insistencia de
Petrini en adoptar el punto medio como representante de la
cuerda, como si éste fuera el tinico modo “posibl‘e, observemos.
que éste es solamente uno de los infinitos modos que se pue-
den elegir.

En efecto, otra forma y més natural, seria determinar la
cuerda por su polo. Evidentemente a conjuntos iguales de cuer-
.das corresponden conjuntos iguales de polos, pero no recipro-
camente. Lo mismo exactamente que sucede cuando se adopta
el punto medio. »

Por ej. si consideramos sobre la prolongacién de un radio
OA los segmentos iguales AB y BC, los conjuntos de cuerdas
que tienen sus polos sobre AB y BC no son congruentes, ni
tampdco lo son los conjuntos de rectas correspondientes; es
légico pues que al adoptar como medida del primer conjunto
la del segundo resulten probabilidades distintas.
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Como el conjunto de polos correspondientes a las cuerdas

menores que )3 R es la corona de radios R y 2R cuya 4rea es
3nR? y la medida del conjunto de polos correspondientes a to-
das las cuerdas de la circunferencia es infinita, resulta apli-
cando estos resultados al problema de Bertrand, que la proba-
bilidad de los casos desfavorables es igual a cero.

Fig. 2

Por consiguiente la solucién del problema de Bertrand
seria: prob=1.

Pasemos ahora a dar la interpretacién que creemos justa
del problema de Bertrand. Puesto cque el conjunto de elemen-
tos consideradns estd formado vor cuerdas de la circunferencia
y no por rectas del plano, y teniendo en cuenta las conclusiones
anteriores, serd preciso:

1.0 — Adoptar coordenadas de cuerdas.

2.9 — Determinar la densidad correspondiente a cada sis-
tema de coordenadas por la condicién de invariacién respecto
del grupo de movimientos que transforma una circunferencia
en si misma, es decir, del grupo de rotaciones alrededor de su
centre.

Como coordenadas de las cuerdas podemos adoptar entre
otras muchas, las siguientes:

a) Los argumentos o y B de sus extremos.

b) El argumento del origen y el arco positivo subten-
dido por la cuerda.

c) El arco subtendido por la cuerda y la direccion y sen-
tido de esta que vienen determinados por el argumento del

vector de origen 0 perpendicular a la cuerda y dirigida hacia
ella.
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d) El origen y la longitud de la cuerda.

e) La inclinacién de la cuerda.

f) La longitud de la cuerda y su direccién (dada como
en c). )

Sistema de coordenadas (a). — La probabilidad elemen-
tal sera del tipo fff(a, B).da.dB. Si se efecttla una rota-
cion los nuevos argumentos son: o« =a-h, B’=p -4 h. Serd
[[ £(a,B).da.dB= J[ £(o’,p’) . do’.dB’ si para todo par de

valores se cumple la condicion:

s o1 d(a,pB
£(o,B) =1 (s,8) o B)

Como es:, ;(ia”g?) =1 debe ser: f(a,p)==£(a’,p’)

Resulta pues que para todos los pares de valores o’ =a—h,
f’=PB-+h, es decir de diferencia B’ — o’=f — o toma f igual
valor, luego esta s6lo depende de la diferencia B — a, es decir
es funcion de B — a.

f.,(a': B) = (B - U’)

El caso méas sencillo se tendrd cuando sea ¢ = Cite.
7 e I
“Ya se calculé ese caso y di6 como resultado prob. =3

que es la primera solucién de Bertrand.

Sistemas de coordenadas b, ¢, d, e, f. — Si consideramos
por ej. el sistema d) resulta:

/[F(a,l).da.dlzf/F(aQsenE;—“).da;cos B2 4(—a)

En general, cualquiera que sea la segunda coordenada x,
funcién del arco (casos b, c, d, e, f) la probabilidad elemental
serd del tipo:

_[[f<a1: x).day.dx; B—a=x

s

Si se efecttia una rotacién resulta: o’;=oa;+h, x'=x
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Si para todo par de valores se cumple la condicién:

s oy O (o, &Y
fay,x)=1(a"x) 5 (a,; ;,,)

Como es: (%%:—%zl debe ser: f (ay,x)=1(a’y,x)

Luego f debe ser s6lo funcién de x, puesto que no varia
al aumentar a,. Por tanto: f(a;,x)=¢ (x).

Como para el conjunto de casos favorables y posibles
los limites de integraciéon son iguales, la probabilidad puede
expresarse por un cociente de integrales simples, ya que fi-
jado el origen la integracion respecto de la otra coordenada es
independiente de aquél, siendo por tanto aplicable el principio
de simetria que hemos explicado anteriormente:

2
-7

¢ (x).dx

"y :rr.‘ )
/ e (x).dx
o

y llamando: ¢ (x)= [¢ (x)dx resulta:

prob.‘ =

¢ (%5) — 9 (o)
pI’Ob _K(éﬂ) T (I)(O)

Siendo ¢ una funcién arbitraria, el problema de Bertrand
no tiene solucién tunica. :

Cualesquiera que sean las coordenadas adoptadas, la so-
lucién mas sencilla se obtiene adoptando densidad constante,
pero entonces los resultados numéricos dependerdn de las coor-
denadas adoptadas. Asi, por ej.: Si se adoptan los sistemas de

coordenadas a), b), c), resulta prob=-§—; en cambio si adop-

tamos. los sistemas d), e), f) resulta prob=o0,134.

Deltheil en su libro sobre probabilidades geométricas (*)
trata el problema de la determinacién de la probabilidad ele-
mental utilizando la teoria de los grupos continuos de transfor-

(*) Loc. cit.,, pag. 16. Véase también el curso de REY PASTOR sobre Proba-
bilidades abstractas.



— 15 — .

maciones. El problema de Bertrand corresponde a la categoria
de los denominados por Deltheil «cas d’insuffisance», es decir,
los casos en que las dos condiciones de la medida (igualdad para
conjuntos congruentes y aditividad) dejan subsistir una funcién
arbitraria de una variable, por ser el grupo de movimientos
simplemente infinito, mientras que el conjunto de entes consi-
derados es doblemente infinito. Tal acontece como vemos en
el problema de Bertrand.

Cabe atin el caso en que las dos condiciones de la medida
no solamente no determinan ésta, sino que ni siquiera restringen
la indeterminacién, como acontece en el caso anterior. Tal
sucederia si el problema de las cuerdas lo trasladamos a las
cbnicas, considerando las cuerdas de una cénica que son secan-
tes de otra coOnica interior. La funcidén arbitraria tiene en este
caso dos variables independientes.

Instituto de Matemdticas de la Universidad de Buenos Aires
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SOBRE ALGUNAS PROPIEDADES
DE LAS DERIVADAS Y CIERTAS PRIMITIVAS DE
LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE

por Jost BABINI

1. Relacidn de simetria. —

(x2—1)n

20 n!

Si con Ds, indicamos las derivadas de orden s de
(r natural), tendremos, incrementando por Taylor y directa-
mente:

2n n
D=y 2 (7) (¢ — b (ax - b
§=0 . r=0

=2nlnl E E (;‘) (;) (X2’_ I)n—rhr+m(2x)r—m

r=0 m=o
de donde
D; B ,
s=n; =g 2 (F) () (62— x)pr(ax)ees
=

D; .
s=n; = 2 (7 ) (sir) (x2— 1) (2x) s

Si, en esta Gltima formula, se cambia s por 2n—s y r por

n—s-r
s=n; = P () () e n)r (e

=

= 1

n

S s

—EEP T (1) (L) (2 — ) (ax)rs = (22— x)en 7




Si ahora recordamos que D», no es méas que el polinomio
de Legendre P, eindicamos con Py"; (—n=r=<n) las derivadas
(r>o0) y ciertas primitivas (r <o) de ese polinomio, llegaremos,
haciendo s=n-r a la siguiente relacidn de simetria

PoT PL o
=(x— )" [1]

|[n—r [ntr

valida para —n=<r=n.

Esta relacién nos dice que las primitivas que entran en
juego son los polinomios que admiten los valores —1 y 1;
como ceros de orden r de multiplicidad (1).

2. Generalizacion de una expresion de Dirichlet. —

Es conocida una férmula de Dirichlet (2) que expresa Py,
.z Q .
en funcién de u=cos -y v=sen —; siendo x=cos ¢ =

=o2ul—1=1—2V2
Para extenderla a P&, que es un polinomio de grado n —r
en r escribamos

n—r
Pry—= 2 P (n —r, m) 2 (@—r—m) y2m

m==0

donde ¢ (n—r,m) es un simbolo numérico con dos indices.

‘Diferenciando y considerando que dx=/{udu=—/4vdy,
PrHidx= ), ¢ (n—r,m)u? (a—r—m) y2m [n—;%_ﬂ— ;%] dx
m=o0 -
de donde
n—r—1I
PprHi= 2 ¢ (n—r—1,m)u? (h—r—1—m) y2m-—
m=—o ;

(*) El profesor Toscano, de Messina, ha tenido la amabilidad de comunicar-
me que la relacién de simetria puede obtenerse también partiendo de los poli-
nomios de GEGENBAUER.

(®)" Véase, por ejemplo: W. Liska, Sammlung von Formeln... Pag. 384.



n—r—rx
1

5 2 [(n——r—m)(p(ll—»r,m)¥

m=o
— (m+41) ¢ (n—r,m+ 1)]u? (p—r—1—m) y2m ;

y, por lo tanto, el simbolo ¢ (n—r,m) satisface la siguiente
relaciéon recurrente:

2¢(n—r—i1i,m)=(n—r—m)e (n—r,m) —
—(m—+1)e(n—r,m-1);
que, mediante el cambio de simbolo

(P(n_r,m):bw % (n— r, m)

[n—r—m. |m
se convierte en

b(n—r—i1m)=Yv(n—r,m+41)—Y(n—r,m)=

=Ab(n—r,m) ; Am=1;
y en general

¥ (n—r,m)=AP $ (n—r-}p,m)=

p

z (£)<"' 1)° (n—1;+P’m-{—p—s).
s=o
Como
Ppn= (x;_n’!)" — 2“:!—’)“ (uv)2n
seran
m=n; ¢ (2n,m) :2]1151_1)“’ ¥ (2n, m) = (_Qi)nn! )



y por lo tanto, si en la sumatoria anterior se hace _p=r+m
el unico término no nulo serd. cuando s=r--m, de donde

¥ (n—r,m) = (W) (— mirEln

|[n—r—m |Ln_ (

agn—r

— 1) T (n—r, m),

o m—rm)— = (—m (1) (wl)

y finalmente

pr— \n—&—r. ) (IIIII) (nri) (— 1)m y2m yem’ [2]

m--m’=n—r

que es la generalizacion de la férmula de Dirichlet, a la cual
se reduce para r=o0. Separando las der1vadas de las primiti-
vas, tenemos para r=o,

e T (2) () (e yem
m=o

n

Pn—r: 2‘_2_1? E (::1) (mn—r> (_ I)muz (n4r—m) yem,

n!
m==r

y cambiando en esta Gltima m por m--r

B () (5) (it =

I

= (— )7 (2uv)=

Infr
y como (— 1)r(2uv)? = (x2— 1) resulta nuevamente la re-
lacion de simetria.

3. Relaciones recurrentes. —

Entre las numerosas relaciones recurrentes que pueden es-
tablecerse entre las Pp* veremos tinicamente las generalizaciones
de las mas conocidas relaciones recurrentes entre las Pp.



De
(x2—1p—r1  x21  x2g Dn+r 4+

an  2n n—I1

Pyt = D n-tr— Dntr

2n—1I |n—1

+x (n—le—r n—|—1—1 € (n-}r) ('nt:—l) D gill'—z

o Pyr—(x2— 1) P’ fox (nt+r) PX__ -+

+@4r)(nfr—0) P (3]

De
D D (x2_1)n (XZ_I)n—- 1
snpl 2““1‘_1’-1:-1

DyFr=Drrtx ST x DI (nfor — 1) D

Po=xP_ +(m+r—1)P L [4]
De
D2, —Dx (:f:‘l)"; — =Dy + x2%

= (2!1 - I) Don—l + Don—2

Dyptx— (an — 1) Dy~ 4 D

=(an— 1) P4 Pr, [5]

4. Expresion de P, por determinantes. —

Si eliminamos P entre [4] y [5]

(n+r—r1) Pr,;_2—x(2n—. )Py 4+ (n—r)Ph=o

que, para r=>o0, haciendo n=r--1, r-}2, ...n.



se obtiene
1 0 0 .0 x(2r41) Pt
x (2r43) 2 0 ...0 (2r4-1) Pt
(=)™ h—rPi= 2?2 ) ;ff:f)x (2?;4_7) g g
0 0 0. . x(21—1) 0
y como Pr—=(ar—u1)!!
x (2r+1) 1 0 ...0
pr 2% 2:'1-_;.1 x(2f‘+3) 2 .0 6]
o 0 0. x@uD

&
y utilizando la relacién de simetria se puede también expresar
mediante un determinante las primitivas P,—.

5. Ecuacion diferencial. —

Si eliminamos P,* entre [3] y [4] y cambiamos r y n por
r+1 y n—1,
(1 —x2)Pr+2 —ox (r41)Pir+t+ (n—r)(n+r1-1)Pa*=o0.

lo que nos dice que la ecuacién diferencial

(1—x0)y" —ax(r+ 1)y +@—r)@ftrdny=o  []

tiene como integral particular Pnt, de donde la integral general
sera, utilizando la relacion de simetria '

x
dt

y=APﬂr (I—-tz)P; P:r
B

siendo A y B las constantes de integracion.

(Original recibido en 1937)
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UN ALGORITMO DE SUMACION DE SERIES
DIVERGENTES

por RIcARDO SAN JUAN

Pélya y Rey Pastor (*) han generalizado el algoritmo de
Borel introduciendo un pardmetro complejo como coeficiente
de la variable de integracion en la asociada, con el cual se hace
girar el camino de integracién y se amplia el campo ‘de con-
vergencia hasta lograr el exterior de la cipsula de los puntos
singulares de f(z)=2X2%. Si este pardmetro o se toma co-
mo exponente de dicha variable ¢, ademas real y positivo me-
nor que 1, y luego se hace tender a 1, resulfa un algoritmo
definido asi:

(oo}
(By) &2 anzn=1lim [ et (t%z)dt
o—>1 [e]
3 w
p (14 2) =2 0% [t*2],
n=o

que comprende también al de Borel y efectua la prolongacion
analitica de la serie & apzn en toda su estrella principal de

Mittag-Leffler (**).

(*) PoLvA. — ‘‘Untersuchungen iiber Liicken und Singularititen von Po-
tenzreihen’’. Mathematische Zeitsehrift. B. 29. (1929) S. 549.
Rey Pastor. — La investigacion matemdiica. Bol. crit. ped. 1919. Notas

de Andlisis. Asociacién Espafiola para el Progreso de las Ciencias. Congresos de
Cadiz (1927) y de Barcelona (1929). Rend. Ist. Lombardo (1931). Pag. 1293.
Véase ademds la clara exposicién de DomTscm: Sitzungsherichte Akademie
Miinehen (1931), pag. 1.

(**) Noétese la diferencia de este algoritmo con el de Mittag-Leffler (‘‘Sur
la représentation analytique ete...., ‘“Acta Mathematica, B. 29, S. 101-181) en



Este algoritmo no es lineal, pero se transforma en lineal
integrando término a término, y resulta el algoritmo de Le

I rr .
Roy de factores % (*). Esta integracion puede interpretarse

asi:

o, CO L
07 !

et (tez)dt= [et" ¢ (tz)dt”" = I == anzn

o o n=0

El algoritmo B. se deduce del algoritmo lineal de Le
nao)!

n!

sustituyendo la serie auxiliar de éste

Roy Lq de factores
por su suma con el método de momentos (na)! y generatriz

T i gg—! - s ok
ce @te " que también se debe a Le Roy (**).

Aplicando las propiedades de permanencia y prolongacién
analitica de estos dos algoritmos de Le Roy resulta:

El algoritmo Ba efectia la prolongacion analitica de cada
serie = anzt en toda su estrella principal de Mittag-Leffler.

Para ver que este algoritmo B, comprende también al de
Borel aunque la serie tenga radio nulo, basta observar que la
expresion B resulta de aplicar a la integral de Borel los fac-

tores de sumacion (*¥¥).

X
o ta—1T

pagt) = % el—t

—_—

que los términos de la asociada tienen denominadores (no )! y para aleanzar
un punto prefijado de la estrella hay que tomar o suficientemente pequeiio.
Un estudio sistemético de los algoritmos de prolongacién analitica fué he-

cho por Buhl en su fasciculo ‘‘Séries analytiques. Sommabilité’’. (Mémorial
des Seciences Mathématiques, Fase. VII) donde pueden verse diversos métodos
que efectian la prolongacién en toda la estrella de Mittag-Leffler, pero com
procesos més complicados que el B .

(*) Lz Rov.— Sur les séries divergents. Annales de la Faculté des Sciences
de Toulouse (1900). '

(**) Esto puede aplicarse a cualquier algoritmo lineal sumando su serie au-
xiliar con un método de momentos o con otro algoritmo lineal.

(**%*) Pueden utilizarse factores de convergencia efectuando previamente una



que efectivamente satisfacen las condiciones de Perron:

lim p(o;t)=1 para cada ¢

—>1
- ,
/|dp(ou1t)|<k en un semientorno de 1.
(o]

En efecto, se verifica:

(o] * oy o]
1 LA SR 1 R S I A S
|d= et—te to = [|d—el—ta tT ‘_ |[d—et—fata =
47 o N o
[¢] [¢] Qg

I I

X = —_—
=2 —e% % aa "
o

. . tys | S I
siendo «, la raiz positiva de — t«—t— (——1)=0, donde
[+ 23
cambia de signo ‘el integrando
I x b4 5 X X b
t—t—_- 42 /= _ T =
e “ to ( o 1+t o {ao ),

la cual es a; <e, puesto que

1 1 I I I . X
—ew — >; o — e = E _— R — ( d __)
Sea—e=ea—e=e (‘1 1)>_—1 1<{E<
y resulta:
I x L.y I A e
2— @M —%u o < a—efe0 —2e para t— 17,
o o

Toda serie sumable B es sumable By, y con igual suma.

integracion por partes sobre

O (t) :/e—ug (t2) dt.

Este artificio se generaliza como método para deducir las condiciones anteriores
de las de permanencia para factores que comservan los limites nulos, correlati-
vamente a la demostracién del teorema de Perron que dimos en nuestra Tésis
doctoral (R. S. SAN JUAN, Sumacién de series de radio nulo, ete... Revista de
la Academia de Ciencias de Madrid (1933).

Véase también Teoria de los algoritmos lineales de convergencia y de suma-
cion, de REY PASTOR.



Esta generalizacion de B puede extenderse al método de
Le Roy de momentos (np)! siendo p>0 y resulta un algorit-
mo:

© T L
(Lp, ) & anzn =lim [e—tp Pp (1% z) di? =

«—17",/ O

ao T I
lim /e—tp'a @p (tz).dt®”

a—r1", O

t2) =X -2 fngn
%o (t2) o (mp)! z

que comprende a los dos algoritmos de Le Roy y al de Borel.

A
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SOBRE ALGUNOS LUGARES GEOMETRICOS

por ALEJANDRO TERRACINI

. 1. La lectura de una interesante Nota El lugar geoméirico
y lugares de puntos dreas en el plano por los sefiores V. y A.
Fraiee y C. Crespo (1) me ha sugerido la cuestién siguiente
que, aunque muy elemental, quizés pueda tener algin interés,
y que se presta a generalizaciones de varios tipos. ‘

En el plano = en el cual (aqui y a continuacién) supongo
que actuamos, imagino fijado una vez por todas un (ridngulo
muestra A,BoP, (cuyos vértices sean todos puntos propios).
Entonces a cada par ordenado de puntos A, B podemos asociar
de manera perfectamente determinada un punto P definido co-
mo vértice del tridngulo ABP directamente semejante al trian-
gulo muestra A B P,. Si ahora dejamos variar los puntos A, B
respectivamente sobre dos lineas a,b, «en general» el punto
P viene a describir una regiéon del plano. La cuestién es la
siguiente: ¢para cudles pares de lineas (2) a,b, y cudles tridn-
gulos muestras, el lugar del punio P se reduce tan sélo a
una linea p? Se trata de encontrar todas las soluciones del pro-
blema asi planteado.

Supondré el plano = real, y buscaré en el mismo las solu-
ciones reales b imaginarias. Por lo tanto también el triangulo
muestra puede tener vértices reales o imaginarios. Sin embar-
go, para que tenga sentido hablar del tridngulo ABP directa-
mente semejante al A B,P,, construido a partir de dos puntos
genéricos A, B del plano 7, como de un {ridngulo perfectamente
determinado, supondremos que los dos vértices Ay, B, del trian-
gulo muestra no pertenezcan a una misma recta isotropa.

2. La cuestion elegida es una de las mas sencillas que
pueden plantearse en relacion con la eventualidad de que se
rebaje la dimensién de un lugar geoméirico. Podrian plan-
tearse cuestiones parecidas al suponer que, al variar los puntos
A, B sobre las lineas a, b, la posicién del punto P quede defi-
nida a partir de ellos de otras maneras; p. e. que en la defi-

(*) Esta Revista, vol. VII (1940-31), m.os 2, 3,
(*) Aqui y a continuaeién, al hablar de lineas, entenderemos que se trate
de lineas analiticas.
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del problema planteado es la siguiente: si salimos de una linea
genérica a y de una recta isotropa del segundo sistema b, el
conjunto de los puntos P logrados a partir de los puntos A, B
variables respectivamente sobre a y b mediante la construc-
cién arriba indicada, resulta una linea, y mas precisamente la
linea p transformaca de la linea @ con la homologia que tiene
como centro el punto ciclico I, como eje la recta isdtropa b
(con la cual ahora coinciden las rectas isotropas del segundo
sistema que pasan por los varios puntos B) e invariante ab-
soluto h.

Para que tenga sentido lo que acabo de decir hay que
suponer que, mientras el lado A P, del tridangulo muestra
pertenece a una recta isotropa del primer sistema, el lado ByP,
del mismo no pertenece a una recta isétropa del segundo sis-
tema ,porque de no ser asi no podriamos hablar del angulo
it como formado por las rectas ByA,, BP,. No‘'sélo esto, sino
que la homologia considerada dejaria de existir como homo-
logia no degenerada. .

Sin embargo, la tercera solucion c¢) de la cuestion que
vamos a indicar, en la cual las dos rectas AP, y ByP, son
ambas isétropas, puede considerarse como caso limite de la
b) cuando aquella homologia degenere al tender a cero su
invariante absoluto.

¢) Si tomo como linea « una linea genérica, como linea b
una recta isotropa del segundo sistema, y como triangulo
AoBoPy un triangulo cuyos lados A P, y B(P, pertenezcan a
rectas isotropas respectivamente del primero y del segundo sis-
tema, es claro que el punto P logrado a partir de cualquier par
genérico de puntos A,B pertenecientes respectivamente a las
lineas a, b estd siempre situado sobre la misma recta b: por
lo tanto en este caso el lugar del punto P es una recta p que
coincide con la recta b. ,

Para tener en cuenta también los posibles casos  limites del
problema considerado, conviene admitir la posibilidad de que
el tridngulo muestra A;BoP, «degenere» en una terna de pun-
tos alineados distintos AyBoP,:; y entonces, de acuerdo con el
punto de vista adoptado, entenderemos que la configuracion
ABP se mantenga semejante a A B(P); esto es, 'a cada par de
puntos A B hacemos corresponder aquel punto de la recta

A B tal que la razén simple (ABP) es igual a la (AB,P,)=1Fk,



Y, N

siendo k una constante no nula ni infinita de acuerdo con el
hecho de que A, By, P, se suponen distintos. En este caso
existe la solucion siguiente:

d) Las lineas a y b son dos rectas paralelas, el triangulo
muestra esta degenerado, siendo arbitrario el valor de la cons-
tante %: el lugar de P se reduce a una recta paralela a las a, b.

4. Pues bien, vamos a demostrar que las cuatro soluciones
indicadas a), b), ¢), d), junto con otra solucidn e) que se
indicard mds adelante (n. 5) agotan la cuestion, es decir,
constituyen las tinicas soluciones del problema considerado.

Me refiero en primer lugar al caso en que el tridngulo
A B(P, es degenerado; suponiendo el problema resuelto, salgo
de un par de puntos A, B genéricos sobre las lineas «, b, y del
correspondiente punto P, y vario el par de manera que el
punto P quede fijo: claro estd que asi se establece una homo-
tecia Q@ que transforma a en b. Repito la misma consideracién
para otro par A’ B, siendo A’ un punto genérico de la linea a,
y para el correspondiente punto P’, llegando a otra homotecia
Q° que lleva @ a b. Entonces la homotecia producto Q@ -1
transforma la linea a en si misma, y en particular el punto A
en el punto A’. Se concluye asi que las rectas tangentes a la
linea @ en sus dos puntos genéricos A, A’ son paralelas entre
si, y por lo tanto a es una recta. La linea b, como correspon-
diente de la linea a p. e. en la homotécia Q, es una recta
paralela a la «a, y concluimos que nos encontramos frente a
una solucién del tipo d).

5. Podemos suponer desde ahora que el triangulo mues-
tra no esté degenerado. Quitamos a la cuestién su aspecto mé-
trico, y vamos a estudiarla en la forma siguiente, donde subs-
tituimos a los puntos ciclicos I,J dos puntos cualesquiera dis-
tintos entre si que seguimos indicando con estas mismas letras.
Fijados dos puntos I,J, y un tridngulo A;B)P, (ninguno de
cuyos vértices pertenezca a la recta IJ, de acuerdo con la cir-
constancia de que al interpretar métricamente la cuestiéon se trata
de puntos propios, y cuyo lado A B, no pase por I ni por
J segtin lo dicho en el n. 1), vamos a construir de la ma-
nera mas general dos lineas «,b de manera tal, que al tomar
genéricamente A y B respectivamente sobre «,b, el punto P
correspondiente a P, en la homografia individualizada por
los dos puntos unidos I y J y por los dos pares de puntos
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correspondientes A,, A y By, B 'tenga como lugar una li-
nea p.

Sean Q,, Ry las proyecciones del punto P, 3obre la recta
A B, efectuadas respectivamente desde los centros I,J, y sea
T, el punto IJ. A By. Pondré (AB,QoTy) =q. (ABeRPy) =r.
Para construir el punto P correspondiente a dos puntos dados
A B, es claro que podemos construir los puntos Q,R de la
recta AB individualizados por las dobles razones

(1) (ABQT)=q; (ABRT)=r,

p
donde hemos puesto T=1IJ.AB, y luego determinar P co-
mo interseccion de las rectas 1Q, JP.

Supondré a continuacién .que los valores de ¢,r sean am-
bos finitos: en caso conirario seria suficiente intercambiar los
puntos A y B, a menos que de esos dos valores, uno sea :nfi-
nito y el otro nulo. Si p. e. g.=o0, r= o0, resulta Q = A,
R=B: al variar A, B sobre las lineas «, b, si el punto P des-
cribe tan solo una linea, necesariamente queda fija una de las
dos rectas IA, JB, y por lo tanto una de las dos lineas a,b es
una recta que pasa por uno.de los dos puntos I,J. Logramos
en este caso, si I,J son los puntos ciclicos, la solucion c).

Excluyendo desde ahora la particularidad considerada, ob-
servo que, debido a que el punto P, no pertenece a ninguna de
las rectas A¢B,, IJ, los valores de g.r son distintos entre si
y ambos distintos de la unidad.

Introduzco coordenadas proyectivas no homogéneas x,y
con respecto a un tridngulo fundamental G,G,G;, de cuyos
vértices sea Gy =1J, G, =

Si las lineas a,b tienen respectivamente las ecuaciones (*)

Y=U(), y=V(),
el punto P, que procede de los puntos A,B para los cuales

(*) Escapa a este método el easo en que una por lo menos de las dos
lineas a, b es una recta que pasa por el punto G, El inconveniente se salva, in-
tercambiando los puntos I, J': queda como ulteriormente excepeional
el caso en que las lineas a, b son dos rectas que pasan una por I y la otra por
J, el cual sin emhargo no lleva a ninguna solucién distinta de las indiecadas,
como se ve fAcilmente.
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respectivamente x=u, r=v, tiene coordenadas

(1) e=tT y= ST
de modo que la condicién para que el punto P no describa
una region es
(2) r iV q au.
’ dv du

Siendo u,v variables independientes, el valor comtun de
los dos miembros de (2) es necesariamente una constante c.
Distingo ahora tres casos.

Caso I.-Las dos constantes r,q son ambas distintas de
cero. Escribo ¢ en la forma ¢=mrgq, siendo m otra cons-
tante, y logro

U(u)=mru—+my, V(v)=mqv-4-m,,

siendo my, me otras dos constantes. Por lo tanto las li-
neas a,b son dos rectas que, si m=/~0 como por ahora supo-
nemos, se cortan en un punto que no pertenece a la recta
G; G, por ser r=/=q, de manera que podemos suponer que su
punto de interseccion esté en el vértice G, del triangulo de re-
ferencia, y que por -lo lanto sea m;=m,=0. En cuanto al
punto P, las (1) enseflan que sus coordenadas, expresadas en
funcién de los parametros independientes u,v son
u—qv 1— v

u
X==-———, Yy=mT —

T —q I —r

Por consiguiente

(3) y=mr-—"x.
I—7

Por lo tanto el punto P tiene como lugar una tercera
recta p que sale del punto G;=ab. |

Es claro que, después de fijados I, J, Ay, By, Py, las rectas
a,b pueden tomarse en dos rectas arbitrarias que salgan de
un punto genérico O del plano, con tal que la doble razon
(a,b,'0J,01) sea igual a r/q: la recta p resulta entonces
como lugar de un punto P tal que, al variar A, B respecliva-
mente sobre a,b, el tridngulo ABP corresponde a A B,P, en
una homografia que tenga I,J como puntos unidos.
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También pueden prefijarse, en vez de los elementos ante-
riores, los puntos I,J, las rectas a,b; y la posigion del punto
P que corresponde a una eleccion genérica arbitraria de los
puntos A, B de las mismas, con tal que ese punto P se pro-
yecte desde I y J sobre la recta AB en dos puntos Q, R tales
que sea '

) (ABRQ) =(ab 0J OI).

¢Gudl es el lugar y del punto P que cumple con esta
condicion? Los pares de puntos Q. Rk de la recta AB que cum-
plen con (4) se corresponden en una proyectividad que tiene
A,B como puntos unidos, de manera que Y es una conica, y
mds precisamente la cénica Y individualizada por los cinco
puntos I,J,A,B,O.

La solucién asi encontrada lleva precisamente a la solu-
cién a) cuando se toman los puntos I,J coincidentes con los
puntos ciclicos. |

Quien quiera averiguar directamente por un razonamiento
sintético que, procediendo de la manera que acabamos de indicar,
si A'B’ son dos puntos ulteriores de las rectas a, b, el corres-
pondiente P’ de P en la homografia H individualizada por

los cuatro pares , estd sobre la recta OP, puede razo-

I1J A'TB
‘nar asi: Si el punto O’ que corresponde a O en Il es distinto
de O, y la recta OO’ no es unida para H, los haces de centros
0,0’ referidos en la proyectividad no perspectiva determinada
entre ellos por H engendran una cénica irreductible C’, que pasa
por los puntos O°,I,J,A’,B’, y que por consiguiente, consi-
derada en el plano de A’, tiene como correspondiente en el plano
de A una céonica G=vy. Y como los puntos de las dos conicas
G, G’ correspondientes en la homografia H. resultan por cons-
truccidon alineados sobre O, sigue la propiedad enunciada. En
los casos excluidos, si O =0, se llega a la misma conclusion
observando que la homografia tiene mas de dos rectas unidas
distintas por O, y es por lo tanto una homologia de centro O.
Quedarfa la hipotesis que sea 0=120’ y la recta OO’ unida: pe-
ro ésta no podria ser distinta de las dos rectas OI, OJ (porque
si no tendriamos una homoiogia de centro O); y si p. e. coin-
cidiese con OI, el razonamiento del caso general llevaria a la
conclusion de que los tres puntos A,B,J estarian alineados,
contrariamente a nuestras hipotesis. ’
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Caso II.-Sigo suponiendo r=/-o0, q=/-o pero ahora m=o.
Entonces U=m,;, V=m,, y el punto P que procede de los
puntos A (u,my), B (v, my) tiene coordenadas, de acuerdo con
las (1):

u— v m; —Trm
X Y=

Por lo tanto las lineas a,b son rectas que pasan por J, y
lo mismo ocurre de la linea p. En la homografia H conside-
rada mas arriba son ahora unidas las tres rectas a,b,JI, de
modo que H' es una homologia de centro J, cuyo eje pasa porl.

Efectivamente, si partimos de dos rectas a,b por J, vy de
un tridngulo ABP de cuyos vértices A y B pertenecen res-
pectivamente a las rectas a,b, y P es arbitrario, al transfor-
marlo mediante las »2 homologias de centro J cuyos ejes pasan
por 1, logramos 2 tridngulos A’B’P’, de cuyos vértices A’ y
B’ son dos puntos cualesquiera de a,b, y P’ viene a recorrer
tan solo una linea, y precisamente la recta p=JP.

Es ésta la otra solucién e) a la cual he aludido en el
enunciado al principio del n. 4.

Caso Ill.-Sea nula una de las constantes q,r, p. e. sea
g =0 (y entonces r=/=o, porque en caso contrario resultaria
Q.=R;=A,, y por lo tanto — siendo P,=[=A,—la recta AP,
coincidiria con la 1J, lo que contradice nuestras hipétesis). En-
tonces el punto P pertenece constantemente a la recta Al, y la
(2) deja ahora arbitraria la funcién U (u), mientras que V
resulta una constante, que, aprovechando la arbitrariedad de G'g,
podemos suponer nula. En el caso actual las (1) se escriben

U (u)
X=u, y=r1_-"

_y por lo tanto expresan que el lugar de P es una linea homo-
légica de la linea (arbitraria) a en una homologia de centro I,
cuyo eje es una recta por J que actGa como linea b.

Esta solucién corresponde por consiguiente a la b) de
arriba.

Los resultados enunciados quedan asi demostrados.
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EL LUGAR GEOMETRICO Y LUGARES DE PUNTOS
AREAS EN EL PLANO |

Por V. y A. Fraitg y C. CreSPO

I.- TEORIA GENERAL

1. — El concepto de lugar geométrico lleva en si el de plurali-
dad.

Vamos a empezar sirviéndonos de unos ejemplos sumamente
elementales que nos permitirdan obtener una clasificacion de los luga-
res y establecer algunas conclusiones. ’

Dados los puntos A y B, existe solamente un punto de su recta
que equidista de ambos, siendo finita la distancia. Existen dos que
cumplen esta condicién situados en la circunferencia de didmetro A B;
y existen infinitos situados en un plano que contenga a-A y a B.
He aqui otra forma de expresar estos tres casos: dos puntos de un
espacio E; se reproducen aplicando un criterio y originan un nuevo
punto; originan simultineamente dos introduciendo otro espacio E’y;
crean simultineamente una infinidad continua de puntos si se intro-
duce un espacio E,;. En el primer caso no hay lugar geométrico,
por no existir pluralidad de soluciones. En los otros dos si hay
lugar geométrico. Sin embargo, sélo cuando se trata de una infini-
dad continua de soluciones al problema suele aplicarse el nombre
lugar.

Si en el primer ejemplo consideramos un haz plano de rectas de
vértice A que contenga a la recta AB, y en cada una de ellas apli-
camos aquel criterio de equidistancia, referido a los puntos A, fijo,
y B; de la circunferencia de centro A y radio AB, obtenemos una
infinidad continua de soluciones, y, por lo tanto, un 1. g.; pero esta
infinidad de puntos no se produce simultineamente, como en el
ejemplo tercero, sino' que se obtiene aplicando infinitas veces el cri-
terio dado en distintos espacios E;; es decir, por generacion. Podemos
generalizar diciendo que hay dos formas de enunciar lugares geo-
métricos: establecer un criterio sobre entes fijos de un espacio E,
de manera que haya una infinidad continua de nuevos entes que le
satisfacen simultdneamente; aplicar infinito nimero de veces un
mismo criterio sobre entes dados, parte de los cuales son fijos y
variables los demas, cuando de este criterio se obtiene cada vez un



nuevo ente, o un conjunto numerable de nuevos entes, con la condi-
cién al menos de ser continuos los sistemas en los que se mueven
los entes dados variables. Hay, pues, lugares que podremos llamar
por sinfesis y por generacion.

En el altimo de los tres ejemplos que hemos establecido se trata
de un lugar por sintesis. Puede obtenerse también de esta otra ma-
nera: sean los puntos A, B y una recta r que contiene a A. Sobre
r existe un s6lo punto, propio o impropio, que equidista de A y B.
Apliquemos ahora este criterio de equidistancia en cada una de las
rectas del haz de vértice A y plano (r, B), con lo cual obtenemos
la mediatriz del segmento A B, lo mismo que antes, pero esta vez por
generacion. En esencia, no hemos hecho sino restringir la dimension
del espacio selectivo y, por medio de éste, generar el otro.

Cuando se trata de lugares de puntos es muy facil probar que
todo lugar por sintesis lo es también por generacion. En efecto:
supongamos que en un espacio lineal E,, de dimensién minima n,
obtenemos, por sintesis, un lugar de puntos de m dimensiones
(n>m). Un cierto hiperplano G,_; de Ep corta al lugar segin una
0 mas variedades de dimension m—r1; otro hiperplano G,_, de
Gy—y lo corta segun variedades de m—a2 dimensiones; etc. Final-
menfe, ur dltimo hiperplano G,_,, de Gn mjr corta al lugar en
un punto o un conjunto numerable de puntos. Enunciemos ahora el
lugar primitivo con la condicién de estar las soluciones situadas en
la variedad lineal G,__ y hagamos lo mismo para todas las varie-
dades de un haz (Gp_,); de Gnmi:. Con ello habremos obte-
nido, por reiteracién del criterio, la parte del lugar interferida en
Gn_m+1 . Asi sucesivamente hasta E,. De esta forma, por suce-
sivas generaciones, nos viene dado el lugar primitivo.

Por lo tanto, en adelante, nos referimos s6lo a lugares de
puntos por generacién, y todo ello serd general.

. 2.— Proponer un lugar geométrico es cosa, pues, bien facil:
basta plantear un problema cualquiera en un espacio E, sobre entes
dados, A, B, C,..., N, de modo que la solucién sea un punto o
un conjunto numerable de puntos. Hagamos ahora que A pertenezca
a un sistema co® de entes A; B a otro cof de entes B;...; N a
un sistema coV de entes N. Tomemos en dichos sistemas sendos ele-
mentos, y resolvamos sobre ellos el problema dado, haciendo lo
mismo para todos los grupos A, B, G, ..., N. El conjunto de todos



los. puntos obtenidos constituiri o no una o méis variedades conti-
nuas de E,, y serd un lugar.

No es necesario asignar a cada ente primitivo un sistema para
obtener un lugar geométrico: basta hacerlo con uno de ellos. Supon-
gamos que son p los entes primitivos, de los cuales q tienen sistema.
Puede suceder que, al resolver el problema matriz, no sea arbifraria
la eleccion de elementos en los q sistemas, sino que, habiendo tomado,
arbitrariamente sendos entes en k de ellos, queden univocamente
determinados los q—k elementos restantes en sus sistemas respec-
tivos. Llamaremos conjuntos-variables a los sistemas en los que es
arbitraria la eleccién de elementos.

En el tercero de los tres ejemplos puestos al principio, enunciado
por generacién, son entes dados constantes A y B; el haz plano de
rectas de vértice A es conjunto-variable; el criterio de equidistancia
referidoa A y a B sobre cada recta r es el problema mairiz, y E,
el espacio lineal donde se sitia el lugar.

Sea G el problema matriz de un 1. g. en Ep y Ay, Ay, ..., Ap los
entes primitivos dados, de los cuales los q primeros pertenecen res-
pectivamente a sistemas Sa,, Sa,...., SAq, que, para simplificar,
suponemos que todos ellos son conjuntos-variables. Hemos de repetir
G sobre cada grupo A; (i=1,2,...,p), tomando para esto de un
modo arbitrario ¢ elementos en los sistemas S. Si consideramos los
grupos A; de modo que no varfe sino A; en Sy , dejando fijos
en sus sistemasirespectivos a ‘A, Ag, ..., Aq, el conjunto de los
puntos obtenidos constituye un lugar parcial correspondiente al con-
junto-variable S . El lugar total estd formado, pues, por g siste-
mas incidentes de lugares parciales. .

Cuando este lugar total es una variedad continua V de Ep, es
claro que la dimensién de V serd como maximo oy 4-cy ... —ag,
siendo oy, ay, ..., tg las dimensiones de los sistemas Sj; . Enton-
ces ha de acontecer dos cosas: 1.2 G es de tal indole que no reduce
el niimerc de dimensiones de los lugares parciales, es decir, éstos son
variedades continuas cuyo namero de dimensiones es igual a la
dimensién de sus conjuntos-variables correspondientes. 2.2 La inci-
dencia de los ¢ sistemas de lugares parciales es de dimensién cero.

Las proposiciones contrarias constituyen las dos tnicas causas
que reducen el nimero de dimensiones del lugar geométrico total.
Tene,mos un caso particular de la segunda cuando es oy—-cy-.. .-
—+aq>n, o sea, cuando la dimension del espacio Ep es insuficiente
para contener la del lugar, no existiendo la causa primera.



* La interpretacién analitica de ambas causas que restringen la
dimensién de V es también sumamente sencilla: sean ygl) , y;), -
(I) . Y 2); g2) - ygz) Seees Y9, ygq) e ygg) los parametros

arbltranos esenciales que definen, réspectivamente, los elementos o
entes primitivos en los sistemas S A, SA, .- SAq Las coordenadas
{no homogéneas) de los puntos del lugar V serin funciones

w=op Oy 3P 8 Yl

MW=1, 2,..., D,

y constituyen las ecuaciones paramétricas de dicho lugar.
Si existe la primera de las causas enunciadas respecto de Sy, por
ejemplo, es que en las funciones ¢ no son esenciales los parametros

v 0. y( ), siendo, pues, posible sustituir todos o parte de ellos por

otros pardmetros en numero menor.

2.2 La incidencia de los q sistemas de lugares parciales es de
dimensién r, mayor que cero. Supongamos, para simplificar, que
es r precisamente la dimension de la incidencia de los sistemas de
lugares parciales correspondientes a Sa y Sa, . Entonces no cabe
otra cosa que ser sustituibles los a; —-a, parametros y(1) e y(2)
de [1] por o, dy —r nuevos pardmetros, ya que el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a los entes primi-
tivos A; y A, ha de ser una variedad de dicha dimensién a; +4-a, —r.

Vemos, por lo tanto, la exisiencia tGnica de las causas referidas:
que en las funciones ¢ no sean esenciales parte o todos los parametros
y de una misma serie; que no lo sean parte o todos los de series
distintas, aun siéndolo los de cada serie.

En el primer caso, si llamamos y'y, Yo, ..., yp (3<<oy) a los
pardmetros que sustituyen a los y(*/, y;),..., yo(:) en las @, es,
en general, posible sustituir también el sistema co®: Sp de entes
A, por otro cof de los mismos entes, definido con los y’, de manera
que junto con los gq—i1 sistemas restantes y los p—q elementos
fijos se obtenga la misma variedad lugar. Es decir, los conjuntos-
variables son reducibles a otros de dimensién menor.

Este caso encierra la posibilidad de quedar eliminados en las
ecuaciones [1] algunos parametros y(J).

La segunda causa de restriccion del ntimero de dimensiones del
lugar V se produce cuando las posiciones relativas de los sistemas
SA, en Ep no son genéricas y si particulares. Al establecer las ecua-
ciones paramétricas [1] aparecen entonces, en cada una de las o,



funciones idénticas de los mismos pardmetros y de series diferentes;
y estas funciones, claro es, constituyen nuevos parametros, en ni-
mero menor.

Si se trata de la primera causa referida, por ejemplo, al con-
junto-variable S , a todo punto de un lugar parcial respecto de S,
corresponde uno o més subsistemas de entes A, de dicho conjunto-
variable. Er cuanto a la segunda hay también correspondencias
parecidas.

q
Si el lugar V tiene la méxima dimensién X a;, la correspon-
]= I
dencia reciproca no es de puntos de V a continuos de entes pri-
mitivos.

3. — Para que un lugar de puntos sea una variedad continua de
Ep, su dimensién m ha de cumplir m = n — 1. Por otra parte, sabe-
mos que el nimero de dimensiones de un lugar depende de la multi-
plicidad o dimensién de los sistemas de entes primitivos arbitrarios.
Es posible, pues, proponer lugares de puntos que sean n-dimensiona-
les en Eyp, o sea, que constituyan recintos del espacio selectivo total.

Como vemos, el concepto de lugar geométrico es muy general, y,
sin embargo, en geometria plana sélo es corriente estudiar aquellos
lugares quec son lineas o elementos de lineas. Es cierto que se puede
proponer inmediatamente lugares de puntos que constituyen recintos
del plano; pere son tan triviales que no merecen siquiera ser enun-
ciados. A pesar de ello enunciemos dos:

1.2 «L.g. de los puntos del plano cuya distancia a uno fijo es
mayor que r y menor que k (k>1)».

2.0 «L.g. de los puntos del plano homotéticos de los de un
circulo dado C respecto de un punto fijo. V (razon k)».

La puerilidad de estos lugares de puntos 4reas en el plano con-
siste, para el primer ejemplo, en los conceptos mayor y menor que
intervienen en el enunciado. Toda seleccién de puntos de un plano
condicionada por varias limitaciones a un concepto simple de distan-
cia, o a otro andlogo simple, define, en efecto, un recinto, finito o
infinito, de ese plano.

Este lugar lo es por sintesis. Si el campo selectivo lo restringi-
mos a una recta del plano que pasa por el punto fijo obtenemos
también otro recinto de ella.

En cuanto al segundo de los ejemplos, se trata, desde luego, de
un lugar por generacién: a cada punto del circulo dado corresponde



ano homotético de razén k. Los datos para engendrar este lugar son
el centro de homotecia — ente primitivo fijo — y el punto gené-
rico del circulo — ente primitivo que pertenece a un sistema 2 de
ellos —. El problema matriz es el criterio de homotecia referido a
cada ente de G respecto de V. Sabemos ya que el lugar ha de ser
bidimensional, y, por lo tanto, un recinto del plano.

Cualquier lugar 4rea de puntos en el plano que se genera apli-
cando un problema matriz sobre un grupo de p entes, de los cuales
p—1 son fijos y el otro varfa en un campo co? de ellos; es, casi
siempre, trivial. Pero, en cambio, no suelen ser ya pueriles los lu-
gares, si, en vez de hacer variar a un ente primitivo sobre un campo
o sistema oco? de ellos, hacemos variar a dos arbitrariamente sobre
sendos sistemas col. En nuestro dltimo ejemplo, basta que el punto
mévil de G varie sélo en una circunferencia, y que el centro de
homotecia se elija también arbitrariamente en ofra linea cualquiera,
para que el lugar area que resulte deje de ser trivial.

Es claro que, si un problema matriz en el plano se refiere a p
puntos-daios, y hacemos variar sobre sendas lineas genéricas a mas
de dos de ellos de un modo arbifrario, se obtiene un lugar 4rea de
puntos; pero en los sistemas de lugares parciales ha de haber forzo-
samentc incidencia de dimensi6n mayor que cero, por ser aqui q> 2
(q=ntmero de lineas conjuntos-variables); esto es, el lugar parcial
superior que resulta de considerar variables sélo a dos puntos datos,
y otro parcial correspondiente a otra de las lineas dadas, inciden
seglin una linea.

Er definitiva: la regla que nos permite proponer lugares de pun-
tos 4reas en el plano, exentos en general de trivialidad, consistira,
pues, er. elegir un problema grafico cuya solucion sea un punto o
conjunto numerable de puntos, y cuyos datos sean puntos (lineas)
no inferiores a dos en nimero. Luego, haremos variar a dos de estos
datos de una manera arbitraria, sobre sendas lineas (haces), repi-
tiendo el problema elegido en cada nuevo grupo de datos.

Sean A y B los entes primitivos que son variables sobre los
conjuntos col S y Sp respectivamerte. Un lugar parcial Ly co-
rrespondiente a Sp se obtendrd cuando B queda fijo en Sp y sélo
varia. A en Sp. Ly es un lugar linea corriente, y esta perfecta-
mente definido por el valor o posicién que tiene B en Sp. A cada
valor de B corresponde un Lj; de modo que si hallamos ahora el
lugar geométrico de Ly, cuando B varia en su sistema, obtenemos
el lugar total.



Resolver un lugar 4rea de puntos en el plano equivale, pues, a
resolver dos lugares sucesivamente: uno de puntos y otro de lineas,
siempre que sean dos los entes primitivos que varian, y simplemente
infinitos los sistemas que los contienen. En dltimo caso, el segundo
de estos lugares se reduce a determinar la envolvente de esas lineas
que, en general, limita al lugar 4rea. :

Este procedimiento de resolucion de los lugares éareas es, sin
duda, el mas natural. Sin embargo, utilizando siempre los recursos
de la Geometria elemental, suele ser mas simple y mas elegante la
solucién sintética, prescindiendo de todo proceso de generacién.

Por altimo, las coordenadas de los puntos de un lugar 4rea son
funciones

x=1(% \) y=¢ X\ X)

_de dos parametros, A, \’, independientes, no siendo posfble, por lo
tanto, la eliminacién de ellos. Cuando el ndmero de conjuntos-va-
riables excede a dos, las funciones x, y lo son de mas de ‘dos para-
meliros que, de hecho, estan sustituidos por dichas funciones.

A continuacién exponemos una serie de problemas elementales
de lugares de puntos 4reas en el plano, en los que hemos utilizado
con preferencia la solucién sintética.

I1. - ApricaciONES

1. — Superficies medias y baricéntricas de las curvas. — Tra-
tindose de curyas alabeadas, son ya conocidas las superficies medias:
lugar de los centros de las cuerdas de una curva. Si se considera
curvas planas, sus superficies medias constituyen lugares areas de
puntos en el plano.

Naturalmente, cuando una curva plana es cerrada y convexa,
su superficie media es la regién del plano no exterior a la curva.
La de una circunferencia es su circulo.

Es sumamente sencillo hallar la superficie media de un arco de
circunferencia: En la circunferencia de centro O (fig. 1) considere-
mos el arco AB’B, y tracemos los arcos AM, BM homotéticos del
A B’ B respecto de-los centros A y B respectivamente, de razon 1/2.
La supertficie rayada sobre la cuerda A B es el lugar. Basta trazar un
radio cualquiera ON y observar que P — 'punto de interseccién de
ON y el arco BPM — es centro de la cuerda BB’. Todo punto



P’ de ON exterior al trozo rayado no es del lugar, por ser centro
de una cuerda paralela a la BB’ que no puede ya estar inscrita en
el arco AB'B. Si lo estin, en cambio, las cuerdas cuyos centros
son los puntos del segmento P N.

El recinto rayado debajo de la cuerda A B es la superficie me-
dia del arco AGB.

Superficie baricéntrica es el lugar de los centros de gravedad
de los arcos de una curva alabeada. Si la curva fuese plana, dicha
superficie baricéntrica constituiria un lugar area de puntos en el
plano.

Ambas clases de superficies son lugares por generacion, ‘cuyos
puntos quedan univocamente deterrhinados eligiendo arbitrariamente .
dos en la curva. Esta es, pues, conjunto-variable comin a los dos
entes primitivos.

Puede generalizarse la superficie media estableciendo el lugar
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de los puntos que dividen a las cuerdas de una curva en segmentos
que estan en una relacion .

Si se trata de un arco de circunferencia (fig. 2) AV'B el lu-
gar es la superficie rayada sobre la cuerda A'B. Estid limitada por
el arco dado y cuatro arcos méis: dos de ellos pertenecen a las
circunferencias de centros O;, O, homotéticas de la dada de razén

X respecto de los centros A y B; los ofros dos arcos pertenecen a
las circunferencias de centros O’, O, homotéticas de la dada de

r I .
razén — respecto de A y B como ceniros de homotecia.

Se desprende, desde luego, que todo punto no contenido en la
corona circular limitada por la circunferencia dada y la que es tan-
gente exterior a las O,, Oy no es del lugar. Ahora bien: un punto
P de esta corona, pero exterior a la superficie rayada, tampoco es
del lugar. Basta observar que este punto pertenece a dos circunfe-
rencias G;, G, inscritas en la corona. Sea V el punto de tangencia
de C; con el arco dado, y A, el de contacto con el arco de cir-



cunferencia de centro O’. La recta VA, ha de pasar por A y es
AV
A A
pero que no estd, pues, inscrita en el arco dado. Tampoco puede es-
tarlo la cuerda VN’ que resulta de considerar la circunferencia G,.
Del mismo modo se comprende que los puntos comunes a las cir-
cunferencias G y a la superficie rayada pertenecen a cuerdas ins-
critas en el arco AVB y las dividen en segmentos cuya razon es \.

El mismo lugar para el arco AN’ B lo indica el rayado inferior.

=X\. La recta VP produce una cuerda VN tal que es % =X\;

2. — Lugar de los ceniros de los segmentos inscritos en dos
segmentos dados A B, CD. (Superficie media de dos segmentos). —

Conviene antes recordar cémo se inscribe un segmento en los lados
de un 4ngulo dado BVD de manera que su centro sea un punto P
también dado (fig. 3). Sabemos que basta trazar, por ejemplo, P O,
paralela al lado VB, tomar V’, simétrico de V respecto de O y unir
Py V. VYV’ es la solucion.
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En la misma figura, AB y GD son los segmentos dados. Cons-
truyamos el paralelogramo MM NN cuyos lados son paralelos a
dichos segmentos y donde M y N son centros, respectivamente, de
A G y ED. Este paralelogramo es el lugar: Todo punto P de él es
centro de un segmento inscrito en AB y CD, y no lo es cualquier
punto que no pertenece al paralelogramo. Para probarlo prolonga-
remos los lados M’M hasta Q. NN’ hasta R y tracemos PO para-
lela a ellos. G es simétrico de V respecto de Q, y D lo es tam-
bién respecto de R. Ll punto simétrico de V. respecto de O esta,
pues, en CGD. De igual modo, si trazamos P O’, paralela a VD, el
simétrico de V respecto de O’ estd en A B.

Si se trata de un punto que no pertenece al paralelogramo, al-
guno de los centros de simetria O, O°, o ambos, no estin respecti-
vamente en QR y ST, y dicho punto no es, por lo tanto, del lugar.

La solucién es también sencillisima utilizando el recurso de los:
lugares parciales: Para obtener un punto del lugar basta tomar
arbitrariamente sendos puntos en AB y CD (fig. 4). AB y CD

\

, A

3 N, A
~, by
// N \ \
;

Fig. 4

son, pues, conjuntos-variables unidimensionales, y el lugar es, na-
turalmente, bidimensional. Un lugar parcial correspondiente a GD
se obtiene si consideramos fijo un punto P de AB y variable
otro en GD. Este lugar parcial es el segmento EF, paralelo a GD
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e igual a su mitad. Haciendo variar ahora a P en A B, varia fam-
bién EF y engendra el lugar total. EF es siempre paralelo a CD
y de longitud constante 1/2 CGD. Se trata, pues, de una traslacion,
y la direccién de ella es precisamente A B, como se deduce de ser
MM’ lugar de los extremos E. El lugar total.es el paralelogra-
mo MM NN.

Si AB y CGD son paralelos, dicho lugar degenera en un seg-
mento (paralela media del trapecio ABD G). La incidencia de los
sistemas de lugares parciales es de dimensién i; las coordenadas
de los puntos del lugar total son funciones de un solo parametro
que sustituye a una cierta funcién de los dos genéricos. Sean

x=x-ap
AB = , U= py,
‘ y=y +bp
! S
x=x,+mp
CDh= , U= p=v,
Y=Yyi+np

las ecuaciones paraméiricas de los segmentos AB y GD. Las ecua-
ciones del lugar propuesto son

x=1/2[(x'4-x) + (ap4-mp)]
y=1/2[(y +y) + b p+np)]

Si AB y GD son paralelos ha de ser —;}:':I?{ . Poniendo en

(1]

; . b .
las [I] m:%, n:n;, se obtiene

x=1/2 (< 4x)+1/20 (uf T p)

y=1/2(y ++y) +1/2b (n 4 o),
donde los paréntesis que multiplican respectivamente a 1/2a y
1/2 b son iguales en virtud de %: I:% . Haciendo, pues, p -+ E o

=1, tenemos en definitiva
x=1/2 (X 4x) 4 1/22a}
y=1/2(y +yg) +1/2bX\



Es facil acotar N\. Estas son las ecuaciones del lugar total que,
ahora, representan un segmento, paralelo a AB y GD (coeficiente

angular —;—) y equidistante de ellos. A cada valor de \ correspon-

den infinitos pares (u, @), es decir,- a cada punto del lugar co-
rresponden infinitos pares de puntos entre AB y GD.

3. — Lugar de los centros de los paralelogramos inscritos en
un cuadrildtero dado (M. A. Longchamps). — Al resolver este pro-
blema se ha considerado siempre los paralelogramos de lados para-
lelos a las diagonales del cuadrilitero. De este modo la solucion
es ¢l segmento cuyos extremos son los centros de dichas diagonales;
pero se comprende que el lugar es mas general prescindiendo de tal
restriccion impuesta por el paralelismo. Entonces se trata de un
lugar area.

Sea ABCD el cuadrilitero dado (fig. 5). Tomamos arbi-
trariamente en los lados AB, AD sendos puntos E, F. A partir

<

de un punto cualquiera G’ de B C, por ejemplo, tracemos un seg-
mento G'H’ igual y paralelo al EF, y por H' la paralela a BG
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hasta H. El segmento, H G, paralelo ¢ igual a G'H’, y el EF
determinan, pues, un paralelogramo inscrito en el cuadrilatero da-
do y, por lo tanto, un punto del lugar. De esta construccion se de-
duce: 1°. Un punto del lugar queda univocamente determinado eli-
giendo arbitrariamente sendos puntos en dos lados adyacentes del
cuadrildtero; 2°. Elegidos los puntos anteriores quedan determina-
dos los otros dos en el otro par de lados; 3°. Pueden mo existir
estos ultimos puntos, y, por lo tanto, .la eleccion arbitraria de
E y F estd acotada.
~ De todo esto resulta que los entes primitivos del lugar pro-
puesto son cuatro puntos, E, I, G, H, 'vértices de un paralelogra-
mo, que producen un punto P del lugar. Cada uno de estos cua-
tro puntos se mueve sobre una linea; pero este movimiento sélo
es arbitrario para dos de ellos. El lugar ha de ser, pues, un area,
en general. Los lados AB, AD del cuadrilatero dado, o mejor, los
recintos acotados en ellos, son conjuntos-variables.

Como vemos, no es necesario el paralelismo de BD y EF.

Todo punto del lugar ha de ser centro de dos segmentos (dia-
gonales) -inscritos uno en AB y GD (fig. 6) y otro en AD y BGC,
luego ha de pertenecer a los paralelogramos QMRN y SMTN,

AT Q D
Fig. 6

superficies medias de ambos pares de lados opuestos. El lugar es,
por lo tanto, la parte comin a dichos paralelogramos. Es facil ver
que esta parfe comin es otro paralelogramo MM'NN. N y M
son centros, respectivamente, de las diagonales AC y BD del cua-
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drildtero, y los lados del lugar son paralelos a los AB y AD en-
volventes del cuadrilatero completo.

Si el cuadrildtero dado es trapecio el lugar degenera en un
segmento, y si es paralelogramo, en un punto.

h.— Lugar de los centros de los segmentos inscritos en una
«circunferencia y una recta. — Es, pues, otra superficie media.

Sea O la circunferencia y r la recta (fig. 7). Reconoceremos
scudndo un punto P es del lugar trazando la recta simétrica r’ de r

‘A

1

o C H

Al

respecto de P (hagase la figura). Si r’ tiene con la circunferencia O
puntos propios comunes, P es del lugar, y no lo es en caso contrario,
puesto que si F y G son esos puntos comunes, uniéndolos con P y
prolongando los segmentos hasta r, ambos segmentos cumplen las
condiciones del enunciado. .,

Las rectas MQ y NR, paralelas a la r, donde M y N son,
respectivamente, los centros de AH y BH, limitan este lugar éarea,
que es la franja rayada: las rectas simétricas de r respecto de log
puntos de dicha franja cortan o son tangentes a la circunferencia
O; y no la cortan las simétricas de r respecto de los demas pun-
tos 'del plano.

r y O son conjuntos-variables. El sistema de lugares parcia-
les correspondiente a r lo constituyen todas las rectas de esta franja
paralelas a r. Y el sistema de los correspondientes a O todas las
.circunferencias inscritas en dicha franja. '
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St en vez de considerar la recta r se trata de un segmento
CD, es claro que el lugar serd la parte de la franja doblemente
rayada, donde las circunferencias O;, O, son las posiciones limites
del lugar parcial correspondiente a O. ‘

5.— Lugar de los centros de los segmentos inscritos en dos
circunferencias.

Sean O,, O, las circunferencias dadas, de radios r;, r, respec-
tivamente. Reconoceremos si un punto P de su plano es o no del
lugar trazando la circunferencia O’;, simétrica de la Oy, por ejem-
plo, respecto de P. Si O’ y O, tienen puntos comunes reales, S,
T, y son §’, T" sus simétricos respecto de P, los segmentos SS’,
TT estan inscritos en O; y Oy, y es P su centro.

Construyamos las circunferencias concéntricas de centro O
(fig. 8), punto medio del segmento O; O,, cuyos radios son, res-
pectivamente, 1/2 (r; }1,) y 1/2 (r; —ry). Es .facil probar que
las cifcunferencias simétricas de una de las dadas respecto de los

Fig. 8

puntos de la de radio 1/2 (r; J-r,) son tangentes exteriormente a
la otra; y lo son interiormente si se toma como centros de sime-
tria los puntos de la circunferencia de radio 1/2 (r; —r,). Trace-
mos una recta cualquiera O,D’ que corte a ambas circunferencias
concétricas. Los puntos de interseccion son A, B, C, D, y A B,
C’, D’ los simétricos de O, respecto de aquéllos. En virtud de lo
dicho, las circunferencias de radio r, y centros D’ y C' son, res-



pectivamente, ’?éngentes exterior e interiormente a la Oy, con lo
cual los puntos del segmento D’ G’ —vy, por igual razon, los de
B’ A’ —son centros de circunferencias de radio r, que tienen con
la O; puntos comunes reales; y no los tienen las circunferencias
de radio r, cuyos centros no estin en los segmentos D° C’, B® A/,
para la recta genérica considerada O,D’. Por lo tanto, en dicha
recta, solo son puntos del lugar los de los segmentos AB'y CD.
Y, en definitiva, todo punto de la corona circular rayada es, pues,
del lugar, y no lo son los deméas puntos del plano. El lugar pro-
puesto es esta corona.

Considerando los segmentos inscritos de extremos M, fijo en
O,, y X, variable en O, obtenemos un lugar parcial que es la cir-
cunferencia de centro G, inscrita en la corona, y que engendra el
lugar total cuando M varfa en O,. Del mismo modo, un lugar par-
cial correspondiente a la circunferencia O, respecto de un punto
fijo, N, de la O,, es la circunferencia de centro H, {tangente en Q
y R a las de la corona.

6. —El 1. g. de las polares de los puntos de la cuerda AB de
una conica ¢ (fig. g) respecto de ¢ es la parte de haz rayada,
donde P, vértice del haz, es polo de AB. Este haz acotado de po-
lares es un lugar de rectas, y también lo es de puntos. Basta, para

Fig. 9

verlo, enunciarlo asi: «Dada una cénica ¢ y una cuerda AB, t6-
mese arbitrariamente dos puntos, uno, X, en uno de los dos arcos
en que la cuerda divide a la conica, y oiro, Y, en el otro arco. La
recta XY corta en V a la cuerda AB.'Lugar de los conjugados ar-
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‘monicos de los puntos V respecto de todos los pares (X, Y)». To-
~do punto, Q, del lugar ha de pertenecer a la polar de V, y, por ser
V de la cuerda AB, dicha polar es del haz acotado.

También puede verse que la condicion necesaria y suficiente
para que un punto Q sea del lugar es que su polar A’B’ respecto
de ¢ corte a la cuerda A B, condicién que cumplen solamente los
puntos del recinto infinito rayado.

Los puntos del lugar quedan univocamente determinados eli-
‘giendo una terna (X VY); pero sOlo es arbitraria la eleccién de
X e Y; es decir, entre las tres lineas a que pertenecen, respécti-
vamente, los puntos de la terna, solo son conjunto-variables los
arcos AXB y AYB de la conica dada o.

7. — Lugar de los ceniros de las circunferencias que tienen
puntos comunes con dos dadas.

Los puntos del lugar quedan univocamente *determinados eli-
giendo arbitrariamente tres: dos en una de las circunferencias dadas
y otro en la otra. Ambas circunferencias son, pues, conjuntos-va-
riables; pero como una de ellas contiene dos puntos arbitrarios hay,
en total, tres conjuntos-variables. Las coordenadas de los puntos
de este lugar son, por lo tanto, funciones de tres parametros inde-
pendientes, y ha de haber forzosamente entre los sistemas de lu-
gares parciales incidencia de dimension 1, siendo 3 —1=2 la di-
mension del lugar total.

En la figura 10 son O; y O, los centros de las circunferen-
cias dadas, cuyos radios van a ser, respectivamente, Ty y r,. Va-
mos a proceder del modo siguiente: Entre todas las ‘circunferencias
que cortan o son tangentes a las dadas, Op O,, nos releriremos
primero a aquellas cuyas cuerdas comunes con las O;, O, con-
curren en un mismo punto P del eje radical PO de dichos circulos
dados, y hallaremos el lugar de sus centros. Se comprende que, al
considerar todos los puntos del eje radical, este lugar restringido
—mno parcial — engendra el lugar propuesto.

Supongamos trazadas. desde P dos secantes a O, O, respecti-
vamente y sean c;, ¢, las cuerdas interceptadas. Es claro que las
mediatrices de ¢; y ¢, se cortan en un punto que es del lugar.
El L g. de los centros de todas las cuerdas ¢, es el arco FO, R
que pertenece a la circunferencia de didmetro O, P. Analogamen-
te, el 1.g. de los centros de las cuerdas c, es el arco HO,J que
pertenece a la circunferencia de diametro O, P. Las mediatrices



de todas las cuerdas ¢, se obtienen, pues, trazando las rectas que
pasan por el punto O; y por todos y cada uno de los puntos del
arco FO, E, y estin contenidas, por lo tanto, en el dngulo a. Dek
mismo modo, todas las mediatrices de las cuerdas ¢, forman el
dngulo B. La parte de plano comin a ambos 4angulos, que es el
cuadrilditero VSLT, constituye el lugar restringido. -

Estudiemos. ahora las trayectorias de los puntos S, T, V, L.
cuando P recorre el eje radical. Para ello hemos de advertir que,
por ser PE=PH y rectos los angulos PES y PHS, es SE=
=S H. De igual manera es también TF=TJ. De aqui se ob-
tiene sucesivamente :

SO{—r;=S0,+41r, ; SO, —SOy=r1, }r,.
TO{+r,=TO;—r, ; TO,—TO;=r;+F1,.
Esto prueba que los puntos S y T pertenecen a sendas ramas

de la misma hipérbola cuyos focos son los puntos O,, O, y cuya
constante es r, |- r,.
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Escribiendo relaciones parecidas para L y V veremos que am-
bos puntos se mueven sobre sendas ramas de otra hipérbola, ho-
mofocal a la anterior, de constante r; —r,, lo cual nos indica que
dichas ramas de esta ultima hipérbola quedan entre las de la pri-
mera.

De todo se deduce que el lugar propuesto es la parte de plano
comprendida entre las ramas sobre las cuales se encuentran S y
T. El cuadrilitero VSLT se desplaza en ella variando de forma,
cuando P recorre ¢l eje radical. Si P es el punto‘impropio de dicho
eje el cuadrilatero degenera en el segmento M N, cuyos extremos
son los centros de los segmentos AC y BD respectivamente.

La hipérbola de constante r, 1, es lugar de los centros de
las circunferencias tangentes a las dadas, quedando éstas en dis-
tinta regiéon del plano respecto de aquéllas. La ‘hipérbola de cons-
tante r; —r, es lugar de los centros de las circunferencias tangen-
tes a las dadas, y éstas quedan en igual region del plano.

Cuando una de las circunferencias dadas es un punto, el lugar
de los centros de las que pasan por dicho punto y cortan o son
tangentes a la otra es también la regién del plano mno interior a
una hipérbola cuyos focos son el punto conocido y el centro del
circulo dado, y cuya constante es el radio de este circulo. En este
caso particular no existe, naturalmente, la hipérbola homofocal del
problema general, puesto, que aqui el lugar restringido es un seg-
mento rectilineo y no un cuadrilétero.

Es ftrivial el caso de ser puntos los dos circulos dados. El lu-
-gar es, entonces, la mediatriz del segmento que determinan, y el
restringido es un punto genérico de esa mediatriz.

8. — Lugar de los centros de las circunferencias que tienen pun-
fos comunes con olra circunferencia y una recta.

La recta dada es la MT (fig. 11), y la circunferencia es la
que tiene O como centro y a cuyo radio vamos a designar por r.

Analogamente a como hemos hecho en el ejemplo anterior con-
sideremos primero todas las circunferencias que cortan o son tan-
gentes al circulo y a la recta dados de modo que las cuerdas co-
munes con la circunferencia O concurran en un mismo punto P
de la recta MT que es, en este caso, el eje radical del par dado. -
Hallaremos el lugar de los centros de estas circunferencias. Este
lugar restringido engendra el total cuando P recorre el eje radi-

cal MT.

§
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Sea C; una circunferencia cuyo centro O; pertepece al lugar
restringido correspondiente a P. O; es la interseccién de las per-
pendiculares a la cuerda comin UV en su punto medio w— dicha
perpendicular pasa por O — y a la y—x, también en su punto

Fig. 11

medio p’. Para todas las circunferencias C: correspondientes a P
el lugar de los puntos u es el arco AOB de la circunferencia de
didmetro OP. Veamos el lugar de los puntos p’, situados todos
ellos en la recta dada MT. Estos puntos tienen la abscisa -~ 1/2

(x-+y) respecto de P. Ademdis se verifica AP2=PV.PU=xy;
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AP=-+ V;;'y. Y se sabe que es 1/2 (x—-y) = Vxy. Lo que
nos dice que si llevamos la longitud AP sobre la recta dada pon
encima y por debajo de P obtendremos dos puntos, M y T, que
son minimas abscisas de los u’. El lugar geométrico de éstos esta
constituido, pues, por las semirrectas de extremos M y T no con-~
tinentes de P.

El lugar restringido. que tratamos de encontrar sera, por lo
tanto, el conjunto de las intersecciones de las perpendiculares a
estas semirrectas en todos sus puntos y de las rectas del haz aco-
tado O—d; es decir, las partes infinitas rayadas en la figura.

Cuando P recorre el eje radical, el lugar restringido se des-
plaza asimismo sobre el plano y engendra el total. Hallemos las.
trayectorias de los vértices S y R.

Por ser rectos los angulos PTS y PAS y ser PA=PT,
es también AS=ST. O sea, ST—SO=r; luego S pertenece
a una parabola de foco O y directriz ED. Anélogamente, el pun-
to R pertenece a otra pardbola homofocal a la anterior de cons-
tante —r, es decir, de directriz E'D’. Estas parabolas pasan, res-
pectivamente, por N y F. El lugar propuesto es, por lo tanto, la
regién del plano no interior a la parabola de directriz ED.

Ambas cénicas son l.g. de los centros de las circunferencias
tangentes a la dada y a la recta MT. )

En el caso particular de ser un punto el circulo dado, el lugar
propuesto- es, naturalmente, la region del plano no interior a la
parabola que tiene a dicho punto como foco y a la recta dada co-
mo directriz.

9. — Lugar de los centros de las circunferencias que tienen pun-
tos comunes con tres dadas. :

Sean C;, G, C; estas ultimas circunferencias, cuyos centros.
son Oy, Oy, O;, y a cuyos radios designaremos por ry, Ty, Irj, res-
pectivamente (fig. 12). Resolvamos el problema correspondiente al
ntmero 7 para los pares de circunferencias (C;, GC,), (C;, Cj),
(Gy, Gg), y obtendremos asi tres recintos del plano no interiores,
respectivamente, a las hipérbolas de constantes r; v, 1, -}rj,
ry-F13, cuyos focos son los pares de puntos (O, O,), (Oy, Os),
(0g, Os). La parte coman M a estos tres recintos del plano es el
lugar propuesto. En efecto, todo punto, P, de M ha de ser centro
de tres coronas ¢irculares oy, Gy, Ggg, de manera que cada co-

rona o;; estd formada por todas las circunferencias de centro P
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que cortan y son fangentes a cada par (G;, Cj). Si, por ejemplo,
la circunferencia C; no tuviese ningtn punto en la corona a,,, mo
podria haber tampoco'ninguna circunferencia de centro P que ‘tu-
viera puntos comunes reales con alguno de los pares (C;, Cj),
(Cy, Cj), contra la hipotesis, puesto que a,, estd limitada por
circunferencias que han de ser tangentes a alguna de las Gy, Gy,
Luego existe una corona circular de centro P que es comin a lad
tres coronas «;;. De igual modo, todo punto que no pertenece a
M no es centro de ninguna circunferencia que corta o es tangen-
te a la terna dada.

Es curioso ver qué forma tiene este lugar. Si todos los puntos
de interseccién son propios, las hipérbolas que limitan los tres re-
cintos mencionados producen seis vértices, A, B, G, D, E, F, y, por
consiguiente, M es una parte de plano comprendida entre seis ar-
cos de hipérbola.

En el problema del ntmero 7 vimos cémo, ademas de la hi-
pérbola de constante r, --r,, obteniamos también otra homofocal
de constante r; —r,. Pues bien, es elemental probar que por cada
vértice del exagono curvilineo ABCDEF pasa una rama de hi-
pérbola de constante genérica r;j— r;. Para el vértice A, por ejem-
plo, se verifica: ‘

AO3—AO;=rz+r; ; AO;—AOQ; =141y,



y, restando, AQz—AOy=r;—r,. Puede verse también que en
el lugar M hay dos puntos, G y H, comunes a tres ramas de estas
hipérbolas homofocales a las que limitan M. Naturalmente, estos
puntos y los seis vértices del exdgono son las ocho soluciones del
problema de Apolonio relativo a tangencia.

10. — El problema precedente puede originar nueve casos par-
ticulares, cuando una, dos o las tres circunferencias dadas degene-
ran en puntos y rectas. En todos ellos han de figurar las solucio-
nes del problema de Apolonio como puntos notables de estos lu-
gares ' areas.

En la figura 13 estd representado el lugar correspondiente al
caso de ser dos circunferencias Y, Y, y una recta p la terna da-
da. Dicho lugar consta de dos recintos infinitos del plano: Uno

de ellos tiene como vértices los puntos A, B y G, y posee un pun-
to interior D com@n a tres curvas: una hipérbola y dos parabolas.



El otro recinto tiene por vértices los puntos A’, B’ y ¢ (el A’ fal-
ta en la f1gura) y posee también un punto interior D’, comin a
las mismas curvas que pasan por D.

Estos ocho puntos son las soluciones de Apolonio.

11. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos ar-
bitrariamente elegidos en sendas rectas es una constante k finita
y no nula. :

Sean x e y las rectas dadas (fig. 14), y p una recta cual-
quiera del haz de vértice O. Sobre p so6lo existen dos puntos P, P’
simétricos respecto de O, que cumplen la condicion de ser k la
suma de sus distancias respectivas a x ¢ y. Cualquier punto de p
exterior al segmento PP’ no puede ser del lugar propuesto, por-

/{//
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Tig. 14

que la suma de sus distancias a los puntos mas proximos a él,
uno de x y otro de y, es ya superior a k. En cambio, los puntos
del segmento PP’ son del lugar, puesto que, si es Q uno genérico,
es siempre posible trazar desde Q sendas oblicuas a x e y de ma-
nera que sea k la suma de ellas. Se desprende asimismo .que las cor-
denadas oblicuas (x, y) de P varian linealmente con p. Finalmente,
siendo p una recta genérica del haz de vértice O, deducimos de to-
do lo expuesto: 1°. El lugar es un é&rea finita del plano; 2°. La
linea que limita esta area es poligonal, y O es su centro de sime-
tria; 3°. Dicha linea es, a su vez, l.g. de los puntos cuya suma
de distancias a las rectas dadas es la constante k propuesta. '

Para acabar de determinar el lugar basta observar que las rec-

4



tas dadas pertenecen también al haz considerado, y que llevando
sobre cada una de ellas a partir de O, a uno y otro lado, distan-

. . k F—
cias iguales a g los puntos extremos A, B, C, D son limites.

del lugar en dichas rectas, ya que, por ejemplo, es
BB’ =BOsen¢p =k,

y como P se mueve linealmente en el plano en cada «cuadrante» de:

los ejes (x, y), el lugar es, en definitiva, el rectangulo A B GD.
Una variacién del angulo ¢ o de la constante k acarrearia tam-

bién variacion de perimetro y area del rectangulo hallado; pero la

propiedad que sintetiza los puntos del contorno subsistirfa. ‘
Las ecuaciones de los cuatro lados del rectingulo son

k
TxXEY=40 [1];

pero, sin embargo, no todos los puntos de estas rectas son 'del lu-
gar. Es preciso acotar las variables.

Pues bien: asi como los puntos del perimetro ABCD, for-
mado por cuatro segmentos, tienen una propiedad que los unifica,
debe existir también una sola expresion analitica que sélo quede
verificada por los puntos del perimetro de referencia. Puede con-
seguirse esto introduciendo valores modulares de las variables. En.
efecto: la aparente contradicion [1] nace de no tener en cuenta
que, en mnuestro problema, el concepto de distancia es elemental,
independiente de la orientacion, o sea, es un valor absoluto, y que
la palabra suma tiene, pues, el significado primitivo que excluye
a la suma algébrica. Es facil probar que, como consecuencia de es-
to, los valores absolutos de x y de y han de ser figuales o infe-

riores a (fraccion siempre positiva).

Por lo tanto, considerando las rectas x, y como ejes oblicuos,
la suma de los mddulos de las coordenadas de un punto genérico
S del contorno ha de ser igual a la semidiagonal del rectingulo,

es decir,

x|+ Iyl=

ecuacion que solo satisfacen las coordenadas — positivas o nega-
tivas — de los puntos del contorno. Poniéndola en forma expli-
cata es



Y= g — X1

lo cual expresa que la diferencia del segundo miembro ha de ser

k

siempre positiva, o lo que es lo mismo: |x| =Z——. Y, con el

sen @
fin de no excluir las coordenadas negativas, puede ponerse

y:i (se:cp— 'X‘ )

Por lo tanto, a cada valor, positivo o negativo, de una de
las variables corresponden dos opuestos de la otra.

2 k2
sen @

El area del rectingulo lugar, en funcién de k y cp, es
como ficilmente se deduce.
En el caso particular de ser cp:%, la ecuacién obtenida es

x| 4 |y| =k, y representa los cuatros lados de un cuadrado cuya
semidiagonal es k. El area es 2 k2.

El l.g. de que estamos fratando tiene doble motivo para ser
un lugar area: Por una parte, existen dos rectas, x e y, que son
conjuntos-variables; por otra, a cada par de- puntos elegidos ar-
bitrariamente, uno en x y.otro en y, corresponden todos los pun-
tos de una elipse cuyos focos son X e Y y k la constante. O sea,
el problema matriz de este lugar, referido solo al par (X, Y) de
entes primitivos produce ya un l.g. unidimensional. Podemos sus-
tituir este problema matriz por otro en el que figure un ente pri-
mitivo més, de manera que su solucién sea uno o varios puntos, y
que resolviéndolo reiteradamente genere el lugar propuesto. Basta
para ello considerar como entes primitivos a los de la terna (X,
Y, p), y como cuestion encontrar los puntos P; de p que cumplen|
P; X 4 P;Y=Lk. Haciendo después que estos entes pei‘tenezcan, res-
pectivamente, a las nectas x, y y al haz de rectas de vértice O ob-
tendremos el nectiangulo lugar. Se desprende, pues, que los sistemas
de lugares parciales inciden segin lineas.

Hemos dicho que a cada par de puntos X, Y tomados en x e
y arbitrariamente corresponde una elipse f, cuyos puntos han de
ser todos del rectangulo hallado. No siempre ocurre que f es tan-
gente a los lados del rectdangulo, como se ve, por ejemplo, toman-
do X e Y de manera que sea X Y=Lk; pero existen elipses que tie-
nen un punto limjté S. Los focos de estas elipses fangentes al con-
torno se hallan tomando en éste un punto S arbitrario — que es el
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de tangencia — y trazando las perpendiculares SX, SY a x e y.
Los pies de ellas son dichos focos.

Si X, Y coinciden en O, la elipse degenera en la,circunferencia
de centro O y radio 1/2 k, y ningan punto de ella es limite, por-
que O no puede ser pie de dos perpendiculares a x e y trazadas
desde un mismo punto.

Finalmente, si a uno de los dos entes primitivos X, Y se lg
considera fijo y el otro varia en su recta obtenemos un lugar par-
cial que es también un 4rea, y que vamos a resolver a continuacion.

12. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a uno fijo
F y a otro variable sobre una recia v es una constante k finita.

La generacion de este lugar puede hacerse asi: Supongamos
dos puntoss X y F y una recta p que pasa por el Gltimo. Ahora
cabe el problema de hallar sobre p los puntos P; taﬂes que P; X'+
-+ P;F=k. El lugar propuesto queda generado aswnando a los
entes primitivos X y p sendos con;untos—vanables. una recta r al
primero y el haz de rectas de vértice F a la segunda. El otro en-
te primitivo F permanece fijo. Y siéndo lineales ambos conjuntos-
variables es claro que el lugar ha de ser una area.

Dejando fijo X y considerando todas las rectas.del haz ten-
dremos un lugar parcial correspondiente a dicho haz, que es la elip-
se de focos X y F y constante k. Del mismo modo, un lugar par-
cial correspondiente al conjunto-variable r es un segmento rectili-
neo que contiene a F. La incidencia de ambos sistemas de lugares
parciales es forzosamente de dimension cero.

He aqui como puede obtenerse el lugar total: Tracemos las
pardbolas de foco comtn F (fig. 15), cuyas directrices d y
distan k dé la recta r. Se ven facilmente dos cosas: 12. Estas para-
bolas tienen comunes dos puntos reales M, N que pertenecen también
a r, y son simétricos, claro es, respecto del eje comin a ambas
curvas. 22. Los arcos MSN, MQN de estas dos parabolas tieneni
la propiedad de que la suma de las distancias de sus puntos a F,
y a 1 es k; luego tales arcos son del lugar propuesto.

Todo punto P del recinto MSNQM es también del lugar, y
los P’, exteriores a él, no lo son. Basta, en efecto, observar que es
PX+PF<k y PPX-+P F>k. En el primer caso siempre exis-
ten dos oblicuas'a r- desde P cuyas longitudes respectivas sumadas
a PF dan k.
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No puede darse el caso que estas oblicuas corten a r fuera del
segmento M N, puesto que FM=F N=k.

El recinto citado es, pues, el lugar pedido.

De las Gltimas igualdades se deduce ademas que la eleccion ar-
bitraria de X estd acotada, ya que sélo varia en el segmento MN.

Frad

-l
o N

Fig. 15

A cada foco X corresponde una elipse lugar parcial, que tiene
dos puntos de tangencia P, P, con la curva limite compuests
MSNQM. Esta curva es, por lo tanto, la envolvente de las elipses
lugares parciales. Es facil ver también que los puntos Py, P, tie-
nen igual ordenada. !

Cuando el foco mévil X es cualquiera de los puntos singulares
M, N las elipses degeneran en los segmentos F M, F N. ;

Puede probarse facilmente que las tangentes a los arcos que
forman la curva limite en los pares de puntos (P;, P,) concurreni
en la recta r. Sea b la ordenada de P, (y de P;), y vamos a ha-
llar la ordenada de R, interseccién de r y la tangente en P, al ar-
co MQN. De la semejanza de los triangulos RXPy, y FAB re-
sulta:

OR —Dh kdc | . c k¢ .
P = s OR=PX o4
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pero del tridngulo P,DF se deduce:

(k—PyX)2 =D (P, X F-0)2; P, X =¥ 2=
? o2 2 (kte)

valor que sustituido en el de OR mnos da:

 krgpr—e2

OR Y

Escribiendo relaciones anélogas deducidas de la semejanza de
los trisngulos RXP; y GEF se obtiene el mismo valor dltimo
para la ordenada de la interseccion de r y la tangente en P, al
arco MSN, c.s.q..d.

Los puntos de la carva MSNQM tienen una propiedad que
los sintetiza, y vamos a encontrar la expresién analitica que re-
presenta esa propiedad. |

La abscisa x de un punto genérico de la “curva compuesta,
sumada al radio vector p de dicho punto, ha de dar la constants
prefijada k, teniendo en cuenta sélo el valor absoluto de x. Es de-
cir, |x|4+p=k. Pero p= Vy2—}—(c-—x)2, donde y es la orde-
nada del punto genérico. Obsérvese que la x del radicando no esta
modulada. Sustituyendo y elevando al cuadrado resulta

y2=2cx—2k|x| 4 k?—c? [1],

ecuacién que nos permite hallar la ordenada (positiva o negativa)
de un punto de abscisa - x. ‘

Comprobemos algunos valores: Desde luego, la ecuacion [1]
indica simetria de la curva respecto del eje x, como asi es, en efec-
to. Si hacemos x=o0, es y—- Jk2—¢c2 lo cual indica que el
radio vector de los puntos M y N es k, de acuerdo con la figura.
Haciendo y=o, ha de ser gklx[—zcx:kz—(;?. El primer
término es siempre positivo, y el segundo sera positivo cuando x
sea negativo, y reciprocamente. Por lo tanto, 2 x (k- ¢) =k2 — ¢2;

X=1/2(k+c);x" =—1/2 (k—o¢),
valores que tienen los segmentos OS y OQ respectivamente.

Sustituyendo el valor x” en [1], y se anula. Si hacemos x >>1/2
(k—c), como es siempre k>>c, la diferencia 2cx—2k|x| serfa



entonces inferior ¢z —k2, y el segundo miembro de la ecuacién [1]
se haria negativo. Anédlogamente puede decirse cuando x < —1/2
(k—<c). Por consiguiente, la curva limite del lugar propuesto solo
estd definida en el intervalo —1/2 (k—¢) =x = 1/2 (k+c).
Por dltimo, cuando es y> Jk2—¢2, o y<<— [ k2—¢?
resulta 2 cx—2k|x|>>0, y no existen valores reales de x que ve-.
rifican esta dltima desigualdad. La curva queda, pues, definida, co-

mo ya sabiamos, sélo en el intervalo —]/ k2 —c2 =y =) k2 —e2.

Si en vez de ser una recta el conjunto-variable r fuese un seg-
mento, el lugar estarfa limitado por arcos de pardbola y elipse.

Cuando el punto dado F pertenece a la recta r, la curva limi-
te tiene como centro de simetria dicho punto, y MN es igual a
2 k; los puntos de ordenada nula tendrian la abscisa 4-1/2k.

13. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a otros
dos arbitrariamente elegidos respectivamente en una circunferencia
y una recta es una constante k.

Este lugar es una generalizacion del correspondiente al nime-
ro 11, y presenta tres casos, segin sea k Z c¢-r, donde ¢ es la
distancia entre el*centro del circulo y la recta dados, y r el radio
de dicho circulo.

Ter. caso: k>c-|-r. -

Tracemos las parabolas de foco comin O (fig. 16) y direc-
trices p’, p’’, ambas paralelas a la recta dada p 'y distantes de ella
k1. Se ve inmediatamente que los arcos DGF y DEF tienen
comunes dos puntos reales D y F situados en p y simétricos res-
pecto del eje comin EG a ambas curvas. Cualquier punto B
del arco DGF verifica:

PO+PA=k-|r,
y‘ otro punto N genérico del arco DEF verifica también:
NO+ NA=k-r.
Por lo tanto,

PM+PA=k=NS-NA;



luego los puntos de la curva ¢ compuesta de ambos arcos son del
lugar, y tienen la propiedad de que la suma de sus distancias a la
circunferencia y a la recta dadas es k.

P « |P #

|| _o*

Dl

.......................
e tma -l

r3 ANMRRNN E
\

K+p ,’ K+r
TFig. 16

Del mismo modo como se hizo en el problema anterior, puede
probarse que todo punto del recinto de ¢ es también del lugar, y
no lo son los puntos restantes del plano. El lugar es, pues, dicho
recinto con la curva o.

Como es k> c—+r, todos los puntos de la circunferencia da-
da son del lugar, y ninguno de ellos pertenece a .

2do. caso: k=c-r.

Sabemos que es GR--GO=k-+}r=c-+42r; osea, GO=r.
En este caso la parabola de directriz p” es, pues, tangente a la cir-
cunferencia, y, por consiguiente, RE=r.

der. caso: k>c—r, y k<lc-fr.
Si hacemos la construccién como en los casos anteriores vere-

mos (fig. 17) que el acco CVD de la parabola de foco O y di-
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-tectriz d’ ha de cortar forzosamente (o ser tangente exterior cuan-
do es k=c—r) a la circunferencia dada. Pues bien, la curva ¢
compuesta que limita el lugar en este caso es la misma que en los
precedentes, excepto el arco EVF interceptado en la circunferencia.
Basta ver que los puntos E y F distan k de p; y menos de k los
de los arcos EG y FD. En cambio, los puntos del arco EVF tie-
nen abscisa superior a k, y no pueden ser ya del lugar.

- Y.

» ~

Tig. 17

Sea M un punto genérico de ¢ entre E y F; trazando MA,
perpendicular a p, y el radio OB que pasa por M, ha de ser:

MA-+MB=k; MA+r—MO=k; MA—MO=k —r;

luego M es de la pardbola de foco O y directriz d” (paralela a p
y distante de ella k—r).

La curva ¢ de los casos anteriores sufre ahora una refraccidn
-en el circulo dado.



Tratemos de hallar la ecuacion polar del conjunto de arcos de
¢, siendo 0 el polo, y « el dngulo formado por el eje polar OH
y el radio vector genérico . La distancia ¢ desde un punto de
¢ a la circunferencia dada sumada al médulo de la abscisa de di-
cho punto (en el sistema de ejes OH, p) ha de ser k. Es decir,

94 [x| =k | [1].
Si el punto de ¢ no pertenece al circulo dado, es ¥=u—r1, y
si pertenece a este circulo, ¥=r—u, con lo cual es siempre
9= |w—r|. El valor |x| es la distancia del punto de ¢ a la recta
dada p. Sea X la proyeccién de u sobre OH. Si el punto se to-
ma en el arco CHD, es |x|=X—c¢c, y en caso - contrario |x|
=c¢— X — obsérvese que si el punto tiene una abscisa \|x|>¢, co-
mo es \=ucosa Y. i—nj>-a>;l, el coseno es negativo, y |x|=
=c-+ X —. Para todos los puntos de ¢ resulta, pues |x| =|c—X|
= lc—pcosa|. Sustituyendo en [1] estos valores tendremos:

w—r| 4 |c—pcosa| =k [2],
y, sucesivamente, \

lc—pcosa|=k— |p—r];
¢+ u2costa —2cpcosa=(k— |p—r|)Z;

et k—lp—r])
. 3)

COS & —

ecuaciéon que permite representar graficamente el conjunto de arcos
de parabola que limita al lugar con solo dar valores a u; el valor
méximo de pw es k-r, pues si fuese |u—r|>k tendriamos
|c— pcosal <0, como se deduce de [2], lo cual es absurdo.

El doble signo de [3] indica que cosca ha de tener dos valo-
res diferentes para cada valor de u, cosa que no es cierta sino
cuando 1/2 (c-Fk—r) 2 p<k-r. Y, en efecto, si_en [3] da-
mos a U valores mas pequefios, uno de los dos de cosa resulta
mayor que I, y debe despreciarse.

En la figura vemos que OL=1/2 (r4c—k), y sustituido
en [3] nos da para el coseno un valor igual a la unidad, y otro ma-
yor, que se desprecia. Para valores u<Z1/2 (r-Fc—k) los dos



— 37 —

del coseno son mayores que la unidad, con lo cual la curva ¢ estd
definida en el intervalo 1/2 (cFr—k)= p=k-+r.

14. — Si en el problema anterior consideramos fijo un punto
en la recta dada p y variable a otro en la circunferencia, obtene-
mos un lugar parcial, que es, a su vez, un area, y que yamos a de-
terminar. i

Sea r el radio de la circunferencia, O su centro y P el pun-
to fijo (fig. 18). Puede ocurrir tres casos: k = OP--r.

rer. caso: k>OP-}r.

Los puntos de una elipse de constante k-1 y focos O y P
son del lugar, pues si M es uno genérico se tiene:

MO-+MP=k-}tr; MAJ+MP=k.
Todo punto exterior a esta elipse no es del lugar, por ser M A
la menor distancia desde M a la circunferencia.

Tracemos ofra elipse de constante k —r homofocal a la an-
terior. Un punto N genérico de ella verifica:

NO-+NP=k —r; NB4NP=Kk;

luego N es también del lugar propuesto, y no lo son los puntoes

interiores a esta elipse, porque NB es la distancia maxima des- -

de N a la circunferencia.
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Todo punto H de la corona eliptica determinada por ambas
elipses es del lugar, pues

k—r<HPLHO<k-r,

es decir, siempre existen dos vectores desde H a la circunferencia
que sumados separadamente a PH dan k.
El lugar es, por lo tanto, la corona eliptica dicha.

20, caso: k=O0OP-r.

Las elipses que limitan la corona tienen, én este caso, por cons-
tantes k—r=0P y k-Fr=O0P 421 respectivamente. El lugar
es, pues, toda el area no exterior a la elipse de constante k—-r,
ya que la otra degenera en el segmento OP. La elipse limite de
este lugar es tangente en R a la circunferencia dada.

kS

Ber.. caso: k<COP—+4r y k>0P—r.

La elipse de focos O y P y constante k--r corta entonces,
forzosamente, a la circunferencia, y, lo mismo que en los casos
anteriores, pertenece y limita al lugar, excepto el arco MTH (fig.
19) interceptado en la circunferencia: Basta ver, en efecto, que los

X7, /////l 77 Y
4&@/[// i
I
J /
cia MBH, y sea PB un radio genérico de este arco. Sobre PB

puntos de este arco distan de P mas de k.
.
7 ///
existe siempre un solo punto N tal que, trazando ON, es NB=NA;i

Fig. 19



y este punto N es del lugar y corresponde a la curva que lo limi-
ta, por ser NA la menor distancia desde N a la circunferencia.
Se verifica:

r—NO=k—NP; NP—NO=k—r.

El lugar geométrico de los puntos N es, pues, el arco MNH
de la hipérbola de focos O, P y constante k —r.

Todo punto D no exterior al recinto MNHRM es del lugar
propuesto, por ser

DO+DP<k--r; DC+DP<k;

y si unimos M y D sera DM4-DP >k, luego han de existir
forzosamente en el arco MCH de la circunferencia dada dos pun-
tos, X, X, para los cuales sea DX -J-DP=Xk. El lugar es, por
lo tanto, la superficie rayada en la figura.

Cuando r=k, el arco MNH degenera en un segmento rec-
tilineo, que pasa a ser eje menor de la elipse, en tal caso de cons-
tante 2 k.

Los puntos de la curva compuesta que limita al lugar estin
ligados por la propiedad de ser k la suma de sus distancias a la
circunferencia dada y a un punto P exterior a ella. A esta propie-
dad que los unifica corresponde una sola expresion analitica con
modulos, que podemos obtener en coordenadas polares: Hagamos
OP=c, y sea O el polo. Desde él tracemos una secante cualquiera,
que cortard a la curva limite en puntos S, E.

Sabemos que es

SCLSP=EC-+EP=k,

y llamando d a cualquiera de los radios vectores correspondientes
a los pares de puntos S, E, la distancia de todo punto de la curva
a la circunferencia quedard expresada siempre por |d—r|. La
distancia de un punto genérico de la curva a P viene dada por

EP=Vd2+c2—2dccosa,

siendo en este caso d=O0OE. Para el punto S seria d=08S, y la
distancia, SP. La ecuacién que traduce la propiedad que sintetiza a
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los puntos de la curva compuesta toma, pues, la forma.

|[d —r1| + }/d2 42 — 2dccos o =k;

y, sucesivamente,

]/dz—{—c2——2dccosoc:k#‘|d—r\,

c2—k?—r?toadrf2ok|d—r|
ade

COS o —

A cada valor de d corresponden dos opuestos y admisibles de
@, con lo cual la curva es simétrica respecto del eje polar. En vir-
tud del término 2k |[d—r| existen dos valores para d, tales como
los correspondientes a los puntos S y E, que verifican [1], para
un mismo angulo.

De la figura se deduce que el radio vector de R wvale* 1/2
(r+c-k); sustituido en [1], y teniendo en cuenta que la dife-
rencia 1/2 (r--c¢+4 k) —71 es positiva, obtenemos cosa=1. Un va-
lor mayor de d nos conduciria a la desigualdad cosa ™1, por ser
k +r>c. El radio vector ha de cumplir de momento la limitacién
d=1/2 (cFr-+k).

"~ El d correspondiente a F vale 1/2 (cr—k), y la diferen-
cia 1/2 (¢c}r—k)—r es negativa; pero podemos cambiar los sig-
nos, por estar modulada en [1], y entonces dicha expresion es
COS 0 =1I. .

Un valor d<Z1/2 (r-4c—k) aumentaria el moédulo |d—z/,
y, por lo tanto, cosa, que llegaria a valer mas de la unidad. Lue-
go debe ser

/2 (c-tr—k)=zd=1/2 (c+rtk).

Dando a d valores que cumplen esta limitacion, sustituidos en
[1], encontraremos &ngulos - que permiten representar la cur-
va limite.

15. — Lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos ele-
gidos arbitrariamente en sendas circunferencias es k.

Sean O y O’ los centros de las circunferencias, y r y r’ sus
radios (fig. 20), supoiniendo r’ >>r.
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rer caso: k>00 —r-|r.

Con focos O, O tracemos dos elipses - ¢, ¢’ de constantes
k--r-1r y k—r—1" respectivamente. Es facil ver que los pun-
tos P, de la primera, y M, de la segunda, son del lugar, y pertene-
cen también: P a la elipse de focos A, B y constante k, y M a
la de focos F, H e igual constante.

. Todo punto exterior a ¢ no es del lugar propuesto, como tam-
poco lo son los puntos interiores a ¢’. Todo punto Q de la corona
limitada por ¢ y ¢ es del lugar, pues

k+r+1">0Q004+Q0 >k—r—1';

luego siempre existen dos oblicuas a las circunferencias que suma-
das dan k.

El lugar es dicha corona eliptica; y los circulos dados quedan
dentro de .

29, caso: k=00"—r}r.

Sumando ambos radios a los miembros de esta igualdad es
k+r+41r=00"+421. La elipse envolvente del lugar es tan-
gente en N a la circunferencia de radio r’. Restando la suma de los
radios es k—r—1r'=00"—2r, o sea, que el lugar es la elip-
se ¢ y su recinto. Cuando EN=Xk, ¢’ degenera en un segmento
rectilineo. Si es r=1" y k=00’, la elipse ¢ (en este caso cons-
tante k |-2r1) es tangente a ambas circunferencias en E y N.
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Jer. caso: k<&(\)O’—r+r’ yk>00 —(r-r).

En estas condiciones, la elipse ¢ ha de cortar por lo menos a
la circunferencia de radio r’ (cuando es OO0 —r’ 4-r<k<TOO’
—r-r’), y corta a las dos circunferencias dadas si es k<00’
—1’-r. Supongamos que ocurre esto dltimo. La elipse ¢ limita,
como en los casos anteriores, al lugar propuesto, excepto los arcos
DSG y BTE interceptados en los circulos conocidos, como es
facil probar (fig. 21). Se ve también facilmente que los puntos B
y E de la elipse ¢ los son asimismo de una rama de hipérbola

7

. )

5
g 4
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Fig. 21

homofocal a ¢ de constante k-r—r’; y que los puntos Dy G
pertenecen a una rama de otra hipérbola homofocal a ¢, de cons-
tante k-1 —r. Los arcos BCE y DMG de estas hipérbolas
mencionadas sustituyen, respectivamente, a los BTE y DSG de
¢; es decir, que la curva que limita al lugar es la BDMGE CB.
Todo punto H del recinto de esta curva es del lugar propuesto, cosa
bien facil de reconocer.

Si es r=r" la figura tiene dos ejes de simetria.

16. — Tomemos un segmento rectilineo A B de longitud k
(fig. 22), y con centro en uno de sus extremos — B, por ejemplo —
tracemos una circunferencia genérica G del haz de las de radio x
que verifica o =Zx = k, y centro B. Esta circunferencia corta en
X al segmento A B. Hallemos el conjugado arménico Y de X res-
pecto de A B, y desde Y tracemos todas las secantes y tangentes a
C. Hallar el 1.g. de los centros Z de todas las cuerdas y intercep-
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tadas por las secantes y tangentes en todas las circunferencias C
del haz mencionado (*).

Para la circunferencia C considerada el lugar de los centros Z
es el arco PBQ que pertenece a la circunferencia de diametro
" BY. Veamos cuél es el 1. g. de los puntos P y Q de tangencia en
todos los circulos del haz.

Es facil observar que las tangentes YP, YQ lo son asimismo
a la circunferencia fija Cj de didmetro A B. Por lo tanto, los pun-
tos P; y Q; genéricos son pies de las perpendiculares trazadas des-
de B a todas las tangentes a Cy. El lugar P; y Q; es, pues, una
podaria de Cy; y por ser B de Cj dicha podaria es cardioid
de Ck. '

Tenemos asi una figura constituida por la circunferencia Cp y
su cardioide respecto de B. Vamos a probar que el lugar propues-
to es el area comprendida entre estas dos curvas. En efecto: reco-
noceremos que un punto S del plano es del lugar cuando unido con
B, la perpendicular en S a BS no corta al segmento AB, o lo
corta en A. Mas no basta esto: es preciso, ademas, que dicha per-
pendicular tenga algin punto comin con la circunferencia Cy. Tra-
cemos por B una recta arbitraria BN, ) dos perpendiculares a
ella: una en M (punto de interseccién con Cy) y otra en N (pun-
to de interseccion con la cardioide). La primera perpendicular cor-
ta en A al segmento AB, y la otra es tangente a Cy. Luego en

(*) Propuesto por Carlos R. de las Cuevas.
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la semirrecta BN solo son puntos del lugar los del segmento M N
interceptado en el area dicha.

-Si, dada una circunferencia C, trazamos ademéis la que es tan-
gente exterior a ella de cenfro A, vemos que el punto Y ya aludido
es centro de semejanza directa de ambas circunferencias C, C'.
Podemos considerar entonces, no solo las cuerdas y interceptadas
en G por las secantes desde Y, sino también las Yy’ correspondientes
a G sobre las mismas secantes, y hallar el 1.g, de los pares de
puntos Z, Z’, centros respectivos de esas cuerdas cuando se traza
todos los pares de circunferencias tangentes G, G’. Obtendriamos el
area limitada por Cy y sus dos cardioides @, ¢’ simétricas res-
pecto de O (fig. 23).

Tig. 23

Si en una funcién y=1f(x), uniforme, continua, etc., con
puntos reales en. el primer cuadrante, modulamos la variable x,
a cada par de valores opuestos de x corresponderd uno mismo.
para y. Representard, pues, una linea simétrica respecto del eje
OY: los valores negativos de x en la funcién f (x) proporcionabamn
puntos a la izquierda de OY, que, en general, no existirin des-—
pués de introducir [x|, a cambio de obtener otros simétricos de
los situados a la derecha. Cosa analoga acontece en la funcién
x=¢ (y). Si en la funcion F (x, y)=o0 modulamos ambas varia-
bles desapareceran todos los puntos no situados en el primer cua-
drante, a cambio de los simétricos de éstos respecto de los ejes.
coordenados y el origen. !
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La ecuacién de la cardioide ¢’ referida a los ejes (X, Y,) es

(52 32 — 2037 = ha? (52 4-y2),

siendo a el radio de la circunferencia C,. Referida al sistema
(X, Y) serd x;,=x-}2a, y se trasforma en

[(x+20)2y2 —20 (x+2 )7 =4 a2 [(x+ 3 2)2 432,
(2 4y 42007 =fa2 [xI+y2 L ha (a+ 1))

Poniendo — x en vez de x se obtiene la ecuacion de la cardioide ¢:

(43— 2ax)2 —ha [x*+y2 4 ha (a—x)]

y modulando x, la ecuacién resultante representa el conjunto de los
cuatro arcos que limitan el lugar, de una parte:

(L y2—2ax))?=ha? [x* +-y2 4 La a— [x])]

simétrica respecto de los dos ejes.

Es claro que lo dicho de la modulaciéon de las variables en una
funcién plana es aplicable al espacio ordinario Ei.

Y

He aqui algunos enunciados de lugares de puntos areas en el

‘plano:

Superficies medias:
De las ramas de una hipérbola.
De una circunferencia y los lados de un cunadrado. Casos par-

‘ticulares.

De la lemniscata.

De la podaria de una curva. Etc., etc.

Otros lugares:

Sea V el punto base de un haz de circunferencia C;, todas tan-
gentes en V, cuyos didmetros - x cumplen la limitacion o =x = k.
Tracemos todas las cuerdas VX de las C;, y a partir de los extre-
mos X tomemos segmentos X P; de modo que sea VX +XP;=k.
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Los segmentos X P; son exteriores a sus circunferencias G; y se
construyen de forma que las tangentes en los X a las C sean bi-
sectrices de los angulos VXP;. Hallar el lugar de los puntos P.
Es decir, las cuerdas quedan refractadas.

Sean dos rectas r, ¥’ que se cortan en O. Tomemos arbitraria-
mente sendos puntos X, Y en esas rectas. Hallar el lugar de los
baricentros y ortocentros de los triangulos OXY.

Lugar de los puntos P tales que sea P X2 PY2=k, siendo
X e Y puntos arbitrarios de sendas rectas dadas.

Lugar de los puntos P que cumplen PX-FPY=kX e Y
son puntos arbitrarios de sendas ramas de una hipérbola). Casos
particulares.

Lugar de P cuando es PX.PY=k. X e Y puntos de sen-
das rectas. Casos particulares.
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CORONA DE GRUPOS Y SUS SUBGRUPOS, CON
UNA APLICACION A LOS DETERMINANTES

por RoserTO FRUCHT

INTRODUCCION

Varios autores (véase el breve resumen historico en el § 1)
han observado que con dos grupos de permutaciones P, y H
respectivamente en r y s variables, se puede formar un nuevo
grupo de permutaciones en rs variables, la «corona» P, [H].
Para la definiciéon de este grupo véase el § 2, para ejemplos
de «coronas» el § 3. Después de haber indicado, en el § 4,
la férmula general para el producto de dos permutaciones de
una corona, y en el § 5 unas consecuencias de dicha férmula,
paso, en el § 6, a la consideracién de ciertos subgrupos de una
corona, que estan en analogia con los subgrupos «meromorfos»
considerados en el caso de un producto directo por R. Remak
en Lit. 5) (¥*).

Como a estos subgrupos da origen un subgrupo invariante
J del grupo H, los denoto por P,/H;J] Tomando para P, el
grupo de orden 2, para H el grupo siméirico en n cifras jy
para el subgrupo invariante J el grupo alternado en n cifras,
obtengo (en el § 7) un grupo interesantisimo del orden (n!)?,
que s6lo para n <3 es isomorfo al producto de dos grupos si-
métricos en n cifras. En el § 8 se demuesira ademas que dicho
grupo es isomorfo al grupo de las permutaciones de los ele-
mentos de un determinante del orden n, las que no alteran el
valor del determinante.

§ 1. Breve resumen historico.

Parece que el primero que haya considerado, en un caso
particular, la ley de formaciéon de coronas de grupos, haya
sido A. Scholz en Lit. 8); él observd que con dos grupos
abstractos S y T, respectivamente de los o6rdenes o y T, s
puede formar un nuevo grupo abstracto del orden ot°, llamado

(*) Con la palabra ¢‘Lit.’’ me refiero siempre a la lista de ‘‘Literatura
citada’’ al final de este artieulo.



por él S T; este grupo no es nada méis que el caso parti-
cular de una corona de grupos S/T/, cuando para S se toma
la representacién del respectivo grupo abstracto por permuta-
ciones regulares. El ejemplo de grupos ciclicos habia sido con-
siderado por Scholz en una publicacién precedente (Lit. 7),
bajo el nombre «Metabelsche Dispositionsgruppe».

Otro caso particular, el de las coronas del tipo S,/H] (de-
signando por S, siempre el grupo simétrico en n variables, del
orden n!), ha sido considerado, casi simultdneamente, por B.
Neumann (Lit. 3) y W. Specht (Lit. 10). El primero con-
centra su interés en la generacion de S,/H]—y en particular
de S, /Sm] — por pocos elementos, estableciendo entre ellos
relaciones que definan el grupo; en cambio Specht, siguiendo
un consejo de 1. Schur, ha estudiado el problema de la repre-
sentacion de Sp/H] por matrices (sustituciones lineales homo-
géneas), y el mismo problema también para el caso de la co-
rona mas general P /H], en una segunda publicacion (Lit.
1) (%),

Mas tarde, e independientemente de las publicaciones ci-
tadas, G. Poélya lleg6 al concepto de las coronas de grupos, en
una publicacién (Lit. 4) igualmente interesante para quien se
ocupe de grupos, topologia combinatoria, teoria de funciones
complejas o quimica organica. Pélya da una definicion muy
intuitiva de la corona P./H] y aplicaciones interesantisimas a
la topologia combinatoria, observando que el grupo de auto-
morfismos de un «éalbero» se puede obtener aplicando a cierto
ntimero de grupos simétricos Sm,, Sm,, ... Sm, un nimero
finito de veces, las dos operaciones: formacién del producto
directo y de la corona.

Con la traducciéon «corona» del término aleméin «Kranz»,
yo quisiera seguir la terminologia de Polya, que me parece ser
muy feliz. Pero observo que en lo que sigue no supongo el
conocimiento del articulo de Poélya ni de las otras publicaciones
citadas mas arriba, sino que desarrollaré completamente el con-
cepto de la corona, en la forma méas adecuada para el estudio de
las cuestiones -a cuya solucién quisiera contribuir con la pre-
sente publicacion.

_(T) Cabe observar que. Neumann y Specht designan la corona por S, (H)

resp. P.(H). La notacién P.fH] y la misma palabra ‘‘ecorona’’ (en alemin
‘‘Kranz’’) se.encuentran por primera vez en la publicacién de Pélya (Lit. 4).



§ 2. Definicién de la corona P [H]. Descomposicion en com-
ponentes.

Dados dos grupos de permutaciones P. y H, respectiva-
mente. en r y s variables, consideramos en una sala r mesas
distintas; cada una sea rodeada de s sillas distintas en cierto
orden bien determinado. Distribuimos ahora rs personas, nu-
meradas desde { hasta rs, sobre las sillas, de modo que cada
silla sea ocupada exactamente por una persona. Sometiendo las
r mesas (con sus sillas, sin alterar, por ahora, el orden relativo
de estas ultimas alrededor de cada mesa) a las permutaciones del
grupo P, y sometiendo sucesivamente las sillas de cada mesa
a permutaciones del grupo H, las rs personas sufrirdn ciertas
permutaciones cuyo conjunto form(a un grupo de permutacio-
nes en rs variables.

Esta es una explicacién intuitiva del concepto de la corona
P,[H]. Una definicién exacta seria la siguiente:

Dados, como antes, un grupo de permutaciones en r
variables P, del orden =, y otro en s variables, H, del orden
n, consideramos r «ejemplares» de H, es decir r grupos H(),
H®), ..., H(), cada uno isomorfo (*) al grupo H, y con ellos
formamos el producto directo H(1)x H® X ...X H(r), es decir,
el grupo del orden n® en rs variables, por ejemplo en las varia-
bles ¥

(1) () L )

(L), (2 z@ L z(2)

:.1:1.(T) x, (%) Loz
que resulta cuando para cada p=1, 2, ..., r, las variables
2, (P), x,(P), ..., a(P), son sometidas a las permutaciones del

grupo H(®).
En otras palabras, si h,(1) es una permutacion de H(®)
(correspondiente, en base del isomorfismo H(1) ~ H, a la per-

(*) Empleo las palabras ‘‘isomorfo’’ e ‘‘isomorfismo’’ siempre en el sen-
tido de una corresyi)ondencla reeiprocamente univoca entre los elementos de dos
grupos G y H , la que mantiene la ley de multiplicacién, y denoto este
isomorfismo abreviadamente por G~ H.



mutacién hy de H), hy(2) una de H(®) (correspondiente a la h,
de H), etc., el elemento h,(1).hy(2).. .~ (M de H1) x H®) x ... X
H() es la permutaciéon de las rs variables :vgp ! que se compone
de la permutacion h,(1) de las variables z5(*) que forman la pri-
mera fila del esquema (I.), de la permutacion hy(?) de las va-
riables z5(2) de la segunda fila, etc.

Ahora bien, si el grupo P, tiene el orden n=1, definimos:
P/H]=H®xH?® X...xH®); si el orden n de P, es mayor
que 1, a cada permutacion p de P, hacemos corresponder la
permutacién p(°) de las variables xgp) que resulta cuando las
r filas horizontales del esquema (I.) sen sometidas a la per-
mutacién p (sin alterar el orden de las variables en cada fila),
y consideramos las permutaciones '

p) . h, @) hy®) . .. R

de las variables wgp) del esquema (I.), es decir, aquellas, en

donde primeramente las filas del esquema son sometidas a una
permutacion de P, y después las variables en las filas a per-
mutaciones que corresponden a las del grupo H. Estas nn* per-
mutaciones del tipo p(®).h(1) . hy(2). ... .h() forman la co-
rona P.[H].

Se ve facilmente que la corona P,/H] es realmente un
grupo. Sin anticipar la férmula para el producto de dos per-
mutaciones de P,./H/, la que sera indicada en el § 4 (y que
sirvié a Specht como definicién de la corona), se comprende «a
priori» que el resultado de dos permutaciones sucesivas del tipo
descrito es también una permutacién del mismo tipo (lo que
és suficiente para que un conjunto de permutaciones forme
un grupo). )

Cabe observar que es univoca la representacion de las per-
mutaciones de la corona P./H] en la forma

u=p(©) h,1) hy@ . ... k")

en donde p(%) es una permutacion de las filas (sin alterar en ellas
el orden relativo de las variables) y hép) es una permutacion de

las variables de la p-ésima fila del esquema (I.) (p=1,2,... 7).
Diremos que p(9) es la componente de la permutacién u respecto



de P,y hgm la componente de u respecto de H(®) (p=1, 2,
... r). Estad claro como hay que proceder para encontrar las
componentes de una permutacién u de las variables del esque-
ma (I.) la que pertenece a la corona P,/H]: primeramente se
considera sélo la permutacion p que sufren las filas horizontales
del esquema (sin tomar en cuenta, por ahora, lo que pasa con
las variables mismas en las filas); escribiendo dicha permuta-

cion de las filas como permutaciéon de las variables mgp), ob-

tenemos la componente p(®) de u respecto de P, Las otras
componentes se determinan después facilmente como las per-
mutaciones de las variables en cada fila que hay que agregar
a p(®) para obtener u.

Un ejemplo de esta descomposicion en componentes seguird
en el § 3.

§ 3. Ejemplos para coronas.

a) Consideremos un octaedro regular (Fig. 1) y su grupo,
es decir el grupo de los movimientos (rotaciones) que lo dejan
invariante. ‘Como se sabe, este grupo es isomorfo al grupo
simétrico S, en 4 variables, porque hay isomorfirmo entre
dichos movimientos y todas las permutaciones de las 4 rectas
que unen los centros de gravedad de dos tridngulos opuestos del
octaedro.

Fig. 1

Ahora pasamos a la consideracion del grupo que resulta
cuendo a los movimientos del octaedro agregamos todavia las
transformaciones compuestas de un movimiento y de la «re-
flexion al centro», la que reemplaza cada vértice del octaedro



por el diametralmente opuesto (por ejemplo A por D, B por E,
etc.). La reflexion al centro forma, con la identidad, un grupo
S, del orden 2, y es conmutable con cada movimiento; por
consiguiente, el nuevo grupo que estamos considerando, es iso-
morfo al producto directo S, XS, del orden 48.

Por otra parte, el mismo grupo se puede interpretar tam-
bién como corona S;/S,/, 'considerando como variables de
permutar los 6 vértices del octaedro; como los 6 vértices se
pueden dividir en 3 pares de 2 vértices diametralmente opues-
tos:

A D
(ILy { B E
C F

kS
y como el grupo considerado comprende todas las permutacio-
nes de las filas del esquema (II.) — grupo: S; — con suce-
sivas permutaciones, segin S,, en las filas, resulta, por defini-
cion, la corona S3/S, /.

Asi el «grupo amplificado del octaedro» enseia la exis-
tencia de un isomorfismo entre el producto directo Sy, XS, y la
corona S;/S,] (*) y vemos en este caso que una corona, con-
siderada como grupo abstracto, puede ser isomorfa a un pro-
ducto directo.

Aprovechemos este primer ejemplo «concreto» de una co-
rona para ilustrar, en un ejemplo, la descomposiciéon en com-
ponentes de una permutacion de la corona. Sea u una rotacion
del octaedro alrededor del eje «vertical» CGF por el angulo goo°,
seguida por la sustituciéon de cada vértice por el diametralmente
opuesto:

. (ABCDE‘F
EAFBDC)'

¢Guales son las componentes de u? Como u permuta A
y D, las «variables» de la primera fila, en B y E, las de la

(*) La existencia de este isomorfismo explica porqué en una publicacién
mia anterior (Lit. 1), el grupo considerado ahora, aparece sélo en la forma
del produeto directo S, X S, mientras Pélya, en la pig. 214 de la publicacitn
ya citada (Lit. 4), da la preferencia a la interpretacién como corona S;[S,].



segunda, etc., vemos que la permutacion de las tres filas es la
siguiente :

y por eso:

0= (52)-(ip)-(er) = (5icrnr).

p(® no es todavia igual a u, sino que es necesario hacer seguir
a p(0) las siguientes permutaciones en las distintas filas para
llegar a u:

en la primera: ninguna (tenemos B— A y E— D en p(0)
como en u) -

en la segunda: permutacién de B en E y viceversa

en la tercera: permutaciéon de C en F. y viceversa.

Por eso, las componentes de u respecto de H(1), H®) y

H(3) son, respectivamente, la identidad, hy(2) = (g g) y hy(3) = (g g)

b) Introduciendo todavia un sistema de coordenadas car-

tesianas, con el centro del octaedro regular como origen O y
—_  — -

con OA, OB, OC, como ejes positivos de las x,, ®,, x3; vemos
que el grupo S;/S,/ se puede representar también como grupo
de transformaciones de coordenadas del tipo:

3 2 3
T1=8%a , Ty=E TR, Lz=EdLy,

en donde (f B‘ZYI ) es una permutacién cualquiera y &;2=¢,?=
=g2=1.

De un modo general, todas las transformaciones en m va-
riables:

=8, (r=1,2, ..., m),

12...m
Oy O .. Oy
e2=1 (r=1, 2, ..., m), forman un grupo del orden 2m.m/,
el grupo <hiperoctaedral», que se puede interpretar como corona
S./Ss] (véase Specht, Lit. 10). En este caso, las 2m variables
de permutar son los puntos del espacio de m dimensiones los
que tienen todas sus coordenadas iguales a cero, con excepcién

siendo ( ) una permutacion cualquiera en m cifras y



de una que es igual a 1 o a — 1; las componentes de las
‘permutaciones de dichos puntos respecto de S, son las permu-
taciones de los m ejes de coordenadas sin tomar en cuenta su
sentido positivo o negativo.

Las permutaciones de la corona .S_,/S,]/ se pueden tam-
bién caracterizar como las permutaciones de las variables
Ty, Ty, ..., Toy, que dejan invariante el polinomio:

(®1 4 %3) (T3 +24) (T5+ %) - -+« (Fom—1T Tom)

o el otro («dual» al primero) (¥):

Ty By @y &y T3 T+ - - .+ Tom 1 Tom-

En el caso particular de m=2 obtenemos un grupo
Sy/8,] del orden 8, que es isomorfo al grupo diédrico del
mismo orden (= grupo de movimientos de un cuadrado en el
espacio).

¢) Las coronas S_/S;/ que acabamos de considerar repre-
sentan sélo un caso particular (n=2) de las coronas S,/S,]
del orden m!(n/)m. Evidentemente, S,,/S,/ se puede obtener
como grupo de las permutaciones de mn variables z;, %y, ...
Zpyn que no alteran el valor del polinomio:

(2@t 5 4 . %) (T Tt -+ Tan)
(xzn_[_l—i"‘ PR —'_wan) s e e e (x<m__1>n—|—j + “ e +xmn)
o del otro («dual» al primero):
TyLo@g . ov Ty Ty TngpoPnfg. - o . - Bop
17211_!_1 932n+2 PR w3n"+‘ e —’—‘x(:m.__j)n—]—j e e . wmn.

En otras palabras, se trata de todas las permutaciones quée per-
mutan entre si las filas horizontales del esquema:

(*) Hay aqui un principio de dualidad andlogo al que rige, en la légica
formalistica, para las operaciones ‘4’ y ““v’’.



I

.................................

Z(m—1)t-1s T(m—1)n+25 « + « Ty

de cualquier manera, permutando, ademéas, las variables de
cada fila de todos los modos posibles. Por eso, Specht llama
Sm/S,] el grupo imprimitivo completo del tipo (m, n).

d) El grupo <hiperoctaedral» Sy [Se] se puede considerar
también como caso particular de la corona S, /C,/ del orden
m!nm, designando por G, el grupo ciclico del orden n. S,/C,]
se puede caracterizar, en el grupo simétrico S,,. (que com-
prende todas las permutaciones de las cifras 1, 2, 3, ... mn—1,
mn), como el subgrupo de las permutaciones conmutables con-
un producto de m ciclos de a n cifras, por ejemplo con:

(1, 2,3, ...n) (n+1, n+2, n+3, ..., 2n)
(Bn+4-1, 2n+-2, ..., 3n). ... .(m—1)n+1, ..., mn).

Consideremos todavia el caso particular de que n--1=p
sea un ntmero primo. En este caso, Sy,/Cy]=Sm/Cp_;] se pue-
de interpretar también como el grupo de ciertos automorfismos
de un grupo abeliano del orden pm que es el producto directo de m
grupos ciclicos del orden p. Sean a;, @y, ..., @, m elementos
del orden p que engendran dicho grupo abeliano (o, en otras
palabras, que forman una base del grupo abeliano). Entre todos
los automorfismos del grupo abeliano, habra ciertos que permu-
tan cada elemento a, (p=1, 2, ..., m) en un elemento a.
o en una potencia a,° de un elemento a, (r==p o r=p). Evi-
dentemente, estos automorfismos forman unf corona S,/ Cp_, ]/,
del orden m!(p— 1)™, y tratandose de un subgrupo del grupo
de todos los automorfismos del grupo abeliano considerado,
resulta que m!(p—1)m debe ser un divisor del orden de este
altimo grupo, es decir de

(p™—1)(p™—p)(p™—p2). ... . (p®—p™)
=pitet8. . e (p1)(p2—1)(ps—1). ... (pm—i—1)(pm—1)

mim—1"

o o=p 2 (p—U.(1+p)({+p+p?)
(14+p+p*+p*). ... .(14+p+p*+...4p)
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Simplificando atn por el factor comun (p— 1)@, obtenemos
asi un teorema de la teoria de los ndmeros:
Para cada numero entero positivo m y cada numero primo
p el producto
m(m 1)

(1+p)(1 +P+p2)
(1+p+p2+p3)- oo (I4pF+ppi. 4 p)

es idivisible por m!
Cabe observar que este teorema resulta también como con-

secuencia inmediata de la siguiente férmula demostrada por I.
Schur (Lit. g9): Con las notaciones abreviadas

spy=1+x+x2+... 4,
[o]=1
y

[m]_(xm—1)(w“1—1~1)(xm~2—1). R )
B (z—1)(x2—1)(x®—1). ... (2t —1)

para O<<p<m es

m—1

mfm—1; U(“' —1) Sm—M—1
m
T2 L8858y ... .Sy q—ml. D (—1)r [ ] ( )

p=o0

Esta férmula ensefia que para cualquier nimero entero,z (y no
s6lo un némero primo p) el producto

m(m—1) m(m—1)

T2 818985 ... Sy y=x 2 .(I-4x)(1+x-+ta2)
(14+ax+a2+4a3). ... . (1+z+a2+... fan1)

es divisible por m/

e) Un subgrupo del grupo S,,/C,/ es la corona C,/C,]
del orden mn™ (siendo, por supuesto, G, el grupo ciclico del
orden m). Para C,,/C,] se puede dar la siguiente interpretacion
«cinematica» (variando ligeramente un ejemplo indicado por
Pélya):
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Cada uno de los m vértices de un poligono regular que
pueda girar en su plano alrededor de su centro, sea reemplazado
por una circunferencia del pequefio radio r; situada en el mismo
plano y que pueda girar alrededor de su centro. Sobre cada
circunferencia marquense todavia n puntos equidistantes. (Una
ilustracién del caso: m=2>5, n=14, se encuentra en la Fig. 2).
Fijando cierta posicién primitiva del poligono y de las «rue-
das», consideramos ahora todos los movimientos planos de
ellos que conduzcan a una posiciéon que difiera de la primitiva
s6lo por una permutaciéon de los mn puntos marcados sobre
las n circunferencias («ruedas»). Dichas permutaciones for-
man un grupo isomorfo a C,/C,/, considerando como variables
de permutar los mn puntos marcados; més exactamente dicho:
los de una circunferencia forman siempre las variables de una
fila del esquema (IIL.).

En lugar de las permutaciones de las mn variables, po-
demos considerar también las sustituciones monomiales en m
variables z,, z,, ..., z;; que correspondan a las m ruedas, dis-
tinguiendo los n puntos de una rueda sélo por factores 1, e,
€2, ..., @71 en donde & es una primitiva rajz n-ésima de la
unidad.

Asi, el grupo C/C,] se podria engendrar por las dos
sustituciones monomiales:

(21 A N zm)

.

29232, . 2y 7y
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(21 29 83 o0 Ty g zm>

€2 29 23 + v Zy_1 Zm

f) De un modo méas general, cada corona del tipo P,/C,]
se puede escribir como el grupo de sustituciones monomiales
en r variables que se obtiene cuando a cada permutaciéon de P,
escrita en r variables zy, z,, ..., z.:

2y 29 23 .. 2r
Zozl Za2 Za:,, o Zar
hacemos corresponder las n* sustituciones monomiales:
Zy Zy 23 ... 2
€1%a, €5%a, E3%ay - -+ Erlar .
con g,0=1(p=1, 2, ... r).

Reciprocamente, cada grupo de sustituciones monomiales
en r variables, cuyos «factores» ep son raices n-ésimas de la
unidad, es un subgrupo de la corona S,/C,/ del orden r/nr (*).

$§ 4. La ley de multiplicacion en P [H].

Volvemos ahora al caso general de una corona cualquiera
P.[H], formada con dos grupos de permutaciones P, y H,
respectivamente en r y s variables, y preguntamos: ¢cudl es el-
preducto de dos permutaciones de P, [H ], por ejemplo el pro-
ducto

(PO h(® . o ). (O kW) Fy() . LR ()),

siendo hgm y lcép) dos permutaciones de HP) (**) (p=1,2,...,r)

(*) DPara los que conocen la teoria de los ‘‘graphs’’, afiado que la corona
S-[H] se puede interpretar como el grupo de automorfismos del ¢‘graph’’
formado por r ‘‘ejemplares’’ de I' ,ecuando H es el grupo de automorfismos de
un ‘‘graph comexo’’ I'. En una publicacién anterior (Lit. 2), he demostrado
que para cada grupo abstracto H existe una infinidad de estos ‘‘graphs’’ que
tengan un grupo de automorfismos isomorfos a H.

(**) Que correspondan a las permutaciones hp y kp de H en virtud del iso-

‘morfismo H (P) oo H.



y p(©) y ¢(© las permutaciones de las variables x( P) que resul-
tan cuando aplicamos dos permutaciones p y q de P, a las r
filas horizontales del esquema (I.)? (En otras palabras, quere-
mos determinar el producto de las permutaciones con las com-
ponentes p(0), by, hy(2), ..., R™ y ¢(0), kMW ky(2), ..., k™).

Supongamos que ¢ sea la permutacién que transforma la
cifra p en Bp (p=1,2, ..., r):

1 2 ...r
Iv. _
(v, 1 (Bl B, B)

En este caso, ¢(0) serd la misma permutacién, pero aplicada a
las r filas del esquema (I.), y por consiguiente, transformara
wg’)) en xéﬁp\ (p=1,2,...,r; 6=1,2, ..., 5)

En primer lugar determinaciones la permutacién (g~
h,(1) g(0), es decir la transformada de la permutacion h,(1)
por la permutacién (0. h;(1) permuta s6lo las variables w(f) ‘

de la primera fila de (I.); pero, a raiz de la permutacién pre-
cedente (q(%))~1 se encuentran alli las variables que pertene-
cian primitivamente a la fila B;; y por la sucesiva aplicacién
de ¢(9), dichas variables vuelven a ocupar la fila By, después
de haber sufrido la permutacion hy1) en la primera fila. En-
tonces, el efecto de la- permutacion (@1 hyf1) q(0) serd el “si-
guiente: las variables z,(Bi), z,(Pd), ..., SC(Bl)de la fila B; son
permutadas entre si, como si hubiéramos aplicado- a ellas la
permutacion h,(B) (es decir la permutacién que corresponde a
la permutacién h; de H, en virtud del isomorfismo HP)~H);
. las variables de todas las otras filas no sufren ninguna permu-
tacién. Asi vemos que es:

(q(0) )t hy(1) g(0) =h, (B
De manera analoga siguen las relaciones
| (q(0))—1 hF()P) q(0) = hgﬁp) )

y multiplicando todas éstas, para p=1, 2, ..., r, obtenemos
el resultado s

(g1 (AW R . ... h()). g0 =hB) Ry (Ba). ... R (B
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Introduciendo todavia la permutacion g—1, inversa a la

(IV.):

av) q_1:(1 2 3 ... r)’

Y+ Y2 Y3 -+ n

obtenemos la siguiente férmula 'para la transformaciéon de

hyWhy®@) . ... . k() con g(0:
(V) (q0)1 (h®hs(® . ... 7). q(O) =hy (DR, @ . ... by (0.

Esta féormula permite ahora el calculo del producto de
dos permutaciones

u=p(0 hy®Ohy® . ... . ¢

=g k) k@ . )
de P,/H]J:

g —pO kW hy®) . ... B g Iy Iy, LRl
— p(0) g0}, (g(®))1 . (R Why®). ... 1) . q(O) JeyWey(®). ... Ity
—p(©) (0. hy, Wh @, ... Ry ® kW@, L.k ®
— p(0) q(0) .y W ey, @ ky(® L L ey, ) ey o),

Observando que es
p(9) q(©) = (pq)®)

y escribiendo mas brevemente (hy ko ) (P) para la permuta-
ci6n hg‘: kf)p)- de H(P) que corresponde a la hy, ko de H
(en virtud del isomorfismo H() ~H), sigue la ley de mulii-
plicacién en P [H]:

(VL) (p© hy@hy®. ...  h®))(qOI® @ . ... . k@)=
(p @) (hy o)D) (R e )2 . . . (B Feg)(®),

" Esta formula ensefia que en la multiplicacion de dos per-
mutaciones de P./H], las componentes respecto de P, se mul-
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tiplican, pero no las otras componentes, sino que la compo-
nente del producto respecto de H(P), es igual a (hyp ko )(P), es
decir a la permutacion correspondiente al producto de hyp
(y no de hy ) por kp , en donde Y, es la cifra en que la per-
mutacién ¢! permuta la cifra p (¥).

§ 5. Observaciones generales sobre coronas.

a) La formula (VI.) aplicada al caso
1 2 38...r
p:q;(i 2 3 ... r)’
permite comprobar la exactitud de un teorema que ha sido
establecido por Specht:
Lias permutaciones de P.[H] cuya componente respecto de
P, es igual a la identidad (o en otras palabras, las permutacio-
nes que permutan sélo entre si las variables de la primera fila,
las de la sequnda fila, etc., sin que haya una permutacidn de
las filas del esquema (1.) entre si) forman un subgrupo ‘inva-

riante E,[H] de P [H], del orden n*, e isomorfo al producto
directo H®) x HE) x ... x H).

Ademas rige el isomorfismo

P.[H]
E.[H] Npr,

y por eso podemos enunciar el siguiente teorema més general:
Si P, posee un subgrupo P’., del orden =’ vy del indice
%, también P,[H] posee un subgrupo P’,[H] del mismo indice

Fid

- (o del orden =’ .nr). Si P, es un subgrupo invariante de

E]

P., también la corona P’,[H] es un subgrupo invariante de la
corona P [H].

(*) Ahi estd la diferencia entre la corona P,[H] 7y el producto directo
Pr X HY x H¥x ... x H®;
pues. en el easo de un producto directo, se multiplicarian no gélo las eomponen-
tes respecto de P, , sino también las otras.
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Ejemplo: El grupo simétrico S,, posee en el grupo alter-
nado A, un subgrupo invariante del indice 2; por eso, también
, .
la corona S./S,/ (considerada en § 3, c) posee un subgrupo
invariante del indice 2 en A /S,/. Este Gltimo grupo se puede
caracterizar como el conjunto de las permutaciones de z;, %,
«+w Ty, que dejan invariante el polinomio

(T4 %g .o By — Ty 1 Tpfg- v - Tap)
(mlxz. s .xn—w2n+1$2n+2. PR .wgn). e e

(-T(m—g)n-H T(m—2)nf2- --- L(m—1)n — L(m—1)np1 L(m—1)nt2- -+ -xmn)-

b) Hasta ahora hemos considerado las coronas P,/H] como
grupos de permutaciones, por ejemplo de las variables del
esquema (I.); pero, ahora la formula (VI.) nos da también la
posibilidad de comparar diferentes coronas y, eventualmente,
constatar su isomorfismo como grupos abstractos.

Por ejemplo, si conocemos un grupo de permutaciones H’
en s variables que sea isomorfo al grupo de permutaciones H
en s variables (pero s’=/=s), podemos formar, con un grupo de
permutaciones P, en r variables, las coronas P,/H] y P./H’],
que seran diferentes como grupos de permutaciones (lo seran ya
en virtud del distinto namero de variables de permutar que es
respectivamente igual a rs y rs’). Pero la formula (VI.), en
que no entra por nada la cuestion si las componentes hg)

y kfjp) sean permutaciones en s o s  variables, ensefia que hay

isomorfismo entre P,/H] y P.,/H’], considerando las dos co-
ronas como grupos abstractos:

P[H] ~ P[H], cuando H ~ H.

- Ejemplo: Designemos por Ry(Ss)la representacion del gru-
po S; por permutaciones «regulares» en 6 variables (*); la co-
rona Sy/R,(Ss)] serd un grupo de permutaciones del orden 72

(*) Quiere decir que representamos dos elementos (de 6rdenes 2 y 3 respec-
tivamente) que engendran el grupo abstracto S, por las siguientes permutacio-
nes en ¢ cifras: :

123456 123456
respectivamente
465132 28156564



en 12 variables, pero, como grupo abstracto, isomorfo a la
corona Sy/S;], grupo de permutaciones en 6 variables.

c) En cambio, st r==t y n(=orden de H)>1, no hay
nunca isomorfismo entre las coronas P [H] y Q[H], aunque P,
y Q; sean dos grupos de permutaczones (respectivamente en r
y t variables) zsomorfos entre si.

Demostracion: No puede haber isomorfismo, porque el
orden de QY/H], nn?, es distinto del orden de P,/H], nn" (por
ser r==t y n>1).

Ejemplo: Ry(Ss)[S,] del orden 6.26=38%4 no es isomor-
fo a S3/S,/, grupo del orden 6.28=48.

d) El teorema que acabamos de demostrar enseiia que el
concepto de corona no es un concepto de la teoria abstracta de
grupos, como lo seria, por ejemplo, el de producto directo
(siendo -

GXH ~ G XH,
cuando

GGy HeH).

Asi, con dos grupos abstractos G y H se pueden formar
diferentes (y no isomorfas) coronas: G, [H], G, [H],
Gr, [H], ..., tomando varias representaciones del mismo gru-
po abstracto G por permutaciones (distintas por el nhimero
de las variables de permutar) (**). Si se deseara conseguir que
hubiese solamente una corona G[ H] para dos grupos abs-
tractos Gy H, serfa menester elegir una representacién de G-
por permutaciones, entre todas p081bles, tomando, por ejemplo,
la representacion de G por permutaciones regulaves, llegaria-
mos (como ya observé en el § 1), al «producto» G H de
Scholz (Lit. 8). De lo contrario, el concepto de corona es
s6lo un concepto «semi-abstracto», perteneciendo por la mitad
al campo de los grupos de permutaciones. Segtin mi opinién, en
eso hay que ver una ventaja; pues, dé esta manera dos repre-

(**) Naturalmente, se podrian formar también coromas del tipo Hs [G],
Hs, [G],... Cabe observar que para ‘coronas no vale una ‘‘ley conmutativa’’
(ecomo para productos directos: G X HeoH X G ); por lo general, las dos co-
ronas G, [Hs | y Hs; [Gr ] serdn grupos distintos (y mo isomorfos).
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sentaciones Gr, y Gr, del mismo grupo abstracto G- por
permutaciones conducen, por lo general, a dos coronas G, [H]
y G, [H] diferentes (es decir no isomorfas entre si).

e) Sin embargo, se obtienen casos interesantes de coronas
s6lo cuando estas tGltimas resultan ser grupos transitivos de
permutaciones. A este respecto, se podria facilmente demos-
trar el siguiente teorema:

Para que el grupo de permutaciones P.[H] sea transitivo
en sus rs variables es necesario vy suficiente que los dos
grupos de permutaciones P, y H sean transitivos en sus r
(resp. s) variables.

f) Estd claro que el grupo de permutaciones P,/H] es
siempre imprimitivo; los campos de imprimitividad son for-
mados por las filas horizontales del esquema (I.).

&

§ 6. Subgrupos P [H; J] de una corona.

Pasamos ahora a la consideracion de ciertos subgrupos
interesantes de una corona P,/H]. '

Ya en § 5a) hemos conocido los subgrupos P,’/H], que
corresponden univocamente a los subgrupos P, de P,.

Otros subgrupos de P;/H] se obtienen admitiendo, para
las componentes respecto de H(), H(®), ..., H™, sélo jpermu-
taciones que (en los . isomorfismos H(P) ~H) corresponden a
un subgrupo H’ de H (*). '

Combinando los dos métodos indicados paralaformacion de
subgrupos, -obtendremos coronas del tipo P’,/H’] como sub-
grupos de Pr/H] (con P, subgrupo de P, y H’ subgrupo
de H). -

Pero, asi como en el caso de un producto directo, los sub-
grupos mas interesantes son;los que no son mas productos di-
rectos (**), también las coronas poseen cierta clase mds inte-
resante de subgrupos que (por lo general) no son mas coronas
(y que estan en cierta analogia a los «productos subdirectos»
estudiados por Remak en ¢l caso de productos directos (**).

(*) Tomando para H’ el subgrupo E del orden I,obtendremos P, [E],
el subgrupo (del orden n ) de las permutaciones de P, [H] euyas componen-
tes — con excepeién de la respecto de P, , son todas iguales a la identidad.

(*¥*) Véanse a este respecto las publicaciones de R. Remak sobre produe-
tos directos y sus subgrupos (Lit. 5 & 6).



Supongamos que el grupo H (del orden n) posea un sub-
grupo invariante J del orden e (y del indice Y=—2—). Dividi-
mos los elementos de H en y conjuntos de mod. e elementos,
reuniendo en un conjunto los elementos que son entre si con-
gruentes mod. J (*). Eligiendo en cada conjunto un repre-
sentante h, (p=1, 2, ..., v), obtenemos la siguiente des-
composicion de los elementos de H en los y conjuntos:

(VIL) H=Jh,+Jhe ...+ Jhy

En este desarrollo, siendo J un subgrupo invariante de H,
se puede definir una multiplicacion de los conjuntos mis-
mos (*¥):

(VIIL) (Jha ). (Ths )=JThe(ap)

porque todos los productos de un elemento cualquiera de un
determinado conjunto Jhy con un elemento cualquiera de un
conjunto Jhg pertenecen a un mismo conjunto, cuyo «name-
ro» depende sélo de los numeros o y B. -

Ahora construiremos en P,/H] un subgrupo P.[H;J] de
la siguiente manera: Si u=q(0k Mk, () ... k™ es una per-
mutacién de P,/H] y si a k,(1) (la componente de u respecto
de H@) corresponde (en virtud del isomorfismo HV~H) la
permutacion k, de H, determinamos el conjunto Jhy en (VIL.)
al que pertenece dicho elemento k,; u haga parte de P,/H;J]
s6lo si pertenecen al mismo conjunto Jhy también todas las
otras permutaciones ky, ks, ..., k, de H, que corresponden (en

virtud de los isomorfismos H® ~H, H®) ~H, ..., H"~H)
a las permutaciones k,(2), k33, ..., k() (que son las com-
ponentes de u respecto de ]{(2) HE), , HM)Y.

En otras palabras, P,/H:J] comprendre, por definicion,
s6lo las permutaciones de P,/H] cuyas componentes respecto
de H®), H®), ..., H" correspondan a elementos ki ko oo,
k, de H que pertenezcan todos a un mismo conjunto Jhy (o
todos a Jhy, o todos a Jh,, etc.).

(*) Dos elementos » y k¥ de H se llaman congruentes méd. J, cuando
hk —1 (el producto de h por el inverso de k) pelteneee al subgrupo invariante J.

(**) Es la misma que da origen al grupo T .



El ntmero de las permutaciones del tipo considerado es
igual a

no.
yr—172

nyer=mnne~l=mn

hay que demostrar atin que ellas forman un grupo. Para eso,
escribimos la ley de multiplicacion (VL) en P,/H] en la
forma ‘

(VL) (p() keyMEy@ . ... kM) (g LM L,E). ... L)
= (pq)(o) (kY] ll)(l) (kY? l2)(2) e (k\r, lr)(,,),

con
(IV,) q““lz(! 2 3 ... r)

Yo Yo Y3 oY A

en donde se tratara, ahora, de dos permutaciones del tipo parti-
cular que estamos considerando: para los elementos k;, koy ..oy
k. de H, que corresponden a las componentes Fk,(1),
Ey(2), ..., k{7, existe un conjunto Jhe a que todos ellos per-
tenecen, y hay un conjunto Jhg al que pertenecen todos los
elementos I, Iy, ..., I, de H, que corresponden a las compo-
nentes L,(1), 1,2, ..., 1. La férmula (VI.) ensefia que el
producto de nuestras dos permutaciones tiene, respecto de H(),
H®),... H™", las componentes (ky, 1. )0, (kyy1l,)®), ..., (kv 1 )7
Los elementos correspondientes de H son los productos ky, I,
ey, b, ..., kvrl,, y como cada ky, pertenece al conjunto Jha ,
y cada I, al conjunto Jhg , todos esos productos kv, I, ky, Iy,
.. kv, l- pertenecen a un mismo conjunto Jhp(a_g), definido
por (VIIL). Asi hemos demostrado que el producto de dos
permutaciones de P,/H;J] tiene la misma propiedad que ca-
racteriza P;/H;J], o que P,/H;J] es un grupo:

Cada subgrupo invariante J de H, del indice ng, da

origen a un. subgrupo P.[H; J] de la corona P [H], que es del
orden myer=mnyer—1 y comprende las permutaciones de P [H]
cuyas componentes respecto de H(1), H®), ..., H) corresponden
a t elementos de H que son congruentes entre st mdd. J.
Ejemplo: Si d es un divisor de n, en la corona Cp/Cn] del
orden mn™ podemos formar el subgrupo Cn/C,;Cq] del orden
mndm—1, Por ejemplo, el grupo Cys/C,] del orden 5.45=5120



(véase Fig. 2) posee el subgrupo C;/C,; C,] del orden 5.4 . 2¢=
320, cuyos elementos son rotaciones cualesquiera del pentigono,
con sueesivas rotaciones de las b «ruedas» con 4angulos que,
simultdneamente para las 5 ruedas, son o un multiplo par o
un multiplo impar de goo°. :

Si H posee varios subgrupos invariantes J, J°, .. ., podemos
por supuesto, formar varios subgrupos P,/H:J], P,[H;J ], etc.
de P,/H]. Se demuestra facilmente que P,/ H;J'] serd un
subgrupo de P,/H;J], si J° es un subgrupo de J.

Dos casos extremos se pueden presentar para P,/H;J]: que
J es igual al entero grupo H, y que J=UFE (=subgrupo del
orden 1) comprende s6lo la identidad H. Evidentemente es
P,/H;H]=P,[H]. Mas interesante es el otro caso: PJ[H;E]
es del orden nn y comprende, por definicion, las permutaciones
de P.[H] que tienen la forma q(® k@) k(@) ...k®, en donde las
componentes k1), k@), ..., k® respecto de H(), H®), ..., H®
corresponden todos a un mismo elemento k de H.

Formando el producto de dos permutaciones de dicho sub-
grupo P,/H:E], la ley de multiplicacion (VI.") ensefia que
en este caso particular (ky=ky=...=k=k; l;=l,=...=
l,=1), se multiplican no sélo las componentes respecto de P,
sino también las respecto de H(), H(®), ..., H™:

(pO KW k) . ... kD) (qOIW @), ... . I")=
(pg)© (R)® (kL)@ . ... . (kLY.

Ademés ensefia esta férmula (o también la férmula (V.)
del § 4) que los elementos (%) del subgrupo P,/E] son conmu-
tables con los elementos del tipo k(WE®). ... . k™ (los que tienen
la componente respecto de P, igual a la identidad y las otras
correspondientes a un mismo elemento de H). Como estos ele-
méntos forman un subgrupo del orden n, isomorfo a H, el
subgrupo P, [H:E] es isomorfo al producto directo de P.[E]
(O Pr) y H

(IX.) P.[H;E]~P.xH.
Ejemplo: En S3[S,] — que es, segn § 3,a), el grupo am-

plificado del octaedro —el subgrupo S;/S,;E] sera isomorfo
al producto directo S3XS,;. En la Fig. 1, este subgrupo es el



que deja invariante la recta que une el centro del tridngulo
ABC con el del triAngulo DEF.

§ 7. El grupo S,[S,; A,] del orden (n!)2.

Tomando P,=S§; (con r=2, n=2), H=S, (con n=n/)
y J=A, (el grupo alternado, con e= % y Yy=2), como sub-
grupo P,.[H;J] de la corona P.[H] obtenemos el subgrupo
Sy [Sys An] de S, /S,], que se puede caracterizar como el con-
junto de "las permutaciones en 2n variables z;, x5, ..., y, que
dejan invariante el polinomio:

IT (2 — 2 ). I (% pge — Tndn) - (1<k<\<n)
<\ k<)

Este grupo S,/Sp;A4,] ofrece un interés particular por tener
el mismo orden (n/)2 como un producto directo de dos grupos
simétricos en n variables. Por eso se podria creer que S, /Sy; A,/
fuera isomorfo a un producto directo del tipo T'XU con
T'~U~S,. Pero, como demostraremos en este parrafo, hay
isomorfismo s6lo para n=2 y n=23; ya para n=4, el grupo
S, [Sn; Ap] no es isomorfo a S, XS,, sino de distinta estruc-
tura. , -
En el caso de n=2, siendo A;=F del orden 1, se trata
del grupo S,/S,;E] que, en virtud de la férmula (IX.) del §
6, es isomorfo al producto directo S, X S,. .
Para demostrar también el isomorfismo:

(X.) - Sy [S3:A3] ~ 83X S,

conviene considerar los dos grupos como subgrupos de Sg, deno-
tando las variables de permutar brevemente por las cifras de
1 a 6; bastard indicar un automorfismo A del grupo S; que
tenga la siguiente propiedad: A deja invariante la permutacion

a=(1,2) (4,5),
pero transforma

b=(1, 5, 2, 6, 3, 4)=(1,4)(2,5)(3,6).(4,5,6)
en

c=(2,3)(4,5,6)
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y, por consiguiente, transforma el subgrupo S,/S;; A5/, engen-
drado por a y b, en el subgrupo S;XS;, engendrado por a y
c. Gomo dos subgrupos que son transformables por un auto-
morfismo, son isomorfos entre si, con la indicacién del auto-
morfismo A habremos demostrado la foérmula (X.).

Pues bien, un automorfismo A de S; que tiene las pro-
piedades indicadas es el que transforma las permutaciones (*):

b=(1, 5,2, 6,3, 4)
y d=(1, 5)
en

b'=(2,3)(4,5,6)=c
y d'=(1,3)(2,6) (4,5);

con eso (**¥) queda demostrada la formula (X.).

Pasando al préoximo caso: n=14, demostraremos que
Sy /S4; A,] no es isomorfo al producto directo S;x S,, aunque
el orden de los dos grupos sea el mismo: (4/)2=>576. Denota-
remos las variables de S,/S,;A,] por las cifras de 1 a 8;
las permutaciones de S,/S;; A,/ tendran entonces la forma
p(® k,(1) ky(®) , en donde k(1) y ky® son, respectivamente, per-
mutaciones de 1, 2, 3, 4y 5, 6, 7, 8, ambas pares o ambas
impares; p(®) es o la identidad o la permutacion (1,5) (2,6)
(3,7) (4,8).

¢ Cuantas permutaciones de S,/S,; A,/ tienen el orden 3?
Como las componentes de las permutaciones de S, /S, ] respecto
de P,=S, se multiplican en la multiplicacién — véase la for-
mula (VL) —para un elemento de S,/S,;A,/ que tenga el
orden 3, la componente respecto de Pr=3S, no puede tener el
orden 2 y por eso, debe ser la identidad. Asi vemos que los
elementos del orden 3 son:

(*) las que engendran ya todo el grupo simétrico S; de modo que A es,
,completamente definido por la indicacién de las permutaciones b’ y d’ que co-
rresponden a b y d.

(**) Siendo ¢ — b’ por definicién, basta demostrar que 4 deja invarian-
te la permutacién ¢ = (I, 2) (4, 5), lo que se puede averiguar por céleulo di-
recto del elemento (b’—1 @’D’)—12 d° (b’—1 @’B’) . (b’d’b’—1)—1a’
(b’ @’ b’—1) que corresponde (en virtud del automorfismo 4) a '

a= (b—1 db)—1 d (b—1 @b).(bdb—1)—1 @ (bdb—1).



los 8 ciclos del orden 3 en las primeras 4 variables: (1, 2, 3),
(1,3,2), (1,2,4), (1,4,2), (1,3,4),(1,4,3), (2,3,4),(2,4,3);
los en las otras 4 variables: (56,6,7), (5,7,6), (5,6,5), (5,8,6),
(5,7,8), (5,8,7), (6,7,8), (6,8,7):

y ademas, los 64 productos de uno de los primeros 8 ciclos
con uno de los segundos 8 ciclos; no hay otros elementos del
orden 3 en S,[S,; A,].

Todos estos son también los elementos del orden 3 en el
grupo S, X S,, formado por los productos de permutaciones
cualesquiera en las cifras 1, 2, 3, 4 con permutaciones cuales-
quiera de 5, 6, 7, 8.

¢CGomo se distribuyen estos 80 elementos del orden 3 en
clases de elementos conjugados (*), sea en S;/S;;A,/, sea en
S, % 8,2 En S; X8, tenemos 3 clases de elementos conjugados:
una formada por los & ciclos: (1,2,3), (1,3,29, (1,3,4), etc.
otra formada por los & ciclos: (5,6,7), (9,7,6), (6,7,8), etc.
y una tercera formada por los 64 productos: (1,2,3) (5,6,7),
(1,2,3)(5,7,6), (1,3,2)(5,6,7) etc.

Pero, en S,[S;; Ay] los 16 ciclos del orden 3 forman una
unica clise de elementos conjugados; por ejemplo es:

(1,2,4)=[(3,4)(5,6)]71.(1,2,3). [(3,4)(5,6)] 0(5,6,7)=
[(1,5)(2,6)(3,7)(4,8)]. (1,2,3). [(1,5)(2,6)(3,7) (4.8)].
en donde (3,4)(5,6)y (1,5)(2,6)(3,7)(4,8) son permuta-
ciones de S,/[S,; A,/ ‘

Asi vemos que en S,/S,;A,] existe una clase con 16 ele-
mentos conjugados del orden 3, hecho que no se presenta en el
grupo S, X.S;, en donde las clases formadas por elementos de
orden 3, tienen o 8 o 64 elementos. Por eso, los dos grupos
tienen una estructura diferente y no puede haber isomorfismo

entre ellos.
De un modo méas general, se puede demostrar que para
ningun valor de n=4 hay isomorfismo entre S,[S,; A,] vy
. n . .
SaX S,; pues, en S, [Sn; Ap/ todos los 4 ( 3) ciclos del orden
3 forman una unica clase de elementos conjugados, mientras en

(*) Dos elementos % y v de un grupo se llaman conjugados. si en el mismo
grupo hay un elemento z tal que z—!uz = v.



S X Sn no hay, entre los elementos del orden 3, ninguna clase
con 4 ( ) elementos conjugados.

1
§ 8. Las permutaciones que no alteran el valor de un deter-
minante.

Sea

-all, ‘alg, ey ;al,,v

D;n (’an: Q15 + ooy ann) =

Clnl, »(1,12,'. P

el determinante formado con n? wvariables independientes ay,
Ay9, o ..y O, ¢A culles permutaciones se pueden someter las
variables aj), sin alterar el valor del polinomio D, (ay, @y,
PR «a,m)‘?

Para n=2, por ejemplo, vemos que las 4 permutaciones:

_(0115012 a?l'a22) (anaiz azvazz) (an (g9 tlay azz) <a11a12 “21“22)

(11 Qg9 gy Uga) 5 \Uyy Ugy Ayollag) 5 \Ugg llyo oy Ayy/ 5 \Ugg Ugy Uyg Uiy

no alteran el valor del determinante Dy (ayy, ays,@sy, 055), siendo

SERCT I Qgg oy

(21 Ogo

iy oy| __
g9 Qg

(g yo

|2y gy Uypyy
y no hay més ques estas 4 permutaciones con la propiedad bus-
cada; ellas forman un grupo abeliano, producto directo de dos
grupos ciclicos del orden 2.

También para n>>2, las permutaciones de las n? variables
ap, que dejan invariante el determinante D, (ayy, 045, ..., @),
evidentemente forman un grupo; demostraremos que este gru-
po es del orden (n/)? e isomorfo al grupo S,/S,: A,/ conside-
rado -en el § 7.

Demostracién: Cuando dos variables aqg y ays no perte-
necen ,a una misma fila (siendo ¢ /=y) ni a una misma colum-
na (siendo, ademéas, Br/=9) del determinante, en el desarrollo

D, (a5, 15, ....0m) == +aja, a2, A3a, - -+ - lna,
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del determinante en una suma (y resta) de n/ productos, exis-
te por lo menos un producto que comprenda los dos factores aag
y ays ; en cambio, cuando es a=7y o B=25, ninguno de dichos
n! productos es divisible por el producto as3 ays . Una permuta-
ci6n p de las variables az\ que no altera el valor de su deter-
minante, puede permutar esos n!/ productos sélo entre si, y por
consiguiente, la propiedad de dos variables de pertenecer a una
misma linea (¥*) er invariante frente ala permutacién p, oen otras
palabras, cuando dos variables pertenecen a una misma fila o
columna, también después de haber sometido a la permutacion
p, se encontraran en una misma fila o columna.

Este razonamiento se puede facilmente extender a 3, 4,
..., n variables de una linea (fila o columna), demostrando que
variables de una misma linea quedan variables de una linea (de
la misma u otra). En otras palabras, una permutacién p de las
variables az)x que no altera su determinante D, (‘@p Aggy« o Appl),
produce una permutacion de las 2n lineas del determinante
enlre si, y mds exactamente, una permutacion (<«imprimitiva»)
o de las filas entre si y de las columnas entre si, o bien cam-
bidndose las filas por columnas y éstas por aquéllas.

Aun més, como cada elemento de un determinante esta
caracterizado univocamente por el nimero de su fila y el de
su columna, bastard indicar la descrita permutacién de las
lineas ;(filas y columnas) producida por p, para caracterizar
completamente la permutacién p misma. Asi vemos que el
grupo de las permutaciones de las variables ar\ que deja inva-
riante su determinante, es isomorfo a un subgrupo del grupo
de todas las permutaciones de las filas entre si y de las colum-
nas entre si o de los cambios de filas por columnas y recipro-
camente. Este grupd es una corona S,/S,/, considerando las
filas y las columnas del determinante como las 2n variables
de .permutar. ¢

Nuestro grupo es un subgrupo de este grupo S,;/S,/ (y
no ya el grupo entero); pues, no todas las permutaciones des-
critas de filas y columnas dejan invariante el determinante,
sino que hay unas que cambian el signo del' determinante,
dejando invariante solo el- cuadrado de D, (ayy, @45, - . ., @um)-
Como cada permutacion impar de las filas o columnas cambia

(*) La palabra ‘‘linea’’ designa indistintamente una fila o una columna.
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el signo del determinante, para evitar un cambio del signo de
Di, (ay4, a4, . . ., @t,,), 0 hay que limitarse a permutaciones pares
de filas y columnas, o hay que Ctombinar una permutacion
impar de las filas con una permutacion impar de las columnas,
y en ambos casos se puede hacer preceder un cambio de las
filas por las columnas y de éstas por aquéllas (sin alterar su
orden relativo). Pero, el conjunto de estas permutaciones for-
ma justamente el subgrupo S,/S,;A,] de Sy /[Sy].

En resumen: Las permutaciones de las n? variables ap
que no alteran su determinante

Dn (HH, alg, e ey ann) T== [ eeccsccsrarenae

forman'un grupo del orden (n!)2, isomorfo a S, [Sy; Ay] (pero,
para n=4, no isomorfo a S, XS8,). Las permutaciones que
dejan invariante el cuadrado {D, (ayy, ays, ..., ay,) % forman
un grupo del orden 2(n!)2, isomorfo a la corona S,[S,]. El iso-
morfismo resulta considerando las permutaciones de las filas y
columnas de Dy (agy, 849, ...,8,,).

Por fin, se puede observar que las permutaciones de las n?
variables ap\ que dejan invariante no sélo su determinante,
sino también" el producto ay, tgyas3. ... .a,, de los elementos
de la diagonal principal, forman el subgrupo S,/S,;E] que es
(en virtud de la férmula (IX.) del § 6) isomorfo al producto
directo 'S, X S,,.
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Al unir los puntos medios A’, B’, ¢’ de los lados del
triingulo ABC se obtiene el tridngulo A’B’ (7 dentro del
cual debe estar I para que con los segmentos z,y,z se pueda
formar un fridangulo, pues solamente en ese caso se verifica
que: z<<y-+tz y<zx4zyz<z+ty.

El punto I representa al par de puntos interiores al seg-
mento cdado y que lo dividen arbitrariamente en tres segmentos
con los cuales se puede formar siempre un tridngulo.

20, Study representa (en Abh. d. math. phys. Kl. d. Kgl.
sichs. ges. d. Wissensch. Leipzig 1893) cada tridngulo por el
puntc de L3 cuyas coordenadas son los tres lados del mismo.

Este es el método seguido por Wolff en el «Journal fir
die reine und angewandte Mathematik» Band 153 s. 66.

3o. Utilizando un interesante teorema de Pompeiu (1) nos
proponemos representar cada tridngulo por un punto del plano
de la manera siguiente: )

Sea el triangulo A B C equilatero e I un punto cualquiera
del plano (Fig. 2); si unimos I con los vértices del triangulo
dado obtenemos los tres segmentos I A, I B, I G con los cuales
podemos stempre formar un triangulo.

Objeto de esta nota es el estudio de estos métodos de re-
presentacién y su comparacion entre si, aplicando todos ellos
al problema concreto de calcular la probabilidad de que un
tridngulo del cual se dan arbitrariamente los tres lados, sea
acutangulo u obtusangulo (2).

2. — Problema previo es el siguiente: 19. Eih cada uno
de los tres métodos citados caparecen todos los tridangulos?
29, ¢Aparece cada uno méas de una vez?

Inmediatamente se observa que en el método usado por
Poincaré solamente se obtienen los tridngulos de perimetro
prefijado y cada uno de ellos una sola vez si se tiene en cuenta
el orden de los lados, o bien seis veces si se prescinde de él, ires
si es isosceles, una si es equilatero.

Como cualquier tridngulo es semejante a alguno de éstos,
la familia de todos ellos queda normalizada por esta condi-

(*) ‘‘Bulletin de Mat. et de Ph. pures et appl. 1935.

(®) IEste problema, para el primer método de representacién, se encuentra
ya resuelto por E. LEMOINE, Quelques questions de probabilités resolues géo-
métriquement. Bull. Soc. Math. France t. 11.



ci6n de perimetro prefijado, que permite representar todos los
semejant‘es entre si por un mismo punto.

En el método de Study, por el contrario, tridngulos seme-
jantes estan representados por puntos de una semirrecta de.
origen 0 y se logra normalizacién analoga considerando como en
el método de Poincaré los tridngulos de perimetro a+ b+ c=1
los cuales estin representacdos por la superficie del octaedro
cuyos semiejes z,y,z, valen 1 (normalizacién octaédrica).

Otro modo de normalizacién seria éste: sustifuir cada
triéngulo por otro tridngulo semejante que cumple la condicion

a? b2+ ¢2=1, es decir, basta dividir los lados a, b, ¢, de cual-
quier triangulo por ]/ a?+4-b2+-¢?; claramente se ve que los puntos
representativos forman en este caso la superficie esférica de
ceniro 0 y radio 4 (normalizacién esférica).

También con este método se obtiene cada tridngulo una
sola vez si se tiene en cuenta el orden de los lados o bien seis
veces si se prescinde de él.

En el método que proponemos, basado en el teorema de
Pompeiu, se observa desde luego que los tridngulos muy peque-
flos no estan representados; (hasta observar en efecto que en un
tridngulo equilatero el centro tiene la propiedad de hacer minima
la suma de distancias a los tres vértices. En efecto, recordemos
que el punto de F ermat (o de Steiner) de cualquier triangulo,
esto es, aquel cuya suma de distancias a los vértices es mi-
nima, es el punto desde el cual se ven sus tres lados bajo angulo
de 1200 y este punto coincide con el centro, si el tridngulo es
equilatero.

No hay, en cambio, cola superior para las dimensiones de
los tridngulos definidos con este método, puesto que existen
puntos en el plano cuyas distancias a los tres vértices del
triangulo equilatero superan a cualquier numero.

También se ve inmediatamente que cada tridngulo tiene en
la representacién que estudiamos dos semejantes; en efecto:

. . PA
para obtener un punto P que cumpla las condiciones —-=

PB __PC
B = basta construir dos de los lugares geométricos definidos

por dos de estas igualdades; considerando, por ejemplo, la pri-
mera, resulta una circunferencia cuyo didmetro estd situado
en la recta AB y separa arménicamente al par AB. Anéloga-



. PB _ PC s
mente considerando la segunda: 5= resulta una circun-

ferencia cuyo diametro esta situado en B C y separa al par BC.
Hay, por tanto, a lo sumo dos puntos P;, P, intersecciones de
ambas circunferencias, que representan dos tridngulos seme-
jantes al de lados a,B,y; si las circunferencias son tangentes,
los puntos son coincidentes; si no se cortan, no hay solucion.
Veamos en qué condiciones se verifican cada una de estas
soluciones. Para ello resolvamos el siguiente problema:
Dadas tres circunferencias coneéntricas de radios a<<f <y
cconstruir un tridngulo equildtero cuyos vértices estén en ellas

(Fig. 3). .

Fig. 3

Elegimos un punto cualquiera en la circunferencia de ra-
dio y como vértice (; con centro en dicho punto hacemos gi-
rar 60° la circunferencia de radio o la cual puede cortar a la
circunferencia de radio B en dos puntos B y B’. Construyendo
sobre BC (o B’C) un tridngulo equilatero tenemos el trian-
gulo pedido.

Segun sea

B—a<O0' <B+a; 00 =3-La; V0O >3- aq,
es decir,
B—a<y<B+oa; y=B+4a; Y>a++B |

habra respectivamente dos soluciones distintas, dos coincidentes
0 ninguna, por tanto siempre que sea § — a <<y < o es decir,



siempre que los segmentos dados formen tridngulo, habra dos
puntos distintos cuyas distancias a los vértices de un tridn-
gulo equilatero son proporcionales a «,f,y; cuando sea y=oa-f
(pudiendo ser o no a=0) es decir, los segmentos dados for-
man un tridngulo degenerado, habra dos soluciones coincidentes
y finalmente cuando sea y>a -1, o sea, cuando los segmentos
no forman tridangulo no habrd ninguna solucion.

Hemos comprobado que hay dos puntos que representan,
trisngulos semejantes al de lados a,B,y, pero, dcomo estin
situados respecto de la circunferencia circunscripta al tridngulo
equilatero? Consideremos uno de ellos y su inverso respecto de
la circunferencia circunscripta; estos dos puntos definen trian-
gulos semejantes, segiin la conocida propiedad: «Dos puntos
inversos respecto de la circunferencia circunscripta al tridngulo
equilatero definen tridngulos semejantes» (1), luego el segundo
punto buscado debe coincidir con el inverso del primero.

Por tanto, como todos los puntos interiores a la circunfe-
rencia tienen sus inversos fuera de ella, los triangulos que
definen los puntos interiores son semejantes a los que definen

los exteriores. ,

En este método de Pompeiu cada tridngulo propiamente
dicho y todos sus semejantes estin representados en el plano
por seis puntos y' sus seis inversos respecto de la circunferencia

(*) Dos puntos inversos respecto de la circunferemcia ecireunserita al tri-
angulo equilatero definen tridngulos se-
mejantes (fig. 4).

Los puntos M y N por el teorema de
Pompeiu definen tridngulos, y tam-
bién dividen armoénicamente al dia-
metro ROS pues se tiene:

OM. ON = OR?
luego, la cirecunferencia de centro O es
el lugar de los puntos:
ﬂ_ﬂ_%_C_M: Cte.
AN RN BN CN
Fig. 4 por tanto, los tridngulos definidos por
dos puntos inversos som semejantes.

Nota: Si el tridngulo 4BC no es equilitero pueden los dos inversos no deter-
minar tridngulo, pero si uno lo determina, también su inverso, y los tridngulos.
obtenidos son semejantes.



circunscripta al tridngulo, ntmero que se reduce a tres si el
tridngulo dado es isbsceles y a uno si es equilatero.

3. — Calculemos ahora la probabilidad de los tridngulos
acutangulos y obtusdngulos en cada uno de los métodos citados.

19. Método de Poincaré. Solamente los puntos interiores
al tridngulo cuyos vértices son los puntos medios del triangulo
equilatero y cuya altura es el perimetro dado, determinan
triangulos; los puntos de los lados de dicho triangulo” deter-
minan tridngulos impropios, pues ellos tienen un lado igual a la
suma de los otros dos.

Para encontrar el lugar de los puntos que determinan
triAngulos rectangulos, acutangulos y obtusangulos, considere-

/

Fig. 5

mos los ejes rectangulares OA y OC y busquemos las dis-
tancias de un punto [ (zy) a los lados a,b,¢ (Fig. 5), un
caleulo facil conduce a este resultado: Los tridngulos serdn
acutdngulos, rectingulos u obtusdngulos segun que se verifique:

bz 4 4

—l_z'—ﬁyz_ 1z yZ_‘_j %0

O sea ‘

(2 )rezo



En forma aniloga procedemos con los otros dos lados y
encontramos’” que los puntos que determinan tridngulos rec-
tingulos se hallan sobre una de las ramas de cada una de las
tres hipérbolas cuyos centros estin en las alturas correspon-
dientes al lado considerado como eje de las 2, y que pasan
por los vértices del tridngulo interior al de altura prefijada;
los puntos que determinan tridngulos obtusdngulos y acutan-
gulos son los interiores y exteriores respectivamente a las
hipérbolas anteriores.

El area del recinto cuyos puntos determinan tridngulos
es: :

teys 1.
A= o =45 =0.14434

Para hallar el area del recinto cuyos puntos determinan
tridngulos obtusangulos se calcula una integral doble que se
reduce a la integral simple de una expresion irracional cuadra-
tica y resulta finalmente

Ao __ 1 (3”_ — g2 ) = 0,03282
0 sea

(7 —31g2)=0,09846

Finalmente, €l 4rea del recinto cuyos puntos definen trian-
gulos acutingulos la obtenemos por diferencia entre las dos
halladas y es: '

Agy— ]—/% (3192 — 2)=0,04588

Luego, la probabilidad de los tridngulos obtusdngulos en el
triangulo parcial es:

0,09846
2 — 2
Pov= 5 1aa35 = 0-682
la de los acutangulos:
e
P 0,04588 20,318

ac = 0.14434
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Si consideramos el tridngulo total tenemos:
Pyy= —lg2=0,17055

Pie=31g2—2=0,07945.
La probabilidad de formar tridngulo con los tres segmentos.

obtenidos se sabe que es 1/4, si consideramos el triangulo total,
o bien 1 si consideramos el tridngulo central A’ B’ (.

20. Método de Study

a) Normalizacion octaédrica (Fig. 6).

Fig. 6

Con este método, si deseamos triangulos de lados positivos,
debemos considerar la cara a-+b-4c=1 del octaedro, y en
dicha cara los puntos interiores al tridngulo A’ B’ C’ cuyos la-
dos son las intersecciones del plano a+4b-fc=1 con los
at+b—c=0, a—b-+c=0, —a-b-+c=0, son los Gnicos
que determinan triangulo; los puntos situados en los lados de
dicho triAngulo dan tridngulos impropios; los tridngulos rectan-
gulos estan determinados por los puntos situados en las inter-
secciones del plano a4b-4c=1 con los conos c2=ua2- 0%,
b?=a2+c2, a?=>2- c?; los puntos comprendidos entre di-
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chas intersecciones y los lados del tridngulo A’ B’ C’ dan trian-
gulos obtusangulos y los restantes puntos determinan tridngulos
acutangulos. .

Como el area de la cara A B C del octaedro es:

E)'s =V?3:0,86602, por ser [= V§,

y la del tridngulo donde se encuentran los puntos que determi-
nan tridngulos es un cuarto de la del total, es decir 0,21650, la
probabilidad de que exista tridngulo dentro del tridngulo A B C
es 1/4, y en el tridngulo central es 1 “

\ia”
O 'k 1>

Fig. 7

Calculemos el 4rea de la superficie cuyos puntos deter-
minan tridngulos obtusdngulos; para ello hallamos el Aarea
de la proyeccién de dicha superficie calcalando la integral
correspondiente y obtenemos:

Ap=19/8—31g2/2=0,08526,
luego el area buscada es:

008526 _ 6 14766

=g [i *““92] RYE

2 L4

restando 0,14766 de 0,21650, obtenemos el area del recinto
cuyos puntos determinan firiangulos acutingulos que es:

A=Y 3192 —2]—0.06884,
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por tanto, la probabilidad de obtener tridngulos obtusangulos
en el triangulo central es:

014766
Pop = 0,21650 =0,682,
y la de los acutangulos es:
0,06884
Py = 021650 0.318;

si consideramos el tr-iéngulo total resulta:
Pip=9/4—31g2=0,17055
P,,=31lg2 —2=0,07945 |

b) Normalizacidn esférica (Fig. 8)

Consideremos el octante de la esfera 22 - y2 - 22 =1 donde
"se encuentran los puntos que determinan triangulos de lados
positivos; de todos los puntos del octante sélo los interiores
al triangulo esférico A’ B’ (’ cuyos lados son las intersecciones
de la esfera con los planos a4-b—c¢=0, a—b-4c=0,
—a-b-c¢=0, determinan tridngulos; los situados sobre los
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lados ' de dicho tridngulo dan triAngulos limites; los que deter-
minan tridngulos rectangulos estan situados en las interseccio-
nes de la esfera a2 b2-4c?>=1 con los conos c¢?2=a?- b2,
b?=ua?+-c2, a?2=02+4-c2; los triAngulos obtusingulos estan
determinados por los puntos comprendidos entre dichas inter-
secciones y los arcos de circulo maximo cuyos puntos dan los
tridngulos limites, y los restantes definen los tridngulos acu-
tangulos. . A
El area del octante de la esfera x2- y2 - 22—=1 es:

A= =1,57079

z
2

Hallemos el area del triangulo esférico A’ B’ C’ cuyos pun-
tos determinan tridngulos; para ello calculemos el area de los
tres tridngulos esféricos restantes cuyos puntos no dan tridn-
gulos y tenemos:

cos ¢ =cosa/2.cosb/2==rcosldo .coss50=1/2 |
cosA’=tgb/2.colc’=0,67735
A =B =540 43 56"
E=C4A 4B — 1800 =900 4-2.54° 43’ 56" — 180°) =
=190 27’ 52?{” =70072"
S=E,=0,33972,

luego el area de los tres tridngulos es 1,01916, y la de la
superficie buscada es: ’

1,57079 — 1,01916 =0,55163.

Por tanto la probabilidad de que exista tridngulo deniro
del tridngulo A’B’C’ es 1 y si consideramos el triangulo
total resulta:

055163

Py= 157079

=0,351.

El area de la superficie cuyos puntos determinan trian-
gulos acutangulos la obtenemos calculando el area de los tres
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cuartos de casquete de altura 2~2V2 que es—[ {—Q—V?—)—]
%'(2 —ﬁ):0,46008 v restandola del 4rea del octante:

Age=5 — 7 (2—V2)=7 (2V2—4)=0,19054.

Si al area de los tres cuartos de casquete le restamos la
de los tres tridngulos cuyos puntos no dan triangulos, obtene-
mos el drea del recinto donde se encuentran los puntos que
determinan triangulos obtusangulos que es:

Ay =1,38025 — 1,01916 =0,36109,

luego, la probabilidad .de obtener tridngulo acutangulo en el
tridngulo A’ B’ C’ es:

0,36109

Po= 0,55163

— 0,345

-y la de obtener tridngulo obtusdngulo es:

086109 _ () 654

: : Pop— 0.55163

pero si consideramos el octante AB(C resulta:
P,.=0,121
P,y =0,230

30. Método basado en el teorema de Pompeiu. A cualquier
punto del plano corresponde siempre un tridngulo; veamos
ahora qué clases de tridngulos se obtienen con los distintos pun-
tos del plano.

Los puntos de la circunferencia circunscripta dan triangu-
los limites, es decir, que tienen un lado igual a la suma de los
otros dos como lo demuestra M. N. Obrechkoff en el «Bulletin
de Mat. et de Ph. pures et appl.» Bucarest (1935-36 p. 4).

Busquemos el lugar de los puntos' que determinan tridn-
gulos rectangulos, acutdngulos y obtusangulos.



— 15 —

Si consideramos los ejes rectangulares 0; B y 0, A, las coor-
denadas de los vértices son: A (1/2,0), B(0,1Y3/2),C(—1/2,0).

—=—=impropiosZ

Segun sean los tridngulos acutingulos, rectangulos u ob-
tusangulos, debe verificarse que:

TA24-1C2Z 1B

(0— U2+t (o Y2p 92 Za2+ (y— D7)
9 1v3 o
2+ (y+ ")~ 20

Anélogamente con los otros dos lados. Encontramos asi

que los puntos que determinan tridngulos rectangulos se hallan
sobre las circunferencias de radio [ con centro sobre las media-
trices de cada lado y que pasan por los vértices respectivos;
los puntos que determinan tridngulos obtusdngulos y acutan-
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gulos son los interiores y exteriores respectivamente a las
circunferencias anteriores.

Como con este método a cualquier punto del plano corres-
ponde siempre un tridngulo, resulta que si consideramos los

. . ol n ;
puntos del circulo de area = (1/3.73)? = - 2=102. 1,0472, la
probabilidad de obtener triangulo es: 1.

El area del recinto a cuyos puntos corresponden tridngu-
los obtusingulos, la obtenemos calculando el area de los tres
segmentos circulares de amplitud 60° y radio [, y la de los

. . l 5 .
tres segmentos de amplitud 7200 y radio — /3, luego, el area
v (5]

buscada es:

Ay = 2 (167 — 12 y3)=12.0,8859.
A
La diferencia entre el area del circulo de radio l? 73 yla

recién calculada, nos da el drea del recinto cuyos puntos repre-
sentan triangulos acutangulos, y es:

A= 2 (57— 6 y3) =2 (6y3—3=)—P.0,1613

Por tanto, la probabilidad de los tridngulos obtusingulos
es:

0,8859

Poy = 1,0472

=0,846

y la de los acutangulos:

Poo= 2105 — 0,154

1,0472

Si en vez de considerar los puntos interiores a la circunfe-
rencia , circunscripta, consideramos los exteriores que determi-
nan tridngulos semejantes a los ya considerados, las probabili-
dades resultan:

P =1
Po—1
Py=0
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Las probabilidades obtenidas con los diversos métodos son:

10, Poincaré

AABC AABC
Py =1 P, =0,250
P,.=0,318 P,.=0,079
P,,=0,682 Py=0,171
&

20, Study

a) Normalizacién octaédrica
P, =1 P, =0,250
P,.=0,318 P,.=0,079
P,,—=0,682 Py, =0,171

b) Normalizacién esférica

Pl, :1 Pi :0,351
P, =0,345 P,.=0,121
P,,=0,655 P, =0,230

3°. Pompeiu

P. int. circunf. P. ext. circunf.

P =1 P =1
P,.—0,154 Po=1
P,,=0846 Py=0

La coincidencia de los resultados obtenidos ‘al calcular
la probabilidad de los tridngulos acutangulos y obtusangulos
con el método de Poincaré y con el de Study cuando se norma-
liza con la condiciéon -y z=1, se debe a que ambos mé-
todos son equivalentes, pues si bien en el primero se forman
los tridngulos con las distancias de un punto interior al trian-
gulo equilatero a los lados del mismo, y en el segundo con las
coordenadas de un punto del plano x4y z=1, dichos seg-
mentos .son respectivamente proporcionales, luego las areas de
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los tridngulos obtenidos deben ser también proporcionales y
por tanto las probabilidades son iguales.

Fig. 11

En efecto, si consideramos como triéngufo de Poincaré la
cara x4+ y-z=1 del octaedro y llamamos &, n, ¢, las dis-
tancias dse P a los lados, y =, y, z, las coordenadas del mismo
punto, de la semejanza de los tres triangulos rectangulos se

deduce:

por tanto, los segmentos son respectivamente proporcionales.



