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SOBRE LA PARADOJA DEBERTRAND 
por ESTHER FERRARI 

Muy conocido es el siguiente problema de Bertrand: 

« On trace au hasard unecorde dans un ceircle. Quelle est la 
probabi1ité pour qu'elle soit plus grande que le cóté du triangle équi
latéral inscrit~)). 

Teniendo en cuenta que si un triángulo equilátero está inscripto 
en una circunferencia de ramo R, la distancia de sus lados al centro 
es R/2; el problema se puede enunciar así: 

Dados dos círculos' concéntricos de radios R y Rj2, si se traza 
al azar una cuerda en el círculo de radio R ¿ cuál es la probabilidad 
de que la ~uerda corte también al otro círculo? 

Berf:randdá tres soluciones de este problema, que conducen a 
tres. resultados diferentes, expuestos en casi todos los tratados de 
probabilidades. La cuestión parecía agotada, pero no hace mucho 
apar,ecióen la revista de la A~ademia de Ciencias de Estocolmo 'una 
memoria' de prestigioso autor (1), cuyas conclusiones son muy discu
tibles. La crítica de ,e ste trabajo y el claro planteamiento del pro
blema constituyen el objeto de este trabajo de seminario, realizad() 
como alumna del Instituto Matemático de la Universidad de Bue
nos Aires. 

Como Berband utiliza Ciertos principios de siluetría que ocultan 
el conoepto, vamos a puntualizar la esencia de, ~u razonanuento,· 
poniendo de manifiesto el significado de probabilidad que es el de 
medida de un conjunto parcial de elenlentos, respecto de 'un conjunto 
total. La medida es, como se sabe.. una función aditiva de conjunto, 
no siendo necesario en esteprob1ema postular la aditividad infinita. 
Según sea ,el sistema de coordenadas adoptado' .g.e.rá distinta la expre
sión de la 111edida, la cual tiene, como se sabe (2), la forma 

Ir (l;, '1) d l; d '1, 
A 

. ·donde f (~, rt)es una función positiva arbitraria. 

e) HENRIK PETRINI, Leparadox-e de Bertrand. Al'kivfor matematik, astro
nomi ocl! fysik. Band 25 A. N f} 16. 1936. 

(2) H. POINCARÉ. Calcul des probabilités, 2'). edición, pág. 120. 
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Refiriéndose a la indeterminación originada por esta función ar
bitraria dioe Deltheil: « Para una clase extensa de problemas esta 
indeterminación desaparece imponiendo la condición siguientel: el 
resultado del cálculo debe ser invariante para un desplazamiento de 
conjunto de la figura. Este punto de vista liga las probabilidades 
geométricas a la teoría de la medida de los conjuntos. 

Consideremos el círculo de radio R = 1 Y la cuerda A R: 

~~+----r----------X 

Fig. 1 

. l. a ' Solución: Dice Bertrand (3) : 

"Si 1 'une des extl'émités de la cOl'de est connue, ce renseignement ne chan
ge pas la probabilité; la symétI'(e du cercle ne p~rmet d 'y attacher aucune in
fluence, favorable ou défavorable a 1 'al'l'ivée de 1 'événement demandée. 

L 'une desextremités de la corde étant connue, la direction doit etre réglée par 
le hasard. Si 1 'on trace les deux cotés du triangle équilatéral ayant pour sommet 
le point donné, ils forment entre eux et avec la tangente trois allgles de 609 • 

La cOl'de pOUl' etre plus grande que le coté du tl'iallgle équilatéral, doit se 
tl'ouver dans celuí des trois allg1es quí est compl'is entre les deux autres. La 
probabilité pOUl' que le hasard entre tl'ois angles égaux qui peuvent le rece
voir le dirige dans celui - la semble par définition égale 1/3". 

Este razonamiento de Bertrand equivale a esto: 

Como coordenadas· de la cuerda se toman los ángulos polares 
(1' y ~; y se toma como probabilidad elemental d (1. d ~~ El párrafo 
transcrito, traducido 'en el lenguaje del cálculo integral, equivale a 
esto: El punto A puede encontrarse en cualqui~r punto de la circun':'" 
ferencia. Luego (1 puede tomar todos los valores cOlnprendidos en
tre o y 2 n. 

Fijo A, si A B es el lado del triángulo equilátero inscripto 
~=(1+1200 . 

C) J. BERTRAND. Calcul des ProbabiUtls. Paris, 1889; pág. 4. 
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La probabilidad P de las cuerdas mayores que el lado del trián
gulo equilátero inscripto, es por consiguienlle: 

2. a Solución. - Dice Bertrand: 

"Si 1 '011 conllalt la directioll de la corde, ce renseigllemellt ne change pas 
la probabilité; la symétrie du ca'cle ne permet d 'y attachel' aucune influence 
favorable ou défavoTable a 1 'arl'ivée de 1 'événement demandé. 

La direction de la corde étantdonnée, elle doit, pOUl' etre plus grande que 
le coté du tl'iangle équilatéral, coupel' 1 'un ou 1 'autre des rayons qui compo
sent le diametre pel'pendículaire, dans la moitié la plus voisine du centre. La 
pr09abilité pour qu 'il en 'soit ainsi semble, par définition égale a ~". 

Este breve razonamiento equivale a esto: 

Como coordenadas de la cuerda tomamos las de la recta, o sea 
la distancia p (o < p < I) Y el ángulo e (o < G < 2 rr), y como 
probabilidad elemental se adopta d p de. 

Si o M está ~omprendido entre o y I/2, la cuerda es mayor 
que el lado' del triángulo. equilátero inscripto, luego 

21t 

1 de f dp 
o o 

Hemos procurado interpretar rigurosamente los dos razonamien
tos de Bertrand, dando expresión analítica a la idea intuitiva ence
rrada en la frase repetida en ambos: « la symétde du cerde ne permet 
d'yattacher aucune influence favorable ou défavorable a l' aITivée de 
l' événement demandé}). Esta frase tiene el siguiente significado ana
lítico: la simetría del círculo reduce el cálculo de la probabilidad de 
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un conjunto definido por dos variables a la de un, coniunto definido 
lit' 

por una sola variable. El significado estricto de tal razonamiento para 
todos los casos análogos es éste: Si al fijar una variable resulta cons
:tarde la medida del conjunto simplemente infinito así definido, la 
probabilidad buscada es la misrna de este conjunto. En efecto, la 
segunda' integración equivale en tal caso a multiplicar num.erador y 
denominador por un mismo factor constante y esto no modifica el 
cociente. En las dos soluciones de, Bertrand es aplicable este criterio, 
pues la primera integral resulta constante en alnbos casos y la 8'e
.gunda integración alrededor de la circunferencia equivale, por tanto, 
,a multiplicar numerador y denominador por el f~ctor 2 TI. 

3.a Solución. - El razonamiento de Bertrand es éste: 

"Choisir une 'cOl'de au. hasard, c 'est en choisir au hasard le poillt miliBu. 
Pour que la coi'de soit plus grande que le éóté du tl'iagle équilatéral, il faut et 

Ü suffit que le point milieu soit a une distance du centr~ plus petite que la 
l110itié du rayon, c 'est a diré a 1 'intérieur d' un cel'cle quatre fois plus petit 
en surface. Le nombre des points situés dans 1 'illtél'iBUr d 'ulle sUl'face quatre 

fois moilldl'e est quahe fois moindl'e. La pl'obabilité pour que la corde dont 
le mi1ieu est choisi au hasal'd soit plus' grande que le' coté' du triangle équi1a
téra1 semb1e par définition éga1e a l/i' ", 

Traducido en coorde~ladas eq~~vale a esto: acloptámos COlno 
coordenadas, las de, su punto. medio: l'adio p y ánguloe~ COll estas 
coordenadas adoptamos conlo medida de un conjunto de ~uerdas cu
yos puntos medios forma'n un recinto al &rea de éste. Por consi
guiente la probabilidad' elemental es el elemento de área: p d p d 9 
Y la probabilidad pedida e s ésta: 

~/2 2 TI 

f pdp f de 
p= o o 

I 2rr 4 
fpdp I de 

o o 

Deltheil, en su libro sobre probabilidades,geométrica~, dice:, «Si 
se pregunta cuál de las .. tres solucioües' de 13ertrancl es, la buena, la . 
respuesta es· que ,las tres son lógicas", pero, qu~ en realidad· se, refie
r,en a tres problemas diferentes, o lnás exactam,ente a tres mecanis
nÍosdiferentes d~e intervención del ',azar». 
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En el primer caso, el azar interviene en la dirección de la cuerda, 
en el segundo caso en la distanCia de la cuerda al centro de la circlffi
f'erencia. yen el tercero en la posición del punto mledio; 

Justo 'es reconocer que el propio Bertrand se coloca en un punto 
de vista análogo cuando dice:" 

«Entre ces trois répons'es; queHe est la véritable? 

Aucune des trois n',est fausse, aucune n'est exacte, la question 
est mal })osée». 

Hemos ,llegado a las tres soluciones de Bertrand considerando ca
sos pa.rticulares de las probabilidades elemental'es correspondientes. 
Ya hemos visto que en la expresión general de la probabilidad ele
mental aparece una función positiva arbitraria de las variables que se 
adoptan, la cual se determina m.ediante el grupo de transformaciones 
que se adopte como básico. 

Es así que en el problema de Bertrand, el resultado P = 112 de 
la segunda solución' se impone (como dice Deltheü) desde el punto 
de vista de la rn.edida de 'Zas rectas, .Y la solución P = 1/ú está 
impuesta por el grupo de los lnovimientos de 10s,Puntos del plano, 
al sustituir cada Guerda por su punto medio. 

En efecto, se ha llegado anaJíticamente a la 2. a solución toman
do como coordenadas de las cuerdas, las de sus rectas básicas que son 
invaúantes respecto de, los movimientos de ·dichas r,ectas (4); Y a la 
tercera solución se ha llegado' torp.ando las coordenadas de los 
puntos medios. 

Ahora bien; siendo la' cuerda un elemento geonlétrico distinto 
de la recta básic,a, se ve claramente por qué la segunda sohición de 
Bertrand que Deltheil' j~stifica desde el punto de vista de la recta, 
no debe considerarse como solución estricta del problema de Ber
trand, tal como éste lo enunció. Note e"t lector que Bertrand habla de 
conjuntos de cuerdas y no de rectas. Dicha solución corresponde en 
réalidad al siguiente problema: Dúclos dos círculos concéntricós de 
nidios R y R/2, si se traza al azar una recta, entrel todas l~s que 
cortan al CÍrculo de radio R ¿cuál es la probabilidad del conjunto de 
r,ectas que también cortan al 2. o círculo? 

Es niuy cierto que ca.da cuerda está 9.eterminada por su recta 
hase, de igual modo que está determinada' por su punto medio y 
también puede deternunarse de infinitos otros modos, pero el con-

(") R. DELTHEIL.. Pl'obabilités géometl'iques, 192'6, pág. 14. 
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cepto geométrico de medida, o sea de probabilidad, es independiente 
del concepto aritmético de correspondencia biunívoca. 

En 'efecto, si se adopta el punto medio de cada cuerda como 
representante de' ésta, figuras iguales consideradas' como conjuntos de 
puntos no corresponden a conjuntos iguales de cuerdas, ni a con
juntos igual'es de rectas. Así por ejemplo, 'los conjuntos de rectas que 
to;rtan a uno u otro de dos segmentos iguales son congruentes y por 
tanto tienen probabilidades iguales respecto del grupo de los movi-

B. 

Fig. 2 

mientos del plano. En cambio, los puntos medios de las cuerdas que 
determinan esas rectas forman conjuntos de área distinta. En la figura 
se han dibujado las superficies cubiertas por tales conjuntos de pun
tos medios de 'las cuerdas que: cortan a los segmentos iguales OA: y 
AB; Y las áreas de esos recintos no son iguales, sino que una es triple 
de la otra, a pesar de que los correspondientes conjuntos de rectas 
son iguales. ' 

Esto bastaría si no existiesen otras razones, para afirmar que 
la única solución aceptada por H. Pe~rini, que es la tercera de 
Bertrand, no es legítima. 

Es pr.eciso, pues, adopíar coordenadas especiales que no sean de 
punto ni de recta, sino de la cuerda. Sobre esto y el análisis d':3 
la memoriá citada, versará nuestra nota próxima. 

Institnto de Matentát?:cas de la Univ,ersidad de Bnenos Aires. 



EL PROBLEMA DE VARIOS ELECTRONES EN LA 
MECANICA CUANTISTA 

por GUILLERl\fO KNIE 

El problema del átomo pesa~o que implica la presencia de 
varios electrones, es demasiadocOlnplicado para ser resuelto exac
tam:ente. 

Por eso, desde los principios de la. mecánica cuantista, para su 
'solución se han desarrollado métodos de aproximación. En lo que 
sigue :e xaminaremos varios de estos y su fundamentación teórica, lo 
,que servirá para aclarar las reiaciones que existen entre dos de ellos. 
Él prímero y más conocido de todos es el del self consistent field 
de Hadree (1). Consiste en someter cada :electrón separadamente a 
una 'ecuación ondulatoria, suponiendo que él se mueva independiente
m'ente de los otros en un calnpo que es el mismo para todos y para 
el cual, les característico la supresión del efecto quel el electrón ejeroe. 
sobro sí mismo. El parámetro de energía en esta ecuación no es -la 
energía total, sino que hay que restar de ésta, laene,rgía debida al 
pot,encial do unelectron con respecto a otro tomada para todos los 
pares de ·electrones que se pueden formar exceptuando el uno del 
cual se. trata. El ejemplo más sencillo está representado por el 
átomo de helio en el estado fundamental. Según Hartree tenemos 
la ecuación (en unidades atómicas e . In = h = 1) 

Aquí H2 representa el operador de energía del segundo' elec

trón: - -;- 6 2-f-. 6 1 es el operador de Laplace aplicado a las 
2 . 

coordenadas del primer electrón, r 1 la distancia del priIner electrón 
al núcleo, 6 2 y r2 las mismas cantidades para el segundo electrón. 
Como en el 'estado fundamental del helio ambos ,eLectrones tienen la 
misma función ondulatoria, la ecuación que resulta de cambiar los 
índioes 1 y 2 será la misma. La idea de Hadree era un acie.rto. 
Esto se ha visto más tarde cuando se trató de poneda sobre una bas,e 
teórica. Schrodinger había deducido su ecuación por medio de un 

C) HARTREE, Proc. Cambr. Phil. Soco vol. 24, p. 111 (192'i"). 
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prinCIpIO de vanaClOn. Fock demostró en el año I930 (2) que el 
mislno principio de variación usado por Schrodingerdá automá
ticamente las 'ecuaciones de Harlree, si se supone que la función 
ondulatoria ,del ¡sistema se puede escribir como un. producto de fun
ciones de las cuales cada una contiene solamente las coordenadas de 
un solo 'electrón. Con esta restricción queda comprobado, pues, que 
el método de Hartree repres·enta l~ lnejor solución que se puede 
encontrar bajo la condición lnencionada. 

Veremos ahora ,en' el ejmnplo del átomo de helio como del 
principio de variación resultan las ecuaciones de Hartree. Poniendo 

1 .. 1 1 1 . , 

- Dl - -= Hl Y - - D9 -- = lL~el operador de energIa de 
2 rí 2 ~ r z ~ 

nuestro problema 'es L = Hl + H2 +~. Si la función ondulatoria' 
r 1Z 

total 'es 1jJ, te~emos: ff () lf (L - E) 'lp dXl dX2 = o (hay qúe variar 

la parte real de 1jJ y la .parte imaginaria o, lo que es lo mismo, lf 
y 1jJ independientemente). Si ponemos 1jJ = 1jJ (x~ tP (x2), obtene-

mos fdxl b lf(xl ) Jlf (x2) (Hl + r:~ H 2 - E) 1jJ (Xl) 1jJ (X2) dX2 = o. 

(Por la simetría conlpleta del problema basta variar una de 
las funciones) 

f dX1 blf(xl) [Hl +fltP C:z)IZdxz + 
12 

+.flf (x2) H2 tP (x2) dX2 - E] 1jJ (Xl) = o 

Como 'es~o es válido para variaciones arbitrarias de lf (xl)' se 
obtiene 

Aquí' la prim'era integral depende de las coordenadas del primer 
electrón y representaevidentem'ente la energía potencial nlutua de 
los dos electrones~ La segunda integral es una constante y debe entrar 
en' el párám,etro . de energía. Se vé que (2) es idéntico a ( I ). El 
caso considerado es aquel en el cual el lnétodo del seU consistent 
field da ,en cierto sentido su máximo de aproximación a la realidád. 
Esto se debe a la circunstancia de que la función ondulatoria del 
helio en su estado fundamental ~ (Xl) ; ~J (x2) ya es simétrica en 

C) FOCK, Zeitschl'. fül' Phys. vol. 61, 126. 
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las coordenadas de los dos electrones. Si esto no es el caso, la ver
dadera función ondulatoria no puede ser un' simple producto de :fun
ciones sino una suma c~e tales productos. En cuanto Hartree trabaja 
con funciones no simétricas, su lnétodo es defectuoso. El error come
tido así consiste en no tomar en cuenta las fuerzas de intercambio. 

Si el número ele electrones es tres, se fornlan tres nuev:os , . ,. ¡ I <P (x3 ) 1
2 c1x3 

tenllInos. A la energla potencIal hay que agregar ' r
13

. y al 

¡ - i! 111, (x ) 1
2 ! lp (x ) 12 eh c1x parámetro de energía ~ (x3) H3 1):> (x3) dXg y / 1- - 2 I r 3 - 2 "3 

. - u 
y así sucesivamente. Ade.más las funciones no pueden ser más todas 
iguales. 

Si el nÚlllero ele electrones de un átOlno es muy grande, el 
método del self consistent field resulta tmllbién pesado, entonces es 
mág recomendable un procedimiento estadístico dado por Fermi (1). 
Consiste en una combinación de la ecuación del potencial con una 
l'(~lación entre la densidad de un gas ele electrones y el potencial, 
obtenida por la aplicación del prin~ipio de Pauli a la estadística del 
gas de electrones. Si v es el potencial y n la densidad de los elec
;trones, tenemos la ecuación de -Poisson 6. v = [~ ir n e y 

3 

22m2 e2 y2 
n = ----;0-;;-;;------ lo cual en el caso de sim.etría esférica dá: 

3 h3 

13 3 

d 2 y' 2 dy 2 2 r¡2 m 2 0 2 y2 

el r 2 + --;:- el r = 3 h3 (3) 

Esta ecuación j unto con las condiciones en los límites eletennina 
completamente el potencial y el conocimiento del potencial como 
función de la distancia al núcleo es suficiente para calcular cualquier 
magnitud relacionada con el estado estacionario del átOlno. 

El método de lnás vasto alcance - en cuanto toma en cuenta 
también las fuerzas de intercmnbio - es el de Dirac (2) que se 
basa sobr·e el empleo de la lnatriz de densidad. Como pensamos 
comparar este nlétodo con el de Fermi conviene describirlo brev·e-· 
mente. El forma a la vez un ejmnplo excelente para los cálculos 
semi-clásicos que .deben substituir frecuentemente el procedimiento 
riguroso cuántico que lnuy a lnenudo' no puede llevarse a cabo por 

(1) ZeitschI'. f. Phys. tomo 48 p. 73 (1928). 
(2) PI'oc. CambI'. Phil. Soco tomo 26, p. 376 (1930). 
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la gran complejidad de los cálculos. Sean tPl (xl)' tP2 (X2) ... las 
funciones ondulatorias del electrón 1, 2, .. '. Entonces 'Vl (xl) . tP (xl)'~ 
t¡) 2 (X2) . ~J (X2) ... son las ~ensidades respectivas. La densidad ,total 

. será: .2'iiJr (xr)~:> (xr). Dirac considera esta suma como eIei'nento 
r 

diagonal ,de una matriz. Todos los elementos de ~sta matriz se ob-
tienen sustituyendo por iiJr y tP (r) todas l~s funciones de un sistema 
ortogonal y completo que satisface las ecuaciones del « self consistent 
fieId» de] átomo de que se trata. Si designamos la densidad con la 
letra p, esta matriz m,l la manera de escribir de Dirac es (q' / p / q") . 

Ahora Dirac forma ih dd
t 

(q'/p/q") y obtiene' al efectuar esta ope

ración una 'ecuación que formalmente es idéntica' a la ecuación fun

dámental de la mecánica cuantista: ~ p = H p - p}I. 
1 

Esto le permite identificar H con el operador de la energía del 

sistema. En el ,estado estacionario p = o, tenemos pues: -Hp-pH=o. 

El '1 b H b p' () fr b (1" d ana ogo clásico de esto es:;;:--';;:-- - - . O) SIen o p 
vI' vp bp r 

el impulso conjugado a r y todas las cmitidades comuutables. En 
el estado fundamental del átOlUO para cualquier valor de r el espacio" 
está saturado en una región para la cual el momento p es luenor 
que cierto valor P. En el punto p = P P salta ele repente de un va-

bp bp 
101' finito a O. Resulta pues que ~ = O y, bp muy grande 

para p = P. Por consig:uiente debe ser (~ :-1) = o. Esto nos da 

inmediatamente la relación siguiente entre P - el momento máximo 
, . d d 9 2 ' 2 e 2 4 e2 í7I " 

electromco - y r: h (r2 h (2 m -nh 9)) = 3nh3 r 2 
fU (4) (2). 

Debo' observar todavía que en el transcurso del cálculo Dirac ha 
conseguido hacer invariante lá ecuación para transformaciones orto
gonales de las funciones ondulatorias del sistema. Conlo la simetri
zación de la función ondulatoria es una transf01;mación ortogonal, 
esto significa la introducción de las fuerzas de intercambio. Estas 
están repr,esentadas por el término lineal -en P. Quer,emos demostrar 
ahora que si prescindimos de este término, el resultado de Dirac es 
equivalente al de, Fermi. Se trata, pues, de demostrar la identidad de 

(3 \ . , d (,2 d 9
2

) 8 {)2 m 2 í713 P d . 1 h d D' ) con ar 1 ~ = 3 n h3 l' f· ore pronto e ,e lrac 

es la constante de Planckdividida por 2 n, lo que nos dá en el 

e) Yer DIRAC; Die Prinz. del' Quantenmechanik, pI'. E. p. 98. 
C) En el citado trabajo de DIRAC h tiene por ,error el exponente 2. 
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d d '])2 
numerador un factor 81[3, así clue ahora tenemos _(112 __ ')' = 

elr d r 
12 

22"(02,,2 m 1'2 

3 h3 

13 5 

(/), 1 'b' , d ( ;..d v) 
yO. Por otra parte (3) puec e escn IneaSI: el r r Z el r' = 

2 2 ,,2 nl 2 e Z v 2 .::2 • 
.., 1

1 
• La identificación completa la consegUlmos ahora 

v 1 

por un teorema que se encuentra en una forrna primitiva en el pri-
'me1' trabajo de Bohr (1). Cuando un electrón se lnueve en una 
órbita ,circular 'en un campo central de fuerza de atracción inversa
mente, proporcional a rn con una velocidad pequeña en cOlnparación 

1 1 '1 d d 1 1 . 1 l" E n +'! E con a ve OCIC a e a uz, se tIene a re aClOn cin= -----;-- ~pot. 

Si ]a órbita no ·~s circular, la relacióll es válida todavía para los 

valores medios Ecin y E poto (para la generalización de este teo~_ 

rema vea Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien [~. ed. p. 77I). 
En nuestro caso el electrón con el mon1.ento máximo P se muev'e 
todavía con una velocidad bastante inferior con respecto a la' de la 
luz (en la primera órbita de Boh!' del átomo de hidrógeno la velo
cidad es 3.I07 cm) y las condiciones para la aplicación del teorema 

son dadas. Tenemos l)ues: 9
2 

= _11 -+ ! V e. Como n es sieml)re 
2m 2 

negativo, para In I >. I podemos escribir en lugar d~ éso:' 9 2 = 
1 

= II~ --1-- I ¡ ve m Ó 9 = ( in + I I v e m) 2" Si substituimos este valor 
en la ecuación de Dirac, obtenemos una concordancia perfecta cle las 
dos fórmulas si tomamos n = - 3. El significado físico de ésto es. 
que el resto de\ átomo tiene sobre ,el electrón de nlomento máximo 
el efecto de un dípolo la fuerza del cual como se sabe decrece con 
la tercera potencia de la distancia. 

En cuanto a la magnitud del efecto de intercanlbio, se vé que 

la razón del coeficiente de P al coeficiente de p2 es 0V e~ m lo que 
'11 

tiene la dimensión de un lllomimto. Si se considera que: para la pri
mera .órbita de Bohr en el átomo de hidrógeno' se tiene: p r =h y 

e: = p2 resulta cjue (0-1'> m represen'ta el nlonlento de un electrón de la 
I'- mI' 1 

primera órbita de Bohr. Como esta 9antidad 0V 3.IO-21 resulta que 
el efecto de intercambio no es nluy importante en un átomo pesado 
en el cual P es grande. 

(1) Phil. Mag. vol. 26, p. 24 (1913). 



ENSAYO SOBRE UN ANALISIS ARQUIMEDIANO 
por HORACIO E. CALCAGNO 

El princlpw de Eudoxio (llamado también « axioma métrico» ele 
Arquímedes) tiene una gran. importancia en la teoría de las magni
tudes, porque mediante el se consigue la lnensurabilidad. En e,l aná
lisis clásico, la validez de este axioma se ha restringido al campo 
positivo~ es decir, estamos frente al postulado siguiente: 

(1) El axioma métrico ele Arquímedes es válielo solamente. en 
el campo de los núrneros positivos. 

Aunque este' postulado no se suele establecer de una manera 
explícita, ha sido sin embargo aceptado tácitamente por la mayor 
parte de los autores. En otras palabras, si llamamos (A) al conjunto 
de postulados y axiomas que están en la base del análisis clásico, 
podemos reconocer al postulado (1) COlno uno de los elementos de 
(A). Nuestro propósito es, por el contrario, sustituir en (A) el pos
tulado (1) por el siguiente.: 

(H) El axioma métrico de A .. rquímedes es válido en el campo 
de los números cOlnplejos ele dos (o más) componentes. 

Veamos ahora las primeras consecuencias que surgen de esta 
sustitución. Podemos imaginar - en el campo complejo - muchas 
ordenaciones diferentes, tanto arquimedianas como no arquimedia
nas (1). Un ejemplo de ordenación no arquimediana es la de Thieme, 
expuesta por Rey Pastor (2). Esta tiene la ventaja de conservar, en 
el campo complejo, la validez de la ley de monotonía, pero no permite 
utilizar cómodamente la idea. de desigualdad entre los númeTOS com
plejos. Además; al sacrificar la validez del axioma métrico, se pierde 
la mensurabilidad y con ella, la posibilidad de ampliar la idea de 
número sin aumentar las dimensiones. 

Ahora bien, con el mism.o derecho, podemos sacrificar la ley de 
monotonía 0 favor del axioma métrico, convenientemente generali
zado. Entre las muchas ordenaciones posibles, nosotros proponemos 
la siguiente: 

(llI) El número complejo Aa. l -t == m.od. Ac~ ; a = arg. Aa) es 
menor «) que el número complejo Bf3 cuando /i < B, a ~ ~; y si 
es A = B, debe cumplirse o. <~. 

O también 

El punto Aa (coordenadas polares) es anterior al punto Bs 
cuando A< B, a ~ ~; y si es A = B, debe cumplirse_ a < ~. 

e) Las ordenaciones se clasifican en arquimediallas y no arquimediunas 
según que los números complejos satisfagan o no el axioma métrico. 

e) J. REY PASTOR, Análisis algebmico, 2'1- edición, pág. 441. 
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De acuerdo con esta ordenación, los números complejos cre
'dentes están representados geométricamente por el desplazamiento de, 
un punto sobre una infinidad de circunferencias concéntricasUe 
radios no decrecientes, lo que nos permite clasificar a los nlUnelrOS 
complejos entre los magnitudes arquirnedianas. En efecto, -si Aa < B{3 .' 
siendo A y B finitos, es siempre posible encontrar un número natu
ral n, suficientemente grande, tal que n Aa > B{3 . 

- Esta ordenación - que llamamos arquimecliana circular - nos, 
conduce, sin salir ,del plano, a una ampliación de la idea de número. 
En efecto, supongamos Aa < B{3 siendo Aa y B{3 números complejos 
usuales y donde el signo < (menor) tiene el significado que hemos, 
definido en (IlI). En estas condiciones, llamamos interualo plano o 
también intervalo complejo entre Aa y B{3 al conjunto de todos los. 
números z (reales y complejos) que satisfacen la doble de~igualdad 

(1) 

Este intervalo corresponde geométricamente a un anillo o corona 
~ircular (ver la figura) que representaremos con la notación 

Aa ; B¡3 } 

que se lee: intervalo complejo entre Aa y B{3 . 

La m,edida (en el sentido ordinario) de este anillo es indepen
Cliente d~ los a.rgumentos de los extrmnos del intervalo; depende 
únicam·ente del valor aritmético de los módulos A y B. En el caso 
particular 

A=B, 

el intervalo complejo entre Aa y A{3 corresponde geOlnétricamente 
al arco de circunferencia f3\ - a. 

V'eamos ahora lo que entendelnos por medida en el cmnpo 
complejo. 
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(IV) Dados _ los puntos z que satisfacen la doble desigualdad 
(1), la medida del intervalo complejo {Aa ; B~ ~ está dada por el 
número que mide la zona del plano cubierta por los puntos z. 

Esta definición nos conduce a una nueva especie de número 
,complejo sin entrar en la tercera dimensión, puesto que 'Obtenemos 
un ,ente m.lmérico definido p'Or dos elementos diferentes que son: 
1. o) una componente superficial (área) y 2.0 ) dos com_ponentes 
1ineales (longitudes de las curvas fronteras determinadas por la orde
nación elegida). Aunque nosotros utilizamos en este trabajo única
mente el crecimiento arquimediano circular, es sin e.mbargo igual
mente posible imaginar otros crecimientos arquimedianos no circu
lares (por ej emplo, elípticos, etc.). 

Por lo tanto, en nuestro caso; la medida del intervalo complejo 
~ Aa; B~ } está dada por el «número complejo» 

donde los arcos 2 n A - a y r3 indican respectivamente la porción 
de frontera inferior y superior cubierta por el intervalo. 

Inversamente, el «número complejo» 

n (M -N) ú; L 

¡es la medida del intervalo complejo 

Como vemos, -el concepto de anillo circular (intervalo complejo) 
es la generalización natural de la idea de segmento rectilíneo (inter
valo real). En ef~cto, en un segmento (a, b) tenemos el extremo 
inferior a. el extréno superior h, y la lnedida del segmento está 
dada por ,el número real b - a, en cuya lnedida- intervienen todos 
los puntos del segmento que son posteriores al punto a y anteriores 
al punto b, incluso los extremos. Análogamente, en un anillo circular 
~ Aa ; B~ ~ tenemos el extremo -inferior Aa, el extI~emo superior B~ 

. Y la medida del anillo está dada por 'el «nÚn1.ero complejo» 
n (B2 - A2)2 1I A - a; ~ en cuya luedida intervienen todos los puntos 
del plano que son posteriores al punto. A.a y anteriores al punto B~. 
incluso los extrmllOS. En el nuevo campo no tiene significado el 
conoepto de izquierda y derecha. En general, 'Ocupa su lugar la idea 
de interior y exterior a un recinto dado (por ejemplo, un círculo), 
-excepto en el caso de anulación de área, pues entonces el intervalo 
complejo queda reducido a una longitud de arco. 

Se modifica también la idea de continuidad,. hasta el extremo 
que la circunferencia es la única curva continua; todas las demás son 
inevitablemente discontinuas. En efecto, si b es positivo y arbitraria-
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mente pequeño, el intervalo cOlnplejo 

está medido por la longitud 2 rr a. Tenem.os, pues, dos números 
positivo:::; arbitrariamente próximos entre los cuales cabe, sin embargo, 
una longitud finita. Por otrá. parte, es evidente que' esta especie de 
discontinuidad no afecta las 'propiedades ya conocidas de cada curva, 
por ejemplo, la existencia de la tangente, etc. Pero es más aún, si 
aceptamos la ordenación de Thieme-Rey Pastor, todas las curvas 
son discontinuas, incluso la circunferencia; verificándose la con ti": 
nuidad únicamente en el desplazamiento de un punto sobre una 
infinidaclde rectas paralelas al ej e de las Y. 

Los inteI~valos complejos, tal con10 los hemos definido, pueden 
ser considerados como entes nmnéricos o geométricos, siendo posible 
establecer entre ellos las relaciones y operaciones corrientes. Nos 
limitamos en este trabajo a la igualdad, suma y producto. 

IGUALDAD. Sean los intervalos con~plejos {Aa; Bj3 ~ Y {Cy ; Dó}. 
Estos anillos están medidos respectivamente por los «números com-
plejos» , 

rr (B2 - A2)2 11: A- a; j3 y rr (D2 ~ C2)2 n e-y;\) 

Decimos que ~ Act; Bj3}= rGy; Do} cuando se cuml)le SI
multáneamente 

rr (B2 - A2) = rr (D2 - C2) 

2rrA-ct p=2rrC ¡+(') 

Si A . C,~sta definición de igualdad implic~ siempre una dila
-[ación o una contracción .Y nos conduce a la ecuación 

,donde X c5 es la iücógnita. 
La solución es 

X=VB2+C2_A2 

b = 2 rr A - C~+ 13 - (2 rr e ~ ¡) 

en el entendido que ct, 13, ¡ Y b son longitudes de arco. 

Ejemplo. Resolver la ecuación 



Podemos escribir'" 

Finalmente 

1 n 

9 
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'X = 2 1/3" () = I6 n r, 9 

SUMA. Dados los intervalos complejos { A(~; B~} Y 1 Cy ; Do ~ 
vamos a ligar estos dos ,~ntes con una operación que llamamos suma, 
definida por la condición siguiente: el número que mide cada una 
de las componentes del intervalo surna debe ser igual a la suma 
usual de los núm·eros que Iniden las componentes respectivas de 
los sumandos, 

Siendo A < B Y C < D, podemos escribir 

medida {Aa ; B~}=n(B2-A2)2nA-n;~ 

medida { Cy ; D(')} = n (D2 - C2) 2 n e - y; () 

Por definición, tenemos 

medida ({ Aa; B~ }+{ ey ; D(')}) = 

=n [B2 D2- (A2+C2)J2nA-u+27rC-¡; ~+b 

Finahnente 

que se lee: iIitervalo complejo entre Aa y B~ más intervalo com
plejo entre Cy yD(') es idéntico al intervalo cOlnplejo entre 
ftA2 + C2, etc. 

PRODUCTO SIMPLE. Sea m un número real (positivo o nega
tivo) y {Aa; B~ ~ un intervalo complejo. Vamos a ligar estos dos 
entes con una operación que llamalnos producto simple definido 
por la condición siguiente: el número que Inide cada una de las 
componentes del interualo-producto debe ser igual al producto de In 
por ,el número que Inide las componentes -respectivas de {Aa; B¡3}. 
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Podemos escr.ibir 

medida.(m~Aa; Bf3~)=m[n(B2-A2)21[A-a;f3] 
¡ 

Por definición, ,el Iactor m afecta a todas las componentes, 
es . decir: 

medida (m{Aa; Bf3D=;r(B2m-A2nl)m(~1[A-a);mf3 

Finalmente 

(3) 

En d caso particular m ---:-- - 1, obtenenlOs 

- l BVmm{3( 

Esta fórmula nos indica que un intervalo cOlllplejo negativo 
puede 'expresarse en forma imaginaria, pero sin que hubiéramos po
dido acertar, hasta ahor.a, con una repr,esentación geométrica adecuada. 

Montevidéo, octubre J939. 



ENIGMAS DE LA MATEMATICA 
1. - EL PROBLEMA DE LOS CUATRO COLORES 

La mayoría de los problemas matemáticos que se caracterizan 
por el contraste ,entre su aparente simplicidad y la extraordinaria 
dificultad de su demostración, pertenecen a la teoría de los números. 
Pero hay uno, tal vez el más simple de ellos, que forma excepción y 
consiste en un problema' geom.étrico. Es el llamado «Pl'oblerna de 
los cuatro colores», de enunciado comprensible aun por quienes 
n1:enos conocimientos poseen de matemáticas, y cuya denlostración, 
sin embaTgo, no se ha logrado todavía. Nos proponenlos dar alguna 
noticia sobre esta célebre cuesti.ón. 

Al parecer fué enunciada en 1850 por DE MORGAN, pero no 
fué muy conocida hasta 1878, en que CAYLEY la presentó a la 
«London Mathematical Society». Consiste en demostrar: «Cual
quier mapa plano cOlnpuesto de' un número finito de regiones de 
forma cualquiera se puede sieInpre colorear con sólo 4 colores dis
tintos de tal manera que ITO haya dos regiones con fronteIitc'1 común 
que tengan d mislno color». 4, 

Se ha demostrado con relativa simplicidad que bastan 5 colores, 
pero no se ha lográdo rebajar este min'lero a 4 (Véase la biblio
grafía en «Ph. FRANKLIN, Scripta Mathematicá, Vol. VI, .nO. 3 - 4, 
1939). 

'Con el gran número de tentativas de demostración se han ido 
obteniendo varios resultados parciales. Por ejemplo: 

l. ° Si en cada vértice del mapa concurren un número par ele 
regiones, el mapa se puede colorear con sólo 2 colores. 

2. ° Si cada región es fronteriza con un número par de las 
demás, bastan 3 colores para colorear todo el nlapa. 

3.° Un mapa que contiene a lo sunlO una sola región con más 
de 6 lados, se puede colorear con 4 colores. 

FRANKLIN, en el trabaj o citado, demuestra también que el pro
blema se puede reducir a estudiar la posibilidad de colorear las 
aristas (líneas de separación de dos regiones contiguas) de manera que 
no concurran 2 del mismo color en un mismo vértice; vale entonces: 
«el problema de los 4 oolores equivale al de colorear las aristas con 
sólo 3 color'es». 

En vista de la resistencia del problema a su denlostración total 
se ha ,empezado el camino de demostración por aproximaciones suce:
sivas. Así en 1922 FRANKLIN demostró que todo lnapa con un 
número de regiones igual o lnenor que 25 se podía colorear con {~ 
colores. REYNOLDS en ~,92 7 aU,mentó este núnlero a 2.7 y nluy 
recientemente, len 19{~0, vVum lo ha extendido a 35. Es decir, ac
tuahnente el problema de los 4 colores está demostrado para mapas 
que posean hasta 35 regiones. La posibilidad de dar un contraejem
plo que demuestre que el probleIna no es cierto aparece de esta 111a-
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nen, muy poco probable, dada, la complejidad de los lTIapaS co~ tal 
número de regiones. 

También se ha extendido el, problema a mapas situados sobre 
superficies distintas de la esfera o el plano, por ejemplo el toro o en 
,general a la superficie formada por una esfera· lTIás p asas. Es 
sabido que una superficie cerrada que se pueda conside,rar, deforma
ción continua de una esfera con p asas se llama de género p. Si 
sobre ,~lla se considera un mapa que la cubre completamente y consta 
de B regiones, A aristas y V vértices, vale la relación de EULER: 
y -A+R=2 (r - p). Por ejemplo para la esfera ,(p=o) se 
tIene el teorema de EULER de la geometda elemental. El hecho no
table es que para muchas de estas superficies, para. p = r, 2, 3, [~, el 
teorema correspondiente al de los l¡. colores se ha deITIostrado com
l)letaulente.Así, llamando Cp (mínwro crolTuitico) al n1Ínimo nú
mero de ,colores que hastan para colorear cualquier lTIapa de una 
superficie cerrada de género p, se ha demostI~ado que es 

Por ejemplo, para el toro (p= 'r) bastan 7 colores para colo
rear cualquier mapa y existen mapas en que' este' número de colores 
son necesarios. Queda por demostrar que el número cromático Co 
para las superficies de género o es [l. 

Las superficies anteriores son « orientables» o « biláteras», es 
decir, superficies en las que se puede considerar un lado interno y 
otro externo que no pueden unirse entre sí por una curva que no 
atraviese a la superficie. Pero también para las superficies «no
orientables» o « uniláteras» más simples se 'ha resuelto el problema. 
Estas superficies se obtienen a partü' de la (/banda de MOEBIUS», 
'que se obtiene, como es sabido, uniendo en sentIdo inverso dos bor
des opuestos de un rectánguLo. Si a una esfera se· le hacen 1r aguje
ros y sus 'bordes se unen con los de le bandas de MOEBIUS, se 
obtiei10 una superficie unilátera cerrada que se, dice de género le 
Así, imaginando dos bandas de MOEBIUS unidas por sus bordes se 
tiene la llamada' «caperuza» d,e KLEIN, de género 2. P?-ra estas 
superficies, que naturalmente no pueden realizarse en el espacio 
ordinario de 3 dimensiones sin que se atraviesen a sí mismas, sé 
han obt,enido los siguientes números cromáticos: 

Es, pues, una particularidad notable del problema que nos 
'Ocupa que se haya resuelto en ca?os aparentemente rriás complicados 
y que sin embargo se ha resistido hasta la 'techa la deITIostración 
para el caso más simple de la esfera o del plano. 

L. A. S. 



PROFESOR LUIS A. SANTALO 

Por la Universidad Nacional del Litoral, ha sido llamado ,para 
incorporarse al Instituto de Matemáticas, de nueva cn~ación en la 
misma. el Profesor Luis A. Santaló. 

Es el Profesor Santaló, uno de los mejores representantes "de la 
nueva generación de matemáticos españoles, formada y creada bajo 
la benemérita influencia, que tanto se ha hecho sentir en ambos 
continentes, del Profesor Rey Pastor. El Profesor Santáló se doc
toró en Ciencias Exactas de la Universidad de Madrid, desempeñando 
más tarde en ella el cargo de prof.esor de Análisis Infinitesimal, 
dictando fas cursos de dicha materla. 

Especializado en Geometría Diferencial, fué pensionado para 
ampliar dichos estudios, a la Universidad de Hamhurgo, llegando a 
,ella ,en los mamen tose n ,que se iniciaba b~i o la dirección del Pro
fesor Blaséhke, ,el le studio de las nuevas teofías de la Geometría 
IntegraL; rápidamente el Profesor Santaló ocupó uno de los fugares 
más destacados entre fas cultivadores de fa _ nueva disciplma. sobre la 
que publicó muchos trabajos. Entre éstos figura el teorema descu
bierto por el 'Profesor Santaló referente a la desigualdad isop,eri
métrica del círculo, uno de los 111ás bellos resultados de la nueva 
teoría. 

Del interés que presentan los descubrimientos del Prof.esor 
S antaló , puede dar idea el hecho de que en el nuevo libro del Pro
fesor Blaschke « Vorlesungen über Integralgeometóe», se dedican 
varios capítulos a exponer algunas de' dichas investigaciones; por 
otra. parte, el haber sido llamado a iniciativa del Profesor Cartan, 
para dictar ,en la Universidad de París, y en el Seminario del PrQc 
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fesorHadamard en el Colegio de _Francia, una sene de! conferencias 
en las que se expuso por primera vez a los matemáticos frances-es las 
nueva., teorías de la Geometría Integral nos da tanlbién una idea del 
alto valor de las investigaciones realizadas por el Profesor Santaló. 

Podemos esperar, por consiguiente, que la incorporación del 
Profesor Santaló a la Facultad de Ciencias Matemáticas en la Uni
versidad del Litoral ha de contribuir al mayor progreso de los 
estudios e investigaciones matemáticas en ht República, siendo su 
designación uno de los múltiples aciertos de las autoridades de 
dicha F acuItad. 

Publicaciones del Profeso?' Santaló: 

Área engendrada por un segmento que se mueve conservAndo se llormal a 
una línea y describien~o una superficie desarrollable, Revista Matemática His
pano Americana, Tomo IX, 1934. 

Unos problemas de Combinatoria. Matemática Elemental, Tomo III, 1934', 

Algunas propiedades de las' curvas esféricas y una característica de la 
esfera. ~evista Matemática Hispano Americana, Tomo X, 1935. 

Superficies desarrollables que pasan por una línea. Las Ciencias, Tomo 
I, 1934, 

Una fórmula integral para las figuras en el plano y en el espacio, Revis
ta Matemática Hispano 'Amel'icana, Tomo XI, 1936. 

Unos problemas referentes a pl'obabilidades geométricas. Revista Mate
mática Hispano Americana, Tomo XI: 1936. 

Geometría Integral' 4. Sobre la medida cinemática en el plano. Abhand
lungell aus dem mathematischen Seminal' del' Hamburgischen Universitiit, Band 

XI, 1936. 
Integralgeometrie 5. Uber das kiÍlematische Mass in Raum, Paris, 1936. 

(Collection "Actualités scientifiques et industrielles"). 
Geometría Integral 7. Nuevas aplicaciones del 'concepto de medida cine~ 

mática en el plano. Revista de la Academia de Ciencias Exactas de Madrid, 
Tomo XXXIII, 1936. 

Curvas sobre una superficie que cumplen la condición S f:!: ex, ~) el s = o 

Revista Matemática Hispano Americana, Tomo XII, 1937. 
Geometría Integral 15. Fórmula fundamental de la medida cinemática pa

Ta cilindros y planos paralelos moviles. Abhandlungell aus c1em mathematisc1ten 
Seminal' del' Hamburgischell Universitat, Band XII, 1937. 

Geometría Integral 31. Sobre valores medios y probabilidades geométri
cas. A~handlungell aus dem Mathematischen Seminal' del' Hambul'gischell Uni

versitiit Band XIV, 1939. 

M. B. 
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FEDERIGO ENRIQUES, Le matematiche nella storia e nella cultU1'Cl. Lezioni pubbli
cateper cura di ATTILIO FRAJESE. 340 p.; 22 il1. e 1 fig. Bologna, Nicola 
Zanichelli, 1938. 

Este volumen representa la elaboración y fusión de diversos artículos pu
blicados por ENRIQUES en la enciclopedia italiana y de una serie de conferen
cias dictadas en los últimos años en la Universidad de Roma. Comprende tres 
libros. El primero reseña la evolución histórica de la matemática desde la anti
güedad hasta el siglo XVIII, mientras el tercero analiza, algo más detallada
mente, las direcciones principales de la matemática en el siglo XIX con indi
caciones bibliográficas y datos biográficos. (El libro está ilustrado con 22. 
retratos de matemáticos). 

El segundo libro es ~le índole distinta, pues se refiere a la matemática 
y la cultura, exponiendo el lugar que ocupa la matemática en el cuadro gene
ral de la ciencia y sus relaciones con otras actividades humanas. Aparecen en 
él las conocidas concepciones del autor, ya expuestas. en otros libros, en las 
que, a nu'estro modo de ver, se acentúa exageradamente }-el aspecto histórico 
y psicológico de la ciencia. El último capítulo, por ejemplo, se refiere a la 
Psicología ele las mate'Jnát'icas y trata, claro es, de la psicología de los. mate
máticos. 

Se nos permita un par de observaciones. Si bie!l desde el punto de vista 
histórico, todo análisis puede detenerse convencionalmente en una época cual
quiera, no sucede 10 mismo desde el punto de vista de las relaciones de .la 
matemática y la cultura. Por eso, nos parece una omisión inconveniente, la 
de haber silenciado todo el movimiento 1'egist1'ado en este siglo acerca ele la 
llamada "c1'isis de los fundamentos de la matemática", que 110 solo contribuye 
a dilucidar notablemente la difícil cuestión de 'la esencia de los entes· matemá
ticos, sino tambijén muestra un aspecto notable de la cultura contemporánea. 

La segunda observación se refie1'e al término "matemáticas". ~Por qué 
insistir y persistir en un término ya anticuado e injustificado \ precisa.., 
mente en u~ lib1'o que muestra, a través del desarrollo histórico, la unidad 
de la ciencia matemática, que se le niega en el nombre~ 

Por último una rectificación. La Revista Matemática H'ispano-.Ámericana 
. ni se edita en América del Sur, ni es órgano ele la escuela argentina, ~1i es 
de 'i926. Esa Revista que se edita en Madrid (por 10 menos hasta Junio de 
1938), es órgano de la Sociedad Maten~ática Española y aparece desde 1919., 
(1:·' Serie 1919 - 1925. 2lJ Serie 1926 - ... ). 

Santa Fe,' Unive1'sielael Nacional del Ditoral. 

JOSÉ BABINI 

(1) J. BABINI, ¿Mate1náticas o matemática? (En Anales de la Sociedad 
Científica Arg~ntina. Tomo 125. Pág. 112. Buenos Aires. 1937). 
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FEDERIGO AMODEO, Origine e 8'vil'uppo della geometria proiett·iva. 176 p. N apoli, 
B. Pellerano. 1939. 

La unidad de la ciencia matemática se revela una vez más en esta memo- . 
ria de AMOD:ElO (premiada por la Academia real italiana en 1938), donde 31 
autor, al analizar el desarrollo histórico de una de sus ramas, se ve constan
temente obligado a hacer incurs.iones a través de todo el territorio matemático, 
tanto en las regiones geométricas como en las analíticas. Es que la geometría 
proyectiva "no sólo ha creado, por su cuenta, nuevas ramas geométricas, sino 

. se ha infiltrado e11 todas las cuestiones geométricas aportando orden, sencillez 
y claridad" y, "para lograr sus fines, se vale actualmente de cualquier ins
trumento, sea éste algebráico, infinitesimal, topológico, vectorial, -etc.' '. Re
cuerda AMODEO, a este respecto, que cuando KLEIN, estimandoexageracla la. 
conocida frase de CAYLEY: La Geometría P1'oyectiva es toda la G e01n e tría, tra
tó de demostrar que podían abrirse nuevos caminos, confirmó, en cambio, que 
a todos los resultados geométricos podía llegarse con la teoría de las trans
f01'l11aciones que había nacido precisamente con la Perspectiva, madre de la 
Proyectiva. 

La Memoria de A:MODEO se dispone simétricamente en dos grandes paneles, 
recuadrados por una Introducción, un Intermedio y una Conclusión. En el pri
mero reseña la génesis de la geometrJa proyectiva, que nace de las sencillas 
reglas de la perspectiva y de la descriptiva, surgidas durante los siglos XV 
Y XVI, respectivamente, para satiEfacer necesidades del dibujo y de la pintura. 
Pero ya en el siglo XVII la perspectiva adquiere categoría científica y, por 
obra de DESARGUES, CAVALIERI y PASCAL, se fundan las bases de la geometría 
sintética, mientras en el siglo siguiente MONGE y su escuela dan un vigoroso 
impulso a la descriptiva y poco a poco, a través de PONcELE'r, STrEINER, CI-IAS-
LES, LAGUERRE, CA YLEY se constituyó una nueva ciencia: la geometría proyec
tiva que encuentra su org:úlizador en v. STAUDT. 

La segunda parte de la memoria de AMOD:ElO, está consagrada a la sis
tem~atización de fa geometría que se obtiene a raíz de introducirse en ella la 
fecunda . idea de grupo ele t1'€t1LSf01'maciones, a mediados de~ siglo pasado y 
por obra principal de KLEIN y Lm. La teoría de los grupos de transforma
ciollesno solo ofrece un ci'Íterio natural de ordenación y clasificaciól1 de las 
distintas geometrías, sino proporciona un método de investigación que se ha 
extendido a toda la matemática y a varias ranias de la física matemática. Bas
te recordar sus aplicaciones a la teoría de la relatividad. Esta segunda parte 
de la memoria está estructurada siguiendo directivas generales muy seme
jantes a las del conocido tratado de J. REY PASTOR: F'nnela1n6ntos ele la Geo
metría proyectiva s'l¿pe1'i01', obra, que por otra parte, A:r-fODEO< cita frecuente
mente. 

Además de ser un interesallte y original estudio histórico, constituye la 
obra de AMODEO una valiosa fuente de información, pues contiene, entre las 
notas y el texto, cerca de un millar de datos bibliográficos, así como la cita 
de varios centenares de matemáticos, con sus fechas respectivas y, en algu
nos casos, con ligeros rasgos biográficos. 

Una traducción española de esta memoria ha aparecido en las P'l~blica

ciones elel Instituto ele Maietmáticas de la Fac~¿Ztadde Ciencias Ma·tel1~áticas 
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de la Universidad Nacional del Litoral (Rosario, R. Argentina), y estuvo a 
cargo de NICOLÁS y JOSÉ BABINI. Le precede un breve prefacio del autor. 

Santa Fe, Unive1'siclad Nacional: del Litoml. 
JOSÉ BABINI 

F. TiI:UREAU-DANGIN. Textes mathématiqlces babyloniens (transcrits et traduits). 
xl, 244 p. Leiden. E. J. Brill. 1938. 

Este libro, prüner tomo de las publicaciones de la sociedad oriental Ex 
Oriente Lux, contiene transcritos (representando los ideogramas por su 
traducción fonética) y traducidos los textos de más de 600 cuestiones matemá
ticas pertenecientes a las edades antigua y media babilonias y a la época de 
los SELEUCIDAS. En su' mayor parte estos textos figman también, traducidos 
y transcritos, y a veces reproducidos o copiados, en el Mathematische Kf!il
scMift-Texte de NEUGEBAUER, quien, con TnuREAU-DAN'GIN" constituye los 
que han aportado, en <estos últimos tiempos, la mayor contribución al estudio 
de la matemática babilol1ia. 

En una introducción, bastante. extensa, TnuREAu-DANGIN expone una se
rie de consideraciones sobre los sistemas de numeración y de medida que apa-
recen en los textos y sobre las cuestiones tratadas. l;. 

"Tout indique qu 'en géométrie la science babylonielllle ne s 'est jamais 
élévée au dessus du niveau qui était celui de la pratique courante. C,'est da.ns 
une autre direction que s 'est exercée la spéculation mathématique babylo
llienll,e. L 'incompdrable instrument de calcul dont disposaient les mathémati
ciens babyloniens était de natme a lemaplanir singulierement la voie qui 
mene a la méthode algebrique. L 'expression du nombre atteint dans le sys
teme savant un degré de simplicité, d'homogéneité et d 'abstraction qui n 'a 
jamais été dépassé. Avec un systeme de numération d 'une telle souplesse, les 

I 

scribes de Sumer et d' Accad étaient remarquablement préparés a l 'art de ré-
soudre les problemes numériques, a la '.'logistique ", qui les a menés a 1 'al
gebre . 

. . . La mathématique babylonienne ignore l'usage des symboles... les Ba
byloniens n 'avaient aucun moyend 'écrire ce que nous appelons une "for
mule" ... ' 

Le scribe... ne motive pas les opérati?ns qui le conduisent a la solu
tion; il ne formule notamment pas les équations qu 'il résout. Dans aucun des 
problemes algébriques qui nous sont parvenus il n 'est procédé autrement. 
Aussi a-t-on pu clire qu 'on ne trouve pas d 'équation dans 1 'algebre babylo
nienne. Mais cela n 'est exact que si l 'on n 'envisage dans un probleme que la 
fa~on dOl~t il est résolu, en faisant abstraction de 1 'énoncé.' '. 

El procedimiento (¡¡, o métoclo~) que se utiliza en el tratamiento de las 
cuestiones sólo se infiere de las operaciones numéricas que el escriba va 
enumerando. En los sistemas de ecuaciones de primero y segundo grado se re
curre ya a la eliminación por sustitución, ya al uso de las identidades. que ((X-' 

presan el valor de dos números conociendo su suma y su diferencia, ya a re
cursos, que en la técnica actual, correspond,erÍan a la introducción de una va
riable aux:iliar. 
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En los problemas que exige la resolución: de ecuaciones de segundo 
grado es donde se pone más de relieve la maestría excepcional en los proce
dimientos utilizados; ellos muestran el conocimiento de las identidades que 
expresan el cuadrado de una suma o de una diferencia y de su uso. en la 
resoluciól1 de la ecuación cuadrática mediante' la clásica completación del cua
drado que en los problemas babilonios ofrece una ligera variante Íl'ente a los 
métodos usados por los hindúes y árabes. 

Tanto en los sistemas como en las ecuaciones de segundo grado., THURE:AU
DANGIN pone de manifiesto, en algunos casos, los puntos de contacto con los 
procedimientos que se encuentran en DIOFANTO. 

En los problemas que exigen ecuaciones de terCBr grado, en cambio, se 
siguen procedimientos sólo válidos para casos privilegiados. Así algunos pro
blemas se reducen al caso de conocer la suma del cubo y del cuadrado de la 
incógnita y ésta se deduce, entonces, mediante el auxilio de una table espe
cial (NEUGEBAUER), cuyos fragm~ntos han sido encontrados. En otros casos 
se recurre a e11sayos sucesivos que, por la índole especial de los valores nu
méricos elegidos, permiten encontrar la solución. 

N o hay duda que Bl autor, con este libro, logra ampliamente la finalidad 
que se ha propuesto de "mettre des documents a la disposition des historiens 
de la pensée mathématique... et les aide/r a préciser ce que la science mathé· 
matique, l 'algebre 1l0tauunent, doit aux scribes de Sumer et d 'Accad' '. 

Santa Fe, UniVe1"S1c7act Nacional ctel Litoral 

JOSÉ BABINI 
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TEMAS PROPUESTOS 

l.-Estudiar la correspondencia siguiente: 

n n 

x= lim ~ k~ 
n--+oo i=I 2

1 
y=lim 2-n ~ 21- 1 k i 

n-+oo i=I 

siendo k i los números o Ó 1, es decir, las cifras del número racional 
o <x,:::: 1: expresado en el sistema de numeración de ·base 2. 

J. Babini 

2.-Desarrollar en serie de potencias de z la función w definida 
por la ecuación. w = ehzw • ' 

J. Babini 

3.--':"Calcular los coeficientes del desarrollo en serie convergente: 

00 

f (x) = ~ en 2 +x 2 x n 
o 

J. Rey Pastor 

[~.-¿Existe en cada intervalo algún conjunto de medida menor 
que él y tal que los conjuntos parciales contenidos en intervalos igua
les tengan iguales medidas? 

-R. Frucht 
"" 

'5.-Dados al azar dos pares de puntos sobre el contorno de un 
polígono convexo, calcular la probabilidad de .que el punto de inter
sección de las rectas que. determinan, sea interior al polígono. 

(Para el cuadrilátero está resuelto en la obra de Czuber, Geo
metrische vVahscheinlichkeiten und Mittelwerte (Trad. de· Schuer
Ínans, 1902). Problema XIII del Cap. 1). 

'6.-Demostrar .que la probabilidad de que dos rectas que coitan 
a un polígono regular de 2 n lados se corten entre sí bajo un ángulo 

agudo igual o menor que ~. vale ~ 
2 n n • 

L. A .. Santaló 

7.-Sean dos rectas fijas del plano. ¿Se p~eden colocar en el 
mismo plano 6 segmentos de longitudes cualesquiera paralelos a una 
u otra de las dos rectas y tales que 5 a 5 de ellos tengan una se
cante común y sin e mbargo no haya una recta que corte a todos? 

L. A.· San taló 



-'- 27-

8.-Estudiar las propiedades de la función definida por la serie 

~designando por (x) la mantisa luínima de x, esto es, -la diferencia 
positiva o negativa, entre x J el entero más próximo. Compárense 
;sus propiedades con las de su análoga menos sencilla:, utilizada por 
Riemann, completando al· mismo tie~po las propiedades de ésta, -gue 
suelen figurar 'en los tratados de funciones reales. 

R. P. 

g.-Formar una sucesión de funciones continuas convergentes ha
cia la función discontinua definida así': el valor para todo número 
racional es la unidad fraccionaria que tiene el misluo denominador; 
el valor para todo x irracional es o. 

Aplíquese el método a funciones más. generales que sean con ti
;uuas salvo en un co~junto numerable denso en el intervalo. 

R. P. 

lO.-Estudiar el recinto definido por la condición 

Il-zI<::k(l-lzl) 

que se presenta al estudiar la convergencia de las series de ,potencias 
en puntos del contorno del campo de convergencia. 

A. S. 

ll.-Construir una función f (x) con un conjunto denso de 
discontinuidades y que sea la derivada de otra función en todo un 
intervalo. 

E. Samatán 

12.-Una recta móvil divide a una figura convexa plana en dos 
porciones de área constante. DeIÍlostrar. que el lugar geométrico de 
los centros de gravedad de estos sectores es una línea que tiené las 
tangentes paralelas a las cuerdas respectivas y cuyo radio de curvatura 
en éada punto es igual al cubo de la cuerda respectiva dividido por 
12 veces el área constante del sector. GeneraLización. 

L. S. 

13.-Construil' la tangente en cada uno de sus pu'ntos a la curva 
de contacto de una esfe,ra con el conoide circunscripto definido por 
una, directriz rectilínea exterior y la recta impropia del plano perpen
dicular a ésta. ·Generalización. 

P. Rosell Soler 
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Ill.~Estudiar .la función o funciones analíticas: definidas por' 
la expresión 

El. P. 

I5.-Generalizar al campo complejo la función ele Dirichlet,. 
partiendo de su expresión: 

limm limn (cos mI rrz)2n para m-~oo, n-+oo. 

R. P. 

_. I6~-Construir una curva de Jorda.n que sea cortada por toda 
rectc.l en una sucesión numerable de puntos. ¿Existe una curva ·de 
Jordan que sea cortada por ca.da recta del plano en un conjunto que 
tenga la potencia del continuo? . 

F. T. 

I7.-Calcular la derivada según la dirección d'el radio en cada 
punto ~le la circunferencia, de la función annónica regular en el 
círculo que en la circunferencia toma los valores dados por una fun
ción continua dada. 

R. P. 

I8.-Consideremos dos curvas rectificables de Jordan, una -fija 
y otra móvil; :si es 1 la Ion.gitud de la parte de curva 111óvil coilte
nida ·en el interior de la .píIÍlnera, estudiar su dependencia re~pecto 
de los tres parám·etros que determinan la posicióIÍ de la curva móvil, 
viendo si es función continua de ellos, salvo en un conjunto de. 
medida. nula. 

111. Balanzat 

Ig.-Dado un conjunto plano C, si con centro en cada punto 
de C se traza una circunferencia y e3 A el conjunto de puntos de 
estas circunferencias, estudiar las relaciones entre ambos. Si C es 
medible, lineal o superficialmente ¿lo es también A? Si C tiene 
11ledida no nula ¿lo será tam.bién A? 

lVI. Balanzal 

2o.-Es sabido que la unidad puede descomponerse de infinitos. 
modos ,en suma de fracciones simples 1 In. ¿Existe alguna descompo
sición cuyos denominadores sean todos iInpares y distintos? 

R. Frucht 

21.-Llamaremos desviación de un sistema' de puntos de un 
plano respecto de una circunferencia a la suma de los cuadrados de. 
las potericias de cada pUJ}to del sistema respecto. de la circunferencia .. 
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'Se pide, dado el sistema, determinar la circunf.erencia cuya aesviación 
,sea mínima; analizar geométricamente la solución. Generalizar. 

A. Vale iras 

22.--'::Calcularpara n-+oo -el límite de la suma: 

1m nm ,+ 2m (n - 1)1ll • ~. + nm 1m 

para los diversos valores del .parámetro real m. Generalización. 

R. P. 

23.-Si una s,erie de potencias converge :en un punto de su cir
,cunf,er,encia de convergencia, ¿bajo qué condicioiles converge en el 
mismo .punto el desarrollo taylorÍano de la función analítica definida 
por la E'erie, efectuado en un punto interior al círclilo? 

R. P: 

CUESTIONES ELEl\fENTALES 

1. - Truncar un triángulo de base a, de modo que resulte un cuadrilátero de 
la misma base a, con los tres lados restantes iguales. 

'2. - Encontrar una· curva tal que la tangente en cada punto sea perpendicu
lar a una de las tajlgentes traz das desde el mismo a una circu,nferencia 
fija. 

\ 

,3 .. - Calcular la suma . de los infinitos segmentos obtenidos al proyectar un 
punto de un: lado de un ángulo agudo sobre el otro, la proyección obte
nida. se proyecta sobre el primer lado, etc. 
Generalizar el problema cuando la dirección de las proyecciones sobre ca
da lado no e~ perpelldicular a ~l. 

.4. - Calcular la longitud total recorrida por. cada lUlO de los l'ayos luminosos 
emitidos por un punto luminoso interior al diedro agu'do formado por dos 
espejos! en' cualquier dirección normal a la arista del diedro agudo, al 
reflejarse sucesiva o indefinidamente en ambos espejos. 

,5~ - Construir una CUl'va tal que para todo punto X del eje x se verifique la igual
'dád de ángulos OXP = 2PXA, siendo P y A puntos fijos del eje y. 

Aplíquese a la resolución gráfica de la trisección del ángulo y generalí
. cese para la división en' 1t partes iguales. 

'6. - Si ABO Y A 'B 'C' son triángulos semejantes, demostrar que el triángulo 
formado por los puntos que dividen a los segmentos AA' BB' ce' en una 
misma razón, es semejante a ellos . 

.7. - Calcular los máximos y mínimos de la función z axm + bym. Discusión. 

8. - Un cazador parte del punto A ycal'iüna 10 km. h~cia el SUl'; como allí 
no encuentra caza, camina un ,rato hacia el Este, mata un 0S0 y re
gresa en línea recta hacia el punto A, ,caminando 10 km. i,De qué color 
era el oso~ 
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CRONICA 

PROFESOR VITO VOLTERRA (1860 -1940) 

Ya en prensa este número anuncia el cable el fallecimiento del profesor 
Vito Voltel'l'a, una de las figuras más excelsas en el campo de las ciencias 
exactas, a las que ha impulsado considerablemente én variados rumbos con las 
creaciones de su genio. El prodigioso desarrollo alcanzado por el Análisis fun
cional, que parece llamado a ser una de las ciencias características de nuestro 
siglo, indica la clarividencia de" quien hace más de cincuenta años trazó sus 
líneas generales y adivinó su inmenso porvenir. 

La Revista de la Unión Matemática Argentina rendirá en uno de sus pró
ximos números el debido homenaje a esta figura prócer de la ciencia. 

LA ORGANIZACION DE LOS ESTUDIOS MATEMATICOS 
EN LOS DIVERSOS PAISES' 

Un principio elemental de buen sentido, frecuentemente olvidado, es la im
prescind~ble necesidad de informarse cómo procedieron nue,í¡tros antecesores en 
toda organización y aun en toda actividad creadora. Mucho más necesaria es 
tal información cuando se trata de cosas que atañen a la cultura, en que glo
riosos países nos. precedieron desde muchos siglos y nos· llevan la incalculable 
ventaja de la obra acumulada por las creaciones de mentes excelsas y por la 
ingente labor de los millares de obreros que haIi" construído la ciencia actual. 

Quienquiera que pretenda emprender r~formas en la enseñanza; o aun si
quiera opinar sobre ellas, debe conocer previamente la experiencia de quienes 
fueron, son y serán nuestros maestros. Refiriéndonos especialmE:)ute al campo 
de los estudios matemáticos, iniciar~mos en el próximo número Ulla sección 
informativa en que daremos a conocer en forma sintética, pero viva, como escri
ta por quienes han vivido en aquellos ambientes intelectuales, la organización 
de los más importantes países europeos, y también de los otros continentes 
posteriormente incorporados a la cultura superior. Ini~iaremos la serie con la 
exposición del organismo académico de Francia, prosiguiendo con los de otras 
naciones de altísima cultura. 

SESION CIENTIFICA DE LA "UNION MATEMATICA ARGENTINA" 

En el aula del Instituto de Matemáticas de la Universidad de Buenos Aires 
se celebró el día 23 de Julio una sesión de carácter científico, en la cual expu-

. . 
sieron sus· autores los trabajos siguientes: 

L. SANTALÓ. - Algunos elementos de las superficies convexas que no ::le 
conservan en el límite. 

Y. FRENKEL. - Generalización de algunos resultados de Picard sobre las 
'integrales de tipo Cauchy. 

E. OOROMINAS. - Sobre la teoría del crecimiento. 
E. SAMATAN. - Sobre algunas funciones discontinuas. 
M. SADOSKY. - Cálculo numérico de la integral de Poisson. 



'-31-

Por falta de' espacio queda pendiente para otro número la exposición de 
los resulfados expuestos. La próxima sesión científica, última de este curso, se 
celebrará en los primeros días de diciembre. 

CURSO DEL PROFESOR BEPPO LE VI EN BUENOS AIRES 

A propuesta del Instituto matemático de la Universidad de Buenos Aires, 
ac~gida con entusiasmo por el Decano y Consejo Académico de la Facultad de 
Ciencias Exactas, Físicas y naturales, ha dictado en los últimos días del mes de 
octubre un curso breve el eminente matemático Profesor Beppo Levi, director 
del Instituto homónimo de Rosario. En la conferencia inaugural desarrolló el 
concepto de dominio deductivo, idea original llamada a ocupar lugar definitivo 
en el campo de investigaciones sobre los fundamentos del Análisis; las clases 
de seminario fueron dedicadas a su teoría de la integral, que es conocida de 
los especialistas, por haber sido publicada por su autor en memorias anteriores, 
a la cual, ha aportado recientemente progresos que la perfeccionan. 

La influencia del profesor Levi en el pi'ogreso de los estudios matemáticos 
en el país, se hace así extensiva a' todo el país y llega también a la vecina 
República oriental donde ha desarróllado recientemente un ciclo de conferen
cias que han tenido gra,n éxito en la Universidad de Montevideo. 

VARIA 

1. - El experimento C01no lecho de Procusto 

"Procusto, como ustedes recordarán, alargaba o cortaba los miembros de 
sus huéspedes hasta lograr que se ajustaran a un lecho especial que él había 
construido, Es posible, no obstante, que el final de la .leyenda no, sea tan 
conocido. A la mañana siguiente, antes de abandonal' a los v~ajeros asi tortu
rados, Procusto medía las extremidades de los mismos y con esos datos escri
bía un trabajo científico, para ser presentado a la Sociedad Antropológica 
de Atica, titulado: Sobre la uniformidad de la talla de los viajeros. 

Sir ARTHuR EDDINGTON, The philosophy 01 physical science, 

2. - Se anticipó Galois a Riemann? 

En su famosa carta de despedida a Chevaliel' la víspera del fatal duelo 
que le costó la vida, habla' vagamente Galois de "ambigüeté des fonctions" 
concepto sobre el cual anuncia tener desarrolladas algunas inv,estigaciones, 

A pesar de la parquedad de la mención, sospecha Klein si en tales .tra
bajos, desgraciadamente perdidos para siempre, habría quizás una teoría de los 
órdenes de conexión y un anticipo de las superficies l'iemannianas. 

Aunque parezca áventurada la hipótesis del ecuánime Klein, no se olvide 
que el imberbe genio dejó resultados positivos sobre las integrales de fun
ciones algebraicas que hoy llamamos abelianas, los cuales merecen conside
rarlo como un precursor del coloso Riemann. 
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3. - V m'dadero alcance de la teoría de GaZois 

El -nimbo de misterio que la teoría de Galois sobre las ecuaciones alge

braicas se ha ido formando poco a poco, com~ consecuencia de su enorme difi
cultad, ha contribuido quizás a la supervaloración de la misma, común entre 
el público matemático. Se cree ingenuamente que con ella se resuelven defini
tivamente todos los problemas de la teoría algebraica de ecuaciones y esto, 
naturalmente, dista de la verdad. La teoría de Galois contesta, en efecto, a 
importantes cuestiones ,de la teoría de ecuaciones del modo más general; pero 
no es sino la puerta de acceso a un inmenso y mucho más extenso campo, que 
hoy desconocemos todavía, no pudiendo vislumbrar aún su riqueza de proble

mas. A este campo de investigación, de acuerdo con Gordan, pudiera llamarse 

Hipergalois. (Klein, 1926) 

4. ---: CÓ1no 'llegó Calwhy a Sl~ 1náxim'LO desCl~br'i1niento 

Al estudiar el famoso teorema de Cauchy sobre la anulación de la inte
gral de una función holomorfa no se sospechan los tanteos que necesitó el gran 
politécnico para llegar a tan importante conclusión. Primeramente logró en 
1825 demostrarlo cuando el contorno es rectangular y los dos caminos están 
formados por los dos semicontornos separados por una diag~nal; después sospe
chó su generalidad, y finalmente en 1840 logró la demostración. 

Bueno es notar que ya Gauss había estudiado en 1811 la integral de l/z 
reconociendo su valor 2 TI i, pero no llegó a publicarlo, limitándose a comunicar 

sus resultados a Bessel. 

5. - U1~ feClmdo error ele Abel 

Tuvo que luchar Abel contra el prejuicio general que no podía tomar ~n 
serio las revolucionarias ideas del joven' imberbe, q~ien para los veteranos pro
fesores no pasaba de ser el "studiosus Abel' '. Alcanzó, sin embargo, una glo
ria efímera cual~do e~ 1823 logró la resolución de" la ecuación general de' 59 

grado mediante radicales, vano empeño en que habían fracasado los grandes 
, algebristas franceses. Pero poco duró la fama al divulgarse la falsedad de la 

demostración (error qU,e quizás sólo su mismo autor descubrió) y los viejos 
prudentes se afirmaron en sus reservas y hasta se permitieron algunas puyas 
contra el atrevido inventor que a los 21 años osaba atacar tales problemas 
inasequIbles a los sabios encanecidos en la enseñanza. Util estímulo fué éste 
para el atrevido Joven, quien se sintió todavía más atrevido, cambiando total
mente de ruta y logrando por fin a los pocos meses démostrar todo lo contrario 
de lo que sus antecesores habían creído, esto és: la imposibilidad de la resolu

ción general mediante i'adicales; magno descubrimiento que imprimió' a sus 
expensas y repartiÓ en hojas volanderas, con grave disgusto de sus sabios maes

tros. 
Justo es hacer' consta,r que los más nobles reconocieron su error y le con

siguieron una beca para estudiar en Alemania y Francia ; pero asu regreso 

cargado de lauros nó logró una cátedra. La oferta de la Universidad de Berlín 

Íleg6 a los pocos días de su muerte, acaecida en, 1830. 
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